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DOKTORSKA DISERTACIJA

REZIME
Cilj ovog rada je razvoj biomehanickog FEM modela ljudskog prsljena baziranog na procesu 
adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje. Mehanicko opterecenje, cijem je dejstvu 
kost izlozena tokom svakodnevnih aktivnosti, je osnovni uzrocnik strukture kostanog tkiva 
ljudskog skeleta. Proces adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje, kroz razgradnju 
starog i formiranje novog kostanog tkiva, prilagodava strukturu kostanog tkiva uslovima 
mehanickog opterecenja tokom citavog ljudskog zivota. Aktuelni matematicki modeli procesa 
adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje, Nijmegen i Stanford model, su razvijeni 
krajem osamdesetih godina proslog vijeka, nakon cega su dozivjeli veci broj modifikacija. Ovaj 
rad treba da dovede do razvoja originalnog modela adaptivnog procesa kroz modifikaciju i 
poboljsanje postojecih Nijmegen modela. Stoga su su definisani sledeci ciljevi:

• Istrazivanje efekata varijacije oblika funkcije prostornog uticaja na adaptivni proces;
• Ukljucivanje ortotropnosti spongioznog kostanog tkiva, utvrdene istrazivanjem kojeje 

1999. godine sproveo D. Ulrich sa saradnicima [51], u model adaptivnog procesa.
Raspodjele kostanog tkiva prsljena dobijene originalnim modelom autora ovog rada i postojecim 
Nijmegen modelima, model Xinghua-e i model Mnllender-a, ce biti uporedene sa raspodjelom 
kostanog tkiva prsljena, odredenom kvantitativnom kompjuterskom tomografijom, u cilju 
potvrde uspjesnosti modeliranja adaptivnog procesa.

Biomehanicki FEM model ljudskog prsljena u potpunosti odreduju njegova geometrija i 
mehanicke karakteristike konacnih elemenata. U cilju povecanja efikasnosti procesa 
rekonstrukcije geometrije prsljena, u odnosu na postojece metode, bice razvijen parametarski 
model za rekonstrukciju 3D geometrijskog modela prsljena. Numerickim modeliranjem 
adaptivnog procesa, baziranom na originalnom modelu autora ovog rada, ce biti odredena 
raspodjela relativne gustine kostanog tkiva prsljena. Na bazi korelativnih veza relativne gustine 
sa modulom elasticnosti, naponom na granici plasticne deformacije i naponom na granici 
statickog razaranja kostanog tkiva, utvrdenih brojnim istrazivanjima, bice odredene mehanicke 
karakteristike konacnih elemenata modela prsljena.

Najbitnija karakteristika biomehanickog FEM modela prsljena baziranog na procesu adaptacije 
kostanog tkiva na mehanicko opterecenje je mogucnost adaptacije mehanickih karakteristika 
konacnih elemenata modela na uslove mehanickog opterecenja usled kojih dolazi do pokretanja 
adaptivnog procesa. U slucaju znatnih promjena uslova mehanickog opterecenja, kao sto se 
dogada nakon ugradnje implantata, dolazi do pokretanja adaptivnog procesa koji vodi promjeni 
raspodjele kostanog tkiva, a tim i mehanickih karakteristika konacnih elemenata modela. Dakle, 
ovaj model omogucava da se tokom razvoja implantata istrazi uticaj dimenzija i oblika 
implantata na promjenu raspodjele kostanog tkiva izazvanu adaptivnim procesom u 
postoperativnom periodu. Razvoj implantata baziran na ovom modelu omogucava izbor 
adekvatnog oblika i dimenzija implantata kojim bi se preduprijedila promjena raspodjele 
kostanog tkiva, koja bi uzrokovala pretjerano slabljenje strukture kostanog tkiva u 
postoperativnom periodu i neuspjeh implantacije usled ostecenja ili loma kosti.
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ABSTRACT
The aim of this research is development of biomechanical FEM model of vertebra based on bone 
remodeling. Mechanical load acting upon bone, during regular daily activities, is the main cause 
of bone tissue structure of human skeleton. Bone remodeling adapts bone tissue structure, by 
resorbtion of old bone tissue and forming of new one, to mechanical load conditions during 
whole of the human life. The state of the art in mathematical models of bone remodeling, 
Nijmegen and Stanford model, were developed by the end of eighties of the previous century, 
afterwards these models underwent many modifications. This research is to contribute to 
development of an original model of bone remodeling by modifications and improvement of the 
existing Nijmegen models. Therefore the following aims are defined:

• Investigation of the effects of shape variation of spatial influence function on bone 
remodeling;

• Introduction of orthotropic nature of trabecular bone tissue in the model of bone 
remodeling, that was investigated by D.Urlich and his coworkers [51].

Biomechanical FEM model o f  human vertebra is entirely defined by its geometry and 
mechanical properties of finite elements. In order to improve the efficiency of geometric 
reconstruction of vertebra, in comparison with the existing methods, a parametric model will be 
developed for reconstruction of 3D geometric vertebra model. Distribution of apparent density of 
bone tissue of vertebra will be obtained by numerical modeling of bone remodeling based on the 
original model of the author of this research. Mechanical properties of finite elements of vertebra 
model will be obtained based on the correlation between apparent density and Young’s modulus, 
yield stress and ultimate stress of bone tissue, confirmed by numerous researches.

The most important feature of biomechanical FEM model of vertebra based on bone remodeling 
is the adaptability of mechanical properties of model’s finite elements to mechanical load 
conditions causing initiation of bone remodeling. In case of significant changes of mechanical 
load conditions, like the ones taking place after implantation, initiated bone remodeling causes 
changes in distribution of bone tissue and mechanical properties of finite elements as well. 
Therefore, this model could be used during implant design to investigate implant’s shape and 
dimensions influence on changes in distribution of bone tissue during bone remodeling in post­
operative period. By choice of adequate implant’s shape and dimensions this approach prevents 
undesirable redistribution of bone tissue during bone remodeling in post-operative period, that 
could cause exaggerated weakening of bone tissue structure and failure of implantation because 
of damage or break of implanted bone.
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UVOD

[1
UVOD

Multidisciplinarni pristup u resavanju zahtjeva koji se postavljaju pred savremenu medicinu, 
uzrokovan kompleksnom prirodom ljudskog organizma, je tokom prethodne dvije decenije 
doveo do ekspanzije naucnih istrazivanja u oblastima poput biohemije, biofizike, biomehanike... 
Razvoj kostanih implantata kojim se substituisu djelovi ljudskog skeleta predstavlja aktuelnu 
istrazivacku oblast u kojoj se preplicu raznorodna istrazivanja koja za cilj imaju razvoj kostanih 
implantata optimalno prilagodenih ljudskom organizmu. Brojna istrazivanja, koja se odvijaju 
sirom svijeta, u domenu biomehanike, kada je rijec o razvoju kostanih implantata, imaju za cilj:

• Odredivanje mehanickih karakteristika kostanog tkiva;
• Matematicko modeliranje procesa adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje, sto 

bi omogucilo preoperativnu simulaciju procesa adaptacije kostanog tkiva u izmijenjenim 
uslovima mehanickog opterecenja do kojih dolazi po ugradnji implantata.

Rezultati navedenih istrazivanja se mogu koristiti i za razvoj biomehanickog modela djelova 
ljudskog skeleta ili skeleta u cjelini sa misicima, ligamentima, meduprsljenskim diskovima i 
ostalim djelovima ljudskog tijela, koji u mehanickom smislu, cine jednu funkcionalnu cjelinu. 
Ovaj model bi omogucio analizu uticaja mehanickog opterecenja koje na rukovaoca masine 
djeluje u razlicitim radnim rezimima. Ovakva analiza sprovedena u fazi razvoja konstruktivnog 
resenja bi omogucila razvoj masina koje nisu uzrocnik pojave profesionalnih oboljenja 
rukovaoca istih izazvanih mehanickim opterecenjem koje je posljedica rada masine.

Tokom ljudskog zivota kostano tkivo prolazi kroz tri faze. Prva je faza rasta, kada se formira oko 
90% kostane mase. Potom nastupa faza konsolidacije, u trajanju 10 do 15 godina, kada se 
kostana masa i dalje uvecava do dostizanja maksimuma od 20 do 30 godine zivota. Nakon faze 
konsolidacije nastupa faza involucije, koja traje do kraja zivota, tokom koje se kostana masa 
smanjuje. Okoncanje faze rasta oznacava pocetak promjena kostanog tkiva, koje traju citavog 
zivota, poznatih kao proces adaptacije kostanog tkiva. Ziva kost nikad nije metabolicki mirna, 
vec se kostano tkivo, naprotiv, stalno mijenja adaptirajuci se na fizicko okruzenje u kojem se 
nalazi kroz procese razgradnje starog i formiranja novog kostanog tkiva. Kod odraslih osoba 5% 
kortikalnog i 25% spongioznog kostanog tkiva se promijeni svake godine kroz adaptivni proces 
[110]. Proces starenja sa sobom donosi neuravnotezenost procesa razgradnje i formiranja 
kostanog tkiva. Stoga se kolicina razgradenog kostanog tkiva ne nadoknaduje adekvatnom 
kolicinom formiranog kostanog tkiva, sto rezultira smanjenjem kostane mase. Ova neravnoteza, 
do koje dolazi nakon faze konsolidacije, je uzrokovana hormonalnim promjenama, promjenama 
u prehrani kostanog tkiva, kao i promjenama u nacinu zivota [110].

1



UVOD

U mehanickom smislu skelet predstavlja “nosecu konstrukciju” ljudskog tijela. Kao takav nosi 
tezinu ljudskog tijela, predstavlja cvrsto hvatiste za misice i ligamente i omogucava prenos sila, 
koje ostvaruju misici, na zglobove tokom pokretanja dijelova ljudskog tijela. Grada kosti je 
uslovljena njihovom osnovnom, nosecom funkcijom. Stoga se unutrasnja struktura kosti, tkz. 
matriks tokom adaptivnog procesa prilagodava mehanickom opterecenju koje trpi. Vjeruje se da 
je rezultat prilagodavanja matriksa mehanickom opterecenju, kost cija je grada svedena na 
fiziolosku granicu tako da sa minimumom kostane mase moze odgovoriti osnovnoj, nosecoj 
funkciji [110,150], Naponi u kosti ovakve grade odgovaraju naponima u stanju ravnoteze.

Ukoliko su naponi u kosti u stanju ravnoteze, adaptivnim procesom se ne mijenja struktura 
kostanog matriksa vec se samo vrsi obnavljanje kostanog tkiva kroz proces razgradnje starog 
kostanog tkiva i njegove zamjene novoformiranim kostanim tkivom. Kada se pri promjeni 
raspodjele napona u kosti, izazvanoj izmijenjenim uslovima mehanickog opterecenja, narusi 
ravnotezno stanje dolazi do pokretanja adaptivnog procesi koji mijenja strukturu kostanog 
matriksa. Tokom adaptivnog procesa struktura matriksa se mijenja tako sto dolazi do smanjenja 
kostane mase u podrucjima manjih i povecanja kostane mase u podrucjima vecih napona. Ova 
promjena traje dok grada kosti ne bude takva da su naponi u kosti u stanju ravnoteze.

Proces adaptacije kostanog tkiva zapocinje fazom aktivacije u toku koje se formiraju osteoklasti, 
celije koje razgraduju kostano tkivo, i koja traje oko tri dana. Novoformirani osteoklasti tokom 
naredne cetiri sedmice razgraduju kostano tkivo, nakon cega pocinju aktivnosti osteoblasta, 
celija koje formiraju kostano tkivo. Aktivnost osteoblasta zapocinje formiranjem sloja 
mineralizovanog kostanog tiva, a nastavlja se formiranjem osteoida, odnosno, organskog dijela 
kostanog tkiva koje se deponuje neposredno ispod prethodno formiranog mineralizovanog sloja. 
Ova faza traje oko tri mjeseca, pri cemu oko deset dana nakon njenog pocetka,

zapocinje proces mineralizacije osteoida, 
tokom kojeg se kostano tkivo obogacuje 
mineralnim materijama i na taj nacin formira 
njegov neorganski dio. Oko 60% mineralnih 
materija koje sadrzi novoformirano kostano 
tkivo se deponuje u toku nekoliko dana, a 
citav proces se okoncava za oko sest mjeseci. 
Tokom procesa mineralizacije organskog 
dijela kostanog tkiva osteoblasti postaju 
“zarobljenici” sopstvenog produkta, kostanog 
matriksa prikazanog na slici 1.1, 
transformisuci se u osteocite tj. formirane 
kostane celije. Prva teorija o vezi mehanickog 
opterecenja i adaptacije kostanog tkiva 

se javila sredinom devetnaestog vijeka. 1867. godine svajcarski anatom Herman von Mayer je u 
okviru istrazivanja ljudskog skeleta proucavao i orijentaciju kostanog matriksa butne kosti. 
Proucavajuci rezultate ovog istrazivanja njemacki gradevinski inzenjer Karl Culmann je uocio 
slicnost pravaca pruzanja kostanog matriksa sa pravcima pruzanja glavnih napona koje je, ranije 
razvijenom grafickom metodom, odredio za Fairbain kranove, sto je prikazano na slici 1.2 iz 
originalnog Culmann-ovog rada. Iz ovog opazanja je proistekla Culmann-von Mayer-ova teorija, 
poznata kao teorija trajektorija, po kojoj se kostani matriks pruza duz pravaca glavnih napona, 
pri cemu ova cinjenica nije dovedena u vezu sa mehanickim opterecenjem [110,111]. Korak 
dalje je nacinio njihov savremenik njemacki anatom i ortoped Julius Wolff koji je utvrdio da se 
orijentacija kostanog matriksa moze mijenjati kao posljedica promjene uslova mehanickog 
opterecenja. Wolff je dokaze za svoju teoriju pronasao u strukturi kostanog matriksa kosti srasle 
nakon loma, prikazane na slici 1.3 iz originalnog Wollf-ovog rada, kod koje se pravac pruzanja 
kostanog matriksa promijenio u odnosu na stanje prije loma, sto je Wollf doveo u vezu sa 
izmijenjenim uslovima mehanickog opterecenja kosti nakon loma.

osteoid
aktivni

osteoblasti
neaktivni

osteoblasti
osteociti
osteoklasti

trabekule . -

Slika 1.1 Spongiozno kostano tkivo
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Slika 1.2 Pruzanje kostanog matriksa butne 
kosti i pravaca glavnih napona Fairbain krana

Svoje ideje o procesu adaptacije kostanog tkiva Wolff je detaljno obrazlozio u knjizi Das Gesetz 
der Transformation der Knochen iz 1892. godine u kojoj je  formulisao hipotezu, danas poznatu 
kao Wolff o y  zakon, koja glasi: Svaka promjena u funkciji Hi u obliku i funkciji kosti pracena je  
izvjesnimpromjenama u strukturi kostanog tkiva u skladu sa matematickim zakonom [110,111]. 
Ovu hipotezu Wolff medutim, nikada nije pokusao da pretoci u matematicku teoriju.

Njemacki hirurg Wilhelm Roux je 1895. godine ukljucio Wolff-ove ideje u svoju teoriju 
funkcionalne adaptacije bioloskih struktura i organa. Prema Roux-u svi su organi gradeni od 
minimuma tkiva koji im omogucava da mogu maksimalno odgovoriti funkcionalnim zahtjevima 
sto predstavlja tkz. princip maksimum-minimum [150]. R oux-o ya teorija predstavlja zacetak i 
danas aktuelne ideje o tome da je adaptacija kostanog tkiva na mehanicko opterecenje optimalna 
pri cemu tkivo tezi minimalnoj masi potrebnoj da nosi opterecenje. Zbog toga promjene u 
funkciji ili obliku i funkciji kosti, koje izazivaju promjenu uslova mehanickog opterecenja kosti, 
izazivaju promjene u strukturi kostanog tkiva. Adaptivni proces tokom kojeg se ove promjene 
odigravaju traje toliko dugo dok se ne ostvari princip maksimum-minimum, tj. dok se sa 
minimumom kostanog tkiva ne postigne maksimum osnovne, nosece funkcije kosti. Organi 
potpuno prilagodeni funkciji imaju prema Roux-u funkcionalan oblik i strukturu i nalaze se u 
stanju ravnoteze. Roux je  1881. godine iznio i prvu ideju o mehanizmu koji pokrece proces 
adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje prema kojoj celije kostanog tkiva mogu 
“osjetiti“ mehanicki napon i reagovati na tu pobudu na celijskom nivou pokretanjem adaptivnog 
procesa [111].

Culmann-von Mayer-ova teorija trajektorija, Wolff-ov zakon i Roux-ova teorija funkcionalne 
adaptacije predstavljaju osnov savremenih matematickih teorija o adaptaciji kostanog tkiva. I 
pored toga sto je  Wolff pretpostavio postojanje funkcionalne veze mehanickog opterecenja i 
procesa adaptacije kostanog tkiva jos krajem devetnaestog vijeka, prva matematicka teorija koja 
opisuje ovu vezu je postavljena tek sedamdesetih godina dvadesetog vijeka. U nizu radova 
Stephen Cowin je sa saradnicima razvio teoriju adaptivne elasticnosti [105]. Prema Cowin-ovoj 
teoriji kost je  modelirana kao dvofazna porozna materija koju cini porozna elasticna struktura i 
fluid kojim je ova porozna struktura ispunjena. Pokazatelj naponsko-deformacionog stanja 
kostanog tkiva koji upravlja procesom adaptacije, prema modelu Cowin-a, je  deformacija. 
Jednacina adaptacije u ovom modelu opisuje promjenu raspodjele kostane mase tokom 
adaptivnog procesa, koja je uslovljena razlikom trenutne velicine tenzora deformacija i velicine 
tenzora deformacija u stanju ravnoteze. Jednacinom adaptacije je  obuhvacen i tenzor elasticnih 
koeficijenata, koji se kao i tenzor deformacije u stanju ravnoteze odreduje eksperimentalnim 
putem. Model Cowin-a se, iako je dokazano da moze reprodukovati promjene koje se odigravaju 
tokom adaptivnog procesa, pokazao kao vrlo komplikovan zbog potrebe eksperimentalnog 
odredivanja tenzora elasticnih koeficijenata i tenzora deformacije u stanju ravnoteze.

*-. *  ̂ " 1_J

Slika 1.3 Pruzanje kostanog matriksa butne 
kosti prije i nakon loma
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Deceniju nakon Cowin-ove teorije adaptivne elasticnosti, 1987. godine, razvijena su nezavisno 
jedan od drugog dva modela procesa adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje, sa 
ciljem prevazilazenja navedenog nedostatka Cowin-ovog modela. Prvi je  razvio Dennis Carter 
sa saradnicima na univerzitetu Stanford u SAD-u tkz. Stanford model, a drugi Rik Huiskes sa 
saradnicima na univerzitetu u Nijmegenu u Holandiji tkz. Nijmegen model. Stanford i Nijmegen 
modeli, iako razvijeni nezavisno, imaju mnogo slicnosti. U oba modela se eksperimentalnim 
putem umjesto tenzorskih velicina, sto je slucaj u Cowin-ovom modelu, odreduju skalame 
velicine. Kao pokazatelj naponsko-deformacionog stanja kostanog tkiva koji upravlja procesom 
adaptacije u oba modela je  izabrana skalarna velicina, gustina deformacione energije. U oba 
modela je integrisana metoda konacnih elemenata. Stoga je kostano tkivo, modelirano kao 
izotropni kontinuum, diskretizovan konacnim elementima. Takode, u oba modela se adaptivni 
proces odigrava iterativno, pri cemu se na nivou konacnog elementa u svakoj iteraciji vrsi 
uporedenje gustine deformacione energije u konacnom elementu i gustine deformacione energije 
u stanju ravnoteze. Ukoliko postoji razlika izmedu ovih velicina na osnovu nje se odreduje 
prirastaj relativne gustine kostanog tkiva u konacnom elementu, a ukoliko razlike nema adaptivni 
proces se u konacnom elementu okoncava. Okoncanjem adaptivnog procesa u svakom od 
konacnih elemenata okoncava se i proces adaptacije na nivou kosti. Rezultati dobijeni 
simulacijom adaptivnog procesa prema oba modela su skoro identicni.

Od publikovanja do danas oba modela su pretrpjela veci broj modifikacija u cilju poboljsanja 
rezultata koji se dobijaju pri njihovoj upotrebi u numerickoj simulaciji procesa adaptacije 
kostanog tkiva. Modifikacije Nijmegen modela je predlagao H.Weinans sa saradnicima 1992. 
godine, M.G.Mullender sa saradnicima 1994. i 1995. godine i Z.Xinghua sa saradnicima 2002. 
godine. Modifikacije Stanford modela je predlagao G.S.Beaupre sa saradnicima 1990. godine, 
B.CJacobs sa saradnicima 1997. godine i 2000. godine. Osnovni razlog rasta interesovanja za

Slika 1.4 Snimci butnih kosti kod kojih je 
doslo do gubitka kostanog tkiva usled 
nezeljenog adaptivnog procesa u 
postoperativnom periodu

matematicko modeliranje procesa adaptacije 
kostanog tkiva na mehanicko opterecenje je 
postojanje potrebe za predvidanjem toka 
procesa adaptacije kostanog tkiva izazvanog 
izmijenjenim uslovima mehanickog 
opterecenja nakon ugradnje implantata [110]. 
Ova vrsta klinicke interveneije dramaticno 
mijenja fizicko okruzenje u kojem se nalazi 
kost. Znatno veca krutost metala implantata od 
krutosti kostanog tkiva uzrokuje da uobicajno 
mehanicko opterecenje kosti dovodi do znatno 
manjih deformacija i napona u okolnom 
kostanom tkivu u odnosu na preoperativni 
period. Ova pojava izaziva pokretanje procesa 
adaptacije kostanog tkiva kojom se masa, a 
tim i nosivost kosti smanjuje. Promjena uslova 
mehanickog opterecenja kosti izazvana 
ugradnjom implantata moze dovesti do 
nezeljene adaptacije kostanog tkiva, cak i u

slucaju da adaptivni mehanizam funkcionise pravilno. U tom slucaju dolazi do gubitka funkcije 
implantata i moguce do loma kosti kao sto je prikazano na slici 1.4. Troskovi lijecenja lomova 
butne kosti samo u SAD-u iznose devet milijardi dolara godisnje [16,110].

S obzirom da se period trajanja adaptivnog procesa mjeri mjesecima, odnosno, godinama 
kompjuterske simulacije matematickih modela nude jedinstven pristup proucavanju ovog 
dugotrajnog procesa. Na ovaj nacin se eliminise i potreba za eksperimentima sa zivotinjama, koji 
su doskora bili jedini nacin za proucavanje uticaja promjene uslova mehanickog opterecenja na 
adaptivni proces. Kompjuterske simulacije su pouzdan, jeftin i brz alat, koji omogucava
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sistematicno ispitivanje razlicitih optimizacionih ciljeva matematickih modela adaptivnog 
procesa do ostvarenja vjerne reprodukcije strukture kostanog tkiva. Koriscenjem ovog alata 
moguce je vec tokom razvoja implantata ispitivati uticaj oblika i dimenzija, kao i mehanickih 
karakteristika materijala implantata na adaptivni proces do kojeg dolazi nakon ugradnje 
implantata. Na bazi tako dobijenih rezultata moguce je vrsiti korekcije inicijalnog oblika i 
dimenzija implantata ili izmjenu materijala implantata cim bi se uticalo na tok adaptivnog 
procesa u postoperativnom periodu. Na taj nacin bi se izbjegao neuspjeh implantacije izazvan 
mogucim slabljenjem strukture kostanog tkiva tokom adaptivnog procesa u postoperativnom 
periodu koji moze uzrokovati ostecenje ili lorn kosti.

Na bazi matematickog modela adaptivnog procesa je moguce odrediti i strukturu kostanog tkiva 
kosti osobe na kojoj nije vrsena bilo kakva klinicka intervencija. U ovom slucaju numericka 
simulacija adaptivnog procesa, bazirana na matematickom modelu, pocinje iz stanja u kojem je 
kostano tkivo ravnomjerno distribuirano, a kost izlozena dejstvu opterecenja koje odgovara 
svakodnevnim aktivnostima. Tokom adaptivnog procesa dolazi do redistribucije kostanog tkiva 
tokom koje se dobija neravnomjerna distribucija kostanog tkiva slicna realno postojecoj u kosti. 
Bilo da je numericka simulacija adaptivnog procesa bazirana na Nijmegen ili Stanford modelu 
kao pokazatelj distribucije kostanog tkiva se koristi distribucija relativne gustine kostanog tkiva. 
Dakle, razultat numericke simulacije adaptivnog procesa je FEM  model kosti za koji je odredena 
relativna gustina kostanog tkiva u svakom konacnom elementu. U nizu istrazivanja je 
ustanovljeno postojanje korelativna veza relativne gustine kostanog tkiva sa modulom 
elasticnosti, naponom na granici tecenja i naponom na granici razaranja kostanog tkiva 
[40,58,76]. Stoga su odredivanjem relativne gustine kostanog tkiva posredno odredene i 
navedene mehanicke karakteristike svih konacnih elemenata FEM  modela kosti.

Inicijalna ideja za ovaj rad je proistekla iz odnosa covjek-masina i njegove uloge u razvoju 
konstruktivnih resenja masina kojim bi se preduprijedio rizik od pojave profesionalnih oboljenja. 
Pocetna ideja je proucavanjem ove materije suzena i fokus je usmjeren ka profesionalnom 
oboljenju koje uzrokuje pojavu bola u slabinskom dijelu kicme, a do kojeg dolazi najcesce usled 
degenerativnih promjena na meduprsljenskim diskovima. Razvoj informacionih tehnologija, bilo 
da je rijec o hardveru ili softveru, doveo je prethodnih decenija do izuzetne popularizacije 
metode konacnih elemenata koja je postala nezaobilazan inzinjerski alat za analizu naponsko- 
deformacionog stanja kontinuuma. Slican trend je evidentan zadnjih dvadesetak godina i u 
oblasti biomehanike. Brojna su istrazivanja u kojim su kicmeni stub ili njegovi pojedinacni 
djelovi modelirani konacnim elementima [4,6,12,33,35], Kicmeni stub je kao funkcionalna 
cjelina jedan od najkompleksnijih dijelova ljudskog tijela sastavljen od prsljena, meduprsljenskih 
diskova, ligamenata kojim su prsljeni povezani... Kicmeni stub predstavlja dio skeleta koji nosi 
tezinu trupa i glave i preko kojeg se uglavnom prenosi mehanicko opterecenje izazvano 
spoljnjim uticajima na ljudsko tijelo. Stoga su pojedinacni djelovi kicmenog stuba izlozeni 
dejstvu promjenljivog mehanickog opterecenja koje moze dovesti do degenerativnih promjena 
koje uzrokuju pojavu bola. FEM  modeli treba da omoguce analizu naponsko-deformacionog 
stanja kicmenog stuba, odnosno, prsljena u razliditim uslovima mehanickog opterecenja kako bi 
se utvrdila mogucnost pojave degenerativnih promjena. Mehanicke karakteristke FEM  modela 
prsljena su, u navedenim radovima, odredivane prema raspodjeli relativne gustine kostanog tkiva 
koja je utvrdena eksperimentalno na bazi snimaka sa CT skenera. Ideja ovog rada je da se kroz 
varijaciju oblika funkcije prostomog uticaja i ugradnju ortotropnosti spongioznog kostanog tkiva 
u Nijmegen model adaptivnog procesa poveca tacnost sa kojom se matematickim modelom moze 
odrediti raspodjela relativne gustine kostanog tkiva u odnosu na prethodno navedene 
modifikacije Nijmegen modela. Ovako razvijen originalni model adaptacije kostanog tkiva na 
mehanicko opterecenje bi se koristio i za odredivanje raspodjele relativne gustine kostanog tkiva 
prsljena na osnovu koje bi se odredivale mehanicke karakteristike FEM  modela prsljena.
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Pored sopstvene tezine i polozaja tijela na opterecenje kicmenog stuba najveci uticaj imaju 
vibracije koje se sa radne masine prenose i djeluju na tijelo rukovaoca masine. Vibracije su 
prepoznate kao uzrocnik opterecenja kicmenog stuba tokom dvadesetih i tridesetih godina 
proslog vijeka uporedo sa ubrzanim sirenjem mobilnih masina poput poljoprivrednih traktora, 
motornih vozila i aviona. Reiher i Meister su 1931. godine sproveli prvo istrazivanje uticaja 
vibracija na kicmeni stub i u zakljucku izvestaja sa ovog istrazivanja se izmedu ostalog spominje 
“poguban efekat vibracija tokom voznje” [136].

Profesionalna oboljenja vozaca poljoprivrednih traktora registrovana su u brojnim istrazivanjima 
sprovedenim tokom pedesetih godina. U izvestaju istrazivanja sprovedenog 1949. godine, 
Paulson navodi “...voznjapoljoprivrednih traktora moze izazvati bolne simptome. Najcesci je bol 
u slabinskom dijelu kicmenog stuba, tkz. traktorska leda” [136]. Ove navode potvrduju i 
istrazivanja koja su sproveli Fishbein i Salter 1950. godine [109], Haluzicky i Kubik 1957. 
godine [108] koji su utvdili postojanja degenerativnih promena na meduprsljenskim diskovima 
L4.5 i L5S1 kod 27% vozaca traktora obuhvacenih ispitivanjem, Christ i Dupuis 1968 godine 
[107], Dupuis i Christ 1972. godine[155], Stayner i Bean 1975. godine [153], Lines 1994. godine 
[136], Bovenzi i Betta 1994. godine [136].

Profesionalna oboljenja vozaca gradevinskih masina izazvana uticajem vibracija predmet su 
istrazivanja od 1969. godine kada su objavljeni rezultati istrazivanja koje su sproveli Kunz i 
Meyer [106]. Ovim istrazivanjem su obuhvacena 52 vozaca teskih gradevinskih masina, cijim je 
radioloskim ispitivanjem utvrdena pojava ostecenja meduprsljenskih diskova u osam slucajeva. 
Jedno od najvaznijih istrazivanja zdravstvenog stanja vozaca gradevinskih masina sprovedeno je 
u rudnicima mrkog uglja u Zapadnoj Nemackoj. Pojedine aspekte ovog istrazivanja su objavili 
Hilfert 1981. godine [103], Zerlett 1986. godine [97], Musch 1987. godine [136] i Dupuis i 
Zerlett 1987. godine [95]. Rezultati ovog istrazivanja pokazaju da je kod 70% vozaca 
gradevinskih masina radioloskim ispitivanjem registrovano ostecenje meduprsljenskih diskova.

Istrazivanja profesionalnih oboljenja vozaca drumskih vozila vecinom poticu iz perioda prije 
pojave efikasnih sistema vjesanja. U novijim istrazivanjima koja su sproveli Anderson, kao i 
Bovenzi i Zadini 1992. godine u transportnim firmama 85% odnosno 36% vozaca je prijavilo 
pojavu bola u slabinskom dijelu kicmenog stuba. Rezultati ovih istrazivanja pokazuju da su i 
pored primjene efikasnih sistema prigusenja vibracija, vozaci autobusa u duzem periodu 
podlozniji povredama u slabinskom dijelu kicmenog stuba [136],

Profesionalna oboljenja operatera mosnih dizalica izazvana uticajem vibracija predmet su 
istrazivanja kojaje sprovela P.Bongers 1988. godine, a u kojem je napravljena uporedna analiza 
stanja kod 743 operatera mosne dizalice i 662 izvrsioca drugih poslova [88, 89] Ova analiza je 
pokazala znatno ucestaliju pojavu ostecenja meduprsljenskih diskova kod operatera mosnih 
dizalica nego kod drugih radnika. Burdoff i Zonderfan su 1990. godine sproveli ispitivanje na 
uzorku od 33 operatera mosne dizalice i 30 izvrsilaca drugih poslova [136]. Istrazivanje je 
pokazalo da su problemi sa bolom u donjem delu kicmenog stuba dvostruko cesci kod operatera 
mosnih dizalica.

Navedena istrazivanja ukazuju na vibracije radnih masina kao moguci uzrocnik degenerativnih 
promjena u slabinskom dijelu kicmenog stuba rukovaoca istih sto uzrokuje trajno prisustvo bola 
u tom dijelu kicmenog stuba. FEM modela kicmenog stuba bi omogucio analizu naponsko- 
deformacionog stanja meduprsljenskih diskova, prsljena i kicmenog stuba u cjelini pod uticajem 
vibracija koje u radnim uslovima djeluju na rukovaoca mobilne masine. U tom smislu bi FEM 
model prsljena, dobijen numerickom simulacijom adaptivnog procesa baziranoj na 
matematickom modelu, predstavljao samo jednu kariku FEM modela kicmenog stuba. Ovakav 
FEM model kicmenog stuba bi predstavljao osnovu za razvoj sistema za prigusenje vibracija koji 
bi vibracije radnih masina svodili na nivo neskodljiv za ljudsko zdravlje.
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1.1 NAUCNI CILJ ISTRAZIVANJA

Cilj ovog istrazivanja je da se:
• Ispita efekat varijacije oblika funkcije prostornog uticaja na adaptivni proces;
• Nijmegen model adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje dopuni 

ukljucivanjem ortotropnosti spongioznog kostanog tkiva utvrdene istrazivanjem koje 
je 1999. godine sproveoD.Ulrich sa saradnicima [51];

• Eksperimentalno, kvantitativnom kompjuterskom tomografljom, odredi raspodjela 
relativne gustine kostanog tkiva prsljena;

• Uporede eksperimentalni rezultati sa rezultatima dobijenim numerickom 
simulacijom adaptivnog procesa modelima koje su predlozili M.G.Mullender sa 
saradnicima 1994. godine [74], Z.Xinghua sa saradnicima 2002 godine [24] i 
originalnim modelom autora ovog rada;

• Razvije biomehanicki FEM model ljudskog prsljena sa mrezom konacnih elemenata 
cije se mehanicke karakteristike odreduju numerickim modeliranjem procesa 
adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje baziranom na originalnom 
modelu autora ovog rada.

Numericka simulacija navedenih modela adaptivnog procesa ce biti izvrsena na 3D modelu 
slabinskog prsljena L5. Ovo ce, prema saznanju autora ovog rada, biti prva do sada 
izvedena numericka simulacije adaptivnog procesa na 3D modelu prsljena. Navedeni ciljevi 
predstavljaju prirodan nastavak dosadasnjih istrazivanja u domenu modeliranja procesa 
adaptacije kostanog tkiva sto govori 0 njihovoj istrazivackoj aktuelnosti.

U cilju realizacije ovog istrazivanja ce biti rijesen i citav niz neophodnih podzadataka:
• Odredivanje kalibracione karakteristike CT skenera na kojem ce se realizovati 

eksperimentalna ispitivanja, u vidu korelativne veze CT broja i relativne gustine 
kostanog tkiva;

• Razvoj metoda za parametarsko modeliranje geometrije slabinskog prsljena L5;
• Razvoj programa za automatsko generisanje 3D geometrijskog modela prsljena i 

mreze konacnih elemenata;
• Razvoj programa za FEA analizu nappnsko-deformacionog stanja prsljena i 

numericko modeliranje adaptivnog procesa;
• Eksperimentalno odredivanje velicine odnosa gustine deformacione energije i 

relativne gustine kostanog tkiva u stanju ravnoteze.

____ __________________________________________________________________________________ UVOD
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2
PREGLED ISTRAZIVANJA 

I  TEORIJSKE OSNOVE

2.1 ANATOMSKE OSNOVE LJUDSKOG TIJELA

2.1.1 Koordinatne ose i ravni ljudskog tijela

Medunarodnim standardom-o biomehanickim 
koordinatnim sistemima ISO 8727 [134] iz 
1997. godine, definisan je polozaj osa 
ortogonalnih koordinatnih sistema vezanih za 
pojedine dijelove ljudskog tijela. Na slici 2.1 
prikazana je orijentacija osa koordinatnog 
sistema vezanog za citavo ljudsko tijelo u 
stojecem polozaju i to prema navedenom 
standardu. U nastavku rada ce biti usvojen 
ortogonalni koordinatni sistem sa 
orijentacijom osa prikazanom na slici 2.1, pri 
cemu ce pozicija koordinatnog pocetka u 
pojedinacnim slucajevima biti uslovljena 
pogodnoscu za vrsenje mjerenja, odnosno 
modeliranja. Koordinatne ravni ljudskog tijela, 
prikazane na slici 2.1, anatomski su odredene. 
Uzduzna tj. sagitalna ravan je vertikalna ravan 
koja dijeli ljudsko tijelo na lijevi i desni dio, 

ukoliko pri tome prolazi kroz srednju liniju ljudskog tijela dijeleci ga na dvije jednake polovine 
tadaje to srednja uzduzna ravan. Ceona ravan je vertikalna ravan koja je ortogonalna na uzduznu 
ravan i dijeli ljudsko tijelo na prednji i zadnji deo. Poprecna ravan je ravan koja je paralelna sa 
tlom i dijeli ljudsko tijelo na gornji i donji deo.

2.1.2 Ljudski skelet

Skelet odraslog covjeka, prikazan na slici 2.2, uobicajno se sastoji od 206 kosti. Osnovna 
podijela kosti, koje cine ljudski skelet, je na: kosti aksijalnog skeleta i kosti pridruzenog skeleta.

Slika 2.1 Biomehanicki koordinatni sistem 
prema standardu ISO 8727

8
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Aksijalni dio skeleta cine kosti koje leze oko uzduzne ose ljudskog tijela, poput: lobanje, 
kicmenog stuba i rebara. Pridruzeni dio skeleta se sastoji od kosti ekstremiteta, kao i kosti 
ramena i karlice koje povezuju ekstremitete sa aksijalnim skeletom.

%.j[

Kostano tkivo se sastoji od celija, organskog 
dijela kostanog matriksa u vidu vezivnih 
vlakana, kao i neorganskog dijela kostanog 
matriksa koji cine meducelijska kalcificirana 
masa i voda. Celije u sastavu kostanog tkiva 
su osteoblasti, osteoklasti i osteociti. 
Osteoblasti su celije, velicine do 10 pm 
[110,143], koje sintetisu organski dio matriksa 
tkz. osteoid od kojeg su sastavljena vezivna 
vlakna matriksa. Po formiranju organskog 
dijela matriksa pocinje proces njegove 
mineralizacije, koji traje nekoliko sedmica, 
tokom kojeg se matriks obogacuje mineralnim 
materijama i na taj nacin formira neorganski 
dio kostanog tkiva. Tokom procesa 
mineralizacije organskog dijela matriksa 
osteoblasti postaju “zarobljenici” sopstvenog 
produkta, kostanog matriksa, transformisuci se 
u formirane kostane celije osteocite. 

Osteoklasti su celije, velicine (20+100) pm [110,143], koje razgraduju kostano tkivo.

•:V

jCjj

%

Slika 2.2 Ljudski skelet

Kostano tkivo je izgradeno od kostanih 
plocica, medusobno rasporedenih tako da 
obrazuju dvije vrste kostanog tkiva, kortikalno 
i spongiozno sto je prikazano na slici 2.3. 
Kortikalno kostano tkivo se odlikuje 
kompaktnom strukturom niske poroznosti koja 
se nalazi u granicama (5+10)%. Nasuprot 
kortikalnom, spongiozno kostano tkivo je 
znatno poroznije i njegova poroznost se nalazi 

Slika 2.3 Mikroskopski snimak kostanog tkiva u granicama (75+95)% [110]. Kortikalno
kostano tkivo cini 80% kostane mase, 

dok spongiozno kostano tkivo, koje je dominantno prisutno u metafizama dugih kosti, karlici, 
rebrima i u kicmenom stubu, cini 70% zapremine skeleta odrasle osobe [110]. Spoljasnji omotac 
ovih kosti je graden od kortikalnog, a unutrasnji dio kosti od spongioznog kostanog tkiva.

Organske supstance cine 30%, a neorganske 
70% kostanog tkiva [143]. Gro organskog 
dijela kostanog tkiva, oko 95%, cini kolagen 
tipa I, dok ostatak cine razliciti proteini. 
Neorganski dio kostanog tkiva cine uglavnom 
kristali kalcijum hidroksiapatita,
CaI0(PO4) 6(OH)2, i manja kolicina kalcijuma, 
natrijuma, magnezijuma i fosfora. Kost sadrzi 
i vodu u kolicini koja predstavlja oko 25% 
mase kosti.

9
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2.1.3 Kicmeni stub

Kicmeni stub sa grudnom kosti i rebrima cirri 
skelet ljudskog trupa. Kicmeni stub odraslog 
covjeka, prikazan na slici 2.4, se sastoji od: 7 
vratnih, 12 lednih i 5 slabinskih prsljenova, 5 
sraslih prsljena koji formiraju krsnu kost i 
uobicajno od 4 srasla prsljena koji formiraju 
trticnu kost. Kicmeni stub je noseci dio 
ljudskog tijela, koji istovremeno obezbjeduje 
pokretljivost ljudskom tijelu i stiti kicmenu 
mozdinu. Kicmeni stub nije prav vec gradi 
nekoliko krivina. U predijelu vrata, kao i u 
slabinskom dijelu je ispupcen unaprijed, dok 
je u grudnom dijelu, kao i u krsno-trticnom 
dijelu ispupcen unazad. Pored razlika u velici- 
ni, obliku i detaljima prsljena koji cine kicmeni stub, svi prsljeni su u osnovi slicni. Tipican 
prsljen, prikazan na slici 2.5, se sastoji od: tijela prsljena, prsljenskih lukova i nastavaka.

Svi navedeni dijelovi prsljena okruzuju 
prsljenski otvor kroz koji prolazi kicmena 
mozdina. Tijelo prsljena je debela kost u 
obliku diska koja predstavlja prednji i noseci 
dio prsljena. Njegova gomja i donja povrsina 
je oblikom prilagodena za spoj koji prsljen 
ostvaruje sa meduprsljenskim diskom. 
Prsljenski lukovi se protezu od poledine tijela 
prsljena i spajaju formirajuci spinozni 
nastavak koji strci unazad. Poprecni nastavci 
se protezu bocno sa obije strane i sa spinoznim 
nastavkom formiraju spoj za koji se kace 
vezivni ligamenti. Po dva zglobna nastavka sa 
gomje i donje strane prsljena formiraju 
zglobni spoj sa susjednim prsljenima.

Krsna kost se nalazi ispod slabinskog dijela kicmenog stuba i bocno se spaja sa karlicnim 
kostima. Ova kost izgraduje zadnji dio karlicne duplje. Njena prednja strana, koja je izdubljena, 
je okrenuta prema unutrasnjosti karlice. Cijela krsna kost je savijena unazad. Spojena je sa 
posljednjim slabinskim prsljenom i sa njim gradi ugao, koji iznosi oko 130°, cije tjeme strci 
unaprijed u karlicnu duplju i naziva se promontorijum.

Susedni prsljeni pocevsi od drugog vratnog prsljena do krsne kosti su zglobno povezani 
meduprsljenskim diskovima, kao sto je prikazano na slici 2.6. Meduprsljenski disk cini spoljnji 
cvrst fibrozni prsten u kome se nalazi meko jedro. Poprecni presjek diska je nalik elipsi sa 
manjom osom u horizontalnoj ravni. Visina diskova zavisi od toga u kojem se dijelu kicmenog 
stuba nalaze, najmanja je u vratnom, a najveca u slabinskom dijelu kicmenog stuba. Odnos 
visine diska i tijela prsljena je vazan faktor za pokretljivost kicmenog stuba, sto je veci to je 
kicmeni stub pokretljiviji. Odnos visine diska i tijela prsljena je 2:5 u najpokretljivijem vratnom 
dijelu kicmenog stuba, 1:3 u slabinskom dijelu koji je po pokretljivosti odmah iza vratnog dijela 
i 1:5 u najnepokretnijem, lednom dijelu kicmenog stuba. Meduprsljenski diskovi formiraju cvrst 
zglobni spoj koji dozvoljava i najslozenija kretanja kicmenog stuba koja nastaju rotacijama oko 
sve tri ose.

Tijelo prsl

Prsljenski
otvor

Prsljenski
luk

Zglobni
nastavak

Poprecni
nastavak

Slika 2.5 Slabinski prsljen

W is

Slika 2.4 Kicmeni stub
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Slika 2.6 Slabinski dio kicmenog stuba 
sa meduprsljenskim diskovima

Slika 2.7 Ligamenti koji povezuju 
prsljene kicmenog stuba

Na slici 2.7 su prikazani dinamicko-vertebralni segmenti koje cine po dva susjedna prsljena sa 
meduprsljenskim diskom i ligamentima koji ih vezuju. Tipicnu grupu ligamenata koji spajaju 
susjedne prsljene cine: ligamentum longitudinale anterior i posterior, capsulae articulares, 
ligamentum flavum, ligamentum interspinalia, ligamentum supraspinale i ligamentum 
intertransversarium. Ligamentum longitudinale anterior povezuju sa prednje strane tijelo 
prsljena i disk i sprecavaju razdvajanje prsljenova sa prednje strane. Ligamentum longitudinale 
posterior povezuju sa zadnje strane tijelo prsljena i disk i sprecavaju razdvajanje prsljenova sa 
zadnje strane. Capsulae articulares su povezani sa ivicama povrsina po kojim nalijezu zglobni 
nastavci i omogucavaju klizanje nalijezucih povrsina zglobnih nastavaka susjednih prsljena. 
Prsljenski lukovi susjednih prsljena su povezani kratkim i debelim ligamentum flavum, cija su 
vlakna vrlo elasticna i omogucavaju razdvajanja prsljenskih lukova pri savijanju. Postepenim 
razdvajanjem prsljenskih lukova pri savijanju oni sprjecavaju ostecenje diskova. Istovremeno ovi 
ligamenti, pri savijanju tijela, djeluju poput nategnutih opruga pomazuci pri vracanju tijela u 
normalan polozaj. Ligamentum interspinalia i ligamentum supraspinale spajaju spinozne 
nastavke susjednih prsljena i opiru se razdvajanju ovih nastavaka pri savijanju, ali tek pri vecim 
uglovima savijanja. Ligamentum intertransversarium povezuju susjedne poprecne nastavke i 
razdvajaju prednje i zadnje kicmene misice.

2.1.3 Geometrija, dimenzije i tkivo prsljena

Rezultati istrazivanja geometrije i dimenzija prsljena kicmenog stuba su publikovani u nekoliko 
do danas objavljenih radova. S obzirom na objekat istrazivanja ovog rada bice predstavljena 
samo istrazivanja geometrije slabinskih prsljena.

Pionirska istrazivanja u ovoj oblasti je tokom 1992/93. godine sproveo M.Panjabi sa saradnicima 
[75,78]. Istrazivanje geometrije i dimenzija slabinskih prsljena je izveo na uzorku koji cini 60 
prsljena, osoba starosne dobi od 19 do 59 godina, mase od 54 do 85 kg i visine od 157 do 178 
cm. Mjerenje prsljena je izvedeno morfometrom, povezanim sa kompjuterom kojim su 
prikupljeni i potom obradeni rezultati mjerenja. Na ovaj nacin dobijeni podaci su iskorisceni za 
dobijanje tro-dimenzionog povrsinskog modela prsljena, sa kojeg su potom ocitane 
karakteristicne dimenzijea. S obzirom da su ovim istrazivanjem postavljeni odredeni standardi u 
izboru dimenzija prsljena koje se premjeravaju, kojih su se kasnije pridrzavali i drugi istrazivaci, 
to su detaljni rezultati ovog istrazivanja dati u prilogu C.
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Istrazivanje geometrije i dimenzija slabinskih prsljena koje je 2000. godine sproveo S.H.Zhou sa 
saradnicima izvedeno je na uzorku koji cine kicmeni prsljeni 55 muskaraca i 71 zene, starosne 
dobi od 22 do 80 godina [46]. Mjere prsljena su odredene prema snimcima dobijenim 
kompjuterskom tomografijom na CT skeneru.

Istrazivanje geometrije i dimenzija slabinskih prsljena koje je 2001. godine sproveo S.H.Tan sa 
saradnicima izvedeno je na uzorku koji cine kicmeni prsljeni 12 muskaraca, starosne dobi od 56 
do 77 godina, mase od 50 do 69 kg i visine od 159 do 172 cm [39]. Mjerenje prsljena je izvedeno 
tro-dimenzionim digitajzerom, povezanim sa kompjuterom kojim su prikupljeni i potom 
obradeni rezultati mjerenja. Na ovaj nacin dobijeni podaci su iskorisceni za dobijanje tro- 
dimenzionog povrsinskog modela prsljena, sa kojeg su potom ocitane karakteristicne dimenzije.

Slika 2.8 Histoloski prikaz sastava 
spongioznog tkiva prsljena

Spoljnji omotac prsljena, debljine (2-^3) mm 
[46], graden je od kortikalnog kostanog tkiva. 
Unutrasnji dio prsljena koji predstavlja gro 
tkiva istog cini spongiozno kostano tkivo, 
crvena i zuta kostana srz kao sto je prikazano 
na slid 2.8. Po rodenju unutrasnji dio prsljena 
cini samo spongiozno kostano tkivo i crvena 
kostana srz [28]. Medutim, tokom godina se 
pojavljuje i uvecava kolicina zute kostane srzi, 
a smanjuje kolicina spongioznog kostanog 
tkiva i crvene kostane srzi.

Upravo je ovaj proces bio predmet istrazivanja 
koja je 2001. godine sproveo J.Justesen sa 
saradnicima [36]. Ovo istrazivanja na uzorku 
koji je cinila grupa od 53 zdrave osobe oba 
pola i starosne dobi od 20 do 100 godina je 
potvrdilo postojanje veze povecanja starosne 
dobi sa smanjenjem ucesca spongioznog 
kostanog tkiva i crvene kostane srzi i 
povecanjem ucesca zute kostane srzi. Dio 
rezultata ovog istrazivanja prikazan je na 
dijagramu na slici 2.9.

Slika 2.9 Dijagram promjene ucesca spongioznog kostanog tkiva, 
crvene i zute kostane srzi sa povecanjem starosne dobi
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U radu [73] su prikazani rezulatati istrazivanja koje je M.M.Goodsitt sa saradnicima sproveo 
1994. godine sa ciljem odredivanja sastava zute i crvene kostane srzi. Prema rezultatima ovog 
istrazivanja zuta kostana srz sadrzi: (71+92)% masti, (1+2)% proteina, (7+26)% vode i 
(0.2+0.4)% minerala, dok crvena kostana srz sadrzi (3+6)% masti, (6+8)% proteina, (82+86)% 
vode i (0.5+1)% minerala.

Detaljno istrazivanje sastava masti koje se nalaze u zutoj i crvenoj kostanoj srzi je predmet 
istrazivanja koje je 1992. godine sproveo P.K.Lund sa saradnicima [79]. Prema ovom 
istrazivanju, koje je sprovedeno na uzorcima dobijenim od 12 osoba oba pola i starosne dobi od 
1 do 78 godina, (96+98)% sadrzaja ovih masti predstavljaju trigliceridi, dok ostatak cini 
holesterol i slobodne masne kisjeline. Gro triglicerida cine oleinska i palmitinska kisjelina, 46% i 
26% respektivno, dok ostatak otpada na miristinsku, palmitoleinsku, stearinsku i linolnu 
kisjelinu.

2.2 MEHANICKE KARAKTERISTIKE KOSTANOG TKIVA

U ovom dijelu poglavlja ce biti dat pregled istrazivanja mehanickih karakteristika kostanog tkiva 
prsljena neophodnih za matematicko modeliranje procesa adaptacije kostanog tkiva i za analizu 
naponsko-deformacionog stanja prsljena. Vecina do danas spovedenih ispitivanja mehanickih 
karakteristika kostanog tkiva prsljena je vrsena u odnosu na pritisak. Pritisak je dominantan oblik 
opterecenja kojem su prsljeni izlozeni pri svim ljudskim aktivnostima, dok su drugi vidovi 
opterecenja poput savijanja, uvijanja ili smicanja po intezitetu uglavnom zanemarljivi u odnosu 
na pritisak.

2.2.1 Gustina

Prsljeni spadaju u kosti sa spoljnjim omotacem relativno kompaktne strukture, koji posjeduje 
visoku krutost i cvrstocu. Unutrasnjost prsljena je sa druge strane porozne strukture i nalik na 
sunder sacinjen od kostanog tkiva nize krutosti i cvrstoce od spoljnjeg omotaca. Prema 
istrazivanju koje je sproveo H.Yamada sa saradnicima gustina kortikalnog kostanog tkiva iznosi 
2000 kg/m3, dok je gustina spongioznog kostanog tkiva 1000 kg/m3 [53].

Istrazivanje gustine spongioznog kostanog tkiva prsljena koje je 1988. godine sproveo 
P.Brinckmann sa saradnicima, koristeci komjutersku tomografiju, pokazuje da je spongiozno 
kostano tkivo prsljena nesto gusce u odnosu na podatke H.Yamada-e. Prema ovom istrazivanju 
gustina spongioznog kostanog tkiva prsljena je u granicama (1020+1190) kg/m3 [87].

U brojnim literatumim izvorima, kao i prospektima proizvodaca uredaja za kalibraciju CT 
skenera, moze se naci podatak o gustini kortikalnog kostanog tkiva od 1609 kg/m3 i gustini 
spongioznog kostanog tkiva prsljena od 1161 kg/m3 [115, 120],

U istrazivanjima mehanickih karakteristika kostanog tkiva cesto se koristi pojam relativne ili 
prividne gustine. Relativna gustina pa predstavlja proizvod gustine kostanog tkiva p i ucesca 
zapremine kostanog tkiva u zapremini uzorka Va:

P a= P 'V a (2-1)
Rezultati ispitivanja relativne gustine kortikalnog kostanog tkiva koje je 2001. godine sproveo 
N.J.Wachter sa saradnicima [38], koristeci kompjutersku tomografiju, pokazuju da se relativna 
gustina kortikalnog kostanog tkiva prsljena nalazi u granicama (939+1345) kg/m3.

Prema pregledu istrazivanja mehanickih karakteristika spongioznog kostanog tkiva koji je dao 
T.M.Keaveny, ucesce zapremine kostanog tkiva u zapremini spongiozne tkiva se krece od 0.05 
do 0.6 [76],
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2.2.2 Modul elasticnosti

Prema istrazivanju koje je sproveo H.Yamada sa saradnicima modul elasticnosti kortikalnog 
kostanog tkiva iznosi 11 GPa, dok je modul elasticnosti spongioznog kostanog tkiva 1.1 GPa 
[53].

Istrazivanje modula elasticnosti kostanog tkiva prsljena koja je 1996. godine sproveo M.Roy sa 
saradnicima na uzorcima nacinjenim seciranjem spoljnjeg omotaca prsljena pokazuju znatna 
odstupanja u odnosu na podatke H.Yamada-e. Ispitni uzorci koje je pri tom koristio M.Roy 
dobijeni su odsjecanjem tkiva prsljena u razlicitim pravcima. U tabeli 2.1 su pored rezultata ovog 
istrazivanja, koji pokazuju odstupanje u velicini modula elasticnosti uzoraka dobijenih 
isjecanjem iz kortikalnog kostanog tkiva prsljena u razlicitim pravcima, navedene i karakteristike 
ispitnih uzoraka [65],

Tabela 2.1 Modul elasticnosti kortikalnog kostanog tkiva

Dio prsljena od kojeg je nacinjen uzorak Pravac ispitivanja Broj uzoraka
Modul elasticnosti fGPa]
Srednja

vrijednost
Standardna
devijacija

Gornji deo spoljnjeg omotaca Uzduzni 37 18.07 2.87
Gornji deo spoljnjeg omotaca Tangencijalni 48 16.67 2.86

Prednja strana spoljnjeg omotaca Uzduzni 36 18.06 2.66
Prednja strana spoljnjeg omotaca Tangencijalni 22 16.91 3.20

Podaci J.F.Shackelford-a o modulu elasticnosti kortikalnog kostanog tkiva prsljena takode 
ukazuju na njegovu anizotropnost i dati su u tabeli 2.2 [128],

Tabela 2.2 Modul elasticnosti kortikalnog kostanog tkiva
Pravac merenja Modul elasticnosti [GPa]

Srednja vrijednost Standardna devijacija
Uzduzni 18.2 0.9
Poprecni 11.7 1.0

Tokom istrazivanja koje je 1999. godine sproveo D. Ulrich sa saradnicima utvrdeno je da je 
spongiozno kostano tkivo prsljena ortotropno. Dobijene vrijednosti odnosa modula elasticnosti 
za vertikalnu osu i modula elasticnosti za ostale ose, kao i o odnosu modula elasticnosti za 
vertikalnu osu i modula klizanja do kojih se doslo tokom ovog istrazivanja su dati u tabeli 2.3
[51]-

Tabela 2.3 Koeficijenti ortotropnosti spongioznog kostanog tkiva
Odnos Koeficijent ortotropnosi Odnos Koeficijent ortotropnosi

Ez 1 Gxv/Ez 0.153
Ex/Ez 0.42 Gxz/Ez 0.131
Ey/Ez 0.287 G /Ez 0.183

Istrazivanje koje je 1998. godine sproveo D.L.Kopperdahl sa saradnicima je za cilj imalo 
provjeru postojanja korelativne veze modula elasticnosti i relativne gustine spongioznog 
kostanog tkiva prsljena. Vrijednosti modula elasticnosti dobijene tokom ovog istrazivanja se 
nalaze u granicama 301±100 MPa [58]. Statistickom obradom dobijenih rezultata ustanovljeno je 
postojanje korelativne veze relativne gustine i modula elasticnosti spongioznog kostanog tkiva 
koja se moze izraziti kako u lineamoj, tako i u eksponencijalnoj formi:

E =2100-pa 

E = 2350 • p \2
gdje su pa [g/cm3] relativna gustina i E [MPa] modul elasticnosti.

(2.2a,b)
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Prema pregledu istrazivanja mehanickih karakteristika spongioznog kostanog tkiva koji je dao 
T.M.Keaveny veza relativne gustine i modula elasticnosti je izrazena na sljedeci nacin [76]:

E = 613 • pa144 (2.3)
gde su pa [g/cm3] relativna gustina i E [MPa] modul elasticnosti.

2.2.3 Poisson-ov koeficijent

Prema istrazivanju koje je sproveo H.Yamada sa saradnicima Poisson-ov kortikalnog kostanog 
tkiva iznosi 0.3, dok je Poisson-ov spongioznog kostanog tkiva 0.45 [53].

Tokom istrazivanja koje je 1999. godine sproveo D. Ulrich sa saradnicima utvrdeno je da je 
spongiozno kostano tkivo prsljena ortotropno. Dobijene vrijednosti Poisson-osog koeficijenta do 
kojih se doslo tokom ovog istrazivanja su dati u tabeli 2.4 [51].

Tabela 2.4 Poisson-ov koeficijent spongioznog kostanog tkiva
V x v V z x

Poisson-o\ koeficijent 0.226 0.399 0.381

2.2.4 Granica plasticne deformacije u odnosu na pritisak

Istrazivanjem koje je 2001. godine sprovela E.Morgan sa saradnicima utvrdeni su kvantitativni 
pokazatelji granice plasticne deformacije spongioznog i kortikalnog kostanog tkiva prsljena u 
odnosu na pritisak dati u tabeli 2.5 [38],

Tabela 2.5 Granica plasticne deformacije kostanog tkiva u odnosu na pritisak
Spongiozno kostano tkivo

Srednja vrijednost Standardna devijacija
pa [g/cm3] 0.18 0.05

S t  [ % ] 0.77 0.06
aT [MPa] 2.02 0.92

Kortikalno kostano tkivo
Srednja vrijednost Standardna devijacija

P a  [g/cm3] 0.58 0.11
S t  [%1 0.85 0.10

oT [MPa] 17.45 6.15

Statistickom obradom dobijenih rezultata ustanovljeno je postojanje korelativne veze relativne 
gustine i granice plasticne deformacije kostanog tkiva u odnosu na pritisak koja se moze izraziti 
u eksponencijalnoj formi. Za spongiozno kostano tkivo ova veza je sledeceg oblika:

o T =37.1-pi'74 (2.4a)
,a za kortikalno kostano tkivo:

a T =38.5-p^48 (2.4b)
gdje su pa [g/cm3] relativna gustina i ay [MPa] napon na granici plasticne deformacije.

Istrazivanje koje je 1998. godine sproveo D.L.Kopperdahl sa saradnicima je za cilj imalo 
provjeru postojanja korelativne veze napona i deformacije na granici plasticne deformacije u 
odnosu na pritisak i relativne gustine spongioznog kostanog tkiva prsljena. Vrijednosti napona na 
granici plasticne deformacije dobijene tokom ovog istrazivanja se nalaze u granicama 1.92±0.84 
MPa, a deformacije na granici plasticne deformacije u granicama 0.84± 0.06 % [58], 
Statistickom obradom dobijenih rezultata ustanovljeno je postojanje korelativne veze relativne 
gustine i napona odnosno deformacije na granici plasticne deformacije u odnosu na pritisak
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spongioznog kostanog tkiva koja se moze izraziti kako u linearnoj, tako i u eksponencijalnoj 
formi:

sT = 0.66 + 1.09-pa 
ctt = -1.40 +19.6 • pa

(2.5a,b)

(2.6a,b)
ST = 1-24 • pa'21 
ctt = 32.6 • pa60

gdje su pa [g/cm3] relativna gustina, ej [%] deformacija na granici plasticne deformacije i oj 
[MPa] napon na granici plasticne deformacije.

2.2.5 Granica statickog razaranja u odnosu na pritisak

Istrazivanje koje je 1988. godine sproveo P.Brinckmann sa saradnicima imalo je za cilj 
odredivanje velicine granice statickog razaranja prsljena u odnosu na pritisak. Uzorci za ovo 
ispitivanje su dobijeni dijeljenjem kicmenog stuba na segmente koje cine po dva susjedna 
prsljena sa diskom koji se nalazi izmedu njih i ligamentima koji ih povezuju. Rezultati ovog 
istrazivanja su dati u tabeli 2.6 [87].

Tabela 2.6 Granica statickog razaranja prsljena u odnosu na pritisak
Ispitni uzorak Tio/n T||/12 t ,2l , L|/2 L2/3 L3/4 L4/5

Granica razaranja 
TkNl 2.1+5.2 3.2+6.8 2.8+9.2 2.7+7.8 3.8+9.6 4.6+6.2 2.6+8.8

Podaci J.F.Shackelford-a o granici statickog razaranja kortikalnog kostanog tkiva prsljena u 
odnosu na pritisak ukazuju na njenu anizotropnost i dati su u tabeli 2.7 [128],

Tabela 2.7 Granica statickog razaranja kortikalnog ko§tanog tkiva u odnosu na pritisak
Pravac merenja Granica statickog razaranja u odnosu na pritisak [MPa]

Srednja vrijednost Standardna devijacija
Uzduzni 105 17
Poprecni 131 21

Istrazivanje koje je 1998. godine sproveo D.L.Kopperdahl sa saradnicima je za cilj imalo 
provjeru postojanja korelativne veze napona na granici statickog razaranja u odnosu na pritisak i 
relativne gustine spongioznog kostanog tkiva prsljena. Vrijednosti napona na granici statickog 
razaranja spongioznog kostanog tkiva dobijene tokom ovog istrazivanja se nalaze u granicama 
2.23±0.95 MPa [58], Statistickom obradom dobijenih rezultata ustanovljeno je postojanje 
korelativne veze relativne gustine i napona na granici statickog razaranja u odnosu na pritisak 
spongioznog kostanog tkiva koja se moze izraziti kako u linearnoj, tako i u eksponencijalnoj 
formi:

o ST =-1 .46+  21.9-pa (2.7a)
ctst = 33.2 • pa53 (2.7b)

gdje su pa [g/cm3] relativna gustina i ost [MPa] napon na granici statickog razaranja.

Prema pregledu istrazivanja mehanickih karakteristika spongioznog kostanog tkiva koji je dao 
T.M.Keaveny, u vecem broju nezavisnih istrazivanja je utvrdeno postojanje korelativne veza 
izmedu granice statickog razaranja u odnosu na pritisak i relativne gustine spongioznog kostanog 
tkiva prsljena [76]. Prema ovom pregledu korelativna veza koju je utvrdio J.Galante je izrazena 
na sljedeci nacin:

a ST = 12.6 • pa -  0.68 (2.8)
dok je prema istrazivanju koje je sproveo T.H.Hansson ta veza data u sljedecem obliku:

a ST = 85.3 ■ pa2'24 (2.9)
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gde su pa [g/cm3] relativna gustina i ost [MPa] napon na granici statickog razaranja.

Prema NIOSH (American National Institute for Occupational Safety and Health) maksimalna 
preporucena velicina sile pritiska koja dijeluje na segment kicmenog stuba L5S1 ne treba da 
prelazi 3400 N, pri cemu se procjenjuje da je sila pritiska od 3400 N veca od granice statickog 
razaranja segementa L5S1 kod 21% ukupne populacije [87].

2.2.6 Granica zamornog razaranja u odnosu na pritisak

Odredivanje granice zamornog razaranja prsljena kicmenog stuba u odnosu na pritisak, za 
razliku od ispitivanja granice statickog razaranja, predmet je relativno malog broja istrazivanja. 
Razloge za takvo stanje je tesko objasniti, narocito s obzirom na cinjenicu da je ljudski 
organizam danas vise nego ikada izlozen dejstvu promjenljivog opterecenja kako tokom radnih, 
tako i tokom slobodnih aktivnosti. Upravo iz tog razloga mehanizmi zamora materijala, inace 
nezaobilazni u objasnjenju pojava razaranja uzrokovanih promjenljivim opterecenjima, moraju 
biti ukljuceni i u razmatranja vezana za razaranja do kojih dolazi u ljudskom organizamu.

Pri eksperimentalnim ispitivanjima zamornog razaranja kostanog tkiva prsljena kicmenog stuba, 
s obzirom da je rec o zivom tkivu, postoje odredena ogranicenja koja nisu prisutna u slicnim 
ispitivanjima drugih materijala. Inicijalne mikropukotine koje se javljaju kao posljedica 
djelovanja promjenljivog opterecenja na prsljene kicmenog stuba, a koje vremenom dovode do 
razaranja s obzirom da je rijec 0 zivom tkivu zacjeljuju za oko dvije sedmice. Istrazivanja kojaje 
sproveo Chaffin na industrijskim radnicima, kao i Grosser na aktivnim sportistima pokazala su 
da u toku dvije sedmice kicmeni stub akumulira oko 5000 ciklusa promjene opterecenja [87, 
136]. Stoga se u ispitivanjima zamornog razaranja prsljena ovaj broj ciklusa promjene 
opterecenja koristi kao gornja granica za broj ciklusa za koji se odreduje granicna sila koja 
dovodi do zamornog razaranja.

Najobimnije ispitivanje granice zamornog razaranja prsljena u odnosu na pritisak izveo je 1988. 
godine P.Brinckmann sa saradnicima [87]. Ispitivanje granice zamornog razaranja prsljena u 
odnosu na pritisak je sprovedeno tako sto je ispitni uzorak prethodno, u trajanju od 15 minuta, 
opterecen silom od 700 N. Sila od 700 N predstavlja srednje opterecenje kicmenog stuba u 
stojecem polozaju prema Nachemson-u [87, 136]. Nakon 15 minuta statickog opterecenja uzorak 
je izlozen dejstvu dodatnog promjenljivog opterecenja, ciji je intezitet postepeno povecavan u 
vremenskom periodu od 2 s do maksimalne vrednosti da bi potom u periodu od 2 s intezitet 
promjenljivog opterecenja opao na nulu. Ovakva frekvencija promjenljivog opterecenja 
odgovara prirodi opterecenja kojem je kicmeni stub izlozen pri podizanju i spustanju tereta. 
Ispitivanje je prekidano nakon sto bi broj ciklusa promjene opterecenja dostigao 5005 ciklusa ili 
u slucaju da deformacija uzorka dostigne 4 mm, sto se dogadalo samo kod uzoraka kod kojih se 
vec pojavila pukotina kao posljedica zamornog opterecenja. U tabeli 2.8 su dati rezulatati ovog 
ispitivanja u vidu vjerovatnoce razaranja usled zamora za odredeni broj ciklusa promjene 
opterecenja, pri cemu je intezitet promjenljivog opterecenja izrazen posredstvom granice 
statickog razaranja.

Tabela 2.8 Granica zamornog razaranja u odnosu na pritisak
Granica zamornog razaranja Vjerovatnoca razaranja nakon odredenog broja ciklusa

[% granica statickog razaranja] 10 100 500 1000 5000
60-70 0.10 0.55 0.80 0.95 1
50-60 0 0.40 0.65 0.80 0.90
40-50 0 0.25 0.45 0.60 0.70
30-40 0 0 0.10 0.20 0.25
20-30 0 0 0 0 0.10
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2.3 BIOMEHANICKI MODELI KICMENOG STUBA

U ovom dijelu poglavlja ce biti dat pregled aktuelnih biomehanickih modela kicmenog stuba od 
kojih ce pojedini biti korisceni za odredivanje velicina potrebnih za matematicko modeliranje 
procesa adaptacije kostanog tkiva.

2.3.1 Model za odredivanje opterecenja u lumbosakralnom dijelu kicmenog stuba 
usled tezine tijela

Slika 2.10 Model za odredivanje opterecenja u 
lumbosakralnom dijelu kicmenog stuba usled 
tezine tijela

snjih sila koja dijeluju na lumbosakralni dio kic

Tokom istrazivanja opterecenja lumbo- 
sakralnog dijela kicmenog stuba koje je 2003. 
godine sprovela T.Newell je  koristila 
biomehanicki model za odredivanje 
opterecenja u lumbosakralnom dijelu 
kicmenog stuba u sjedecem polozaju prikazan 
na slici 2.10 [114]. Na lumbosakralni dio 
kicmenog stuba u sjedecem polozaju dijeluju 
sljedece unutrasnje sile: Fy-tezina trupa, FA- 
tezina ruku i Fh-tezina glave. Spoljasnja sila 
Fe koja dijeluje na lumbosakralni dio 
kicmenog stuba je izazvana istezanjem lednih 
misica koji odrzavaju u ravnotezi gomji dio 
tijela tokom savijanja kao sto je prikazano na 
slici 2.11. Sila pritiska i smicuca sila koje 
predstavljaju rezultante unutrasnjih i spolja- 
;nog stuba su prikazane na slici 2.12.

lumbosakralni dio kicmenog stuba koja dijeluje na lumbosakralni dio kicmenog stuba

Ukupna tezina Wt gornjeg dijela tijela predstavlja zbir tezina trupa, ruku i glave, 6] predstavlja 
ugao savijanja trupa u odnosu na vertikalnu osu. Rezultantna sila pritiska i smicuca sila se 
odreduju na sljedeci nacin:

Fc = Wt -cosO, +Fe 
Fs = Wt • sin 9j

(2 . 10)

1 ezine pojedinih dijelova tijela se odreduju relativno u odnosu na ukupnu tezinu tijela i to prema 
podacima koji su rezultat istrazivanja S.J.Hall-a datim u tabeli 2.9 [114, 138].
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Tabela 2.9 Tezina dijelova tijela izrazena relativno u odnosu na ukupnu tezinu tijela
Dio tijela Muskarci [%] Zene [%]

Glava 8.26 8.20
Trup 46.84 45.00
Ruka 5.77 4.97

Nadlaktica 3.25 2.90
Podlaktica 1.87 1.57

Saka 0.65 0.50

5 obzirom da sve spoljasnje sile koje dijeluju 
na lumbosakralni dio kicmenog stuba daju 
moment savijanja u istom smjeru mora 
postojati sila koja ce dati moment istog 
inteziteta i suprotnog smjera kako bi bio 
zadovoljen uslov ravnoteze. Ovo je sila koju 
ostvaruju ledni misici koji obezbjeduje 
odrzavanje ravnoteze gomjeg dijela tijela pri 
savijanju. Sila u lednim misicima dijeluje duz 
uzduzne ose kicmenog stuba na rastojanju od
6 cm od lumbosakralnog dijela kicmenog 
stuba kao sto je prikazano na slici 2.11 
[114,138], Dakle, sila u lednim misicima se 
odreduje iz uslova ravnoteze, koji je izveden 
prema modelu prikazanom na slici 2.13:

FT-tc+FA-ac+FH-hc 
6cm

gdje su tc, ac i hc rastojanja tezista trupa, ruke 
i glave od lumbosakralnog dijela kicmenog stuba kao sto je prikazano na slici 2.13

Slika 2.13 Rastojanja tezista dijelova tijela 
od lumbosakralnog dijela kicmenog stuba fe =- (2 . 11)

Duzine pojedinih dijelova tijela se odreduju relativno u odnosu na ukupnu visinu tijela BF1 i to 
prema podacima koji su rezultat istrazivanja S.J.Hall-a datim u tabeli 2.10 [114, 138].

Tabela 2.10 Duzina dijelova ti ela izrazena relativno u odnosu na ukupnu visinu tijela
Dio tijela Muskarci [%] Zene [%]

Glava -H L 10.75 10.75
T rup-T L 30.00 29.00
Ruka -  AL 38.65 39.05
Nadlaktica 17.20 17.30
Podlaktica 15.70 16.00

Saka 5.75 5.75

Pozicije tezista pojedinih dijelova tijela se odreduju relativno u odnosu na njihovu duzinu i to 
prema podacima koji su rezultat istrazivanja S.J.Hall-a datim u tabeli 2.11 [114,138].

Tabela 2.11 Pozicija tezista di elova tijela izrazena procentualno u odnosu na njihovu duzinu
Dio tijela Muskarci [%] Zene f%]

Glava-H CL 45.0 45.0
T rup-TC L 37.0 43.1
Ruka -  ACL 44.4 45.3
Nadlaktica 43.6 45.8
Podlaktica 43.0 43.4

Saka 46.8 46.8

Rastojanja tezista trupa, ruke i glave od lumbosakralnog dijela kicmenog stuba se, prema modelu 
sa slike 2.13, mogu odrediti prema sljedecim izrazima:
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t c =TCL-TL-BH-sin01
hc = BH • [HCL • HL • sin 02 + TL-sin©,] (2.12a,b,c)
ac = BH ■ [ACL • AL •sin03 +TL-sin0 ,]

2.3.2 Modeli za odredivanje opterecenja kicmenog stuba usled vibracija i udara

Vertikalne vibracije i udari, koji dijeluju na citavo ljudsko tijelo, i njihov uticaj na kicmeni stub 
predmet je niza istrazivanja izvedenih zadnjih decenija. Realizovana su brojna eksperimentalna 
istrazivanja na ljudima kako bi se doslo do dinamickih karakteristika kicmenog stuba izlozenog 
dejstvu vertikalnih vibracija ili udara. Uporedo sa eksperimentalnim istrazivanjima tekao je i 
razvoj matematickih modela kojim bi se simuliralo ponasanje kicmenog stuba izlozenog dejstvu 
vertikalnih vibracija. Osnovni ciljevi ovih matematickih modela su:

• Teorijsko sagledavanje fenomena prethodno proucavanih u realnim ili laboratorijskim 
uslovima;

• Mogucnost predvidanja ponasanja modela u razlicitim situacijama poput onih koje zbog 
mogucnosti narusavanja zdravlja ljudi nije moguce iz sigurnosnih i etickih razloga 
simulirati u laboratorijskim uslovima.

Zahvaljujuci primjeni informacionih tehnologija omogucen je razvoj vrlo slozenih modela 
ljudskog tijela modeliranog konacnim elementima koji vjerno opisuju uticaj ljudske anatomije na 
dinamicko ponasanje ljudskog tijela. Elementi ovakvih modela predstavljaju dijelove ljudskog 
tijela poput prsljena, ligamenata, misica... Ovi modeli ne omogucavaju analiticko resavanje 
jednacina ravnoteze, vec se jednacine ravnoteze resavaju numerickim putem.

Trodimenzionalne, diskretne modele ljudskog tijela u sjedecem polozaju u nekoliko nivoa 
slozenosti prvi je razvio T.Belytschko samostalno, a potom i zajedno sa E.Privitzer-om, a potom 
i sa J.L.Williams-om [140]. U najslozenijem medu njegovim modelima ljudsko tijelo je 
modelirano do nivoa pojedinacnih dijelova tijela modeliranih konacnim elementima. Dijelovi 
skeleta su modelirani krutim elementima, meduprsljenski diskovi grednim elementima sa 
aksijalnom, torzionom i savojnom krutoscu, ligamenti pomocu aksijalnih opruga, hidrodinamicki 
elementi sa linearnom karakteristikom pritisak-dilatacija, lineamom viskoznoscu i deformacijom 
samo u aksijalnom pravcu korisceni su za modeliranje unutrasnjih organa. Preostalo vezivno 
tkivo takode je modelirano deformabilnim elementima. Prvi model koji je 1976. godine razvio 
T.Belytschko tkz. ILS model (isolated ligamentous spine model) koriscen je za simulaciju i 
modalnu analizu kako bi se ispitalo dinamicko ponasanje kicmenog stuba pod dejstvom vrlo 
intezivnih vibracija i nije verifikovan rezultatima eksperimentalnih ispitivanja. Model koji su 
1978. godine razvili zajedno T.Belytschko i E.Privitzer tkz. ILSV model (isolated ligamentous 
spine model with viscera) koriscen je za dobijanje rezultata o mehanickom otporu tacke prenosa 
vibracija na ljudski tijelo, koji su potom uporedeni sa rezultatima eksperimentalnih istrazivanja 
koja je sproveo H.L. Vogt. Maksimalne vrijednosti mehanickog otpora dobijene koriscenjem 
modela i tokom eksperimentalnog istrazivanja su registrovane na slicnim frekvencijama, dok se 
sam oblik krive zavisnosti frekvencija-mehanicki otpor prilicno razlikovao. Modeli koje su 1981. 
i 1983. godine razvili T.Belytschko i J.L.Williams modifikacija su prethodnih modela kojom su 
podaci o geometriji i krutosti glave i vratnih prsljenova dopunjeni uz istovremeno prosirenje 
modela konacnim elementima kojim je modelirano miSicno tkivo.

Dvodimenzionalni model koji je 1994. godine razvio S.Kitazaki predstavlja ljudsko tijelo, 
modelirano konacnim elementima, u srednjoj uzduznoj ravni [140]. Ovaj model je koriscen za 
simulaciju, modalnu i frekventnu analizu kako bi se ispitalo dinamicko ponasanje kicmenog 
stuba pod dejstvom vibracija i odredile sopstvene frekvencije, oblici oscilovanja, kao i 
opterecenje koje dijeluje na pojedine dijelove kicmenog stuba. Kicmeni stub, od prvog do 
posljednjeg prsljena, je modeliran grednim elementa kojim su predstavljeni meduprsljenski
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diskovi. Maseni elementi koji odgovaraju masi torza su vezani za svaki od prsljena. Ispod 
desetog lednog prsljena maseni elementi vezani za pojedine prsljene podijeljeni su na masene 
elemente koji odgovaraju masi torza i one koji odgovaraju masi unutrasnjih organa. Veza 
masenih elemenata koji odgovaraju masi torza sa odgovarajucim prsljenima je realizovana 
krutim grednim elementima, dok su maseni elementi koji odgovaraju masi unutrasnjih organa 
medusobno i sa prsljenima vezani oprugama. Butine su modelirane grednim elementima i 
dozvoljavaju rotaciono i napred-nazad kretanje karlice, koja je kao i glava modelirana krutim 
elementima. Model je razvijen za tri polozaja kicmenog stuba i to za polozaj kicmenog stuba u 
kojem je tijelo potpuno ispravljeno, opusteno i savijeno unapred. Karakteristike elemenata koji 
cine model su dijelimicno rezultat prethodnih istrazivanja, a vecim dijelom rezultat ispitivanja 
koje je sproveo Kitazaki uporedujuci podatke o sopstvenoj frekvenciji i sopstvenim oblicima 
oscilovanja modela sa rezultatima sosptvenih mjerenja. Karakteristike prigusenja modela su 
uzete u obzir kroz koeficijente modalnog prigusenja koji su odredeni uporedenjem prividne mase 
tacke prenosa vibracija na ljudsko tijelo odredene pomocu modela i odgovarajucim mjerenjima 
koja je izveo Kitazaki.

Dvodimenzionalni model koji je 1998. godine 
razvio S.Pankoke sa saradnicima, prikazan na 
slici 2.14, predstavlja ljudsko tijelo, 
modelirano konacnim elementima, u srednjoj 
uzduznoj ravni [56], Ovaj model je koriscen 
za simulaciju, modalnu i frekventnu analizu 
kako bi se ispitalo dinamicko ponasanje 
kicmenog stuba pod dejstvom vibracija i 
odredile sopstvene frekvencije, oblici 
oscilovanja, kao i opterecenje koje djeluje na 
pojedine dijelove u slabinskom dijelu 
kicmenog stuba. S obzirom da je model 
razvijen zbog odredivanje opterecenja u 
slabinskom dijelu kicmenog stuba i to izmedu 

prsljena L3 i L5 samo je taj dio kicmenog stuba detaljno modeliran, sto je prikazano na slici 2.14.

Prsljeni u slabinskom dijelu kicmenog stuba L3-L5 modelirani su krutim elementima. Krutost 
kicmenih segmenata T12/L1-L2/L3 je kombinovana sa krutoscu meduprsljenskog diska segmenta 
L2/L3 modeliranog aksijalnom oprugom. Inercijalne karakteristike kicmenih segmenata TnfL\- 
L2/L3 su ukljucene u inercijalne karakteristike koncentrisane mase kojom je modeliran torzo. 
Unutrasnji organi smjesteni u stomacnoj duplji su modelirani sa tri identicne koncentrisane mase 
koje su u medusobno, kao i sa odgovarajucim prsljenom, odnosno, trupom i karlicom spojeni 
aksijalnim oprugama. Meduprsljenski diskovi, kao i ledni misici i ligamenti koji povezuju 
prsljene su takode modelirani aksijalnim oprugama. Krutost opruge kojom su modelirni ledni 
misici predstavlja krutost svih lednih misica u podrucju izmedu gornjeg dijela trupa i karlice. 
Konstantna sila Fe predstavlja silu u lednim misicima koja odrzava u ravnotezi gornji dio tijela. 
Pored ove sile na odrzavanje ravnoteze gornjeg dijela tijela utice i momenat Me koji dijeluje na 
karlicu i koji predstavlja stabilizirajuci uticaj svih misica ispod karlice. Velicine sile Fe i 
momenta Me su takve da odrzavaju u stanju ravnoteze model na koji dijeluju samo sopstvene 
tezine pojedinih dijelova tijela. Ostali dijelovi tijela poput gornjeg dijela trupa, vrata, glave, 
nadlaktice, podlaktice, karlice, butina, podkoljenice i stopala su modelirani krutim elementima, a 
njihove medusobne veze aksijalnim i torzionim oprugama.

Model je razvijen za tri polozaja kicmenog stuba, prikazana na slici 2.15, i to za polozaj 
kicmenog stuba u kojem je tijelo potpuno ispravljeno, opusteno i savijeno unapred. Inercijalne 
karakteristike modela za osobu visine 1742 mm i mase od 74.97 kg date su u tabeli 2.12.

Slika 2.14 Biomehanicki model 
ljudskog tijela S.Pankoke-a

21



PREGLED ISTRAZIVANJA I TEORIJSKE OSNOVE

Slika 2.15 Polozaji ljudskog tijela u modelu koji je razvio S.Pankoke

Tabela 2.12 Inercijalne karakteristike modela ljudskog tijela

Dio tijela Masa
[kg]

Moment 
inercije mase 

102 [kgm2]

Polozaj tezista u razlicitim poloza ima tijela
Ispravljeno Savijeno unapred Opusteno

X

[mm]
z

[mm]
X

[mm]
z

[mm]
X

[mm]
z

[mm]
Glava 4.42 2.96 24.2 632.2 236.6 583.9 33.9 627.3
Vrat 0.88 0.429 18.3 585.3 215.2 541.7 24.0 581.6
Trup 18.00 27.20 4.6 331.0 116.5 306.9 -11.2 329.3
Nadlaktica 6.67 4.95 74.4 307.6 151.9 262.0 104.2 328.5
Podlaktica 2.74 3.05 142.3 147.4 236.7 -53.0 376.2 293.8
Butine 15.07 17.4 246.1 -62.0 225.8 89.6 249.5 -55.4
Podkoljenica 6.65 11.6 477.8 -271.3 459.8 -301.6 480.8 -270.3
Stopalo 2.14 1.33 561.0 -534.4 535.8 -566.9 565.4 -533.0
Karlica 10.24 2.63 -11.5 -20.0 -16.0 -30.4 -11.1 -18.8
Unutrasnji organi 8.00 - - - - - - -
Slabinski dio kicme 0.17 - - - - - - -

Ukupno 74.94 - - - - - - -

Karakteristike opruga kojim su modelirane veze dijelova tijela, kao i meduprsljenski diskovi, 
ledni misici i ligamenti su date u tabeli 2.13.

Tabela 2.13 Krutosti opruga u modelu ljudskog tijela
Veza Krutost opruge fN/m] Torziona krutost 

[Nm/rad]Aksijalna Poprecna
Glava-vrat (dvije opruge) 120000 OC 1200
Vrat-trup (dvije opruge) 120000 oc 1200
Trup-nadlaktica 66650 75740 -
Nadlaktica-podlaktica oc OC 0
Trup-podlaktica (dodir) 100000 0 -

Trup-L3, disk 266000 66000 -

Trup-L3, ligamenti 12800 0 -
Meduprsljenski disk 800000 200000 -
Ligamenti 38000 0 -
Ledni misici 10000 0 -

Unutrasnji organi-trup 32000 22000 -
Unutrasnji organi-medusobna veza 32000 22000 -
Unutrasnji organi-kicmeni stub 22000 1000 -
Unutrasnji organi-karlica 32000 22000 -
Karlica-butine OC OC 0
Butine-podkoljenica oc oc 0
Karlica-sjediste (dvije opruge) 64000 132000 147.4

Karakteristike prigusenja modela uzete su u obzir kroz koeficijente modalnog prigusenja, koji 
predstavljaju udio odgovarajuce sopstvene frekvencije u prigusenju modela, date su u tabeli 2.14.

Tabela 2.14 Koeficijenti modalnog prigusenja modela
Sopstveni oblik oscilovanja 1 2 3 4 5 6 7 >8
Koeficijent modalnog prigusenja 0.1 0.35 0.26 0.2 0.05 0.1 0.1 0.15
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Predlozeni model je moguce prilagoditi konkretnoj osobi za koju se zeli odrediti opterecenje u 
slabinskom dijelu kicmenog stuba. U tom cilju S.Pankoke je uveo korektivne faktore cija se 
velicina odreduje na osnovu visine i mase te osobe. Korektivni faktor za visinu f 'bh i masu f bm se 
odreduju prema sljedecim izrazima:

‘ BH

f  =‘BM

BH 
1.742 
BM 

74.97 f,
1 (2.13a,b)

BH
gdje je BH  [m] visina, a BM  [kg] masa osobe. Korektivnim faktorom j 'bh se proporcionalno 
mijenjaju koordinate tezista, a faktorom j bm masa i moment inercije mase dati u tabeli 2.12. 
Osim inercijalnih karakteristika modela korektivni faktori uticu i na velicinu sile u lednim 
misicima i momenta koji dijeluje na karlicu, koji se mogu odrediti prema sljedecim izrazima:

: f 2‘ bh ‘ bm 1 E,0

M = f 3 ■ f  • M ‘v‘ e ‘ bh *bm 1v‘ e ,o
(2.14a,b)

gdje su Fo i Mo velicine sile u lednom misicu i momenta na karlici koje odgovaraju modelu sa 
inercijalnim karakteristikama datim u tabeli 2.12. Velicine ove sile i momenta zavise od polozaja 
tijela i date su u tabeli 2.15.

Tabela 2.15 Sila u lednim misicima i moment na karlici
Polozaj tijela Fe o [N] Me o [Nm]

Ispravljeno 218 9
Savijeno unapred 605 45
Opusteno 317 10

Opterecenje koje dijeluje na slabinski dio kicmenog stuba tj. na meduprsljenske diskove i 
prSljene osobe na koju se vibracije prenose kao sto je prikazano na slici 2.14 se odreduje u dva 
koraka. U prvom koraku se odreduje opterecenje izazvano sopstvenom tezinom i silom u lednim 
misicima, odnosno, momentom na karlici, a u drugom opterecenje izazvano dejstvom vibracija. 
Superpozicijom ovih opterecenja se odreduje ukupno opterecenje u slabinskom dijelu kicmenog 
stuba.

2.3.3 Modeli za analizu naponsko-deformacionog stanja dijelova kicmenog stuba

Modeli za analizu naponsko-deformacionog stanja dijelova kicmenog stuba razvijeni poslednjih 
godina bazirani su iskljucivo na modeliranju kicmenog stuba konacnim elementima. Sa aspekta 
modeliranja mehanickih karakteristika kostanog tkiva moguce ih je podijeliti u dvije kategorije:

• Modeli u kojim je kostano tkivo prsljena modelirano kao izotropno;
• Modeli u kojem je kostano tkivo prsljena modelirano kao ortotropno.

Model slabinskog dijela kicmenog stuba koji je 2001. godine razvio C.S.Chen sa saradnicima 
pripada grupi modela u kojoj je kostano tkivo prsljena modelirano kao izotropna i linearno 
elasticno [35]. Model je razvijen sa ciljem uporedenja naponsko-deformacionog stanja 
meduprsljenskih diskova i prsljena slabinskog dijela kicmenog stuba prije i nakon izvrsene 
fiksacije kicmenog stuba kod kojeg je usled oboljenja doslo do kompresije nerava i gubitka 
stabilnosti kicmenog stuba. Model koji je razvio C.S.Chen obuhvata pet prsljena i cetiri 
meduprsljenska diska od prsljena Li do prsljena L5. Geometrijsko modeliranje slabinskog dijela 
kicmenog stuba je izvedeno na osnovu snimaka dobijenih, kompjuterskom tomografijom 
kicmenog stuba zdrave devetnaestogodisnje osobe. Kompjuterskom tomografijom su nacinjeni 
snimci ekvidistantnih poprecnih presjeka tijela prSljena na rastojanju od 3 mm. Model slabinskog 
dijela kicmenog stuba, prikazan na slici 2.16, osim prsljena i meduprsljenskih diskova obuhvata i 
ligamente koji povezuju susjedne prsljene.
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Ligamenti i fibrozna materija anulusa 
meduprsljenskog diska, koji prenose samo 
istezanje, su modelirani tkz. kabl elementima. 
Trodimenzionalni kontaktni elementi su 
korisceni za modeliranje kontaktne povrsine 
zglobnih nastavaka, dok je ostatak slabinskog 
dijela kicmenog stuba modeliran lineamim 
izoparametarskim zapreminskim elementima 
sa osam cvorova u tjemenima konacnog 
elementa. U tabeli 2.16 je dat pregled cjelina 
slabinskog dijela kicmenog stuba, konacnih 
elemenata kojim su te cjeline modelirane, kao 
i broj konacnih elemenata i cvorova.

Tabela 2.16 Pregled konacnih elemenata kojim je modeliran slabinski dip kicmenog stuba
Cjelina Konacni element Broj konacnih elemenata

Tijelo prsljena Kortikalno kostano tkivo Solid element sa 8 cvorova 1030
Spongiozno kostano tkivo 1320

Prsljenski luk i nastavci Solid element sa 8 cvorova 678

Meduprsljenski disk Nucleus pulposus Solid element sa 8 cvorova 2433
Anulus fibrosus Kabl elementi sa 2 cvora 3070

Kontaktna povrsina 
zglobnih nastavaka Kontaktni elementi 192

Ligamenti

Lig. longitudina/e anterior

Kabl elementi sa 2 cvora

40
Lig. longitudinale posterior 40
Lig. intertransversarium 16
Lig. flavum 20
Lig. interspinalia 12
Lig. supraspinale 4
Capsulae articulares 16

Ukupan broj elemenata 8870
Ukupan broj cvorova 7603

Slika 2.16 FEM  model 
slabinskog dijela kicme

Karakteristike konacnih elemenata koji su modelirane pojedine cjeline slabinskog dijela 
kicmenog stuba su date u tabeli 2.17.

Tabela 2.17 Karakteristike konacnih elemenata kojim je modeliran slabins d dio kicmenog stuba

Cjelina Modul elasticnosti 
[MPa]

Poisson-ov 
koeficijent

Poprecni
presjek
[mm2]

Tijelo prsljena Kortikalno kostano tkivo 12000 0.3
Spongiozno kostano tkivo 100 0.2

Prsljenski luk 
i nastavci 3500 0.25

Meduprsljenski Nucleus pulposus 1 (4.2) 0.5 (0.45)
disk Anulus fibrosus 175 0.76

Lig. longitudinale anterior 7.8zae<12% ;20zas>12% 63.7
Lig. longitudinale posterior 10 za s< l 1% ; 20 za e>l 1% 20
Lig. intertransversarium 15 za s<6.2% ; 19.5 za £>6.2% 40

Ligamenti Lig. flavum 10 za e<18% ; 58.7 za e>18% 1.8
Lig. interspinalia 7.5 za s<25% ; 32.9 za e>25% 30
Lig. supraspinale 10zag<14% ; 11.6 za e>14% 40
Capsulae articulares 8 za s<20% ; 15 za £>20% 30

Kostani umetak 3500 0.25
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Prethodno opisani model predstavlja model slabinskog dijela kicmenog stuba zdrave osobe cijom 
se modifikacijom dobija model koji odgovara stanju nakon obavljenog fiksiranja kicmenog 
stuba. Modifikovani model je dobijen zamjenom nekog od meduprsljenskih diskova kostanim 
umetkom cvrsto povezanim sa susjednim prsljenima cim se preko umetka omogucava prenos 
kako pritiska tako i istezanja. Cvomim tackama na donjoj povrsini tijela prsljena L5 su granicnim 
uslovima oduzeti svi stepeni slobode, dok je opeterecenje zadato na gomjoj povrsini tijela 
prsljena Er.

Model tijela slabinskog prsljena koji je 2000. godine razvio N.Langrana sa saradnicima pripada 
grupi modela u kojoj je kostano tkivo prsljena modelirano kao izotropno i lineamo elasticno [50] 
Model je razvijen radi analiziranja lomova tijela prsljena nastalih usled osteoporotskih promjena. 
Kortikalno i spongiozno kostano tkivo tijela prsljena je modelirana heksagonalnim konacnim 
elementima. Karakteristike konacnih elemenata kojim je modelirano kortikalno i spongiozno 
kostano tkivo tijela prsljena su date u tabeli 2.18.

Tabela 2.18 Karakteristike konacnih elemenata cojim je modelirano tijela prsljena
Cjelina Modul elasticnosti 

[MPal Poisson-ov koeficijent

Tijelo prsljena Kortikalno kostano tkivo 7000 0.3
Spongiozno kostano tkivo 60 0.2

Model tijela slabinskog prsljena koji je 2004. godine razvio J.Homminga sa saradnicima pripada 
grupi modela u kojoj je kostano tkivo prsljena modelirano kao izotropno i lineamo elasticno [4], 
Model je razvijen radi naponsko-deformacione analize tijela prsljena i uporedenja dobijenih 
rezultata za zdrave osobe i osobe sa osteoporozom u uslovima opterecenja koje odgovara 
uobicajnim dnevnim aktivnostima, kao i onom koje se javlja u situacijama izuzetnog opterecenja 
kicmenog stuba pri savijanju unapred, prodizanju velikog tereta...

Detaljni podaci za modeliranje tijela 
slabinskog prsljena su dobijeni, 
kompjuterskom tomografijom tijela prsljena 
sa i bez osteoporoze in vitro. Snimanje tijela 
prsljena je obavljeno na posljednjoj generaciji 
juCT skenera koja omogucava snimanje 
ekvidistantnih poprecnih presjeka tijela 
prsljena na rastojanju od 60 pm sa rezolucijom 
piksela od 60 pm/piksel. Kompjuterska 
tomografija pri ovakvoj rezoluciji omogucava 
jasnu identifikaciju svih dijelica u 

strukturi tkiva tijela prsljena koji predstavljaju kostano tkivo, a tim i generisanje strukture 
spongioznog kostanog tkiva na nivou trabekula. Tijelo prsljena je modelirano lineamim 
izoparametarskim zapreminskim elementima sa osam cvorova u tjemenima konacnog elementa. 
Model tijela prsljena zdrave osobe, prikazan na slici 2.17, je modeliran sa 33 miliona konacnih 
elemenata, a osobe sa osteoporozom sa 25 miliona konacnih elemenata. Kortikalno i spongiozno 
kostano tkivo je modelirano kao izotropno i lineamo elasticno sa modulom elasticnosti od 18 
GPa i Poisson-ovim koeficijentom 0.3. Koriscene mehanicke karakteristike kostanog tkiva su 
rezultat istrazivanja koje je 1999. godine sproveo C.H.Turner sa saradnicima i pri tome utvrdio, 
koristeci se akustickom mikroskopijom sa rezolucijom od (30±60) pm, da su karakteristike 
kortikalnog i spongioznog tkiva na nivou uzoraka ove velicine skoro identicne [52].

Naponsko-deformaciona analiza izvedena ovim modelom je realizovana na superkompjuteru 
SGI Origin 3800, americkog proizvodaca Silicon Graphics, sa paralelnom procesorskom 
arhitekturom koju cine 16 paralelno povezanih procesora. Za realizaciju ove analize je bilo 
potrebno nepunih 8 sedmica, odnosno, 20000 casova procesorskog vremena.

Slika 2.17 FEM model tijela prsljena
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Model tijela slabinskog prsljena koji je 2003. godine razvio M.Liebschner sa saradnicima 
pripada grupi modela u kojoj je kostano tkivo prsljena modelirano kao ortotropno i linearno 
elasticno [12]. Model je razvijen kao alat za odredivanja cvrstoce kostanog tkiva tijela prsljena 
cije bi karakteristike bile odredivane kompjuterskom tomografijom. Detaljni podaci za 
geometrijsko modeliranje tijela prsljena, kao i za odredivanje relativne gustine spongioznog 
kostanog tkiva su dobijeni in vitro. Kompjuterskom tomografijom su nacinjeni snimci 
ekvidistantnih poprecnih presjeka tijela slabinskih prsljena, bez znaka degenerativnih promjena 
ili posljedica prethodnih oboljenja, i to na rastojanju od 1.5 mm sa rezolucijom piksela od 0.25 
mm/piksel i rezolucijom CT snimaka od 512x512 piksela.

Nakon snimanja uzoraka na CT skeneru obavljeno je ispitivanje granice statickog razaranja tijela 
prsljena u odnosu na pritisak. Ceone povrsine tijela prsljena su poravnate ispunjavanjem 
konkavnog ulegnuca polimetil metakrilatom. Na taj nacin je omoguceno da se sila sa ploca prese 
tokom mehanickog ispitivanja prenosi na citavu gomju i donju povrsinu tijela prsljena. Rezultati 
ovog ispitivanja su iskorisceni za odredivanje mehanickih karakteristika kortikalnog kostanog 
tkiva.

Unutrasnjost prsljena od spongioznog kostanog tkiva je modelirana lineamim izoparametarskim 
zapreminskim elementima sa cvorovima u svim tjemenima i sredisnjim tackama svih strana 
konacnog elementa. Spongiozno kostano tkivo je modelirano kao ortotropno. Modul elasticnosti 
u odnosu na vertikalnu osu je odreden na osnovu relativne gustine spongioznog kostanog tkiva 
prema izrazu koji je rezultat istrazivanja koje je 2002. godine sproveo D.L.Kopperdahl [29]:

Ez =-81.9 + 3850-pa (2.15)
gdje su pa [g/cm3] relativna gustina spongiozne kostane materije i E [MPa] modul elasticnosti. 
Preostale elasticne karakteristike spongioznog kostanog tkiva su odredene prema rezultatima 
istrazivanja koja je sprove D. Urlich sa saradnicima datim u tabelama 2.3 i 2.4.

Spoljnji omotac tijela prsljena, debljine 0.35 
mm, od kortikalnog kostanog tkiva je 
modeliran takode lineamim izoparametarskim 
zapreminskim elementima sa cvorovima u 
svim tjemenima i sredisnjim tackama svih 
strana konacnog elementa. Kortikalno kostano 
tkivo je modelirano kao izotropno sa Poisson- 
ovim koeficijentom koji iznosi 0.3. Modul 
elasticnosti kortikalnog kostanog tkiva je 
dobijen na osnovu uporedenja rezultata 
pomenutih ispitivanja granice statickog 

razaranja i onih dobijenih FE'Mmodelom prikazanim na slici 2.18. FEM  model tijela prsljena je 
dopunjen slojem linearnih izoparametarskih zapreminskih elemenata sa karakteristikama 
polimetil metakrilata koji se oslanja na ceone povrsine tijela prsljena kako bi se simulirali uslovi 
u kojim je izvedeno eksperimentalno ispitivanje. Modul elasticnosti kortikalnog kostanog tkiva 
odreden na ovaj nacin iznosi 457 MPa.

2.3.4 Diskusija postojecih modela dijelova kicmenog stuba

Postojeci FEM modeli prsljena se mogu prema velicini konacnih elemenata kojim je modelirano 
kostano tkivo podijeliti u sljedece kategorije [110]:

• Modeli koji odgovaraju nivou kontinuuma ili nivou kosti kao organa. U ovu kategoriju 
spadaju modeli koje cine konacni elementi velicine iznad 0.5 mm, sto odgovara redu 
velicina na cijem se nivou kostano tkivo dijeli prema nivou poroznosti na kortikalno i 
spongiozno i na kojem se ne razlikuju sastavni elementi ovih tkiva;

Slika 2.18 FEM  model tijela prsljena
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• Modeli koji odgovaraju nivou tkiva. U ovu kategoriju spadaju modeli koje cine konacni 
elementi velicine iznad 50 pm, sto odgovara redu velicina na cijem se nivou razlikuju 
sastavni elementi kortikalnog i spongioznog tkiva. Ovom redu velicina odgovaraju osteoni, 
ciji je precnik (15(H300) pm, i Havers-ovi kanali, ciji je precnik oko 50 gm, kod 
kortikalnog kostanog tkiva, odnosno trabekule, cija je debljina oko 150 gm, kod 
spongioznog kostanog tkiva.

Velicina konacnih elemenata modela prsljena na nivou kontinuuma je takva da odgovarajuci 
dijelovi spongioznog tkiva prsljena sadrze spongiozno kostano tkivo, zutu i crvenu kostanu srz i 
to u razlicitim odnosima. Stoga, relativna gustina kostanog tkiva u pojedinacnim konacnim 
elementima modela prsljena na nivou kontinuuma nije ista, sto uzrokuje i razliku u mehanickim 
karakteristikama konacnih elemenata kojim je modelirano kostano tkiva na ovom nivou. 
Velicina konacnih elemenata modela prsljena na nivou tkiva je takva da su odgovarajuci dijelovi 
tkiva prsljena uglavnom samo sa sadrzajem kostanog tkiva ili bez prisustva istog. Stoga model 
prsljena na nivou tkiva cine oni konacni elementi kojim odgovaraju dijelovi prsljena koji sadrze 
samo kostano tkivo, usled cega su relativna i fizicka gustina kostanog tkiva, zbog potpune 
ispunjenosti konacnog elementa kostanim tkivom, jednake. Zbog toga su mehanicke 
karakteristike konacnih elemenata, kojim je modelirano kostano tkivo u modelima prsljena na 
nivou tkiva, konstantne. Od prethodno opisanih modela u prvu kategoriju spadaju modeli koje su 
razvili C.S.Chen [35], N.Langrana [50] i M.Liebschner [12], dok drugoj kategoriji pripada model 
koji je razvio J.Homminga [4].

Konacni elementi kojim je modelirano kortikalno odnosno spongiozno kostano tkivo prsljena u 
modelima koje su razvili Chen i Langrana su konstantnih mehanickih karakteristika, sto 
odgovara ravnomjernoj raspodijeli kostanog tkiva unutar prsljena koja bi rezultirala istom 
kolicinom kostanog tkiva u svakom konacnom elementu. Medutim, u realno postojecim 
uslovima na nivou kontinuuma to nije slucaj. Stoga ovakvi modeli ne mogu biti korisceni za 
analizu naponsko-deformacionog stanja dijelova kicmenog stuba koja bi bila individualizovana i 
odnosila se na odredenu osobu. Dakle, svrha ovakvih modela bi bila da posluze donosenju 
generalnih zakljucaka o ponasanju dijelova kicmenog stuba u odredenim uslovima, koji ne 
moraju biti tacni za svaku individuu ponaosob, ali su priblizno tafini na nivou sire populacije. Na 
primjer, rezultati modela koji je razvio Chen, sa ciljem uporedenja naponsko-deformacionog 
stanja meduprsljenskih diskova i prsljena slabinskog dijela kicmenog stuba prije i nakon izvrsene 
fiksacije kicmenog stuba, mogu pokazati da ugradnja implantata ne izaziva ozbiljnije promjene 
naponsko-deformacionog stanja koje bi izazivale postoperativne zdravstvene probleme. 
Medutim, ovakav zakljucak ne mora biti tacan za svaku pojedinacnu osobu koja bi bila 
podvrgnuta ovom tipu klinicke intervencije.

Navedeni nedostatak modela poput onih koje su razvili Chen i Langrana predstavlja osnovni 
ogranicavajuci faktor za primjenu istih u medicini. Mogucnost razvoja individualizovanih 
modela kosti kojom se prevazilazi nedostatak navedenih modela zasnovana je na primjeni 
kompjuterske tomografije, ciji ce principi rada biti detaljnije objasnjeni u narednom poglavlju. 
Ova metoda omogucava odredivanje raspodijele relativne gustine kostanog tkiva unutar kosti, a 
tim posredno i raspodijele mehanickih karakteristika kostanog tkiva koje se, kako je vec u 
prethodnom dijelu ovog poglavlja prikazano, mogu odrediti na osnovu relativne gustine 
kostanog tkiva. Individualizovano modeliranje kosti, danas je uglavnom zasnovano na primjeni 
kompjuterske tomografije [4, 6, 12, 42, 43].

Konacni elementi kojim je modelirano kostano tkivo prsljena u modelu koji je razvio 
M.Liebschner su razlicitih mehanickih karakteristika. Ovakav model odgovara realno postojecoj, 
neravnomjernoj raspodijeli kostanog tkiva unutar prsljena koja rezultira razlicitom kolicinom 
kostanog tkiva u svakom konacnom elementu. Raspodijela relativne gustine kostanog tkiva, na 
osnovu koje su odredene i mehanicke karateristike svakog konacnog elementa, je odredena
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kvantitativnom kompjuterskom tomografijom na CT skeneru. Kvantitativna kompjuterska 
tomografija predstavlja vodecu tehnologiju koja se danas primjenjuje za generisanje FEM 
modela dijelova skeleta. Medutim, ni ovakvi modeli nisu idealni. Jedan od osnovnih nedostataka 
ovih modela je posledica ogranicenja savremenih CT skenera kojim je moguce snimati 
ekvidistantne presjeke dijelova skeleta na rastojanju ne manjem od 0.5 mm, sto uslovljava da su 
modeli generisani na ovaj nacin nivoa kontinuuma. Osim toga i sama kvantitativna kompjuterska 
tomografija postavlja ogranicenja u tacnosti sa kojom se moze na nivou kontinuuma odrediti 
raspodijela relativne gustine kostanog tkiva, a tim i mehanicke karakteristike istog, o cemu ce 
biti rijeci u narednom poglavlju.

Nedavna pojava /uCT skenera visoke rezolucije omogucila je snimanje ekvidistantnih presjeka 
dijelova skeleta na rastojanju manjem od 0.5 mm. Primjena skenera posljednje generacije je 
stvorila pretpostavka za generisanja FEM modela dijelova skeleta koji odgovaraju nivou tkiva 
primjenom kompjuterske tomografije. Model tijela prsljena koji je razvio J.Homminga je 
generisan upravo prema podacima sa pCT skenera sa rezolucijom piksela od 60 pm/piksel uz 
snimanje ekvidistantnih presjeka prsljena na rastojanju od 60 pm. Kompjuterska tomografija 
realizovana juCT skenerom, kada je rijec o generisanju FEM  modela dijelova skeleta, eliminise 
nedostatke konvencionalnih CT skenera koji su rezultat nemogucnosti generisanja FEM  modela 
sa detaljnijom strukturom od onih koji odgovaraju nivou kontinuuma. Ova tehnologija 
omogucava omogucava preciznu identifikaciju i separaciju dijelova spongioznog tkiva prsljena 
koji predstvljaju kostano tkivo od onih koji predstavljaju zutu i crvenu kostanu srz. Ovim se 
eliminise potreba za odredivanjem raspodijele relativne gustine kostanog tkiva kvantitativnom 
kompjuterskom tomografijom jer konacni elementi FEM  modela odgovaraju samo onim 
dijelovima prsljena koji su od kostanog tkiva. Stoga su relativna i fizicka gustina kostanog tkiva 
u konacnom elementu ovako generisanog FEM modela iste i konstantne za sve elemente modela, 
kao i mehanicke karakteristike. Osnovni nedostatak ovih modela je posljedica ogranicenja 
savremenih pCT  skenera uzrokovanih etickim razlozima. Naime, doza zracenja kojem bi bila 
izlozena osoba ciji bi kicmeni stub bio sniman na juCT skeneru je znatno iznad one koja ne bi 
ugrozila njeno zdravlje. Stoga je ova metoda za sada primjenljiva samo in vitro.

Matematicko modeliranje procesa adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje, koji 
odreduje nacin rasporedivanja kostanog tkiva u unutrasnjosti kosti, bi moglo predstavljati put ka 
prevazilazenju nedostataka navedenih modela dijelova kicmenog stuba. FEM  model prsljena, ciji 
bi konacni elementi posjedovali mehanicke karakteristike odredene na osnovu rasporeda 
kostanog tkiva koji je rezultat matematickog modela adaptivnog procesa, bi mogao po potrebi 
odgovarati nivou kontinuuma ili nivou tkiva i istovremeno biti prilagoden konkretnoj osobi. 
Postojeci modeli dijelova kicmenog stuba koji odgovaraju konkretnoj osobi odslikavaju trenutno 
stanje tkiva te osobe i mogu se koristiti za analizu naponsko-deformacionog stanja ciji su 
rezultati validni trenutno, ali ne i za duzi vremenski period. U slucaju potrebe za ponavljanjem 
analize naponsko-deformacionog stanja dijelova kicmenog stuba nakon duzeg perioda, potrebno 
je ponoviti snimanje kicmenog stuba na CT skeneru i generisati FEM  model prema podacima sa 
ponovljenog snimanja, sto je prikazano u radu iz 2004. godine A.Templeton-a i njegovih 
saradnika [6]. Ova cinjenica je narocito znacajna u slucaju ugradnje kostanih implantata. 
Ugradnja kostanih implantata uzrokuje dramaticnu promjenu uslova mehanickog opterecenja 
kosti koja dovodi do promjene raspodijele napona u kosti i narusavanja ravnoteznog stanja. 
Posljedica narusavanja ravnoteznog stanja u kosti je adaptivni proces kojim se mijenja struktura 
kostanog matriksa. Dakle, kada je rijec o preoperativnoj analizi naponsko-deformacionog stanja 
kosti u postoperativnom periodu koji moze trajati mjesecima nakon ugradnje kostanog 
implantata, ona je jedino moguca primjenom FEM modela generisanih prema matematickom 
modelu adaptivnog procesa kojim je moguce predvidjeti strukturu kostanog matriksa u 
postoperativnom periodu.
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2.4 NUMERICKO MODELIRANJE PROCESA ADAPTACIJE 
KOSTANOG TKIVA NA MEHANICKO OPTERECENJE

Nakon sto su se u drugoj polovini devetnaestog vijeka pojavile Culmann-von Mayer-ova teorija 
trajektorija, Wolff-ov zakon i Roux-ova teorija funkcionalne adaptacije, koje su osnov 
savremenih matematickih teorija o adaptaciji kostanog tkiva na mehanicko opterecenje i koje su 
predstavljene u uvodnom poglavlju ovog rada, sve do sezdesetih godina dvadesetog vijeka skoro 
i da nije bilo znacajnih istrazivanja ovog procesa.

Americki anatom J.C.Kosh je tokom 1917. godine izvrsio naponsko-deformacionu analizu butne 
kosti i uporedio raspodijelu napona smicanja sa raspodijelom gustine kostanog tkiva, kao i 
pravce pruzanja matriksa kostanog tkiva sa pravcima pruzanja glavnih napona. Rezultati 
njegovog istrazivanja, predstavljeni u radu The laws o f bone architecture, su potvrdili Wolff-ovt 
zakljucke i pokazali da je gustina kostanog tkiva najveca u podrucjima najvecih napona smicanja 
[110]. Krajem tridesetih i pocetkom cetrdesetih godina proslog vijeka engleski istrazivac 
Glucksman]Q eksperimentalno potvrdio da je adaptacija kostanog tkiva povezana sa mehanickim 
opterecenjem. Dokaz za ovu tvrdnju je izveo na osnovu rezultata eksperimentalnog ispitivanja 
koje je sproveo na organskim uzorcima koje je u toku rasta podvrgnuo razlicitim nivoima 
mehanickog opterecenja u vidu savijanja. Proces formiranja kostanog tkiva na istim mjestima 
kod razlicitih uzoraka bio je znatno intezivniji na uzorcima izlozenim mehanickom opterecenju 
veceg inteziteta [112].

Prvi znacajni iskorak u razumijevanju fizioloskih mehanizama adaptacije kostanog tkiva nacinio 
je, sezdesetih godina proslog vijeka, americki hirurg ortoped H.Frost. Istrazujuci fizioloske 
mehanizme promjene strukture kostanog tkiva Frost je utvrdio vezu mehanickog opterecenja i 
aktivnosti kostanih celija, osteoblasta i osteoklasta, koje formiraju odnosno razgraduju kostano 
tkivo tokom adaptivnog procesa. Frost je prvi istakao i razliku izmedu adaptacije kostanog tkiva 
kod odraslih i osoba u razvoju, siroko prihvacenu danas, po kojoj je adaptacija kostanog tkiva 
odraslih i osoba u razvoju razlicita pri istom mehanickom opterecenju [112].

Tokom istrazivanja koja je 1981. i 1984. godine sproveo D. Carter sa saradnicima utvrdeno je da 
tokom procesa adaptacije kortikalnog kostanog tkiva odraslih osoba mehanicko opterecenje 
odnosno odgovarajuca deformacija, koja je uzrocnik adaptivnog procesa, ne dovodi uvijek do 
adaptivnog procesa kojim se mijenja struktura kostanog matriksa. Ovaj fenomen je prisutan sve 
dok je velicina deformacije, kao pokazatelja naponsko-deformacionog stanja, unutar podrucja 
koje je Carter nazvao “mrtva” zona. Prema ovim istrazivanjima normalna deformacija manja od
0.3% lezi unutar “mrtve” zone [100, 147]. Teorijski model za predvidanje pocetka adaptivnog 
procesa kojim se mijenja struktura kostanog matriksa, koji je 1987. godine predlozio H.Frost 
pretpostavlja da je podrucje normalne deformacija koje odgovara “mrtvoj” zoni (0.02-^0.25)% u 
odnosu na pritisak, a (0.02+0.15)% u odnosu na istezanje [98].

Tokom istrazivanja koja su tokom 1982. godine sproveli C.Rubin i L.Lanyon, mjereci normalnu 
deformaciju kosti pri uobicajnim dnevnim aktivnostima odraslih primjeraka pasa i konja, 
utvrdeno je da se izmjerene vrijednosti nalazi u opsegu (0.085+0.3)% [102]. Ovo zapazanje ih je 
navelo na zakljucak da velicina deformacija kosti izazvanih mehanickim opterecenjem, koje je 
posljedica uobicajnih dnevnih aktivnosti, kako kod odraslih ljudi tako i kod zivotinja odgovara 
podrucju Carter-ove “mrtve“ zone. Eksperimentalno istrazivanje koje je 1998. godine sproveo 
R.B.Martin sa saradnicima mjereci linijsku deformacije ljudskih kosti je pokazalo da se tokom 
skakanja moze dostici maksimalna deformacija kosti koja takode iznosi oko 0.3% [131]. Tokom 
istrazivanja koja su sproveli 1984. godine, C.Rubin i L.Lanyon su otkrili da mehanicko 
opterecenje staticke prirode vodi ka smanjenju gustine koStanog tkiva i da je za njeno odrzavanje 
potrebno da mehanicko opterecenje bude dinamicke prirode sa minimalno cetiri ciklusa
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promjene opterecenja dnevno pri uzduznoj deformaciji od 0.2% ili sto ciklusa dnevno pri 
uzduznoj deformaciji od (0.05-K). 1)% [102],

Istrazivanja koja su sproveli 1984. godine I.Binderman sa saradnicima [99], 1990. godine A. J.El 
Haj sa saradnicima [84] i 1991. godine S.C.Cowin sa saradnicima [81] su pokazala da su 
osteociti, formirane kostane celije, osjetljive na dejstvo mehanickog opterecenja koje utice na 
njihov metabolizam. S obzirom na njihov ravnomjeran raspored u kostanom tkivu pretpostavili 
su da bi upravo osteociti mogli imati ulogu celija senzora koje “procjenjuju” intezitet 
mehanickog signala nastalog dejstvom opterecenja. Na osnovu ove “procjene” osteociti salju 
signal osteoblastima i osteoklastima da formiraju odnosno razgraduju kostano tkivo.

2.4.1 Matematicki modeli procesa adaptacije kostanog tkiva

Vecina matematickih modela adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje, razvijenih do 
danas, pripada kategoriji fenomenoloskih modela. Fenomenoloskim modelima se pokusava 
uspostaviti kvantitativna veza mehanickog uzroka i odgovarajuce posledice koja se ogleda u 
morfoloskoj adaptaciji kostanog tkiva. Struktura kostanog tkiva koja se dobija numerickom 
simulacijom adaptivnog procesa, baziranoj na fenomenoloskim modelima, je adekvatnija realno 
postojecoj u odnosu na onu koja se dobija simulacijom adaptivnog procesa baziranoj na 
optimizacionim modelima [110]. Shodno tome u nastavku ce biti rijeci samo o modelima koji 
pripadaju kategoriji fenomenoloskih, kojoj pripada i originalni model autora ovog rada koji ce 
biti prikazan u narednim poglavljima.

I pored toga sto je postojanje funkcionalne veze mehanickog opterecenja i procesa adaptacije 
kostanog tkiva pretpostavljeno vec krajem devetnaestog vijeka, prva matematicku teoriju koja 
opisuje ovu vezu je postavljena skoro citav vijek kasnije, 1976. godine, kada su S.C.Cowin i 
H.D Hegedus razvili teoriju adaptivne elasticnosti [105]. Osnovni koncept svih matematickih 
modela koji opisuju proces adaptacije kostanog tkiva zasnovan je na jednacini adaptacije. 
Jednacinom adaptacije se uspostavlja kvantitativna veza mehanickog opterecenja i pokazatelja 
adaptacije strukture kostanog tkiva na dejstvo tog opterecenja. Kao pokazatelj naponsko- 
deformacionog stanja, izazvanog dejstvom mehanickog opterecenja na kostano tkivo, u 
postojecim fenomenoloskim modelima adaptivnog procesa je koriscen citav niz razlicitih 
velicina. Napon je koriscen u modelu Adachi-a i saradnika iz 1997. godine [64], deformacija u 
modelima Cowin i Hegedus-a iz 1976. godine [105] i Carter-a iz 1981. i 1984. godine [100,147], 
brzina deformacije u modelu Mosley i Lanyon-a iz 1998. godine [61], efektivni napon u 
modelima Carter-a i saradnika iz 1989. [85] i Beaupre-a i saradnika iz 1990. godine [82,83], 
gustina deformacione energije u modelima Fyhrie i Carter-a iz 1986. godine [96], Huiskes-a i 
saradnika iz 1987. godine [92], Weinans-a i saradnika iz 1992. godine [77], Mullender-a i 
saradnika iz 1994. godine [74], Mullender i Huiskes-a iz 1995. godine [70] i Xinghua i saradnika 
iz 2002. godine [24], brzina gustine deformacione energije u modelima Huiskes-a i saradnika iz 
2000. godine [47] i Ruimermana-a i saradnika iz 2003. godine [13]. Izbor pokazatelja naponsko- 
deformacionog stanja, koriscenih u navednim modelima, mada intuitivan pokazao se kao 
konzistentan sa opste prihvacenim hipotezama o adaptaciji kostanog tkiva na mehanicko 
opterecenje. Kao pokazatelj strukture kostanog tkiva u ovim modelima je uglavnom koriscena 
relativna gustina kostanog tkiva. Jednacina adaptacije kostanog tkiva opisuje trenutno stanje 
strukture kostanog tkiva na bazi prethodnog stanja i mehanickog opterecenja koje djeluju na 
kostano tkivo, sto se moze izraziti na sledeci nacin:

Pa(t + At) = f (pa(t),o1J(t),81J(t)) (2.16)
gdje pa(t+At) predstavlja trenutnu, a pa(t) prethodnu velicinu relativne gustine kostanog tkiva, 
dok su Oi/t), Eij(t) redom tenzori napona i deformacija u trenutku t. Promjenom strukture 
kostanog tkiva, odnosno, raspodijele relativne gustine istog, mijenjaju se i njegove mehanicke 
karakteristike sto se opisuje strukturno-funkcionalnom jednacinom:
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K = K(K„M(pa(t + At))) (2.17)
gdje K  predstavlja krutost kostanog tkiva koja zavisi od mikrostrukturne krutosti istog K, i 
rasporeda kostanog tkiva razlicite krutosti odredenog matricom M  koja je funkciju relativne 
gustine kostanog tkiva u trenutku t+At. Promjena mehanickih karakteristika kostanog tkiva, 
uslovljava i promjenu naponsko-deformaciono stanje kostanog tkiva, cak i u slucaju konstantnog 
opterecenja. Pokazatelji izmijenjenog naponsko-deformacionog stanja kostanog tkiva se 
odreduje iz jednacina staticke ravnoteze:

f(K,R,t)=> 0^,8^ (2.18)
gdje R predstavlja spoljasnje opterecenje kosti. Dakle, ove tri jednacine fizioloski oponasaju 
proces adaptacije kostanog tkiva. Mehanicko opterecenje, koje pokrece adaptivni mehanizam, se 
prostire hijerahijski kroz kostano tkivo do celijskog nivoa. Celije, koje imaju ulogu senzora, 
“procjenjuju” da li je izabrani pokazatelj naponsko-deformacionog stanja unutar podrucja 
Carter-ove “mrtve“ zone. Ukoliko nije, celije senzori pokrecu adaptivni mehanizam koji mijenja 
strukturu kostanog tkiva. Ova promjena strukture kostanog tkiva se ogleda u promjeni 
raspodijele relativne gustine kostanog tkiva na nacin odreden jednacinom adaptacije. Promjena 
strukture kostanog tkiva dovodi i do promjene mehanickih karakteristika istog na nacin defmisan 
strukturno-funkcionalnom jednacinom. Izmijenjene mehanicke karakteristike kostanog tkiva za 
posljedicu imaju promijenu velicine izabranog pokazatelja naponsko-deformacionog stanja koja 
se odreduje na osnovu jednacina staticle ravnoteze. Na osnovu ovako izmijenjene velicine 
izabranog pokazatelja naponsko-deformacionog stanja celije senzori ’’procijenjuju” da li da 
nastave adaptivni proces ili da ga okoncaju.

Mehanicko

■ 4----  Modul ■<-
elasticnosti

V
Naponi ____ ^  Mehani6ki

Deformacije signal

opterecenje

FEM Relativna
gustina

!
-►o

t
Cilj

Slika 2.19 Shematski prikaz 
toka adaptivnog procesa

Unazad dvije decenije, 1987. godine 
nezavisno jedan od drugog D.Carter [93] i 
R.Huiskes [92] su u matematicke modele 
adaptivnog procesa uveli numericko 
modeliranje zasnovano na metodi konacnih 
elemenata. Ovaj pristup je opste prihvacen u 
savremenim matematickim modelima 
adaptivnog procesa. Numericka simulacija 
procesa adaptacije kostanog tkiva zasnovana 
na ovom pristupu se odvija iterativno do 
okoncanja procesa u svim konacnim 
elementima, kojim je modelirano kostano 
tkivo, sto je shematski prikazano na slici 2.19.

2.4.2 Lokalna optimizacija u procesu adaptacije kostanog tkiva

Polazna hipoteza fenomenoloskih modela adaptivnog procesa je da se tokom adaptacije kostanog 
tkiva na mehanicko opterecenje struktura kostanog tkiva mijenja sa ciljem da velicina 
mehanickog signala, koji upravlja adaptivnim procesom, postane jednaka nuli. U opstem slufiaju 
mehanicki signal e se moze definisati kao po dijelovima linearna funkcija razlike trenutne 
velicine izabranog pokazatelja naponsko-deformacionog stanja S(t) i velicine tog istog 
pokazatelja u stanju ravnoteze S*, koje karakterise odsustvo promjena u strukturi kostanog tkiva 
koje su posljedica adaptivnog procesa:

3(0 =

S(t)-(l + s)-S* 
0 ako 

S ( t ) - 0 - s ) S '

ako S(t)> (I-es)-S*

(l + s)- S* < S(t)< (l-s)-S* 
ako S(t)< (l-s)-S*

(2.19a)

gdje 2-s predstavlja sirinu ravnoteznog podrucja koje odgovara Carter-ovoj “mrtvoj“ zoni kao 
sto je prikazano na slici 2.20.
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U slucaju da je s=0 jednacina (2.19a) se 
pojednostavljuje i prelazi u:

e(t) = S(t)-S* (2.19b).
Kada se u strukturnom modelu kosti povecava 
relativna gustina kostanog tkiva pm na /-toj 
diskretnoj lokaciji to uzrokuje smanjenje 
izabranog pokazatelja naponsko-
deformacionog stanja S, na toj istoj lokaciji i 
obratno. Dakle, funkcionalna veza izabranog 
pokazatelja naponsko-deformacionog stanja i 
promjene relativne gustine kostanog tkiva je 

monotona i obrnuto proporcionalna. Polazna hipoteza fenomenoloskih modela je ekvivalentna 
formulaciji konstruisanja prema maksimalnom ravnomjemo rasporedenom naponskom stanju 
(Fully Stressed Design - FSD) koja glasi: Pri optimalnom konstruisanju svaki dio konstrukcije 
koji nije minimalnih dimenzija je  maksimalno napregnut u uslovima mehanickog opterecenja 
koji odgovaraju makar jednom odprojektovanih stanja konstrukcije [110,142], Optimalnost FSD 
metode je razmatrana u istrazivanju koje su sproveli 1998. godine S.N.Patnaik i D.A.Hopkins 
[133]. Problemi konstruisanja prema maksimalnom ravnomjerno rasporedenom naponskom 
stanju spadaju u probleme lokalne optimizacije. Ova kategorija optimizacionih problema se 
resava iterativnom metodom evolutivne strukturne optimizacije (Evolutionary Structural 
Optimization - ESO) [3]. Problem lokalne optimizacije kostanog tkiva u slucaju adaptivnog 
procesa se moze formulisati na sljedeci nacin [110]:

Slika 2.20 Carter-ova “mrtva“ zona

min
p«

Pai
(2.20)

ako es = 0 i 0 < pai < pcb
gdje pa predstavlja relativnu gustinu kostanog tkiva, a pcb gustinu kortikalnog kostanog tkiva. 
Uobicajni pristup u modelima adaptivnog procesa je da se promjena relativne gustine kostanog 
tkiva izrazava jednacinom adaptacije, koja predstavlja linearnu funkciju mehanickog signala:

^Pa' ({) = kons tan ta • e, (t) (2.21).

Resavanjem problema lokalne optimizacije kostanog tkiva u slucaju adaptivnog procesa je 
obuhvacen FEM  model kosti i raspodijela relativne gustine kostanog tkiva kao pokazatelja 
prisustva kostanog tkiva u konacnim elementima FEM modela. Algoritam ESO metoda za 
resenje ovog problema se sastoji u sljedecim koracima:

1. Definisanje pocetne raspodijele kostanog tkiva FEM modela kosti;
2. Definisanje opterecenja i granicnih uslova FEM  modela kosti;
3. Odredivanje mehanickih karakteristika FEM  modela kosti strukturno-funkcionalnom 

jednacinom (2.17);
4. Odredivanje naponsko-deformacionog stanja resavanjem jednacine staticke ravnoteze 

(2.18) FEA analizom;
5. Odredivanje prirastaja relativne gustine kostanog tkiva konacnih elemenata jednacinom 

adaptacije (2.21);
6. Promjena relativne gustine kostanog tkiva konacnih elemenata aktivnih u adaptivnom 

procesu za velicinu prirastaja odredenog u koraku 5. Aktivnim, u adaptivnom procesu, se 
smatraju oni konacni elementi u kojim nije okoncan proces promjene relativne gustine 
kostanog tkiva;

7. Identifikacija konacnih elemenata koji zadovoljavaju ogranicenja problema lokalne 
optimizacije (2.20) i stoga postaju neaktivni u daljem toku adaptivnog procesa;

8. Ukoliko ima konacnih elemenata aktivnih u adaptivnom procesu ponavljaju se koraci 3-5-7. 
Ovako dobijena raspodjela kostanog tkiva predstavlja lokalni optimum koji ne mora ujedno biti i 
globalni optimum, tj. najbolje resenje optimizacionog problema, ali predstavlja bolje resenje od 
bilo kojeg drugog resenja u blizini pocetno pretpostavljene raspodjele kostanog tkiva.
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2.4.3 Cowin-ova teorija adaptivne elasticnosti

U nizu radova Stephen Cowin je sa saradnicima razvio teoriju adaptivne elasticnosti (Cowin i 
Hegedus 1976. godine; Hegedus i Cowin 1976. godine; Cowin i Nachlinger 1978. godine) 
baziranu na opstim principima mehanike kontinuma [105]. Prema Cowin-o\om modelu kost je 
modelirana kao dvofazna porozna materija, koju cini porozna elasticna struktura i fluid kojim je 
ova porozna struktura ispunjena. Pokazatelj naponsko-deformacionog stanja kostanog tkiva u 
ovom modelu je deformacija. Jednacina adaptacije u ovom modelu opisuje promjenu raspodijele 
kostane mase m tokom adaptivnog procesa uslovljenu mehanickim signalom koji je posljedica 
razlike trenutne velicine tenzora deformacija ey i velicine tenzora deformacija u stanju ravnoteze 
ey :

dm
dt

(2.22).
Jednacinom adaptacije je obuhvacen i tenzor elasticnih koeficijenata cy, koji se kao i tenzor 
deformacija u stanju ravnoteze odreduje eksperimentalnim putem. Model Cowin-a se, iako je 
dokazano da moze reprodukovati promjene koje se odigravaju tokom adaptivnog procesa, 
pokazao kao vrlo komplikovan zbog potrebe eksperimentalnog odredivanja tenzora elasticnih 
koeficijenata i tenzora deformacije u stanju ravnoteze.

2.4.4 Nijmegen modeli

Rik Huiskes je sa saradnicima sa univerziteta u Nijmegenu u Holandiji, 1987. godine, u cilju 
prevazilazenja nedostataka Cowin-ovog modela za pokazatelj naponsko-deformacionog stanja 
predlozio skalarnu velicinu, gustinu deformacione energije U [92], Ova velicina je za elasticni 
materijal definisana na sljedeci nacin:

U = i .a J .SiJ (2.23a)

gdje Oj i Ey predstavljaju redom tenzore napona i deformacija diskretne lokacije za koju se 
odreduje velicina gustine deformacione energije. Uvrstavanjem veze napona i deformacija, 
izrazene Hooke-ovim zakonom, u izraz (2.23a) se dobija:

(2.23b)

gdje Cy predstavlja tenzor elasticnih koeficijenata.

Huiskes je u model adaptacije kostanog tkiva takode uveo i koncept Carter-o\e “mrtve“ zone 
uvodenjem intervala gustine deformacione energije unutar kojeg nema pojave adaptacije 
kostanog tkiva. Primjenom koncepta “mrtve“ zone jednacina adaptacije kostanog tkiva u modelu 
Huiskes-a, poznatom kao Nijmegen model, dobija sljedeci oblik:

B -(u(t)-(l + s)-U*) ako U(t)>(l + s)-U*
0 ako (l + s)-U* < U(t)< (l-s)-U * (2.24)
B -(u (t)-(l-s)-U *) ako U(t)< (l-s)-U*

gdje E predstavlja modul elasticnosti, U* velicinu gustine deformacione energije u stanju 
ravnoteze, B konstanti koeficijent adaptacije kostanog tkiva, 2-s sirinu “mrtve“ zone, a t vrijeme 
simulacije. Kostano tkivo je modelirano kao izotropno i linearno elasticno. Skalarne velicine U 
i B, kao i sirina “mrtve“ zone se odreduju eksperimentalnim putem. Za slucaj jednoosnog 
deformacionog stanja gustina deformacione energije se odreduje prema izrazu:

U = —-E-s2 (2.25)
2

gdje e predstavlja normalnu deformaciju.

dE
dt

33



PREGLED ISTRAZIVANJA I TEORIJSKE OSNOVE

Rezultati istrazivanja, koja su vec prikazana u prethodnom dijelu ovog poglavlja, i to Rubin i 
Lanyon-a, po kojem se normalna deformacija kosti pri svakodnevnim aktivnostima nalazi u 
opsegu (0.085-^0.3)%, i Turner-a, po kojem modul elasticnosti kostanog tkiva iznosi 18 GPa, 
omogucavaju da se prema proceduri koju je predlozio Huiskes odredi sirina Carter-ove “mrtve“ 
zone i velicina gustine deformacione energije u stanju ravnoteze. Uvrstavanjem navedenih 
velicina normalne deformacije i modula elasticnosti u izraz (2.25) se dobija da Carter-ova 
“mrtva“ zona odgovara podrucju £/=(0.007-K).081) MPa. Dakle sirina Carter-ove “mrtve“ zone 
iznosi 2-5=0.074 MPa, dok gornja granica ove zone odgovara gustini deformacione energije u 
stanju ravnoteze t/=0.081 MPa.

Huiskes je kao i Cowin diferencijalnu jednacinu adaptacije kostanog tkiva transformisao u 
vremensku integracionu shemu sa konstantnim vremenskim korakom At, cim se izraz (2.24) 
transformise u jednacinu sljedeceg oblika:

E(t + At) = <
E (t)+A t-B -(u(t)-(l + s)-U*) ako U(t)> (l + s)-U* 
E(t) ako (l-t-s)-U* < U(t)< ( l - s )  U* 
E (t)+ A t-B -(u (t)-(l-s)-U ’) ako U(t)< (l-s)-U*

(2.26)

Huiskes je takode prvi uveo i pristup pracenju toka adaptivnog procesa zasnovan na koriscenju 
metode konacnih elemenata. Numericka simulacija toka adaptivnog procesa zasnovana na ovom 
pristupu se odvija iterativno do okoncanja procesa u svim konacnim elementima, kojim je 
modelirano kostano tkivo, sto je shematski prikazano na slici 2.19. Proces adaptacije kostanog 
tkiva se prema ovom modelu okoncava u konacnom elementu kada se trenutna velicina gustine 
deformacione energije izjednaci sa velicinom gustine deformacione energije u stanju ravnoteze 
U(t)=U\

Wolff-o\ zakon i Rota-ova teorija funkcionalne adaptacije sadrze i pretpostavku o samo- 
optimizujucoj prirodi procesa adaptacije kostanog tkiva, koje je sposobno da prilagodava 
sopstvenu strukturu i gustinu zahtjevima nosivosti. Fyhrie i Carter su 1986. godine predlozili 
model kojim se opisuje samo-optimizujuca priroda adaptivnog procesa [96]. Prema ovom 
modelu relativna gustina kostanog tkiva se lokalno adaptira na mehanicko opterecenje uz 
ogranicavanje naponskog stanja nekom granicnom vrijednoscu. Fyhrie i Carter su naknadno, 
1990. godine, modifikovali ovaj model uvodeci umjesto napona kao ogranicavajucu velidinu 
odnos gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva. Ovim modelom je u 
obzir uzeta i moguca promjenljivost mehanickog opterecenja kroz odredivanje prosjecne velicine 
gustine deformacione energije Ua, cime se formira pokazatelj naponsko-deformacionog stanja 
sljedeceg oblika:

•Z
V Pa 7

= const (2.27)

gdje je Ui gustina deformacione energije za /'-to stanje mehanickog opterecenja, pa relativna 
gustina kostanog tkiva i ni broj razlicitih stanja mehanickog optecenja.

H.Weinans sa saradnicima je 1992. godine prethodno obrazlozenu ideju Fyhrie i Carter-a, o 
odnosu gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva kao pokazatelju 
naponsko-deformacionog stanja, ugradio u Nijmegen model adaptivnog procesa [77]. Osim 
navedenog Weinans je pretpostavio i da je sirina Carter-ove “mrtve“ zone s=0. Jednacina 
adaptacije kostanog tkiva se u tom slucaju moze izraziti u sljedecem obliku:

/ „  \
dPa
dt

= B ■ U,
Pa

0 < Pa ^  Pcb (2.28)

gdje B predstavlja konstanti koeficijent adaptacije kostanog tkiva, k odnos gustine deformacione 
energije i gustine kostanog tkiva u stanju ravnoteze, a t vrijeme simulacije. Kostano tkivo je
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modelirano kao izotropno i linearno elasticno, pri cemu je za gustinu kortikalnog kostanog tkiva 
Weinans usvojio da iznosi pCb= 1.74 g/cm3. Skalarne velicine k i B se odreduju eksperimentalnim 
putem.

Prema vec obrazlozenoj proceduri Huiskes-a, koriscenjem rezultata istrazivanja Rubin i Lanyon- 
a, odnosno Turner-a moguce je odrediti sirinu podrucja koje odgovara svakodnevnom 
opterecenju kosti, izrazenu odnosom gustine deformacione energije i gustine kostanog tkiva, i to 
prema izrazu:

Pcb )
(2.29).

Uvrstavanjem podataka o normalnoj deformaciji i modulu elasticnosti, koji su rezultat navedenih 
istrazivanja, u izraz (2.29) dobija se da je ovo podrucje unutar sljedecih granica 
k =(0.0037-^0.0466) J/g. Dakle, ocekivana velicina odnosa gustine deformacione energije i 
gustine kostanog tkiva u stanju ravnoteze k* bi trebala biti reda velicina koji odgovara ovom 
podrucju. Koeficijent adaptacije prema Weinans-u iznosi 5=1 (g/cm3)2/(MPa-vrem. jedinica).

Diferencijalnu jednacinu adaptacije kostanog tkiva Weinans je transformisao u vremensku 
integracionu shemu sa konstantnim vremenskim korakom At, cim se izraz (2.28) transformise u 
jednacinu sljedeceg oblika:

Apa = At • B U.
Pa

-k* 0  <  P a  ^  Pcb (2.30).

Proces adaptacije u svakom konacnom elementu diskretnog modela kosti, prema modelu 
Weinans-a, ima tri mogucnosti da konvergira i dostigne ravnotezno stanje:

• Odnos gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva dostize vrijednost u 
stanju ravnoteze;

• Kostano tkivo u konacnom elementu se u potpunosti razgraduje;
• Gustina kostanog tkiva u konacnom elementu dostize gustinu kortikalnog kostanog tkiva. 

Navedeni uslovi se mogu izraziti na sljedeci nacin:
dpa/dt = 0=>Ua/pa =k* ili Pa = 0.0lg / cm3 i l ip a = p cb (2.31).

Weinans je za pracenje konvergencije adaptivnog procesa koristio funkciju sljedeceg oblika:
1 U.

- k * (2.32)
*FE i=l

gdje npE predstavlja broj konacnih elemenata

Slika 2.21 FEM model butne kosti

kojim adaptivni proces nije okon5an.

Weinans je izvrsio testiranje modela 
numerickom simulacijom procesa adaptacije 
kostanog tkiva butne kosti. Simulacija je 
realizovana na dvodimenzionalnom modelu 
butne kosti koja je modelirana konacnim 
elementima kao sto je prikazano na slici 2.21. 
Za modeliranje butne kosti su korisceni 
linearni izoparametarski konacni dementi sa 
Cvorovima u tjemenim tackama. Kostano tkivo 
konacnih elemenata je modelirano kao 
izotropno, sa Poisson-ovim koeficijentom 
v=0.3. Za odnos gustine deformacione 
energije i gustine kostanog tkiva u stanju 
ravnoteze je usvojeno da iznosi k =0.004 J/g, 
sto prema ranijim radovima Weinans-a vodi
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realistifinoj krajnjoj strukturi kostanog tkiva. Za strukturno-funkcionalnu jednacinu koja 
povezuje modul elasticnosti E i relativnu gustinu kostanog tkiva Weinans je usvojio izraz koji je 
rezultata istrazivanja koje su 1977. godine sproveli D. Carter i W.Hayes [104]:

E = 3790-p3 (2.33).
Numericka simulacija adaptivnog procesa 
pocinje iz stanja u kojem relativna gustina, 
uniformno distribuiranog, kostanog tkiva 
iznosi pa=0.8 g/cm3. Prevelika velicina 
vremenskog koraka integracione sheme 
uzrokuje dobijenje krajnje strukture kostanog 
tkiva koja znatno odstupa od realno postojece, 
a premala nepotrebno usporava konvergenciju 
adaptivnog procesa. S obzirom na tu cinjenicu 
Weinans je na osnovu rezultata numericke 
simulacije adaptivnog procesa dobijenih 
variranjem vremenskog koraka usvojio da 
vremenski korak iznosi At= 30 vremenskih 
jedinica. Unutar svakog konacnog elementa 
FEM  modela butne kosti se, prema modelu 
Weinans-a, nalazi celija senzor smjestena u 
tezistu elementa. Ova celija ima ulogu 
osteocita koji registruje mehanicko 

opeterecenje koje djeluje na butnu kost i salje mehanicki signal koji uzrokuje mijenjanje 
relativne gustine kostanog tkiva iskljucivo unutar elementa u kom se celija senzor nalazi. 
Ispunjavanje jednog od uslova ravnoteze (2.31) na lokaciji celije senzora dovodi do okoncanja 
adaptivnog procesa u konacnom elementu unutar kojeg se celija nalazi. Rezultati simulacije 
adaptivnog procesa butne kosti prema modelu Weinans-a su prikazani na slici 2.22. U preostalim 
primjerima na kojim je Weinans testirao model adaptivnog procesa koriscena je kao strukturno- 
funkcionalna jednacina veza modula elasticnosti E i relativnu gustinu kostanog tkiva koja je 
rezultat nezavisnih istrazivanja, koja su 1988. godine sproveli S.Currey [91] i J.Rice sa 
saradnicima [90]:

E = C ■ pr (2.34)
gdje konstante redom iznose C=100 MPa/(g/cm3)2 i y=2.

Slika 2.22 Raspodijela relativne gustine 
kostanog tkiva dobijena simulacijom 

adaptivnog procesa modelom Weinans-a [83]

Osnovni nedostatak modela Weinans-a je posljedica cinjenice da simulacija adaptacije kostanog 
tkiva po ovom modelu najcesce vodi ka samo jednom stabilnom resenju, i to onom kod kojeg 
relativna gustina kostanog tkiva u konacnim elementima odgovara minimalno odnosno 
maksimalno dopustenoj velicini. Proces adaptacije kostanog tkiva u takvom slucaju vodi ka 
pojavi prekida u kostanoj strukturi sto se kosi sa uslovom neprekidnosti na kojem je bazirana 
metoda konacnih elemenata. Posljedica ovakve strukture kostanog tkiva je pojava numerickih 
nestabilnosti u modelu koje dovode do netacnih rezultata pri odredivanju napona i deformacija 
izazvanih mehanickim opterecenjem kosti, a tim i do numericke simulacije adaptivnog procesa 
koja vodi formiranju strukture kostanog tkiva koja se razlikuje od realno postojece.

Prema M.G.Mullender-u i njegovim saradnicima razlog za to lezi u cinjenici da po modelu 
Weinans-a celije senzori, osteociti, koje pokrecu i regulisu adaptivni proces uticu na tok 
adaptivnog procesa samo unutar konacnog elementa kojem pripadaju bez uticaja na proces van 
njegovih granica, sto ne odgovara stvarnom stanju. Mullender sa saradnicima je 1994. godine 
predlozio “fizioloski” pristup resenju navedenog nedostatka modela Weinans-a [74], Ovim 
pristupom se uticaj mehanickog signala koji osteociti salju osteoklastima i osteoblastima u 
okruzenju, kako bi se zapoceo proces razgradnje odnosno formiranja kostanog tkiva, prostire i 
van granica konacnih elemenata unutar kojih se osteociti nalaze. Efekat mehanickog signala na
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osteoklaste i osteoblaste opada sa povecanjem udaljenosti istih od lokacije osteocita. Dakle, 
Mullender je u proces adaptacije kostanog tkiva ukljucio uticaj svih celija senzora srazmjerno 
njihovoj udaljenosti od lokacije na kojoj se odigrava adaptivni proces. Ovu pretpostavku 
Mullender je u model adptivnog procesa ugradio kroz funkciju prostornog uticaja f(x )  koja 
fizicki oponasa uticaj celija senzora na kostano tkivo u okruzenju:

rfj(x)
f,(x) = e D (2.35)

gdje dj [mm] predstavlja udaljenost lokacije x od z-te celije senzora, D [mm] koeficijent brzine 
opadanja uticaja celije senzora na adaptivni proces u okruzenju. Parametar D predstavlja prema 
izrazu (2.35) rastojanje na kojem se mehanicki signal koji salje celija senzor smanjuje na e'1 tj. 
36.8% inteziteta koji signal ima na lokaciji same celije senzora. Jednacina adaptacije kostanog 
tkiva se prema modelu Mullender-a u tom slucaju moze izraziti na sljedeci nacin:

dp,
dt

= B -S f,(x ) . 0  <  P a  ^  Pcb (2.36).

gdje Ua,i predstavlja gustinu deformacione energije u /-toj celiji senzoru, pai relativnu gustinu 
kostanog tkiva konacnog elementa unutar kojeg i-ta celija senzor nalazi i nc predstavlja broj 
celija senzora. Kostano tkivo je modelirano kao izotropno i linearno elasticno. Velicine gustine 
kortikalnog kostanog tkiva pCb i konstantnog koeficijenta adaptacije B, Midlender je usvojio 
prema modelu Weinans-a. Skalarna velicina k se odreduju eksperimentalnim putem.

Diferencijalnu jednacinu adaptacije kostanog tkiva (2.36) Mullender je transformisao u 
vremensku integracionu shemu sa konstantnim vremenskim korakom At, cim je dobio izraz 
sljedeceg oblika:

Apa -  A t-B -jrfi(x)-
i=l

Ui
P a .i

-k* 0  <  P a  ^  Pcb (2.37)

U predlozenom modelu adaptivnog procesa Mullender je koristio istu jednacinu struktumo- 
funkcionalne veze kao i Weinans, koja je data izrazom (2.34).

U slucaju da je svakom konacnom elementu pridruzena jedna celija senzor, kao sto je to slucaj u 
modelu Weinans-a, velicina parametra D treba biti reda velicine konacnog elementa. Na taj nacin 
se ostvaruje preklapanje podrucja uticaja susjednih celija senzora sto prouzrokuje njihov 
zajednicki uticaj na adaptivni proces u okruzenju. U suprotnom se model Mullender-a svodi na 
model Weinans-a u kojem svaka celija senzor ima uticaj na adaptivni proces koji se odigrava 
iskljucivo unutar konacnog elementa u kojem se nalazi. Pristup u kojem se svakom konacnom 
elementu pridruzuje jedna celija senzor, cini model zavisnim od gustine mreze konacnih 
elemenata, tj. sa njenim povecanjem raste i broj celija senzora i obratno. Promjena gustine mreze 
konacnih elemenata utice i na velicinu koeficijenta brzine opadanja uticaja celije senzora na 
adaptivni proces u okruzenju D cija je velicina, kao sto je vec receno, uslovljena velicinom 
konacnih elemenata. Dakle, vezivanje broja celija senzora za broj konacnih elemenata za 
posljedicu ima promjenljivost velicine podrucja uticaja celije senzora, osteocita, na adaptivni 
proces u okruzenju sto ocigledno ne moze odgovarati stvarnosti. Kako bi model ucinio 
nezavisnim od gustine konacnih elemenata Mullender je “fizioloskim” pristupom prevazilazenju 
nedostataka modela Weinans-a, kroz pojam gustine celija senzora uveo u model ravnomjemu 
distribuciju celija senzora unutar kosti.

Mullender je predlozeni model testirao na teorijskom primjeru kvadratne ravanske ploce 
opterecene neravnomjernim kontinualnim opterecenjem duz jedne ivice, koji je kao uporedni 
primjer za testiranje modela adaptivnog procesa koriscen u vecem broju radova [24,74,77]. 
Gustina celija senzora je definisana brojem celija po kvadratnom milimetru. Testiranjem modela 
je utvrdeno da se sa povecanjem gustine celija senzora, do odredene granice, povecava i tacnost 
dobijenih rezultata. Za velicinu parametra D=0.025 mm je utvrdeno da granicna velicina gustine
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celija senzora iznosi oko 1000 celija/mm2. Takode je utvrdeno i da se sa porastom velicine 
parametra D smanjuje granicna gustina celija senzora. Parametar D odreduje rastojanje na kojem 
se osjeca uticaj celija senzora na okruzenje, tj. na susjedne celije senzore i celije koje ucestvuju u 
razgradnji i formiranju kostanog tkiva. Osteociti, za koje se pretpostavlja da predstavljaju celije 
senzore, se nalaze unutar kostanog matriksa, a osteoblasti i osteoklasti, celije koje formiraju i 
razgraduju kostano tkivo, na povrsini trabekula koje cine kostani matriks i cija je debljina oko 
0.15 mm [77, 110]. Razmatrajuci fizicku sustinu parametra D, s obzirom na navedene cinjenice 
Mullender je pretpostavio da bi red velicine parametra D trebao da odgovara debljini trabekula.

Struktura kostanog tkiva dobijena simulacijom adaptivnog procesa modelom Mullender-a 
odgovara ocekivanoj i pokazuje visok stepen slicnosti sa realno postojecom [77, 110].

Pristup koji je koriscen u Nijmegen, kao i drugim modelima adaptivnog procesa, da se promjena 
relativne gustine kostanog tkiva izrazava jednacinom adaptacije koja predstavlja linearnu 
funkciju mehanickog signala nema cvrsto fizicko uporiste. U tom smislu je Z.Xinghua sa 
saradnicima 2002. godine predlozio da se promjena relativne gustine kostanog tkiva izrazava 
jednacinom adaptacije, koja predstavlja nelinearnu funkciju mehanickog signala [24], Xinghua ]q 
takode predlozio i uvodenje promjenljivog koeficijenta adaptacije B(t) kojim bi se ubrzala 
konvergencija adaptivnog procesa. Xinghua je za promjenljivi koeficijent adaptacije B(t) 
koristio eksponencijalno opadajuci izraz sljedeceg oblika:

B(t) = (B0 - B T) /e 002t + B t (2.38).
Za maksimalnu velicinu koeficijenta adaptacije Xinghua je usvojio velicinu konstantnog 
koeficijenta adaptacije iz modela Weinans-a Bo=l (g/cm3)2/(MPa-vremenska jedinica), dok je za 
minimalnu velidinu predlozio da iznosi BT=0.01 (g/cm3)2/(MPa vremenska jedinica).
Prosirenjem Nijmegen modela predlozima Xinghua-Q dobija se jednacina adaptacije sljedeceg 
oblika:

dp,
dt

= B(t) i f i W ' k - i )
V1=l

0  <  P a  ^  Pcb (2.39)

Pi “ T (2.40)
P a ,i ' k

gdje Pi predstavlja uporedni koeficijent, a a stepen nelineamosti jednacine adaptacije. Kostano 
tkivo je modelirano kao izotropno i linearno elasticno. Velicinu gustine kortikalnog kostanog 
tkiva Xinghua je usvojio prema modelu Weinans-a. Skalarna velicina k* se odreduju 
eksperimentalnim putem.

Diferencijalnu jednacinu adaptacije kostanog tkiva (2.39) Xinghua je transformisao u vremensku 
integracionu shemu sa konstantnim vremenskim korakom At, cim se dobija izraz sljedeceg 
oblika:

A p,=A (.B(t). f e w - f a r - l ) (2.41)
V i = l

U predlozenom modelu adaptivnog procesa Xinghua je koristio istu jednacinu struktumo- 
funkcionalne veze kao i Weinans, koja je data izrazom (2.34).

Promjenljivi koeficijent adaptacije B(t) i stepen nelineamosti jednacine adaptacije kostanog tkiva 
a u razlicitim starosnim dobima i na razlicitim anatomskim mjestima prema Xinghua-\ ne moraju 
biti isti. Xinghua je izvrsio testiranje modela numeridkom simulacijom procesa adaptacije 
kostanog tkiva slabinskog prsljena. Numericka simulacija je realizovana na dvodimenzionalnom 
modelu slabinskog prsljena. Granicna kontura srednjeg ceonog presjeka prsljena je dobijena na 
osnovu CT snimaka. Na skeneru je izvrseno snimanje slabinskog prsljena 10 osoba. Statistickom
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obradom oblika izabranog presjeka slabinskog 
prsljena svih deset osoba dobijena je tipicna 
granicna kontura istog. Ovako dobijena 
granicna kontura presjeka slabinskog prsljena 
je iskoriscena za generisanje mreze lineamih 
izoparametarskih konacnih elemenata sa 
cvorovima u tjemenim tackama prikazane na 
slici 2.23. Xinghua]e za simulaciju adaptivnog 
procesa koristio model sa 140x70 konacnih 
elementa i 20022 stepeni slobode. Kostano 
tkivo konacnih elemenata je modelirano kao 
izotropno sa Poisson-ovim koeficijentom 
v=0.3. Opterecenje FEM  modela prsljena je 

zadato u vidu kontaktnog pritiska koji dijeluje na obje ceone povrsine, kao sto je prikazano na 
slici 2.23. Prema eksperimentalnim ispitivanjima koja je sproveo oblik raspodijele kontaktnog 
pritiska koji dijeluje na ceone povrsine slabinskog prsljena odgovara konkavnoj paraboli, a 
intezitet p max=3.5 N/mm2 i p min=0.3 N/mm2. Za odnos gustine deformacione energije i gustine 
kostanog tkiva u stanju ravnoteze je usvojeno da iznosi k =0.2 J/g. Simulacija adaptivnog 
procesa je zapoceta iz stanja u kojem je relativna gustina kostanog tkiva uniformno distribuirana 
Per0.8 g/cm3. Unutar svakog konacnog elementa FEM  modela prsljena se, kao i u modelu 
Weinans-a, nalazi po jedna celija senzor smjestena u tezistu elementa.

Slika 2.23 FEM  model slabinskog prsljena

Rezultati numericke simulacije adaptivnog procesa prema modelu Xinghua-e za slucaj lineame 
jednacine adaptaeije a= 1, sto uz konstantan koefieijent adaptaeije odgovara modelu Mullender-a, 
i slucaj nelineame jednacine adaptaeije a=2 su prikazani na slici 2.24. Krajnja masa kostanog 
tkiva dobijena simulacijom adaptivnog procesa u ova dva slucaja se razlikuje za 2.8%. Dakle, 
nelineamost jednacine adaptaeije utice neznatno na promjenu krajnje mase kostanog tkiva. 
Struktura kostanog tkiva dobijena numerickom simulacijom prema nelineamoj jednacine 
adaptaeije je medutim slicnija realno postojecoj od one koja se dobija numerickom simulacijom 
adaptivnog procesa prema linearnoj jednacini adaptaeije. Xinghua je za medusobno poredenje 
raspodijela kostanog tkiva, dobijenih za razlicite velicine stepena nelineamosti jednacine 
adaptaeije, koristio i indikator krutosti definisan na sljedeci nacin:

K = 1
W m

(2.42)

gdje W predstavlja rad spoljnjeg opterecenja i m masu kostanog tkiva. Indikator krutosti 
pokazuje efikasnost iskoriscenja kostanog tkiva dobijene kostane strukture. Dobijena velicina 
indikatora krutosti pokazuje da je kostana struktura dobijena prema nelineamoj jednacini 
adaptaeije vece krutosti od one koja se dobija prema linearnoj jednacini adaptaeije.

<b)« = 2
Slika 2.24 Raspodijela relativne gustine kostanog tkiva dobijena simulacijom adaptivnog 
procesa modelom Xinghua-a za stepen nelineamosti jednacine adaptaeije a= 1 i a=2 [24]
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2.4.5 Stanford modeli

Wolff-ox zakon i Roux-ova teorija funkcionalne adaptacije sadrze i pretpostavku o samo- 
optimizujucoj prirodi procesa adaptacije kostanog tkiva, koje je sposobno da prilagodava 
sopstvenu strukturu i gustinu zahtjevima nosivosti. D.Fyhrie i D.Carter su 1986. godine 
predlozili model kojim bi se opisala samo-optimizujuca priroda procesa adaptacije kostanog 
tkiva. Prema ovom modelu relativna gustina kostanog tkiva se lokalno adaptira na mehanicko 
opterecenje, pri cemu je ovaj proces uslovljen ogranicavanjem velicine izabranog pokazatelja 
naponsko-deformacionog stanja kostanog tkiva maksimalno dozvoljenom velicinom [96]:

s(pa,au,e)<smax (2.43)
gdje pa predstavlja relativnu gustinu kostanog tkiva, otj tenzor napona, 0 pokazatelj orijentacije 
kostanog tkiva, S  pokazatelj naponsko-deformacionog stanja, za koji su Fyhrie i Carter usvojili 
Von Mises-ov napon, i Smax maksimalno dozvoljena velicina pokazatelja naponsko- 
deformacionog stanja. Za strukturno-funkcionalnu jednacinu Fyhrie i Carter su usvojili oblik dat 
izrazom (2.34). Razvojem uslova (2.43) u Taylor-ov red i naknadnim transformacijama 
dobijenog izraza Fyhrie i Carter su dobili vezu relativne gustine kostanog tkiva i pokazatelja 
naponsko-deformacionog stanja u sljedecem obliku:

k N c j-k r
P a  = 2 -a Mises,m ax

(2.44)

gdje {op} predstavlja vektor glavnih napona, [CFc] matricu konstanti, a Mi.us, max maksimalno 
dozvoljenu velicinu Von Mises-ovog napona i y  eksponent strukturno-funkcionalne jednacine. 
Oblik matrice [CFc] zavisi od velicine koja predstavlja pokazatelj napona u predlozenom modelu 
i u slufiaju da je to Von Mises-ov napon sljedeceg je oblika:

[Cpc] =

1
2

1 - -
2
i  ^  i

2

(2.45).

Denis Carter je sam i sa saradnicima sa univerziteta u Stanfordu u SAD-u (Carter 1987. godine 
[93] i Carter sa saradnicima 1989. godine [85]) prosirio ovaj rad u model adaptivnog procesa, 
danas poznat kao Stanford model. Prema Carter-u struktura kostanog tkiva ne moze biti rezultat 
konstantnih uslova mehanickog opterecenja. Stoga je on pretpostavio vezu relativne gustine
kostanog tkiva i efektivnog napona a  sljedeceg oblika:

Pa = K c
- M c 2 M C

(2.46)

gdje nF predstavlja broj razlicitih stanja mehanickog optecenja, a Kc i Me konstante koje se 
odreduju eksperimentalnim putem. U prethodnom izrazu ncj  predstavlja broj ciklusa /-tog stanja 
mehanickog opterecenja kojem odgovara efektivni napon defmisan na sljedeci nacin:

o l = p - E M l (2.47)
gdje E predstavlja modul elasticnosti, a t/, gustinu deformacione energije koja odgovara /-tom 
stanju mehanickog opterecenja. Carter je istovremeno sa Huiskes-om u modeliranje adaptivnog 
procesa uveo metodu konacnih elemenata.

G.Beaupre sa saradnicima je 1990. godine transformisao model Carter-a u vremenski zavisnu 
adaptivnu teoriju po kojoj se adaptivni proces aktivira kao posledica razlike izabranog 
pokazatelja naponsko-deformacionog stanja i velicine tog istog pokazatelja u stanju ravnoteze 
[82, 83]. Za pokazatelj naponsko-deformacionog stanja u modelu adaptivnog procesa Beaupre je
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predlozio pokazatelj dnevnog naprezanja \p koj i je, po uzoru na model Carter-a, definisao na 
sljedeci nacin:

V =
—i

Z no.i‘CTi
V dan

(2.48)

gdje n c,i predstavlja dnevni broj ciklusa /-tog stanja mehanickog opterecenja kojem odgovara 
efektivni napon a s definisan izrazom (2.47) i £, konstantni eksponent koji se odreduje 
eksperimentalnim putem. Mehanicki signal koji upravlja adaptivnim procesom Beaupre-a je 
definisao na sljedeci nacin:

e =
(  V

Pcb

V Pa /

■ v g -

r n v
Pcb •Vg (2.49)

gdje pcb predstavlja gustinu kortikalnog kostanog tkiva, a p* i ip redom relativnu gustinu 
kostanog tkiva i velicinu pokazatelja dnevnog naprezanja u stanju ravnoteze. Jednacina 
adaptacije zasnovana na mehanickom signalu datom izrazom (2.49) koju je predlozio Beaupre je 
definisana kao po dijelovima lineama funkcija:

c ■ (e + s) ako e < -s
0 ako - s < e < s  (2.50)
c ■ (e -  s) ako e > s

gdje m predstavlja masu kostanog tkiva, c konstantu koja se odreduje eksperimentalnim putem, 
2-s sirinu Carter-ove “mrtve“ zone, a t vrijeme simulacije. Parametri modela prema Beaupre-u 
iznose redom c=0.02(pm/dan)-(MPa/dan) i s=5 Pa [82].

dm
~dt

2.4.6 Eksperimentalna istrazivanja procesa adaptacije kostanog tkiva

Proces adaptacija kostanog tkiva, izazvan ugradnjom vjestackog kuka, je najcesci predmet 
numerickih simulacija baziranih na matematickim modelima adaptivnog procesa [71, 80, 92], 
Nazalost, evidentan je nedostatak klinickih podataka kojim bi se rezultati navedenih numerickih 
simulacija verifikovali.

M.Lengsfeld sa saradnicima je sproveo istrazivanje u toku kojeg su u periodu od dvije godine, 
zakljucno sa 2002. godinom, prikupljani podaci o promjeni gustine kostanog tkiva izazvanoj 
adaptivnim procesom nakon ugradnje vjestackog kuka [22]. Prema Lengsfeld-u ovo su prvi in 
vivo prikupljeni podaci o adaptaciji kostanog tkiva izazvanoj ugradnjom vjestackog kuka koji se 
mogu koristiti za uporedenje sa rezultatima dobijenim teorijskim simulacijama adaptivnog 
procesa. Lengsfeld je sproveo istrazivanje na uzorku koji je cinilo sedam pacijenata zenskog pola 
starosne dobi od 55 do 71 godine. Predoperativnim ispitivanjima, koja su prethodila ugradnji 
vjestackog kuka, je utvrdeno da pacijenti ne boluju od osteoporoze, tumora kostanog tkiva i si. 
Model vjestackog kuka ugraden pacijentima je Marburg system svajcarskog proizvodaCa Sulzer 
Orthopedics Ltd. Materijal od kojeg je vjestacki kuk izraden je legura titanijuma. Tok adaptivnog 
procesa je pracen periodicnim snimanjem pacijenata na CT skeneru koje je vrseno odmah nakon 
operacije, nakon 3, 6, 12 i 24 mjeseca od operativnog zahvata. CT skenerom su snimani 
ekvidistantni poprecni presjeci kukova pacijenata na rastojanju od 2 mm. Rezultati dobijeni 
tokom ovog istrazivanja pokazuju da je gustina koStanog tkiva butne kosti, na kojoj je izvrsena 
hirurska intervencija, tokom postoperativnog perioda, kao sto je i ocekivano, smanjena u odnosu 
na stanje neposredno nakon same intervencija. U slucaju butne kosti na kojoj nije izvrsena 
hirurska intervencija gustina kostanog tkiva tokom istog perioda je cak i povecana.

Prenos opterecenja na butnu kost prije i nakon ugradnje vjestackog kuka, kao i u 
postoperativnom periodu tokom kojeg se kostano tkivo adaptira na izmijenjene uslove
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mehanickog opterecenja predmet su istrazivanja koje je 2003. godine sproveo V.Waida sa 
saradnicima [11]. Istrazivanje je realizovano in vitro na uzorcima kod kojih su ugradena dva 
razlicita modela vjesta5kog kuka i to Lubinius SPII njemackog proizvodaca Waldemark Link 
GmBH i Muller-Curved engleskog proizvodaca JR1 Ltd. Model vjestackog kuka Lubinius SPII je 
prema statistickim pokazateljima klinicki uspjesniji od modela Midler-Curved. Cilj ovog 
istrazivanja je da se utvrdi da li adaptacija kostanog tkiva dovodi do:

• Kriticnih naponsko-deformacionih uslova za butnu kost;
• Razlike u raspodijeli napona i deformacija butne kosti prije i nakon ugradnje vjestackog 

kuka;
• Razlike u raspodijeli napona i deformacija butne kosti u slucaju ugradnje Lubinius SPII 

odnosno Muller-Curved modela vjestackog kuka.
Uzorak na kojem je izvrseno istrazivanje se sastojao od dvanaest butnih kosti na koje je, prije 
ugradnje vjestackog kuka, postavljeno deset mjemih traka, rozete, koje mjere deformaciju u tri 
pravca. Potom je svaki od uzoraka opterecivan silom odredenog inteziteta kako bi se utvrdilo 
naponsko-deformaciono stanje butne kosti prije ugradnje vjestackog kuka. Nakon ovog 
ispitivanja je izvrsena ugradnja vjestackog kuka i to po sest primjerka modela Lubinius SPII i 
modela Muller-Curved. Prije ugradnje su na vjestacke kukove postavljene rozete kako bi se 
tokom ispitivanja koje ce uslijediti nakon ugradnje pratilo i naponsko-deformaciono stanje na 
kontaktnoj povrsini vjestackog kuka i kosti. Potom je svaki od uzoraka opterecivan silom istog 
inteziteta, kao i u slucaju opterecivanja butne kosti prije ugradnje vjestackog kuka, kako bi se 
utvrdilo naponsko-deformaciono stanje butne kosti nakon ugradnje vjestackog kuka.

Eksperimentalno modeliranje smanjenja kostane mase butne kosti nakon ugradnje vjestackog 
kuka, izazvano adaptivnim procesom, je bazirano na rezultatima istrazivanja koje je 1996. 
godine sproveo W.J.Maloney sa saradnicima [67]. Ovo istrazivanje je izvrseno in vitro na uzorku 
od 13 pacijenata kojima je uspjesno izvrsena ugradnja vjestackog kuka. Od ugradnje vjestackog 
kuka do njihove smrti je prosjecno proteklo 7.9 godina. Rezultati istrazivanja koje je sproveo 
Maloney su obezbijedili vrijednosti koje predstavljaju prosjecne velicine izabranih parametara 
koje su posljedica adaptivnog procesa koji se dogodio nakon uspjesne ugradnje vjestackog kuka. 
Parametri koje je Maloney ispitivao su prosjecna procentualna promjena debljine spoljnjeg 
omotaca od kortikalnog kostanog tkiva, povrsina poprecnog presjeka omotaca od kortikainog 
kostanog tkiva i gustina kostanog tkiva. Prema ovim podacima je Waida izvrsio dodatnu 
pripremu svih uzoraka, na taj nacin sto je masinskom obradom skinuo sloj kostanog tkiva 
odredene debljine sa uzoraka cim je simuliran uticaj adaptivnog procesa na kostano tkivo. Na 
ovaj nacin su dobijeni uzorci butne kosti sa ugradenim vjestackim kukom koji odgovaraju 
postoperativnom stanju nakon 7.9 godina od ugradnje kuka. Potom je svaki od uzoraka 
opterecivan silom istog inteziteta, kao i u prethodnim slucajevima, kako bi se utvrdilo naponsko- 
deformaciono stanje butne kosti nakon ugradnje vjestackog kuka i adaptivnog procesa koji je 
uslijedio u postoperativnom periodu.

Rezultati ovog ispitivanja su pokazali da se nakon adaptivnog procesa na kontaktnoj povrsini 
vjestackog kuka i kosti mogu pojaviti kriticni naponsko-deformacioni uslovi. Takode je utvrdeno 
da se raspodijela napona i deformacija nakon adaptivnog procesa razlikuje od one prije izvrsene 
ugradnje vjestackog kuka. Raspodijele napona i deformacija se nakon adaptivnog procesa, u 
slucaju ugradnje Lubinius SPII odnosno Muller-Curved modela vjestackog kuka, razlikuju. 
Promjena deformacija izmedu susjednih rozeta kod modela Lubinius SPII je znatno postepenija 
nego u slucaju modela Muller-Curved. Na osnovu dobijenih rezultata se moze zakljuciti da 
adaptacija kostanog tkiva moze biti pokazatelj za procjenu klinicke uspjesnosti ugradenog 
vjestackog kuka.
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2.4.7 Cilj istrazivanja u numerickom modeliranju procesa adaptacije kostanog tkiva

Cilj ovog istrazivanja je da se kroz modifikaciju Nijmegen modela razvije originalni model 
adaptivnog procesa. Numericko modeliranje adaptivnog procesa bazirano na razvijenom modelu 
bi za rezultat imalo raspodjelu kostanog tkiva slicniju realno postojecoj raspodjeli u odnosu na 
raspodjele dobijene numerickim modeliranjem adaptivnog procesa baziranim na postojecim 
Nijmegen modelim. U tom smislu su definisani sljedeci ciljevi:

• Istrazivanje efekata varijacije oblika funkcije prostornog uticaja na adaptivni proces;
• Ukljucivanje ortotropnosti spongioznog kostanog tkiva, utvrdene istrazivanjem koje je 

1999. godine sproveo D. Ulrich sa saradnicima [51], u model adaptivnog procesa.

Raspodjele kostanog tkiva dobijene numerickim modeliranjem adaptivnog procesa, baziranim na 
originalnom modelu autora ovog rada i modelima Mullender-a i Xinghua-e, ce biti uporedene sa 
eksperimentalno odredenom raspodjelom kostanog tkiva, kako bi se procijenila slicnost teorijski 
dobijenih raspodjela kostanog tkiva sa realno postojecom i izvrsilo njihovo medusobno 
poredenje. Testiranje modela adaptivnog procesa ce biti realizovano na 3D modelu slabinskog 
prsljena L5. Ovo ce biti prvo testiranje nekog od modela adaptivnog procesa na 3D modelu kosti 
uopste.

Eksperimentalno odredivanje raspodijele kostanog tkiva ljudskih prsljena izvrsice se snimanjem 
slabinskog prsljena L5 na CT skeneru i to na uzorku od deset osoba. Na osnovu dobijenih CT 
snimaka ce kvantitativnom kompjuterskom tomografijom biti odredena raspodjela relativne 
gustine kostanog tkiva prsljena. CT snimci prsljena ce ujedno posluziti i kao osnova za 
generisanje 3D geometrijskog modela prsljena za svih deset osoba koje predstavljaju istrazivacki 
uzorak.
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1

EKSPERIMENTALNA
ISTRAZIVANJA

3.1 ISTRAZIVANJA PRIMJENOM  
KOMPJUTERSKE TOMOGRAFIJE X-ZRACIMA

3.1.1 Fizicki princip rada

Kompjuterska tomografija X-zracima 
(<Computed Tomography -  CT) je 
nedestruktivna metoda za istrazivanja 
unutrasnjosti objekata koja je siroko 
prihvacena u medicini, industry i, geologiji 
[139]. Engleski fizicar Geoffrey Hounsfield je 
tokom 1972. godine razvio ovu metodu i 
ujedno rukovodio projektom razvoja prvog 
uredaja ciji je princip rada zasnovan na 
kompjuterskoj tomografiji X-zracima. 
Rezultat ovog projekta je prvi CT skener 
namijenjen medicinskim istrazivanjima. 
Kompjuterskom tomografijom se generisu 
dvodimenzionalne CT slike presjeka objekta 
koji se dobija presjecanjem objekta po ravni 
slike, kao sto je prikazano na slici 3.1. 
Kontrast slike je rezultat razlike u apsorbciji 
X-zraka pojedinih oblasti presjeka snimanog 
objekta. Skup CT slika se moze dobiti 
sukcesivnim mjerenjem intenziteta radijalnog 
snopa ravanskih X-zraka usmjerenih na 
objekat odnosno ljudsko tijelo u potrebnom 
broju presjeka. Na ovaj nacin se dobija 
prostomi prikaz unutrasnjosti objekta odnosno 
ljudskog tijela. Na slici 3.2 je prikazan CT 
skener cetvrte generacije.

Racunar

Slika 3.1 Princip rada CT skenera 
sa x-zracima 

Nepokretni prsten 
sa detektorima jZVOr X-zraka 

Ugao pod kojim 
se rasipaju X-zraci

Slika 3.2 CT skener cetvrte generacije
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Ljudsko tijelo se nalazi na stolu koji je unutar nepokretnog prstena na kojem su postavljeni 
detektori, a po kojem se kruzno krece izvor X-zraka. Slika presjeka se formira nakon obrtanja 
izvora X-zraka za 360°. Sto na kojem se nalazi ljudsko tijelo se zatim aksijalno pomjera i pravi 
se snimak novog presjeka.

Intenzitet apsorbcije X-zraka je opisan Beer-ovim zakonom koji povezuje intezitet X-zraka 
nakon /  i prije I0 prolaska kroz objekat debljine d  duz putanje zraka [120, 139]:

j -H (r ) - d r

I = V e ° (3.1)
U izrazu (3.1) nepoznata vrijednost n(r) predstavlja koeficijent apsorbcije u tacki na pravcu X- 
zraka. Obrtanjem izvora X-zraka oko objekta postize se da svaka tacka objekta bude ozracena 
vise puta iz razlicitih pravaca. Postavljanjem jednacine (3.1) za proizvoljnu tacku objekta, za sve 
pravce duz kojih su kroz tacku emitovani X-zraci, i rjesavanjem po p(r) dobija se odgovarajuca 
vrijednost koeficijenta apsorbcije u toj tacki. Koeficijent apsorbcije zavisi od energije X-zraka i 
materijala objekta kroz koji X-zraci prolaze:

E = p(EX-ray>Pe>Z) (3-2)
gdje Ex-ray predstavlja energiju X-zraka, pe elektronsku gustinu i Z atomski broj [33]. Elektronska 
gustina se odreduje prema izrazu:

(3.3)

gdje Na predstavlja Avogadro-v broj, p  gustinu, ne broj elektrona u molekulu i A molekularnu 
tezinu [34, 139]. Ako objekat cini vise razlicitih materijala onda se atomski broj Z odreduje 
prema izrazu:

(  n n
I

V i=t N
■Z (3.4)

, gdje Nej  predstavlja broj elektrona /-tog materijala sa atomskim brojem Z„ a N  ukupan broj 
elektrona [33,137].

Osjetljivost CT skenera se postize velikom energijom koju imaju X-zraci. Za eksperimentalno 
odredivanje koeficijenta apsorbcije sa preciznoscu od 0.1% potrebno je da X-zraci posjeduju 
energiju od najmanje 100 keV [122, 139]. Za vecu preciznost potrebno je emitovati X- zrake 
vece energije.

3.1.2 Formiranje CT  slike

Unosenjem vrijednosti koeficijenata apsorbcije, odredenih kompjuterskom tomografijom za 
svaku tacku presjeka objekta tacnije elementamu zapreminu tj. voksel, u matricu dobija se 
raspodjela gustine po presjeku objekta. Raspodjela gustine po presjeku se formira na nacin 
analogan formiranju rasterske slike tj. dodjeljivanjem odgovarajuce gustine, izrazene u 
Hounsfeld-ovim jedinicama, vokselima sa razlicitim vrijednostima koeficijenta apsorbcije. 
Vecina mekih tkiva u ljudskom tijelu ima koeficijent apsorbcije priblizno jednak koeficijentu 
apsorbcije vode. Stoga se Hounsfield-ova jedinica odnosno CT broj odreduje prema izrazu:

£ \
HU = 1000- (3.5)

VEh2o )
gde p  predstavlja prosjecnu vrijednost koeficijenta apsorbcije materijala u vokselu, a pmo 
koeficijent apsorbcije vode [34, 139]. Na Hounsfield-ovoj skali postoje dvije konstantne 
vrijednosti, koje ne zavise od energije X-zraka, a to su HU=-1000 za vazduh i HU=0 za vodu. Na 
slici 3.3 je prikazan polozaj razlicitih ljudskih tkiva na Hounsfield-ovoj skali.
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Da bi se dobila slika raspodjela gustine po 
presjeku objekta svaki od CT brojeva se na 
slici predstavlja nekom od vrijednosti sa 
monohromatske skale. Za 8-bitne slike to su 
vrijednosti iz intervala (Oh-255). Svijetli 
regioni na slici predstavljaju oblasti sa velikim 
koeficijentom apsorbcije, odnosno, oblasti 
velike gustine, dok tamni djelovi slike 
predstavljaju oblasti sa malim koeficijentom 
apsorbcije, odnosno, oblasti male gustine. 
Opseg CT broja skenera za medicinske 
namjene je (-1000^-3000). Kada bi se svi CT 
brojevi predstavili razlicitim nijansama sive 
boje, ljudsko oko ne bi bilo u stanju da ih 
razlikuje. Stoga se na slici prikazuje samo dio 
opsega CT broja. Klinicki upotrebljiva slika 

skeniranog ljudskog tijela se dobija podesavanjem parametara prozora koji odreduje podrucje sa 
Hounsfield-ove skale koje ce na slici biti predstavljeno vrijednostima sa monohromatske skale. 
Parametri prozora su nivo prozora (Window Level) WL i sirina prozora (Window Width) WW. 
Parametar WL predstavlja sredisnju vrijednost intervala, cija je sirina odredena parametrom WW, 
kojim je obuhvaceno podrucje sa Hounsfield-ove skale unutar kojeg se nalaze sva tkiva 
interesantna za proucavanje. Svi CT brojevi koji se nalaze unutar intervala odredenog 
parametrima WL i WW se na slici prikazuju nijansama sive boje, dok se preostali CT brojevi 
prikazuju bijelom odnosno crnom bojom. Na slici 3.4 je prikazana CT slika istog presjeka sa 
razlicitim vrijednostima parametara prozora.

CT broj
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Slika 3.3 Hounsfield-ova skala

Slika 3.4 CT slika ljudskog tijela u istom presjeku sa parametrima prozora 
WL=40 HU i WW=350 HU, odnosno, WL=-600 HU i WW= 1500

3.1.3 M jerna oprem a

Eksperimentalna istrazivanja, neophodna za realizaciju ovog rada, su obavljena u Klinickom 
centra Cme Gore u Podgorici. U tabeli 3.1 su date tehnicke karakteristike mjeme opreme, dok su 
na slikama 3.5 i 3.6 prikazani CT skener i upravljacka konzola.

Tabela 3.1 Tehnicke karakteristike CT skenera Aura 1.3
Tehnidke karakteristike

Proizvodac Philips Medical Systems
Godina proizvodnje 2000
Tip izvora X-zraka GS 2083
Ugao rasipanja X-zraka [u] 52
Tip detektora X-zraka ClearView Solid State
Broj detektora X-zraka 696
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Snaga izvora napajanja fkWl 30
Debljina skeniranih presjeka 1mm] 1, 2, 3, 5, 7, 10
Energija X-zraka [keV] 100, 120, 130, 140

mA podesavanje [mA]
od 15 do 50 na svakih 5 mA 
od 50 do 100 na svakih 10 mA 
120, 140, 160, 170, 180

Rezolucija slike 512x512
Dimenzije skenera [mm] 2095x864x1862

Slika 3.5 CT skener Aura 1.3 Slika 3.6 Upravljacka konzola CT skenera

3.1.4 Odredivanje raspodjele relativne gustine kostanog tkiva 
slabinskog prsljena L5

Nedostatak dosadasnjih istrazivanja u oblasti numerickog modeliranja procesa adaptacije 
kostanog tkiva na mehanicko opterecenje se ogleda u odsustvu kvantitativnih pokazatelja razlike 
teorijski dobijene i realno postojece raspodjele kostanog tkiva. Ocjene uspjesnosti modeliranja 
adaptivnog procesa su kvalitativne i govore o manjoj ili vecoj slicnosti teorijski dobijene sa 
realno postojecom raspodjelom kostanog tkiva, poput onih koje su date za teorijski dobijenu 
raspodjelu kostanog tkiva butne kosti u radu Weinans-a [77], odnosno prsljena u radu Xinghua-e 
[24], Kvantitativni pokazatelji kojim se ocjenjuje uspjesnost modeliranja adaptivnog procesa 
poput indikatora krutosti i krajnje mase kostanog tkiva u radu Xinghua-e su korisceni za 
medusobno poredenje teorijski dobijenih raspodjela kostanog tkiva.

Procjena uspjesnosti numerickog modeliranja procesa adaptacije kostanog tkiva prsljena na 
mehanicko opterecenje u ovom istrazivanju ce se vrsiti uporedenjem teorijskih raspodjela 
kostanog tkiva dobijenih prema modelima Mullender-a i Xinghua-e, kao i originalnom modelu 
autora ovog rada sa realno postojecom raspodjelom kostanog tkiva tijela prsljena. Prema 
saznanju autora ovog rada, rezultati ove procjene ce predstavljati prve do danas dobijene 
kvantitativne pokazatelje razlike teorijski dobijene i realno postojece raspodjele kostanog tkiva. 
Dakle, eksperimentalno odredivanje raspodjele gustine kostanog tkiva slabinskog prsljena L5 
predstavlja jedan od postavljenih ciljeva ovog istrazivanja.

Metode za mjerenje gustine kostanog tkiva in vivo koje se danas koriste u klinickoj praksi su: 
QUS metoda (Quantitive Ultrasonometry), RA metoda (Radiographic Absorptiometry ili 
Photodensitometry), DEXA metoda (Dual Energy X-Ray Absorptiometry) i QCT metoda 
(Quantitative Computer Tomography), tj. kvantitativna kompjuterska tomografija [16]. QUS i 
RA metoda omogucavaju prilicno tacno mjerenje gustine kostanog tkiva perifemih djelova 
skeleta, dok je tacnost mjerenja gustine kostanog tkiva centralnih djelova skeleta, poput prsljena, 
nezadovoljavajuca. DEXA metoda omogucava vrlo tacno mjerenje gustine kostanog tkiva svih 
djelova skeleta. QUS, RA i DEXA metoda su medutim ogranicene samo na odredivanje 
povrsinske gustine kostanog tkiva i pri tome ne omogucavaju razdvajanje kortikalnog od
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spongioznog kostanog tkiva. Kvantitativna kompjuterska tomografija omogucava vrlo tacno 
mjerenje gustlne kostanog tkiva svih djelova skeleta uz visoku rezoluciju dobijenih snimaka koja 
omogucava prepoznavanje i najsitnijih dijelova snimljene kosti. Ovo je jedina metoda koja 
omogucava mjerenje zapreminske gustine kostanog tkiva uz mogucnost razdvajanja kortikalnog 
od spongioznog kostanog tkiva. Kada je rijec o odredivanju gustine i mehanickih karakteristika 
humanog tkiva in vivo kvantitativna kompjuterska tomografija je danas dominantno koriscena 
metoda [4,6,7,8,12,27,29,38,60,61,87]. Dakle, zbog prethodno navedenih ogranicenja 
savremenih metoda za odredivanje gustine kostanog tkiva, odredivanje zapreminske raspodjele 
gustine kostanog tkiva prsljena koje predstavlja jedan od ciljeva ovog istrazivanja je moguce 
realizovati jedino kvantitativnom kompjuterskom tomografijom.

Uzorak za eksperimentalno odredivanje raspodjele relativne gustine kostanog tkiva predstavlja 
10 odraslih osoba oba pola, ciji su osnovni podaci dati u tabeli 3.2. Starosna dob osoba, koje cine 
uzorak na kojem je izvrseno istrazivanje, je od 34 do 54 godine, visina od 163 do 192 cm, a masa 
od 58 do 103 kg. Izbor osoba koje predstavljaju uzorak za eksperimentalno istrazivanje je 
izvrsen medu redovnim pacijentima Klinickog centra Crne Gore. Izabrane osobe nemaju, niti su 
prethodno imale oboljena kicmenog stuba usled kojih bi kostano tkivo prsljena bilo izlozeno 
znacajnim degenerativnim promjenama i u tom smislu odgovaraju prosjecno zdravim osobama. 
Uzorak za eksperimentalno istrazivanje predstavljaju osobe srednje starosne dobi kod kojih je 
faza rasta i konsolidacije kostanog tkiva okoncana.

Tabela 3.2 Podaci o osobama koje predstavljaju uzorak za eksperimentalno istrazivanje
Redni broj Pol Datum rodenja Starosna dob

[god]
Visina
[cm]

Masa
[kg]

1 M 10.11.1966. 38 183 88
2 Z 01.11.1961. 43 170 72
3 Z 24.11.1969. 35 163 58
4 M 21.11.1960. 44 178 81
5 Z 03.05.1966. 38 173 70
6 M 16.01.1958. 46 192 103
7 M 22.02.1950. 54 185 96
8 M 05.11.1970. 34 181 78
9 M 04.08.1965. 39 189 100
10 M 04.01.1966. 38 187 91

Snimanje slabinskog prsljena L5 osoba koje predstavljaju uzorak za istrazivanje je izvrseno X- 
zracima energije 130 keV u ekvidistantnim poprecnim presjecima na rastojanju od 2 mm. Kao 
reprezent dobijenih rezulatata je izdvojena grupa snimaka poprecnih presjeka slabinskog dijela 
kicmenog stuba u podrucju prsljena L5 jedne od osoba iz istrazivackog uzorka, koja je prikazana 
na slici 3.7.

Kontrast CT slike je rezultat razlike u apsorbciji X-zraka pojedinacnih voksela snimanog 
presjeka. Razlika u apsorbciji X-zraka je uzrokovana razlikama u fizickoj i elektronskoj gustini, 
kao i atomskom broju materije kojom su pojedinacni vokseli snimanog presjeka ispunjeni, a 
kvantitativno je izrazena koeficijentom apsorbcije, odnosno, odgovarajucim CT brojem. Slike 
koje se dobijaju snimanjem nekog objekta CT skenerom su u DICOM formatu {Digital Imaging 
and Communications in Medicine) [115]. DICOM je standardizovani format za prenos 
medicinskih slika i podataka koji su 1985. godine ustanovili ACR {American College in 
Radiology) i NEMA {National Electrical Manufacturers Association)', na cijem je sajtu moguce 
naci detaljne podatke o ovom formatu. CT slika u ovom formatu, izmedu ostalog, sadrzi i 
podatke 0 CT broju pojedinacnih voksela snimanog presjeka.

1 http://medical.nema.org/
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Slika 3.7 Serija CT snimaka slabinskog dijela kicmenog stuba u podrucju prsljena L5

Kvantitativnom kompjuterskom tomografijom se na osnovu snimaka sa CT skenera moze 
rekonstruisati raspodjela gustine materije objekta. Da bi to bilo moguce potrebno je prethodno 
odrediti kalibracionu karakteristiku CT skenera koja predstavlja korelativnu vezu CT broja i 
gustine materije snimane CT skenerom. Na osnovu odredene kalibracione karakteristike CT 
skenera je moguce vrsiti konverziju CT broja pojedinacnih voksela snimanih presjeka objekta u 
gustinu materije i na taj nacin odrediti raspodjelu iste. Dakle, da bi se realizovao cilj ovog 
eksperimentalnog istrazivanja potrebno je odrediti kalibracionu karakteristiku CT skenera na 
kojem je obavljeno snimanje prsljena osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak.

Kalibraciona karakteristika CT skenera se odreduje snimanjem uzoraka poznatog sastava X- 
zracima poznate energije. Fizicka i elektronska gustina, kao i atomski broj materije uzoraka je 
isti ili slican humanom tkivu koje uzorak substitute. Odredivanje korelativne veze CT broja sa 
relativnom gustinom spongioznog odnosno kortikalnog kostanog tkiva jedan je od rezultata 
istrazivanja koje je sproveo J.Y.Rho sa saradnicima 1995. godine [69], B.Couteau sa saradnicima 
1998. godine [60] i W.RTaylor sa saradnicima 2002. godine [27].
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Izuzimajuci tanak spoljnji omotac, tkivo prsljena cini spongiozno kostano tkivo, crvena i zuta 
kostana srz, Dakle, CT broj dobijen snimanjem spongioznog tkiva prsljena predstavlja rezultat 
apsorbcije X-zraka pri prolasku kroz voksel koji sadrzi kombinaciju tri navedene materije. 
Odredivanje relativne gustine kostanog tkiva u vokselima snimanog presjeka prsljena uredajem 
koji automatski odreduje kalibracionu karakteristiku i na osnovu iste relativnu gustinu kostanog 
tkiva korisceno je u radovima [6, 7, 8, 12, 87]. Uredaji koji su korisceni u ovim radovima za 
odredivanje kalibracione karakteristike koriste kao zamjenu za spongiozno tkivo uzorke vodenog 
rastvora di-kalijum hidrogen fosfata K2HPO4 u razlicitim odnosima. U tabeli 3.3 su date 
karakteristike spongioznog kostanog tkiva i zute kostane srzi od kojih zavisi koeficijent 
apsorbcije [34, 115].

Tabela 3.3 Karakteristike spongioznog kostanog tkiva i zute kostane srzi
Elektronska gustina 
1023 [elektrona/cm3]

Gustina
[g/cm3] Atomski broj

Spongiozno kostano tkivo 3.73 1.160 10.07
Zuta kostana srz 3.18 0.967 6.77

S obzirom da oko 85% sastava crvene kostane srzi cini voda u literatumim izvorima se usvaja da 
su njene karakteristike identicne karakteristikama vode datim u tabeli 3.4. Kao zamjena za 
spongiozno kostano tkivo koristi se vodeni rastvor di-kalijum hidrogen fosfata u odnosu datom u 
tabeli 3.4, dok se kao zamjena za crvenu i zutu kostanu srz koristi voda. U tabeli 3.4 su date 
karakteristike substituenata spongioznog kostanog tkiva, crvene i zute kostane srzi.

Tabela 3.4 Karakteristike substituenata za spongiozno kostano tkivo, crvenu i zutu kostanu srz
Elektronska gustina 
1023 [elektrona/cm3]

Gustina
[g/cm3] Atomski broj

317 [mg/ml] vodeni rastvor K2H P04 3.78 1.160 10.50
Voda H20 3.34 1.000 7.43
0.19 [ml/ml] vodeni rastvor C2H6Q 3.24 0.967 7.30

Tacnost kvantitativne kompjuterske tomografije, kao metode za odredivanje gustine kostane 
materije in vivo, je uslovljena razlikama karakteristika substituenata, koji se koriste za 
odredivanje kalibracione karakteristike CT skenera, i humanog tkiva koje zamjenjuju. Kada se 
kao substituent za spongiozno tkivo koristi vodeni rastvor di-kalijum hidrogen fosfata greska 
metode je (5-^14)%, a raste sa povecanjem kolicine zute kostane srzi [16]. Ovom metodom se za 
rezultat dobija nesto manji sadrzaj kostanog tkiva u kosti od realno postojeceg. U nizu radova se, 
kao mogucnost za povecanje tacnosti metode, predlaze koriscenje vodenog rastvora etanola 
C2H6O kao zamjene za zutu kostanu srz [15, 34]. U tabeli 3.4 su takode date i karakteristike 
vodenog rastvora etanola u odnosu koji predstavlja zamjenu za zutu kostanu srz.

U cilju odredivanja korelativne veze CT broj a 
i relativne gustine spongioznog kostanog tkiva 
pripremljeni su kalibracioni uzorci koji po 
karakteristikama odgovaraju spongioznom 
tkivu sa razlicitim ucescem kostanog tkiva i 
kostane srzi. Pripremljene su dvije grupe 
uzoraka, pri cemu je kod prve grupe uzoraka i 
crvena i zuta kostana srz substituisana vodom, 
dok je u drugoj crvena kostana srz 
substituisana vodom, a zuta vodenim 
rastvorom etanola. Za odnos substituenata 
crvene i zute kostane srzi u drugoj grupi 
uzoraka je pri tome usvojen odnos 3:1, koji 
priblizno odgovara odnosu ova dva tkiva u 
prsljenu odrasle osobe. Uzorci su pripremljeni Slika 3.8 Priprema uzoraka
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u laboratoriji Metalursko-Tehnoloskog fakulteta u Podgorici, sto je prikazano na slici 3.8, i 
smjesteni u polietilenske boce od 10 ml. U tabeli 3.5 su data zapreminska ucesca substituenata 
pojedinih tkiva u pripremljenim uzorcima.

Tabela 3.5 Zapreminski sastav uzoraka koji substituisu spongiozno tkivo prsljena
Prva grupa uzoraka Druga grupa uzoraka

Kalibracioni uzorak k  r%i C+Z [%] Kalibracioni uzorak k  r%i c r%i z  r%i
1 0 100 9 10 67.5 22.5
2 10 90 10 20 60 20
3 20 80 11 40 45 15
4 40 60 12 50 37.5 12.5
5 50 50 13 60 30 10
6 60 40 14 80 15 5
7 80 20 15 100 0 0
8 100 0

Napomena: K-spongiozno kostano tkivo, C-crvena kostana srz i Z-zuta kostana srz

Pripremljeni uzorci su umetnuti u nosac od stiropora, prikazan na slici 3.5, koji je u toku 
snimanja na CT skeneru bio smjesten u cilindricnu polietilensku posudu ispunjenu vodom [16, 
115, 120]. Snimanje kalibracionih uzoraka je izvrseno pod uslovima pod kojim je obavljeno i 
snimanje slabinskog prsljena L5. Obradom CT slike uzoraka, prikazane na slici 3.9, odredena je 
prosjecna velicina CT broja za voksele koji cine presjeke pojedinacnih uzoraka, a dobijeni 
rezultati su dati u tabeli 3.6.

Slika 3.9 CT slika grupe uzoraka

Tabela 3.6 Rezultati ispitivanja uzoraka koji substituisu spongiozno tkivo prsljena
Prva grupa uzoraka Druga grupa uzoraka

Kalibracioni uzorak CT broj [HU] Pa [g/cm3] Kalibracioni uzorak CT broj [HU] Pa [g/cm3]
1 27 0 9 74 0.116
2 76 0.116 10 121 0.232
3 122 0.232 11 204 0.464
4 215 0.464 12 247 0.580
5 260 0.580 13 283 0.696
6 308 0.696 14 386 0.928
7 378 0.928 15 479 1.160
8 479 1.160

U istrazivanjima koja su sproveli Rho sa saradnicima [69], Couteau sa saradnicima [60] i Taylor 
sa saradnicima [27] je pokazano postojanje jake korelativne veze CT broja i relativne gustine 
kostanog tkiva u lineamom obliku:

y = a0+a, -x (3.6).
gdje x  predstavlja nezavisno promjenljivu velicinu, tj. CT broj [HU], a y  zavisno promjenljivu 
velicinu, tj. relativnu gustinu spongioznog kostanog tkiva pa [g/cm3]. Stoga je i u ovom 
istrazivanju korelativna veza CT broja i relativne gustine spongioznog kostanog tkiva potrazena
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upravo u lineamom obliku. Koeficijenti lineame regresione jednacine se nalaze iz sistema 
jednacina dobijenog metodom najmanjih kvadrata [152]:

n n

n -ao + ar Z xi = 2 ^
i=! i=1 (3.7)

n n n

ao ' Z xi + a r I X  = Z xr y 1
i=l i=l i=l

gdje n predstavlja broj kalibracionih uzoraka, za prvu grupu uzoraka je to osam, a za drugu 
sedam. Uvrstavanjem podataka iz tabele 3.6 u jednacine (3.7) su odredeni koeficijenti regresione 
jednacine. Dobijena regresiona jednacina, koja predstavlja kalibracionu karakteristiku CT 
skenera za odredivanje raspodjele relativne gustine spongioznog kostanog tkiva, je prema prvoj 
grupi uzoraka sljedeceg oblika:

pa = -0.0829 + 0.0026 • CT (3.8)
dokje prema drugoj grupi uzoraka oblik regresione jednacine:

pa = -0.0682 + 0.0026 • CT (3.9).
Prema radovima [15, 34] tacnost kvantitativne kompjuterske tomografije se povecava ukoliko se 
umjesto kalibracione karakteristike date jednacinom (3.8) koristi kalibraciona karakteristika data 
jednacinom (3.9) i dobija sadrzaj kostanog tkiva u kosti koji je priblizniji realno postojecem. 
Stoga ce raspodjela relativne gustine spongioznog kostanog tkiva prsljena u ovom istrazivanju 
biti odredivana prema kalibracionoj karakteristici izrazenoj jednacinom (3.9). Regresiona 
jednacina (3.9) i disperzija eksperimentalno odredenih podataka su prikazani na slici 3.10.

Slika 3.10 Regresiona jednacina kojom je izrazena korelativna veza 
CYbroja i relativne gustine spongioznog kostanog tkiva

Kao pokazatelj mjere jacine korelativne veze uobicajno se koristi koeficijent korelacije koji se 
odreduje prema izrazu [152]:

r = (3.10)

gdje Sy predstavlja rezidijumsku disperziju koja pokazuje mjeru rasturanja eksperimentalno 
odredenih podataka^, oko regresione prave, tj. u odnosu na odgovarajuce vrijednosti odredene 
regresionom jednacinom yr,t i odreduje se prema izrazu:

ss-~tb,-nrn “
(3.11)

a sy ukupnu disperziju koja pokazuje mjeru rasturanja eksperimentalno odredenih podataka y, 
oko aritmeticke sredine i odreduje se prema izrazu:

s2
y (3.12)
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gdje y predstavlja aritmeticku sredinu koja se odreduje prema izrazu:

y = - - 2 > i  (3-13).
n i=i

Uvrstavanjem podataka iz tabele 3.6 u prethodne izraze odredena je velicina koeficijenta 
korelacije veze izrazene regresionom jednacinom (3.9) koji iznosi 7=0.9991.

Spoljnji omotac prsljena cini kortikalno kostano tkivo. CT broj dobijen snimanjem kortikalnog 
tkiva prsljena predstavlja rezultat apsorbcije X-zraka pri prolasku kroz voksel koji sadrzi 
kortikalno kostano tkivo sa odredenim sadrzajem vode. U slucaju kortikalnog kostanog tkiva, za 
odredivanje kalibracione karakteristike CT skenera takode se koristi vodeni rastvor di-kalijum 
hidrogen fosfata K2HPO4 u razlicitim odnosima. Kao zamjena za kortikalno kostano tkivo, 
gustine standardizovane od strane proizvodaca kalibracionih uredaja [115], koristi se vodeni 
rastvor di-kalijum hidrogen fosfata u odnosu datom u tabeli 3.7. U tabeli 3.7 su date 
karakteristike kortikalnog kostanog tkiva od kojih zavisi koeficijent apsorbcije [34, 115], kao i 
odgovarajuce karakteristike substituenta.

Tabela 3.7 Karakteristike kortika nog kostanog tkiva i odgovarajuceg substituenta
Elektronska gustina 
1023 relektrona/cm3l

Gustina
|g/cm3l Atomski broj

Kortikalno kostano tkivo 5.05 1.609 13.47
1934 [mg/ml] vodeni rastvor K2H P04 4.98 1.609 13.68

U cilju odredivanja korelativne veze CT broja i relativne gustine kortikalnog kostanog tkiva 
pripremljeni su kalibracioni uzorci koji po karakteristikama odgovaraju kortikalnom kostanom 
tkivu sa razlicitim sadrzajem vode. Zapreminsko ucesce kortikalnog kostanog tkiva i vode u 
pripremljenim uzorcima je dato u tabeli 3.8.

Tabela 3.8 Zapreminski sastav uzoraka koji substituisu kortikalno tkivo prsljena
Kalibracioni uzorak broj 1 2 3 4 5 6

k  r%i 50 60 70 80 90 95
V [%] 50 40 30 20 10 5

Napomena: K-kortikalno kostano tkivo, V-voda

Snimanje ove grupe uzoraka na CT skeneru je izvrseno u istim uslovima pod kojim su snimljeni i 
uzorci koji substituisu spongiozno tkivo. Obradom CT slike uzoraka je odredena prosjecna 
velifiina CT broja za voksele koji cine presjek pojedinacnih uzoraka, a dobijeni rezultati su dati u 
tabeli 3.9.

Tabela 3.9 Rezultati ispitivanja uzoraka koji substituisu kortikalno tkivo prsljena
Uzorak broj 1 2 3 4 5 6

CT broj [HU] 816 970 1095 1228 1336 1399
pa [g/cm3] 0.805 0.965 1.126 1.287 1.448 1.529

Korelativna veza CT broja i relativne gustine kortikalnog kostanog tkiva, datih u prethodnoj 
tabeli, je takode potrazena u linearnom obliku. Uvrstavanjem podataka iz tabele 3.9 ujednacine 
(3.7) su odredeni koeficijenti regresione jednacine:

pa =-0.2386+ 0.0013-CT (3.14)
Regresiona jednacina (3.14) i disperzija eksperimentalno odredenih podataka su prikazani na 
slici 3.11.

UvrStavanjem podataka iz tabele 3.9 u izraze (3.10-3.13) odredena je velifiina koeficijenta 
korelacije veze izrazene regresionom jednacinom (3.14) koji iznosi 7=0.9985.
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Slika 3.11 Regresiona jednacina kojom je izrazena korelativna veza 
CT broja i relativne gustine kortikalnog kostanog tkiva

Dobijene velicine koeflcijenata korelacije govore o postojanju vrlo jake korelativne veze CT 
broja i relativne gustine spongioznog, odnosno, kortikalnog kostanog tkiva koja skoro da prelazi 
u funkcionalnu vezu (r= 1). Ovakve velicine koeflcijenata korelacije potvrduju kvalitet izabranog 
oblika korelativne veze CT broja i relativne gustine kostanog tkiva koja predstavlja kalibracionu 
karakteristiku CT skenera. Dakle, odredene kalibracione karakteristike CT skenera omogucavaju 
konverziju CT broja u relativnu gustinu kostanog tkiva sa visokim stepenom tacnosti. Stoga ce 
ove kalibracione karakteristike biti koriscene tokom odredivanja raspodjele relativne gustine 
kostanog tkiva slabinskog prsljena L5.

Obradom CT slika slabinskog prsljena L5, osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak, kojom je 
izvrsena konverzija CT broja pojedinacnih voksela snimanih presjeka prsljena u relativnu gustinu 
kostanog tkiva prema kalibracionim karakteristikama (3.9 i 3.14) izvrsena je rekonstrukcija 
raspodjele relativne gustine kostanog tkiva svih snimljenih presjeka prsljena. Kao reprezenti 
dobijenih rezultata na slikama 3.12 i 3.13 su prikazane raspodjele relativne gustine kostanog 
tkiva jednog od poprecnih presjeka tijela prsljena osoba 5 i 1 iz tabele 3.2 .

P. [g/cm1]

0
0.01 
0.1 
0.2 

0.3 
0.4 
0.5 
1.61

Oznaka uzorka 
JANKO CG 5.5 
Mjesto i datum 
KC CG Podgorica 
21.08.2004.

Slika 3.12 Distribucija relativne gustine kostanog tkiva u poprecnom presjeku tijela prsljena L5
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P, [g/cm3]
0
0.01 
0.1 
0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

1.61

Oznaka uzorka 
JANKO CG 1.3 
Mjesto i datum 
KC CG Podgorica 
21.08.2004.

Slika 3.13 Distribucija relativne gustine kostanog tkiva u poprecnom presjeku tijela prsljena L5

3.1.5 Qdredivanje dimenzija tijela slabinskog prsljena L5

Snimanjem objekata CT skenerom istovremeno se vrsi i mjerenje njegovih geometrijskih 
dimenzija, koje predstavljaju sastavni dio CT slika u DICOM formatu. Tacnost mjerenja 
izvrsenog kompjuterskom tomografijom zavisi od velicine geometrijskih dimenzija snimanog 
objekta i krece se u rasponu (0.1-K).2)% mjerene dimenzije [122]. U prethodnom poglavlju ovog 
rada je predstavljeno mjerenje geometrijskih dimenzija prsljena kompjuterskom tomografijom 
koje je sproveo S.H.Zhou sa saradnicima [46], Dakle, CT slike slabinskog prsljena L5 na osnovu 
kojih je izvrsena rekonstrukcija raspodjele relativne gustine kostanog tkiva u sebi sadrze i 
podatke o geometrijskim dimenzijama snimanog prsljena. Rezolucija CT slika prsljena dobijenih 
snimanjem na C7'skeneru, tokom ovog istrazivanja, iznosi 512x512 piksela uz rezoluciju piksela 
od 0.5 mm/piksel.

Slika 3.14 Alatke za ocitavanje duzinskih i ugaonih velicina programa DicomWorks 1.3.5

Jedan od ciljeva ovog istrazivanja je i razvoj metoda za parametarsko modeliranje geometrije 
slabinskog prsljena L5. S obzirom na tu cinjenicu CT slike prsljena su iskoriscene kako bi se sa 
njih ocitale velicine dimenzija prsljena koje predstavljaju parametre za modeliranje njegove 
geometrije. Nacin izbora parametara za modeliranje geometrije prsljena ce biti detaljno 
obrazlozen u narednom poglavlju ovog rada. Za ocitavanje geometrijskih dimenzija prsljena je
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koriscen program DicomWorks 1.3.5 autora Philippe Puech-a i Loic Boussel-a koji je dostupan 
svim zainteresovanim na sajtu autora2. Na slici 3.14 su prikazane alatke ovog programa za 
ocitavanje duzinskih i ugaonih velicina, dok su u tabeli 3.10 date dimenzije tijela prsljena koje 
predstavljaju parametre za modeliranje geometrije istog.

Tabela 3.10 Dimenzije tije a prsljena osoba iz tabele 3.2
Redni broj EPWu

[mm]
EPW1
[mm]

EPDu
[mm]

EPD1
[mm]

VBHa
[mm]

VBHp
[mm]

r
[mm]

Cth
[mm]

EPItu
r°i

EPItl
r°i

1 52.1 53.5 38.2 40.8 30.6 28.1 1.0 2.1 6.0 9.1
2 47.1 52.4 32.3 33.4 28.7 28.1 0.9 1.8 2.2 3.2
3 50.0 51.6 35.1 35.6 27.9 25.8 1.0 2.0 4.0 7.3
4 49.6 51.3 33.4 34.1 30.2 28.3 0.9 2.1 4.0 7.1
5 48.4 51.6 35.6 37.7 32.1 29.9 0.9 1.9 5.8 8.8
6 58.7 59.2 40.6 40.0 31.3 29.4 1.2 2.3 3.9 6.7
7 54.7 57.8 39.2 38.6 31.3 29.5 1.1 2.2 5.0 7.9
8 53.1 54.7 33.3 37.9 30.7 27.9 1.0 2.2 4.7 8.3
9 56.3 59.5 40.5 41.4 31.0 28.3 1.2 2.3 2.7 6.4
10 51.6 53.0 38.5 42.0 33.7 31.1 0.9 2.0 3.1 6.4

Napomena: Radijus prelaznog zaobljenja ceonih i bocnih povrsina tijela prsljena r  je  mjeren u srednjem sagitalnom 
presjeku tijela prsljena. Debljina spoljnjeg omotaca tijela prsljena od kortikalnog kostanog tkiva Cth predstavlja 
prosjecnu vrijednost debljine omotaca dobijenu mjerenjem u deset izabranih tacaka jednog od poprecnih presjeka 
tijela prsljena.

Procjena uspjesnosti numerickog modeliranja adaptivnog procesa ce, kao sto je vec istaknuto, 
biti izvrsena uporedenjem teorijski dobijene sa realno postojecom raspodjelom kostanog tkiva 
tijela prsljena. S obzirom na ovu cinjenicu, odnos gustine deformacione energije i relativne 
gustine kostanog tkiva u stanju ravnoteze k  ce biti odreden upravo iz uslova jednakosti mase 
kostanog tkiva tijela prsljena odredene teorijski i na osnovu rezultata eksperimentalnih 
istrazivanja izvrsenih kvantitativnom kompjuterskom tomografijom. Stoga je na osnovu 
podataka o sirini snimanih presjeka prsljena i rezoluciji piksela dobijenih CT slika, kao i 
dobijenih raspodjela relativne gustine kostanog tkiva snimljenih presjeka odredena masa 
kostanog tkiva tijela prsljena osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak, a dobijeni podaci su 
dati u tabeli 3.11.

Tabela 3 J 1 Masa costanog tkiva tijela prsljena osoba koje predstavlja; u istrazivacki uzorak
Redni broj l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
m [gl 18.3 13.8 16.0 14.4 17.0 21.7 18.2 18.5 21.5 20.2

3.2 ISTRAZIVANJA VIBRACIJA MOSNE DIZALICE

Svakodnevna izlozenost dejstvu radnih vibracija rukovaoca transportnih uredaja je jedan od 
znacajnih uzrocnika pojave profesionalnih oboljenja kicmenog stuba istih [88, 89]. S obzirom na 
ovu cinjenicu identifikovana je mosna dizalica, elasticne konstrukcije koja u toku rada vibrira 
vrlo intezivno, kako bi se na realnoj masini odredile radne vibracije. Mosna dizalica, prikazana 
na slici 3.15, koja je izabrana kao objekat na kojem ce biti izvrseno eksperimentalno istrazivanje 
vibracija nalazi se u MIN-ovoj fabrici u Nisu. Raspon glavnog nosaca mosne dizalice iznosi 30 
m, a nosivost 5 t.

Mjerna oprema za mjerenje vibracija mosne dizalice, prikazana na slici 3.17, se sastoji od: 
senzora ubrzanja HBM B12 klase tacnosti 05, mjernog pojacivaca HBM 9012 C i laptop 
racunara sa programom za akviziciju podataka dobijenih tokom istrazivanja.

2 http://dicom.online.fr/
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Slika 3.15 Mosna dizalica na kojoj 
je izvrseno istrazivanje vibracija

Slika 3.16 Mjerna oprema koriscena za 
istrazivanje vibracija mosne dizalice

Istrazivanje vertikalnih vibracija mosne dizalice je izvrseno u razlicitim radnim rezimima 
dizalice, a dio rezultata ovog istrazivanja je prikazan na slikama 3.17 i 3.18. Obradom rezultata 
ovog istrazivanja, prema metodologiji propisanoj standardom ISO 2631-1 [133], M.Jovanovic i 
J.Jovanovic su utvrdili da je duzina maksimalno dozvoljene dnevne izlozenosti rukovaoca 
dizalice dejstvu radnih vibracija kraca od trajanja radnog vremena [19]. Dakle, svakodnevna 
izlozenost dejstvu radnih vibracije ove mosne dizalice, prema standardu ISO 2631-1, predstavlja 
potencijalni uzrocnik pojave oboljenja kicmenog stuba rukovaoca dizalice. Stoga ce razvijeni 
biomehanicki FEM  model ljudskog prsljena biti iskoriscen kako bi se utvrdilo naponsko- 
deformaciono stanje slabinskog prsljena L5 rukovaoca mosne dizalice pod dejsvom maksimalnog 
identifikovanog opterecenja izazvanog radnim vibracijama dizalice.
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Slika 3.17 Vertikalne vibracije registrovane pri podizanju tereta od 4 1
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Slika 3.18 Vertikalne vibracije registrovane pri spustanju tereta od 4 t na tlo
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[4
GEOMETRIJSKO MODELIRANJE 

LJUDSKOG PRSLJENA

4.1 UVOD

Generisanje trodimenzionalnog - 3D geometrijskog modela ljudskog prsljena predstavlja prvi 
korak u razvoju biomehanickog FEM  modela prsljena. 3D geometrijski model prsljena 
predstavlja osnovu za generisanje mreze konacnih elemenata, kojom se vrsi diskretizacija 
prsljena i stvaraju polazne pretpostavke za numericku simulaciju procesa adaptacije kostanog 
tkiva na mehanicko opterecenje bazirane na matematickom modelu adaptivnog procesa. Prema 
matematickim modelima, adaptivnim procesom upravlja neki od pokazatelja naponsko- 
deformacionog stanja prsljena, koji se za poznate uslove mehanickog opterecenja odreduje 
metodom konacnih elemenata. Numerickom simulacijom adaptivnog procesa se od pocetne 
ravnomjeme dolazi do krajnje neravnomjeme raspodjele kostanog tkiva prsljena nalik realno 
postojecoj. Na ovaj nacin se odreduje raspodjela relativne gustine kostanog tkiva prsljena, a na 
osnovu nje i mehnicke karakteristike kostanog tkiva svakog pojedinacnog konacnog elementa 
FEM  modela prsljena.

Jedan tipican slabinski prsljen, prikazan na slici 4.1, cine tijelo prsljena sa cije se zadnje strane 
pruzaju nastavci koji oblik prsljena cine vrlo slozenim.

Oznaka uzorka 
JANKO CG 00.1

Slika 4.1 Slabinski prsljen
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Geometrijsko modeliranje prsljena se uobicajno vrsi rekonstrukcijom geometrije prsljena prema 
podacima sa digitalizovanih slika dobijenih snimanjem prsljena in vivo kompjuterskom 
tomografijom ili magnetnom rezonancom. Podaci za rekonstrukciju geometrije prsljena se osim 
sa digital izovanih slika mogu dobiti i in vitro ocitavanjem koordinata tacaka sa povrsine prsljena 
pomocu preciznih digitajzera.

4.2 PREGLED I ANALIZA METODA ZA GEOMETRIJSKO  
MODELIRANJE DIJELOVA LJUDSKOG SKELETA

Geometrijsko modeliranje djelova ljudskog skeleta se uobicajno vrsi rekonstrukcijom geometrije 
prema podacima sa digitalizovanih slika dobijenih komjuterskom tomografijom ili magnetnom 
rezonancom. Ovaj metod se koristi za geometrijsko modeliranje prsljena u vecini radova koji 
istrazuju naponsko-deformaciono stanje dijelova kicmenog stuba odnosno kicmenog stuba u 
cjelini metodom konacnih elemenata [6,7,12,35]. Kratak prikaz metodologije geometrijskog 
modeliranja prema podacima sa digitalizovanih slika je zasnovan na rezultatima istrazivanja koje 
je 2001. godine sproveo C.S.Chen sa saradnicima [35] i rezulatima istrazivanja koje je 2002. 
godine sproveo Q.Sun sa saradnicima [32], Podaci o geometriji prsljena se dobijaju snimanjem 
ljudskog kicmenog stuba CT skenerom u ekvidistantnim poprecnim presjecima. U istrazivanju 
koje je sprove Chen, kicmeni stub je sniman u ekvidistantnim poprecnim presjecima na 
rastojanju od 3 mm. Na ovaj nacin se dobija niz CT slika poprecnih presjeka prsljena na osnovu 
kojih je moguce rekonstruisati geometriju prsljena. U cilju rekonstruisanja geometrije prsljena sa 
CT slika je potrebno izdvojiti granicne konture prsljena u snimanim presjecima. Da bi granicnu 
konturu poprecnog presjeka prsljena bilo moguce precizno izdvojiti sa CT slike prethodno se vrsi 
podesavanje parametara prozora CT slike, na nacin detaljno objasnjen u prethodnom poglavlju 
ovog rada, cim se omogucava jasna identifikacija granicne konture poprecnog presjeka prsljena. 
Na slici 4.2 je prikazana CT slika jednog od poprecnih presjeka prsljena dobijena tokom 
eksperimentalnog istrazivanja autora ovog rada sa parametrima prozora WL=350 i WW= 150, koji 
omogucavaju jasnu identifikaciju granicne konture poprecnog presjeka prsljena.

CT slike poprecnih presjeka prsljena prikazane 
u izabranom prozoru cuvaju se u vidu 
bitmapiranih slika (formati bmp, jpg, tif). 
Ovako dobijene slike se koriste za izdvajanje 
granicnih kontura poprecnih presjeka prsljena 
potrebnih za rekonstrukciju geometrije 
prsljena. Rekonstrukcija geometrije prsljena 
vrsi se u nekom od komercijalnih 
geometrijskih modelera. U geometrijskom 
modeleru se generise niz referentnih tacaka u 
ekvidistantnim xOy ravnima modelera na 
rastojanju koje odgovara rastojanju 
ekvidistantnih poprecnih presjeka prsljena 
snimljenih CT skenerom kao sto je prikazano 

na slici 4.3. Broj referentnih tacaka odgovara broju snimljenih poprecnih presjeka prsljena. Slike 
poprecnih presjeka prsljena se importuju u geometrijski modeler pri cemu se donja desna tacka 
svake slike poravnava prema odgovarajucoj referentnoj tacki kako bi se obezbijedilo da se 
importovane slike nalaze u medusobno odgovarajucem polozaju kao sto je prikazano na slici 4.3. 
Pri importovanju slika poprecnih presjeka prsljena u geometrijski modeler vrsi se istovremeno i 
njihovo skaliranje. Na ovaj nacin se obezbjeduje da fizicka velicina poprecnog presjeka prsljena 
sa importovane slike bude tacno predstavljena u geometrijskom modeleru. Faktor skaliranja se 
odreduje na osnovu rezolucije piksela i rezolucije CT slike. Rezolucija CT slika prsljena 
dobijenih snimanjem na CT skeneru, tokom ovog istrazivanja, iznosi 512x512 piksela uz 
rezoluciju piksela od 0.5 mm/piksel. Dakle, fizicka velicina snimaka iznosi 256x256 mm.

Slika 4.2 CT slika slabinskog prsljena
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Slika 4.3 Poravnavanje importovanih slika poprecnih presjeka prsljena

Konture poprecnih presjeka prsljena se potom generisu markiranjem niza tacaka sa granicnih 
kontura sa importovanih slika kroz koje se provlace B-splajn krive kao sto je prikazano na slici 
4.4. Na ovaj nacin se formira zatvoreni niz B-splajn krivih koje leze u ekvidistantnim ravnima i 
koje u potpunosti odreduju geometriju prsljena. Provlacenjem B-splajn povrsina kroz kontume 
krive poprecnih presjeka konacno se generise 3D povrsinski model prsljena koji se naknadno po 
potrebi moze prevesti u 3D solid model istog.

Slika 4.4 Generisanje konture poprecnog presjeka prsljena na bazi importovane slike

Pored prethodno navedenog metoda, geometrijsko modeliranje djelova ljudskog skeleta je 
moguce vrsiti i rekonstrukcijom njihove geometrije prema podacima dobijenim ocitavanjem 
koordinata tacaka sa obvojnih povrsina djelova skeleta pomocu digitajzera. Prema istrazivanju 
koje je 2002. godine sproveo K.K.Lee sa saradnicima geometrijski modeli prsljena generisani 
ovom metodom tacnije opisuju slozenu geometriju prsljenskih nastavaka od modela dobijenih 
prema podacima sa C T snimaka [33].

Kratak prikaz metodologije geometrijskog modeliranja prema geometrijskim podacima 
dobijenim ocitavanjem koordinata tacaka sa obvojnih povrsina prsljena pomocu digitajzera je 
zasnovan na istrazivanju Lee-a [33]. Uzorak prsljena na osnovu kojeg se vrsi geometrijsko 
modeliranje se dobija posthumno. Da bi se dobili geometrijski podaci na osnovu kojih ce se 
generisati tacan geometrijski model prsljena pazljivim proucavanjem geometrije prsljena se 
identifikuju poprecni presjeci bitni za uspjesno modeliranje. Po izvrsenoj identifikaciji vrsi se 
oznacavanje kontumih krivih izabranih poprecnih presjeka na uzorku prsljena. Nakon izvrsenog 
oznacavanja poprecnih presjeka uzorak prsljena i digitajzer se fiksiraju i pristupa se se ocitavanju 
koordinata tacaka sa konturnih krivih izabranih poprecnih presjeka kao sto je prikazanao na slici 
4.5. Podaci o koordinatama tacaka sa konturnih krivih dobijenih na prethodno opisani nacin se
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potom importuju u neki od geometrijskih modelera. Kroz tacke koje leze na svakoj od 
pojedinacnih kontumih krivih linija se potom provlaci zatvorena B-splajn kriva linija. 
Provlacenjem B-splajn povrsina kroz kontume krive poprecnih presjeka konacno se generise 3D 
povrsinski model prsljena koji se naknadno po potrebi moze prevesti u 3D solid model istog.

Oba metoda omogucavaju generisanje 
geometrijskih modela prsljena visoke tacnosti. 
Metoda u kojoj se geometrijski podaci 
potrebni za generisanje geometrijskog modela 
prsljena obezbjeduju ocitavanjem koordinata 
tacaka sa obvojnih provrsina prsljena pomocu 
digitajzera omogucava generisanje modela 
vece tacnosti u podrucju prsljenskih nastavaka 
u odnosu na metodu baziranu na 
geometrijskim podacima dobijenim sa 
snimaka sa CT skenera ili magnetne 
rezonance. Upotrebna vrijednost ove metode 
je medutim, ogranicena njenom 
neprimjenljivoscu u slucaju potrebe za 
generisanjem geometrijskog modela prsljena 
konkretne ljudske jedinke in vivo. Zbog 

prethodno navedenog razloga metoda u kojoj se geometrijski podaci potrebni za generisanje 
geometrijskog modela prsljena obezbjeduju sa snimaka prsljena dobijenih kompjuterskom 
tomografijom ili magnetnom rezonancom ima znatno siru upotrebnu vrijednost u odnosu na 
metodu baziranu na geometrijskim podacima dobijenim ocitavanjem pomocu digitajzera. Kao 
osnovni nedostatak ove metode moze se istaci komplikovana i dugotrajna procedura obrade 
snimaka sa CT skenera ili magnetne rezonace tokom koje se dolazi do geometrijskih podataka 
prema kojim se vrsi rekonstrukcija geometrije prsljena. S obzirom na prethodno navedene 
razloge geometrijsko modeliranje prsljena, koje se u ovom radu realizuje in vivo, ce biti bazirano 
na podacima sa digitalizovanih slika prsljena dobijenih kompjuterskom tomografijom.

4.3 PREDLOG METODA ZA PARAMETARSKO MODELIRANJE 
GEOMETRIJE PRSLJENA

Ideja o razvoju novog metoda za geometrijsko modeliranje prsljena, baziranog na podacima o 
geometriji prsljena sa digitalizovanih slika dobijenih kompjuterskom tomografijom, je proistekla 
iz potrebe da se:

• Izvrsi sto veci stepen automatizacije geometrijskog modeliranja prsljena u cilju povecanja 
efikasnosti modeliranja;

• Stvore neophodne pretpostavke za razvoj automatizovanog generatora mreze konacnih 
elemenata tijela prsljena.

Put za ostvarivanje prethodno navedenih ciljeva je potrazen u parametarskom modeliranju 
geometrije prsljena. Parametarski prilaz geometrijskom modeliranju je siroko prisutan u svim 
inzinjerskim oblastima. Sustina parametarskog prilaza geometrijskom modeliranju se sastoji u 
izrazavanju geometrije prsljena kroz odredeni broj izabranih geometrijskih karakteristika koje 
predstavljaju parametre na osnovu kojih se vrsi modeliranje cjelokupne geometrije prsljena. 
Razlozi za ovakvo opredeljenje su sljedeci:

• Ljudski prsljeni su u osnovi istog oblika, te kao takvi posjeduju geometrijske karakteristike 
koje su zajednicke za prsljen svake ljudske jedinke. Ove geometrijske karakteristike mogu 
predstavljati parametre za geometrijsko modeliranje kojim bi se na pouzdan nacin uopstila 
geometrija svakog pojedinacnog prsljena;

Slika 4.5 Ocitavanje koordinata tacaka sa 
kontumih krivih izabranih poprecnih 
presjeka prsljena pomocu digitajzera
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• Parametarski prilaz modeliranju geometrije prsljena predstavlja osnovu za razvoj programa 
za geometrijsko modeliranje prsljena cim se ostvaruje automatizacija modeliranja. Razvoj 
programa za automatizaciju geometrijskog modeliranja prsljena je moguce realizovati u 
okruzenju vecine savremenih komercijalnih geometrijskih modelera ciji sastavni dio 
predstavlja jedan ili vise programskih jezika;

• Parametarski prilaz modeliranju geometrije prsljena omogucava kroz varijaciju parametara 
vrlo jednostavnu izmjenu geometrije prsljena.

Ovakav prilaz geometrijskom modeliranju je opsteg karaktera i kao takav se moze primijeniti i 
na ostale djelove ljudskog skeleta.

Pocetna pretpostavka predlozenog metoda je da je prsljen simetrican u odnosu na srednju 
uzduznu, tj. sagitalnu ravan. Metod za geometrijsko modeliranje prsljena se, kao sto je prikazano 
na slici 4.6, sastoji od sedam faza kroz koje se od fizickog dolazi do geometrijskog modela 
prsljena.

Slika 4.6 Shematski prikaz predlozenog metoda za geometrijsko modeliranje prsljena 

4.3.1 Izbor i odredivanje velicina parametara

Prva faza predlozenog metoda obuhvata izbor i odredivanje velicina parametara za geometrijsko 
modeliranje prsljena. Izbor parametara za geometrijsko modeliranje prsljena je izvrsen na bazi 
rezultata dosadasnjih istrazivanja geometrijskih dimenzija slabinskih prsljena, detaljno 
prikazanih u drugom poglavlju ovog rada [39, 46, 75, 78], Autori ovih istrazivanja su se 
pridrzavali metodologije koju je u pionirskim radovima iz ove oblasti ustanovio M.M.Panjabi. 
Stoga su u svim radovima istrazivane iste geometrijske dimenzije prsljena, prikazane na slikama 
datim u dodatku C. U navedenim radovima su istrazivane sljedece geometrijske dimenzije 
prsljena:
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• EPWi i EPWU - sirina donje i gornje povrsine tijela prsljena;
• EPDi i EPDU - duzina donje i gornje povrsine tijela prsljena;
• VBHa i VBHP - visina prednjeg i zadnjeg djela tijela prsljena;
• SCD i SCW- duzina i sirina prsljenskog kanala;
• PDH i PDW - visina i sirina korijena prsljenskog luka;
• SPL - duzina spinoznog nastavka;
• TP W - raspon poprecnih nastavka;
• EPItu i EPIti - ugao koji gornja i donja povrsina tijela prsljena gradi sa poprecnom ravni;
• PDIS i PDI, - ugao koji korijen prsljenskog luka gradi sa uzduznom i poprecnom ravni;
• FCWS i FCHS - sirina i visina gornjeg zglobnog nastavka;
• FCW, i FCHj - sirina i visina donjeg zglobnog nastavka;
• IFWS i IFWj - rastojanje gornjih i donjih zglobnih nastavaka;
• IFH - rastojanje gornjeg i donjeg zglobnog nastavka;
• Ts i Ss - ugao koji kontaktna povrsina gornjeg zglobnog nastavka gradi sa poprecnom i 

uzduznom ravni;
• Tj i S, - ugao koji kontaktna povrsina donjeg zglobnog nastavka gradi sa poprecnom i 

uzduznom ravni.
Prethodne geometrijske karakteristike slabinskih prsljena, prema navedenim radovima, na 
adekvatan nacin predstavljaju geometriju slabinskih prsljena. S obzirom da je ovo pionirski rad 
na parametarskom modeliranju geometrije slabinskih prsljena ovaj stav je usvojen kao polaziste 
za izbor parametara za modeliranje geometrije prsljena. Navedenim geometrijskim 
karakteristikama, kao parametar, je pridruzena i velicina radijusa zaobljenja kojim je izveden 
prelaz sa ceonih na bocne povrsine tijela prsljena. Velicine parametara za modeliranje geometrije 
slabinskog prsljena L5, osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak, su odredene tokom 
eksperimentnog istrazivanja predstavljenog u prethodnom poglavlju ovog rada, a dio ovih 
podatakaje dat u tabeli 3.10.

Dodatni razlog za ovakvo opredjeljenje pri izboru parametara je u mogucnosti koriscenja 
podataka o njihovim veliSinama datim u radovima [39, 46, 75, 78]. Geometrijski model prsljena 
generisan prema ovim podacima se moze koristiti za analize biomehanickog ponasanja prsljena 
odnosno kiCmenog stuba na bazi kojih bi se doslo do opstih zakljucaka na nivou sire populacije.

4.3.2 Dekompozicija obvojne povrsine prsljena na elementarne povrsine

Druga faza predlozenog modela obuhvata dekompoziciju obvojne povrsine prsljena na 
elementarne povrsine, tkz. zakrpe1. S obzirom da je predmet ovog rada slabinski prsljen L5 
prikaz metoda se odnosi na peti slabinski prsljen. Procedura koja ce biti obrazlozena 
primjenljiva je, medutim, i za geometrijsko modeliranje ostalih djelova ljudskog skeleta.

Geometrija prsljena za Cetiri od ukupno deset osoba, koje predstavljaju istrazivacki uzorak, je 
rekonstruisana prema podacima sa digitalizovanih slika dobijenih kompjuterskom tomografijom 
klasicnom metodom koja je vec objasnjena u prethodnom dijelu ovog poglavlja. Kao rezultat ove 
rekonstrukcije, izvrsene u okruzenju komercijalnog geometrijskog modelera Mechanical 
Desktop 6, dobijena su cetiri povrsinska modela prsljena od kojih jejedan prikazan na slici 4.7. 
Ciljevi ovako izvedene rekonstrukcije geometrije prsljena je da se istovremeno sa generisanjem 
povrsinskog modela prsljena formira:

• Predlog za dekompoziciju obvojne povrSine prsljena na elementarne povrsine;
• Predlog broja i polozaja geometrijskih cvorova, kao i smjerova tangenti u krajnjim 

tackama NURBS krivih linija kojim bi se modelirale granicne krive elementarnih povrsina;

1 Zakrpa potiie od engleskog izraza za elementarnu aproksimativnu povrSinu patch
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« Geometrijski model prsljena koji bi bio osnova za razvoj metoda za parametarsko 
modeliranje geometrije prsljena i procjenu njegove uspjesnosti.

Tokom rekonstrukcije geometrije prsljena su koriscena iskustva iz istrazivanja na rekonstrukciji 
geometrije djelova ljudskog tijela koje su sproveli 2003. godine F.Murgia sa saradnicima 
[18,119] i 2004. godine H.Lemacker sa saradnicima [113]. Potrebno vrijeme za rekonstrukciju 
geometrije prsljena je znatno prevazilazilo pocetna ocekivanja autora ovog rada sto predstavlja 
dodatnu potvrdu potrebe za razvojem efikasnije metode za modeliranje geometrije prsljena. 
Predlog dekompozicije obvojne povrsine prsljena koji je proistekao tokom ovog procesa je 
prikazan na slikama 4.8 H . 12.

Slika 4.7 Povrsinski model slabinskog prsljena L5
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Dekompozicija obvojne povrsine prsljena je, prema pocetnoj pretpostavci o simetriji prsljena u 
odnosu na srednju sagitalnu ravan, izvrsena rastavljanjem obvojne povrsine desne polovine 
prsljena na 37 elementamih povrsina. Obvojna povrsina polovine tijela prsljena je rastavljena na 
11 elementamih povrsina kojim su predstavljeni ceone i bocne povrsine tijela prsljena, kao i 
prelazna zaobljenja izmedu ovih povrsina sto je prikazano na slici 4.8.

Slika 4.8 Dekompozicija obvojne povrsine desne polovine tijela prsljena

Obvojna povrsina prsljenskog luka je rastavljena na 4 elementarne povrsine kao sto je prikazano 
na slici 4.9, a obvojna povrsina gomjeg i donjeg zglobnog nastavka na 10 elementamih povrsina 
kao stoje prikazano na slici 4.10.

Slika 4.9 Dekompozicija obvojne Slika 4.10 Dekompozicija obvojne povrsine
povrsine prsljenskog luka desnog gomjeg i donjeg zglobnog nastavka
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Obvojna povrsina poprecnog nastavka je rastavljena na 4 elementarne povrsine kao sto je 
prikazano na slici 4.11, a obvojna povrsina desne polovine spinoznog nastavka na 8 elementamih 
povrsina kao stoje prikazano na slici 4.12.

Slika 4.11 Dekompozicija obvojne povrsine Slika 4.12 Dekompozicija obvojne povrsine 
desnog poprecnog nastavka desne polovine spinozog nastavka

4.3.3 Parametarsko modeliranje granicnih krivih elementamih povrsina

Treca faza predlozenog modela obuhvata parametarsko modeliranje granicnih krivih 
elementamih povrsina dobijenih dekompozicijom obvojne povrsine prsljena. Ukupan broj 
granicnih krivih u predlozenom modelu je 71. S obzirom na obimnost predloga parametarskog 
modela svih granicnih krivih u nastavku ovog poglavlja ce biti detaljno predstavljen samo 
predlog parametarskog modela granicnih krivih elementamih povrsina tijela prsljena. Tijelo 
prsljena je izabrano kao dio prsljena na kojem ce biti testirana uspjesnost modeliranja adaptacije 
kostanog tkiva prsljena na mehanicko opterecenje kroz uporedenje teorijski dobijene i realno 
postojece raspodjele relativne gustine kostanog tkiva tijela prsljena. Na slici 4.13 je prikazan 
povrsinski model desne polovine tijela jednog od prsljena, dobijen rekonstrukcijom geometrije 
prsljena prema digitalizovanim slikama dobijenim kompjuterskom tomografijom. Povrsinski 
model polovine tijela prsljena je na istoj slici pored prikaza sa skrivenim nevidljivim ivicama dat 
i u zicanom prikazu sa istaknutim tjemenim tackama elementamih povrsina. U zicanom prikazu 
povrsinskog modela se vide samo kontume ivice tijela prsljena koje predstavljaju granicne krive 
elementamih povrsina na koje je rastavljena obvojna povrsina polovine tijela prsljena.

Slika 4.13 Povrsinski model desne polovine tijela prsljena
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Tokom rekonstrukcije geometrije prsljena, 
prema digitalizovanim slikama dobijenim 
kompjuterskom tomografijom, obvojna 
povrsina polovine tijela prsljena je rastavljena 
na elementame povrsine kao sto je prikazano 
na slici 4.8. Pri tome su za tjemene tacke 
elementamih povrsina, prikazane na zicanom 
modelu na slici 4.13, izabrane tacke u kojim 
su tangente granicnih krivih elementamih 
povrsina paralelne sa osama biomehanickog 
koordinatnog sistema. Na slici 4.14 je dat 
prikaz granicnih krivih elementamih povrsina 
polovine tijela prsljena sa naznacenim 
smjerovima pruzanja tangenti u krajnjim 
tackama krivih, koje ujedno predstavljaju i 
tjemene tacke elementamih povrsina. Broj i 
polozaj granicnih krivih elementamih 
povrsina, kao i smjer tangenti u njihovim 
krajnjim tackama predstavljaju dio predloga 
autora ovog rada za modeliranje geometrije
prsljena. Geometrijsko modeliranje granicnih krivih je tokom rekonstrukcije geometrije prsljena 
izvedeno kubnim NURBS krivim linijama, stepena k=3, cija je teorijska podloga data u dodatku 
A. Za velicine tezinskih koeficijenata kontrolnih tacaka NURBS krivih linija je usvojena 
vrijednost w,=1. Rekonstrukcija geometrije prsljena cetiri osobe, koje predstavljaju dio 
istrazivackog uzorka, je rezultirala i predlogom broja i polozaja geometrijskih cvorova NURBS 
krivih linija kojim se na vjeran nacin modelira geometrija granicnih krivih elementamih 
povrsina. Polozaj referentnog biomehanickog koordinatnog sistema u odnosu na koji je izvrseno 
modeliranje granicnih krivih elementamih povrsinaje prikazan na slici 4.13.

Slika 4.14 Granicne krive elementamih 
povrsina desne polovine tijela prsljena

Tokom rekonstrukcije geometrije prsljena 
pokazalo se da je geometriju granicne krive 1, 
u slucaju da su vektori tangenti prikazani na 
slici 4.14 u pocetnoj i krajnjoj tacki granicne 
krive redom 7j,=(0,-l,0) i 7*=(-1,0,0), moguce 
vjemo modelirati NURBS krivom linijom koja 
interpolira sest geometrijskih cvorova. Prvi po 
i zadnji p$ geometrijski cvor NURBS krive 
linije se poklapaju sa pocetnom i krajnjom 
tackom granicne krive. Polozaj geometrijskih 
cvorova, koji obezbjeduje vjemo modeliranje 
geometrije granicne krive 1, prikazan je na 
slici 4.15. Koriscenjem alata Mechanical 
Desktop-a sa granicne krive 1 su ocitani 
podaci o koordinatama geometrijskih cvorova 
za cetiri prsljena rekonstruisana klasicnom 
metodom prema podacima sa digitalizovanih 
slika dobijenih kompjuterskom tomografijom.

Navedeni elementi korisceni tokom 
rekonstrukcije geometrije granicne krive 1, 
prema podacima sa CT slika, predstavljaju 
osnovu predloga parametarskog modela krive.

Slika 4.15 Granicne krive gomje povrsine 
polovine tijela prsljena sa geometrijskim 

cvorovima granicne krive 1
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Geometrijske karakteristike koje su izabrane za parametre prema kojim ce se modelirati 
geometrija prsljena obuhvataju kako duzinske, tako i ugaone velicine. Dakle, sam izbor 
parametara namece predlog parametarskog modela u nelinearnom obliku. Polozaj geometrijskih 
cvorova NURBS krivih linija u parametarskom modelu je izrazen parametrima koji prirodno 
odreduju oblik i dimenzije krive. Predlog veze polozaja geometrijskih cvorova i izabranih 
parametara za cilj ima i da ta veza bude sto je moguce jednostavnijeg oblika.

Parametri koji odreduju oblik i dimenzije granicne krive 1, koja predstavlja dio granicne konture 
gornje povrsine tijela prsljena, su:

• EPDU - duzina gornje povrsine tijela prsljena;
• EPWU - sirina gornje povrsine tijela prsljena;
• EPItu - ugao koji gornja povrsina tijela prsljena gradi sa poprecnom xOy ravni duz pravca 

koji se proteze od prednje ka zadnjoj strani tijela prsljena.
Duzina i sirina gornje povrsine tijela prsljena su parametri koji uslovljavaju polozaj tacaka sa 
gornje povrsine tijela prsljena u odnosu nax odnosnoy koordinatnu osu, kao sto je prikazano na 
slici 4.15. Gornja povrsina tijela prsljena je blago uzdignuta u odnosu na poprecnu xOy ravan 
posmatrano sa prednje ka zadnjoj strani tijela prsljena, tj. po duzini gornje povrsine tijela 
prsljena. Dakle, ugao koji gornja povrsina tijela prsljena gradi sa poprecnom xOy ravni duz 
pravca koji se proteze od prednje ka zadnjoj strani tijela prsljena uslovljava polozaj tacaka sa 
gornje povrsine tijela prsljena u odnosu na z koordinatnu osu. Na osnovu prethodno recenog je 
proistekao predlog veze koordinata geometrijskih cvorova granicne krive 1 i navedenih 
parametara u sledecem obliku:

xp =a-EPD u (4.1a)
yp =b-EPWu (4.1b)

zp =c-EPDu-tan(E PlJ (4.1c)
gdje su: a, b ic  koeficijenti parametarskog modela krive.

Optimalne velicine koeficijenata parametarskog modela granicne krive 1 se odreduju iz uslova 
najbolje aproksimacije svih granicnih krivih 1 dobijenih tokom rekonstrukcije geometrije 
prsljena klasicnom metodom prema podacima sa digitalizovanih slika, koja je u ovom radu 
izvrsena za cetiri od ukupno deset osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak, granicnom 
krivom 1 dobijenom predlozenim parametarskim modelom. U tom se smislu geometrijski 
cvorovi granicne krive 1, dobijene rekonstrukcijom klasicnom metodom prema podacima sa CT 
slika, smatraju uporednim tackama. Dakle, polozaj geometrijskih cvorova p, se u predlozenom 
parametarskom modelu odreduje trazenjem najbolje aproksimacije polozaja uporednih tacaka k,j. 
Ova aproksimacija je zasnovana na minimizaciji sume rastojanja, pojedinacnih geometrijskih 
cvorovap, i odgovarajucih uporednih tacaka ktJ, metodom najmanjih kvadrata. Ovakav pristup je 
u istrazivanju posvecenom geometrijskom modeliranju srednjeg uha iz 2002. godine koristio 
Q.Sun sa saradnicima [32]. Suma rastojanja /'-tog geometrijskog cvora p, i odgovarajucih 
uporednih tacaka ktj defmisana je na sljedeci nacin:

f . = £ | P i - M  (4.2)
j=l

gdje je | | norma vektora, a broj uporednih tacaka. Broj uporednih tacaka, koje odgovaraju
pojedinacnim geometrijskim cvorovima parametarski modeliranih granicnih krivih, odgovara 
broju prsljena cija je geometrija rekonstruisana klasicnom metodom i iznosi n*=4.

Kao sto je vec navedeno, koriscenjem alata Mechanical Desktop-a sa granicne krive 1 su ocitani 
podaci o koordinatama geometrijskih cvorova za cetiri prsljena rekonstruisana klasicnom 
metodom. Na ovaj nacin je odreden polozaj uporednih tacaka potrebnih za odredivanje 
optimalnih velicina koeficijenata parametarskog modela granicne krive 1. Ovako odredene

>
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koordinate uporednih tacaka i odgovarajuce velicine parametara EPDU, EPWU i EPIlu, datih u 
tabeli 3.10 za osobe ciji je prsljen rekonstruisan klasicnom metodom prema podacima sa CT 
slika, su uvrscene u izraze (4.1a,b,c) kako bi se odredile uporedne velicine koeficijenata 
parametarskog modela granicne krive 1. Dobijene uporedne velicine koeficijenata parametarskog 
modela granicne krive 1 su date u tabeli 4.1.

Tabela 4.1 Uporedne velicine koeficijenata a, b ic  odredene sa granicne krive 1 dobijene prema 
podacima sa CT slika________________________

Uporedna tacka Osoba broj a b c

ko

1

0 0 0
2
3
4

ki

1 -0.068

0.25

0.036
2 -0.065 0.033
3 -0.060 0.024
4 -0.062 0.025

k2

1 -0.133

0.35

0.071
2 -0.129 0.065
3 -0.123 0.054
4 -0.125 0.061

k3

1 -0.199

0.40

0.104
2 -0.195 0.098
3 -0.187 0.086
4 -0.189 0.091

k4

1 -0.328

0.45

0.135
2 -0.322 0.127
3 -0.311 0.117
4 -0.320 0.124

k5

1 -0.652

0.50

0.166
2 -0.639 0.162
3 -0.629 0.149
4 -0.636 0.151

Uvrstavanjem jednacina (4.1a,b,c) u izraz (4.2) se dobija izraz sledeceg oblika:

j=!

( v E P D u J - a l J . E P D u j ) 2 +

( b j  • E P W Uj  -  b y  ■ E P W U j ) 2 +

fe -EPDuj ■tan(EPItuJ) - c iJ -EPDu>j - ta n fE P lJ )2

(4.3)

Minimizacija funkcije f  se vrsi izjednacavanjem parcijalnih izvoda funkcije po koeficijentima a, 
b i c sa nulom, cim se dobijaju sljedeci izrazi:

E l
3a j

E l
3b:

= Z EPDuJ-(ai -EPDUJ- a iJ- E P D j= 0
j=l
4

= E  EPW.j ■ (b, ■ EPW„, -  b,j ■ EPW .j)= 0
j=l

(4.4a)

(4.4b)

| r  = £ EpD .j ■tanfEPI.jHc, ■ EPD,,r tan(EPI„J-Cy ■ EPD,, ta n (E P I .J=  0 (4.4c)
0Ci j=l

Uvrstavanjem uporednih velicina koeficijenata bjj i Cjj iz tabele 4.1 i odgovarajucih velicina 
parametara EPDU, EPWU i EPItu iz tabele 3.10 u jednacine (4.4a,b,c) odredene su velicine 
koeficijenata a, b i c parametarskog modela granicne krive 1, date u tabeli 4.2.
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Tabela 4.2 Velicine koeficijenta a, b i c u parametarskom modelu granicne krive 1
Geometrijski cvor Po Pi P2 P3 P4 Ps
Koeficijent a 0 -0.064 -0.128 -0.193 -0.321 -0.640
Koeficijent b 0 0.250 0.350 0.400 0.450 0.500
Koeficijent c 0 0.031 0.065 0.097 0.128 0.159

Defmisan polozaj geometrijskih cvorova u potpunosti odreduju NURBS krivu, tj. velicinu 
parametara krive na krajevima segmenata krive, vektor cvorova, kao i polozaj kontrolnih tacaka 
krive. U cilju ilustracije navedenog bice dat kratak prikaz rezultata parametarskog modeliranja 
granicne krive 1 prsljena, osobe pod rednim brojem 2 u tabeli 3.10. Uvrstavanjem odgovarajucih 
veliSina parametara EPDU, EPWU i EPIlu, datih u tabeli 3.10, i velicina koeficijenata 
parametarskog modela, datih u tabeli 4.2, u izraz (4.1a,b,c) odreden je polozaj geometrijskih 
cvorova granicne krive 1, dat u tabeli 4.3

Tabela 4.3 Polozaj geometrijskih cvorova odreden parametarskim modelom granicne krive 1
Geom. Cvor __ Ea__ Pi P2 P3 P4 Ps

( x , y , z )  fmml 0,0,0 -2.07,11.78,0.04 -4.13,16.49,0.08 -6.20,18.84,0.12 -10.34,21.20,0.16 -20.67,23.55,0.20

Velicine parametra krive uSJ- na krajevima segmenata NURBS krive, koji se poklapaju sa 
polozajem geometrijskih cvorova, se odreduju prema izrazu (A.22). Uvrstavanjem koordinata 
geometrijskih cvorova u navedeni izraz se dobija vektor «*=[(), 2.01, 2.88, 3.41, 4.21, 6]. Broj 
kontrolnih tacaka kubne B-splajn krive je, kao Sto je pokazano u dodatku A, za dva veci od broja 
geometrijskih cvorova. Stoga je u slucaju granicne krive 1 koja interpolira sest geometrijskih 
cvorova broj kontrolnih tacaka osam (rô -r7). Broj clanova vektora cvorova NURBS krive 
u = (u)o+k+1 je odreden stepenom krive k i brojem kontrolnih tacaka, tj. maksimalnom velicinom 
indeksa kontrolne tacke n kao sto je pokazano u dodatku A. Dakle, u slucaju granicne krive 1, 
predstavljene kubnom NURBS krivom sa osam kontrolnih tacaka, broj clanova vektora cvorova 
NURBS krive iznosi dvanaest. Vektor cvorova se formira prosirivanjem vektora us na taj nacin 
sto se za jednu polovinu nedostajucih cvorova usvoji velicina minimalnog, a za drugu 
maksimalnog clana vektora us. Na ovaj nacin je formiran vektor cvorova granicne krive 1
u = (u)" = [0,0,0,0,2.01,2.88,3.41,4.21,6,6,6,6], Za vektor cvorova se moze usvojiti i bilo koji 
drugi vektor koji predstavlja proizvod izabrane skalarne velicine i vektora cvorova odredenog na 
prethodno opisan nacin. Polozaj kontrolnih tacaka r, se odreduje iz uslova da se geometrijski 
cvorovi nalaze na NURBS krivoj definisanoj izrazom (A.27):

£ w , . i ; - N f ( u J  ___
Pj = r(u. , j ) = ---------- — • j = 0,n, (4.5)

i=0

Uz pocetnu pretpostavku o vektoru tezinskih koeficijenata w„ kao i poznatom broju 
geometrijskih cvorova i kontrolnih tacaka granicne krive 1 prethodni se izraz moze zapisati u 
sljedecem obliku:

2 > n ‘ (uJ  _
PJ = JA -------------• j = 0.5 (4-6)

E N f k j )
i=0

Iz prethodnog izraza se formiraju dvije jednacine manje od broja nepoznatih velicina. Stoga, se 
dvije dodatne jednacine nalaze iz uslova koji proistice iz zadatog polozaja tangenti na NURBS 
krivu u pocetnom i krajnjem geometrijskom cvoru:
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d r ( u s , o )  d Z ri ’N.k(Us,o)
i=0 • ^  d r ( u s ,5 )  d S r - N 'k . , )

i=0

du du
(  i= o  )

du du
Z N ‘ k , )

V  i=0 7

Prema izrazima (4.6) i (4.7) je odreden i polozaj kontrolnih tacaka granicne krive 1, a dobijene 
velicine koordinata kontrolnih tacaka su date u tabeli 4.4.

Tabela 4.4 Polozaj kontrolnih tacaka odreden parametars dm modelom granicne krive 1
Kontrolna tacka r0 n r2 r3

(x,y,z) [mm] 0,0,0 0,3.99,0 -1.20,9.65,0.03 -3.56,16.04,0.07
Kontrolna tacka U r5 r6 r7

(x,y,z) [mm] -6.46,19.39,0.13 -12.07,22.15,0.17 -17.14,23.55,0.20 -20.67,23.55,0.20

Predlog parametarskog modela, postupak odredivanja broja i polozaj a geometrijskih cvorova, 
kao i optimalne velicine koeficijenata predlozenog parametarskog modela preostalih granicnih 
krivih gomje povrsine tijela prsljena je istovjetan sa prethodno obrazlozenim za granicnu krivu 
1. Da bi se izbjeglo visestruko i detaljno prikazivanje istog postupka u narednoj tabeli ce biti dati 
dobijeni rezultati o polozaju geometrijskih cvorova parametarskog modela preostalih granicnih 
krivih gornje povrsine tijela prsljena.

Tabela 4.5 Pregled polozaja geometrijskih cvorova parametarskog modela granicnih krivih 
gornje povrsine tijela prsljena___________________________________________________

Polozaj geometrijskih cvorova parametarskog modela granicne krive 2
Pocetna tacka granicne krive T„ Krajnja tacka granicne krive Tk

Vektor tangente (1,0,0) (0,-l,0)
Geometrijski cvor Koeficijent a Koeficijent b Koeficijent c

Po -0.640 0.500 0.159
Pi -0.954 0.463 0.488
P2 -1.044 0.426 1.147
P3 -1.089 0.316 1.806

Polozaj geometrijskih cvorova parametarskog modela granicne krive 3
Pocetna tacka granicne krive T„ Krajnja tacka granicne krive Tk

Vektor tangente (0,1,0) (0,-l,0)
Geometrijski cvor Koeficijent a Koeficijent b Koeficijent c

Po -1.089 0.316 1.806
Pi -1.071 0.253 1.645
P2 -1.053 0.221 1.484
P3 -1.018 0.158 1.161
P4 -1 0 1

Polozaj geometrijskih cvorova parametarskog modela granicne krive 4
Pocetna tacka granicne krive T„ Krajnja tacka granicne krive Tk

Vektor tangente (1,0,0) (-1,0,0)
Geometrijski cvor Koeficijent a Koeficijent b Koeficijent c

Po 0 0 0
Pi -0.640 0 0.157
P2 -1 0 1

Parametri koji odreduju oblik i dimenzije granicnih krivih donje povrsine tijela prsljena su:
• EPDi - duzina donje povrsine tijela prsljena;
• EPWi - sirina donje povrsine tijela prsljena;
• EPIti - ugao koji donja povrsina tijela prsljena gradi sa porecnom xOy ravni duz pravca koji 

se proteze od prednje ka zadnjoj strani tijela prsljena;
• VBHa - visina prednjeg dijela tijela prsljena u srednjoj sagitalnoj ravni.
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Duzina i sirina donje povrsine tijela prsljena su parametri koji uslovljavaju polozaj tacaka sa 
donje povrsine tijela prsljena u odnosu na x odnosno y  koordinatnu osu. Donja povrsina tijela 
prsljena je blago uzdignuta u odnosu na poprecnu xOy ravan posmatrano sa prednje ka zadnjoj 
strani tijela prsljena tj. po duzini donje povrsine tijela prsljena. Visina prednjeg dijela tijela 
prsljena odreduje rastojanje gornje i donje povrsine tijela prsljena u srednjoj sagitalnoj ravni duz 
z koordinatne ose. Dakle, ugao koji donja povrsina tijela prsljena gradi sa poprecnom xOy ravni 
duz pravca koji se proteze od prednje ka zadnjoj strani tijela prsljena, kao i visina prednjeg dijela 
tijela prsljena uslovljavaju polozaj tacaka sa donje povrsine tijela prsljena u odnosu na z 
koordinatnu osu. Na osnovu prethodno recenog je proistekao predlog veze koordinata 
geometrijskih cvorova granicnih krivih donje povrsine tijela prsljena i navedenih parametara u 
sljedecem obliku:

xp = a-EPD, (4.8a)
yp = b ■ EPW, (4.8b)

zp =c-EPD,-tan(EPItl)-V B H a (4.8c)

gdje su: a, b i c koeficijenti parametarskog modela krivih.

Postupak odredivanja broja i polozaja geometrijskih cvorova, kao i optimalne velicine 
koeficijenata predlozenog parametarskog modela granicnih krivih donje povrsine tijela prsljena 
je istovjetan sa prethodno obrazlozenim postupkom za granicnu krivu 1. Da bi se izbjeglo 
visestruko i detaljno prikazivanje istog postupka, u narednoj tabeli ce biti dati dobijeni rezultati o 
polozaju geometrijskih cvorova parametarskog modela granicnih krivih donje povrsine tijela 
prsljena.

Tabela 4.6 Pregled polozaja geometrijskih cvorova parametarskog modela granicnih krivih 
donje povrsine tijela prsljena___________________________________________________

Polozaj geometrijskih cvorova parametarskog modela granicne krive 5
Pocetna tacka granicne krive T„ Krajnja tacka granicne krive Tk

Vektor tangente (0,-l,0) (-1,0,0)
Geometrijski cvor Koeficijent a Koeficijent b Koeficijent c

Po o.ois 0 0
Pi -0.044 0.250 0.001
P2 -0.112 0.350 0.003

___________ E3___________ -0.177 0.400 0.003
___________ P4___________ -0.300 0.450 0.005

PS -0.611 0.500 0.005
Polozaj geometri jskih cvorova parametarskog modela granicne krive 6

Pocetna tacka granicne krive T„ Krajnja tacka granicne krive Tk
Vektor tangente (1,0,0) (0.-1.0)

Geometrijski cvor Koeficijent a Koeficijent b Koeficijent c
Po -0.611 0.500 0.005
Pi -0.933 0.456 0.199
P2 -1.016 0.412 0.401
P3 -1.061 0.280 0.598

Polozaj geometrijskih cvorova parametarskog modela granicne krive 7
Pocetna tacka granicne krive T„ Krajnja tacka granicne krive Tk

Vektor tangente (0,1,0) (0.-1.0)
Geometrijski cvor Koeficijent a Koeficijent b Koeficijent c

___________ Po___________ -1.061 0.280 0.598
Pi -1.043 0.224 0.681
P2 -1.026 0.196 0.801
P3 -0.989 0.140 0.907

___________ £l___________ -0.982 0 1
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Polozaj geometrijskih cvorova parametarskog modela granicne krive 8
Pocetna tacka granicne krive T„ Krajnja tacka granicne krive Tk

Vektor tangente (1,0,0) (-1,0,0)
Geometrijski cvor Koeficijent a Koeficijent b Koeficijent c

___________ Eo___________ 0.018 0 0
___________ El___________ -0.622 0 0.579

P2 -0.982 0 1

Parametri koji odreduju oblik i dimenzije granicnih krivih bocnih povrsina tijela prsljena su:
• EPDU, EPDi - duzina gornje i donje povrsine tijela prsljena;
• EPWU, EPWi - sirina gornje i donje povrsine tijela prsljena;
• VBHa, VBHp - visina prednjeg i zadnjeg dijela tijela prsljena u srednjoj sagitalnoj ravni. 

Duzina i sirina gornje i donje povrsine tijela prsljena su parametri koji uslovljavaju polozaj 
tacaka sa bocnih povrsina tijela prsljena u odnosu na x odnosno y  koordinatnu osu. Visina 
prednjeg i zadnjeg dijela tijela prsljena uslovljavaju polozaj tacaka sa bocnih povrsine tijela 
prsljena u odnosu na z koordinatnu osu. Na osnovu prethodno recenogje proistekao predlog veze 
koordinata geometrijskih cvorova granicnih krivih bocnih povrsina tijela prsljena i navedenih 
parametara u sljedecem obliku:

xp = a, • EPDU + a2 • EPD, (4.9a)
yP = b, • EPWU + b2 • EPW, (4.9b)
zp = c, • VBHa + c2 ■ VBHp (4.9c)

gdje su: aj, ct2, bj, b2, ci i C2 koeficijenti parametarskog modela krivih.

Postupak odredivanja broja i polozaja geometrijskih cvorova, kao i optimalne velicine 
koeficijenata predlozenog parametarskog modela granicnih krivih bocnih povrsina tijela prsljena 
je istovjetan sa prethodno obrazlozenim postupkom za granicnu krivu 1. Da bi se izbjeglo 
visestruko i detaljno prikazivanje istog postupka, u narednoj tabeli ce biti dati dobijeni rezultati o 
polozaju geometrijskih cvorova parametarskog modela granicnih krivih bocnih povrsina tijela 
prsljena.

Tabela 4.7 Pregled polozaja geometrijskih Cvorova parametarskog modela granicnih krivih 
bocnih povrsina tijela prsljena__________________________________________________

Polozaj geometrijskih cvorova parametarskog modela granicne krive 9
Pocetna tacka granicne krive T„ Krajnja tacka granicne krive Tk

Vektor tangente (0,0,1) (0,0,-1)
Geometrijski cvor Koeficijenti a, / a2 Koeficijenti bi / b2 Koeficijenti Ci / c2

Po 0 /0 0 /0 0 /0
Pi 0.015/0 0 /0 -0.500 / 0
P2 0/0.018 0 /0 -1/ 0

Polozaj geometrijskih cvorova parametarskog modela granicne krive 10
Pocetna tacka granicne krive T„ Krajnja tacka granicne krive Tk

Vektor tangente (0,0,1) (0,0,-1)
Geometrijski cvor Koeficijenti a, / a2 Koeficijenti bi / b2 Koeficijenti C| / c2

Po -0.640 / 0 0.500/0 0.013/0.010
Pi -0.625 / 0 0.436/0 -0.238/-0.257
P2 0/-0.611 0/0.500 -0.479 / -0.525
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Polozaj geometrijskih cvorova parametarskog modela granicne krive 11
Pocetna tacka granicne krive TD Krajnja tacka granicne krive Tk

Vektor tangente (0,0,1) (0,0,-l)
Geometrijski cvor Koeficijenti ai / a2 Koeficijenti b) / b2 Koeficijenti C) / c2

Po -1.089/0 0.316/0 0.058/0.099
Pi -1.074/0 0.310/0 -0.192/-0.188
P2 0 / -1.061 0/0.280 -0.257 / -0.683

Polozaj geometrijskih cvorova parametarskog modela granicne krive 12
Pocetna tacka granicne krive T„ Krajnja tacka granicne krive 7*

Vektor tangente (0,0,1) (0,0,-l)
Geometrijski cvor Koeficijenti ai / a2 Koeficijenti bi / b2 Koeficijenti Ci / c2

Po - 1 / 0 0 / 0 0.036 / 0.050
Pi -0.985 / 0 0 /0 -0.197/-0.188
P2 0 / -0.982 0 /0 -0.421 /-0.436

4.3.4 Modeliranje elementarnih povrsina

Po izvrsenom modeliranju granicnih krivih 
elementarnih povrsina stvorene su 
pretpostavke i za modeliranje samih povrsina.
Polovina tijela prsljena je modelirana sa pet 
ceonih i bocnih povrsina koje su ujedno i 
osnova za modeliranje povrsina koje 
predstavljaju prelazna zaobljenja izmedu 
ceonih i bocnih povrsine. Na slici 4.16 su 
prikazane granicne krive koje predstavljaju 
osnovu za modeliranje elementarnih povrsina 
dobijenih dekompozicijom obvojne povrsine 
polovine tijela prsljena. Elementarne povrsine 
su modelirane kubnim neuniformnim 
racionalnim B-splajn povrsinama tj. kubnim 
NURBS povrsinama, stepena k=l=3, 
defmisanim izrazom (A.36). Za velicine 
tezinskih koeficijenata kontrolnih tacaka 
NURBS povrsina je usvojena vrijednost wy= 1.
NURBS povrsine su, kao sto je objasnjeno u dodatku A, u potpunosti odredena sa cetiri granicne 
krive i to:

• povrsina 1 granicnim krivim 1, 2, 3 i 4;
• povrsina 2 granicnim krivim 5, 6, 7 i 8;
• povrsina 3 granicnim krivim 1, 5, 9 i 10;
• povrsina 4 granicnim krivim 2,6, 10 i 11;
• povrsina 5 granicnim krivim 3, 7, 11 i 12.

Slika 4.16 Granicne krive elementarnih 
povrsina polovine tijela prsljena

Nacin generisanja mreze kontrolnih tacaka ry NURBS povrsine je uslovljen idejom iz koje je i 
proistekao predlog metode za parametarsko modeliranje geometrije prsljena. Dakle, potrebom da 
se omoguci automatizacija modeliranja prsljena u okruzenju izabranog komercijalnog 
geometrijskog modelera kroz stvaranje osnove, u vidu parametarskog modela prsljena, za razvoj 
programa za geometrijsko modeliranje. Za realizaciju ovog cilja je izabran geometrijski modeler 
Mechanical Desktop 6, proizvod americke kompanije AutoDesk Inc, jedan od najpopulamijih 
komercijalnih modelera. Izbor okruzenja u kojem ce se izvrsiti automatizacija geometrijskog 
modeliranja prsljena, tacnije raspolozivi alati izabranog geometrijskog modelera su uslovili 
opredeljenje da mreza kontrolnih tacaka NURBS povrsine lezi na Coons-ovoj povrsini. Coons- 
ova povrsina je definisana izrazom (A.34) i u potpunosti je, kao sto je objasnjeno u dodatku A,
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odredena sa cetiri granicne krive. U ovom slucaju to su cetiri granicne krive NURBS povrsine 
cija mreza kontrolnih tacaka lezi na Coo«,v-ovoj povrsini.

Slika 4.17 Mreze kontrolnih tacaka i NURBS povrsine kojim su modelirane 
ceone i bocne povrsine polovine tijela prsljena

Na slici 4.17 su prikazane mreze kontrolnih 
tacaka ceonih i bocnih elementamih povrsina 
koje leze na Coons-ovoj povrsini i NURBS 
povrsine generisane prema tako formiranoj 
mrezi kontrolnih tacaka. Na bazi modeliranih 
NURBS povrsina, prikazanih na slici 4.17, 
izvrseno je i modeliranje povrsina koje 
predstavljaju prelazna zaobljenja izmedu 
ceonih i bocnih povrsina polovine tijela 
prsljena. Ovo modeliranje je izvrseno 
koriscenjem alata geometrijskog modelera pri 
cemu su velicine radijusa zaobljenja 
modeliranih prelaznih povrsina date u tabeli 
3.10. NURBS povrsine kojim je modelirana 
polovina tijela prsljena su prikazane na slici 
4.18

Slika 4.18 NURBS povrsine kojim 
je modelirana polovina tijela prsljena

4.3.5 Generisanje 3D povrsinskog modela prsljena

Predlozeni model za parametarsko modeliranje geometrije prsljena predstavlja osnovu za 
automatizaciju procesa rekonstrukcije geometrije prsljena. Automatizacija procesa 
rekonstrukcije geometrije prsljena je realizovana razvojem odgovarajuceg programa koji na 
osnovu velicina izabranih geometrijskih karakteristika prsljena generise 3D povrsinski model 
prsljena. Razvoj programa za generisanje 3D povrsinskog modela prsljena je izvrsen u okruzenju 
komercijalnog geometrijskog modelera Mechanical Desktop 6. Razvoj programa u okruzenju 
postojeceg geometrijskog modelera omogucava niz pogodnosti poput:

• Koriscenja grafickog okruzenja modelera;
• Koriscenja alata modelera kao biblioteke funkcija koje se po potrebi koriste tokom razvoja 

programa;
• Mogucnosti cuvanju generisanog 3D povrsinskog modela prsljena u poznatom formatu 

koji omogucava jednostavnu razmjenljivost modela sa drugim komercijalnim programima.
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Razvojni alati koji su korisceni tokom razvoja programa za automatizacju geometrijskog 
modeliranja prsljena su:

• DCL i
• Visual Lisp.

DCL je programski jezik koji se u okruzenju Mechanical Desktop-a koristi za razvoj grafickog 
interfejsa. Graficki interfejs programa za unos parametara na osnovu kojih se generise 3D 
povrsinski model prsljena, razvijen wDCL jeziku, je prikazan je na slici 4.19.
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Slika 4.19 Graficki interfejs programa za parametarsko modeliranje geometrije prsljena

Visual Lisp je jedan od programskih jezika koji se u okruzenju Mechanical Desktop-a koristi za 
razvoj sopstvenih funkeija i citavih programa koji se izvrsavaju u okruzenju modelera. Ovaj 
programski jezika je koriscen kao alat za razvoj programa za automatizaeiju geometrijskog 
modeliranja prsljena. Izabrani dijelovi ovog programa su dati u prilogu D. Na narednoj slici je 
prikazan 3D povrsinski model generisan na bazi parametarskog modela prsljena autora ovog 
rada.
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Slika 4.20 3D povrsinski model prsljena
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4.4 PROCJENA USPJESNOSTI METODA ZA PARAMETARSKO  
MODELIRANJE GEOMETRIJE PRSLJENA

Procjena uspjesnosti metoda za parametarsko modeliranje geometrije prsljena je izvrsena 
uporedenjem geometrijskih modela prsljena dobijenih klasicnom metodom na osnovu podataka 
sa CT slika i modela dobijenih parametarskim modeliranjem geometrije prsljena za osobe pod 
rednim brojem 1̂ -4 iz tabele 3.10. Modeli prsljena dobijeni na oba nacina su, alatom Mechanical 
Desktop-a za spajanje elementamih povrsina, iz povrsinskih transformisani u solid modele kako 
bi se mogle odrediti fizicke karakteristike istih. Na osnovu dobijenih solid modela prsljena su 
odredene zapremine tijela prsljena i citavog prsljena, date u tabeli 4.8, prema oba modela.

Tabela 4.8 Zapremina prsljena odredena na osnovu solid modela prsljena
Osoba 

redni broj

Parametarski model prsljena Model prsljena rekonstruisan klasicnom metodom
Tijelo prsljena 

[mm3]
Prsljen
[mm3]

Tijelo prsljena 
[mm3]

Prsljen
[mm3]

1 50964 66248 51371 68993
2 39142 52496 39259 54183
3 35509 46213 35707 47820
4 39153 53527 39349 55053

Kvalitet aproksimacije geometrijskog modela 
prsljena dobijenog klasicnom metodom prema 
podacima sa CT slika parametarskim 
modelom prsljena je potvrden odredivanjem 
zajednicke zapremine ova dva modela. Na 
slici 4.21 su prikazani preklopljeni solid 
modeli tijela prsljena dobijeni klasicnom 
metodom prema podacima sa CT slika, na slici 
prikazan plavom bojom, i parametarskim 
modeliranjem geometrije prsljena, na slici 
prikazan zelenom bojom. Alatom Mechanical 
Desktop-a za trazenje presjeka dva solid 
modela je odredena zajednicka zapremina 
tijela prsljena, kao i citavog prsljena. 
Uporedenjem ovako odredene zajednicke 
zapremine sa podacima o zapremini tijela 
prsljena i citavog prsljena datim u tabeli 4.8 se 
doslo do podataka o relativnom ucescu 
zajednicke zapremine u pojedinacnim 
zapreminama koje je dato u tabeli 4.9.

Slika 4.21 Preklopljeni solid modeli 
tijela prsljena

Tabela 4.9 Relativno ucescesce zajednicke zapremine u pojedinacnim zapreminama tijela 
prsljena i citavog prsljena_____________________________________________________

Osoba 
redni broj

Parametarski model prsljena Model prsljena rekonstruisan klasicnom metodom
Tijelo prsljena

r%i
Prsljen

r%i
Tijelo prsljena 

[%]
Prsljen

[%]
1 99.95 96.94 99.16 93.08
2 99.98 95.32 99.68 94.35
3 99.91 95.89 99.36 93.67
4 99.92 96.02 99.42 93.36
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4»5 DISKUSIJA REZULTATA PARAMETARSKOG MODELIRANJA 
GEOMETRIJE PRSLJENA

Na osnovu rezultata uporedenja geometrijskih modela prsljena dobijenih klasicnom metodom na 
osnovu podataka sa CT slika i parametarskim modeliranjem geometrije prsljena datih u tabelama 
4.8 i 4.9 moguce je donijeti valjanu procjenu uspjesnosti parametarskog modeliranja geometrije 
prsljena. Ocigledno je da je parametarsko modeliranje geometrija tijela prsljena izvedeno vrlo 
uspjesno, s obzirom da zajednicka zapremina tijela prsljena, odredena presjekom odgovarajucih 
geometrijskih modela dobijenih navedenim metodama, predstavlja vise od 99% pojedinacnih 
zapremina geometrijskih modela tijela prsljena. Parametarsko modeliranje geometrije citavog 
prsljena izvedeno je sa nesto manje uspjeha, s obzirom da zajednicka zapremina prsljena, 
odredena presjekom odgovarajucih geometrijskih modela dobijenih navedenim metodama, 
predstavlja (93-^97)% pojedinacnih zapremina geometrijskih modela prsljena. Ovakva razlika 
geometrijskih modela prsljena je u najvecem dijelu posljedica odstupanja u podrucju spinoznog i 
poprecnih nastavaka. Naime, zajednicka zapremina prsljena bez spinoznog i poprecnih 
nastavaka, odredena presjekom odgovarajucih geometrijskih modela dobijenih navedenim 
metodama, predstavlja vise od 98% pojedinacnih zapremina geometrijskih modela prsljena bez 
spinoznog i poprecnih nastavaka.

Razlog za manju uspjesnost parametarskog modeliranja geometrije citavog prsljena u odnosu na 
tijelo prsljena treba traziti u sljedecim razlozima:

• Slozenosti geometrije prsljenskih nastavaka i neadekvatnom broju parametara modela koji 
odgovaraju geometrijskim karakteristikama spinoznog i poprecnih nastavaka. Naime, 
parametarskim modelom geometrije prsljena su obuhvacena svega dva parametra koja 
odgovaraju geometrijskim karakteristikama spinoznog i poprecnih nastavaka, i to: duzina 
spinoznog nastavka i raspon poprecnih nastavaka;

• Polaznoj pretpostavci parametarskog modela o simetriji prsljena u odnosu na srednju 
sagitalnu ravan, zbog cega je parametarski modelirana samo desna polovina prsljena, dok 
je lijeva polovina generisana ravanski simetricnim preslikavanjem u odnosu na srednju 
sagitalnu ravan. Ova pretpostavka je, na osnovu dobijenih rezultata, dovoljno tacna za 
tijelo prsljena, ali ne i za prsljenske nastavke cija se geometrija znatnije razlikuje na 
suprotnim stranama srednje sagitalne ravni.

Dakle, moguce pravci daljih istrazivanja u cilju povecanja uspjesnosti parametarskog 
modeliranja geometrije prsljena bi trebali biti usmjereni ka:

• Uvodenju dodatnih parametara kojim bi se na logicniji nacin parametarski izrazila 
geometrija spinoznog i poprecnih nastavaka;

• Zasebnom parametarskom modeliranju geometrije prsljenskih nastavaka sa obje strane 
srednje sagitalne ravni.

Kako bi se stekla jasnija predstava o povecanju efikasnosti geometrijskog modeliranja 
predlozenim parametarskim modeliranjem geometrije prsljena i njegovom automatizacijom u 
odnosu na modeliranje geometrije prsljena prema podacima sa CT slika, bice dati i neki 
vremenski pokazatelji koji su rezultat licnog iskustva autora ovog rada. Za modeliranje 
geometrije prsljena klasicnom metodom prema podacima sa CT slika autoru ovog rada je u 
prosjeku bilo potrebno oko 15 sati efektivnog rada, a za parametarsko modeliranje geometrije 
prsljena oko pola sata efektivnog rada u slucaju da je odredivana i velicina parametara sa CT 
slika. U slucaju koriscenja podataka o velicinama parametara iz literaturnih izvora, modeliranje 
geometrije prsljena ne bi trajalo duze od nekoliko minuta.

79



NUMERICKO MODELIRANJE ADAPTIVNOG PROCESA

5
NUMERICKO MODELIRANJE 

PROCESA AD APT A CIJ
TKIVA NA MEHANICKO OPETRECENJE

5.1 UVOD

Parametarski model ljudskog prsljena, prikazan u prethodnom poglavlju, definise geometriju 
biomehanickog FEM modela ljudskog prsljena ciji se dalji razvoj odvija kroz sljedece korake:

• Generisanje mreze konacnih elemenata;
• Definisanje mehanickog opterecenja prsljena;
• Matematicko modeliranje procesa adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opeterecenje;
• Odredivanje raspodjele kostanog tkiva prsljena numerickim modeliranjem adaptivnog 

procesa baziranim na matematickom modelu i metodi konacnih elemenata, kojom se za 
poznato mehanicko opterecenje odreduju pokazatelji naponsko-deformacionog stanja 
prsljena koji upravljaju adaptivnim procesom;

• Odredivanje mehanickih karakteristika (modula elasticnosti, napona na granici plasticne 
deformacije, napona na granici statickog razaranja) svakog pojedinacnog konacnog 
elementa FEA/modela prsljena na osnovu formirane raspodjele kostanog tkiva prsljena.

Numericko modeliranje procesa adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje, kojim se 
odreduje raspodjela kostanog tkiva, ce biti realizovana na 3D modelu slabinskog prsljena L5. 
Prema saznanju autora ovog rada to ce biti po prvi put izvedeno numericko modeliranje 
adaptivnog procesa na 3D modelu prsljena. Numericko modeliranje raspodjele kostanog tkiva 
prsljena ce biti bazirano na Nijmegen modelu adaptivnog procesa. Pri tome ce modeliranje 
adaptivnog procesa, u cilju uporedenja, biti realizovana modifikacijama ovog modela koje je 
predlozio M.G.Mullender sa saradnicima 1994. godine [74], Z.Xinghua sa saradnicima 2002. 
godine [24] i modifikaciji ovog modela koja predstavlja originalni predlog autora ovog rada.

Prema ideji autora ovog rada Nijmegen model adaptivnog procesa ce biti modifikovan 
uvodenjem dodatnog koeficijenta, u vidu eksponenta, u funkciju prostomog uticaja. Na ovaj 
nacin ce biti omoguceno ispitivanje efekta varijacije oblika funkcije prostornog uticaja na 
adaptivni proces u okruzenju. U cilju sto realnijeg modeliranja kostanog tkiva Nijmegen model 
ce biti modifikovan i uvodenjem ortotropnosti spongioznog kostanog tkiva u model. Pokazatelji
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ortotropnosti spongioznog kostanog tkiva koji ce pri tome biti korisceni su rezultat istrazivanja 
kojeje 1999. godine sproveo D.Urlich sa saradnicima [51].

Nedostatak eksperimentalne verifikacije matematickih modela adaptivnog procesa je 
manjkavost vecine istrazivanja koja se bave matematickim modeliranjem ovog procesa. U 
pojedinim istrazivanjima, poput istrazivanja Mullender-a [74], testiranje predlozenog modela i 
njegovo uporedenje sa drugim modelima se vrsi iskljucivo na teorijskom primjeru. U 
istrazivanjima, poput onih koja su sproveli Weinans [77] i Xinghua [24], testiranje predlozenog 
modela i njegovo uporedenje sa drugim modelima se takode vrsi na teorijskom primjeru. 
Medutim, raspodjela kostanog tkiva dobijena modelom Weinans-a na primjeru 2D modela butne 
kosti, odnosno Xinghua-e na primjeru 2D modela tijela slabinskog prsljena se uporeduje i sa CT 
snimcima butne kosti, odnosno slabinskog prsljena. Za strukturu kostanog tkiva dobijenu 
simulacijom adaptivnog procesa se u oba slucaja konstatuje da je topoloski vrlo slicna realno 
postojecoj. Ovaj zakljucak nije, medutim, potkrepljen bilo kakvim kvantitativnim pokazateljem 
proisteklim iz uporedenja eksperimentalno utvrdene strukture kostanog tkiva i one dobijene 
numerickim modeliranjem adaptivnog procesa. Stoga se kvantitativno uporedenje 
eksperimentalnih rezultata i onih dobijenih numerickim modeliranjem adaptivnog procesa na 3D 
modelu prsljena, u vidu raspodjele relativne gustine kostanog tkiva, koje ce biti realizovano 
tokom ovog istrazivanja, na istrazivackom uzorku koji cini deset osoba navedenih u tabeli 3.2, 
namece kao znacajan iskorak u pravcu prevazilazenja ovog nedostatka.

5.2 FEM  MODEL SLABINSKOG PRSLJENA L5

Mehanicke karakteristike kostanog tkiva koje predstavlja materijal konacnih elemenata kojim se 
modelira prsljen ce biti odredene na osnovu raspodjele relativne gustine kostanog tkiva koja se 
odreduje numerickim modeliranjem adaptivnog procesa. Adaptacijom kostanog tkiva na 
mehanicko opeterecenje u matematickim modelima adaptivnog procesa upravlja neki od 
pokazatelja naponsko-deformacionog stanja, tj. razlika trenutne velicine izabranog pokazatelja 
naponsko-deformacionog stanja i velicine istog u stanju ravnoteze. U Nijmegen modelima 
adaptivnog procesa kao pokazatelj naponsko-deformacionog stanja je izabrana gustina 
deformacione energije. Naponsko-deformaciona analiza kojom se odreduje raspodjela gustine 
deformacione energije ce biti izvedena metodom konacnih elemenata. U cilju realizacije 
navedenih koraka, kojim se odreduju mehanicke karakteristike konacnih elemenata prsljena, ce 
biti razvijen program za FEA analizu naponsko-deformacionog stanja prsljena i numericko 
modeliranje adaptivnog procesa. Razlozi za razvoj sopstvenog programa su sljedeci:

• Numericko modeliranje adaptivnog procesa se odvija iterativno pri cemu se mehanicke 
karakteristike konacnih elemenata tokom adaptivnog procesa mijenjaju i iste su za sve 
elemente samo u pocetnoj iteraciji. Broj konacnih elemenata kojim se modelira prsljen se 
mjeri stotinama hiljada elemenata;

• Na osnovu podataka o gustini deformacione energije, dobijenih FEA analizom, i jednacine 
adaptacije treba odrediti prirastaje relativne gustine kostanog tkiva u konacnim elementima 
modela prsljena, kao i odgovarajuce promjene mehanickih karakteristika istog.

Stoga ce u nastavku ovog poglavlja biti prikazani i izabrani algoritmi, zasnovani na teorijskoj 
podlozi datoj u dodatku B ovog rada, koji predstavljaju osnovu za razvoj pojedinih funkcija 
navedenog programa.

5.2.1 Mreza konacnih elemenata prsljena

Mrezu konacnih elemenata, kojom se vrsi diskretizacija prsljena odnosno odgovarajuceg 3D 
geometrijskog modela generisanog na nacin opisan u prethodnom poglavlju ovog rada, cine 
zapreminski linearni izoparametarski konacni elementi. Detaljna teorijska podloga za ovaj tip 
konacnog elementa je data u prilogu B ovog rada. Ova vrsta konacnog elementa se uobicajno 
koristi za FEM  modele prsljena [24, 74, 77].
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Nacin generisanja mreze konacnih elemenata je uslovljen jednim od ciljeva ovog rada, tj. 
namjerom da se raspodjela relativne gustine kostanog tkiva tijela prsljena dobijena numerickim 
modeliranjem adaptivnog procesa na 3D modelu prsljena uporedi sa eksperimentalno odredenom 
raspodjelom relativne gustine kostanog tkiva. Shodne tome, usvojena velicina konacnog 
elementa, kojim se diskretizuje tijelo prsljena, je takva da konacni element dimenzijama 
odgovara elementarnoj zapremini skeniranog presjeka, tj. vokselu. Dimenzije voksela zavise od 
uslova pod kojim je vrseno snimanje prsljena na CT skeneru, i to sirine snimanih presjeka i 
rezolucije piksela. S obzirom da su CT slike prsljena tokom istrazivanja, ciji su rezultati 
prikazani u trecem poglavlju ovog rada, pravljene u ekvidistantnim poprecmm presjecima sirine 
2 mm pri rezoluciji piksela od 0.5 mmIpiksel dimenzije konacnog elementa, prikazanog na slici 
5.1, iznose 0.5x0.5x2 mm.

Slika 5.1 Mreza cvornih tacakajednog sloja konacnih elemenata tijela prsljena

Konacni elementi koji formiraju tijelo prsljena 
osim velicinom moraju i polozajem odgovarati 
vokselima snimanih presjeka tijela prsljena.
Ova cinjenica iskljucuje mogucnost koriscenja 
automatizovanih generatora mreze konacnih 
elemenata komercijalnih FEA programa.
Shodno tome u okviru programa za 
automatsko generisanje geometrijskog modela 
prsljena koji je razvio autor ovog rada, a o 
kojem je vec bilo rijeci u prethodnom 
poglavlju, razvijen je i modul za automatsko 
generisanja mreze konacnih elemenata tijela 
prsljena prilagodene dimenzijama i polozaju 
voksela snimanih presjeka prsljena. Formirana 
mreza cvornih tacaka jednog sloja ovako 
generisanih konacnih elemenata je prikazana 
na slici 5.1. Generisanje mreze konacnih 
elemenata prsljenskog luka sa nastavcima je 
izvrseno komercijalnim FEA programom 
ALGOR 15 americke kompanije Algor Inc. S 
obzirom da na trzistu postoji prilican broj FEA 
programa opredeljujuci faktor za izbor 
ALGOR-a je bio partnerski odnos koji postoji izmedu proizvodaca ovog programa i kompanije 
AutoDesk Inc. ciji je geometrijski modeler Mechanical Desktop 6 koriscen za generisanje 3D

Slika 5.2 Mreza konacnih elemenata 
prsljenskog luka sa nastavcima

82



NUMERICKO MODELIRANJE ADAPTIVNOG PROCESA

modela prsljena. S obzirom na ovu cinjenicu razmjena podataka izmedu ovih programa se 
uobicajno izvodi bez poteskoca. Pored navedenog ALGOR posjeduje i izuzetne mogucnosti za 
eksportovanje podataka o generisanom FEM modelu u ASCII fajlove kojim se naknadno moze 
jednostavno manipulisati. 3D geometrijski model prsljena je iz Mechanical Desktop-a 
eksportovan u ALGOR, u IGES formatu, i iskoriscen za automatsko generisanje mreze konacnih 
elemenata prsljenskog luka sa nastavcima prikazane na slid 5.2.

Na prethodno opisan nacin je generisana mreza konacnih elemenata biomehanickog FEM  
modela za prsljene svih osoba, navedenih u tabeli 3.2, koje predstavljaju istrazivacki uzorak. 
Formirana mreza konacnih elemenata jednog od prsljena je prikazana na slici 5.3.

Oznaka modela 
JANKO CG 5 
Mjesto i datum 
Podgorica 
20.09.2004.

Slika 5.3 Mreza konacnih elemenata biomehanickog FEM  modela prsljena

Podaci o polozaju cvornih tacaka, indeksima cvornih tacaka i konacnih elemenata, kao i 
pripadnosti cvornih tacaka konacnim elementima tijela prsljena, prikazanim na slici 5.1, i 
prsljenskog luka sa nastavcima, prikazanim na slici 5.2, su eksportovani u ASCII fajl u cilju 
naknadnog koriscenja. U tabeli 5.1 su dati podaci o broju konacnih elemenata i stepena slobode 
FEM modela prsljena osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak.

Tabela 5.1 Karakteristike FEM  modela prsljena
Redni broj 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Br.konacnih
elemenata 133564 105999 96409 106242 130561 166250 153740 129705 164627 155717

Br.stepena 
slobode 454572 347004 319119 350307 427971 545292 503982 426903 536205 506946

5.2.2 Konacni elementi ligamenata

Ligamenti kojim je prsljen vezan sa susjednim prsljenima su, po uzoru na FEM  model 
slabinskog dijela kicmenog stuba koji je razvio Chen [35], modelirani kabl konacnim 
elementima. Detaljna teorijska podloga za ovaj tip konacnog elementa je data u prilogu B ovog 
rada. Ovi elementi, postavljeni duz z koordinatne ose, jednim krajem su vezani za prsljen, a 
drugim za nepokretni oslonac. Karakteristike kabl konacnih elemenata, kojim su modelirani

83



NUMERICKO MODELIRANJE ADAPTIVNOG PROCESA

razliciti ligamenti, su date u tabeli 2.17. Polozaj tacaka vezivanja kabl konacnih elemenata za 
prsljen je prikazan na slid 5.4.

Lig. intertransversarium

articulares

z
Lig. flavion

Lig. longitudinale anterior Lig. supraspinale

Slika 5.4 Polozaj tacaka vezivanja kabl konacnih elemenata za prsljen

U tabeli 5.2 su dati podaci o broju kabl konacnih elemenata kojim su modelirani ligamenti koji je 
usvojen prema podacima iz tabele 2.16.

Tabela 5.2 Broj konacnih elemenata ligamenta
Ligamenti Konacni element Broj konacnih elemenata

Lig. longitudinale anterior 20
Lig. longitudinale posterior 20
Lig. intertransversarium 8
Lig. flavum Kabl element sa 2 cvora 10
Lig. interspinalia 6
Lig. supraspinale 2
Capsulae articulares 8

5.2.3 Karakteristike materijala konacnih elemenata

Mreza konacnih elemenata prsljena, formirana na prethodno opisani nacin, se koristi za 
numericko modeliranje adaptivnog procesa prema modelima Mullender-a, Xinghua-e i 
originalnom modelu autora ovog rada. Kostano tkivo prsljena, koje predstavlja materijal 
konacnih elemenata, je sledecih karakteristika:

• U modelu Mullender-a i Xinghua-e je izotropno sa Poisson-ovim koeficijentom v=0.3, dok 
se modul elasticnosti odreduje prema izrazu (2.34);

• U originalnom modelu autora ovog rada je, tokom ispitivanja efekta varijacije oblika 
funkcije prostomog uticaja na adaptivni proces, takode izotropno sa Poisson-ovim 
koeficijentom v=0.3, a modul elasticnosti se odreduje prema izrazu (2.34);

• U originalnom modelu autora ovog rada se, nakon utvrdenog efekta varijacije oblika 
funkcije prostomog uticaja na adaptivni proces, uvodi ortotropnost spongioznog kostanog 
tkiva utvrdena istrazivanjem Ulrich-a [51]. Velicine Poisson-ovog koeficijenta utvrdene 
tokom ovog istrazivanja su date u tabeli 2.4. Modul elasticnosti u pravcu z ose se odreduje 
prema izrazu (2.34), dok se velicine modula elasticnosti u pravcima preostalih osa, kao i 
velicine modula klizanja odreduju prema koeficijentima ortotropnosti datim u tabeli 2.3.

Pocetna raspodjela relativne gustine kostanog tkiva je ravnomjema sa relativnom gustinom koja 
iznosi pa=0.8 g/cm3.
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Tkivo ligamenata koje predstavlja materijal kabl konacnih elemenata je modelirano kao 
izotropno. Modul elasticnosti tkiva ligamenata se odreduje na osnovu funkcionalne veze 
deformacije i modula elasticnosti date u tabeli 2.17.

5.2.4 Algoritam za odredivanje matrice krutosti zapreminskog linearnog 
izoparametarskog konacnog elementa

Na bazi teorijske podloge, date u prilogu B ovog rada, razvijen je algoritam za odredivanje 
matrice krutosti zapreminskog linearnog izoparametarskog konacnog elementa. Algoritam, 
prikazan na slici 5.5, je iskoriscen kao osnova za razvoj programskog modula MKI za 
odredivanje matrice krutosti zapreminskog linearnog izoparametarskog konacnog elementa, koji 
je sastavni dio programa razvijenog za simulaciju adaptivnog procesa.

_________ Q  START ) ___________

Koordinate i pomijeranja cvornih tacaka 
elementa u globalnom koordinatnom 

sistemu x[8 ]; y[8] ; z [8 ]; {d}24xi

T
Relativna gustina kostanog tkiva pa

[k]24x24~[0]24x24 i [^ ^ 1 24x24“  [0 1 24x24

Poisson-ov koeficijent izotropnog kostanog tkiva v=0.3

Koeficijenti ortotropnosti kostanog tkiva 
Ex/Ez=0.42 ; Ey/Ez=0.287 ; Gxy/Ez=0.153 ; Gxz/Ez=0.131 

Gvz/Ez=0.183 ; vxv=0.226 ; v^O .399 ; vzv=0.381

Koeficijenti strukturno-funkcionalne jednacine C= 100 MPa/(g/cm3)2 ; y=2

Koeficijenti funkcija oblika
a [ l ]= - l ; a[2]=l; a[3]=l; a[4]= -l; a[5]=-l; a[6]=l ; a[7]=l; a[8]=-l 
b[l]= l ; b[2]=l; b[3]=-l; b[4]=-l ; b[5]=l; b[6]=l ; b[7]=-l; b[8]=-l 
c[l]= l ; c[2]=l; c[3]=l; c[4]=l ; c[5]=-l; c[6]=-l ; c[7]=-l; c[8]=-l

O ') -
'T '

G yT

Tacke u kojim se odreduju vrijednosti primitivne funkcije 
i njihovi tezinski koeficijenti za punu Gausovu kvadraturu 

4[l]=-0.57735; £[2]=0.57735 ; rj[l]=-0.57735; r|[2]= 0.57735 
C[l]=-0.57735 ; C[2]= 0.57735 ; w [l]= l ; w[2]=l

i= 1,2

j = u

k=1.2

[J]3x3“ [0]3x3
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N u N u N ,, 0 0 0 0 0 0
0 0 0 N 1i4 N ,n N 1(; 0 0 0
0 0 0 0 0 0 N 1i5 N ln N l?

n „  n 2i n 2? 0 0 0 0 0 0
0 0 0 N 24 N 2i) N 2; 0 0 0
0 0 0 0 0 0 N „  N 2„ N «

N ,. N,„ N J; 0 0 0 0 0 0
0 0 0 N ,4 N ,n N 3C 0 0 0
0 0 0 0 0 0 N,« N ,n NJ;

N 4. N 4n N 4C 0 0 0 0 0 0
0 0 0 n 44 N 4i] N 4; 0 0 0
0 0 0 0 0 0 N 44 N 4i] n 4,

N 54 N Sn N 5? 0 0 0 0 0 0
o 0 0 N55 N 5n N s; 0 0 0
o o o o o o  n 54 n 5„ n «

N„ N6I) N6,  0 0 0 0 0 0
0 0 0 N 65 N f„n N 6; 0 0 0
o o o o o o  n „,4 N 6j) n 6,c

n 74 n 7„ n 74 o o o o o o

o o o  n 74 n 7„ n 7; 0 0 0
o o o o o o  n 74 n 7„ n 74

n 8,4 n m n s4 o o o o o o

0 0 0 N„  N 8fl Ns,  0 0 0
O O O O O O  N«  N m N8C

Odredivanje pomocnih matrica

[M,] =

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0

[M,] =

[M2] =
r  o o 
o r o 
o o r
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___________________ i ____________________
Odredivanje matrice veze deformacija i pomijeranja 

konacnog elementa
[B ]6x24= [M l]6 x 9 ' [ M 2]yx9' [M 3 ]9 X24

I
Odredivanje modula elasticnosti izotropnog kostanog tkiva 

E=CpaY

_______________________NUMBRICKO MODELIRANJE ADAPTIVNOG PROCESA
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Slika 5.5 Algoritam za odredivanje matrice krutosti 
zapreminskog lineamog izoparametarskog konacnog elementa
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5.2.5 Algoritam za odredivanje matrice krutosti FEM rnodcla prsljena

Na bazi teorijske podloge, date u prilogu B ovog rada, razvijen je algoritam za odredivanje 
matrice krutosti F£Mmodela prsljena. Algoritam, prikazan na slici 5.6, je iskoriscen kao osnova 
za razvoj programskog modula MKM za odredivanje matrice krutosti FZsM modela prsljena, koji 
je sastavni dio programa razvijenog za simulaciju adaptivnog procesa.

C  START J

G\

Vektor pomijeranja cvornih tacaka modela

X
Vektor relativne gustina kostanog tkiva 

konacnih elemenata {pa}

Broj zapreminskih linearnih izoparametarskih 
konacnih elemenata - Nj

[ K M O ]

1  ...

=1,H
X

Koordinate cvornih tacaka konacnog elementa u 
globalnom koordinatnom sistemu 

x[8 ]; y[8]; z[8]

X
Indeksi cvornih tacaka konacnog elementa n[8]

j=l,8

~ X ~
Formiranje vektora pomijeranja cvornih tacaka konacnog elementa 

<̂3 i-2 = D3.„ni-2; d3.j.| = D3.n[j].| ; d3.j = D3.nfn

f r y2
Ar"

G\

Formiranje matrice krutosti konacnog elementa 
(MKI -  potprogram za formiranje matrice krutosti zapreminskog 

linearnog izoparametarskog konacnog elementa) 
M24x24=MKI(x[8],y[8],z[8],{d}24xi,Pa,indikator)

(indikator=0 -  kostano tkivo je izotropno ; indikator= 1 -  kostano tkivo je anizotropno)

1= 1,8

k=l,8
~ 1 T
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Slika 5.6 Algoritam za odredivanje matrice krutosti FEM modela prsljena

5.2.6 Mehanicko opterecenje prsljena

Osnovni uzrocnik opterecenja prsljena je tezina tijela. Opterecenje prsljena izazvano tezinom 
tijela, u vidu sile pritiska i smicuce sile koje djeluju na prsljen, je odredeno modelom, 
prikazanim na slici 2.13. U cilju identifikacije polozaja tijela u toku dnevnih aktivnosti izvrseno 
je snimanje polozaja tijela autora ovog rada u toku radnog dana. Identifikacija polozaja tijela 
tokom dnevnih aktivnosti je izvrsena po uzoru na istrazivanje koje je sprovela T.Newell u cilju 
utvrdivanja opterecenje kicmenog stuba stomatologa [114]. Snimanje je izvrseno digitalnom 
kamerom, pri cemu je tajmer podesen tako da kamera pravi snimak na svakih deset minuta. 
Snimci su potom importovani u program Mechanical Desktop 6 u kojem su odredene velicine 
uglova, naznacenih na slici 2.13, koji u koriscenom modelu odreduju polozaj tijela. Dobijeni 
rezultati o velicinama uglova, koji odreduju polozaj tijela, se nalaze u granicama rezultata 
dobijenih tokom istrazivanja Newell. Na osnovu ovako odredenih uglova, koji definisu polozaj 
tijela, i podataka o masi i visini osoba iz tabele 3.2, koje predstavljaju istrazivacki uzorak, je 
odredeno opterecenje prsljena. Analizom dobijenih rezultata su identifikovani snimljeni polozaji 
tijela kojim odgovara minimalno i maksimalno opterecenje prsljena, kao i dva polozaja tijela 
kojim odgovara opterecenje prsljena ciji je intezitet priblizno jednak srednjoj vrijednosti 
intervala defmisanog minimalnim i maksimalnim opterecenjem prsljena snimljenih polozaja 
tijela. Ovim polozajima su dodata i dva, po procjeni autora ovog rada, ekstremna polozaja tijela 
pri kojim je u sjedecem polozaju moguc rad, a koji bi odgovarali minimalnom i maksimalnom 
opterecenju prsljena. Na ovaj nacin je definisano sest polozaja tijela na osnovu kojih je odredeno 
prosjecno opterecenje prsljena u toku dnevnih aktivnosti. Velicine uglova koji definisu sest 
izabranih polozaja tijela su date u tabeli 5.2.
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Tabela 5.2 Velicine uglova koje odreduj u izabrane polozaje tijela tokom dnevnih a ctivnosti
Polozaj tijela i 2 3 4 5 6

0, n 18.8 16.2 15.1 19.3 5.0 25.5
02r°i 35.3 32.3 29.2 35.4 15.5 36.0
03 n 21.5 22.0 22.2 21.2 25.5 20.0

U tabeli 5.3 su date prosjecne velicine sile pritiska FC i smicuce sile FS koje djeluju na prsljen, u 
toku dnevnih aktivnosti, za svih deset osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak.

Tabela 5.3 Prosjecno opterecenje prs jena u toku dnevnih aktivnosti
Redni broj 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
FC [N] 1345 1051 826 1217 1033 1624 1478 1184 1561 1411
FS [N] 152 124 101 140 121 178 166 135 173 158

Ovako odredeno opterecenje se na prsljen prenosi preko kontaktnih povrsina tijela prsljena i 
kontaktnih povrsina zglobnih nastavaka. Prema W.C.Fan-u 82% od ukupne sile pritiska se na 
prsljen prenosi preko kontaktnih povrsina tijela prsljena, dok se preostalih 18% od sile pritiska, 
kao i smicuca sila prenose preko kontaktnih povrsina zglobnih nastavaka [137]. Ovaj odnos je 
koriscen i u ovom radu.

Slika 5.7 Kontakna povrsina 
prsljena i meduprsljenskog diska

povrsina
Posljedica dejstva sile pritiska kojoj je prsljen 
izlozen u toku dnevnih aktivnosti, a koja se na 
prsljen prenosi preko kontaktnih povrsina 
tijela prsljena, je kontaktni pritisak koji djeluje 
na ove povrsine. Kontaktna povrsina tijela 
prsljena predstavlja povrsinu po kojoj se 
odigrava kontakt meduprsljenskog diska i 
tijela prsljena. Prema preporukama Z.Xinghua 
[24], kao i na osnovu analize sopstvenih CT 
snimaka prsljena, granice kontaktne povrsine 
su u odnosu na spoljnju ivicu gornje i donje 
povrsine tijela prsljena uvucene za 2 mm kao 
sto je prikazano na slici 5.7. Oblik raspodjele 
kontaktnog pritiska je usvojen u skladu sa 
preporukama Xinghua-e, koje su rezultat 
njegovih eksperimentalnih istrazivanja, a 
koriscene su tokom modeliranja adaptivnog
procesa na 2D modelu srednjeg ceonog presjeka tijela slabinskog prsljena. Oblik raspodjele 
kontaktnog pritiska u srednjoj ceonoj ravni tijela prsljena, prikazan na slici 2.23,prema Xinghua-i 
odgovara konkavnoj paraboli sa odnosom maksimalnog i minimalnog kontaktnog pritiska 
P m ax-P m irr3.5:0.3 [24], Na bazi preporuka 
Xinghua-e je formirana 3D raspodjela 
kontaktnog pritiska ciji intezitet opada od 
spoljnje ivice ka sredistu gornje odnosno 
donje povrsine tijela prsljena. Za odnos 
maksimalnog i minimalnog kontaktnog 
pritiska je koriscen odnos koji je koristio i 
Xinghua. Na ovaj nacin su dobijene izolinije 
kontaktnog pritiska koji djeluje na kontaktne 
povrsinu tijela prsljena, prikazane na slici 5.8.
Oblik izolinija kontaktnog pritiska je odreden Slika 5.8 Izolinije kontaktnog pritiska
oblikom granicne konture donje i gornje 
povrsine tijela prsljena. Nacin odredivanja
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splajn krivih koje definisu oblik granicne konture donje i gomje povrsine tijela prsljena je 
obrazlozen u prethodnom poglavlju ovog rada. Raspodjela kontaktnog pritiska koji djeluje na 
tijelo prsljena u srednjoj ceonoj ravni, prikazana na slici 5.9, je oblika kakav je koristio iXinghua 
i u potpunosti odreduje 3D raspodjelu kontaktnog pritiska koji djeluje na donju i gornju povrsinu 
tijela prsljena. Velicine kontaktnog pritiska na izolinijama se odreduju prema kontaktnom 
pritisku u tacki presjeka izolinije sa srednjom ceonom ravni kao sto je prikazano na slici 5.9.

Srednja ceona

Slika 5.9 Oblik raspodjele kontaktnog pritiska u srednjoj ceonoj ravni tijela prsljena

U okruzenju geometrijskog modelera 
Mechanical Desktop 6 je razvijen program 
kojim se automatizuje nalazenje presjecnih 
tacaka srednje ceone ravni i izolinija 
kontaktnog pritiska koje prolaze kroz cvome 
tacke konacnih elemenata koje se nalaze na 
kontaktnoj povrsini tijela prsljena. Na ovaj 
nacin se odredivanje kontaktnog pritiska u 
cvomim tackama konacnih elemenata na 
kontaktnoj povrsini svodi na odredivanje 
kontaktnog pritiska u odgovarajucim tackama 
srednje ceone ravni. Raspodjela kontaktnog 
pritiska po stranici konacnog elementa, 
prikazana na slici 5.10, koja predstavlja dio 
kontaktne povrsine tijela prsljena je opisana 
kombinacijom vrijednosti kontaktnog pritiska 
u cvomim tackama stranice i odgovarajucih 
funkcija oblika [130]: na stranici konacnog elementa koja 

predstavlja dio kontaktne povrsine

,za C, = lp fe ri ) = Z P i- N if e ri)
i=l
8

(5.1).

p fe ri ) = Z p 1-N.f e ri) ’za
i=5

Funkcije oblika u prethodnom izrazu su za zapreminski lineami izoparametarski konacni element 
defmisane izrazom (B.38).

Posljedica dejstva opterecenja kojem je prsljen izlozen u toku dnevnih aktivnosti, a koja se na 
prsljen prenosi preko kontaktnih povrsina zglobnih nastavaka, je kontaktni pritisak koji djeluje 
na ove povrsine. Kontaktna povrsina zglobnih nastavaka predstavlja povrsinu po kojoj se 
odigrava kontakt zglobnih nastavaka susjednih prsljena. Publikovana istrazivanja opterecenja
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prsljena ne sadrze bilo kakve podatke o obliku raspodjele kontaktnog pritiska koji se na prsljen 
prenosi preko zglobnih nastavaka. Stoga je, autor ovog rada, aproksimativno usvojio da se 
opterecenje, u vidu sile pritiska i smicuce sile, koje se prenosi preko zglobnih nastavaka prsljena 
ravnomjerno raspodjeljuje na prethodno identifikovane cvome tacke konacnih elemenata koje se 
nalaze na kontaktnim povrsinama gornjih i donjih zglobnih nastavaka prikazanim na slici 5.11.

Slika 5.11 Kontaktne povrsine zglobnih nastavaka

5.2.7 Algoritam za odredivanje ekvivalentnog opterecenje zapreminskog linearnog 
izoparametarskog konacnog elementa

Kontaktni pritisak, koji predstavlja povrsinsko opeterecenje, se u metodi konacnih elemenata 
svodi na ekvivalentno opterecenje koje u vidu koncentrisanih sila djeluje u cvorovima konacnog 
elementa. Ekvivalentno opterecenje se odreduje iz uslova jednakosti virtuelnih radova koje 
povrsinsko i ekvivalentno opterecenje vrse pri pomijeranju cvornih tacaka konacnog elementa. 
Na bazi teorijske podloge, date u prilogu B ovog rada, razvijen je algoritam za odredivanje 
ekvivalentnog opterecenja zapreminskog linearnog izoparametarskog konacnog elementa. 
Algoritam, prikazan na slici 5.12, je iskoriscen kao osnova za razvoj programskog modula EQF 
za odredivanje ekvivalentnog opterecenja, koji je sastavni dio programa razvijenog za simulaciju 
adaptivnog procesa.
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Matrica funkcija oblika
N, 0 0
0 N, 0
0 0 N,

n 2 0 0
0 N2 0
0 0 n 2

N3 0 0
0 N3 0
0 0 N 3

N< 0 0
0 N4 0
0 0 N 4
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

I
Odredivanje vektora ekvivalentnog opterecenja

{ r } 2 4 x i= { r } 2 4 x i+ w [ i ] - w O ] - [ N ] 24x3T- p - { n } 3xi

Formiran vektor ekvivalentnog opterecenja konacnog elementa 
(svaki clan vektora predstavlja podvektor 3x1)

V
r2

Slika 5.12 Algoritam za odredivanje ekvivalentnog opterecenja zapreminskog lineamog 
izoparametarskog konacnog elementa opterecenog kontaktnim pritiskom po stranici £=1
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5.2.8 Odredivanje parametara raspodjele kontaktnog pritiska tijela prsljena

Sila pritiska koja djeluje na gomju i donju povrsinu tijela prsljena ciji je intezitet, za svaku od 
osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak, odreden i dat u tabeli 5.3 predstavlja opterecenje 
koje se prenosi preko kontaktnih povrsina tijela prsljena. Kao posljedica dejstva ove sile na 
kontaktnim povrsinama tijela prsljena se javlja kontaktni pritisak. Raspodjela kontaktnog pritiska 
po kontaktnoj povrsini, kao sto je istrazivanje Xinghua-e pokazalo, nije ravnomjema. Naprotiv, 
kontaktni pritisak se smanjuje od spoljnih ivica ka sredistu gomje odnosno donje povrsine tijela 
prsljena. Neravnomjemost raspodjele kontaktnog pritiska za posledicu ima povecano opterecenje 
djelova tijela prsljena blizih spoljnjem omotacu prsljena u odnosu na one koji se nalaze blize 
sredisnjem dijelu tijela prsljena. Ova cinjenica ima za posljedicu da adaptivni proces kod 
prosjecno zdrave osobe vodi raspodjeli kostanog tkiva tijela prsljena kod koje je gustina 
kostanog tkiva povecana u dijelovima tijela prsljena blizim spoljnjem omotacu prsljena u odnosu 
na one koji se nalaze blize sredisnjem dijelu tijela prsljena, kao sto se vidi na slikama 3.12 i 3.13. 
S obzirom na uticaj oblika raspodjele kontaktnog pritiska na formiranje raspodjele kostanog 
tkiva tijela prsljena tokom adaptivnog procesa odredeni su parametri raspodjele kontaktnog 
pritiska tijela prsljena, pojedinacno za svaku od deset osoba koje predstavljaju istrazivacki 
uzorak.

Parametri raspodjele kontaktnog pritiska tijela prsljena p max i p mm se odreduju iterativnim 
postupkom, ciji se algoritam sastoji u sledecim koracima:

1. U pocetnoj iteraciji usvojiti/w ,o=3.5 N/mm2 i o = 0 . 3 N/mm2
2. Usvojiti prirastaj kontaktnog pritiska, npr. A/>=0.05 N/mm2
3. For i=0,l,....do konvergencije Do
4. Odrediti velicine kontaktnog pritiska p, u svim cvomim tackama konacnih elemenata koje se
nalaze na kontaktnoj povrsini tijela prsljena
5. Odrediti ekvivalentno opterecenje konacnih elemenata {r}t kojim se aproksimira kontaktni
pritisak
6. Odrediti sumu ekvivalentnih opterecenja konacnih elemenata
"7. Pmax,i+1~ Pmax,i—^ P  5 Pmin,i+1~ = iPm ax,i+ llp max,!)' Pmin.i
8. EndDo

Uslov konvergencije prikazanog iterativnog postupka je ostvarivanje jednakosti sume 
ekvivalentnih opterecenja konacnih elemenata i ukupne sile pritiska koja djeluje na tijelo 
prsljena, koja je za osobe koje predstavljaju istrazivacki uzorak data u tabeli 5.3. Maksimalna i 
minimalna velicina kontaktnog pritiska tijela prsljena osoba koje predstavljaju istrazivacki 
uzorak, dobijena prethodno opisanim postupkom, je data u tabeli 5.4.

Tabela 5.4 Parametri raspodjele kontaktnog pritiska tijela prsljena
Redni broj 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Gornja povrsina
P e . m a x  TN/mm^ 2.20 2.43 1.56 2.51 2.00 2.12 2.20 2.28 2.18 2.38
P a .m i n  [N/mm2! 0.19 0.21 0.13 0.22 0.17 0.18 0.19 0.20 0.19 0.20

Donja povrsina
P d .m a x  [N/mnP] 1.97 2.05 1.43 2.38 1.74 2.18 2.15 2.05 1.97 1.97
P d .m in  [ N W ] 0.17 0.18 0.13 0.20 0.15 0.19 0.18 0.18 0.17 0.17

5.2.9 Granicni uslovi

U prethodnom dijelu ovog poglavlja, u kojem se govori o modeliranju ligamenata konacnim 
elementima, istaknuto je da su kabl konacni elementi kojim su modelirani ligamenti jednim 
krajem vezani za prsljen, a drugim za nepokretni oslonac. Pomijeranja cvomih tacaka modela u 
kojim su postavljeni nepokretni oslonci su jednaka nuli, dok se kao nepoznate velicine u ovim 
cvorovima javljaju reakcije koje imaju karakter spoljasnjeg opterecenja. Pogodnom numeracijom
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cvomih tacaka FEM  modela moguce je cvorove u kojim su postavljeni nepokretni oslonci 
grupisati i na taj nacin ih, kada je rijec o vektorima opterecenja i pomijeranja modela, odvojiti od 
preostalih cvomih tacaka modela. Vektori opterecenja i pomijeranja cvomih tacaka modela se u 
tom slucaju mogu izraziti na sljedeci nacin [151]:

{ H r , ; H d H o }  <5-2 )
gdje {Ri} i {Di} predstavljaju vektore opterecenja i pomijeranja cvomih tacaka modela 
izuzimajuci cvome tacke u kojim su postavljeni nepokretni oslonci, a {Rn} i {0} predstavljaju 
vektore opterecenja i pomijeranja cvornih tacaka modela u kojim su postavljeni nepokretni 
oslonci.

5.2.10 Odredivanje pomijeranja cvornih tacaka FEM  modela prsljena

Matrica krutosti kabl konacnog elementa, kojim su u FEM  modelu prsljena modelirani ligamenti, 
zavisi od pomijeranja cvomih tacaka elementa koja prethodno nisu poznata. Stoga, ovi elementi 
unose nelineamost u FEM model prsljena. Vektor pomijeranja cvomih tacaka nelineamog FEM  
modela prsljena je odreden Newton-Raphson-ovom metodom. Detaljna teorijska podloga ove 
metode je data u prilogu B ovog rada. Ovom metodom se kroz iterativni proces tokom kojeg se 
odreduje prirastaj vektora pomijeranja cvornih tacaka, sa zadatom tacnoscu, dolazi do vektora 
pomijeranja cvomih tacaka modela. Analiza metodom konacnih elemenata je realizovana 
primjenom Lagrange-o\Q mreze konacnih elemenata [146]. Dakle, mreze konacnih elemenata 
koja se u svakoj iteraciji prilagodava trenutnom obliku deformisane strukture modela. Primjena 
Lagrange-ove mreze konacnih elemenata uslovljava da se nakon svake iteracije odreduje polozaj 
cvomih tacaka deformisane strukture modela, tj. nove velicine globalnih koordinata cvomih 
tacaka modela, kao i matrice krutosti elemenata odnosno modela koje odgovaraju polozaju 
deformisane strukture modela. Pri tome je koriscen Euler-ov pristup prema kojem se lokalni 
koordinatni sistem vezuje za konacni element i tokom deformisanja prati njegovo kretanje [146].

Jednacine ravnoteze FEM  modela prsljena zapisane u matricnom obliku u slucaju nelinerane 
analize za i-tu iteraciju su sljedeceg oblika:

[k 1 {a d }„, = {a r }, (5.3).
Jednacine ravnoteze u matricnom obliku se, u slucaju grupisanja cvornih tacaka modela u kojim 
su postavljeni nepokretni oslonci kao sto je prethodno pokazano na primjeru vektora opterecenja 
i pomijeranja cvomih tacaka modela (5.2), mogu izraziti na sljedeci nacin [149]:

K, C,1 jADjl _ f ARj j 
C„ K „ n  0 J i+1 |ARnJ.

(5.4).

Razvojem izraza (5.4) se dobija:
[k ,1 -{a d , L  = {a r i1
[c „ H a d , L  = {a r „1

(5.5).

Resavanjem prve od jednacina (5.5) se odreduje prirastaj vektora pomijeranja cvomih tacaka 
modela u (/+7)-oj iteraciji, izuzimajuci cvome tacke u kojim su postavljeni nepokretni oslonci. 
Na osnovu ovako dobijenog vektora prirastaja pomijeranja se odreduje vektor pomijeranja 
cvomih tacaka modela u (/+7)-oj iteraciji:

{D ,L ={D ,},+{A D ,L  (5.6).
Sistem lineamih jednacina, predstavljen u matricnoj formi, prvom od jednacina (5.5) je resavan 
indirektnom metodom. Testiranjem nekoliko varijanti konjugovano-gradijentne metode sa 
aproksimacijom matrice krutosti za resavanje velikih sistema lineranih jednacina je izabrana 
SOR metoda kao metoda koja u najkracem vremenu dovodi do resenja problema koji je predmet 
ovog rada. Detaljna teorijska podloga ove metode je data u prilogu B ovog rada. Kriterijum
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koriscen za pracenje konvergencije procesa resavanja sistema linearnih jednacina, SOR 
metodom, je odreden izrazom (B.86). Usvojena tacnost sa kojom je trazeno resenje je 8fea=10‘6 
[146],

Kriterijum koriscen za pracenje konvergencije procesa odredivanja vektora pomijeranja cvomih 
tacaka modela, Newton-Raphson-ovom metodom, je odreden izrazom (B.67). Usvojena tacnost 
sa kojom je trazeno resenje je Snr=10'6 [146].

5.2.11 Algoritam SOR  metoda za resavanje velikih sistema linearnih jednacina

Na bazi teorijske podloge, date u prilogu B ovog rada, razvijen je algoritam za resavanje velikih 
sistema linearnih jednacina SOR metodom. Algoritam, prikazan na slici 5.13, je iskoriscen kao 
osnova za razvoj programskog modula SOR za resavanje velikih sistema linearnih jednacina 
SOR metodom, koji je sastavni dio programa razvijenog za simulaciju adaptivnog procesa.
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Slika 5.13 Algoritam SOR metoda za resavanje velikih sistema lineamih jednacina

5.3 NUMERICKO MODELIRANJE PROCESA ADAPTACIJE 
KOSTANOG TKIVA NA MEHANICKO OPTERECENJE

Numericko modeliranje procesa adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje ima za cilj 
da se od, pocetno pretpostavljene, ravnomjeme raspodjele kostanog tkiva dode do raspodjele 
kostanog tkiva koja, u poznatim uslovima mehanickog opterecenja, odgovara realno postojecoj u 
kostima ljudskog skeleta. Numericko modeliranje adaptivnog procesa se pri tome moze zasnivati 
kako na nekom od postojecih matematickih modela adaptivnog procesa, koji su predstavljeni u 
drugom poglavlju ovog rada, tako i na sopstvenom predlogu matematickog modela adaptivnog 
procesa.

100



NUMERICKO MODELIRANJE ADAPTIVNOG PROCESA

5.3.1 Predlog modifikacije Nijmegen modela adaptacije kostanog tkiva na 
mehanicko opterecenje

U drugom poglavlju ovog rada je detaljno obrazlozena ideja na kojoj je zasnovan Nijmegen 
model adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje, kao i njegov razvoj od 1987. godine 
i inicijalnog predloga modela Huiskes-a [92], do 2002. godine i predloga modelaXinghua-e [24], 
Autor ovog rada se opredijelio za nelineami oblik jednacine adaptacije, s obzirom da je Xinghua 
pokazao da je struktura kostanog tkiva dobijena numerickim modeliranjem adaptivnog procesa 
prema nelineamoj jednacine adaptacije slicnija realno postojecoj od one koja se dobija 
numerickim modeliranjem adaptivnog procesa prema lineamoj jednacini adaptacije koriscenoj u 
prethodnim modifikacijama Nijmegen modela.

Eksponencijalni oblik koeficijenta adaptacije B(t), koji je u modelu adaptivnog procesa koristio 
Xinghua, uveden je s namjerom da se ubrza proces konvergencije adaptivnog procesa i na taj 
nacin skrati vreme trajanja numerickog modeliranja istog. Tokom numerickog modeliranja koje 
je autor ovog rada realizovao u cilju odredivanja odnosa gustine deformacione energije i 
relativne gustine kostanog tkiva u stanju ravnoteze k testirana je i opravdanost ove ideje u 
slucaju numerickog modeliranja adaptivnog procesa na 3D modelu prsljena. Pokazalo se, 
medutim, da se konvergencija adaptivnog procesa ne ubrzava znacajnije bilo da se koristi 
eksponencijalni oblik koeficijenta adaptacije ili konstantni oblik kakav je koriscen u prethodnim 
modifikacijama Nijmegen modela. Shodno tome, autor ovog rada se opredijelio za konstantni 
oblik koeficijenta adaptacije B u cilju pojednostavljena oblika jednacine adaptacije. Dakle, 
jednacina adaptacije koju predlaze autor ovog rada sljedeceg je oblika:

dpa
dt

= B X f i ( x ) - ( p “ - l )  , 0  <  p a <  p cb (5.7)
V »=i

Sve dosadasnje modifikacije Nijmegen modela, osim modela Mullender-a [73], zavise od gustine 
mreze konacnih elemenata FEM modela kosti koji se koristi za numericko modeliranje 
adaptivnog procesa. Zavisnost modela od gustine mreze konacnih elemenata je uslovljena 
cinjenicom da je svakom pojedinacnom konacnom elementu pridruzena po jedna celija senzor, 
osteocit. Stoga, sa povecanjem gustine mreze konacnih elemenata raste i broj celija senzora i 
obratno. U slucaju da je svakom konacnom elementu pridruzena jedna celija senzor velicina 
koeficijenta brzine opadanja uticaja celije senzora na adaptivni proces D treba biti reda velicine 
konacnog elementa [74]. U tom slucaju se ostvaruje preklapanje podrucja uticaja susjednih celija 
senzora sto prouzrokuje njihov zajednicki uticaj na adaptivni proces u okruzenju i odsustvo 
pojave prekida u kostanoj strukturi. Dakle, u modelima koji zavise od gustine mreze konacnih 
elemenata promjena gustine mreze konacnih elemenata utice i na velicinu koeficijenta brzine 
opadanja uticaja celije senzora na adaptivni proces. Koeficijent brzine opadanja uticaja celije 
senzora na adaptivni proces odreduje velicinu podrucja unutar kojeg celije senzori imaju uticaj 
na adaptivni proces. S obzirom na fizicko znacenje koeficijenta brzine opadanja uticaja celije 
senzora na adaptivni proces ocigledno je da velicina ovog parametra modela ne treba biti 
uslovljena gustinom mreze konacnih elemenata FEM modela kosti koji se koristi za numericko 
modeliranje adaptivnog procesa. Dakle, velicina podrucja uticaja celije senzora na adaptivni 
proces ne treba biti promjenljiva i uslovljena velicinom konacnih elemenata, naprotiv velicina 
ovog podrucja treba biti stalna. Shodno tome, autor ovog rada se opredijelio za pristup koji je 
koristio Mullender.

Prema Mullender-u koeficijent brzine opadanja uticaja celije senzora na adaptivni proces D 
odreduje rastojanje na kojem se osjeca uticaj celija senzora na okruzenje, tj. na susjedne celije 
senzore i celije koje ucestvuju u razgradnji i formiranju kostanog tkiva. Osteociti, za koje se 
pretpostavlja da predstavljaju celije senzore, se nalaze unutar kostanog matriksa, a osteoblasti i 
osteoklasti, celije koje formiraju i razgraduju kostano tkivo, na povrsini trabekula koje cine 
kostani matriks i cija je debljina oko 0.15 mm [77,110]. Razmatrajuci fizicku sustinu parametra

101



NUMERICKO MODELIRANJE ADAPTIVNOG PROCESA

£>, Mullender je pretpostavio da bi red velicine ovog parametra trebao da odgovara debljini 
trabekula. Stoga je autor ovog rada, prema ideji Mullender-a, usvojio konstantnu velicinu ovog 
parametra, koja odgovara debljini trabekula, £>=0.15 mm.

Umjesto jedne celije senzora koja se nalazi unutar konacnog elementa, prema ideji Mullender-a, 
formira se mreza celija senzora cija gustina nije uslovljena gustinom mreze konacnih elemenata 
FEM modela kosti koji se koristi za simulaciju adaptivnog procesa. Gustina mreze celija senzora, 
tj. njihovo medusobno rastojanje odredeno je na osnovu rezultata istrazivanja Mullender-a [74], 
Prema ovom istrazivanju povecanjem gustine celija senzora, do odredene granice, povecava se i 
slicnost kostane strukture koja se dobija numerickim modeliranjem adaptivnog procesa sa realno 
postojecom strukturom kostanog tkiva. Mullender je utvrdio da za velicinu parametra £>=0.025 
mm granicna velicina povrsinske gustine celija senzora iznosi oko 1000 celija/mm2. Ovoj gustini 
celija senzora odgovara kvadratna mreza od oko 31x31 celija senzora koje se nalaze na 
medusobnom rastojanju od 0.033 mm. Mullender je utvrdio i da se sa porastom velicine 
parametra £> smanjuje granicna gustina celija senzora. Autor ovog rada je, na osnovu ovih 
podataka, proporcijom odredio medusobno rastojanje celija senzora koje, za velicinu parametra 
£>=0.15 mm, iznosi oko 0.2 mm. Granicna velicina zapreminske gustine celija senzora odredena 
prema ovom rastojanju, koriscena u modelu autora ovog rada za simulaciju adaptivnog procesa 
na 3D modelu prsljena, iznosi 216 celija senzora/mm3.

Prema Mullender-u uticaj celije senzora na adaptivni proces u okruzenju opada sa povecanjem 
udaljenosti celije senzora od lokacije na kojoj se odigrava adaptivni proces. Na bazi ove 
pretpostavke Mullender je u proces adaptacije kostanog tkiva ukljucio uticaj svih celija senzora 
srazmjemo njihovoj udaljenosti od lokacije na kojoj se odigrava adaptivni proces. Ovu 
pretpostavku Mullender je u model adaptivnog procesa ugradio kroz funkciju prostomog uticaja 
f(x), koja fizicki oponasa uticaj celija senzora na kostano tkivo u okruzenju, definisane izrazom 
(2.35). Mullender je funkciju prostomog uticaja defmisao u eksponencijalnom obliku. 
Koeficijent brzine opadanja uticaja celije senzora na adaptivni proces D, koji predstavlja 
parametar funkcije prostomog uticaja, odreduje rastojanje na kojem se mehanicki signal koji 
salje celija senzor smanjuje na e'1, tj. 36.8% inteziteta koji signal ima na lokaciji same celije 
senzora.

Nakon sto je na prethodno opisani nacin defmisao funkciju prostomog uticaja Mullender, kao ni 
Xinghua nakon njega, nisu ispitivali efekte varijacije oblika funkcije prostomog uticaja na 
adaptivni proces. S obzirom na znacaj oblika funkcije prostomog uticaja na adaptivni proces ovo 
svakako predstavlja manjkavost navedenih Nijmegen modela procesa adaptacije kostanog tkiva 
na mehanicko opterecenje. Izbor eksponencijalne funkcije, u monotono opadajucem obliku, 
predstavlja fizicki logican izbor oblika za funkciju prostomog uticaja, s obzirom da uticaj celije 
senzora na adaptivni proces u okruzenju opada sa povecanjem udaljenosti celije senzora od 
lokacije na kojoj se odigrava adaptivni proces. Osim potrebe da funkcija prostomog uticaja bude 
monotono opadajuca, svi ostali elementi kojim Midlender u potpunosti definise oblik funkcije 
prostomog uticaja nemaju ocigledno fizicko uporiste. Da li je uticaj celija senzora na adaptivni 
proces unutar, odosno, van podrucja odredenog koeficijentom brzine opadanja uticaja celije 
senzora na adaptivni proces £> adekvatno odreden funkcijom prostomog uticaja, oblika 
definisanog izrazom (2.35), pitanje je na koje nije moguce odgovoriti bez ispitivanja efekta 
varijacije oblika funkcije prostomog uticaja na adaptivni proces.

U cilju ispitivanja uticaja celija senzora na adaptivni proces u okruzenju autor ovog rada 
predlaze uvodenje eksponenta <p u funkciju prostomog uticaja cim bi se omogucilo ispitivanje 
efekata varijacije oblika funkcije prostomog uticaja na adaptivni proces. Funkcija prostomog 
uticaja bi u tom slucaju bila izrazena na sljedeci nacin:
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Usvajanjem razlicitih velicina eksponenta <p mijenja se uticaj celija senzora na adaptivni proces 
unutar, odosno, van podrucja odredenog koeficijentom brzine opadanja uticaja celije senzora na 
adaptivni proces u okruzenju. Na slici 5.14 je prikazan oblik funkcije prostomog uticaja za 
razlicite velicine eksponenta <p.

Slika 5.14 Funkcija prostomog uticaja za Z)=0.15 mm i razlicite velicine eksponenta cp

Kostano tkivo je u svim Nijmegen modelima adaptivnog procesa modelirano kao izotropno. 
Medutim, brojna istrazivanja mehanickih karakteristika kostanog tkiva, predstavljena u drugom 
poglavlju ovog rada, ukazuju na ortotropnu prirodu istog. Do danas je, i pored ove cinjenice, 
sprovedeno samo jedno detaljno istrazivanje pokazatelja ortotropnosti spongioznog kostanog 
tkiva. Rezultati tog istrazivanje, koje je 1999. godine sproveo Ulrich su prikazani u tabelama 2.3 
i 2.4 [51]. Autor ovog rada se, u cilju sto vjemijeg modeliranja kostanog tkiva, opredijelio da 
spongiozno kostano tkiva u FEM  modelu prsljena modelira kao ortotropno, koristeci pri tome 
pokazetelje dobijene tokom istrazivanja Ulrich-a. Zbog nedostatka detaljnijih podataka o 
ortotropnosti kortikalnog kostanog tkiva isto je u FEM  modelu prsljena modelirano kao 
izotropno. FEM  model prsljena, koriscen za simulaciju adaptivnog procesa, sa ugradenom 
ortotropnom prirodom spongioznog kostanog tkiva je generisan na nacin opisan u prethodnom 
poglavlju ovog rada. Pri tome je, prema podacima datim u tabeli 3.10, usvojeno da debljina 
spoljnjeg omotaca prsljena od kortikalnog kostanog tkiva iznosi prosjecno 2 mm.

5.3.2 Aigoritam za simulaciju procesa adaptacije kostanog tkiva 
na mehanicko opterecenje

Na bazi teorijske podloge, date u drugom i petom poglavlju ovog rada, razvijeni su algoritmi za 
simulaciju toka adaptivnog procesa bazirani na modelima Mullender-a, Xinghua-e, kao i 
prethodno obrazlozenom originalnom modelu autora ovog rada. Aigoritam, prikazan na slici 
5.15, je iskoriscen kao osnova za razvoj programskog modula AP za simulaciju adaptivnog 
procesa.
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Odredivanje vektora pomijeranja cvomih tacaka modela 
(VPM -  modul za odredivanje vektora pomijeranja cvornih tacaka

modela)

i=l,Ni
z n

[k]24x24_ [0]24x24

I
Koordinate cvomih tacaka konacnog elementa 

u globalnom koordinatnom sistemu 
x[8 ]; y [8 ]; z[8]

I
Indeksi cvornih tacaka konacnog elementa - n[8]

j-1,8
~ T ~

Formiranje vektora pomijeranja cvornih tacaka konacnog elementa 
d3.j-2 =  E>3-n[j]-2 i d3-j-l =  D 3  nD]-l ! d 3.j =  D3.n|j]

Poisson-ov koeficijent izotropnog kostanog tkiva - v=0.3

GV

Koeficijenti ortotropnosti kostanog tkiva 
Ex/Ez=0.42 ; Ey/Ez=0.287 ; Gxy/Ez=0.153 ; Gxz/Ez=0.131 

Gyz/Ez=0.183 ; vxy=0.226 ; vzx=0.399 ; vzy=0.381

I  ~
Koeficijenti strukturno-funkcionalne jednacine 

C=100 MPa/(g/cm3)2 ; y=2

Koeficijenti funkcija oblika
a[l]=-l ; a[2]=l; a[3]=l; a[4]=-l ; a[5]=-l; a[6]=l ; a[7]=l; a[8]=-l 
b[l]=l ; b[2]=l; b[3]=-l; b[4]=-l ; b[5]=l; b[6]=l ; b[7]=-l; b[8]=-l 
c[l]= l ; c[2]=l; c[3]=l; c[4]=l ; c[5]=-l; c[6]=-l ; c[7]=-l; c[8]=-l

Koordinate tezista konacnog elementa 
u lokalnom koordinatnom sistemu 

£c=0 ; ric=0 ; Cc=0
3_

[J]3x3_ [0]3x3

5 :
j=l,8
~ T

Odredivanje vrijednosti parcijalnih izvoda funkcija oblika

N« = -« [ j ] - ( l  + b[j]-Tl.Hl + c U ]-0 ;  Nj,n=^b[j]-(l + a [j] -0  (l + c[j]-Cj

N« = 7 -c [j]-(l + a [ j] -0 -( l  + b[j]-Tl.)
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2 )-

Jednacina adaptacije
Ni , .

Ap>=A t-B (t)-£fj(x)-(p“ - l )

Funkcija prostomog uticaja
,  s -SM 

f(x)=e D

Uporedni koeficijent

£
Ekstremne vrijednosti koeficijenta adaptacije i eksponent jednacine adaptacije 

B0= 1 (g/cm3)2/(MPa-vremenska jedinica)
B j—0.01 (g/cm3)2/(MPa-vremenska jedinica) 

a=2

Koeficijenta brzine opadanja uticaja celije senzora 
na adaptivni proces u okruzenju 

D=1 mm

Gustina kortikalnog kostanog tkiva 
pcb= 1.609 g/cm3

Vremenski korak i
odnos gustine deformacione energije i relativne 

gustine kostanog tkiva u stanju ravnoteze 
A t; k*

5
Y

4

{APa} = {0} 

Koeficijent adaptacije

i=l,N;

j=l,Ni

Z3Z
Da li je u /-tom konacnom elementu 

okoncan adaptivni proces ?

I  Ne

Da li je uy'-tom konacnom elementu 
okoncan adaptivni proces ?

|  Ne
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5.3.3 Odredivanje odnosa gustine deformacione energije i relativne gustine 
kostanog tkiva u stanju ravnoteze

Stanje ravnoteze u procesu adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje odgovara stanju 
u kojem je raspodjela kostanog tkiva adekvatna uslovima mehanickog opterecenja. Stoga, u 
stanju ravnoteze adaptivni proces, tokom kojeg se razgraduje staro i formira novo kostano tkivo, 
nema za rezultat promjenu raspodjele kostanog tkiva vec samo njegovo obnavljanje.
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Odredivanju odnosa gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva u stanju 
ravnoteze k je prethodila provjera uticaja razlike geometrijskih modela prsljena, dobijenih 
parametarskim modeliranjem i klasicnom metodom na osnovu podataka sa CT slika, na rezultate 
analize naponsko-deformacionog stanja prsljena. Na prethodno opisan nacin su generisani FEM 
modeli prsljena prema oba geometrijska modela i to za osobu iz istrazivackog uzorka kod koje je 
odstupanje ovih geometrijskih modela bilo najvece. FEA analiza je realizovana na modelima 
prsljena sa ravnomjemom distribucijom izotropnog kostanog tkiva relativne gustine od pa- 0.8 
g/cm3 i Poisson-ovim koeficijentom v=0.3. Analiza dobijenih rezultata pokazuje da je razlika 
gustine deformacione energije u konacnim elementima tijela prsljena parametarski modelirane 
geometrije i gustine deformacione energije u odgovarajucim konacnim elementima tijela prsljena 
dobijenog klasicnom metodom prema podacima sa CT slika manja od 0.1% druge od navedenih 
velicina. Dakle, moze se konstatovati da je uticaj koriscenog geometrijskog modela prsljena na 
dobijenu velicinu gustine deformacione energije u konacnim elementima tijela prsljena neznatan, 
tj. FEM  model prsljena parametarski modelirane geometrije omogucava analizu naponsko- 
deformacionog stanja prsljena zadovoljavajuce tacnosti.

Odredivanje odnosa gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva u stanju 
ravnoteze k , osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak, je izvrseno na osnovu rezultata 
simulacije adaptivnog procesa bazirane na modelu Xinghua-e (2.39). Uslov koji je koriscen pri 
odredivanju parametra k je da masa kostanog tkiva tijela prsljena dobijena numerickim 
modeliranjem adaptivnog procesa bude jednaka eksperimentalno utvrdenoj masi kostanog tkiva 
tijela prsljena datoj u tabeli 3.11. Do velicine parametra k se dolazi kroz iterativno ponavljanje 
numerickog modeliranja adaptivnog procesa, pri cemu se u svakoj iteraciji vrsi prilagodavanje 
velicine parametra k , do ispunjenja navedenog uslova. Ovaj je postupak realizovan na FEM 
modelu prsljena, generisanom na vec opisan nacin, sa desetak puta manjim brojem konacnih 
elemenata od FEM modela cije su karakteristike date u tabeli 5.1. Na ovaj nacin je omoguceno 
da odredivanje odnosa gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva u stanju 
ravnoteze k bude izvedeno u realnom vremenu. Rezultati FEA analize na ovakvom modelu 
prsljena sa grubljim mrezama konacnih elemenata i oni dobijeni naknadno, tokom konacnog 
numerickog modeliranja adaptivnog procesa na modelu prsljena sa finijom mrezom konacnih 
elemenata, su iskorisceni i za testiranje konvergencije resenja.

Diferencijalna jednacina adaptacije kostanog tkiva se u svim modifikacijama Nijmegen modela 
transformise u vremensku integracionu semu sa konstantnim vremenskim korakom At. 
Vremenski korak integracije ne treba da bude isuvise mali kako se konvergencija adaptivnog 
procesa ne bi nepotrebno usporavala bez uticaja na krajnji rezultat i numericko modeliranje 
trajala nepotrebno dugo. S druge strane vremenski korak integracije ne treba da bude ni isuvise 
veliki sto vodi brzoj konvergenciji procesa uz krajnji rezultat koji ne odgovara raspodjeli 
kostanog tkiva koja je slicna realno postojecoj. Stoga je, tokom odredivanja velicine parametra 
k , numericko modeliranje adaptivnog procesa realizovana uz istovremeno testiranje uticaja 
razlicitih velicina vremenskog koraka integracije na rezultat adaptivnog procesa kako bi se 
odredila pogodna velicina vremenskog koraka integracije.

Korisceni uslovi konvergencije adaptivnog procesa u konacnom elementu se u odnosu na 
model Xinghua-e razlikuju samo u velicini maksimalne gustine kortikalnog kostanog tkiva, za 
koju je usvojeno da iznosi pCb= 1.609 g/cm3. Podatak o maksimalnoj gustini kortikalnog kostanog 
tkiva, koriscen i tokom eksperimentalnih istrazivanja, standardize van je od strane proizvodaca 
uredaja za odredivanje kalibracione karakteristike CT skenera [115].

Svakom konacnom elementu u modelu Xinghua-e je pridruzena jedna celija senzor. Velicina 
koefieijenta brzine opadanja uticaja celije senzora na adaptivni proces u okruzenju D je usvojena 
prema preporukama Mullender-a [74], Prema Mullender-u velicina parametra D treba biti reda 
velicine konacnog elementa. Stoga, usvojena velicina parametra D, koriscena tokom numerickog
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modeliranja adaptivnog procesa na osnovu cijih je rezultata odredivan parametar k \  iznosi 2 
mm. Prema preporukama Xinghua-Q za eksponentjednacine adaptacije je usvojena velicina a=2. 
Ostale pojedinosti o modelu Xinghua-Q su detaljno obrazlozene u drugom poglavlju ovog rada.

Velicina konstantnog vremenskog koraka integracije koja se pokazala kao odgovarajuca za 
numericko modeliranje adaptivnog procesa opisanim modelom iznosi At=2. Dobijene velicine 
odnosa gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva u stanju ravnoteze k 
osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak su date u tabeli 5.5.

Tabela 5.5 Odnos gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva u stanju 
ravnoteze osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak_______________________________
Redni broj i 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k* no-1 • m 0.16 0.20 0.16 0.19 0.18 0.19 0.22 0.15 0.19 0.17

5.3.4 Rezultati numerickog modeliranja procesa adaptacije kostanog tkiva na 
mehanicko opterecenje

Numericko modeliranje procesa adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje je 
realizovano na FEM  modelu prsljena, generisanom na vec opisani nacin, karakteristika datih u 
tabeli 5.1. U cilju uporedenja rezultata numerickog modeliranja procesa adaptacije baziranog na 
postojecim Nijmegen modelima i originalnom predlogu modifikacije Nijmegen modela autora 
ovog rada, kako medusobnom tako i sa rezultatima eksperimentalnih istrazivanja raspodjele 
relativne gustine kostanog tkiva, modeliranje je realizovano prema:

• Model 1 : Model Xinghua-Q sa velicinom parametraZ)=l mm i eksponentom a -2;
• Model 2 : Model Mullender-a sa velicinom parametra D=0.15 mm i gustinom celija 

senzora koja iznosi 216 celija senzora/mm3;
• Model autora ovog rada.

U cilju ispitivanja efekata varijacije oblika funkcije prostomog uticaja na adaptivni proces, 
unutar, odnosno, van podrucja odredenog koeficijentom brzine opadanja uticaja celije senzora na 
adaptivni proces D, modeliranje bazirano na modelu autora ovog rada je realizovano prema:

• Model 3 : Model autora ovog rada sa velicinama eksponenata cp= 0.5 i a=2;
• Model 4 : Model autora ovog rada sa velicinama eksponenata <p=:2 i a=2.

Konacno u cilju ispitivanja uticaja ortotropnosti spongioznog kostanog tkiva na rezultate 
numerickog modeliranja adaptivnog procesa modeliranje je realizovano i prema:

• Model 5 : Model autora ovog rada sa velicinama eksponenata <p=2 i a= 2 i uvodenjem 
ortotropnosti spongioznog kostanog tkiva u FEM  model prsljena.

Numericko modeliranje, prema navedenim modelima, je realizovano za svih deset osoba koje 
predstavljaju istrazivacki uzorak.

Slika 5.16 Server HP Integrity rx2600-2 na kojem je realizovana simulacija
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Tabela 5.6 Karakteristike servera HP Integrity rx2600-2
Procesor 2 Intel® Itanium® 2 procesora, 1.3GHz; bas magistrala 6.4 GB/s
Cashe memorija L3 cache -  3MB (1.3MHz)

RAM

Bas magistrala -- 8.5GB/s
RAM -  PC2100 ECC , DDR266A SDRAM
Kapacitet — 24GB Max
Memorijski slot — 12 DIMM slots

HDD SCSI disk -  36GB (15K rpm),
Operativni
sistem

Microsoft® Windows Server 2003 Enterprise Edition for 64-bit Itanium 2 systems 
Debian Linux 3.0 Wudy

Program, autora ovog rada, za FEA analizu naponsko-deformacionog stanja prsljena i numericko 
modeliranje adaptivnog procesa, koji je dijelom baziran na prethodno prikazanim algoritmima, 
razvijen je u programskom jeziku C. Numericko modeliranje adaptivnog procesa je relizovano u 
CIS-u Univerziteta Cme Gore na serveru HP Integrity rx2600-2] prikazanom na slici 5.16, 
karakteristika datih u tabeli 5.6.

Da bi se omogucilo pracenje konvergencije adaptivnog procesa formirana je, po uzoru na 
Weinans-a (2.32), funkcija cilja sljedeceg oblika:

n F E i=l i=l
(5.9)

gdje ufe predstavlja broj celija senzora u konacnim elementima u kojim adaptivni proces nije 
okoncan. Konvergencija adaptivnog procesa je, bez obzira na model koriscen za numericko 
modeliranje, ostvarivana nakon 180 do 200 iteracija. Na slici 5.17 je prikazana jedna tipicna 
promjena funkcije cilja kojom se prati konvergencija adaptivnog procesa.

Iteracija

Slika 5.17 Promjena funkcije cilja tokom adaptivnog procesa

Numerickim modeliranjem adaptivnog procesa je odredena raspodjela relativne gustine kostanog 
tkiva prsljena osoba koje predstavljaju istrazivacki uzorak i to prema svih pet navedenih modela. 
Kao reprezenti dobijenih rezultata na slikama 5.18 i 5.19 su prikazane raspodjele relativne 
gustine kostanog tkiva u poprecnim presjecima tijela prsljena, dobijene simulacijom adaptivnog 
procesa prema modelu 5. Eksperimentalno odredene raspodjele relativne gustine kostanog tkiva 
ova dva poprecna presjeka su prikazane u trecem poglavlju ovog rada na slikama 3.12 i 3.13. 1

1 http://www.hp.com/productsl/servers/inteeritv/entry level/rx2600/specifications.html
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P, [g/crrf]

| 0.1
---------- 0.2

Oznaka modela 
JANKO CG 5.5.5 
Mjesto i datum 
Podgorica 
20.11.2004.

Slika 5.18 Distribucija relativne gustine kostanog tkiva u poprecnom presjeku 
tijela prsljena L5 dobijena numerickom simulacijom prema mode u 5

P , [ g / c m 3]

0
0.01 

0.1 
0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

1.61

Oznaka modela 
JANKO CG 1.3.5 
Mjesto i datum 
Podgorica 
15.10.2004.

Slika 5.19 Distribucija relativne gustine kostanog tkiva u poprecnom presjeku 
tijela prsljena L5 dobijena numerickom simulacijom prema modelu 5

U cilju uporedenja rezultata dobijenih numerickim modeliranjem adaptivnog procesa baziranom 
na navedenim modelima odredena je, kao pokazatelj odstupanja eksperimentalno i teorijski 
dobijene raspodjele kostanog tkiva, apsolutna velicina razlike eksperimentalno utvrdene 
relativne gustine kostanog tkiva i one dobijene numerickim modeliranjem pojedinim modelima 
|Apa| . Ovaj pokazatelj odstupanja eksperimentalno i teorijski dobijene raspodjele kostanog tkiva
je odreden za sve konacne elementa FEM modela prsljena koji cine tijelo prsljena. S obzirom na 
broj konacnih elemenata koji cine tijelo prsljena, dobijeni rezultati su statisticki obradeni i 
prikazani na narednim dijagramima u vidu raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva |Apa .
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Slika 5.20 Raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva osobe 1 iz tabele 3.2

|Apa| [g/cm3]

Slika 5.21 Raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva osobe 2 iz tabele 3.2

|Apa| [g/cm3]

Slika 5.22 Raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva osobe 3 iz tabele 3.2
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|Apaj [g/cm3]

Slika 5.23 Raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva osobe 4 iz tabele 3.2

|Apa| [g/cm3]

Slika 5.24 Raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva osobe 5 iz tabele 3.2

|Apa| [g/cm3]

Slika 5.25 Raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva osobe 6 iz tabele 3.2
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|Apa| [g/cm3]

Slika 5.26 Raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva osobe 7 iz tabele 3.2

Slika 5.27 Raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva osobe 8 iz tabele 3.2

|Apa| [g/cm3]

Slika 5.28 Raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva osobe 9 iz tabele 3.2
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|Apa| [g/cm3]

Slika 5.29 Raspodjela apsolutne velicine razlike eksperimentalno 
i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva osobe 10 iz tabele 3.2

5.3.5 Diskusija rezultata numerickog modeliranja procesa adaptacije kostanog tkiva 
na mehanicko opterecenje

Analiza rezulatata dobijenih numerickim modeliranjem procesa adaptacije kostanog tkiva na 
mehanicko opterecenje pokazuje da broj konacnih elemenata tijela prsljena za koje je teorijski 
odredena relativna gustina kostanog tkiva bez odstupanja u odnosu na eksperimentalno odredenu 
relativnu gustinu kostanog tkiva konacnog elementa |Apa| =0 iznosi:

• Model 1 - (43.25-49.8)% konacnih elemenata tijela prsljena;
• Model 2 - (33.9-5-40.0)% konacnih elemenata tijela prsljena;
• Model 3 - (29.8-5-34.0)% konacnih elemenata tijela prsljena;
• Model 4 - (46.1-5-56.0)% konacnih elemenata tijela prsljena;
• Model 5 - (57.8-j-63.0)% konacnih elemenata tijela prsljena.

Takode se pokazuje i da je broj konacnih elemenata tijela prsljena kod kojih je razlika 
eksperimentalno i teorijski odredene relativne gustine kostanog tkiva konacnog elementa 
0<|Apa| <0.03 g/cm3 iznosi:

• Model 1 - (70.1-5-78.8)% konacnih elemenata tijela prsljena;
• Model 2 - (58.3-5-66.6)% konacnih elemenata tijela prsljena;
• Model 3 - (51.55-60.2)% konacnih elemenata tijela prsljena;
• Model 4 - (74.0-5-81.4)% konacnih elemenata tijela prsljena;
• Model 5 - (85.15-90.0)% konacnih elemenata tijela prsljena.

Dobijeni rezultati numerickog modeliranja adaptivnog procesa, dati u vidu dijagrama na slikama 
5.20-5-5.29, pokazuju da se adaptivni proces modelira znatno uspjesnije nelineamim modelima 
(modeli 1, 4 i 5) u odnosu na linearne modele (model 2) sto predstavlja potvrdu stava Xinghua-e.

Rezultati dobijeni numerickim modeliranjem adaptivnog procesa baziranim na modelima 1, 2, 3 
i 4, dati u vidu dijagrama na slikama 5.20-5-5.29, jasno pokazuju efekte promjene oblika funkcije 
prostornog uticaja na adaptivni proces. Usvajanjem eksponenta q>=0.5 u originalnom modelu 
autora ovog rada - model 3, opada uticaj celija senzora na adaptivni proces unutar podrucja 
odredenog koeficijentom brzine opadanja uticaja celije senzora na adaptivni proces D u 
poredenju sa modelom Xinghua-e - model 1 i modelom Mullender-a - model 2, dok van ovog 
podrucja raste kao sto je prikazano na slici 5.14. Analiza rezultata numerickog modeliranja 
adaptivnog procesa pokazuje da numericko modeliranje bazirano na modelu 3 vodi raspodjeli 
relativne gustine kostanog tkiva koja znatnije odstupa od eksperimentalno odredene raspodjele u
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poredenju sa raspodjelama relativne gustine kostanog tkiva koje se dobijaju numerickim 
modeliranjem adaptivnog procesa baziranim na modelima 1 i 2. Usvajanjem eksponenta <p= 2 u 
originalnom modelu autora ovog rada - model 4, raste uticaj celija senzora na adaptivni proces 
unutar podrucja odredenog koeficijentom brzine opadanja uticaja celije senzora na adaptivni 
proces D u poredenju sa modelom Xinghna-e - model 1 i modelom Mullender-a - model 2, dok 
van ovog podrucja opada kao sto je prikazano na slici 5.14. Analiza rezultata numerickog 
modeliranja adaptivnog procesa pokazuje da numericko modeliranje bazirano na modelu 4 vodi 
raspodjeli relativne gustine kostanog tkiva koja pokazuje bolje poklapanje sa eksperimentalno 
odredenom raspodjelom u poredenju sa raspodjelama relativne gustine kostanog tkiva koje se 
dobijaju numerickim modeliranjem adaptivnog procesa baziranim na modelima 1 i 2.

Dobijeni rezultati numerickog modeliranja adaptivnog procesa, dati u vidu dijagrama na slikama 
5.20^-5.29, pokazuju da se adaptivni proces opisuje znatno uspjesnije originalnim modelom 
autora ovog rada u kojem je spongiozno kostano tkivo modelirano kao ortotropno (model 5) u 
odnosu na modele u kojim se spongiozno kostano tkivo modelira kao izotropno (modeli 1, 2, 3 i 
4). Dakle, numericko modeliranje adaptivnog procesa bazirano na modelu 5 vodi raspodjeli 
relativne gustine kostanog tkiva koja znatno manje odstupa od eksperimentalno odredene 
raspodjele u poredenju sa raspodjelama relativne gustine kostanog tkiva koje se dobijaju 
numerickim modeliranjem adaptivnog procesa baziranim na modelima 1, 2, 3 i 4.

Uporedenjem raspodjela relativne gustine kostanog tkiva dobijenih eksperimentalno i 
numerickim modeliranjem adaptivnog procesa navedenim modelima uocava se sljedece:

® Raspodjele dobijene numerickim modeliranjem su, s obzirom na pretpostavljenju 
simetricnost geometrije i opterecenja prsljena u odnosu na srednju sagitalnu ravan, 
simetricne za razliku od eksperimentalno odredene raspodjele;

• Raspodjele dobijene numerickim modeliranjem pokazuju znatnije odstupanje u odnosu na 
eksperimentalno odredenu raspodjelu u podrucju sa zadnje strane tijela prsljena u kojem 
krvni sudovi koji prehranjuju prsljen ulaze u tijelo prsljena. Eksperimentalno odredena 
raspodjela pokazuje da je relativna gustina kostanog tkiva u ovom podrucju vrlo niska, cak 
toliko da ga u pojedinim vokselima skeniranih presjeka tijela prsljena i nema. Raspodjele 
dobijene numerickim modeliranjem pokazuju manjkavost matematickih modela koji 
opisuju adaptivni proces koja se ogleda u nedostatku unutrasnjeg mehanizma ugradenog u 
modele, kojim bi bila defmisana odredena ogranicenja kada je u pitanje raspodjela 
kostanog tkiva u ovakvim specificnim podrucjima prsljena odnosno bilo koje druge kosti 
cija bi raspodjela kostanog tkiva bila predmet numerickog modeliranja.

5.4 PRIMJER PRIMJENE BIOMEHANICKOG FEM  MODELA 
PRSLJENA ZA ODREDIVANJE NAPONSKOG STANJA PRSLJENA 
RUKOVAOCA MOSNE DIZALICE

Numerickim modeliranjem procesa adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje je 
odredena raspodjela relativne gustine kostanog tkiva prsljena osoba koje predstavljaju 
istrazivacki uzorak. Korelativne veze relativne gustine i mehanickih karakteristika kostanog 
tkiva utvrdene brojnim istrazivanjima, koja su detaljno predstavljena u drugom poglavlju ovog 
rada, omogucavaju da se na osnovu raspodjela relativne gustine odrede i mehanicke 
karakteristike kostanog tkiva konacnih elemenata FEM  modela prsljena. Dobijeni FEM  model 
prsljena moze biti iskoriscen, izmedu ostalog, i za analizu naponsko-deformacionog stanja 
prsljena izazvanog kako sopstvenom tezinom, tako i opterecenjem prsljena uzrokovanim 
razlicitim spoljnjim uticajima.

U tom smislu je izvrseno mjerenje vibracija mosne dizalice u razlicitim radnim rezimima, ciji su 
rezultati dati u trecem poglavlju ovog rada na slikama 3.17 i 3.18, kako bi se identifikovalo
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opterecenje izazvano vibracijama koje u toku rada djeluje na kicmeni stub rukovaoca dizalice. 
Na osnovu rezultata mjerenja vibracija mosne dizalice je odredeno opterecenje slabinskog 
prsljena L5 rukovaoca dizalice i prema njemu izvrsena analiza naponskog stanja prsljena.

Opterecenje slabinskog prsljena L5, izazvano vibracijama mosne dizalice, je odredeno FEM 
modelom ljudskog tijela Pankoke-a [56], cije su karakteristike date u drugom poglavlju ovog 
rada. Karakteristike ovog modela se mogu prilagodavati individualnim karakteristikama, tj. 
visini i tezini rukovaoca dizalice. Stoga je model prilagoden visini i tezini osobe 5 iza tabele 3.2. 
Opterecenje prsljena je odredeno za polozaj tijela koji je Pankoke definisao kao opusteni polozaj 
tijela. FEM  model ljudskog tijela, prikazan na slici 5.30, je pripremljen u komercijalnom FEA 
sofveru ANSYS 8.0. Model je iskoriscen za vremensku analizu kojom je odredena promjena 
opterecenja prsljena usled radnih vibracija mosne dizalice registrovanih tokom istrazivanja. 
Vremenskom analizom se odreduju pomijeranja, naponi, deformacije i opterecenje dinamickog 
modela nastale pod dejstvom spoljasnjih vremenski promjenljivih radnih sila.

Metoda za sprovodenje vremenske analize 
koja je koriscena u ovom radu je metoda 
superpozicije oblika oscilovanja koja je 
detaljno obrazlozena u istrazivanju S.Kitazaki- 
ja [140]. Za sprovodenje vremenske analize 
ovom metodom potrebno je poznavanje 
sopstvenih frekvencija modela. Stoga je 
modelom Pankoke-a prethodno izvrsena 
modalna analiza, a dobijene vrijednosti 
sopstvenih frekvencija modela su date u tabeli 
5.7. Potom je izvrsena vremenska analiza i to 
za vremenski interval u trajanju kracem od 
dvije sekunde unutar kojeg se nalaze 
maksimalne amplitude vibracija mjerenih u 
radnim rezimima podizanja sa tla i spustanja 

na tlo tereta od 40 kN prikazanim na slikama 3.17 i 3.18. Dobijeni rezultati o opterecenju 
prsljena L5 rukovaoca mosne dizalice, izazvanom vibracijama, u vremenskom intervalu u kojem 
su registrovane vibracije najveceg inteziteta, u navedenim radnim rezimima, su date na slici 5.31.

tin Setat y* got (Wrttb wwksfere PKjuMen Okto MeQjCtife t*»
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Slika 5.30 FEM  model ljudskog tijela 
pripremljen u FEA softveru ANSYS 8.0

Tabela 5.7 Sopstvene frekvencije modela Pankoke-a
Mod 1 2 3 4 5 6 7 8
fHzl 0.6 2.9 4.8 7.9 11.7 14.7 15.6 18.8

Vrijema [s] VnJ 'me Is!

Slika 5.31 Sila pritiska na tijelo prsljena L5 izazvana vertikalnim vibracijama pri 
a) podizanju tereta od 4 t sa tla b) spustanju tereta od 4 t na tlo
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Maksimalna sila pritiska kojom je usled dejstva vibracija dodatno optereceno tijelo prsljena L5 
rukovaoca mosne dizalice se javlja, kada je rijec o ispitivanim radnim rezimima dizalice, tokom 
podizanja tereta od 40 kN sa tla i iznosi 177 N. Program koji je autor ovog rada razvio za analizu 
naponsko-deformacionog stanja prsljena i simulaciju adaptivnog procesa omogucava 
odredivanje naponskog stanja prsljena koje je posljedice ne samo sopstvene tezine tijela, vec i 
dodatnog opterecenja izazvanog spoljnjim uzrocnicima. U tom smislu je sila pritiska koja, kao 
posljedica vibracija koje djeluju na rukovaoca mosne dizalice, dodatno opterecuje prsljen, u 
FEM model unijeta kao dodatno opterecenje kontaktnih povrsina tijela prsljena. Naponsko stanje 
prsljena L5 rukovaoca mosne dizalice, koje je posljedica opterecenja izazvanog sopstvenom 
tezinom i vibracijama dizalice, u jednom od poprecnih presjeka prsljena je dato na slici 5.32.

Oznaka modela 
JANKO CG 5.5.5 
Mjesto i datum 
Podgorica 
10.06.2005.

Slika 5.37 Raspodjela napona na granici plasticne deformacije 
u poprecnom presjeku prsljena rukovaoca dizalice

Uporedenjem raspodjele Von Mises-ovih napona u izabranom poprecnom presjeku prsljena 
rukovaoca mosne dizalice i raspodjele napona na granici plasticne deformacije moze se zakljuciti 
da su naponi u podrucju elasticnosti.

a  [N/mm2]

c

Oznaka modela 
JANKO CG 5.5.5 
Mjesto i datum 
Podgorica 
10.06.2005.

Slika 5.32 Raspodjela Von Mises-ovih napona u jednom 
od poprecnih presjeka prsljena rukovaoca mosne dizalice

Na osnovu raspodjele realativne gustine kostanog tkiva, u izabranom poprecnom presjeku 
prsljena, odredena je raspodjela napona na granici plasticne deformacije u odnosu na pritisak i to 
koriscenjem korelativne veze, koju je utvrdila E.Morgan, date izrazima (2.4a i 2.4b) za 
spongiozno, odnosno, kortikalno kostano tkivo. Dobijena raspodjela je prikazana na slici 5.33.

Or [N/mm2]
0 
1 
2 

4 

7 

11 

28

119



ZAKLJUCNA RAZMATRANJA

6
ZAKLJUCNA RAZMA TRANJA

Tokom istrazivanja na razvoju biomehanickog FEM modela prsljena baziranog na procesu 
adapacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje nastali su sljedeci zakljucci:

• Predlozeni metod za razvoj biomehanickog FEM modela ljudskog prsljena predstavlja 
prirodan nastavak dosadasnijih istrazivanja u oblasti numerickog modeliranja procesa 
adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje. Rezultati istrazivanja Huiskes-a, 
Weinans-a, Mullender-a i Xinghua-e na razvoju Nijmegen modela adaptivnog procesa su 
dopunjeni predlozima na bazi kojih je razvijen originalni model adaptivnog procesa. 
Proces adaptacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje, koji je u dosadasnjim 
istrazivanjima numericki modeliran iskljucivo na 2D FEM  modelima ljudskih kosti, je po 
prvi put numericki modeliran na 3D FEM modelu ljudskog prsljena. Rezultati numerickog 
modeliranja adaptivnog procesa su uporedeni sa eksperimentalnim rezultatima dobijenim 
kvantitativnom kompjuterskom tomografijom prsljena;

• Rezultati dobijeni tokom odredivanja kalibracione karakteristike CT skenera u vidu 
korelativne veze CT broja sa relativnom gustinom spongioznog, odnosno, kortikalnog 
kostanog tkiva predstavljaju potvrdu postojanja jake korelativne veze ovih velicina u 
lineamom obliku. Velicina koeficijenata korelacije ove veze ukazuje na korelativnu vezu 
koja skoro da prelazi u funkcionalnu;

• Razvijeni parametarski model za geometrijsko modeliranje ljudskog prsljena omogucava 
modeliranje geometrije prsljena sa zadovoljavajucom tacnoscu. Najvece odstupanje 
geometrijskog modela prsljena, dobijenog parametarskim modeliranjem geometrije istog, 
se javlja u podrucju spinoznog i poprecnih nastavaka, sto je uslovljeno slozenoscu 
geometrije prsljenskih nastavaka i neadekvatnim brojem parametara modela koji 
odgovaraju geometrijskim karakteristikama spinoznog i poprecnih nastavaka, kao i 
pocetnom pretpostavkom parametarskog modela o simetriji prsljena u odnosu na srednju 
sagitalnu ravan;

• Izabrano okruzenje, komercijalnog geometrijskog modelera Mechanical Desktop 6, za 
implementaciju razvijenog parametarskog modela predstavlja dobar izbor, s obzirom na 
raspolozivost brojnih alata za geometrijsko modeliranje, standardnih formata za razmjenu 
geometrijskih modela sa drugim komercijalnim softverima, kao i integrisanih razvojnih 
alata. Razvijeni model za parametarsko modeliranje geometrije prsljena predstavlja 
efikasniji alat za rekonstrukciju geometrije prsljena, koji znatno skracuje vrijeme potrebno 
za generisanje geometrijskog modela prsljena, u odnosu na klasicnu metodu koja se 
zasniva na podacima sa digitalizovanih slika;
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• Velicina odnosa gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva u stanju 
ravnoteze, odredena tokom istrazivanja za osobe koje predstavljaju istrazivacki uzorak, se 
krece u granicama k =(0.015+0.022) J/g. Dobijene velicine odnosa gustine deformacione 
energije i relativne gustine kostanog tkiva u stanju ravnoteze predstavljaju potvrdu 
pretpostavke Rubin i Lanyon-a po kojoj ravnotezno stanje odgovara normalnoj deformaciji 
kosti izazvanoj svakodnevnim aktivnostima;

• Rezultati dobijeni numerickim modeliranjem adaptivnog procesa pokazuju da se adaptivni 
proces modelira uspjesnije nelinearnim nego linearnim modelima adaptivnog procesa;

• Originalni predlog kojim se funkcija prostomog uticaja defmise izrazom (5.8) omogucava 
varijaciju oblika funkcije prostornog uticaja, usvajanjem razlicitih velicina eksponenta (p, i 
ispitivanje efekata iste na adaptivni proces. Usvajanje velicine eksponenta cp> 1 vodi rastu 
uticaja celija senzora na adaptivni proces unutar podrucja odredenog koeficijentom brzine 
opadanja uticaja celije senzora na adaptivni proces D u odnosu na modele Xinghua-e i 
Mullender-a, a smanjenju van ovog podrucja. Rezultati dobijeni numerickim modeliranjem 
adaptivnog procesa pokazuju da originalni model u ovom slucaju vodi raspodjeli relativne 
gustine kostanog tkiva koja pokazuje bolje poklapanje sa eksperimentalno odredenom 
raspodjelom u poredenju sa raspodjelama relativne gustine kostanog tkiva koje se dobijaju 
numerickim modeliranjem adaptivnog procesa baziranim na modelima Xinghua-e i 
Mullender-a;

• Rezultati dobijeni numerickim modeliranjem adaptivnog procesa pokazuju da uvodenje 
ortotropnosti spongioznog kostanog tkiva, utvrdene istrazivanjem koje je 1999. godine 
sproveo Ulrich sa saradnicima, u originalni model vodi raspodjeli relativne gustine 
kostanog tkiva koja pokazuje znatno bolje poklapanje sa eksperimentalno odredenom 
raspodjelom u poredenju sa raspodjelama relativne gustine kostanog tkiva koje se dobijaju 
numerickim modeliranjem adaptivnog procesa baziranim na modelima u kojim je 
spongiozno kostano tkivo model irano kao izotropno.

Tokom istrazivanja na razvoju biomehanickog FEM  modela prsljena baziranog na procesu 
adapacije kostanog tkiva na mehanicko opterecenje otvorio se i citav niz pitanja koja odreduju 
pravce buducih istrazivanja:

• Rezulati parametarskog modeliranja geometrije ljudskog prsljena ukazuju na potrebu 
daljeg poboljsanja parametarskog modela. Pravci daljih istrazivanja bi trebali biti 
usmjereni ka uvodenju dodatnih parametara kojim bi se na logicniji nacin parametarski 
izrazila geometrija spinoznog i poprecnih nastavaka, kao i daljem razvoja parametarskog 
modela geometrije prsljena koji za polaziste ne bi imao pocetnu pretpostavku 
parametarskog modela autora ovog istrazivanja o simetriji prsljena u odnosu na srednju 
sagitalnu ravan;

• Analiza velicine odnosa gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva u 
stanju ravnoteze k odredene tokom istrazivanja za osobe koje predstavljaju istrazivacki 
uzorak, date u tabeli 5.5, i njihove starosne dobi, date u tabeli 3.2, pokazuje da parametar 
k raste sa porastom starosne dobi. Ovo ukazuje na moguce postojanje korelativne veze 
odnosa gustine deformacione energije i relativne gustine kostanog tkiva u stanju ravnoteze 
k i starosne dobi osobe koje bi trebalo istraziti na vecem uzorku;

• Granicna velicina zapreminske gustine celija senzora, koriscena u originalnom modelu 
autora ovog istrazivanja iznosi 216 celija senzora/mm3, i odredena je na osnovu preporuke 
Mullender-a za granicnu velicinu povrsinske gustine celija senzora. Istrazivanje uticaja 
promjene velicine zapreminske gustine celija senzora na adaptivni proces bi trebalo da 
pokaze da li je ovako odredena granicna velicina zapreminske gustine celija senzora 
adekvatna ili se njenom promjenom povecava slicnost kostane strukture koja se dobija 
numerickim modeliranjem adaptivnog procesa na 3D FEM  modelu kosti sa realno 
postojecom strukturom kostanog tkiva;
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• Detaljna istrazivanja efekata varijacije oblika funkcije prostornog uticaja (5.8) na adaptivni 
proces za razlicite velicine eksponenta (p> 1 bi trebalo da omoguce odredivanje velicine 
eksponenta cp koja vodi kostanoj strukturi, dobijenoj numerickim modeliranjem adaptivnog 
procesa na 3D modelu kosti, koja je najslicnija realno postojecoj strukturi kostanog tkiva;

• Uporedenje raspodjele kostanog tkiva prsljena dobijene numerickim modeliranjem 
adaptivnog procesa sa eksperimentalno odredenom raspodjelom kostanog tkiva ukazuje na 
znatnije odstupanje teorijski i eksperimentalno dobijene raspodjele kostanog tkiva sa 
zadnje strane tijela prsljena u kojem krvni sudovi koji prehranjuju prsljen ulaze u tijelo 
prsljena. Ovo odstupanje je posljedica nedostatka unutrasnjeg mehanizma ugradenog u 
matematicke modele adaptivnog procesa kojim bi bila defmisana odredena ogranicenja 
kada je u pitanje raspodjela kostanog tkiva u specificnim podrucjima prsljena odnosno bilo 
koje druge kosti cija bi raspodjela kostanog tkiva bila predmet numerickog modeliranja. 
Buducim istrazivanjima bi trebalo definisati ogranicenja modela za svaku pojedinu kost 
ljudskog skeleta, kojim bi u model bila uvedena posebnost pojedinih podrucja u kosti.
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A
MA TEMA TICKE OS NO VE 

GEOMETRIJSKOG MODELIRANJA

A .l UVOD

Matematicke osnove geometrijskog modeliranja, kakvo danas poznajemo, postavljene su 
pocetkom sezdesetih godina dvadesetog vijeka. S. Coons (MIT), J.Ferguson (Boeing) i P.Bezier 
(Renault) skoro istovremeno definisu parametarske opise slobodnih povrsina. Povrsine opisuju 
polinomskim funkcijama dvaju parametara (u,v) koji predstavljaju krivolinijske koordinate 
tacaka sa povrSine. Sa matematicke tacke gledista njihove metode su veoma bliske, a razlikuju se 
samo po koriscenom polinomskom bazisu, pri cemu je moguca konverzija iz jednog oblika u 
drugi. Coons povrsinu opisuje u funkciji granicnih krivih linija i izvoda (tangenti) u smjeru 
poprecnom na te linije, Ferguson u funkciji diskretnih geometrijskih i diferencijalnih svojstava 
povrsine u njenim tjemenim, a Bezier preko tacaka, tkz. kontrolnog poliedra.

Pocetkom sedamdesetih godina u geometrijsko modeliranje se uvodi novi bazis zasnovan na B- 
splajn funkcijama. Matematicke osnove B-splajn funkcija je originalno postavio Schoenberg 
1946. godine. Medutim, tek 1972. godine zahvaljujuci radovima de Boor-a i Cox-a koji 
pronalaze rekurentnu relaciju i razvijaju efikasne algoritme za racunsku implementaciju B-splajn 
funkcija, dolazi do njihove siroke primjene u geometrijskom modeliranju. Ova familija funkcija 
se pokazala kao vrlo efikasno sredstvo za resavanja problema integracije povrsinskog i 
zapreminskog modeliranja. Tako nastaje novi bazis za opis geometrijskih elemenata dat u obliku 
racionalnih polinomskih funkcija, a geometrija definisana nad tim bazisom dobija popularan 
naziv NURBS (Non Uniform Rational B-Spline) geometrija.

A.2 TEORIJSKA OSNOVA ZA MODELIRANJE KRIVIH LINIJA

A.2.1 Parametarski opis krivih linija

Parametarski opis krive linije je opis pomocu vektorske funkcije skalarne promjenljive. Kriva se 
u trodimenzionalnom prostoru moze posmatrati kao trajektorija neprekidne vektorske funkcije:

r(u) = (x(u), y(u), z(u)), u e [a, b] (A. 1)
Polozaj tacaka sa krive je odreden parametrom u, kao sto je prikazano na slici A.l.
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Slika A.1 Kriva u parametarskom obliku

Pojedine komponente (x,y,z) vektorske funkcije predstavljaju skalarne funkcije promjenljive u, i 
uobicajno su date u eksplicitnom obliku, npr. x=x(u), y=y(u), z=z(u). Parametarski opis krive 
eliminise mogucnost visestruke pojave iste vrijednosti jer u slucaju zatvorenih krivih, cak i kad 
se kriva sjece, kao u slucaju krive na slici A.2, pojedine komponentne funkcije su jednoznacne 
jer parametar u stalno raste, odnosno, opada. Tangenta na krivu se takode dobija u 
komponentnom obliku:

"T~r(u) = (x (u),y (u),z (u)), ue [a ,b ] (A.2).
du

Funkcije x(u), y(u), z(u) mogu biti proizvoljnog oblika. Najprakticnijim se, medutim, pokazuju 
polinomske funkcije zbog jednostavnosti izracunavanja vrijednosti funkcije, razradenih metoda 
za resavanje algebarskih jednacina, jednostavnosti diferenciranja i integracije.

A.2.2 Oblici polinomskih krivih linija

Standardni oblik polinomske krive stepena < n definise se na sljedeci nacin:
r(u) = a0+ a,-u  + ....+ an-un, u e [a ,b ] (A.3)

Ogranicavajuci parametar u na interval ue[a ,b ] bira se zeljeni segment krive. Ferguson je, 
1963. godine, u nesto drugacijem obliku i za slucaj kubnog polinoma definisao krivolinijski 
segment odredujuci koeficijente a, na osnovu poznatih vrijednosti r(u) i dr(u)/du na krajevima 
intervala u e [a,b] normalizovanog na jedinicnu duzinu. Prema izrazu (A.3), za n= 3 se dobija:

r(u) = a0+ a,-u  + a2-u2+ a3-u3, u e [0,l] (A.4)
diferenciranjem izraza (A.4) dobija se prvi izvod kubnog polinoma:

= r(u) = a, + 2 • a2 • u + 3 • a3 ■ u2, u e [o,l] (A.5)
du

•  •

Uvrstavanjem poznatih vrijednosti polozaja ro=r(0) i r\=r(l) i izvoda so= r(o) i .v/=r(l) na
krajevima intervala dobijaju se izrazi za odredivanje koeficijenata a,:

ao = ro » a2 = 3 -( r ,- r0) - 2 - s 0- s 1
.  / x (A.6)

a, = s0 , a3 = 2-(r0 - r , )+ s 0 +s,
Uvrstavanjem prethodnih izraza u jednacinu (A.4) i pogodnim grupisanjem dobija se Ferguson- 
ov kubni segment [135]:

r(u) = r0-( l-3 -u 2+ 2-u3)+r1-(3-u2- 2 - u 3)+

s0 -(u -2 -u 2 + u 3)+s, - ( -u 2 + u3) u e [0,l]
Polinomi:

h0(u) = 1 -3 -u 2 4-2-u3 , h,(u) = 3

h2(u)= u - 2 - u 2+ u3 , h3(u) = - u 2+ u 3
predstavljaju Hermite-o\c interpolacione funkcije [135].

 ̂[0,1]
(A.7)

- 2 u 3
(A.8)
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Veoma popularan metod za definisanje 
polinomskih segmenata krivih linija razvio je 
P.Bezier. Bezier je, 1970. godine, definisao 
krivolinijski polinomski segment u sljedecem 
obliku [135]:

r(u) = X ri'Br(u), u e [0,l] (A.9).
i=0

Ovako definisana kriva interpolira samo 
krajnje tacke ro i rj, dok oblik kontrolnog 
poligona (ro,ri,...,rn), prikazan na slici A.3, 
grubo opisuje oblik krive.
Bezier-ov krivolinijski segment koristi Bernstain-ov polinomski bazis, koji je sljedeceg oblika:

Slika A.3 Bezier-ov krivolinijski segment

B,"(u)= . • u' • (l— u)n ', i = l,n
v 'y

(A. 10)

za skup svih polinoma stepena < n . To znaci da se svaki polinom stepena n moze izraziti kao 
linearna kombinacija n+1 Bernstain-ovog polinoma istog stepena. Za slucaj kubnih polinoma 
Bernstain-ov bazis, odreden prema izrazu (A. 10), sljedeceg je oblika:

Bo(u) = ( l - u ) 3 , B3(u) = 3 ■ u • (l -  u)2
B3(u) = 3 u 2- ( l-u )  , B3(u )= u 3

(A. 11)

Bernstain-ovi polinomi su definisani na cijeloj brojnoj osi. Medutim, geometrijsko modeliranje 
krive linije se sa proizvoljnog intervala normalizacijom uvijek svodi na jedinicni interval [0,1]. 
Na takvom, normalizovanom intervalu Bernstain-ov\ polinomi posjeduju osobine korisne za 
konstrukciju krive. Najvaznije su sljedece:

• Dijeljenje jedinice: ^ B [ (u )  = l;
i=0

• Pozitivnost: B[ (u) > 0, ue[0 ,l];
• Rekurzija: B[(u) = ( l - u )  B[“'(u)+u-B[_jl(u).

Pored prethodno navedenih osobina Bernstain-ovi polinomi posjeduju neprekidnost reda n. 
Drugim rijecima, neprekidni su, kao i svi njihovi izvodi reda < n .

Bezier-ova kriva odredena je vektorskim koeficijentima tacaka r0,ri,...,r„ i Bernstain-ovim 
polinomima Bq(u),...,B"(u). Poligon r0ri...rn, prikazan na slici A.3, predstavlja karakteristicni
ili kontrolni poligon jer odreduje oblik krive, a Bernstain-ovi polinomi B[(u) predstavljaju 
prelazne funkcije. Vrijednost prelazne funkcije B"(u) predstavlja uticaj z'-te tacke r, na vrijednost 
tj. polozaj krive za odredenu velicinu parametra u. Za manje vrijednosti parametra veci je uticaj 
pocetnih tacaka na oblik krive, za srednje vrijednosti srednjih tacaka itd. S obzirom da samo 
Bq(u) i B"(u) mogu poprimiti vrijednost 1 slijedi da Bezier-ova kriva prolazi samo kroz tacke ro
(za u=0) i rn (za u=l). Bernstain-ovi polinomi Bj’(u) se cesto nazivaju i tezinskim funkcijama, 
jer predstavljaju doprinose, tezine, pojedinih tacaka obliku Bezier-ove krive.

Sva svojstava Bezier-ove krive proisticu iz svojstava Bernstain-ovog polinomskog bazisa nad 
kojim je kriva i konstruisana. Tako iz svojstava dijeljenja jedinice i pozitivnosti Bernstain-ovih 
polinoma proistice da tacke Bezier-ovt krive predstavljaju konveksnu kombinaciju tacaka 
kontrolnog poligona. Ova cinjenica ima za posljedicu:

• Veza izmedu krive i kontrolnih Bezier-ovih tacaka je invarijantna pod afinim 
transformacijama;

• Bezier-ovo kriva lezi u konveksnoj ljusci svojih kontrolnih tacaka, slika A.3.
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Slika A.4 Graficki prikaz Kasteljanovog 
algoritma

Izvod Bernstain-ovih polinoma po parametru t

Svojstvo rekurzije Bernstain-ovih polinoma 
moze se iskoristiti za konstrukciju Bezier-ove 
krive pomocu uzastopne linearne interpolacije 
iz cega slijedi Kasteljanov algoritam. 
Kasteljanov algoritam se sastoji u uvodenju 
pomocnih kontolnih tacaka na sljedeci nacin: 

rk(u) = (l -  u)- rk_t + u ■ r*"1 (A.12)
gdje je r" = r; lako se pokazuje da tacku sa 
Bezier-ove krive dobijamo kao:

r(u)= rnn(u) (A. 13)
Graficka interpretacija Kasteljanovog 
algoritma data je na slici A.4. Izvodi Bezier- 
ove krive se takode mogu izraziti Bernstain- 
ovim polinomima nizeg reda. 

sljedeceg je oblika:

= n • [B,n_j1(u)-B "“1(u)] (A. 14)

Koristeci se prethodnom jednacinom jednostavno se dolazi do izraza za izvod Bezier-ove krive, 
koji geometrijski predstavlja vektor tangente na krivu:

dr(u) dBn_l(u)——  = n • > A r---- 1——
du " o ' du

(A. 15)

pri cemu je Ar; = ri+l -  r( . Ponavljajuci prethodni postupak dobijaju se izrazi i za izvode viseg 
reda. Tako se za izvod &-tog reda dobija:

D„r(u) = n! g  k d B rk(u) 
( n - k )  to ‘ du

(A. 16)'

pri cemu je Akr; = Ak ‘ri+1 -  Ak 1 ̂  . Vrijednosti prvih izvoda Bezier-ove krive za u=0 i u=l su:

r(0) = n -(r, - r 0) , r(l) = n • (rn - rn_,) (A.17)
sto geometrijski znaci da su tangente na Bezier-ovu krivu u pocetnoj i krajnjoj tacki poklapaju sa 
prvom i posljednjom stranom kontrolnog poligona. Vrijednosti drugih izvoda Bezier-ove krive 
za u=0 i u—1 su:

r (0) = n -(n -l)-(r0 -2 -r, + r2) , r(l) = n -(n -l)-(rn -2■ rn_, +rn_2) (A.18)
na osnovu cega proistice da zakrivljenost krive u pocetnoj i krajnjoj tacki odreduju prve odnosno 
zadnje tri tacke kontrolnog poligona. Ovi se izrazi koriste kada se pri sastavljanju kompozitne 
Bezier-ove krive zele zadovoljiti uslovi neprekidnosti tangente i/ili zakrivljenosti. Uslovi 
neprekidnosti krive mogu se prevesti u uslove koje moraju zadovoljiti kontrolni poligoni 
susjednih Bezier-ovih krivolinijskih segmenata.

A.2.3 B-splajn kriva linija

Ma koji od navedenih polinomskih bazisa bio upotrijebljen problem sa nezeljenim oscilacijama 
krive linije ce se pojaviti kad god se jedinstvenom krivom interpolira, odnosno, aproksimira veci 
niz tacaka. Problem nezeljenih oscilacija pri interpolaciji veceg broja tacaka jedinstvenom 
polinomskom funkcijom rjesava se uspjesno interpolacijom splajnovima. Splajn kriva je po 
djelovima polinomska kriva, sastavljena iz polinomskih segmenata na cijim su granicama 
postignuti odredeni uslovi neprekidnosti. Najcesce koriscena kubna splajn kriva ima po 
djelovima kubne segmente i neprekidna je zakljucno sa drugim izvodom na cijeloj oblasti

1Dk ■oznaka za izvod k-tog reda po promjenljivoj u
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definisanosti. Stoga, kubni splajn ispunjava osnovne zahtjeve koji se postavljaju pri 
geometrijskom modeliranju:

• Ima vizuelnu neprekidnost, naime, vizuelno se moze osjetiti najvise prekid zakrivljenosti, 
kojeg nema zbog neprekidnosti drugog izvoda;

• Nema skoka centrifugalne sile alata NC masina pri izradi elementa, geometrije modelirane 
splajnovima, jer nema prekida zakrivljenosti;

• Moguce modeliranje 3D geometrije, npr. cetiri tacke kontrolnog poligona Bezier-ove krive 
ne moraju lezati u ravni.

S obzirom na osobine koje ih izdvajaju po pogodnosti za geometrijsko modeliranje, danas je u 
najsiroj upotrebi familija B-splajn krivih linija. B-splajn kriva linija je defmisana kao po 
djelovima polinomska vektorska funkcija na B-splajn bazisu u obliku [135]:

r(u) = & ‘ Nf(n), uk < u < un+1 (A.19)
i=0

Tacke r, formiraju tkz. de Boor-ov kontrolni poligon. Broj ovih tacaka jednak je broju stepeni 
slobode B-splajn bazisa, stepena k, definisanog nad vektorom cvorova u = (uj)o+k+l. Dakle, B- 
splajn kriva linija stepena £je jednoznacno odredena sa:

-nizom ro,rj,...,rn kontrolnih tacaka i
-vektorom cvorova u = (u, )”+k+l.

Ako je rastojanje cvorova jednako B-splajn kriva je uniformna, u suprotnom B-splajn kriva je 
neuniformna.

Matematicke osnove B-splajn funkcija, koje predstavljaju bazis za B-splajn krive linije, je 
originalno postavio Schoenberg 1946. godine. Medutim, tek 1972. godine zahvaljujuci radovima 
de Boor-a i Cox-a koji su utvrdili svojstvo rekurzije B-splajn funkcija u sljedecem obliku:

= u Ui ■ Nk~’(u)+ Ui+k+1 u •Nk;1'(u) 
u i+k ~ u i uj+k+1- u i+l

(A.20a)

n  z a  U,

[0 u protivnom
(A.20b)

i razvili efikasne algoritme za racunsku implementaciju B-splajn funkcija, dolazi do njihove 
siroke primjene u geometrijskom modeliranju. Svojstva B-splajn funkcija znacajna za geometriju 
B-splajn krive linije su:

• Ima mali (lokalni) nosac: Nk(t)= 0, u £ [uj,ui+k+l];

• Dijeljenje jedinice: Nk (u) = 1, t i < u < uj+1;
i=j-k

• Pozitivnost: N k(u)>0, u e [uj,ui+k+1].
Mali nosafi je svojstvo koje je izdvojilo B-splajn funkcije i ucinilo ih superiornim u odnosu na 
druge familije funkcija kada je rijec o geometrijskom modeliranju. Mali nosac, tj. mali interval 
na kojem je velicina B-splajn funkcija razlicita od nule, uslovljava da ma koje duzine bio vektor 
cvorova u svakoj linearnoj kombinaciji nad ovim bazisom ce ucestvovati, za pojedine vrijednosti 
promjenljive u, konacan i relativno mali broj B-splajn funkcija. Ujedno ova osobina uslovljava 
da uticaj cvomih tacaka kontrolnog poligona na oblik B-splajn krive linije bude lokalan, tj. da 
odredeni cvor utice na oblik krive samo u sopstvenoj okolini, a ne po citavoj duzini krive.

Ocigledna je analogija odgovarajucih svojstava Bernstain-ovih polinoma i B-splajn funkcija, pa 
samim tim i Bezier-ove i B-splajn krive. Dakle, na osnovu drugog i treceg svojstva B-splajn 
funkcija slijedi da B-splajn kriva predstavlja konveksnu kombinaciju svojih kontrolnih tacaka pa 
prema tome lezi u konveksnoj ljusci tih tacaka. Preciznije, na osnovu prvog svojstva B-splajn 
funkcija slijedi:
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r(u)=  Z v t f t o
i=j-k

Stoga, svaki pojedinacni segment B-splajn 
krive lezi u konveksnoj ljusci onih kontrolnih 
tacaka koje ucestvuju u njegovoj definiciji, 
slika A.5, dakle tacaka /}.*,...,/)za u e [uj,uj+1J.
Pod segmentom se podrazumijeva dio krive 
koji odgovara intervalu parametra izmedu dva
cvora [uj,uj+1J za neko j = k ,n . Tacke na
krivoj koje su granice segmenta, tj. tackepj.i i 
Pj nazivaju se geometrijskim cvorovima.
Svaka od kontrolnih tacaka nema svoj 
geometrijski cvor, a kod kubne splajn krive 
broj geometrijskih cvorovaje za dva manji od 
broja kontrolnih tacaka. Velicine parametra u 
na krajevima segmenata B-splajn krive, koji odgovaraju polozaju geometrijskih cvorova, 
definisani su odnosom stranica poligona koji formiraju geometrijski cvorovi i mogu se odrediti 
prema sljedecim izrazima:

U s,0  =  0

|mod(r+l) -  P k  |  _____  ( A . 2 2 )

-------------- , j = l,nR
Imod(r-t-l) P k

k -0

gdje je: ng+l broj geometrijskih cvorova.

U j^u  < Uj+1 (A.21).

n-i

Slika A.5 Segment B-splajn krive i dio 
kontrolnog poligona koji mu odreduje oblik

Po ideji Kasteljanovog algoritma za odredivanje polozaja tacaka Bezier-ove krive linije, de Boor 
je razvio analogan algoritam za odredivanje polozaja tacaka B-splajn krive linije. Ovaj algoritam 
omogucava odredivanje vrijednosti krive u tacki posredstvom uzastopnih linearnih kombinacija 
kontrolnih tacaka koje ucestvuju u definiciji segmenta kojem tacka pripada. Matematicka 
formulacija ovog algoritma data je sljedecim izrazom:

gdje je

r (u )= £ r ,k .N “(u)
i

(A.23a)

r ,J = ( l - a O - r , J: I' + a ^ r H (A.23b)
i u — uaj - (A.23c)

U i+k-j+l — U i

Izvod B-splajn krive, koji geometrijski predstavlja vektor tangente na krivu moze se izraziti na 
sljedeci nacin:

(A.24)

Analogno Bezier-ovoj krivoj liniji i kod B-splajn krive tangente u pocetnoj i krajnjoj tacki 
poklapaju se sa prvom i posljednjom stranom kontrolnog poligona. Ponavljanjem prethodne 
jednacine dobijaju se izrazi i za izvode viseg reda. Tako se za izvod r-tog reda dobija:

D„r(t) = • t a [ - N f - r(u) (A.25)2
i—j—(k—r)

gdjeje

2 D ru -oznaka za izvod r-tog reda po promjenljivoj u
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a[ = ( k - r  + l)- —-----(A.26).
ui+k-r+,-U i

A.2.4 Racionalna B-splajn kriva linija

Neracionalni oblici krivih linija, o kojima je bilo rijeci u prethodnom dijelu ovog priloga, su 
pogodni za modeliranje slobodne, odnosno neanaliticke geometrije. Medutim, u inzenjerskim 
konstrukcijama analiticki oblici poput pravaca, krugova i ostalih konicnih presjeka jednako su 
zna£ajni kao i slobodna geometrija. Kubna B-splajn kriva linija moze, odgovajucim odabirom 
kontrolnih tacaka, egzaktno opisati pravolinijski i parabolicni segment. Krug, medutim, ne moze 
biti tacno opisan upotrebom ovih neracionalnih izraza, vec se mora aproksimirati dijeljenjem na 
dovoljan broj manjih segmenata. Alternativni pristup koji obezbjeduje egzaktnu polinomsku 
predstavu kruga kao i drugih konicnih presjeka bazira se na upotrebi racionalnih polinomskih 
krivih linija. U slucaju da se koriste B-splajn funkcije dobija se racionalna B-splajn kriva 
linija sljedeceg oblika [135]:

I 'V V N 'f u )
r(u) = ---------------  (A.27)

2 > ,-N f (u )
i=0

gdje su: vv, tezinski koeficijenti, r, kontrolne tacke. Racionalna B-splajn kriva linija posjeduje sva 
pozitivna svojstva neracionalne B-splajn krive linije, a dodatno se odlikuje i sljedecim 
pozitivnim karakteristikama:

• Nudi opsti matematicki oblik za precizan opis standardnih analitickih oblika (pravaca, 
krugova, konicnih presjeka, ravni i povrsina drugog reda) kao i slobodne geometrije;

• Nudi dodatne stepene slobode, kroz tezinske koeficijente, koji se mogu iskoristiti za 
generisanje siroke lepeze oblika;

• Predstavlja uopstavanje neracionalne B-splajn krive linije i vecina svojstava i algoritama 
razvijenih za neracionalne varijante se jednostavno prenose i na racionalne.

A.3 TEORIJSKA OSNOVA ZA MODELIRANJE POVRSINA

Slidno kao i kod krivih linija, parametarski opis je jedino rjesenje za slozene i slobodne povr§ine. 
Parametarski opis povrsina je ustvari vektorska funkcija dva skalarna parametra, koja tacku iz 
ravni preslikava u prostor. Parametarski opis i kod povrsina ima niz prednosti u odnosu na druge 
vidove opisa povrsina, poput eksplicitnog, implicitnog itd., koje se ogledaju u jednostavno 
izracunavanju tacaka, kao i izoparametarskih linija sa povrsine, eliminisanju problema sa 
visestrukim vrijednostima.

A.3.1 Bezier-ova povrsina

Parametri koji opisuju Bezier-ovu povrsinu slicno istoimenoj krivoj liniji su tjemena kontrolnog 
poliedra, a tezinske funkcije koje ih povezuju su Bernstain-ovi polinomi. Povrsina se defmise u 
obliku tenzorskog proizvoda dvaju Bernstain-ovih polinomskih bazisa [135]:

n m

r(u, v) = £  S y  B." (u)■ B™ (v), 0 < u, v < 1 (A.28)
i=0 j=0

I u ovom slucaju je parametarska ravan normalizovana na jedinicni kvadrat da bi se iskoristila 
sva pozitivna svojstva Bernstain-ovih polinoma na jedinicnom intervalu. Na slici A.6 dat je 
primjer bikubne Bezier-o\Q povrsine. Oblik kontrolnog poliedra, mada predstavlja grubu 
aproksimaciju povrsine, daje intuitivno dobru predstavu o njenom obliku. Samo cetiri kontrolne 
tafike roo, r3o, ro3 i r33 leze na povrsini, a po cetiri kontrolne tacke duz svake ivice kontrolnog 
poliedra defmisu ivice, tj. granicne krive povrsine u obliku Bezier-ove krive linije. Cetiri
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unutrasnje tacke, susjedne nekoj ivici poliedra, odreduju izvode u smjeru poprecnom na tu ivicu 
uticuci tako na prirodu interpolacije u unutrasnjosti povrsine. Drugim rjecima, parcijalna 
derivacija u smjeru poprecnom na granice povrsine zavisi samo od prve dvije vrste, odnosno, 
kolone kontrolnih tacaka. Naime, linije u=uo=const., takozvane v linije, predstavljaju

Bezier-ove krive linije stepena m sa
kontrolnim poligonom:

rj(uo) = i / i j  'B"(u)’ j = 1>m (A-29)
i=0

Dakle, polozaj tacke na toj liniji zavisi samo 
od parametra v:

r(u0, v ) - J rJ(u o)-Br(v), 0 < v < 1 (A.30)
i=0

Prvi parcijalni izvod u smjeru poprecnom na 
granicnu krivu liniju je u tom slucaju:

~ r ( u ft, v) = m • (r;4 ^ 0)• B" (u0) (A.31)
o v  i=0

Sva svojstva Bezier-ove krive linije prenose se i na istoimenu povrsinu. Konfiguracija 
kontrolnog poliedra daje dobru indikaciju o opstem obliku povrsine i pomjeranje kontrolnih 
tacaka izaziva intuitivno ocekivanu izmjenu. Ovo, naravno, vazi u slucaju slobodnog kreiranja 
geometrije, a ne geometrije strogo definisane mrezom interpolacionih tacaka.

n.3

Slika A.6 Bezier-ova bikubna povrsina

A.3.2 Coons-ova povrsina

Coons-ova metoda za definisanje topoloski pravougaone povrsine polazi od granicnih krivih
linija i izvoda u smjeru poprecnom na te krive linije ru i rv, prikazanih na slid A.7. Coons je 

problem definisanja povrsine sveo na 
pronalazenje odgovarajuce funkcije r=r(u, v) 
0 < u ,v < l  koja interpolira podatke na 
granicama, tj. koja za u=0, u= 1, v=0 i v=l daje 
korektne granicne krive linije i tangente. Ova 
metoda spada u transfinitne, sto znaci da se 
ovom metodom interpolira beskonacan broj 
tacaka sa granica povrsine. Coons je do 
funkcije r(u,v) dosao interpolacijom parova 
granicnih krivih linija, uz primjenu Hermite- 
ovih interpolacionih funkcija, cim je dobio 
dvije povrsine prikazane na slici A.8 [135]:

ri(u’v)~  r(0,v)-h0(u)+r(l,v)-h1(u)+ru(0,v)-h2(u)+ru(l,v)-h3(u) 
r2(u, v) = r(u,0)- h0(v)+ r(u,l)- h,(v)+rv(u,0)- h2(v)+ rv(u,l)- h3(v)

(A.32)

Slika A.8 Coons-ovc povsine dobijene prema izrazima (A.32)

130



MATEMATICKE OSNOVE GEOMETRIJSKOG MODELIRANJA

Potom je izveo zbrajanje ovih povrsina cim se nije dobila trazena povrsina. Medutim, pokazalo 
se da se ocekivana povrsina dobija kada se od zbirne povrsine ri(u,v)+r2(u,v) oduzme treca 
povrsina ri(u,\) koja nastaje kada se interpolaciona metoda primijeni samo na tjemena povrsine:

r(0,0) r(0,l) rv (0,0) rv(0,l)
r(l»0) r(l,l) rv(l,0) rv(l,l) 

ru(0,0) ru (0,l) ruv (0,0) ruv(0,l) 
ru(lO) ru(U) ruv(l,0) ruv(l,l)_

r3(u,v) =

h0(u)
T  -

hi(u)
h 2(u)
h3(u)

h o(v)
h,(v)
h2(v)

_h3(vl

(A.33)

gdje rm predstavlja mjesoviti izvod. Povrsina:
r(u, v) = r, (u, v)+ r2 (u, v )-  r3 (u, v) (A.34)

daje za u -0, u= 1, v=0 i v=l granicne krive linije i granicne izvode, tj. korektno interpolira 
polazne podatke.

A.3.3 B-splajn povrsina

B-splajn povrsina je defmisana tenzorskim proizvodom dvije B-splajn funkcije [135]:
n m

r(u’v ) = E Z v N ?(u)-N !(v) (A-35)
i=0  j= 0

gdje su:
• i"ij, i = 0, n , j = 0, m tacke kontrolnog poliedra;
• k i / stepeni povrsine u pravcu u i v;
• N f ^ i  = 0,n B-splajn funkcije u pravcu u, stepena k, sa vektorom cvorova u = (ur)o+k+l;

• Nj(v), j = 0,m B-splajn funkcije u pravcu v, stepena /, sa vektorom cvorova v = (vs)”+l+1.
Veza izmedu kontrolnih tacaka, stepena B-splajn funkcije i vektora cvorova data je vec u 
paragrafu A.2.3 ovog priloga gdje je obradena B-splajn kriva linija i primjenjuje se na u i v 
pravac posebno. Vektor cvorova je jedinstven za svaki "red" tacaka kontrolnog poliedra, 
odnosno, u kontrolni poligon, kao i za svaku "kolonu" kontrolnih tacaka odnosno v kontrolni 
poligon. Svojstva B-splajn krivih linija se prenose direktno na B-splajn povrsine.

Racionalna B-splajn povrsina nastaje jednostavnim prosirenjem koncepta racionalnih B-splajn 
krivih linija, cim se dobija sljedeci izraz:

X V n  r , .S : ( u ) .N '( 0

=  ------------------------------------------------------------------------  < A ' 3 6 >

i l w . - N f W - N K v )
i= 0  j= 0

gdje su wy, i = 0 ,n ,j = 0,m tezinski koeficijenti tacaka kontrolnog poliedra. Znacaj ovih 
koeficijenata je u cinjenici da u kombinaciji sa odgovarajuce odabranim kontrolnim tackama i 
vektorima cvorova mogu omoguciti racionalnu predstavu svih povrsina drugog reda (cilindar, 
sfera, konus...). U literaturi ovaj tip B-splajn povrsina se uobicajno naziva neuniforma racionalna 
B-splajn povrsina, odnosno, NURBS (Non Uniform Rational B-Spline) povrsina. Pri 
izracunavanju tacaka sa NURBS povrsine, kao i kod krivih linija ne moramo izracunavati sve B- 
splajn funkcije vec samo one koje su na datom intervalu vektora cvorova razlicite od nule. Stoga 
se izraz (A.36) moze zapisati u sljedecem obliku [135]:

X  X w ,-r ,-N r(« ) .N i(v )
r(u, v) = --------------------------,X X w u 'N?W -N '(v )

i = r - k  j= s —1

u r < u < u
V„ <  V <  V

r+1 (A.37)
S + l
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MEHANICKE OSNOVE 
METODE KONA CNIH ELEMENA TA

B .l UVOD

Analiticko resavanje diferencijalnih jednacina ravnoteze koje bi zadovoljilo poznate granicne 
uslove je moguce u slucaju jednostavnih struktura. Medutim, u praksi se uobicajno srecu 
strukture slozene geometrije, cesto sastavljene od veceg broja razlicitih materijala za koje nije 
moguce dobiti analiticka resenja jednacina ravnoteze koja zadovoljavaju granicne uslove. U 
ovakvim slucajevima se uobicajno pribjegava numerickom resavanju jednacina ravnoteze 
metodom konacnih elemenata. Metodom konacnih elemenata struktura se slozene geometrije 
diskretizuje i predstavlja skupom odredenog broja konacnih elemenata. Matrice u jednacinama 
ravnoteze strukture se u tom slucaju formiraju jednostavnim spajanjem odgovarajucih matrica 
dobijenih za pojedine konacne elementa uz ocuvanje granicnih geometrijskih uslova.

B.2 OSNOVI TEORIJE ELASTICNOSTI

Poznavanje osnovnih pojmova teorije elasticnosti neophodno je radi cjelovitog razumijevanja 
metode konacnih elemenata. Cilj teorije elasticnosti jeste odredivanje polja pomijeranja, 
deformacija i napona opterecenog i oslonjenog tijela. Pomijeranje predstavlja promjenu 
dimenzije tijela pod dejstvom opterecenja i sa {u v w}T se mogu oznaciti komponente 
pomijeranja za tri medusobno ortogonalna pravca. Deformacija je relativno pomijeranje tj. 
pomijeranje podijeljeno sa pocetnom dimenzijom, a sastoji se od linijskih i ugaonih komponenti 
{sx sy sz yxy yyz Yzx}1 ■ Napon predstavlja unutrasnju silu po jedinici povrsine posmatranog presjeka 
tijela, a cine ga normalne i smicuce komponente {ax ay az zxy ryz tzx}j .

B.2.1 Jednacina spoljasnje i unutrasnje ravnoteze

Jednacine spoljasnje ravnoteze cine sume svih aktivnih (spoljasnjih) i reaktivnih (otpori 
oslonaca) sila i momenata za tri medusobno ortogonalne ose x, y  i z koje u uslovima ravnoteze 
moraju biti jednake nuli. Za proizvoljan prostorni slucaj postoji ukupno sest jednacina spoljasnje 
ravnoteze:

I F<=°. I F»=°. SF-=°. 2X=°. 2X=°. Sm,=o (b.i)
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Na slici B.l prikazan je elementami dio zapremine tijela, na koji djeluju zapreminske sile {Fx Fy 
FZ}T koje su posljedica uticaja gravitacije, ubrzanja ili magnetnog polja na posmatrano tijelo. 
Zapreminske sile koje djeluju na elementamu zapreminu, dV=dx-dy dz, izazivaju ukupnu silu 
{Fx-dVFy dVFz-dV}T. Pored zapreminskih sila na elementarnu zapreminu djeluju i naponi {crx cry 
<?z Txy ryz rzx}T u  vidu unutrasnjih sila koje djeluju po povrsinama posmatrane elementarne 
zapremine. Jednacine unutrasnje ravnoteze, definisane za elementarnu zapreminu, glase: zbir 
unutrasnjih zapreminskih sila i prirastaja napona za odgovarajuce ose jednak je nuli [144]:

da dr dr+ —^  + ̂ ^  + Fx =0,
Sr da„ dr

■ + - zy + Fy = 0, ch; dr
dx dy dz dx dy dz y ' dx dy dz

Jednacina unutrasnje ravnoteze zapisana u matricnoj formi sljedeceg je oblika:

+ ̂  + F2=0 (B.2)

[Lf -W+{F} = 0 (B.3)
gdje je {a}={crx ay az rxy xyz tzx}j vektor napona, {F}={FX Fy FZ}J vektor zapreminskih sila, a 
[L\ matrica diferencijalnih opretora sljedeceg oblika:

Slika B.l Zapreminske sile i naponi 
elementarne zapremine

a
dx

0 0

0 d
dy

0

0 0 d
dz

d
dy

d
dx

0

0 d
dz

d
dy

d
0 d

.dz dx.

(B.4)

B.2.2 Uslovi kompatibilnosti

Zbog kontinualnosti tijela na koje djeluje spoljasnje opterecenje i polje pomijeranja mora biti 
kontinualno sto obezbjeduju uslovi kompatibilnosti. Uslovi kompatibilnosti dati izrazima [146]:

5 X
dy2

d \
dz1

+

d2yx
dx2

32s,

dx-dy

d2yyz
dy-dz 

d2y*x
dz1 dx1 dz ■ dx

■ + -

5y2
52s,

(B.5)

predstavljaju dopunske jednacine za resavanje diferencijalnih jednacina unutrasnje ravnoteze.

B.2.3 Veza deformacija i pomijeranja

Deformacije opterecenog tijela mogu se izraziti preko pomijeranja {u v w}J pri cemu se uvodi 
pretpostavka da su deformacije male i da linearno zavise od pomijeranja. Po defmiciji linijska 
deformacija predstavlja odnos promjene duzine i pocetne duzine, sto se za primjer dat na slici 
B.2 moze predstaviti sljedecim izrazom [146]:

ex

dx + ( du , 'ju + ---- dx -  u
l  dx ) du

L02 dx dx
(B.6)
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Ugaona deformacija predstavlja promjenu pravog ugla elementa sa slike B.2, s obzirom da su 
uglovi pi i p2 mali vazi /?/«tan/?/ i p2*tm p2, te se ugaona deformacija moze izraziti na sljedeci 
nacin:

Slika B.2 Deformacija malog elementa

Y xy

Yxy = P 1+ p 2 ~ tanP l+ tanP2
' du , u + —  • d y -  u f  <9v ,

V  H----------d x -  V
l  J -1- l  a x  J

dy dx
_du  dv 

^xy dy dx
(B.7)

Analogno izrazima (4.7) i (4.8) mogu se 
izvesti i izrazi za preostale linijske i ugaone 
komponente deformacije, te se veza 
deformacija i pomijeranja u matricnoj formi 
moze zapisati:

{ s } = [ L ] - { f }

gdje je {s]={sx ey ez yxy yyz yzx}T vektor deformacija, a {/)={« v w}1 vektor pomijerenja.

B.2.4 Veza napona i deformacija

Za linearno elasticno izotropno tijelo veza napona i deformacija je definisana Hooke-ovim 
zakonom koji glasi [146]:

a x = Z - £  +  2 - p  - s x * Xxy =  B  'Y x y

CTy =  X ■ s  +  2  ■ p '  ■ s y =  B  • Y yz

CTZ =  X ■ E +  2  ■ p '  • s z T zx =  P ■ Yzx

(B.9)

gdje je £=£x+sy+sz zapreminska deformacija, a / / ’ i A Lamet-ove konstante koje se odreduju 
prema sljedecem izrazu:

G = X = v-E
2-(l + v )’ (l + v )-(l-2 -v )

(B.10)

gdje je G modul klizanja, E  modul elasticnosti i v Poisson-ov koeficijent. Poisson-ov koeficijent 
v odreduje deformaciju u poprecnim pravcima izazvanu naponom u uzduznom pravcu, tako na 
primjer napon az izaziva deformaciju sz=oz/E, ex=-vsz i sy=-v8z. Zapisom izraza (B.9) u 
matricnoj formi dobija se:

{s } = [c ] { ct} ili H =[E ]-{s}  (B .11)
gdje je [C] matrica elasticnih koeficijenata materijala, a [E] matrica elasticnosti materijala sa 
clanovima:

[E] =
E

(l + v )-(l-2 -v )

1 — V V V 0 0 0

V 1 — V V 0 0 0

V

0

V

0

1 — V  

0

0
1 -2 -v

2

0

0

1 -2 -v

0

0

0 0 0 0
2

0

1-2
0 0 0 0 0 2

(B.12)
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B.2.5 Ekvivalentni napon

Ekvivalentni ili uporedni napon je fiktivni napon koji odgovara uzduznom, a kojim se 
zamjenjuje napon koji odgovara slozenom naprezanju. Izracunavanje ekvivalentnog napona se 
uobicajno izvodi prema nekoj od hipoteza o lomu, a najcesce koriscena je hipoteza najveceg 
specificnog deformacionog rada prema kojoj se odreduje tkz. Von Mises-ov napon i to prema
izrazu [146]:

CTeq = V a * + a y + c z ~ CT* ' CTy _ C T >

B.2.6 Granicni uslovi

Granicni uslovi se mogu odnositi na 
pomijeranja, posredstvom kojih se izrazava 
postojanje oslonaca tijela, i napone, 
posredstvom kojih se definisu postojeca 
spoljasnja opterecenja tijela. Granicni uslovi 
za uklijestenu plocu, prikazanu na slici B.3, 
bili bi: granicni uslov pomijeranja po kojem je 
duz ivice AB pomijeranje w=v=0 i granicni 
uslov napona po kojem je duz ivica AC i BD 

0 i duz ivice CD ax=-&x i Txy=0.

•CTz - CTx-°z+ 3-(x 'y + < z + ^ z) (B.13)

Slika B.3 Uklijestena ploca

B.3 METODA KONACNIH ELEMENATA

Koncept ideje na kojoj je zasnovana metoda konacnih elemenata prvi je u svom radu iy 1943. 
godine iznio Courant prepoznavsi u njoj Rayleigh-Ritz-ovo resenje varijacionog problema. 
Osnovna ideja metode konacnih elemenata sastoji se u diskretizaciji kontinualnog tijela i 
njegovoj podjeli na sitnije konacne elemente, najcesce pravilnih geometrijskih oblika, spojene u 
zajednickim cvomim tackama. Polje pomijeranja, deformacija i napona cvomih tacaka 
diskretizovanog tijela odreduje se iz jednacina ravnoteze, dok se polja pomijeranja, deformacija i 
napona tacaka unutar konacnog elementa odreduju priblizno interpolacionim funkcijama oblika 
definisanim prema vrijednostima promjenljivih u cvornim tackama. Polje pomijeranja tacaka 
unutar konacnog elementa, za poznate funkcije oblika, moze biti izrazeno preko pomijeranja 
dvomih tacaka konacnog elementa na sljedeci nacin [127, 130, 146]:

{f}=[N]-{d} (B-14)
gdje je [N] matrica funkcija oblika, a {d} vektor pomijeranja cvomih tacaka. Uvrstavanjem 
izraza (B.14) u izraz (B.8) koji predstavlja vezu deformacija i pomijeranja dobija se:

{e} = [L][N].{d} = [B]{d} (B.15)
gdje [5] predstavlja matricu veze deformacija i pomijeranja.

Potencijalna energija diskretizovanog tijela sastavljenog od n konacnih elemenata sada moze biti 
izrazena na sljedeci nacin:

n ,  = W • [k] {d}-1 {df • W- {of ■ {P} (B. 16)
Z I 1

gdje je [k] matrica krutosti konacnog elementa, {r} vektor zapreminskih i povrsinskih sila, {D} 
vektor pomijeranja cvornih tacaka tijela, a {P} vektor koncentrisanih sila koje djeluju na tijelo:

[k] = {[b ]7 ■ [e ]• [b ]• dV (B.17)
V

(r}= J[N]r -{F}-dV+ J[N f-{o}-dS (B.18)
v s

gdje je V zapremina, a S povrsina konacnog elementa.
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Clanovi vektora pomijeranja [d] svih konacnih elementa cine vektor pomijeranja cvomih tacaka 
tijela {D}, te izraz (B.16) posmatran na nivou tijela moze biti zapisan:

n p =i-{D}T [KHD}-{D}T-{R} (B.19)

, gdjeje:

w-iw i {R}={p}+iw (b-2°)1 1
Nalazenjem minimuma potencijalne energije, izraz (B.19), dolazi se do jednacina staticke 
ravnoteze:

^  = 0=>[K]-{D}={R} (B.21)

Na osnovu jednacine (B.16) moguce je doci i do izraza za deformacionu energiju konacnog 
elementa:

U = — • {d}T ■ [k] ■ {d} = J(gustina _ deformacione _ energije) ■ dV (B.22)
2 v

Za modeliranje prsljena u ovom radu ce biti korisceni konacni elementi u izoparametarskoj 
formulaciji. Karakteristicno za ovu familiju konacnih elemenata je to da se polja pomijeranja i 
deformacija opisuju istim funkcijama oblika. Stranice izoparametarskih konacnih elemenata 
mogu biti proizvoljnog oblika i u proizvoljnom medusobnom polozaju. Izoparametarski konacni 
elementi su pogodni za modeliranje struktura sa zakrivljenim povrsinama, kao i za postepeni 
prelaz od grubljih ka finijim mrezama konacnih elemenata sastavljenim od cetvorostranih, kao i 
konacnih elemenata u obliku paralelopipeda.

B.3.1 Linijski izoparametarski konacni element u obliku stapa

Linijski izoparametarski konacni element u obliku stapa, prikazan na slici B.4, je sa dva cvora u 
krajnjim tackama elementa i sa tri stepena slobode u svakom od cvorova, translacijom u pravcu 
x, y  i z  ose globalnog koordinatnog sistema. Ose lokalnog koordinatnog sistema £ 1} i £ vezanog 
za element, koje prolaze kroz sredisnju tacku elementa, ne moraju biti paralelne sa osama x , y \ z  
globalnog koordinatnog sistema. Orijentacija £ koordinatne ose, koja predstavlja uzduznu osu 
elementa, zavisi od indeksa dodijeljenih cvornim tackama elementa. Cvoru sa indeksom 1 
odgovara koordinata <*=-1, a cvoru sa indeksom 2 koordinata £=1 ■ U slucaju da su ose £ i x

$=-l  

1
$=0 £=/

2
L /2 L /2

Slika B.4 Linijski izoparametarski 
konacni element u obliku stapa

pomijeranja cvornih tacaka:
{c}={x, x2}t

paralelne, globalne koordinate i pomijeranja 
tacaka unutar konacnog elementa definisani su 
na sljedeci nacin [127, 130, 146]:

x = [N].{c}, u = [N].{d} (B.23)
, gdje je {c} vektor koordinata, a{d} vektor

{d} = {u, u2}t (B.24)
, [7V]=[yV/ Ay predstavlja matricu funkcija oblika sa clanovima definisanim na sljedeci nacin:

N , = j - ( l + 5 i - 9

g d je  i p re d s ta v lja  in d e k s  fu n k c ije  o b lik a  i v a z i ^ ,= [-1 ,1 ] z a  j - 1 ,2 .

(B.25)

Matrica veze deformacija i pomijeranja [5] konacnog elementa se odreduje iz izraza za uzduznu 
deformaciju konacnog elementa datu izrazom:

:—  = [B]- U' 
d x  L 1

4 A [ n |.
d x d ? 1 J l u ,

(B.26)
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S obzirom daje duzina konacnog elementa %2-xi=L slijedi veza sljedeceg oblika:
d x

d^ [ N ] < f x ‘ l  = 1 f J x >]

l X2 J 2 2 . l X21

L
2

(B.27)

koja predstavlja koeficijent transformacije -  Jakobijan iz globalnog xyz u lokalni ^(^koordinatni 
sistem J=L/2. Uvrstavanjem izraza (B.27) ujednacinu (B.26) se dobija:

1 1
[bI= t -[n 1=t 4 m =dx J d£, L L

(B.28)

Matrica krutosti linijskog izoparametarskog konacnog elementa u obliku stapa u lokalnom 
koordinatnom sistemu se moze konacno odrediti prema izrazu:

[k] = J W  A E [B] j  d^
A E 1 -1

-1 1
(B.29)

gdje A predstavlja povrsinu poprecnog presjeka konacnog elementa, a E modul elasticnosti. U 
opstem slucaju kada ose lokalnog i globanog koordinatnog sistema elementa nisu paralelne, 
matrica krutosti konacnog elementa data izrazom (B.29) predstavlja kondenzovanu formu 
matrice krutosti linijskog izoparametarskog elementa £iji je prosirena forma u lokalnom 
kordinatnom sistemu data sljedecim izrazom:

M  =
A-E

0
0
0
0
0
0

-1
0
0
1
0
0

0
0
0
0
0
0

(B.30).

Matrica transformacije iz globalnog u lokalni koordinatni sistem se formira na sljedeci nacin:
'A  0"

[T] = 0 A
(B.31)

gdje [A] predstavlja matricu koeficijenta pravaca koordinatnih osa lokalnog u odnosu na globalni 
koordinatni sistem:

[A]  =

[, m, n l

2 m 2 n2

3 m 3 n 3

(B.32).

Konacno se matrica krutosti konacnog elementa u globalnom koordinatnom sistemu dobija na 
sljedeci nacin:

[k] = [Tf [k J - [T ]  (B.33).

B.3.2 Zapreminski linearni izoparametarski konacni element

Zapreminski linearni izoparametarski konacni element, prikazan na slici B.5, oblika je 
proizvoljnog paralelopipeda sa pravolinijskim stranicama, sa osam cvorova u tjemenim tackama 
elementa i sa tri stepena slobode u svakom od cvorova, translacijom u pravcu x, y  i z ose 
globalnog koordinatnog sistema. Ose lokalnog koordinatnog sistema $ 77 i C, vezanog za element, 
koje prolaze kroz sredisnje tacke naspramnih stranica ne moraju biti ortogonalne, niti paralelne 
sa osama x, y  i z globalnog koordinatnog sistema. Orijentacija £ rj i ^koordinatnih osa zavisi od 
indeksa dodijeljenih cvornim tackama elementa. Cvoru sa indeksom 1 odgovaraju koordinate 
£,=rj=(=\, a cvoru sa indeksom 8 koordinate ^=rj=Q=-1. U lokalnom koordinatnom sistemu 
stranice ovog elementa se mogu predstaviti izrazima £ rj, 1.
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Q

Slika B.5 Zapreminski lineami 
izoparametarski konacni element

Globalne koordinate i pomijeranja tacaka 
unutar konacnog elementa definisani su na 
sljedeci nacin [127, 130, 146]:

X u

y ■ = [n H 4  • V >
z w

[N]- {d} (B.34)

gdje je {c} vektor koordinata cvomih 
tacaka,{d} vektor pomijeranja cvornih tacaka:

{cM * i

{dM u i

y, z> ... X 00 00N00

vi w, •... u8 V8 w8}
(B.35)

, a [7/] matrica funkcija oblika:

N, 0 0 ... n 8 0 0
[n ] = 0 N, 0 ... 0 N8 0

0 0 N, ... 0 0 N8
(B-36)

Ponekad je umjesto matricnog zapisa globalnih koordinata i pomijeranja tacaka unutar konacnog 
elementa, izraz (B.34), za koriscenje pogodniji izraz sljedeceg oblika:

x = E Ni-xi y = Z N»-y. z = S Ni ’zi
?  T '1 (B.37)

u =  Z N i ‘ u i v = ^ ]N 1-vi W = ^ N , - Wi
i - l  i=l i=l

Funkcije oblika su definisane na sljedeci nacin:

N, = ~ 0  + ?, + + (B.38)

gdje i predstavlja indeks funkcije oblika i vazi £-=[-1,1,1,-1,-1,1,1,-1], 1,-1,-1,1,1,-1,-1] i
$=[1,1,U , -1,-1,-1,-1] za /= 1,2,3,4,5,6,7,8.

Matricu veze deformacija i pomijeranja [B] konacnog elementa nije moguce izraziti u 
globalnom, ali jeste u lokalnom koordinatnom sistemu. Stoga je potrebno pribjegavati 
transformacijama iz globalnog u lokalni koordinatni sistem i obratno. Da bi to bilo moguce 
prethodno je potrebno odrediti matrice transformacije iz globalnog u lokalni i iz lokalnog u 
globalni koordinatni sistem. Matrica transformacije iz globalnog u lokalni koordinatni sistem -  
Jakobijan se odreduje prema izrazu:

14
J11 J j2 J 13

'21
d 31 d 32

23

'3 3

dx dy dz

dx dy_ dz
dr\ dr| dr\
dx dy_ dz

Sr| ac.

(B.39).

Inverzna matrica Jakobijana predstavlja matricu transformacije iz lokalnog u globalni 
koordinatni sistem:

[r] = [j]-’ (B.40)
Clanovi matrice transformacije -  Jakobijana za transformaciju koordinata tacaka unutar 
zapreminskog linearnog izoparametarskog konacnog elementa odredeni prema izrazu (B.37) 
sljedeceg su oblika:
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85 85
d x + d N ,

x:

J22 —
8 3 N .

' X;

12 as t r  a$ y'
dy_
3n t r  3ti

J

3C t r  3C

_ dz A  3Nj

S ••y, *̂23 —
8z
dr]

i ^ . Zi
i=i 3 r |

(B.41)

•y, J33
_ dz _ A  3Nt
_ 3C “ t r  3C3c t r  as

Parcijalni izvodi funkcija oblika, potrebni za odredivanje clanova matrice transformacije, 
odreduju se prema sljedecim izrazima:

^  = ^ ^ • ( 1  + 5-4,)•(! + ?■?,) (B.42)

^ r  = ~ C i -(1+ ^ ^ i) - (1+ r |-r|1)

Vektor deformacija {e}={sx sy sz yxy yyz y^}1 tacaka unutar konacnog elementa moze se odrediti 
prema izrazu (B.15), koji se u razvijenom obliku moze zapisati kao:

"SN.

{b} =

1 0 0 0 0 0 0 0 o'

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0

E. Ei El .. 0 0 0 ■

E, Ei Ei .. 0 0 0

E, El E, .. 0 0 0
0 0 0 .. 0 0 0
0 0 0 .. 0 0 0
0 0 0 .. 0 0 0
0 0 0 E, Ei E.
0 0 0 •• E. Ei Ei
0 0 0 .. r„ Ei E i.

83,
5N,
an
gN,
X,
0

0

0

0
cN,
83,

5N,
8t]
cN,
a?
o

o

0

0

0

0

0

0

0
gN,
33,
cN,
an
cN,
3C,

m,
33,
5N,
an

aN,
ac
o

o

0

0

0

0

0

0

0
aN»_
33,

aN,
an

aN,
ac
o

o

0

3N.
a&

a>k
an
aN,
a?

(B.43)

■w

pri cemu proizvod tri uzastopne matrice u izrazu (B.43) predstavlja matricu veze deformacija i 
pomijeranja [B] konacnog elementa.

Matrica krutosti zapreminskog linearnog izoparametarskog konacnog elementa moze se konacno 
odrediti prema izrazu:

[k]= JJ J[B f • [E] - [B]- dx • dy ■ dz = J J J[Bf • [E]- [b ] - J • d£, - dr, - d£ (B.44)
-i -i-i

gdje je J  determinanta matrice transformacije -  Jakobijana. Integracija izraza (B.44) s obzirom 
na oblik podintegralne funkcije mora biti izvrsena numeriCkim putem.

B.3.3 Numericko resavanje visestrukih odredenih integrala

U metodi konacnih elemenata se iskljucivo koristi Gaus-ova numericka metoda za resavanje 
visestrukih odredenih integrala. Priblizno odredivanje vrijednosti integrala

I=J<K$)-dS (B.45)
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moguce je odredivanjem proizvoda vrijednosti podintegralne funkcije u sredisnjoj tacki intervala 
integracije i sirine intervala. Rezultat dobijen na ovaj nacin tacan je ukoliko je podintegralna 
funkcija linearna, u suprotnom dobijena vrijednost je priblizno tacna. Generalizacijom prethodne 
ideje dolazi se do izraza sljedeceg oblika [127, 130, 146]:

i
1= J<t>(£,)-d£, « w, - ^ , ) + w 2 -(|)(^2)+ ... + w n -< |)(0 (B.46)

-1
u kojem se priblizna vrijednost integrala dobija na osnovu vrijednosti podintegralne funkcije u 
odredenom broju tacaka (f>(£,l), unutar intervala integracije, pomnozenih odgovarajucim tezinskim 
faktorima wt. Gaus-ovom metodom se za prethodno odabran broj tacaka omogucava izbor 
upravo onih koje ce za rezultat dati najpriblizniju vrijednost tacnoj vrijednosti odredenog 
integrala. Polozaj tacaka u kojim se odreduje vrijednost podintegralne funkcije je simetrican u 
odnosu na sredinu intervala integracije, pri cemu simetricno postavljenim tackama odgovara ista 
vrijednost tezinskog koeficijenta. Polozaj tacaka za koje se odreduje vrijednost podintegralne 
funkcije po Gaus-ovoj metodi, kao i odgovarajuci tezinski faktori dati su u tabeli B.l.

Koristeci se principom objasnjenim na primjeru jednostrukog odredenog integrala, dobijaju se 
izrazi za priblizno odredivanje vrijednosti dvostrukih i trostrukih odredenih integrala:

1= JJ<|>(5,Ti)-dS-dTi = S Z w j  (B.47)
-1-1 >=l j=l

1 = J J ti, 0■1 ' dri • dC = J Z X wi ' wj ' w k • 4 » fe i ,  n j, Ck) (B.48)
- i - i - i  i=i j=i k=i

Tabela B.l. Tacke i tezinski koeficijenti za Gaus-ovu metodu
Broj tacaka n Polozaj ijj Tezinski koeficijent w.

1 0.00000 2.00000
2 ±0.57735 1.00000
T. ±0.77459 0.55555J 0.00000 0.88888
A ±0.86113 0.34785

±0.33998 0.65214
±0.90617 0.23692

5 ±0.53846 0.47862
0.00000 0.56888

±0.93246 0.17132
6 ±0.66120 0.36076

±0.23861 0.46791

U opstem slucaju tacna vrijednost integrala funkcije date u vidu polinoma stepena 2n-l odreduje 
se Gaus-ovom metodom pomocu n tacaka. Tacna vrijednost integrala (B.48) zapreminskog 
linearnog izoparametarskog konacnog elementa se odreduje pomocu osam tacaka.

B.3.4 Numeracija cvornih tacaka

Matrica je “trakasta” ukoliko su svi nenulti clanovi nagomilani oko glavne dijagonale. Dakle, svi 
neophodni podaci o “trakastim” matricama leze unutar pojasa odredene sirine oko glavne 
dijagonale matrice tkz. bend matrice. Matrica krutosti tijela [X] predstavlja primjer “trakaste” 
matrice koja je uz to i simetricna sto znaci da su neophodni podaci o ovoj matrici smjesteni na i 
iznad glavne dijagonale unutar pojasa koji odgovara polovini sirine benda matrice uobicajno 
obeljezenoj sa B. Ovo znaci da je broj neophodnih podataka o matrici krutosti reda NxN, koja 
sadrzi N-N clanova, N B  pri cemu je B « N .  Broj nenultih clanova u matrici krutost tijela [K\ 
nezavisan je od nacina numerisanja cvornih tacaka. Medutim, promjena u numeraciji cvornih 
tacaka utice na raspored nenultih clanova u matrici krutost tijela, a na taj nacin i na sirinu benda
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matrice. Velicina polovine sirine benda matrice B odreduje se na sljedeci nacin: Neka je L broj 
stepeni slobode cvome tacke konacnog elementa (L—2 za ravanski, L=3 za prostorni konacni 
element), a Imm i Imax najmanji i najveci indeks cvorne tacke konacnog elementa. U tom slucaju 
se polovina sirine benda /aw matrice krutosti konacnog elementa [k] odreduje na sljedeci nacin 
[146]:

= L • (lmax -  Imin + 1) (B.49)
Maksimalna vrednost polovine sirine benda matrice krutosti konacnih elemenata koji cine tijelo 
predstavlja polovinu sirine benda matrice krutosti tijela BM-

BM=maxb,, i = 1, n (B.50)
Sirina benda matrice krutosti [X] utice na:

• utroseno vrijeme rada racunara na resavanju nepoznatih pomijeranja koje se drasticno 
uvecava sa uvecanjem sirine benda (minimalno sa kvadratom povecanja)

• potreban memorijski prostor za smjestanje matrice krutosti koji se povecava lineamo.
Zbog svega navedenog pri numeraciji cvornih tacaka treba voditi racuna o tome da sirina benda 
matrice krutosti bude sto je moguce manja.

B.3.5 Sastavljanje matrice krutosti tijela

Matrica krutosti tijela se formira sastavljanjem matrica krutosti pojedinacnih elemenata. Opsta 
shema sastavljanja matrice krutosti tijela ce biti objasnjena na primjeru strukture, prikazane na 
slici B.6, koja je podjeljena na cetiri konacna elementa u obliku kvadrata i to:

• element (1) sa cvornim tackama 1,2,4 i 5;
• element (2) sa cvornim tackama 2,3,5 i 6;
• element (3) sa cvornim tackama 4,5,7 i 8;
• element (4) sa cvornim tackama 5,6,8 i 9.

7 S g

(3) (4)

' 51

( 0

6

(2)

I 2 3

Slika B.6 Struktura podjeljena 
na cetiri konacna elementa

Matrice krutosti pojedinacnih elemenata strukture sa slike B.6 sljedeceg su oblika [151]:

[4 =

k,i k)2 •<15 __
1

k22 k23 k 26 k25
k2]

ksi

k22
k52

k25
k55

k24
k54 ; [k]2 =

k32
k62

k33

k63
k36
k66

k35
k65

_k41 4̂2 k45 k44_ _k52 k53 k56 k55

1___ k45 k48 k47 k55 k56 k59 k58
k54
k-84

k55
k85

k58
k88

k57
k»7

; [k]4 =
k65
k95

k66
k96

k69
k99

k68
k98

_k74 k75 k78 k77 _ .kss k86 k89 k88
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svaki od clanova matrica krutosti elemenata predstavlja matricu reda 2x2. Matrica krutosti 
strukture sa slike B.6 dobija se u sledecem obliku [151]:

[^ 1 2  ](1) 0 [k 14 [ k i s  ] ( i) 0 0 0 0
[^2 1  ](1) Z t k 2 2 ] [k 23 ](2) [k 24 ]( |) I [ k „ ]

(0 ,(2)
[ k 26 ](2) 0 0 0

0 Lk 32 ](2) [k 33 ](2) 0 [k 35 ] ( 2) [k36 ] (2) 0 0 0
t ^ 4 l ] ( l ) [k 42 ](1) 0

(1),(3)
EM

(0.(3)

0 [k 47 ] (3) [ k  48 ](3) 0
t ^ 5 l ] ( I ) Z [ k 52 ]

0),(2)
[k 53 ](2) Z [ k 54]

0X0)
EM

(0,(2),(3),(4)
EM

(2),(4)
[ k  57 ] (3) EM

(3),(4)
[ k  59 ](4 )

0 [k 62 ] ( 2) D^-63 ] ( 2) 0 EM
(2),(4)

Z [ k J
(2),(4)

0 [ k 68 ] (4) [ k  69 ](4)

0 0 0 [ k  74 ](3) [ k  75 ](3) 0 [ k 77  ] (3) [ k 78 ] (3) 0
0 0 0 f k  84 ](3) I l k J

Lkgs J(4)

[ k  86 ] ( 4 ) f k  87 ](3j EM
(3),(4)

[ k  89 ](4)

0 0 0 0 [ k  96 ](4) 0 Lk  98 J(4) [k 99 ](4)

Pri sastavljanju matrice krutosti tijela, matrice za pojedinacne konacne elemente moraju biti date 
za isti koordinatni sistem.

B.3.6 Ekvivalentno opterecenje konacnog elementa

Uticaj dejstva povrsinskog ili zapreminskog opterecenja na konacni element, izraz (B.18), se u 
obzir uzima posredstvom ekvivalentnog opterecenja. Ekvivalentno opterecenje konacnog 
elementa cine sile koje djeluju u cvornim tackama elementa i koje vrse isti virtuelni rad na 
pomijeranju cvornih tacaka kao i povrsinsko, odnosno, zapreminsko opterecenje koje 
zamjenjuju.

S obzirom da se u ovom radu kao povrsinsko opterecenje prsljena javlja kontaktni pritisak, koji 
djeluje na gornju i donju povrsinu tijela prSljena, paznja ce biti posvecena samo odredivanju 
ekvivalentnog opterecenja za taj slucaj. Tijelo prsljena je modelirano zapreminskim linearnim 
izoparametarskim konacnim elementom prikazanim na slici B.5. U slucaju da kontaktni pritisak 
p  djeluje po stranici elementa <f=l vektori tangenti koji uslovljavaju polozaj stranice se odreduju 
prema izrazima [127, 130, 146]:

= (̂ 11' * ^i2' j + ^i3' k )- (B 51)
V ,=(J 2| • i + J22 ■ j + J23 k)- drj

gdje i, j  i k predstavljaju jedinicne vektore globalnog koordinatnog sistema xyz, a Jy clanove 
matrice transformacije -  Jakobijana (B.39). Jedinicni vektor normale np, duz koje djeluje 
kontaktni pritisak, na stranicu elementa Q=\ se odreduje prema sljedecem izrazu:

J, '

K l -
V, x V2 _ V, x V2 
|VixV2 = dS

J12 • J23 J13
J13 • J21

’ 2 2

23

1̂1 ‘ 2̂2 — 1̂2 ' 2̂1

ds-dr)
dS

(B.52).

Uvrstavanjem jednafiine (B.52) u jednacinu (B.18) se dobija izraz za odredivanje ekvivalentnog 
opterecenja kontaktnog pritiska p  u sljedecem obliku:

---
,\

>r
 

__
/

t I Jl2 ‘ J23 ~ J]3 ' 2̂2

r yi = J[Nf {<D}-dS= jf[Nf-p- 13 'J 21 — *lll* -̂ 23

.V
s -1-1 Jn ■ J22 — J,2 • J2,

•d s■dp

gdje j-1, 2, 3 i 4 indeksi cvornih tacaka na stranici konacnog elementa <̂ =1.

(B.53)
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B.3.7 Uvod u nelinearne probleme

Pojava nelinearnosti u problemu koji je predmet ovog rada izazvana je geometrijskim 
nelinearnostima. Osnovna karakteristika geometrijskih nelinearnosti je da jednacine ravnoteze 
zavise od geometrije deformisane strukture koja nije poznata unapred. Nelinearnost u ponasanje 
FEM modela prsljena unose kabl konacni elementi kojim su modelirani ligamenti. Kabl konacni 
elementi su linijski izoparametarski konacni elementi u obliku stapa, koji, medutim, prenose 
istezanje, ali ne i pritisak. Dakle, uticaj kabl konacnih elemenata na jednacine staticke ravnoteze 
zavisi od geometrije deformisane strukture.

Resenje nelinearnih problema se trazi resavanjem niza linearnih problema, pri cemu se jednacine 
staticke ravnoteze zadaju u inkrementalnom obliku:

[k ]-{a d }={a r } (B.54).
Matrica krutosti strukture [K\ u ovom slucaju je funkcija pomijeranja {D} posto je problem 
nelinearan. Pomijeranja {D} se dobijaju kao zbir inkrementalnih pomijeranja {AD} dobijenih 
resavanjem niza linearnih problema. Trenutni oblik matrice krutosti strukture u ovom slucaju se 
naziva tangentnom matricom krutosti i koristi se pri odredivanju inkrementalnog pomijeranja u 
narednom iterativnom koraku trazenja resenja nelinearnog problema.

Za resavanje nelinearnih problema metodom konacnih elemenata uobicajno se koristi Lagrange- 
ova mreza konacnih elemenata, tj. mreza kona5nih elemenata koja se u svakoj iteraciji 
prilagodava trenutnom obliku deformisane strukture. Izuzetak su problemi u kojim se javljaju 
velike deformacije, najcesce u problemima strujanja fluida, u kojim bi primjena Lagrange-ove 
mreza dovela do znacajnog defomisanja pocetnog oblika konacnih elemenata sto znatno utice na 
tacnost dobijenih rezultata. Nelinearni problemi se mogu analizirati u Lagrange-ovim i Euler- 
ovim koordinatama. U slucaju koriscenja Lagrange-ovih koordinata lokalni koordinatni sistem je 
tokom resavanja problema vezan za polozaj nedeformisane strukture. U ovom se slucaju sa 
rastom pomijeranja strukture, u uzastopnim iterativnim koracima trazenja resenja nelinearnog 
problema, matrici krutosti [X] dodaju i matrice koje predstavljaju uticaj pomijeranja na promjenu 
krutosti. Prvo, matrica koja predstavlja linearni uticaj pomijeranja na promjenu krutosti [Ka], a 
potom se sa rastom pomijeranja dodaju i matrice koje predstavljaju uticaje viseg reda 
pomijeranja na promjenu krutosti. U slucaju koriscenja Euler-ovih koordinata lokalni 
koordinatni sistem je tokom resavanja problema vezan za konacni element i tokom pomijeranja 
prati njegovo kretanje. U ovom slucaju su pomijeranja uvijek mala tako da se matrici krutosti [K\ 
dodaje samo matrica koja predstavlja linearni uticaj pomijeranja na promjenu krutosti [X ] . U 
literaturi se za matricu [Xr] koristi veci broj razlicitih naziva, medu kojim je i matrica 
geometrijske krutosti koji ce se koristiti i u ovom radu.

B.3.8 Matrica geometrijske krutosti

Deformacije u nelineamim problemima se mogu odrediti prema sliedecem izrazu [127,130,1461:
{ s F k W j  (B-55)

gdje {£/.} predstavlja deformacije odredene prema izvodima pomijeranja prvog reda, izrazi (B.6 i 
B.7), a {%/,} deformacije odredene prema izvodima pomijeranja viseg reda. Ukupna 
deformaciona energija U se u tom slufiaju moze izraziti na sljedeci nacin:

u  = UL + UNL = j{eL}T • k } -  dV + {{eNL}T ■ {a0}- dV (B.56)
V  V

gdje {<Jo}={(7xo cryo <jzo Txyo TyZo TZxo} predstavlja napon izazvan deformacijom {£■}. Do jednacine 
za odredivanje matrice geometrijske krutosti se dolazi na osnovu izraza za odredivanje 
deformacione energije Unl koji predstavlja funkciju deformacija odredenih prema izvodima 
pomijeranja viseg reda. Dakle, u slucaju resavanja nelinearnih problema u obzir se uzimaju i 
izvodi pomijeranja viseg reda te se linijske i ugaone deformacije odreduju prema izrazima:
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S x -  S x,L +  e x,NL
du 1
dx 2

r d2u d2v d2w
_l---------- — +  ,

dx2 dx2 dx2

i xy Y x y . L + T xy,NL
du dv■—  + —  + 
dy dx

du du dv dv d\v d\v 
dx dy dx dy dx dy

(B-57).

Da bi se prethodne jednacine izrazile u matricnoj formi, definise se matrica [G] ciji su clanovi 
parcijalni izvodi funkcija oblika. Za zapreminski linearni izoparametarski konacni element ova 
se matrica dobija kao proizvod druge i trece matrice u izrazu (B.43). U tom se slucaju vektor

du du du dv dv dv dw dw dw ] 
dy dz

parcijalnih izvoda pomijeranja {s} = 
izraziti na sljedeci nacin:

{«} = [G] {d}
Takode se definise i matrica sledeceg oblika:

dx dy dz dx dx dx
moze

(B.58)

[Q]=

du
dx
0

0

du
dy

0

da
dz

0

du
dy

0

du
dx
du
dz

0

0

0

du
dz
0

du
dy
du
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0

0
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0
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0

dv
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0

dv
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0

Konacno se izraz (B.55) moze zapisati kao:

0

0

dv
dz
0

dv
dy
dv
dx

1

dw
dx
0

0

dw
dy

0

dw
dz

0

dw
dy

0

dw
dx
dw
dz

0

0

0

dw
dz
0

dw
dy
dw
dx

(B.59).

{£} = (SL} + {sNL} = {sL} + 2 • [Q] ■ [°] ■ (d) (B.60).

Pomijeranja u, v i vv su funkcije koordinata x, y  i z koje odreduju poziciju tacaka nedeformisane 
strukture. Deformacije definisane izrazom (B.60) se uobicajno nazivaju Green-ovim 
deformacijama. Na osnovu izraza (B.56) i (B.60) se dobija:

[s 0 0"

IV = vWT-• J o t t f ' -Kl-dv = f  {d}T ■ J lo r  •0 s 
0 0

{5}-dV (B.61)

gdje [s] predstavlja matricu formiranu na sljedeci nacin:

[s] =
° x 0 ^xyO X zx0

^xyO ° y 0 ^yzO

N X o T yz0 ° z 0

(B.62).

Uvrstavanje jednacine (B.58) u izraz (B.61) se konacno dobija jednacina za odredivanje matrice 
geometrijske krutosti:

“s 0 0"
0 s 0 
0 0 s

[ k j =  K [G]dV (B.63).

Matrice geometrijske krutosti kabl konacnog elementa u lokalnom koordinatnom sistemu 
odredena prema prethodno obrazlozenoj proceduri je sljedeceg oblika:
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"0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 -1 0

F 0 0 1 0 0 -1
L 0 0 0 0 0 0

0 -1 0 0 1 0
0 0 -1 0 0 1

gdje F  predstavlja akslijalnu silu u kabl konacnom elementu.

(B.64)

B.3.9 Newton-Raphson-ova metoda za resavanje nelinearnih problema

Jedna od najpopularnijih metoda za resavanje nelinearnih problema je Newton-Raphson-ova 
metoda. Ovom metodom se kroz iterativni proces tokom kojeg se odreduje prirastaj vektora 
pomijeranja cvornih tacaka, sa zadatom tacnoscu, dolazi do vektora pomijeranja cvornih tacaka 
modela. Jednacine ravnoteze zapisane u matricnom obliku u slucaju nelinerane analize za /-tu 
iteraciju su sliedeceg oblika [127, 130, 1461:

[K].{AD)W={AR}, (B.64)
vektor opterecenja cvornih tacaka modela u z-toj iteraciji se odreduje kao razlika spoljasnjih i 
unutrasnjih sila:

{ A R } ,= { R } ,- IH -{ 4  (B.65).
Resavanjem jednacine (B.64) se odreduje prirastaj vektora pomijeranja cvornih tacaka modela u 
(z+/)-oj iteraciji. Na osnovu ovako dobijenog vektora prirastaja pomijeranja se odreduje vektor 
pomijeranja cvornih tacaka modela u (z+/)-oj iteraciji:

{d )w ={d },+{AD}„, (B.66).
Kriterijum za pracenje konvergencije procesa odredivanja vektora pomijeranja cvornih tacaka 
strukture, Newton-Raphson-ovom metodom, je zasnovan na uporedenju normi vektora prirastaja 
pomijeranja i vektora pomijeranja cvornih tacaka strukture:

(B.67)

gdje sm  predstavlja tacnost sa kojom se trazi resenje nelinearnog problema.

Dakle, algoritam Newton-Raphson-ova metode se sastoji u sljedecim koracima:
1. U pocetnoj iteraciji usvojiti {D}0=0
2. For i=0,l,....do konvergencije Do
3. Odrediti matrice krutosti [k]i konacnih elemenata u lokalnim koordinatama kao zbir 
konvencionalne i geometrijske matrice krutosti
4. Transformisati matrice krutosti konacnih elemenata u globalne koordinate i formirati 
matricu krutosti strukture [K]i
5. Odrediti pomijeranja cvornih tacaka konacnih elemenata {d}j
6. Odrediti unutrasnje sile [k]j-{d}j
7. Rijesiti [k]  • {a d }i+1 = {a r }, po {AD}1+1
8. Dodati {AD}i+1 vektoru pomijeranja {D}i+1 = {D  ̂+ {AD}i+1
9. EndDo

B.3.10 Konjugovano gradijentna metoda za resavanje sistema linearnih jednacina 
sa aproksimacijom matrice koeflcijenata sistema jednacina

Konjugovano gradijentna metoda sa aproksimacijom matrice koeflcijenata sistema linearnih 
jednacina (Preconditioned Conjugate Gradient Method -  PCG Method) je najpopulamija

M
IlDll
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iterativna metoda za resavanje velikih sistema linearnih jednacina. Sistem linearnih jednacina se 
u opstem obliku i matricnoj formi moze zapisati na sljedeci nacin [144]:

[a ] - {x } =  {b} (B.68).
Da bi sistem linearnih jednacina bilo moguce rijesavati PCG metodom, matrica koeficijenata [A] 
mora biti simetricna i pozitivno definitna. Matrica [A] je simetricna ukoliko su odgovarajuci 
clanovi matrice sa suprotnih strana glavne dijagonale matrice jednaki A ^A jj. Da bi matrica [A\ 
bila pozitivno definitna, mora postojati trougaona matrica [Lm] koja zadovoljava sljedeci uslov:

[A ]= [L „ ][L „r (B.69)
S obzirom da matrica krutosti tijela zadovoljava prethodno navedene uslove, PCG metoda se 
moze koristiti za resavanje sistema jednacina staticke ravnoteze datog izrazom (B.21).

Ideja aproksimacije matrice koeficijenata sistema linearnih jednacina je da se pri resavanju 
jednacine (B.68) izbjegne trazenje njene inverzne matrice [A]'\ To se ostvaruje uvodenjem 
matrice aproksimacije [M\ ciji je oblik takav da omogucava jednostavnu inverziju. Veza ovih 
matrica je data sljedecim izrazom:

[a ] = [m ] - [ n ] (B.70).
Uvodenjem ove veze u jednacinu (B.68) omogucava se iterativno trazenje resenja sistema 
jednacina uspostavljanjem veza k-te i (k+1) iteracije na sljedeci nacin:

[M H xL = [N ].{x} l + {b} (B.71).
Mnozenjem jednacine (B.71) sa [M\A dobija se:

{ x L = [M l'- [N ]  |x}1 + [M]-'.jb} (B.72)
posto je:

[m ]-1 - [n ] = [i]-[M ]-' - [A] (B.73)
to se uvrstavanjem ove relacije u jednacinu (B.72) dobija:

{ x L  = ftl] [M r1. [a ]).{x}, + [M ]-'-{b}= {x}k + [M] 1 ■ (M-[a ] W 1)

{x[k„ = M , + [m ] 1 ■ {r}, = {x}t + {z}k (B-74).
PCG metoda se bazira na prethodno izlozenoj ideji aproksimacije matrice [A] i na njoj 
baziranom iterativnom trazenju resenja sistema jednacina (B.68). Rekurentni izraz koji povezuje 
A:-tu i (k+1) iteraciiu resenja dobijenog ovom metodom sljedeceg je oblika:

lxL  = M k + a k-{p}k (B-75)
gdje je cci real an broj, a {p}\, vektor pravca duz kojeg se trazi resenje. Trazenje resenja uobicajno 
se pocinje sa vektorom {x}o={0 0 0 .... 0}T i u tom slucaju je:

Mo = {b}“  [A]- {x}0 = {b}, {z}0 = [M]- ■ Mo7 {p }0 = {z)o (B-76)-
Vektor razlike tacnog i pribliznog resenja u dve uzastopne iteracije zadovoljava sljedeci 
rekurentni izraz:

M m  = M k-«k-[A]-{p}k (B.77).
Da bi vektori {r}k za svako k bili medusobno ortogonalni, mora biti zadovoljen sljedeci uslov:

M k'M ka .
[a ] - {p}k • {z}k

(B.78).

Svaki naredni vektor pravca duz kojeg se trazi resenje {/>}k+i predstavlja linearnu kombinaciju 
{z}k+i i {p}k , sto je izrazeno narednom jednacinom:

R „ = ( 4 . ,+ P k'{p)> <B-79)
gdje je y^realan broj. Posljedica ove veze je da imenilac u izrazu (B.78) moze biti zapisan kao:

[A]- {p}k • (4 = [A]- {p}k • ({p}k -  Pk-.' |p}k-i) = Ml' (p}k' {p}k (B.8°)
posto je [A\{p}k-i ortogonalno sa (p}k-i zbog cega je [^]-{p}k-{p}k-i=0. Uvrstavanjem izraza 
(B.80) u jednacinu (B.78) dobija se:
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a,. Wk • R
[a ]- (p)k • {p}k

Pored toga zbog ortogonalnosti [A\{p] k i (p}k+i slijedi:
{p}k+i ' [A] - {p}k -  ({z}k+1 + Pk • (p}k)- [A] - {p}k = 0 

i stoga vazi sljedeca jednakost:
... R + i ' [a ] - {p}k 

{pL • [a ] - (p}k
Izjednacine (B.77) slijedi:

Pk

[a ]- {p}k =
1

a , k+l - W J

uvrstavanjem izraza (B.84) i (B.79) u jednacinu (B.83) dobija se:
Q  _  ( r }k+1 ' { Z }k+1W k'R

Dakle, algoritam PCG metode bi se sastojao u sljedecim koracima: 
li  Izabrati {x}o, a potom odrediti {r}o, {z}0 i {p}o 
2. For k=0,l,....do konvergencije Do
 ̂ „ _ ( 4  ' R

k“ lA]-{P}k-{p}k
4 - ( x }k + i  =  { x } k +  a k ‘ {p}k
5- Wk+i = Wk ~ a k ' [a ] - {p}k
6- (z}k+i = [M]'1 ■ {r}k+1 

{rlk+i ' {z}k+l
Wk ’ jz}k

(P}k+1 = {Z}k+l + Pk ' {p}k
9. EndDo

Uobicajni uslov za konvergenciju resenja iterativnih metoda je sljedeceg oblika:

Hk-Mk
{b}T - {b}

gdje je s f e a  tacnost sa kojom se trazi resenje.

7- Pk

~ S &FEA

(B-81).

(B.82)

(B.83).

(B.84)

(B.85).

(B.86)

S obzirom na nacin formiranja matrice aproksimacije [M\ postoji nekoliko razlicitih varijanti 
PCG metode: Jacobi metoda, Gauss-Siedel metoda, SOR metoda {Successive overrelaxation), 
SSOR metoda (Simetric successive overrelaxation), ILU metoda {Incomplete LUfactorization), 
IC metoda {Incomplete Cholesky factorization). Testiranjem navedenih metoda utvrdeno je da je 
za resavanje problema koji je predmet ovog rada najefikasnija SOR metoda. Matrica koeficijenta 
sistema lineamih jednacina se moze zapisati u sljedecem obliku:

[a ]= [d a]+[l J + [ u J  (B.87)
gdje je [Da] dijagonalna matrica koja sadrzi clanove sa glavne dijagonale matrice [A], [LA] i [Ua] 
donja, odnosno, gornjatrougaona matrica koja sadrzi clanove koji se nalaze ispod odnosno iznad 
glavne dijagonale matrice [A\. Matrica aproksimacije se u SOR metodi formira na sljedeci nacin:

[M ]=m-| [DA]+[LA] (B.S8)
gdje &f=(0-̂ 2) predstavlja parametar cija je najpogodnija velicina uobicajno oj= 1.6 [146]. 
Matrica aproksimacije [M\ dobijena PCG metodama je trougaona, cime se izbjegava 
invertovanja ove matrice navedeno u koraku 6 prethodno datog algoritma PCG metode. 
Odredivanja vektora {z} se umjesto invertovanja matrice \M\ i nalazenja proizvoda tako 
invertovane matrice sa vektorom razlike tacnog i pribliznog resenja {r} svodi na odredivanje 
vektora{z} kroz zamjenu-unaprijed.
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[C
PREGLED REZUL TA TA 

ISTRAZIVANJA
DIMENZIJA SLABINSKIH PRSLJENA

Rezultati istrazivanje geometrije i dimenzija slabinskih prsljena, prikazanih na slici C.l, koje je 
1992. godine sproveo M.Panjabi sa saradnicima [78] su dati u tabeli C.l.

Tabela C .l Dimenzije slabinskih prsljena
Slabinski prsljenovi

L, L2 L3 U U
Duzinske dimenzije [mm]

EPWU 41.2±1.03 42.6±0.74 44.1±0.88 46.6il.20 47.3il.20
EPW, 43.3±0.78 45.5±1.10 48.0± 1.24 49.5il.38 49.4il.41
EPDU 34.1±1.34 34.6±1.10 35.2±1.10 35.5i0.88 34.7il.17
EPD| 35.3±1.27 34.9±0.74 34.8±1.24 33.9±0.85 33.2i0.92
v b h d 23.8±1.03 24.3±0.95 23.8±1.10 2 4 .lil.1 0 22.9i0.95
sew 23.7±0.92 23.8±0.71 24.3±0.64 25.4i0.49 27.1i0.88
SCD 19.0±0.67 18.2±0.53 17.5±0.53 18.6i0.71 19.7i0.49
PDH| 15.8±0.74 14.9±0.53 14.6±0.60 15.2i0.46 19.5i0.99
PDHr 15.9±0.81 15.0±0.53 14.2±0.64 15.7i0.57 19.6i0.74
PDW, 9.2±0.88 8.7±0.78 10.1±0.53 14.7i0.46 19.2il.03
PDWr 8.0±0.95 7.8±0.57 10.2±0.67 13.4i0.18 18.O il.03
SPL 67.7± 1.24 71.7±1.70 71.7il.77 70.1± 1.17 68.3il.63
TPW 71.2±1.66 76.1±1.48 85.7i2.44 79.4i3.78 92.5i3.68

Povrsinske dimenzije [mm2]
EPAU 1057±60.78 1136±61.84 1194i55.19 1239i58.41 1237i58.48
EPA| 1117±49.00 1197±51.41 1290i64.35 1273i51.72 1218i59.43
SCA 320±18.10 281±15.38 280i 14.64 290il5.17 330i21.21
PDA, 88.5±11.74 83.6±8.87 95.3i9.37 112.3±7.53 158.7il0.82
PDAr 86.4± 11.42 83.3±8.94 62.9i7.71 102.8i6.65 143.9i9.55

Ugaone dimenzije [u
EPI,u 2.7±0.77 3.5±1.50 1.7i0.43 4 .7 il.l0 2.2i0.54
EPItl 4.0±0.84 2.1±0.40 2 .7 il.l0 2.7i0.69 1.8i0.42
PDIS| 12.4±1.87 11.2±2.02 17.lil.56 14.7i2.16 23.2i2.51
PDIsr 16.5±5.02 17.1±3.75 19.8i2.33 18.4il.66 25.9il.73
PDI„ 2.9±0.74 2.1±0.64 2.4i0.67 3.O il.17 5.7il.48
PDl,r 2.2±0.67 3.3±0.67 2.9il.06 4.8il.06 5.2il.80

148



GEOMETRIJSKE DIMENZIJE SLABINSKIH PRSLJENA

Slika C .l Prikaz geometrije prsljena sa oznakama karakteristicnih dimenzija

Oznake navedene u prethodnoj tabeli: EPWi-$irina donje povrsine tijela prsljena, £7W„-sirina 
gomje povrsine tijela prsljena, £77)/-duzina donje povrsine tijela prsljenaa, EPDU-duzina gomje 
povrsine tijela prsljena, VBHa-visina prednjeg djela tijela prsljena, VBHp-\isina zadnjeg djela 
tijela prsljena, SCD-duzina prsljenskog kanala, SCFF-sirina prsljenskog kanala, PDHi-\isina 
korijena lijevog prsljenskog luka, PDHr-\isina korijena desnog prsljenskog luka, PDlP/-sirina 
korijena lijevog prsljenskog luka, PDWr-lirina korijena desnog prsljenskog luka, SPP-duzina 
spinoznog nastavka, TPW-raspon poprecnih nastavka, £77(/-povrsina donje povrsine tijela 
prsljena, 7714,,-povrsina gornje povrsine tijela prsljena, SO-povrsina prsljenskog kanala, PDAr  
povrsina presjeka korijena lijevog prsljenskog luka, /7X4,-povrsina presjeka korijena desnog 
prsljenskog luka, EPItu-ugao koji gornja ceona povrsina zaklapa sa poprecnom ravni, £77,/- ugao 
koji donja ceona povrsina zaklapa sa poprecnom ravni, PDIS/-ugao koji korijen lijevog 
prsljenskog luka zaklapa sa uzduznom ravni, PDIsr-ugao koji korijen desnog prsljenskog luka 
zaklapa sa uzduznom ravni, PDItr ugao koji korijen lijevog prsljenskog luka zaklapa sa 
poprecnom ravni, PDItr-ugao koji korijen desnog prsljenskog luka zaklapa sa poprecnom ravni.

Rezultati istrazivanje geometrije i dimenzija kontaktnih povrsina zglobnih nastavaka slabinskih 
prsljena, prikazanih na slici C.2, koje je 1993. godine sproveo M.Panjabi sa saradnicima [75] su 
dati u tabeli C.2.

Slika C.2 Prikaz geometrije kontaktne povrsine zglobnih nastavaka prsljena 
sa oznakama karakteristicnih dimenzija
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Tabela C.2 Dimenzije kontaktne povrsine zglobnih nastavaka slabinskih prsljena
Slabinski prsljenovi

L, l2 l3 u ^5
Duzinske dimenzije [mm]

FCWsr 10.2±0.6 11.1±0.7 13.8i0.9 14.1±1.0 16.340.7
FCWS, 10.5±0.6 11.4±1.0 13.9i0.7 15.3±0.6 14.940.6
FCHsr 12.7±0.3 14.6±0.6 16.0±0.8 16.140.5 17.440.7
FCHS, 12.2±0.7 14.6±0.7 15.9i0.8 17.3±0.7 17.540.7
FCWjr 12.4±0.7 12.7±0.7 13.8i0.4 14.7±0.5 15.640.9
FCWj, 10.7±0.5 12.7±0.8 13.4±0.4 14.140.6 16.140.9
FCHlr 15.3±0.7 16.0±0.6 15.7±0.3 16.2i0.7 18.441.0
FCHn 15.7±0.6 16.3±0.6 16.4±0.5 15.6±0.7 17.341.0
IFWS 26.2±0.6 26.4±0.9 28.6il.O 31.4±1.6 35.042.1
IFW| 24.8±0.8 26.6±0.9 29.1il.5 34.8±1.7 40.642.0
IFHr 32.5±0.5 33.0±0.7 32.4i0.9 28.5±1.0 26.141.8
IFH| 31.8±1.0 32.4±0.6 31.6±0.7 28.3±1.3 26.441.5

Povrsinske dimenzije [mm2]
FCAsr 96.7±6.2 138.0±11.4 170.3±13.1 175.0i7.0 211.9414.0
FCAS| 99.2± 11.4 148.2±12.8 164.4±12.0 194.3±11.0 199.1412.0
FCA,r 127.9±7.5 150.9±9.8 159.8i4.8 182.1± 15.6 197.3421.8
FCAi, 125.9±6.9 153.6±10.1 167.9i9.7 167.9±11.8 182.7417.2

Jgaone dimenzije [uj
Tsr 82.9±1.4 85.7i0.9 81.9±1.6 81.2±1.6 86.041.0
SSr -139.1±8.9 -135.4i9.2 -131.5±9.0 -120.843.7 -117.644.1
Tsi 81.3±2.7 83.8±1.3 84.1±1.5 81.3±2.5 85.141.2
Ssl 134.2±8.2 139.7±9.0 133.1±5.5 123.643.1 119.844.5
Tjr 81.441.6 82.8i2.5 75.6±4.1 70.546.7 71.043.7
Sir -152.1±5.8 -142.5±5.1 -130.6±6.3 -112.747.1 -127.647.2
Tii 81.8±1.9 78.7±4.0 77.8±3.3 80.341.2 81.641.2
Sa 154.8±6.3 136.7i8.1 123.3±3.3 114.744.9 125.142.9

Oznake navedene u prethodnoj tabeli: FCWsr-sirina desnog gornjeg zglobnog nastavka, FCWsi- 
sirina lijevog gornjeg zglobnog nastavka, FCHsr-visma desnog gornjeg zglobnog nastavka, 
FCHsi-yisina lijevog gornjeg zglobnog nastavka, FCWsr-$irina desnog donjeg zglobnog nastavka, 
FCW,/-sirina. lijevog donjeg zglobnog nastavka, FCHir-visina desnog donjeg zglobnog nastavka, 
FC7/,/-visina lijevog donjeg zglobnog nastavka, IFWS-rastojanja gornjih zglobnih nastavaka, 
/Fff,-rastojanja donjih zglobnih nastavaka, IFHr-rastojanja desnog gornjeg i donjeg zglobnog 
nastavka, IFHi-rastojanja lijevog gornjeg i donjeg zglobnog nastavka, 7>ugao koji kontaktna 
povrsina gornjeg lijevog zglobnog nastavka zaklapa sa poprecnom ravni, T^-ugao koji kontaktna 
povrsina gornjeg desnog zglobnog nastavka zaklapa sa poprecnom ravni, S^-ugao koji kontaktna 
povrsina gornjeg lijevog zglobnog nastavka zaklapa sa uzduznom ravni, S^-ugao koji kontaktna 
povrsina gornjeg desnog zglobnog nastavka zaklapa sa uzduznom ravni, 7>ugao koji kontaktna 
povrsina donjeg lijevog zglobnog nastavka zaklapa sa poprecnom ravni, Tir-ugao koji kontaktna 
povrsina donjeg desnog zglobnog nastavka zaklapa sa poprecnom ravni, S',/-ugao koji kontaktna 
povrsina donjeg lijevog zglobnog nastavka zaklapa sa uzduznom ravni, S,>-ugao koji kontaktna 
povrsina donjeg desnog zglobnog nastavka zaklapa sa uzduznom ravni.
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D
PREGLED IZABRANIH 

DIJELOVA RAZVIJENIH PROGRAMA

D .l PROGRAM ZA IZDVAJANJE PODATAKA O CT BRO JUIZ SLIKA U 
DICOM  FORMATU DOBIJENIH KOMPJUTERSKOM TOMOGRAFIJOM

U trecem poglavlju ovog rada je dat pregled sopstvenih eksperimentalnih istrazivanja autora 
rada. Veci dio ovih istrazivanja se odnosi na snimanje slabinskog prsljena L5 kompjuterskom 
tomografijom, u cilju odredivanja raspodjele relativne gustine kostanog tkiva prsljena. U tom 
smislu dobijene CT slike prsljena, u DICOM formatu, sluze kao izvor podataka 0 raspodjeli CT 
broja snimljenog presjeka prsljena. Nakon odredivanja kalibracione karakteristike CT skenera, 
na osnovu raspodjele CT broja je moguce odrediti i raspodjelu relativne gustine kostanog tkiva 
snimljenog presjeka prsljena. U cilju izdvajanja podataka 0 raspodjeli CT broja iz slika u 
DICOM formatu, dobijenih kompjuterskom tomografijom, autor ovog rada je razvio, u 
programskom jeziku C, sljedeci program:

/* Reading CT number o f each pixel o f picture in DICOM format */
/* and writing it in output file. First and second line o f the file */
/* represent the number o f rows and columns ofpixels */

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

main()
{
FILE *inFile, *outFile;

/* Each value type is defined by a group and element */ 
int readjgroupjd  
int read_element id;

/* Used to read length o f information for each elementJd/groupJd */ 
int element Jength = 0;

/* Used to describe value type in the DICOM header */ 
int tag_dictionnary = 0;
/* Used to read "DICOM” letters */ 
int temp_check_word_dicom = 0;
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/* Pertinent informations o f a D1COM image */ 
int rows, columns;

/* Used to transfer pixel data on CT number to output file */ 
int CTNo, HU;

char buffer[196]; 
char value[1000][300]; 
int i = 0; 
int j  = 0;

/* DICOMfile to be read */ 
inFile =fopen ("000070.dcm", "rb");

/* The first 128 bytes are not important */ 
firead (buffer, 1, 128, inFile);

/* Reads the "DICOM" letters */ 
fread(&temp_check_word_dicom, 4, 1, inFile);

/* Check to see which format to use. I f  DICOM was not read correctly, it means there is no 128 blank bits. */
/* The hex number 0x4D434944 is the ascii code for the letters DICOM... */ 

i f  (temp check word dicom != 0x4D434944) 
fseek (inFile, 0, SEEKJSET);

/* Read information up to the pixel data (beginning o f the pixels is hex code 0x7FE0) */
/* While loop break before actually, there is a break if== 0x7FEO after reading rea d e lem en tid  */ 

while (tagdictionnary /= 0x7FE00010)
{

read_group_id=0; 
read_elementid= 0; 
tag died onnary=0;

/* Reading groups and elements */ 
fread (&readjgroup id, 1, 2, inFile); 
fread (&read_elementjd, 1, 2, inFile);

/* Creating a tag to be identified afterward */
tag dictionnary = read_group_id * 0x10000 + read element id; 
i f  (temp_check_word_dicom != 0x4D434944)
{

/* Reading length o f the information */
fread (&element_length, 4, 1, inFile); 
i f  (tagdictionnary == 0x7FE00010) 

break;
fread (&value[i], element length, 1, inFile);

}
else
{
fread (&element length, 1, 2, inFile);

/* I f  value representation (VR) is OB, OW, SQ, UN, the next length is 32 bits */ 
i f  (element length == 16975 || elementJength == 22351 || 

elementJength == 20819 || element Jength  == 20053)
{

/* skip 2 reserved "bytes" */
fread (buffer, 1, 2, inFile);

/* Reading length o f the information */
fread (&element Jength, 4, 1, inFile); 
i f  (tagdictionnary == 0x7FE00010) 

break;
/* (BIG) buffer: "value" */

fread (&value[i], element Jength, 1, inFile);
}
else / /  lenght is 16 b its:
{

fread (&element Jength, 1, 2, inFile);

i f  (tagdictionnary == 0x7FE00010) 
break;

______________________________________ PREGLED IZABRANIH DIJELOVA RAZVIJENIH PROGRAMA
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fread (&value[i], elementJength, l, inFile);
}

}
i f  (tagjiictionnary == 0x00280010) //Number o f rows

rows = *(int *) & value[ij;
if  (tagjiictionnary == 0x00280011) / /  Number o f columns

columns = *(int *) & value[ij;
i++;

}
/* Output file containing pixel data on HU */ 

outFile -fo p en  ("HU.dat", "w"); 
fprintf(outFile,"%oi\n%i\n", rows, columns);

/* Reading CT number o f each pixel */ 
fo r (j = l ; j  <= rows; j++) 

fo r  (i = 1; i <= columns; i++)
{

fread (&CTNo, 1, 2, inFile);
HU = CTNo - 1000; 
fprintf(outFile, "%i\n", HU);

}
fclose(inFile); 
fclose(outFile); 
return 0;

}

D.2 IZABRANI DIJELOVI PROGRAMA ZA PARAMETARSKO  
MODELIRANJE GEOMETRIJE PRSLJENA I GENERISANJE 
MREZE KONACNIH ELEMENATA TIJELA PRSLJENA

U cetvrtom i petom poglavlju ovog rada je predstavljen predlog metoda za parametarsko 
modeliranje geometrije slabinskog prsljena L5, kao i nacin formiranja mreze konacnih elemenata 
tijela prsljena. U nastavku ce biti dati dijelovi programa, koje je autor ovog rada razvio za 
automatsko generisanje 3D povrsinskog modela prsljena na bazi predlozenog modela i za 
generisanje mreze konacnih elemenata tijela prsljena.

Dio grafickog interfejsa programa razvijen u DCL jeziku:

//Dialog box 
prsljen; dialog
{label -  "Unos geometrijskih karakteristika slabinskihprsljenova";

■.column
{■.image

{key = "slika_prsljena5"; 
width =10; 
height =20;

}
:boxed_co!umn

{.editbox
{label = "Sirina gornjeg zglobnog nastavka FCWs"; 
key = "no l"; 
editjwidth = 5;

}
:editbox

{label = "Visina gornjeg zglobnog nastavka FCHs"; 
key = "m2"; 
editjwidth = 5;

}
:edit_box

{label = "Sirina donjeg zglobnog nastavka FCWi"; 
key = "no 3";
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editw idth = 5;
}

:edit_box
{label = "Visina donjeg zglobnog nastavka FCHi"; 
key = "no4"; 
editjwidth = 5;

}
;edit_box

{label = "Rastojanje gornjih zglobnih nastavaka IFWs"; 
key = "no 5 
editw idth  = 5;

}
:edit_box

{label = "Rastojanje donjih zglobnih nastavaka IFWi"; 
key = "no6"; 
edit_width = 5;

}
:editjbox

{label = "Rastojanje gornjeg i donjeg zglobnog nastavka IFH"; 
key = "no7"; 
edit_width = 5;

}
.edit_b ox

{label = "Ugao izmedju gornjeg zglobnog nastavka i horizontalne ravni Ts"; 
key = "no8"; 
editw idth = 5;

}
:edit_box

{label = "Ugao izmedju gornjeg zglobnog nastavka i poprecne ravni Ss 
key = "no9"; 
edilw idth = 5;

}
:edit_box

{label ="Ugao izmedju donjeg zglobnog nastavka i horizontalne ravni Ti"; 
key = "no 10"; 
editw idth  = J;

}
:edit_box

{label = "Ugao izmedju donjeg zglobnog nastavka ipoprecne ravni Si"; 
key = "noli"; 
editw idth = 5;

}
}

}
okjcancel;

}

Funkcija koja generise granicnu krivu 1 razvijena u jeziku Visual Lisp:

(defun draw_splinel(EPDu EPWu EPItu)
; Definition of geometric knots and tangent vectors o f spline 

(setq pO (list (* 0. EPDu)
(* 0. EPWu)
(* (* 0. EPDu) (atan (rad EPItu)))

)
p i  (list (* -0.064 EPDu)

V  0.25 EPWu)
(* (* 0.031 EPDu) (atan (radEPItu)))

)
p2 (list (*-0.128 EPDu)

(* 0.35 EPWu)
(* (* 0.065 EPDu) (atan (rad EPItu)))

)
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p3 (list (* -0.193 EPDu)
(* 0.4 EPWu)
(* (* 0.097 EPDn) (atan (rad EPItu)))

)
p4 (list (*-0.321 EPDn)

(*0.45 EPWu)
(* (* 0.128 EPDu) (atan (rad EPItu)))

)
p5 (list (* -0.64 EPDu)

(*0.5 EPWu)
(* (* 0.159 EPDu) (atan (rad EPItu)))

)
Tp "@0,-l,0”
Tk "@-1,0,0"

)
(command "SPLINE" 

pO
Pi
p2
p3
p4
p5
ttn

Tp
Tk

)
(setq curve 1 (ssadd) 

entity (entlast) 
curve 1 (ssadd entity curve1)

)
(list curve 1)

Funkcija koja generise elementame povrsine razvijena u jeziku Visual Lisp:

(defun draw_surface(curvel curve2 curve3 cur\’e4)
; Variables defining knot density o f control polyhedron o f NURBS surface 

(setvar "SURFTAB1" 10)
(setvar "SURFTAB2" 10)

;Generating Coons surface representing control polyhedron o f NURBS surface 
(command "EDGESURF" 

curve 1 
curve2 
curve3 
curved

)
(setq surface (ssadd) 

entity (entlast)
surface (ssadd entity surface)

)
;Generating NURBS surface from control polyhedron 

(command "PEDIT" 
surface 
"S"
ttn
"_AM2SF"
t tn

surface
t tn

)
(list surface)
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Funkcija koja generise granicne krive slojeva konacnih elemenata tijela prsljena razvijena u 
jeziku Visual Lisp:

(defun Boundary_Curves(entity 1 entity2 surfaces surface4 surface5 SliceTickness)
; Finding the highest point on upper endplate o f vertebra 

(setq entity (entnext entity 1) 
entity list (entget entity) 
entity name (cdr (assoc 0 entity list)) 
entity j o i n t  (cdr (assoc 10 entity list))
PointOnUpperPlane entity_point 
zmax (caddr entity jo in t)

)
(while (equal entity name "VERTEX")

(setq entity (entnext entity) 
entity list (entget entity) 
entity name (cdr (assoc 0 entity list)) 
entity j o i n t  (cdr (assoc 10 entity list))

)

(if (< zmax (caddr entity jo in t) )
(setq PointOnUpperPlane entity j o i n t  

zmax (caddr entity jo in t)
)

)
)

; Finding the lowest point on lower endplate o f vertebra 
(setq entity (entnext entity2) 

entity list (entget entity) 
entity ja m e  (cdr (assoc 0 entity list)) 
entity j o i n t  (cdr (assoc 10 entity list))
PointOnLowerPlane entity j o i n t  
zmin (caddr entity jo in t )

)
(while (equal entity name "VERTEX")

(setq entity (entnext entity) 
entity list (entget entity) 
entity j a m e  (cdr (assoc 0 entity list)) 
entity j o i n t  (cdr (assoc 10 entity list))

)
(if (> zmin (caddr entity jo in t) )

(setq PointOnLowerPlane entity j o i n t  
zmin (caddr entity jo in t)

)
)

(command "-LAYER"
"M"
"BoundaryCurves "
"S"
"BoundaryCurves "
t i n

)
(setvar "CECOLOR" "1")

; Generating boundary curves o f slices offinite elements o f vertebral body 
(command "UCS"

"W"
"-AMSECT10N"
surface3
surface4
surface5
n t t
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"TYPE"ttptt
"PLANE"
"U"
PoirttOnLowerPlane
PointOnUpperPlane
SliceTickness
nyn
tut

)
)

D.3 IZABRANI DIJELOVI PROGRAMA ZA NAPONSKO- 
DEFORMACIONU ANALIZU METODOM KONACNIH ELEMENATA

U petom poglavlju ovog rada je prikazan niz algoritama koji predstavljaju osnovu za razvoj 
programa za naponsko-deformacionu analizu metodom konacnih elemenata. U nastavku ce biti 
dati dijelovi ovog programa koji je autor rada razvio u programskom jeziku C.

/* Dio programa kojim se formira matrica krutosti :apreminskog Pmearnog izoparametarskog konacnog elementa */

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

/* Matrica elasticnosti */ 
double ME [6] [6];

/* Matrica transformacije Jakobijan i odgovaraiuca inverzna matrica */ 
double MJ [3] [3]; 
double MG [3] [3];

/* Parcijalni izvodi funkcija oblika */ 
double Nksi [8J; 
double Net a [8J; 
double Npsi [8];

/* Vektori koji se koriste za Gausovu kvadraturu V
/* Koordinate tacaka potrebnih za kvadraturu u lokalnom koordinatnom sistemu */ 

double ksi [2]; 
double eta [2]; 
double psi [2J;

/* Tezinski koeficijenti */ 
double w [2J;

/* Koeficijenti funkcija oblika */ 
double wa [8j; 
double wb [8j; 
double wc [8];

/* Pomocne matrice za odredjivanje matrice deformacija-pomijeranja */ 
double M l [6] [9]; 
double M2 [9] [9]; 
double M3 [9] [24];

mainQ
{

FILE *inFile;

/* Matrica krutosti konacnog elementa */ 
double MKE [24] [24];

/* Matrica deformacija-pomijeranja i odgovarajuca transponovana */ 
double MB [6] [24];
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double TB [24] [6];
/* Pomocne malrice :a  odredjivanje matrice deformacija-pomijeranja */ 

double M4 [6] [9]; 
double M5 [24] [6];

/* Vektori koordinata i indeksa cvornih tacaka konacnog element a [mm] */ 
double x [8], y  [8], z  [8]; 
int I [8];

/* Vektor modula elasticnosti konacnih elemenata [N/mm2] */ 
double *E;

/* Determinanta Jakobijana */ 
double detJ;

/* Poisson-ov koeficijent */ 
double ni=0.33333;

/* Broj konacnih elemenata */ 
int NoFE;

E=((doub!e *) mal!oc(NoFE*sizeof(double)));
/* Funkcija koja inicijalizuje konstantni dio matrice elasticnost */
/* koji naknadno treba pomnoziti modulom elasticnosti - za izotropan materijal*/ 

InitME(ni);
/* Funkcija koja inicijalizuje vektore potrebne za Gausovu kvadraturu */
/ :|i i koeficijente funkcija oblika w, ksi, eta, psi, wa, wb, wc */

InitGausQ;

/* Ucitavanje koordinata i indeksa cvornih tacaka konacnih elemenata iz spoljnjegfajla */ 
inFile = fopen("FEM_Mesh.dat","r"); 
fo r (tmp_i=J; tm pj< = 8;tm pj+  +)

fscanf(inFile,”%od%olf°/olf%olf', &l [tm p j-l] , &x [tm pj-l], &y [ tm p j-l] , &z [tm pj-l]);
/* Inicijalizacija matrice krutosti konacnog elementa */ 

fo r (tmp_i=l;tmp_i<=24;tmpj++) 
for (tmp j=l;tmp i<=24;tmp j++)

MKE [ tm p j- l]  [tm pJ-l] = 0.;
/* Odredjivanje matrice transformacije i njene inverzne matrice */ 

fo r (tmp_i=l; tmp_i< =2; tm p j ++) 
fo r (tmpJ=l;tmpJ<=2;tmpJ++) 

fo r (tmp_k=l; tmp_k< =2; tmp_k++)
{ /*3 tmp k*/
for (tm pji= l;tm pji<  =3;tmp_ii++) 
fo r  (tmpJj=J;tmpJj<=3;tmpjj++)

MJ [tmp_ii-l] [tmp J j-1 ]  = 0.; 
fo r  (tmp_kk=1; tmp_kk< =8; tmp kk++)
{

Nksi [ tmp_kk-1] =wa [ tmp_kk-l]*(l+wb [tmp_kk-1] *eta [tm pJ-l])*(l+wc [ tmpjck-1]*psi [ tmp_k-1])/8.; 
Neta [tmp_kk-l] = wb [tmp_kk-l]*(l+wa [tmp_kk-l]*ksi [tmpJ-J])*(J+wc [imp kk-1] *psi [tmp_k-l])/8.; 
Npsi [tmp_kk-l] = wc [tmp_kk-l]*(l+wa [tmp_kk-l]*ksi [ tm p j-l]) *(l+wb [tmp_kk-l]*eta [tm pJ-l])/8.; 
M J[0] [0] = M J[0] [0]+Nksi [tmp_kk-l]*x [tmp kk-l];
MJ [0] [1] = MJ [0] [J]+Nksi [tmp kk-1]  *y [tmp_kk-l];
M J[0] [2] = MJ [0] [2]+Nksi [tmp_kk-l]*z [tmp_kk-J];
MJ [1] [0] = MJ [1] [0]+Neta [tmp_kk-1] *x [tmp kk-1];
M J[1] [1] = M J[1] [1]+Neta [tmp_kk-l]*y [tmp_kk-l];
M J[1] [2] = M J[l]  [2]+Neta [tmp_kk-l]*z [tmp_kk-l];
M J[2] [0] -  M J[2] [0]+Npsi [tmp_kk-l]*x [tmp_kk-l];
MJ [2] [1] = MJ [2] [1]+Npsi [tmp jk - 1 ]  *y [tmp kk-1];
M J[2] [2] = M J [2] [2]+Npsi [tmp_kk-l]*z [tmp_kk-l];

}
/* Det3() funkcija koja odredjuje determinantu matrice Jakobijana */ 

detJ = Det3Q;
MG [0] [0] = (MJ [1] [1] * MJ [2] [2] - MJ [1] [2] * MJ [2] [l])/detJ;
MG [0] [1] = -(MJ [0] [1] * MJ [2] [2] - MJ [0] [2] * MJ [2] [l])/detJ;
MG [0] [2] = (MJ [0] [1] * MJ [1] [2] - MJ [0] [2] * MJ [1] [l])/detJ;
MG [1] [0] = -(MJ [1] [0] * MJ [2] [2] - MJ [1] [2] * MJ [2] [0])/detJ;
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MG [1] [1] = (MJ [0] [0] * MJ [2] [2] - MJ [0] [2] * MJ [2] [0])/detJ;
MG [1] [2] = -(MJ [0] [0] * MJ [1] [2] - MJ [0] [2] * MJ [1] [0])/detJ;
MG [2] [0] = (MJ [1] [0] * MJ [2] [1] - MJ [1] [1] * MJ [2] [0])/detJ;
MG [2] [1] = -(MJ [0] [0] * MJ [2] [1] - MJ [0] [1] * MJ [2] [0])/detJ;
MG [2] [2] = (MJ [0] [0] * MJ [1] [I] - MJ [0] [1] * MJ [1] [0])/detJ;

/* Funkcija koja inicijalizuje pomocne matrice potrebne za odredjivanje matrice deformacije-pomijeranja */ 
InitMlM2M3(');

/* Odredjivanje matrice deformacije-pomijeranja i odgovarajuce transponovane matrice */ 
fo r (tm p ji= 1; tm p ji  <=6; tmp ii++) 
fo r (tm pjj= l;tm pjj<  =9; tmpjj++)

M4 [i-1] [j-1] = 0.; 
fo r (tmp_ii=l;tmpji< =6; tmp_ii+ +) 

fo r (Imp J j= l;  tm pjj<  =9;tmpjj+ +) 
fo r (tmp kk=1; tmp kk< =9;tmp_kk+ +)

M4 [tmp_ii-l] [tmp J j-1 ]  += M l [tmp_ii-l] [tmp_kk-l]*M2 [tmp_kk-l] [tmp Jj-1];

fo r  (tmp_ii=l;tmp_ii< =6;tmp_ii+ +) 
fo r (tmpJj=l;tmpJj< =24;tmpjj++)

MB [ tm p ji- l]  [tmpJj-1] = 0.; 
fo r  (tmp ii=1; tm p ji< =6; tmp ii++) 

fo r (tm pjj= l; tm pjj<  =24; tm pjj+  +) 
fo r (tmp_kk=I; tmp_kk<=9; tmp kk+ +)

MB [ tm p ji- l]  [tmpJj-1] += M4 [tm p ji-l]  [tmp_kk-l]*M3 [tmp_kk-l] [tmpJj-1];

for (tmp ii=l;tmp ii<=6; tmp ii++) 
fo r (tmpJj=l;tmpJj<=24;tmpJj++)

TB [tmp J j-1 ] [tmp ii-1] = MB [tmp ii-1] [tmp Jj-1];

/* Odredjivanje matrice krutosti zapreminskog linearnog izoparametarskog konacnog elementa */ 
fo r (tmp ii= 1; tm pji<  =24; tm p ii++) 

fo r (tm pjj=  1; tm pjj<  =6;tmpjj+ +)
M5 [tm pii-1] [tmp J j-1]  = 0.; 

fo r  (tmp ii=1; tmp ii< =24; tmp ii ++) 
for (tm pjj= 1; tm pjj<  =6;tmpjj+ +) 

fo r (tmp_kk=1; tmp_kk< =6;tmp_kk+ +)
M5 [tmp ii-1] [tmp J j-1 ]  += TB [tmp ii-1] [tmpJck-l]*ME [tm pjik-l] [tmp Jj-1];

for (tm pji= l;tm p ii< =24;tmpji+ +) 
fo r (tm pjj=  1; tm pjj<  =24;tmpjj++) 

fo r  (tmp kk= 1 ;tmp_kk< =6;tmp_kk+ +)
MKE[tmp ii-1] [tmpJj-1] +=w [tmp i-l]*w [tm pJ-1 ] *\v [tmp_k-l]*detJ*

MS [tm pii-1] [tmp_kk-l]*MB [tm pkk-1] [tmp Jj-1];
} /*3 tm pji* /
for (tm p j= l;tm p j<  =24;tmpJ++) 

fo r (tmpJ=l;tmpJ<=24;tmpJ++)
MKE [tmp i-1] [tmp J -1 ]  = E [i]*MKE [tm p j-l]  [tmp J-1];

}
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