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Predgovor

Prvi poznati zapisi o fenomenu sinhronizacije povezanih oscilatora dati-
raju od XVII vijeka i pisama poznatog holandskog fizicara Huygensa [42].
Huygens je primijetio da se dva sata s klatnima, okacena na istom zidu,
sinhronizuju u istoj fazi (ili u antifazi) nakon nekog vremena. On je ovaj
fenomen u svojim pismima opisao kao “cudna simpatija’. U XX vijeku je
detaljno izucavana sinhronizacija u populacijama s velikim brojem oscilatora
[11, 78]. Ovakvi sistemi opisuju razli¢ite procese u fizici i biologiji. Winfree
[105] je u svojim radovima dao matematicku formulaciju prvog modela koji
pokazuje fenomen sinhronizacije. Nakon njega, japanski fizicar Kuramoto je
1975. godine uveo najpopularniji model ove vrste [52].

Model Kuramoto [52] opisuje veliku populaciju medusobno povezanih fa-
znih oscilatora (amplituda oscilacija se zanemaruje) s globalnim poparnim
vezama, tj. pretpostavlja se da su veze izmedu svakog para oscilatora iste.
Ovaj model ve¢ decenijama sluzi kao paradigma za izucavanje kolektivnog
ponasanja i samoorganizacije u velikim populacijama jedinki s poparnim inte-
rakcijama, koje mogu imati za posljedicu fazne prelaske (u kontekstu ovog
modela, to je sinhronizacija oscilatora).

Nakon prvobitne formulacije modela Kuramoto, nekoliko varijacija, ekste-
nzija i primjena ovog modela su detaljno proucavane u literaturi.

Acebrén i ostali [2] su 2005. godine objavili prvi pregledni rad o mo-
delu Kuramoto. Razmatrane su varijacije modela Kuramoto s razli¢itim
funkcijama veze, kao na primjer, veza s faznim pomakom (model Kuramoto-
-Sakaguchi) [85], veze s kasnjenjem [22, 107] ili veze koje su pod uticajem
Suma [10, 107], itd. O ostalim varijacijama vidjeti pregledni rad [2].

Ideja o primjeni modela Kuramoto u proucavanju kompleksnih mreza
je ispitana od 2005. do 2007. u radovima [6, 7, 71|. U ovim radovima
je pokazano da proces sinhronizacije otkriva vazne informacije o topologiji
mreze. Ova ideja se nastavlja dalje koristiti u nekoliko radova u kojima
se proucavaju svojstva mreze posmatrajuéi proces sinhronizacije u njoj [13,
54, 59]. Takoder, vazno je napomenuti da je model Kuramoto koristen i
predlagan i za klasteriranje multivarijantnih podataka [70, 94].



Ve¢ Kuramoto je primijetio da se u ovakvim sistemima, kao posljedica
poparnih interakcija, uspostavlja tzv. srednje polje [52, 95]. Relativno ne-
davni napredak (2008-2009) pruza objasnjenje niskodimenzione dinamike i
efekta srednjeg polja u modelu sa identiénim oscilatorima (svi oscilatori
imaju istu svojstvenu frekvenciju) i globalnim (svako sa svakim) poveziva-
njem [63, 74, 79]. Ovo objasnjenje je dato u terminima Teorije grupa i
Kompleksne analize. Pokazano je da se dinamika velikih populacija globalno
povezanih oscilatora moze reducirati na niskodimenzione podmnogostrukosti
(rezultati Watanabe-Strogatza i Ott-Antonsena)|74, 75, 100, 101]. Marvel
i ostali [63] su opisali algebarsku strukturu koja stoji iza ove redukcije, a
to je da se oscilatori kre¢u pod dejstvom grupe Mobiusovih transformacija
koje ¢uvaju jediniénu kruznicu (tj. automorfizama jediniénog diska). Grupa
Moébiusovih transformacija koje ¢uvaju jedini¢éni disk zavisi od tri parametra
koje su globalne promjenljive u modelu. Prvi integrali sistema (konstante
kretanja) su odredeni dvorazmjerom (engl. cross ratio).

Jednu od najadekvatnijih ekstenzija klasicnog modela Kuramoto na vise
dimenzije je predlozio australijski fizicar Max Lohe u svojim radovima [57,
58]. Model opisuje kolektivno kretanje medusobno povezanih uopstenih ”osci-
latora” (Kuramoto-Lohe oscilatori), ¢ija stanja su zadana unitarnim matri-
cama. Istrazivaci ga nazivaju neabelovim modelom Kuramoto (ili samo mo-
del Lohe). Ova terminologija naglasava najvazniju razliku izmedu ovog i
klasicnog modela Kuramoto, a to je da mnozenje nije komutativno na grupi
unitarnih matrica. S ovim modelom se razraduju nove paradigme kvantne
sinhronizacije [5, 58].

Nedavno su istrazivaci u oblasti upravljanja prepoznali da je model Ku-
ramoto (i neabelov model Kuramoto) povezan s algoritmima iz Teorije geo-
metrijskog konsenzusa (engl. Geometric Consensus Theory) [46, 73]. Ovo
zapazanje ukazuje na intrigantnu vezu izmedu konsenzusa i univerzalnog pri-
rodnog fenomena sinhronizacije povezanih oscilatora [78]. Teorija geome-
trijskog konsenzusa je nedavno razvijena poddisciplina u sirokom polju di-
stribuiranog i kooperativnog upravljanja koja se bavi zadacima konsenzusa i
koordinacije na odredenim neeuklidskim (prije svega na homogenim) prosto-
rima [89, 90.

Paradigma za zadatke s konsenzusom je roj (engl. swarm) identi¢nih indi-
vidua (agenata) koji komuniciraju kroz zadani neusmjereni povezani graf. U
takvoj postavci se pokazuje da je zadatak konsenzusa minimizacija odgova-
rajuce potencijalne funkcije.

U prethodnim studijama razvijen je univerzalni konceptualni pristup za-
dacima konsenzusa na homogenim prostorima. Medutim, konvergencija algo-
ritama u velikoj mjeri zavisi od geometrije osnovnih prostora. Ipak postoji
nekoliko univerzalnih rezultata u vezi s konvergencijom (anti)konsenzusnih



algoritama. Sarlette i Sepulchre su dokazali konvergenciju algoritama konse-
nzusa i antikonsenzusa na siroj klasi mnogostrukosti u slucajevima kada je
komunikacijski graf kompletan ili neusmjereno stablo [89, 90]. Napomenimo
da obje topologije mogu biti problematicne u primjenama, jer je komple-
tni graf cesto preskup, dok topologija stabla nije robusna. Nedavni radovi
[56, 62| postigli su znacajan napredak u razumjevanju algoritama konsenzusa
na sferama preko proizvoljnih komunikacijskih grafova. Konkretno, u radu
[62] je pokazano da je skup konsenzusa skoro globalno stabilan za rojeve na
sferama s agentima koji komuniciraju preko neusmjerenog povezanog grafa.

Izlozimo strukturu disertacije. Disertacija se sastoji od Sest glava.

Na pocetku, u prvoj glavi predstavljamo model Kuramoto i dajemo pre-
gled nedavnih istrazivanja o niskodimenzionom ponasanju globalno poveza-
nih oscilatora.

U drugoj glavi se pokazuje da se Kato-Jones raspodjele [50], dobijene kao
Mobiusova transformacija von Misesove raspodjele vjerovatnoca na kruznici,
prirodno pojavljuju u proucavanju populacija povezanih oscilatora. U ovoj
glavi se isticu odredene relacije izmedu direkcione statistike (engl. Directional
Statistics) i kolektivnog kretanja povezanih oscilatora.

Nakon toga, u trecoj glavi detektujemo kolektivno ponasanje oscilatora
i karakteriSemo kompleksne mreze koristec¢i statistiku Mobiusovih transfo-
rmacija u mrezi. To omoguéuje da uvedemo neke nove (statisticke) koncepte
koji karakterisu mrezu. Posebno je predlozen pojam koherentnosti mreze (ili
podmreze). U tre¢em paragrafu ove glave se proucava nekoliko jednostavnih
(slucajnih) grafova kako bi se ilustrovala vaznost koncepata koji se uvode.
U nastavku ove glave se uvodi matematicki model srednjih polja u komple-
ksnoj mrezi identicnih Kuramoto oscilatora. U ovom okviru, srednja polja u
mrezi su predstavljena skupom tacaka na jedinicnom disku s hiperbolickom
metrikom (Poincareov disk model). Ovaj skup tacaka karakterise topologiju
mreze. Prikazane su simulacije za neke slucajne i regularne grafove.

U cetvrtoj glavi se razmatra niskodimenziona dinamika u opstem neabe-
lovom modelu Kuramoto [57, 58] medusobno povezanih uopstenih oscilatora
na 3-sferi. Ako svi oscilatori imaju identic¢ne svojstvene uopstene frekvencije
1 veza je globalna, dinamika je u potpunosti odredena s nekoliko globalnih
promjenljivih. Pokazujemo da se ovi uopsteni oscilatori kreé¢u pod dejstvom
grupe Gy (kvaternionskih) Mobiusovih transformacija koje ¢uvaju S*. Situ-
acija je ovdje analogna onoj u klasicnom modelu Kuramoto, ali ipak slozenija
jer umjesto kompleksne analize moramo koristiti elemente kvaternionske ana-
lize. Objasnjavamo prve integrale kretanja koriste¢i kvaternionsku dvora-
zmjeru. Globalne promjenljive zadovoljavaju odredeni sistem kvaternionskih
ODJ-a, koji je ekstenzija Watanabe-Strogatz sistema [101]. Ako je pocetna
raspodjela oscilatora uniformna na S*, pojavljuju se dodatne simetrije i di-
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namika se moze dalje ograniciti na invarijantnu (realnu) cetverodimenzionu
podmnogostrukost. Uz teorijski interes, ova studija moze imati razlicite pri-
mjene u nauci 1 inzenjerstvu.

U nastavku ove glave predlazemo novu metodu klasteriranja multivari-
jantnih podataka predstavljenih kao vektori u R”. Klasteriranje je vjerovatno
najvazniji zadatak nenadgledanog ucenja (engl. unsupervised learning), koji
se bavi detekcijom strukture u kolekciji neobiljezenih podataka [47, 48]. Nasa
metoda je zasnovana na procesu sinhronizacije u neabelovim modelima Ku-
ramoto na U(n). Fokusiramo se na slucaj n = 2, sto daje sistem matri¢nih
ODJ na SU(2) s grupnom mnogostrukosti S*. Ovaj izbor podrazumjeva
ogranicenje dimenzije multivarijantnih podataka, tako da u simulacijama
istrazujemo skupove podataka gdje su podaci predstavljeni s najvise Sest
atributa. U ovom pristupu svaki objekat odgovara jednom Kuramoto-Lohe
oscilatoru na S* i podaci su uneseni u matrice njihovih svojstvenih frekve-
ncija. Jedna od vaznih prednosti ovakvog pristupa je da se moze prirodno
prilagoditi klasteriranju multivarijantnih funkcionalnih podataka. Predsta-
vljaju se rezultati simulacija za nekoliko ilustrativnih skupova podataka.

U petoj glavi proucavamo konsenzus i antikonsenzus na 3-sferi kao za-
datke minimizacije nekih funkcija. Isticemo da je za te funkcije metod gra-
dijentnog spuska u sustini neabelov model Kuramoto s nultim svojstvenim
frekvencijama. Ovo zapazanje nudi novi uvid u algoritme konsenzusa. To-
kom ove glave veé¢inom istrazujemo slucaj na sferi S®. Napomenimo da se
analogni rezultati mogu navesti i za roj na S' s kompletnim komunikacijskim
grafom. Razlog tome jest da su to jedine sfere koje su Lie grupe. Dokazujemo
da algoritam antikonsenzusa nad kompletnim grafom na S® konvergira prema
balansiranoj konfiguraciji ako je zadovoljen odredeni blagi uslov o pocetnim
pozicijama agenata. Ovaj uslov ukazuje na neocekivan odnos s nekim vaznim
konstrukcijama iz kompleksne analize.

U istoj glavi analiziramo dinamiku roja na sferi s adaptivnim (zavisnim
o stanju) interakcijama. Jedan princip za uvodenje sinapsi zavisnih o stanju
inspirisan je klasicnim Hebbovim pravilom iz nauke o neuronima. Ovo pra-
vilo postulira da parovi agenata ¢ija su stanja bliska jedni drugima ojacavaju
svoje sinapse (The cells that fire together, wire together). Model s anti-
hebbovim pravilom moze pokazati razlicite stabilne formacije ili oscilatorno
ponasanje u zavisnosti od parametara sistema. Dokazujemo da roj tezi ka
stabilnoj ravnotezi pod uslovom da je parametar sistema dovoljno velik. Na
kraju ove glave prikazani su neki rezultati simulacija koji ilustruju primjenu
ovih teorijskih rezultata na koordinaciju rotirajuc¢ih tijela u 3D prostoru.
Ovo se vrii preslikavanjem trajektorija iz S® u specijalnu ortogonalnu grupu
SO(3).

Konacno, u osmoj glavi se izvlace neki zakljucci i postavljaju neka otvo-
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rena pitanja za daljnja proucavanja.

Cjelokupni materijal je podijeljen na glave, glave su podijeljene na pa-
ragrafe a neki paragrafi su podijeljeni na potparagrafe. Oznaku paragrafa
¢ine dva broja. Prvi ukazuje na glavu, a drugi na redni broj paragrafa u
toj glavi. Potparagraf je oznacen s tri broja, od kojih prva dva odreduju
broj paragrafa (sadrzi oznaku glave kome paragraf pripada) a treéi je broj
potparagrafa. Numeracija formula, teorema, lema, definicija je standardna.

Tokom doktorskih studija i rada na izradi doktorske disertacije, u caso-
pisima koji se nalaze na SCI/SCIE listi, objavljeni su sljede¢i radovi:

e Crnkié, A., Ja¢imovi¢, V.. Swarms on the 3-sphere with adaptive
synapses: Hebbian and anti-Hebbian learning rule. Systems & Control
Letters, Vol. 122, pp. 32-38 (2018),

e Crnkié, A., Jac¢imovi¢, V.. Data clustering based on quantum
synchronization. Natural Computing, https://doi.org/10.1007/
s11047-018-9720-z (2018),

e Crnkié, A. Jacimovi¢, V.. Consensus and balancing on the three-
-sphere.  Journal of Global Optimization, https://doi.org/10.1007/
s10898-018-0723-1 (2018),

e Jadéimovié, V., Crnkié, A.: Low-dimensional dynamics in non-Abelian
Kuramoto model on the 3-sphere. Chaos: An Interdisciplinary Journal
of Nonlinear Science, Vol. 28, No. 8, pp. 083105 (2018),

e Jac¢imovi¢, V., Crnkié, A.: Modelling mean fields in networks of co-
upled oscillators. Journal of Geometry and Physics, Vol. 124, pp.
241-248 (2018),

e Jac¢imovié¢, V., Crnkié, A.: Collective motions of globally coupled osci-
llators and some probability distributions on circle. Physics Letters A,
Vol. 381, No. 24, pp. 1989-1994 (2017),

e Jac¢imovi¢, V., Crnkié, A.: Characterizing compler networks thro-
ugh statistics of Mobius transformations. Physica D: Nonlinear Pheno-
mena, Vol. 345, pp. 5661 (2017),

te jedan rad na konferenciji ¢iji je zbornik indeksiran u bazi Scopus:

e Crnkié, A. Ja¢imovi¢, V.. Exploring complex networks by detecti-
ng collective dynamics of Kuramoto oscillators. VIII International
Conference on Optimization and Applications (OPTIMA-2017), CEUR
Workshop Proceedings, Petrovac, Montenegro (2017).
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Rezultati ovih radova su koristeni prilikom izrade ove teze. Neki od rezu-
Itata su predstavljeni i na medunarodnim konferencijama OPTIMA-2017 i
OPTIMA-2018.

Na kraju se iskreno zahvaljujem profesoru Vladimiru Ja¢imovi¢u na po-
stavljenim zadacima, pomodi i savjetima pruzenim u toku izrade ove diserta-
cije.



Izvod 1z teze

Fenomen sinhronizacije u velikim populacijama povezanih oscilatora je
predmet intenzivnih istrazivanja u fizici, biologiji, hemiji i drustvenim na-
ukama. Najznacajniji model ove vrste, koji ve¢ decenijama sluzi kao pa-
radigma za izucavanje kolektivnog ponasanja i samoorganizacije u velikim
populacijama, je model Kuramoto. U ovoj disertaciji se proucava nisko-
dimenziona dinamika tog modela i predstavljaju njegove nove primjene u
razlicitim oblastima koristenjem razlicitih matematickih alata.

Bolje objasnjenje dinamike i kolektivnog ponasanja povezanih oscilatora
otkriva vezu s nekim rezultatima i objektima koji se proucavaju u direkcionoj
statistici. Razmatran je model povezanih oscilatora sa Sumom koji pokazuje
da se Kato-Jones raspodjele prirodno pojavljuju u proucavanju populacija
povezanih oscilatora.

Predlozen je konceptualni okvir za karakterizaciju kompleksnih mreza
koristenjem statistike Mobiusovih transformacija. Ista ideja je upotrebljena
u opisivanju srednjih polja 1 detekciji zajednica u kompleksnim mrezama
povezanih oscilatora.

Od strane mnogih naucnika trenutno se intenzivno proucava uopstenje
modela Kuramoto na neke homogene prostore visih dimenzija. Jedno takvo
uopstenje na sferi S* je predstavljeno u ovoj disertaciji. Jednacine u tom
modelu su kvaternionske Riccatijeve diferencijalne jednacine. Proucava se
niskodimenziona dinamika tog modela i predlazu se razlic¢ite primjene u na-
uci i inzenjerstvu. Detaljno je razmatrana njegova primjena u klasteriranju
multivarijantnih podataka.

U glavi 5 se udaljavamo od fizickih teorija i razmatramo zadatke ko-
nsenzusa 1 koordinacije na neeuklidskim mnogostrukostima. Proucava se
konsenzus i balansiranje na sferi S*, tako §to se pokazuje da je algoritam
gradijentnog spuska za funkciju (anti)konsenzusa u sustini neabelov model
Kuramoto s nultim svojstvenim frekvencijama. Razmatra se dinamika roja
na sferi S® s interakcijama zavisnim o stanju koje zadovoljavaju odredene
realizacije Hebbovog i antihebbovog pravila ucenja.
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Abstract

Synchronization phenomena in large populations of coupled oscillators
are the subject of intensive researches in Physics, Biology, Chemistry and
Social sciences. The most significant model of this kind being used as a
paradigm in studying the collective behavior and self-organization in large
populations, is the Kuramoto model. In the present thesis we study low-
-dimensional dynamics in this model and its use in various fields by using
different mathematics tools.

A better understanding of dynamics and collective behavior of coupled
oscillators unveils relation to some result of Directional statistics. In the
Kuramoto model with noise the Kato-Jones distributions naturally arise.

A conceptual framework for characterization of complex networks by
using statistics of Mobius transformations was proposed. The same idea was
used in describing mean fields and community detection in complex networks
of coupled oscillators.

Recently, researchers have intensively studied a generalization of the Ku-
ramoto model on certain spaces of higher dimensions. An extension to the
sphere S® is presented in this thesis. The equations in that model are qu-
aternionic Riccati differential equations. The low-dimensional dynamics in
the model is studied and various applications in science and engineering pro-
posed. We also propose an application to clustering of multivariate data.

Chapter 5 moves away from physical theories and deals with consensus
and coordination problems on non-Euclidean manifolds. The consensus and
balancing on the sphere S? is studied, showing that the gradient descent
algorithm for the function of (anti-)consensus is essentially the non-Abelian
Kuramoto model with zero intrinsic generalized frequencies. The swarm
dynamics on the sphere S® with state-dependent interactions that satisfy
certain realizations of Hebbian and anti-Hebbian learning rules are analyzed.
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1.1

2.1

2.2

2.3

3.1

3.2

3.3

Geometrijska interpretacija parametra poretka . . . . . . . . .

Evolucija funkcija gustoca za vrijednosti parametara R = 0.135,
D =01, u=0(dobijjase k ®2)i K = -4, v=0,17=0.
Raspodjela evoluira prema stacionarnoj bimodalnoj konfigu-
racijl. . . . ...
Evolucija funkcija gustoca za vrijednosti parametara R = 0.135,
D=0.1, =0 (dobijjase k ®2)i K=-3,v=0,7=1.U
slucaju veze s kasnjenjem, modalnost se mijenja naizmjeni¢no
(unimodalna u bimodalnu i obrnuto). . . . . . ... ... L.
Evolucija funkcija gustoca za vrijednosti parametara R = 0.185,
D =0.1, =0 (dobijase k ®3)i K =2,v = 7,7 = 0. Fazni
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Glava 1

Uvod: Globalne promjenljive u
idealnom modelu Kuramoto na

Sl

Sinhronizacija u velikoj populaciji povezanih oscilatora je univerzalni fe-
nomen s velikim brojem manifestacija u fizici i prirodnim naukama, te pri-
mjenama u inzenjerstvu [78]. Ovakav paradigmatski model je 1975. godine
predstavio Kuramoto [52]:

N

: K : :

wj:wj—kﬁg sin(p; —;), j=1,...,N. (1.1)
1=1

Ovdje, N je ukupan broj oscilatora, ¢;(t) i w; € R je faza i svojstvena
frekvencija j-tog oscilatora respektivno. K je globalna jacina veze, koja je
ista za svaki par oscilatora.

Takoder, moze se uzeti u obzir i opsti oblik modela Kuramoto:

pi = [ twjt fe j=1,...,N, (1.2)

s globalnom kompleksnom funkcijom veze f = f(t,¢1,...,pnN).
Sistem (1.1) se dobija iz (1.2) za specifican izbor funkcije veze:

N
K .
— E —ip;
/ ZQN i:le |

Napomenimo da oblik (1.2) ukljucuje razlicita uopstenja, kao sto su veza
s faznim pomakom (model Kuramoto-Sakaguchi), veze s kasnjenjem ili veze
koje su pod uticajem suma, itd.
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Kuramoto je zapoceo analizu modela (1.1) uvodecéi parametar poretka
(engl. order parameter) r(t) i srednju fazu p(t) (vidjeti sliku 1.1), definisanu
s:

, 1 <L
r(t)ezu(t) =5 Z elei(t) (1.3)
S

S parametrom poretka, model Kuramoto (1.1) je
moguce zapisati u pogodnijem obliku. Da bismo to b
dobili, mnozimo obje strane jednacine 1.3 s e "#7:

N
o | I —
ret(h=e3) = E glPimi) j=1,N. (1.4)
B =1

Imaginarni dijelovi od 1.4 su

N
. 1 . :
rsin(p — ¢j) = N E sin(p; —;), J=LN,
i=1

Slika 1.1: Geometri-

koji se mogu zamijeniti u (1.1). Na ovaj nacin, (1.1) jska interpretacija pa-
postaje: rametra poretka

Y =wj + Krsin(p—y;), j=1,...,N. (L5)

Ovaj oblik otkriva efekt srednjeg polja globalne veze, koje djeluje tako sto
svi oscilatori zele da budu povezani na isto vanjsko polje p(t) sa zajednickom
jacinom veze Kr(t) (vidjeti [95]). Uz ovo svojstvo, klasiéni model Kuramoto
je uisto vrijeme netrivijalan i podlozan matematickoj analizi. Njegova intriga
proizilazi iz ¢injenice da i srednja faza p(t) i jacina srednjih polja Kr(t)
variraju s vremenom i zavise od stanja svih oscilatora u svakom trenutku.

Pretpostavimo da je populacija homogena s globalnom vezom, tj. popu-
lacija u kojoj svi oscilatori imaju istu svojstvenu frekvenciju w; = w. Tada
se (1.2) zapisuje kao:

(lbjzfei?]'i'w'i‘f_e—ipjr J:]-v)N (16)

Pojedinacni oscilatori u modelima (1.1)-(1.6) se zovu “Kuramoto oscila-
tori” (ili “sinusoidno povezani oscilatori”). Ovaj izraz se koristi da se naglasi
kako: (a) su zanemarene amplitude oscilatora i (b) veza zavisi samo o prvim
harmonikama e i e™"%; (a ne o visim harmonikama).

Pocetkom devedesetih godina su u nekoliko radova predstavljeni rezultati
simulacija koji ukazuju na to da (1.6) naizgled pokazuje niskodimenzionu
dinamiku, kao na primjer, dobivala su se neutralna stabilna rjesenja poput
tzv. splay stanja [34, 69, 97, 98|.
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Ovi eksperimentalni zakljucci su praceni teorijskim rezultatom, a to je da
su Watanabe i Strogatz u radovima [100, 101] predstavili posebnu transfo-
rmaciju promjenljivih s kojom su redukovali (1.6) u trodimenzioni dinamicki
sistem i pronasli N — 3 konstanti kretanja (WS system). Ovo je pokazatelj
da takvi sistemi sadrze neke skrivene simetrije i dopustaju mnoge konstante
kretanja. Nadalje, 2008. godine, Ott i Antonsen su u radu [74] pokazali da
u nekim slucéajevima (1.1) dozvoljava mnoge konstante kretanja i izvodi ni-
skodimenzionu dinamiku za veliko N i neke specijalne pocetne uslove ¢;(0),
j=1,...,N (OA ansatz). Eksplicitno zadana ODJ koja opisuje evoluciju
kompleksnog parametra poretka je izvedena ne samo za slucaj identi¢nih
oscilatora (w; = w), nego i u slucaju kada su svojstvene frekvencije w; iza-
brane iz Cauchyjeve (Lorentzove) raspodjele (i nekih drugih raspodjela) na
realnoj pravoj. Funkcija gustoce raspodjele faza p(y,t) evoluira u invari-
jantnim niskodimenzionim podmnogostrukostima u prostoru svih funkcija
gustoca. Rezultat Otta i Antonsena je narocito transparentan kada svi osci-
latori imaju jednake svojstvene frekvencije. U tom slucaju se gustoca faza
oscilatora razvija na dvodimenzionoj invarijantnoj podmnogostrukosti koja
se sastoji od Poissonovog jezgra (vidjeti [84]). Medutim, treba naglasiti da
OA ansatz vrijedi pod pretpostavkom da je pocetna raspodjela faza uni-
formna na [0,27]. U vedini radova o ovoj temi usvaja se ova pretpostavka,
uglavnom zato Sto daje posebno pogodnu kompleksnu ODJ za parametar
poretka. Pored toga, ova pretpostavka o pocetnim fazama izgleda prilicno
prirodna u mnogim modelima.

Pocetkom 2000-ih godina u radovima [63, 79] je postignut novi uvid u
niskodimenziono ponasanje modela (1.2). Rad Marvela i ostalih [63] je po-
sebno ilustrativan, jer nudi teorijsko objasnjenje grupe ove niskodimenzione
dinamike, tj. evolucija oscilatora je zadana dejstvom grupe Mobiusovih tra-
nsformacija (ovaj rezultat ¢emo ubuducée spominjati kao MMS princip). Da
bi se to objasnilo, uvode se nove kompleksne promjenljive z;(t) = e*(¥) koji
predstavljaju stanja oscilatora. U odsustvu veze, svaki oscilator vrsi rotaciju
na jedini¢noj kruznici S u kompleksnoj ravni:

Zi=1iwzj, j=1,...,N, weR. (1.7)

Uvodeéi zamjenu z;(t) = e*() u (1.6) dobija se kompleksna Riccatijeva
diferencijalna jednacina:

s globalnom vezom f = f(t,z,...,zn) i zajednickom svojstvenom frekve-
ncijom w € R.
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Kompleksne Riccatijeve jednacine su usko povezane s Mobiusovim tra-
nsformacijama u pros§irenoj kompleksnoj ravni. Pored toga, jednacina spe-
cificnog oblika (1.8) ¢uva jedini¢nu kruznicu, tj. ako je z;(0) € S!, tada
2;(t) € S' za svako t > 0. Ovo se lako potvrdi tako sto se pokaze da
2(0)z(0) = 1 implicira £(z(t)z(t)) = 0.

Opsta Mobiusova transformacija koja cuva S' se moze napisati u sljedecoj
parametrizaciji:

Y ta
1+ ez’
s parametrima ¢ € [0,27] i a € C,|a| < 1.

Skup svih Mobiusovih transformacija koje ¢uvaju S! je troparametarska
podgrupa G¢ grupe svih Mobiusovih transformacija u kompleksnoj ravni.
Marvel i ostali su pokazali da se oscilatori z; kre¢u pod dejstvom grupe
Gc. Preciznije, z;(t) = M(z;(0)) za svako t > 01 j = 1,...,N, gdje
je M, jednoparametarska familija Mobiusovih transformacija u G¢. Dru-
gim rijecima, funkcija gustoce stanja oscilatora p(z,t) u svakom momentu ¢
je odgovarajuc¢a Mobiusova transformacija pocetne raspodjele p(z,0) na S?.
Buduéi da (pod)grupa Mébiusovih transformacija koje ¢uvaju jedinicéni disk
mogu biti parametrizirane s tri (realna) parametra, slijedi da p(z,t) evoluira
na invarijantnoj trodimenzionoj podmnogostrukosti u prostoru raspodjela.
Stavise, parametri ¢ i o u (1.9) zadovoljavaju sistem koji su ranije dobili
Watanabe i Strogatz [101]:

M(z) (1.9)

& =i(fa? +wa+ f);
{ b= fatw+ fa. (1.10)

Ova linija istrazivanja donosi novu intrigu u proucavanju Kuramoto osci-
latora (zajedno s tradicionalnim fokusom na sinhronizaciju frekvencije i fa-
znim prelazima iz/u koherentna stanja), a to su odnosi s hiperbolickom geo-
metrijom, kompleksnom analizom i implikacije.
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Glava 2

Model Kuramoto sa Sumnim
frekvencijama i neke
vjerovatnosne raspodjele na
kruznici

2.1 Uvod

Model Kuramoto je trajno stimulisao interesovanje naucnika u niskodi-
menziono ponasanje velikih populacija globalno povezanih oscilatora. Izu-
zetan napredak u ovoj temi postignut je u sljede¢im radovima [63, 74, 79].
Otkriveno je da se dinamika velikih populacija globalno povezanih oscilatora
moze reducirati na niskodimenzione podmnogostrukosti (WS system, OA
ansatz i MMS princip). MMS princip je dodatno poboljsao Ott-Antonsenov
rezultat, a to je da rjesenja u obliku Poissonovog jezgra nastaju kao Mobiu-
sove transformacije kruzne uniformne raspodjele. Zbog toga, za slucaj glo-
balno povezane populacije, MMS princip je uopstenje OA ansatza za proi-
zvoljnu pocetnu raspodjelu faza. Medutim, za razliku od OA ansatza, MMS
princip ne obuhvata (bar ne do sada) slucaj neidenti¢nih oscilatora.

Sada ukratko isticemo neke analogne koncepte, a to je da su raspodjele
u obliku Poissonovog jezgra ve¢ dugo proucavane kao "umotane” (engl. wra-
pped) Cauchyjeve raspodjele. U radu [64] je uvedena reparametrizacija umo-
tanih Cauchyjevih raspodjela koristenjem kompleksnih brojeva, koji su pre-
dstavljeni kao Mobiusove transformacije kruzne uniformne raspodjele. Ova
analogija ukazuje na to da otkri¢a u direkcionoj statistici mogu biti korisna
u objasnjenju dinamike velikih populacija povezanih oscilatora. Konkretno,
mogli bi se zapitati koje druge kruzne raspodjele (osim kruzne uniformne i
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umotane Cauchyjeve raspodjele) nastaju u dinamici povezanih oscilatora.

Druga familija raspodjela, koja je centralna u direkcionoj statistici, se
sastoji od von Misesovih raspodjela vM (i, k). Njena funkcija gustoce vjero-
vatnoce je zadana s (vidjeti [31, 60]):

1

Jorr () = mewp{ncos(w —pn)}, 0< <2, (2.1)

gdje je Zy modificirana Besselova funkcija prve vrste reda 0. U proucavanju
povezanih oscilatora von Misesova raspodjela se spominje uglavnom u rado-
vima o statistickoj detekciji i procjeni veza izmedu oscilatora koji su pod
uticajem Suma, vidjeti [3, 15, 17]. U nasem kontekstu je vaznije da se von
Misesove raspodjele pojavljuju kao stacionarne raspodjele u nekim jedno-
stavnim modelima povezanih oscilatora sa Sumnim identi¢no rasporedenim
frekvencijama, vidjeti paragraf 2.2.

Kato i Jones su 2010. godine opisali novu familiju raspodjela vjerovatnoca
na kruznici, dobijenu kao Mobiusova transformacija von Misesove raspodjele.
Za fiksnu srednju vrijednost i koncentraciju £ u von Misesovoj raspodjeli,
ova familija ¢ini trodimenzionu podmnogostrukost u prostoru raspodjela. U
nastavku, pozivat ¢emo raspodjele koje pripadaju ovoj familiji kao K-J ra-
spodjele.

U ovoj glavi proucavamo evoluciju globalno povezane populacije osci-
latora u slucaju kada je pocetna raspodjela njihovih stanja von Misesova.
Ova situacija nije obuhva¢ena OA ansatzom, jer se ne odnosi na ovu fami-
liju pocetnih raspodjela. Umjesto toga, oslanjamo se na rezultat Watanabe-
-Strogatza (u obliku MMS principa) za ovaj slucaj. Pozivajué¢i se na MMS
princip, zakljucujemo da ¢e se stanja globalno povezanih identi¢nih oscila-
tora razvijati na trodimenzionoj podmnogostrukosti koja se sastoji od K-J
raspodjela. Ovo zapazanje, zajedno s nekim posljedicama 1 primjenama,
predstavlja glavnu motivaciju za rezultate predstavljene u ovoj glavi.

U paragrafu 2.2 tvrdimo da je pretpostavka von Misesove raspodjele za
pocetna stanja prilicno prirodna u razli¢itim modelima. U paragrafu 2.3 pre-
dstavljamo model globalno povezane populacije ¢ija funkcija gustoée p(z,t)
evoluira na invarijantnoj podmnogostrukosti koja se sastoji od K-J raspo-
djela. U paragrafu 2.4 razmatramo netrivijalnu relaciju izmedu parametara
modela i parametara rezultiraju¢ih K-J raspodjela. U paragrafu 2.5, rezu-
Itati iz [50] se koriste da bi se dobile kvalitativne predikcije moguéih scena-
rija kolektivne dinamike u nasem modelu i povezivanje kvalitativno razlicitih
scenarija s odgovaraju¢im skupovima vrijednosti parametara modela. Na-
kon toga slijede neke simulacije koje ilustruju razlicite scenarije i podrzavaju
nase predikcije. Pitanja o modalnosti i asimetri¢nosti rezultirajuc¢ih raspo-
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djela takoder se rjesavaju u paragrafu 2.5. Na kraju, u paragrafu 2.6 dajemo
eksplicitne izraze za momente K-J raspodjela koriste¢i formule iz [63].

2.2 Povezani oscilatori i von Misesova raspo-
djela

Proces sinhronizacije se obi¢no proucava kao tranzicija iz potpuno neko-
herentnog stanja (s pocetnom vrijednoséu parametra poretka r(0), koji je
postavljen na nulu), kroz parcijalno koherentna stanja (0 < r(t) < 1), sve do
potpune sinhronizacije (r(t) — 1). Ova postavka podrazumjeva da je pocetna
raspodjela faza oscilatora uniformna na [0, 27|. Za globalno povezanu popu-
laciju (i neke opstije slucajeve, kao sto je pokazano u [53, 75]), OA ansatz
pruza mocan metod za tretiranje takvih sistema. lako ova pretpostavka zvuci
sasvim razumno, u nekim procesima odredeni stepen koherentnosti u popu-
laciji je prisutan prije nego Sto se uspostavi veza srednjeg polja. Zbog toga,
u takvim slucajevima se neke druge raspodjele pojavljuju kao pocetne faze
oscilatora. U ovom paragrafu ukratko objasnjavamo kako se von Misesove
raspodjele pojavljuju kao rezultat kombinovanih efekata veza i Suma.

Jedno opste zapazanje je da von Misesove raspodjele vM(p, k) imaju
maksimalnu entropiju na S! za fiksni parametar koncentracije x (ako je K = 0
tada se dobija uniformna raspodjela).

Pored toga, von Misesove raspodjele nastaju kao stacionarne raspodjele
procesa drifta i difuzije na kruznici s preferiranom orijentacijom, vidjeti [82].
Posebno se uzima u obzir populacija sumnih oscilatora koja je povezana s
vanjskim poljem p:

gdje su &; realizacije Gaussovog bijelog Suma s intenzitetom D > 0:

(&) =0, (&) &) =2Ddi;(t —t').

Stacionarna raspodjela ovog procesa je von Misesova. Ovo se moze poka-
zati rjeSsavanjem Fokker-Planckove jednacine, vidjeti [40, 82].

U [40], usmjerena kretanja plivaju¢ih mikroorganizama s preferiranom
orijentacijom p je opisana s (2.2). Drugi primjer je problem procjene fazne
veze izmedu Sumnih oscilatora, a to je da su razlike u fazama oscilatora
Aj(t) = ¢;(t) — pi(t) regulisane s (2.2) i p = 0, vidjeti [3].

Napomenimo da model srednjeg polja (1.1) s identitno rasporedenim
Sumnim frekvencijama w; = w + §; takoder daje stacionarnu von Misesovu
raspodjelu (s rotiraju¢im srednjim uglom p(t)), o ovome se raspravljalo u
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radu [15]. U radu [4] su proucavani cirkadijski satovi u populaciji cijanoba-
kterija koristenjem ovog modela za meducelijsku komunikaciju.

2.3 Model

Razmotrimo populaciju identi¢nih oscilatora s globalnom vezom:

N
oi(t) = w + %;Sin(api(t —7)—it)—v), i=1LN, t>T. (2.3)
Ovdje je w besumna frekvencija koja je zajednicka za sve oscilatore i K je
jacina globalne veze. Napomenimo da ne zahtijevamo da globalna veza K
bude pozitivna, nego dopustamo i negativnu (odbojnu) vezu.

Razmotrimo proces (2.3) na vremenskom intervalu ¢ € [T',00) za neko
T > 0. Pretpostavimo da su pocetna stanja oscilatora z;(T) = e®1(T) |
2n(T) = ¥ () izabrana iz von Misesove raspodjele v M (u, k).

Naglasimo da se OA ansatz ne primjenjuje na ovaj skup pocetnih uslova
(osim ako je k = 0, tada dobivamo uniformnu raspodjelu). Da bismo pri-
mjenili MMS princip (ili WS system) nametnuli smo vazno ogranicenje, a to
je da svi oscilatori imaju identi¢ne svojstvene frekvencije w. Druga kljucna
pretpostavka je da je veza globalna, sto znaci da su fazni pomak v i kasnjenje
7 isti u svim poparnim interakcijama. Sistem oblika (2.3) se naziva model
Kuramoto-Sakaguchi [85].

Posmatrajuéi sve zajedno, nas model se moze posmatrati kao proces koji
se odvija u dvije faze, prva opisana od strane (2.2) do trenutka 7" i druga
(2.3) nakon T. Pretpostavlja se da je T dovoljno veliko, tako da proces u
prvoj fazi dostigne stacionarnu raspodjelu.

Druga pretpostavka je da sum nestaje u trenutku 7', tj. oscilatori su
sumni za ¢ € [0,7] i beSsumni nakon 7. lako ova pretpostavka moze zvucati
vjestacki na prvi pogled, mi tvrdimo da ova dvofazna dinamika moze posluziti
kao adekvatan model u razli¢itim situacijama. Konkretno, moze se smatrati
da je vanjsko polje deaktivirano u trenutku 7', ¢ime se realizuju poparne
interakcije i potisne se sum ¢&;.

Kao jedan konkretan i intrigantan primjer, pozivamo se na eksperiment o
progresiji populacije ¢elija kroz ¢elijski ciklus. U prvoj fazi populacija se dva
puta tretira timidin blokovima da bi se sve ¢elije uhvatile u (priblizno) istoj
fazi, to je pocetak S-faze Celijskog ciklusa. U momentu 7" timidin je ispran i
posmatrana je kolektivna progresija kroz celijski ciklus. Neki detalji o ovom
eksperimentu i njegovim rezultatima su izlozeni u knjizi [66], strana 25. U
ovoj konkretnoj situaciji, moze se pretpostaviti da dinamika ¢elija opisuje
(2.2) u prvoj fazi (prije nego sto je timidin ispran), a zatim (2.3) nakon toga.
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Primjenom MMS principa na (2.3), dobivamo da raspodjela faza u sva-
kom trenutku t > T pripada K-J familiji. Ovo ¢e biti dodatno istrazeno u
sljede¢em paragrafu.

2.4 Dinamika parametara K-J raspodjela

Skup svih Mobiusovih transformacija koji ¢cuvaju jedini¢ni disk D formira
podgrupu. Opsta Mobiusova transformacija koja cuva jedinicni disk se moze
napisati u sljede¢em obliku:

L2t a
M(z) =er 22 2.4
() = (24)
za neki ugao 0 < u < 27 i kompleksan broj o € D, v = re®.

Neka slucajna kruzna promjenljiva z ima von Misesovu raspodjelu
vM(0, k). Tada je slika od z pod dejstvom Mobiusove transformacije (2.4)
kruzna slucajna promjenljiva sa sljede¢om funkcijom gustoce vjerovatnoce
(vidjeti [50]):

1 —1r? 1

21Ty (k) 1 + 12 — 2r cos(p — )

9 k(€ cos(p —n) — 2r cosv)
ex ,
p L +7r2—2rcos(p — )

fra(p) =

(2.5)

gdjejey=p+v, &= /r*+2r2cos(2v) + 1 i n= p + arg{r?cos(2v) + 1 +
ir?sin(2v)}.

Ova raspodjela zavisi od cetiri parametra: £ > 0, 0 < p,v < 2710 <
r < 1. Parametar x je naslijeden od von Misesove raspodjele, dok preostala
tri dolaze iz Mobiusove transformacije (2.4).

Za fiksnu vrijednost parametra k, funkcije oblika (2.5) predstavljaju tro-
dimenzionu podmnogostrukost u prostoru raspodjela verovatnoca.

Kao sto je objasnjeno u paragrafu 2.2, faze i(t),..., pn(t) u svakom
momentu ¢t > T} evoluiraju pod dejstvom Mébiusove transformacije koja cuva
jediniéni disk (2.4) s parametrima u(t) € [0, 27]1 a(t) € C, koji zadovoljavaju
sljededi sistem obiénih diferencijalnih jednacina [63, 100]:

& = i(f(t)e? + gt)a t FO));
i = floar g0 Flm (26)

N
Ovdje, f je funkcija veze, f(t) = ﬁN Z —Ueit=1)=)  g(t) = w
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Slika 2.1:  Evolucija funkcija gusto¢a za vrijednosti parametara R = 0.135,
D =0.1, p =0 (dobijjase Kk & 2) i K = —4, v = 0, 7 = 0. Raspodjela
evoluira prema stacionarnoj bimodalnoj konfiguraciji.

Iz teorije Lie grupa, imamo da u svakom momentu ¢ > T postoji Mobi-
usova transformacija M, koja preslikava faze ¢, (T),...,on(T) u pi(t),...,
on(t).

Parametar « je proporcionalan kolicniku %. Preostala tri parametra K-J
raspodjele su vezana za K,v,w i 7 iz (2.3). Medutim, ovaj odnos je vrlo
suptilan i posredovan kroz (2.6) i dejstva odgovarajuéeg protoka Mobiusovih
transformacija.

U stvari, ova zavisnost je jos komplikovanija, jer funkcija veze f(t) u (2.6)
zavisi 1 od stanja svih oscilatora u momentu t. Zbog toga parametri r,v i
zavise ne samo o K,v,w i1, negoio Ri D (kroz k).

Zato je veoma tesko procijeniti evoluciju parametara K-J raspodjele ako
su dati parametri modela. Ta evolucija se moze djelimi¢no shvatiti samo
fizickom intuicijom, simulacijama i izrazima za momente i uporedivanjem s
analizom iz [50]. Ovo ¢e se proucavati u narednim paragrafima ove glave.

2.5 Evolucija oblika na invarijantnoj podmno-
gostrukosti K-J raspodjela

U svom radu, Kato i Jones su pokazali da raspodjele (2.5) imaju razlicite
oblike u zavisnosti o parametrima. U ovom paragrafu proucavamo evoluciju
oblika funkcije gustoée faza u modelu (2.3) za razlic¢ite vrijednosti parame-
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Slika 2.2: Evolucija funkcija gustoc¢a za vrijednosti parametara R = 0.135,
D =0.1,=0 (dobijjase k ®2)i K = -3, v=0, 7= 1. Uslucaju veze s
kasnjenjem, modalnost se mijenja naizmjeni¢no (unimodalna u bimodalnu i
obrnuto).

tara. Ova studija je podrzana rezultatima simulacija za neke ilustrativne
slucajeve. Na slikama 2.1-2.3 je prikazana evolucija funkcije gustoce faza
oscilatora p(p,t) za tri razlicita slucaja u razlicitim momentima ¢. Svaka
funkcija gustoce je dobijena rjesavanjem sistema (2.2)-(2.3) za populaciju
koja se sastoji od N = 500 oscilatora. U svim simulacijama, moment tranzi-
cije iz prve faze u drugu je T" = 30.

Mi ¢emo simulirati efekte privlacne i odbojne veze, veze s globalnim
kasnjenjem 7 i veze s faznim pomakom. Napomenimo da MMS princip vri-
jedi za sve tipove veza pomenutih gore, stoga sve funkcije gustoce prikazane
na slikama pripadaju familiji K-J raspodjela.

Familija (2.5) sadrzi i simetricne i asimetri¢ne, kao i unimodalne i bimo-
dalne raspodjele. S druge strane, von Misesove raspodjele su unimodalne
1 simetricne. U nasem kontekstu to znac¢i da se unimodalna i simetricna
pocetna raspodjela faza moze razviti u bimodalnu i/ili asimetriénu s vezom
srednjeg polja. Interesantno je objasniti kako razliciti efekti (kao Sto su ne-
gativna veza, veze s kaSnjenjem, veze s faznim pomakom) uti¢u na oblik
raspodjela. Razlikujemo nekoliko kvalitativno razlicitih scenarija:

1. Prvo razmotrimo model bez kasnjenja i faznog pomaka: 7 = 0,v = 0.

a) Ako veze nema u prvoj fazi (R = 0) i veza je odbojna u drugoj
(K < 0), tada je funkcija gustoée p(p,T) konstantna i ostaje
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Slika 2.3: Evolucija funkcija gustoc¢a za vrijednosti parametara R = 0.185,
D = 0.1, 4 = 0 (dobija se K = 3) i K = 2, v = §, 7 = 0. Fazni pomak
povecava asimetricnost raspodjele.

konstantna za svako t > T, sto znaci da stanja oscilatora imaju
kruznu uniformnu raspodjelu (k = 0,r = 0).

b) Akoje R =01 K > 0, tada je funkcija gustoce p(p,T) konstantna
i evoluira dalje prema postepenoj sinhronizaciji (r — 1) na dvo-
dimenzionoj invarijantnoj podmnogostrukost koja se sastoji od
umotanih Cauchyjevih funkcija gustoéa (k = 0).

¢) Ako je veza privlacna u obe faze (K, R > 0), tada nema pro-
mjene u modalnosti. Dobivamo unimodalne K-J funkcije gustoce
za svako t > T i postepenu sinhronizaciju (k > 0,r — 1).

d) Ako je privlacna veza u prvoj fazi R > 0, koja je pracena odbo-
jnom u drugoj fazi K < 0, sistem evoluira prema stacionarnoj
bimodalnoj konfiguraciji s dvije koncentracione tacke odvojene
uglom 7. Ovaj scenarij je prikazan na slici 2.1. Ovdje je k >
0,0<r—ax<l.

2. Prisustvo globalne veze s kasnjenjem (7 = 1) s R > 01 K < 0, donosi
oscilatornu dinamiku. Raspodjela mijenja modalnost (od unimodalne
do bimodalne i obrnuto) nekoliko (ili beskona¢no mnogo) puta, vidjeti
sliku 2.2. Ovdje je k > 0, jer r oscilira. Pitanje dugotrajnog ponasanja
za ovaj slucaj je prilicno suptilan (zapravo, zavisi od intenziteta odbo-
jne veze K).

30



3. Prisustvo faznog pomaka v ~ 7 donosi jake asimetricne raspodjele,
slika 2.3. Stoga, fazni pomak je parametar koji bitno utice na asime-
tricnost raspodjela. U stvari, K-J raspodjele su simetricne samo za
nekoliko posebnih slucajeva: x = 0 (umotana Cauchyjeva), r = 0 (von
Misesova) i v = 0 ili v = 7.

Sada se ukratko bavimo pitanjem bimodalnih stacionarnih konfiguracija
pomenutih u tacki 1d) gore. Engelbrecht i Mirollo su u radu [30] koristili
MMS princip da bi dokazali da su jedini moguéi grani¢ni parametri za (2.3)
pojedinacne tacke. Zbog toga, uprkos pojavljivanju bimodalnih raspodjela,
sistem nikada ne moze da se sinhronizuje u dvije razlicite tacke. U stvari,
K-J familija ne sadrzi raspodjele s visokom koncentracijom u dvije tacke,
funkcije gustoce su samo umjereno bimodalne, kao sto su one prikazane na
slikama. To znaci da stacionarna konfiguracija fazne raspodjele ne zavisi
mnogo o tome koliko je siljata von Misesova raspodjela. Drugim rijecima,
stacionarne bimodalne konfiguracije dobijene za slucaj 1d) se razlikuju samo
kad je Kk = 0.5 1 za vrlo veliko k.

2.6 Momenti

Marvel i ostali su u radu [63] takoder izveli formulu za momente fazne
raspodjele povezanih oscilatora. Jednostavnim ubacivanjem Fourierovih ko-
eficijenata von Misesove raspodjele vM(0,x) u formule (55)-(56), iz kojih
dobivamo izraz za dinamicku evoluciju m-tog momenta:

EM) = am() + k_o i
xi nZ!k 'I'"ZTB( B gmimvogny,  (27)

gdje je Z, modificirana Besselova funkcija prve vrste reda [. Kao i prije, a(t)
i ?(t) su rjesenja sistema (2.6). Njihovo geometrijsko znacenje je takoder
predstavljeno u [63]: ?(t) je ukupna rotacija u suprotnom smjeru kazaljke
na satu pocetne raspodjele do vremena t, i a(t) je slika centra (nule) pod
dejstvom protoka Md&biusove transformacije.

Konkretno, formula za centroid raspodjele daje:

B0 = a0+ (la@F = ) ()P0, 2

Interesantno je uporediti gornju formulu s izrazom za momente dobivene
u radu [50].
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Glava 3

Primjene modela Kuramoto na
kruznici na detekciju zajednica
1 karakterizaciju kompleksnih
mreza

3.1 Uvod

U ovoj glavi razmatramo model faznih oscilatora koji su povezani preko
kompleksne mreze interakcija kao paradigma kolektivnog ponasanja u velikim
sistemima. Identifikacijom oscilatora s ¢vorovima i interakcijama s granama,
moguce je definisati model Kuramoto na kompleksnoj mrezi A'. Taj model
se moze napisati kao sljede¢i dinamicki sistem:

N

. 1 . .

%’:w+ﬁ§ Kigsin(ps — ), j=1,...,N. (3.1)
=1

Ovdje, ¢; € [0,27) je faza (stanje) oscilatora i, w je svojstvena frekvencija
svih oscilatora. Kj;; je matrica poparnih interakcija (jacina veza) izmedu
oscilatora 7 i j u mrezi N. Matrica K;; moze biti asimetri¢na.

Naglasimo da se model (3.1) razlikuje od onog koji je razmatran u pi-
onirskom radu Kuramoto [52]. U [52] je pretpostavljena globalna veza, tj.
K;; = K > 0 za Vi,j. S druge strane, svojstvene frekvencije w; su razlicite
za razlicite oscilatore.

Poznato je da ako je mreza povezana (tj. postoji grana u mrezi izmedu
dva proizvoljna ¢vora 7 i j) 1 sve interakcije su privlacne (tj. K;; > 0 za
Vi, 7) tada ¢e se u odredenom trenutku pojaviti sinhronizacija svih oscilatora
u mrezi.
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Model povezanih oscilatora (3.1) se moze primjeniti u istrazivanju ko-
mpleksnih mreza. Ova ideja je ispitana od 2005. do 2007. u sljede¢im
radovima [6, 7, 71]. Pomocu tih metoda, koje su bazirane na posmatranju
postepenog procesa sinhronizacije u kompleksnoj mrezi Kuramoto oscilatora,
dolazi se do vaznih informacija o topologiji mreze, a posebno pomazu u de-
tekciji medusobno povezanih klastera.

Ista ideja se nastavlja dalje koristiti u nekoliko radova gdje se proucavaju
svojstva mreze posmatrajudi proces sinhronizacije u njoj [13, 54, 59]. Metode
ispitivanja kompleksnih mreza proucavanjem odgovarajuceg modela poveza-
nih oscilatora imale su odredene utjecaje i primjene u posljednjem desetljecu,
zajedno s tradicionalnim metodama koje se cesto temelje na klasicnim rezu-
Itatima matematicke teorije grafova ili slucajnih Setnji na mrezama [12, 32].

U ovoj glavi istrazujemo kompleksne mreze detekcijom kolektivnog po-
nasanja odredenih grupa oscilatora. Informacije o kolektivnom ponasanju
izvlacimo iz statistike Mobiusovih transformacija koju regulise dinamika osci-
latora u fiksnim vremenskim intervalima.

U sljede¢em paragrafu predlazemo konceptualni okvir za karakterizaciju
kompleksnih mreza. U paragrafu 3.3 predlazemo da grupa Mobiusovih tra-
nsformacija moze posluziti kao adekvatan matematicki objekat za opisivanje
srednjih polja u mrezama povezanih oscilatora. Ovaj model se moze primje-
niti u detekciji zajednica u mrezama, sto je pokazano u paragrafu 3.4.

3.2 Karakterizacija kompleksnih mreza pomo-
¢u statistike Mobiusovih transformacija

U ovom paragrafu mi karakteriSemo kompleksnu mrezu otkrivajuéi ko-
lektivno ponasanje oscilatora u njoj. Medutim, kolektivno ponasanje ni-
smo uocavali kroz fenomen sinhronizacije, nego kroz prisutnost i razlic¢itost
Mobiusovih transformacija u dinamici povezanih oscilatora na zadanom vre-
menskom intervalu. Dakle, istrazujemo neka topoloska i strukturna svojstva
kompleksnih mreza ispitivanjem u kojoj se mjeri algebarska struktura opi-
sana u [63] nalazi u mrezi. Grubo reéeno, sto je mreza kompleksnija, manje
¢e se ove strukture naci u njoj.

U sljede¢em potparagrafu ¢emo navesti nekoliko osnovnih ¢injenica iz
kompleksne analize, uvesti neke nove koncepte i objasniti glavnu ideju pro-
ucavajuci idealisticne modele. Konacno, u potparagrafu 3.2.2 ¢emo ponovo
razmatrati i nadograditi te koncepte kako bismo ih ucinili primjenjivim za
slucajnu i realnu mrezu.
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3.2.1 Koncepti: koherentnost mreze, korenspondenci-
ja ¢vora

Razmotrimo model Kuramoto identi¢nih faznih oscilatora povezanih kroz
mrezu interakcija A7 (3.1) u vremenskom intervalu [0, T]. Pretpostavimo da
je broj oscilatora N dovoljno velik (recimo, N > 100) i da su pocetne faze
oscilatora slucajne, izabrane iz neke odredene vjerovatnosne raspodjele na
[0, 27]:

¢:(0) = ¢, i=1,N. (3.2)

Na primjer, u svim primjerima u ovom paragrafu pretpostavit ¢emo da
pocetne faze oscilatora imaju uniformnu raspodjelu na [0, 27]. Dakle, moglo
bi se pretpostaviti da ¢? ~ U|0, 27].

U nastavku ¢e biti prikladno predstavljati faze svih oscilatora kao tacke
na jediniénoj kruznici S' u kompleksnoj ravni: z;(t) = €*®. Shodno tome,
pocetna raspodjela tacaka z;(0), 7 = 1, N je uniformna na S*.

U slucaju globalne veze (K;; = K, Vi,j = 1,N), tacke 2z; se kreéu pod
dejstvom grupe Mobiusovih transformacija koje ¢uvaju jedinicéni disk [63].
U svakom zadanom momentu ¢, tacke su zadane dejstvom odgovarajuce
Mobiusove transformacije. Tada, iz teorije Lie grupa, slijedi da su tacke
21(T),...,zn(T) dobivene od z,(0),..., zxy(0) primjenom neke M&biusove
transformacije (to je vrlo tesko odrediti apriori).

Poznato je da za dvije tacke z;, w;, postoji beskonacno mnogo Mobiusovih
transformacija koje preslikavaju tacku z; u w;. Isto vrijedi ako imamo dvije
razlicite tacke z;, z; 1 njihove dvije slike w;, w;. Ipak, Mobiusova transforma-
cija je jedinstveno odredena njenim dejstvom na tri razlicite tacke:

Propozicija 3.1. Neka su z;, z;, 2k tri razlicite tacke na S' i w;, wj, wx druge
tri razlicite tacke na S*. Tada postoji jedinstvena Mobiusova transformacija
koja preslikava z; v w;, z; w w; © 2, U Wg.

Prethodna propozicija je osnovna ¢injenica iz kompleksne analize [84].
Bazirano na tome, uvodimo odgovaraju¢u terminologiju koju ¢emo koristiti
u nastavku. Neka su z;(0),...,2zx(0) pocetna stanja oscilatora i z;(T), ...,
2n(T) njihova stanja u momentu ¢t = T (dobiveni iz sistema (3.1)).

Definicija 3.1.

1. Kazemo da se cetiri oscilatora 7, j, k, | slazu, ako za svako T' > 0, postoji
Mobiusova transformacija My koja preslikava tacke z;(0), z;(0), 2x(0),
21(0) u tacke 2;(T'), z;(T), zx(T), z(T) respektivno.

2. Kazemo da p > 4 oscilatora i,,...,1, leZe u istom polju, ako za svako
T > 0, postoji Mdbiusova transformacija Mrp koja preslikava tacke
2,(0),...,2;,(0) u tacke 2, (T), ..., z,(T).
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Napomena 3.1. Napomenimo da koncepti u gore navedenoj definiciji zavise o
topologiji mreze i pocetnim stanjima svih oscilatora. Drugim rijecima, cetiri
oscilatora u mrezi se mogu slagati za odredene pocetne uvjete (3.2), a da
se ne slazu u istoj mrezi za neke druge pocetne uvjete. Medutim, kao sto
simulacije potvrduju, ako se cetiri oscilatora slazu (ne slazu) u odredenom
vremenskom intervalu (0,¢,), tada se oni slazu (ne slazu) u bilo kojem vre-
menskom intervalu (¢;,t3). Takoder, treba naglasiti da dva skupa oscilatora
koja leze u dva zajednicka polja se mogu presijecati, posto jedan oscilator
moze da lezi u vise zajednickih polja.

Napomena 3.2. Zajednicko polje se moze formirati vanjskim silama (utjecudi
na frekvencije w) i samih oscilatora (mreze) (kroz njihove medusobne intera-
kcije KU)

Definicija 3.2. Koherentnost mreze N povezanih oscilatora je vjerovatnoca
da se slucajno izabrana cetiri oscilatora iz A slazu.

Koherentnost mreze N oznacavamo s ry, 0 < ry < 1.

Za grupu oscilatora H C {1,2,..., N}, definiramo koherentnost grupe H
u mrezi N na isti nacin.
Napomena 3.3. Na osnovu statisticke mjere, koherentnost ne zavisi o pocetnim
stanjima pojedina¢nih oscilatora (za zadanu dovoljno veliku mrezu). Drugim
rije¢ima, jedna odredena cetvorka oscilatora se moze slagati za neke pocetne
uslove i da se ne slaze za druge, ali vjerovatnoc¢a da se cetiri slucajno iza-
brana oscilatora slazu je priblizno ista za fiksnu topologiju mreze i odredenu
raspodjelu pocetnih faza.

Sada, fiksirajmo oscilator 7 i slucajno izaberimo tri oscilatora 7y, j2, 73
razli¢itih od <.

Definicija 3.3. Stepen korenspodencije oscilatora ¢ u mrezi N je vjero-
vatnoca da se cetvorka 1,71, 72, 73 slazu, podijeljena s koherentnoséu mreze
r.

Stepen korenspodencije oscilatora ¢ oznacavamo s m;.

Ocito je da se moze razmatrati stepen korenspodencije oscilatora u bilo
kojoj grupi H oscilatora u mrezi N. Takoder, ocito je da u svakoj mrezi
prosjecni stepen korenspodencije jednak jedan.

Pojam korenspodencije se moze koristiti da se odrede vazni (utjecajni)
oscilatori u mrezi. Pod utjecajnim oscilatorima (grubo receno) podrazumje-
vamo one koji znatno utjecu na postojanje zajednickih polja. Doista, osci-
latori koji imaju izuzetno nizak ili visok stepen korenspodencije su sumnjivi
da budu vazni (ili marginalni) oscilatori.
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Kao sto smo vidjeli, vazno je da za nasa razmatranja provjeravamo da li
se cetiri oscilatora slazu. Najucinkovitiji nacin da se to provjeri je koristenje
osnovnog geometrijskog koncepta: dvorazmjera (engl. cross ratio). Dvora-
zmjera [91] cetiri tacke z1, 22, 23, 24 u kompleksnoj ravni je zadana s:

24— 21 23— 21

CR(ZI,ZQ,Z3,Z4) = .
23T 22 24— 22

Propozicija 3.2. Neka su zy, 29, 23, 24 Cetirt razlicite tacke u kompleksnoy
ravni 1 wi, Wy, Wz, wy druge cetire razlicite tacke. Tada, Mobiusova transfo-
rmaciyja koja preslikava z; u w;, 1 = 1,4 postoy ako v samo ako je

CR(zy, 22, 23, 24) = CR(wy, wy, w3, wy).

Napomena 3.4. Dvorazmjera cetiri tacke z1, 22, 23, 24 je realan broj ako i samo
ako su zy, 29, 23, 24 koncikliéne (ili kolinearne).

U nasem slucaju sve tacke leze na jedini¢noj kruznici, prema tome svaka
dvorazmjera ¢e biti realan broj.
Sada, posmatrajmo nekoliko jednostavnih modela.

Model 1. Posmatrajmo model globalno povezane populacije iz [63]. Svaki
par je povezan s istom jac¢inom veze K;; = K. U [63] je teorijski pokazano da
u svakom vremenskom intervalu (t,,¢5) svi oscilatori su zadani istom Mobi-
usovom transformacijom. Koristeéi gore navedenu terminologiju, kazemo da
svi leze u istom polju. Zbog toga, koherentnost ove mreze je maksimalna,
r = 1 i stepen korenspodencije svakog oscilatora je jednak jedan. Naravno,
simulacije ovo potvrduju. Kazemo da je ovo perfektno koherentna mreza.

Napomena 3.5. Kao djelomican slucaj gore navedenom modelu, prazna mreza
identicnih oscilatora (tj. nema interakcije/veze, K;; = K = 0) je takoder
perfektno koherentna. Doista, u ovom modelu oscilatori izvode jednostavne
rotacije na S' s jednakim frekvencijama w. Takva rotacija je trivijalan slucaj
Mobiusovih transformacija.

Model 2. Posmatrajmo mrezu koja se sastoji od dvije zajednice, gdje je
svaki par oscilatora povezan jacinom K;; = K ako z; i z; pripadaju istoj
zajednici, dok za dva oscilatora koji pripadaju razlicitim zajednicama jacina
je K;j = v < K. Drugim rijeCima receno, svaki par oscilatora je povezan, ali
jacina veze K unutar zajednice je veca od jacine veze v izmedu zajednica.
Ovaj model je proucavan u [1, 77] kao jednostavan primjer populacije poveza-
nih oscilatora koji moze dovesti do zagonetnog fenomena nazvanog chimera
stanje. U radu [63] ovaj model se ne spominje, ali se teoretski lako pokazuje
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da se taj rezultat moze primijeniti i na ovaj model [80]. Stoga, obje zaje-
dnice se razvijaju pod dejstvom grupe Mobiusovih transformacija (u svakom
momentu dvije razlicite Mobiusove transformacije za dvije zajednice). Dru-
gim rijecima, ovdje postoje dva polja, prvo je zajednicko za jednu zajednicu,
drugo za drugu.

Koherentnost mreze zavisi o omjeru veli¢ina dviju zajednica. Koherentno-
st je minimalna ako su zajednice iste velicine, onda je jednako r = (%)3 = é,
1 stepen korenspodencije svakog oscilatora je m; = 1.

Ako je jedna zajednica duplo veca od druge, tada ¢e se koherentnost
povecati: v = (3)* + (2)* = L. Neka oscilator ¢ pripada manjoj i j veéoj
zajednici. Tada je stepen korenspodencije oscilatora 7 i j, respektivno:

1,3 1 2\3 8
SN - N S M
L 1T ) J 1T ’
T 31 17 T 31 17

U cjelini, ovo nije perfektno koherentna mreza (r < 1), ali ona sadrzi
dvije perfektno koherentne grupe.

Model 3. Sada posmatrajmo slucajni Erdos-Renyi (ER) graf [12] gdje
je svaki par oscilatora 7,7 povezan s vjerovatnocom p = 0.9. Moglo bi se
ocekivati da ¢e se dinamika (raspodjela faza) razvijati u blizini idealne mreze
(model 1), posto nedostaje samo 10% interakcija (grana u grafu) (slika 3.1).
Medutim, ne mozemo se nadati nekom teorijskom rezultatu postojanja Mobi-
usovih transformacija u njemu, nego se potpuno oslanjamo na simulacije. Si-
mulacije pokazuju da se slucajna cetvorka skoro nikad perfektno ne slaze, tj.
dvorazmjera se skoro nikad perfektno ne ¢uva. Stoga, mi ispitujemo koliko
cesto se dvorazmjera priblizno ¢uva. Razmatramo sistem (3.1) u vremenskom
intervalu ¢ € [0, 1] i proucavamo relativnu razliku dvorazmjera zadanu s:

CR(1) — CR(0)

X = CR(0)

gdje su CR(0) i CR(1) dvorazmjere cetiri tacke uzetih u momentima ¢t = 0
it = 1 respektivno. Uzimamo aproksimaciju ¢ = 0.01, tj. kazemo da se
cetiri oscilatora (priblizno) slazu, ako vrijedi | X| < 0.01. U ovom slucaju
simulacija pokazuje da je koherentnost mreze priblizno 0.2 (za jacinu veze
K =4).

3.2.2 Slucajne mreze

Posljednji primjer pokazuje da moramo malo modificirati sve definicije
kako bismo dobili znacajne koncepte za slucajne (i realne) mreze.
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Slika 3.1: Raspodjela faza za tri ©29
grafa u momentu 7' = 3 odredena si-
stemom (3.1) s uniformno raspodje-
ljenim pocetnim fazama. Na osnovu 4
OA ansatza i MMS principa sli-
jedi da je raspodjela globalno po- o0.0s
vezane populacije (crna linija) Poi-
ssonovo jezgro s odredenim parame- 0.00
trima. Kao Sto se 1 ocekivalo, ra-
spodjela faza za Erdos-Renyi graf s

p = 0.9 (crvena linija) je bliza Poi-
ssonovom jezgru nego s p = 0.5
(plava linija).

0.15

Posmatrajmo mrezu povezanih oscilatora /. Slucajno izaberimo cetiri
oscilatora i, j,k,l i N' 1 posmatrajmo njihova pocetna stanja (izabranih iz
U10,27]) 2z:(0), z;(0), zx(0), 2,(0) i njihova stanja u momentu ¢t = 7" odredenim
sistemom (3.1): 2(T), z;(T), zx(T'), z(T). Oznacimo odgovarajuée dvora-
zmjere u momentima t = 0it =T s CR(0) i CR(T) respektivno. Razma-
tramo relativnu razliku dvorazmjera:

Xy CR(T) — C’R(O).
CR(0)
Posto su oscilatori 7, 7, k, [ slucajno izabrani, moze se X tretirati kao slucajna

promjenljiva. Na ovaj nacin, sa svakom mrezom N povezujemo slucajnu pro-
mjenljivu Xy .

1. Zamodel 1, X je potpuno koncentrisana u nuli, njena funkcija gustoce
je delta funkcija do(x).

2. Za model 2, X ima nenultu vjerovatnocéu nulte tacke (za slucaj jedna-

ko velikih zajednica vjerovatnoca nule je jednaka 1). Dakle, u ovom

8
slucaju raspodjela slucajne promjenljive X, je takoder singularna (nije

apsolutno neprekidna).

Zakljucak. Ako slucajna promjenljiva Xy ima pozitivnu vjerovatnoc¢u nulte
tacke, tada mreza N sadrzi perfektno koherentnu grupu. S druge strane,
slucajne promjenljive povezane sa slucajnim mrezama pretvaraju se u apso-
lutno neprekidne.

Uvedimo sada modifikovane definicije koherentnosti i stepena korenspo-
dencije koje ¢e biti znacajne i za slucajne mreze. Fiksirajmo malo ¢ > 0 i
T > 0.
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Definicija 3.4. Za dato € > 0, koherentost mreze N je
ry = P{—e < Xy < e}

Kao i ranije, na isti nac¢in uvodimo pojam koherentnosti grupe oscilatora.

Napomena 3.6. Napomenimo da u gore navedenoj definiciji, koherentnost
zavisi o € i o vremenu 7. U simulacijama, koherentnost opada s T', posto se
devijacije dvorazmjera (ili greske racunanja) akumuliraju u duzim interva-
lima. Zbog toga, kada se uporeduju dvije mreze, vazno je da se uzima isto
£ 1T za oboje. Stavige, koherentnost takoder zavisi i o pocetnoj raspodjeli
faza. Ovo je razlog zbog kojeg smo u potparagrafu 3.2.1 odredili da pocetna
raspodjela faza bude uniformna na [0, 27|.

Takoder se moze uvesti jos jedna moguca definicija koherentnosti koja ne
zavisl o €:

Definicija 3.5. S-koherentnost mreze N je entropija odgovarajuce slucajne
promjenljive X .

Sada, posmatrajmo jedan oscilator ¢. Slucajno izaberimo tri oscilatora
koja su razlic¢ita od 7, oznacimo ih s 7, k,[. Oznac¢imo njihova stanja u svakom
momentu ¢ s tackama w;(t), w;(t), we(t), w;(t) na kruznici S'. Dvorazmjera
te cetiri tacke u svakom momentu ¢ je realan broj, oznac¢imo ih s C'R,(t).
Postavimo da je pf = P{—¢ < %ﬁf;‘“(o) < ¢}. Drugim rijecima, p} je
vjerovatnoca da se w; i tri slucajna oscilatora slazu za malo ¢ > 0.

Iy
Y

Ovdje ran oznacava koherentnost mreze . Napomenimo da stepen ko-
renspodencije oscilatora zavisi o njegovoj interakeiji (tj. o topologiji mreze)
i 0 pocetnim stanjima (fazama) citavog sistema.

Za slucajno birajudi oscilator 7 iz mreze, njegov stepen korenspodencije
m; se posmatra kao slucajna promjenljiva. Na ovaj nacin uvodimo jos jednu
slucajnu promjenljivu koja je povezana s mrezom N. Oznacimo je s Yy

Definicija 3.6. Stepen korenspodencije oscilatora ¢ u mrezi N je m; =

Napomena 3.7. Kratko objasnjavamo dvije slucajne promjenljive X 1 Yy,
koje karakterisu mrezu A. Slucajna promjenljiva X, daje informaciju o
koherentnosti mreze. Koncentracija raspodjele promjenljive X, oko nule
ukazuje na prisustvo koherentnih grupa u mrezi. S druge strane, Yy ka-
rakterise raspodjelu uloga (uticaja) oscilatora u mrezi. Za odredene mrezne
interakcije K;; i fiksne pocetne uvjete (3.2), ove slucajne promjenljive mogu
uzeti konacan skup moguc¢ih vrijednosti ((]Z ) i N vrijednosti respektivno).
Medutim, kako pretpostavljamo da je pocetna faza svakog oscilatora slucajna
(uniformno raspodjeljena na [0, 27]), dobivamo da obje slucajne promjenljive
uzimaju beskonacan skup mogucih vrijednosti. Domena X/ je realna linija,
dok Yy uzima pozitivne realne brojeve.
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Slika 3.2: Empirijska funkcija gustoc¢e vjerovatnosti slucajnih promjenlji-
villk Xy (prva kolona), —log| X x| (druga kolona) i Ya (treca kolona) za tri
razlicita modela: (a), (b), (¢): Globalno povezana populacija (model 1); (d),
(e), (f): Dvije perfektne zajednice jednakih velicina (model 2); (g). (h). (i):
Dvije perfektne zajednice razli¢itih (2 : 1) veli¢ina.

Uzorci slucajnih promjenljivih X i Yy se mogu generirati numericki

pomoc¢u Monte Carlo metode. U narednim primjerima prikazujemo empi-
rijsku funkciju gustoce vjerovatnosti dvije slucajne promjenljive i kratko ko-
mentiramo slike.
Napomena 3.8. Bududi da je X, visoko centrirana oko nule za neke mreze,
prikladno ju je zamjeniti s —logo| Xar|, te nju razmatrati. Crtacemo funkeiju
gustoce slucajnih promjenljivih X xr i —log19| X a7| za neke primjere proucavane
u nastavku.

U sljedecim primjerima uzet ¢emo da je ¢ = 0.011 7T = 1 i slu¢ajno birati
pocetne faze iz uniformne raspodjele na [0, 27). Napomenimo da je potrebno
izabrati T' na takav nac¢in da se sinhronizacija ne desava u intervalu (0,7) i
usporediti dvorazmjere prije sinhronizacije.
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Slika 3.3: Empirijska funkcija gustoce vjerovatnosti sluc¢ajnih promjenlji-
vih Xy (prva kolona), —log|Xar| (druga kolona) i Y (treca kolona) za tri
razlicita ER grafa s N = 500 ¢vorova: (a), (b), (¢): ER graf s p = 0.9; (d),
(e), (f): ER grat s p=0.5; (g). (h). (i): ER grat s p =0.1.

1. Za model 1 funkcije gustode su prikazene na slikama 3.2(a), 3.2(b),
3.2(c¢). Moze se vidjeti da za ovu mrezu funkcija gustoc¢e promjenljive
Xy je u hiti delta funkcija centrirana u nuli, a od Yy je delta funkcija
centrirana u 1.

2. Za model 2 su prikazana dva sluc¢aja. Slike 3.2(d), 3.2(e) i 3.2(f) pri-
kazuju tfunkcije gustocde za slucaj kada su zajednice jednakih velicina.
U tom slucaju funkcija gustoce vierovatnoce slucajne promjenljive X xr
ima tezinu (mjeru) koja je jednaka L u nuli. Funkcija gustoce promje-
nljive Yy je ista kao u modelu 1. Slike 3.2(g), 3.2(h) i 3.2(i) prikazuju
tunkcije gustoce vierovatnoce za mrezu u kojoj je jedna zajednica duplo
manja od druge. Lako se uoctava da u ovom slucaju raspodjela od Yy,

koncentrisana u dvije tacke: o = % ima vierovatnocu % a = ]Q—;‘
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Slika 3.4: Empirijska funkcija gustoce vjerovatnosti slucajnih promjenljivih
Xnr, —log| X ar| 1 Y za Watts-Strogatz mrezu s N = 500 ¢vorova 1 parame-
trima k =501 p =0.1.

i
<

ima vijerovatnocu =

w

3. Funkcije gustoce za ER mreze s p = 0.9,0.5 1 p = 0.1 su prikazane na
slici 3.3. Koherentnost ovih mreza su priblizno 0.2,0.12 1 0.2. Kao Sto
se 1 ocekivalo, mreza s p = 0.5 ima manju koherentnost od ostalih dvije.
Takoder se uocava da je slucajna promjenljiva Y apsolutno neprekidna
i koncentrisana na intervalu (0,2) s centrom u x = 1.

4. Razmotrimo poznatu Watts-Strogatz (WS) mrezu [12, 102] s N =
500, k = 50 (pocetni broj veza) i za razlicito p (p je vjerovatnoca
ukljucivanja). Empirijske funkcije gustoce vjerovatnosti za parametre
k=501 p=0.1su prikazane na slici 3.4.

Simulacijc pokazuju da koherentnost WS mreze ne zavisi o vjerovatnoéi
ukljucivanja p i priblizno je ista kao kod ER mreza sa skoro istim brojem
grana. Na primjer, koherentnost WS mreze s N = 500, £ = 50 (i proizvoljno
p) je slicna ER grafus p=0.1.

3.3 Modeliranje srednjih polja u mrezama po-
vezanih oscilatora

Veliki je izazov izabrati odgovarajudi matematicki objekat koji opisuje
srednja polja u populaciji oscilatora povezanih kroz kompleksnu mrezu inte-
rakcija. Za dovoljno veliku mrezu moze se smatrati da je doprinos svih (ili
veci dio) oscilatora kolektivnoj dinamici veoma mali (zanemarljiv). te da se
interakcije izmedu oscilatora mogu aproksimirati uvodenjem jednog ili vise
srednjih polja. Medutim. situacija je u ovom slu¢aju mnogo komplikovanija,
jer srednje polje nema isti efekat na sve oscilatore. Preciznije, dinamika
razlicitih oscilatora se regulise razlicitim srednjim poljima.
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U ovom paragrafu uvodimo matematicki model srednjih polja u mrezama
povezanih oscilatora. Koncepti koji su uvedeni u ovom paragrafu su po-
sebno transparentni kada se primjenjuju na globalno povezane populacije. U
ovom slucaju, postoji globalno srednje polje koje se u svakom trenutku moze
predstaviti jedinstvenom Mobiusovom transformacijom. Ovo je objasnjeno
u potparagrafu 3.3.1. U potparagrafu 3.3.2 raspravljamo o tome kako se ta
ideja moze prilagoditi kada se bavimo kompleksnim mrezama. Nakon toga u
potparagrafu 3.3.3 je uveden matematicki okvir za opisivanje srednjih polja
u kompleksnim mrezama povezanih oscilatora. Temeljem toga konstruisemo
statisticku metodu racunanja srednjih polja i primjenjujemo ga za karakte-
rizaciju nekih regularnih i slucajnih mreza.

3.3.1 Srednja polja u globalno povezanoj populaciji

U prvoj glavi smo rekli da kompleksna Riccatijeva obi¢na diferencijalna
jednacina (1.8) s w € R definise protok na jedini¢noj kruznici, tj. za zadane
pocetne uslove z;(0) na S', imamo da z;(t) € S! za svako t > 0. Stavise, moze
se pokazati da jednacina (1.8) definira jednoparametarsku familiju Mobiuso-
vih transformacija koja cuva jedini¢ni disk. Zaista, Poincareova preslikavanja
Riccatijevih jednacina su Mobiusove transformacije, vidjeti npr. u radovima
(14, 16].

Medutim, u gore navedenom obrazlozenju postoji veoma vazna osobina.
Pozivajuéi se na (1.8) kao Riccatijevu obi¢nu diferencijalnu jednacinu, iz cega
implicira da se moze pretpostaviti da funkcija veze f zavisi samo o t, aneio
21,...,2n. Ovo je u sustini aproksimacija srednjeg polja. Usvajanjem toga
mi smatramo da su jednacine za stanja oscilatora povezane samo kroz neku
zajednicku kompleksnu funkciju f(t).

Za dovoljno veliku globalno povezanu populaciju ova aproksimacija je
vazeéa i moze se tretirati (1.8) kao Riccatijev protok na S' s vremenski
zavisnim koeficijentima f(t) : R — C i w € R. Dolazi do zapetljanije situ-
acije ako veza nije globalna, tj. ako su oscilatori povezani kroz kompleksnu
mrezu. Ovo ¢e biti razmatrano u sljedecem potparagrafu. Zapocet ¢emo
definiranjem matematickog modela jedinstvenog srednjeg polja u globalno
povezanoj populaciji.

Definicija 3.7. Srednje polje u globalno povezanoj populaciji (1.6) u mo-
mentu 7" > 0 je Mobiusova transformacija Mr € G, tako da su stanja svih
oscilatora u momentu 1" zadana sa z;(T) = Mr(z;(0)), j =1,..., N.
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Iz MMS principa slijedi da takva Mobiusova *
transformacija postoji za svako T" > 0.
Svakoj Mobiusovoj transformaciji koja ¢uva je-
diniéni disk (1.9) pridruzujemo odgovarajuéi para-
metar o € C, |a| < 1. Na ovaj nacin, srednje polje |
u globalno povezanoj populaciji (1.6) u momentu
t > 0 je predstavljeno tackom «a(t) u jediniénom
disku, koja zadovoljava prvu obicnu diferencijalnu |
jednacinu u sistemu (1.10). 7 ’

Slika 3.5:  Evolucija

Napomena 3.9. Geometrijsko znacenje parametra . .
srednjeg polja na vre-

a(t) je takoder jasno izlozeno u radu [63]. Evolucija kom intervalu £ €
stanja oscilatora je zadana odgovaraju¢om jednopa- E)IQZJS om i eiva“g q
rametarskom familijom Mobiusovih transformacija N7 :u S%BPl;jciiﬁto?a
M, € Ge. Tada, ispostavlja se da je a(t) slika ce- s globalnom jacinom
ntra pod dejstvom familije M;: a(t) = M(0). U vere K — 9

izuzetnom slucaju, kada je pocetna raspodjela faza '
uniformna na [0, 27|, a(t) je jednostavno centroid

stanja oscilatora u momentu ¢. Drugi parametar od M, ugao ¥(t) € [0, 27|,
je ukupna rotacija oscilatora u vremenskom intervalu [0,¢] i u sustini nije
vazna za karakterizaciju srednjeg polja.

Jasno je da srednje polje evoluira s vremenom i njegova evolucija zavisi i
od jacine veze i pocetnih stanja oscilatora.

3.3.2 Mobiusove transformacije u kompleksnoj mrezi
oscilatora

U potparagrafu 3.3.1 smo uveli matematicku definiciju (zapravo model)
srednjeg polja u populaciji globalno povezanih oscilatora. Nas sljededi cilj je
da prosirimo ovaj model kako bismo proucavali kompleksne mreze oscilatora.
Razmotrimo (dovoljno veliku) mrezu N identi¢nih Kuramoto oscilatora (3.1).

Radi bolje preglednosti, pretpostavimo da su pocetne faze oscilatora iza-
brane iz uniformne raspodjele na [0, 27]:

0;(0) e U0,27), j=1,....N.
Napisimo (3.1) u opstem obliku:
= fie" tw+ fieT, j=1,...,N. (3.3)

Kao sto je gore navedeno, stanje oscilatora j je predstavljeno kompleksnim
brojem s modulom 1 (tacka na S') z;(t) = €*/(). Zamjenom u (3.3) se dobija
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sljede¢i sistem obicnih diferencijalnih jednacina:

G=i(fizi twz+ f;), j=1....N (3.4)
za neku funkciju veze f;(t,21,...,2n) 1w € R.

Fiksirajmo oscilator j i razmotrimo njegovu jednacinu (3.4). Strogo go-
voreci, ona nije Riccatijeva jednacina, posto funkcija f; zavisi o z,...,zn.
Medutim, shvataju¢i da je doprinos oscilatora j mreznoj dinamici veoma
mali, mozemo zanemariti zavisnost funkcija fi,..., fy 0 z; 1 smatrati (3.4)
kao Riccatijevu jednac¢inu protoka na S*:

i =i(f5()22 +wz; + f5(0). (3.5)

Ocigledno, u globalno povezanoj (i velikoj) populaciji, svi oscilatori za-
dovoljavaju istu Riccatijevu jednacinu (1.8). U kompleksnim mrezama,
razliciti osilatori zadovoljavaju razlic¢ite jednacine (3.5). Nas pristup je bazi-
ran na detekciji grupa oscilatora koji (priblizno) zadovoljavaju istu Riccati-
jevu jednacinu.

U cjelini, ako oscilator 7 zadovoljava Riccatijevu jednacinu protoka oblika
(3.5), njegovo stanje evoluira pod dejstvom jednoparametarske familije Mobi-
usovih transformacija s parametrima «(t) i ¢ (t) koji zadovoljavaju sistem
(1.10). Medutim, znajué¢i dinamiku jednog oscilatora u vremenskom intervalu
t € 10,7] nije dovoljno da se utvrdi da li se kreée pod dejstvom Mé&biusove
grupe. Dejstvo Mobiusovih transformacija se moze otkriti posmatranjem di-
namike grupe koja se sastoji od p > 4 oscilatora i racunajuc¢i dvorazmjeru.
Koristi¢emo ovu metodu u simulacijama u narednom potparagrafu.

3.3.3 Srednja polja u kompleksnim mrezama Kuramoto
oscilatora

Razmotrimo model (3.1) oscilatora povezanih kroz kompleksnu mrezu N’
s pocetnim fazama ¢;(0) biranih iz uniformne raspodjele na [0, 27].

Definicija 3.8.

1. Kazemo da je Mobiusova transformacija M prisutna u mrezi ' u mo-
mentu 7" > 0, ako postoje cCetiri oscilatora 1, j, k, [, takva da z(T) =
M(2:(0)), 2z;(T) = M(2;(0)), 2(T) = M(2(0)), 2(T) = M(2(0)).
Drugim rijecima, M je prisutna u mrezi A’ u momentu T, ako se mogu
nadi cetiri oscilatora u N koji se slazu s M u momentu 7.

2. Pretpostavimo da je M prisutna u N’ u momentu 7" > 0. Tada, tezina
od M je %, gdje je m < N ukupan broj oscilatora koji leze u za-
jednickom polju M u momentu 7.
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Definicija 3.9. Srednja polja u mrezi N’ u momentu 7" > 0 su Mobiusove
transformacije koje su prisutne u A" u momentu 7". Tezine srednjih polja u
N su tezine odgovarajué¢ih Mobiusovih transformacija.

Fiksirajmo skup pocetnih stanja oscilatora z1(0), ..., zx(0) i moment T" >
0. Oznac¢imo s Y; skup svih cetvorki {i, 7, k,(} koji se slazu. Ocigledno,
Y4 je konacno, te ima najvise (]Z ) elemenata. Svaki element iz Y, definise
jedinstvenu Mobiusovu transformaciju u momentu 7. Razmotrimo funkciju
gn - Yy — G, koja preslikava cetvorke u Mobiusove transformacije. Domena
fukcije gar je konacan skup P C G koji sadrzi sve Mobiusove transformacije
koje su prisutne u A" u momentu 7.

Svaka Mobiusova transformacija iz P je predstavljena odgovaraju¢im pa-
rametrom «. Na ovaj nacin, srednja polja u A/ u momentu 7" > 0 su pre-
dstavljena kona¢nim skupom (”oblakom”) (tezinskih) tacaka u D.

Pretpostavimo da su srednja polja u mrezi N’ u momentu 7' > 0 predsta-
vljena "oblakom”tacaka ay, ..., a, uD s odgovarajué¢im tezinama wy, . . . , wp.
Sljede¢i koraci zahtjevaju pojam udaljenosti izmedu tacaka ay, ..., a,. Po-
dsjecajudi se na to da su ove tacke slike nule pod nekim Mobiusovim transfo-
rmacijama My, ..., M,, prirodno je koristiti hiperbolicku udaljenost (Poi-
ncareov disk model, vidjeti [68]).

Neka je w = w; + -+ - + wp. Definirajmo funkciju:

p

F©) = D7 (€ o),
k=1
e e GE— 1]+ €~ af
J ) a — 1]+ §—a>
(&a) n(laé—ll—lé—al

hiperbolicka udaljenost u D izmedu tacaka £ i a. Funkcija f ima jedinstven
minimum B u D, kojeg zovemo Poincareov baricentar (ili, u opstem konte-
kstu, Karcherova sredina, vidjeti [9, 49]) skupa tacaka {aq,...,ap}.

Definicija 3.10. Prosjecno srednje polje u mrezi N' u momentu 7' > 0 je
Poincareov baricentar B(T') skupa {ay,...,a,} € D.

Oznacimo s k(T') vrijednost funkcije f u tacki minimuma B(T).

Definicija 3.11. H-koherentnost mreze N u momentu T > 0 je r(T) =
1

1+K(T) "

Napomena 3.10. Napomenimo da se h-koherentnost (hiperbolicka kohere-

ntnost) mreze razlikuje od pojma koherentnosti, koji je uveden u prethodnom

paragrafu.

46



9
Slika 3.6: Srednja polja u ER grafu s d = 0.1 u momentima 7" = 2,25, 50.
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Slika 3.7: Srednja polja u ER grafu s d = 0.9 u momentima 7" = 2, 3,4.

Napomena 3.11. Za zadanu mrezu N, prosjecno srednje polje B(T') i h-
-koherentnost r(7T') su funkcije koje zavise o vremenu.

Napomena 3.12. Ocigledno je da za globalno povezanu populaciju, koja je
proucavana u potparagrafu 3.3.1, x(T") = 0 za svako T. Zbog toga, njena
h-koherentnost je jednaka jedan za svako T. Kazemo da je to perfektna
h-koherentna mreza. Za svaku drugu mrezu, imamo da je 0 < r(T) < 1.
Tipicno, h-koherentnost je opadajuca funkcija koja zavisi o vremenu.

Na slikama 3.6-3.10 su prikazana srednja polja razlicitih mreza. Metod
simulacija je baziran na gore navedenim definicijama i lijepim osobinama ma-
tematickih objekata koji se koriste. Medutim, kako bi proucavali kompleksne
mreze, neke adaptacije i relaksacije su neophodne i kratko ¢emo objasniti
metodu (neki od narednih koraka su detaljnije objasnjeni u prethodnom pa-
ragrafu).

1. Slucajno izabrati pocetne faze ©1(0), ..., on(0) iz uniformne raspodjele
na [0, 27].
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Slika 3.8: Srednja polja u ER grafovima s (a) d = 0.1, (b) d = 0.5 1 (¢)
d =0.9 u momentu 7" = 5.
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Slika 3.9: Srednja polja u WS grafovima s £ = 2501 (a) § = 0.1, (b) = 0.5
i(c) =0.9 umomentu T = 5.
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2. Rijesiti (3.1) za t € [0,T] s tim pocetnim fazama da dobijemo faze
oscilatora u momentu T: ¢(T),..., on(T).

3. Zamjeniti z;(0) = €% i 2;(T) = ¢%T) za j = 1,..., N da dobijemo
stanja oscilatora u momentima t = 0 i ¢t = T kao tacke na S'.

4. Slucajno izabrati 1000 cetvorki oscilatora. Za svaku cetvorku ¢, 7, k, 1
provjeriti da li se slazu. Ovo se lako provjerava uporedivanjem dvo-
razmjera tacaka z;,2j, 2,2 U momentima t = 01t = T. Ako se
dvorazmjera cuva, tada se 1,7, k,[ slazu. Medutim, ovdje nam je po-
trebna fleksibilnost jer se dvorazmjera skoro nikada savrseno ne ¢uva
u kompleksnoj mrezi. Zbog toga, dozvoljavamo malu gresku, pretpo-
stavljajudéi da se oscilatori slazu ako se dvorazmjera priblizno ¢uva do
e=1072
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c)
Slika 3.10: Srednja polja u mrezi koja sadrzi dvije perfektno koherentne

zajednice s jacinom veze unutar zajednica K = 0.675 i izmedu zajednica
v = 0.325 u momentima T = 50, 200, 250.

a)

5. Pretpostavimo da se oscilatori ¢, j, k, [ (priblizno) slazu. Tada, koristeci
dvorazmjeru, trazimo sve oscilatore koji se (priblizno) slazu s trojkom
1,7, k. Oznacimo s m < N ukupan broj oscilatora koji se slazu s 7, 5, k
(racunajudi i njih).

6. Za cetvorku 1, j, k, [, odrediti njihovu Mobiusovu transformaciju M (s
nekom malom greskom). Tezina od M je %

7. Zapisati M u obliku (1.9) kako bismo pronasli odgovarajuée a.

8. Prikazati o u D s odgovarajuc¢om tezinom.

Mala greska se tolerira u koraku 4, i prema tome i u svim narednim kora-
cima. Medutim, posto je nas metod u sustini statisticki, ova aproksimacija
ne utice znacajno na rezultate simulacije.

Srednja polja i h-koherentnost zavise i o topologiji mreze i o pocetnoj ra-
spodjeli faza oscilatora. U ovom paragrafu pretpostavljamo da je raspodjela
pocetnih faza uniformna kako bi se fokusirali samo na topologiju. Medutim,
postoje 1 druge mogucnosti. Mogu se uporediti srednja polja u jednoj mrezi
za razlicite raspodjele pocetnih faza (na primjer, uzimanjem uniformne i von
Misesove pocetne raspodjele).

U svim simulacijama se koristi isti skup pocetnih faza. Ovo je pogodno
kada se uporeduju dvije mreze kako bi se izbjegla dvosmislenost sa slucajnom
srednjom fazom pu(t). Inace, kada razmatramo dvije mreze, treba uporediti
dva skupa tacaka po modulu grupe rotacija u ravni SO(2).

Prikazujemo rezultate simulacija za neke Erdos-Renyi (ER) i Watts-
-Strogatz (WS) grafove (vidjeti [12, 102]). Na slikama 3.6 i 3.7, evolucija
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WS graf s 5=0 =01 (=05 =09 b=1
k =50
H-koherentnost || 0.943087 0.959091 0.967391 0.974499 0.974103
WS graf s 5=0 =01 =05 =09 g=1
k = 250
H-koherentnost || 0.253563  0.27055 0.723713 0.798361 0.801395
WS graf s 5=0 =01 =05 =09 g=1
k = 450
H-koherentnost || 0.473923 0.480417 0.60308 0.638407 0.685943

Tabela 3.1: H-koherentnost Watts-Strogatz grafova (jacina veze je K = 7 i
T =3).

srednjih polja u ER grafovima s vjerovatno¢om povezivanja d = 0.11d = 0.9
su ilustrovani prikazivanjem slika u razlicitim momentima. Srednja polja u
razlicitim ER 1 WS grafovima u momentu 7" = 5 su prikazana na slikama 3.8
i1 3.9. Jacina veze na grani je K = 2 u svim simulacijama.

Prosjecno srednje polje (baricentar B(t)) je predstavljen crnom zvijezdom
na svim slikama.

Uglavnom, slucajne mreze su koherentnije nego regularne. WS mreze
postaju koherentnije kako se povetava vjerovatnoca ukljucivanja 3, od mi-
nimalne koherentnosti s § = 0 (perfektno regularna mreza), do maksimalne
koherentnosti s § — 1 (dobija se perfektna slucajna mreza, tj. ER graf),
vidjeti tabelu 3.1.

Na slici 3.10 je prikazana evolucija srednjih polja u mrezi s dvije perfektne
zajednice (globalna veza, s jac¢inom veze unutar zajednice K = 0.675, koja
je jaca od veze izmedu zajednica v = 0.325). Ovaj model s faznim pomakom
v = 5 — 0.1 u vezi je najjednostavnija mreza kod koje dolazi do chimera
stanja, vidjeti [1]. Kao sto je ocekivano, slika 3.10 prikazuje prisutnost dva
dominantna srednja polja, stvorena unutar dvije zajednice. Kada se pojavi
chimera stanje, ova dva polja se razilaze, jedan se kre¢e prema jedinicnoj
kruznici S' a drugi izvodi (kvazi)periodicnu evoluciju prema unutrasnjosti
diska D. Ovaj primjer pokazuje da srednja polja mogu biti vrlo osjetljiva na
male fluktuacije u pocetnim uslovima.
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3.4 Detekcija zajednica u kompleksnim
mrezama

Arenas i ostali [7] su predlozili algoritam detekcije zajednica koji se osla-
nja na posmatranju procesa postepene sinhronizacije u mrezi povezanih osci-
latora i na taj nacin se otkriva topologija mreze. Shodno tome, moze se
ocekivati da oscilatori koji pripadaju istoj zajednici sinhronizuju svoje osci-
lacije prije nego Sto pocne sinhronizacija u cijeloj mrezi. Ovo je osnovna ideja
koja stoji iza ove metode, jer posmatranje procesa postepene sinhronizacije
omogucava razdvajanje gusto povezanih zajednica u mrezi. Napomenimo da
je ovo samo gruba ideja i da su Arenas i ostali uveli matematicke instrumente
za proucavanje ovog procesa.

U protekloj deceniji su predlozene razlicite modifikacije i ekstenzije gore
pomenute metode. U ovom paragrafu predlazemo novi metod za istrazivanje
kompleksnih mreza, koji se zasniva na modelu koji je proucavan u [7]. Ra-
zlika je u tome sto se nas metod zasniva na otkrivanju kolektivnog ponasanja
¢vorova u kompleksnim mrezama. Ovaj pristup je inspirisan rezultatom [63]
za globalno povezanu populaciju oscilatora. Ovaj rezultat nam omogucava
da koristimo klasi¢ne koncepte projektivne geometrije i kompleksne analize.
U narednom potparagrafu detaljno objasnjavamo primjenu na dva tipicna
zadatka vezana za kompleksne mreze: detekcija zajednica i identifikacija
utjecajnih ¢vorova. U potparagrafu 3.4.2 ukratko ilustrujemo metodu pri-
kazivanjem rezultata za neke slucajne mreze.

3.4.1 Algoritam

Nas algoritam se zasniva na definicijama 3.11 3.2. Moze se grubo objasniti
u sljede¢im koracima:

1. Pretpostavimo da je data mreza s N ¢vorova (oscilatora). Slucajno
izabrati cetiri oscilatora 1, 7, k, [ iz populacije 1,..., N.

2. Provjeriti da li se 1, j, k,l (priblizno) slazu. Ako se ne slazu, vratiti se
na korak 1.

3. Ako se 1, j, k, [ slazu, odrediti odgovarajuéu Mobiusovu transformaciju,
tj. odrediti parametre v i iz (1.9).

4. Parametar a je predstavljen tackom u jedinicnom disku.

5. Ponoviti korake 1-4 dok se ne pronade M tacaka u jedinicnom disku.
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Slika 3.11: Slu¢ajni graf s dvije zajednice.
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Slika 3.12: Tacke u jedinicnom disku su dobijene primjenom naseg algori-
tma na slucajni graf prikazan na slici 3.11. Svaka tacka odgovara cetvorki
¢vorova. Dva klastera tacaka koja odgovaraju dvjema zajednicama su jasno
vidljiva.

6. Dobice se "oblak’tacaka u jedinicnom disku. Koristenjem nekih od
postojecih algoritama podijeliti ovaj "oblak”u klastere.

7. Svaka tacka odgovara cetvorki ¢vorova (oscilatora). Odrediti koji ¢vo-
rovi se dominantno pojavljuju u kojem klasteru. U cjelini, to daje
klasterizaciju mreze.

Za identifikaciju vaznih (utjecajnih) évorova u mrezi koristit ¢emo koncept
stepena korenspodencije (vidjeti definiciju 3.3). Napomenimo da je koncept
stepena korenspodencije statisticki i moze se priblizno izracunati pomocu
Monte Carlo metode. Iz definicije 3.3 je jasno da je prosjecni stepen ko-
renspodencije u mrezi jednak 1. Doista, moglo bi se ocekivati da utjecajni
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Slika 3.13: Slucajni graf s tri zajednice. Centralna zajednica je manja i
posreduje izmedu preostale dvije.

Slika 3.14: Cvorovi u mrezi s tri zajednice su predstavljeni krugovima.
Povrsina svakog kruga je inverzno proporcionalna stepenu korenspodencije
¢vora. Vidljivo je da ¢évorovi iz centralne zajednice imaju manji stepen ko-
renspodencije.

¢vorovi ne sudjeluju u kolektivnom ponasanju i stoga imaju nizi stepen ko-
renspodencije nego prosjek u mrezi.

Propozicija 3.3. U tipicnam mreZama utjecajni ¢vorovi imaju znatno nizi
stepen korenspodencije od prosjeka u mrezi.

S druge strane, marginalni ¢vorovi imaju istu osobinu, sto znaci da ¢vorovi
s malim stepenom korenspodencije nisu nuzno utjecajni, to zahtjeva dodatnu
verifikaciju. To ¢e biti ilustrovano u sljede¢em potparagrafu.

3.4.2 Primjeri

Zbog kratkoce u ovom potparagrafu razmatramo samo dva ilustrativna
primjera slucajnih mreza. Ovi primjeri su odabrani tako da demonstri-
raju upotrebu nase metode na dva klasicna zadatka u proucavanju komple-
ksnih mreza: detekcija zajednica i identifikovanje utjecajnih (vaznih, vital-
nih) ¢vorova u mrezi.

Kao prvi primjer, razmotrimo slucajnu mrezu koja se sastoji od dvije
zajednice. Svaka zajednica je Erdos-Renyi graf gdje je svaki par ¢vorova po-
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1 2 3 4 5
1.4825 | 1.2707 | 0.9177 | 1.4119 | 1.1295
1.5039 | 0.5013 | 0.2507 | 0.7519 | 0.2507
1.1295 | 1.0589 | 1.553 | 0.9883 | 1.0589

6 7 8 9 10 Mean

A | 0.7765 | 1.1295 | 1.4119 | 1.3413 | 1.0589 || 1.193
B || 1.2533 | 1.0027 | 1.5039 0 0.7519 || 0.777
C || 1.2001 | 1.3413 | 1.1295 | 1.2001 | 1.411 || 1.2071

QW] >

Tabela 3.2: Stepen korenspodencije sluc¢ajno izabranih ¢vorova u mrezi koja
se sastoji od tri zajednice. Jasno je da ¢vorovi koji pripadaju centralnoj
zajednici (zajednica B) imaju manji stepen korenspodencije.

vezan s vjerovatnocom 0.9, dok ¢vorovi koji pripadaju razlicitim zajednicama
povezani su s vjerovatno¢om od samo 0.1, vidjeti sliku 3.11.

Na slici 3.12 prikazujemo tacke koje odgovaraju Mobiusovim transforma-
cijama koje se odreduju koristenjem koraka 1-5 algoritma objasnjenog u pret-
hodnom potparagrafu. Prisustvo dvije zajednice je jasno vidljivo. Napome-
nimo da svaka tacka odgovara cetvorki ¢vorova. Za preostale korake 6 1 7 je
dovoljno koristiti jedan od poznatih algoritama.

Takoder razmatramo jos jedan primjer koji ilustruje nas metod identifika-
cije uticajnih ¢vorova. Razmotrimo mrezu koja se sastoji od tri zajednice, vi-
djeti sliku 3.13. U svakoj zajednici ¢vorovi su gusto povezani s vjerovatno¢om
0.9. Medutim, ¢vorovi koji pripadaju zajednicama A i C' su direktno pove-
zani samo s ¢vorovima iz srednje zajednice B s vjerovatno¢om 0.1. Pored
toga, zajednice A i C sadrze po 250 ¢vorova i znacajno su veée od B, koja
sadrzi samo 50 ¢vorova. Jasno je da se moze rec¢i da su ¢vorovi koji pripadaju
zajednici B utjecajni u mrezi jer su u sustini mala grupa medijatora u mrezi.

U tabeli 3.2 su navedeni stepeni korenspodencije deset slucajno izabranih
oscilatora iz svake zajednice. Jasno je da cvorovi iz B imaju znacajno nizi
stepen korenspodencije. To je prikazano na slici 3.14, gdje su ¢vorovi pri-
kazani krugovima. Povrsina krugova je inverzno proporcionalna stepenima
korenspodencije odgovaraju¢ih ¢vorova. Drugim rijecima, ¢vorovi s nizim
stepenom korenspodencije su predstavljeni ve¢im krugovima.
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Glava 4

Ekstenzija modela Kuramoto
na sferu S° i neke primjene

4.1 Uvod

U prvoj glavi smo vidjeli da se MMS princip oslanja na geometrijsko
obrazlozenje, posebno na osobinama Lie grupe jedini¢ne kruznice S! i grupe
G¢ Mobiusovih transformacija koje djeluju na njemu [63]. Ovo zapazanje je
glavni motiv da se analogna analiza moze izvesti i na nekim visedimenzionim
Lie grupama (bar na sferi S*) s intrigantnim interpretacijama.

Ispostavilo se da je australijski fizicar Maks Lohe ve¢ 2009. godine uveo
takav model u radovima [57, 58| i u njima diskutirao mnoga njegova svo-
jstva kvantne sinhronizacije. Zatim je slijedio niz radova [21, 23, 24, 38|
koji uopstavaju ovaj model i raspravljaju o njegovim dinamickim i staciona-
rnim svojstvima. Pregled sinhronizacijskih modela, uporedivanje i kontrast
klasicne i kvantne sinhronizacije se moze na¢i u ovom radu [36].

Lohe je razmatrao ekstenziju klasicnog modela Kuramoto (1.1) na grupu
unitarnih matrica U(n):

iK &

'LU]U]* — H] - ﬁ -

;U7 =U:U5), j=1,...,N. (4.1)
Ovo je sistem matricnih ODJ za kompleksne nxn matrice Uj;, te H; su zadane
Hermiteove matrice. Pojam U} oznacava konjugiranu matricu matrice U;.
Sistem (4.1) se moze smatrati kao sistem od n? realnih ODJ. Napomenimo
da (4.1) cuva U(n), tj. ako pocetni uslovi zadovoljavaju U;(0) € U(n), tada
imamo da Uj;(t) € U(n) za svako t.

Prateéi terminologiju koju je uveo Lohe, pozivat ¢emo se na (4.1) za
n > 1 kao neabelov model Kuramoto. Alternativno, istrazivaci ga takoder
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nazivaju model Lohe. Model opisuje kolektivno kretanje medusobno poveza-
nih uopstenih oscilatora, ¢ija stanja su zadana unitarnim matricama Uj(t).
Ovi uopsteni oscilatori se nazivaju kao Kuramoto-Lohe oscilatori. U odsu-
stvu veze (K = 0), ovi oscilatori zadovoljavaju jednostavne jednacine:

U; = —iH;U;, j=1,...,N. (4.2)

Matrice ¢ H; pripadaju Lie algebri su(n), i mi ¢emo ih smatrati kao svojstvene
uopstene frekvencije Kuramoto-Lohe oscilatora.

Za jednodimenzioni slucaj kada je n = 1, (4.1) definise kretanje na U(1),
Sto je upravo Abelov model Kuramoto (1.1):

Uj:=e ™ H;:=uw; €R
Direktnim proracunom imamo:
WU;UF = @, UsU; = UiUy = e"9m#9) — em0m90) = 2isin(p; — ;).

Tada sistem (4.1) postaje klasiéni model Kuramoto (1.1).

Prelazak na sinhronizaciju je vrlo slican u Abelovim i neabelovim mode-
lima, tj. postoji kriticna jacina snage K. (koja zavisi od disperzije svojstve-
nih frekvencija), tako da se efekti sinhronizacije odvijaju za K > K., vidjeti
[57, 58].

U ovoj glavi se fokusiramo na konkretni slucaj kada je n = 2 koji odgovara
kretanjima na SU(2) s grupnom mnogostrukoséu S®. Svojstvene uopstene
frekvencije 1H; € su(2) su antihermiteove matrice traga nula.

Niskodimenzionu dinamiku modela (4.1) razmatramo u narednom para-
grafu na sferi S3. U paragrafu 4.3, neabelov model Kuramoto (4.1) primje-
njujemo za neke vazne zadatke u masinskom ucenju kao sto su klasterizacija
podataka u R¥ i klasterizacija multivarijantnih funkcionalnih podataka.

4.2 Globalne promjenljive u idealnom neabe-
lovom modelu Kuramoto na S°

Trenutno postoje dva uzbudljiva istrazivanja. Proucavanje o niskodime-
nzionoj dinamici u Abelovom modelu Kuramoto koje je zapoceto 1994. go-
dine, a 2009. godine su izlozeni odnosi s hiperbolickom geometrijom i ko-
mpleksnom analizom. Druga linija istrazivanja, inicirana od strane Lohea
2009. godine, se provodi s neabelovim modelima Kuramoto na unitarnim
grupama U (n) i razraduje nove paradigme kvantne sinhronizacije [5, 58]. U
ovoj glavi se razraduje nastavak i kombinacija ova dva istrazivacka smjera.

o6



U narednom potparagrafu predstavljamo neabelov model Kuramoto, koji
je opsta verzija modela Lohe na S®. Jedna tehnicka novina je ta da su
promjenljive u jednacinama zapisane u kvaternionima.

U potparagrafu 4.2.2 nudimo teorijski opis niskodimenzione dinamike u
modelu kao kretanje na orbiti grupe (kvaternionskih) Mobiusovih transfo-
rmacija. Parametri Mobiusovih transformacija su globalne promjenljive koje
odreduju evoluciju citavog sistema. Dinamiku ovih globalnih promjenlji-
vih daje uopsteni Watanabe-Strogatz sistem. Osim toga, ovo obrazlozenje
omogucava identifikaciju simetrija i konstanti kretanja. U potparagrafu 4.2.3
prelazimo na Hopfove (ugaone) koordinate na S* i identifikujemo poseban
oblik funkcije veze koja pretvara sistem u osnovni neabelov model Kura-
moto. U potparagrafu 4.2.4 uvodimo dodatnu pretpostavku da je pocetna
raspodjela oscilatora uniformna na S2. Sliéno kao kod klasi¢nog modela Ku-
ramoto, ova pretpostavka dovodi do daljnje redukcije dimenzije i jednostavne
ODJ-e koja opisuje evoluciju parametra poretka. Na kraju, u potparagrafu
4.2.5 isticemo neke primjene modela u matematici i inzenjerstvu.

4.2.1 Model povezanih uopstenih oscilatora na S°®

Postoje razli¢iti na¢ini za predstavljanje koordinata na S®. Za nase po-
trebe algebra kvaterniona je vjerovatno najprikladnija. Slijedeé¢i analogiju s
(1.7), razmotrimo jedan uopsteni oscilator ¢ije se kretanje opisuje kvaterni-
onskom obi¢nom diferencijalnom jednac¢inom (KODJ):

g = wq + qu, (4.3)

gdje je q(t) jedinicni kvaternion, a w i u su ”¢isti”kvaternioni (to znaci da
je Re(w) = Re(u) = 0). Skup jedini¢nih kvaterniona identifikovan je s Lie
grupom S? s odgovaraju¢om Lie algebrom koja se sastoji od ¢istih kvaterni-
ona. Dakle, ako je pocetna tacka g(0) za (4.3) jedini¢ni kvaternion, onda ée
rjeSenje q(t) biti jedini¢ni kvaternion za svako t. Drugim rijecima, kretanje
(4.3) je ograniceno na S*®. Kazemo da je Cestica opisana s (4.3) Kuramoto-
-Lohe (KL) oscilator sa svojstvenim frekvencijama w i u.

Dalje, zasniva se ansambl koji se sastoji od N medusobno povezanih
identicnih KL oscilatora koji zadovoljavaju kvaternionsku Riccatijevu dife-
rencijalnu jednacinu:

G =qifq +wg; +qu—f, j=1,...,N. (4.4)

Ovdje, f = f(t,q1,...,qn) je kvaternionska funkcija, koja predstavlja vezu
izmedu KL oscilatora. Pojam f u (4.4) oznacava konjugirani kvaternion, tj.

akoje f = fi+ifo+jfs+kfi tadaje f=fi—ifs—jfs —kfa
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Sistem (4.4) je neabelov model Kuramoto na S* (ili model Lohe za n = 2).
Kao sto ¢emo vidjeti u potparagrafu 4.2.3, ono je uopstenje od (4.1) na isti
nacin kao sto je (1.2) uopstenje od (1.1). U ovom paragrafu glavni fokus je na
niskodimenzionoj dinamici i teorijskim osobinama grupe za (4.4). Naglasimo
da pretpostavljamo visoko idealiziranu postavku s ansamblom koji se sastoji
od identi¢nih (w i u ne zavise o j) i globalno povezanih (f ne zavisi od j)
KL oscilatora.

Moze se potvrditi da ¢;(0)g;(0) = 1 implicira %(qj(t)cjj(t)) = 0, Sto znaci
da (4.4) cuva S3.

U zakljucku, spomenimo da su kvaternionske Riccatijeve diferencijalne
jednacine oblika (4.4) proucavane u nekoliko radova [28, 104, 108|.

4.2.2 Niskodimenziona dinamika globalno povezanih
uopStenih oscilatora na S®

Oznacimo s H algebru kvaterniona. Skup Mébiusovih (linearnih frakcio-
nih) transformacija koje djeluju na cetverodimenzionoj sferi HU{oo} je grupa
GL(2,H). Tada se Lie algebra od GL(2,H) sastoji od matrica koje generisu
vektorska polja oblika qfq + bg + qc + g, gdje su f,b,c,g € H proizvoljni
kvaternioni.

Razmotrimo podgrupu Gy C GL(2,H) svih transformacija koje cuvaju
jedini¢nu sferu S*. Ova podgrupa ima Lie algebru koja se sastoji od matrica
koje generisu vektorska poljas g = — f i Re(b) = Re(c) = 0 [33]. Stoga, dina-
mika KRDJ (4.4) se moze opisati u smislu dejstva Mébiusovih transformacija
koje cuvaju S3.

Da bismo to detaljnije istrazili, razmotrimo opstu Mdébiusovu transforma-
ciju koja ¢uva S3:

M(q) = p(1 —qa)~" (g — a)r,
za neke jedinicne kvaternione p i 7, i kvaternion a € H, |a| < 1. Inverzna
transformacija daje malo drugaciju parametrizaciju:

G(q) = (pgr + a)(1 + apgr)~". (4.5)

Teorema 4.1. Razmotrimo ansambl od N povezanih cestica ¢yja je dina-
mika odredena s (4.4) s pocetnim uslovima q,(0),...,qn(0). Tada, q;(t) =
Gi(q;(0)) za neku jednoparametarsku familiju transformacija G koje pripa-
daju Gy.

Stavise, parametri a(t),p(t) i r(t) od G, zadovoljavaju sljedeci sistem
KODJ-a:

a=afa+wa+au— f;
p=—plw+af—af); (4.6)
r=—r(u—af +af).
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Dokaz. Ovdje ¢emo kratko dati racun koji se koristio u izvodenju sistema
(4.6). Racunanje je prilicno glomazno zbog nedostatka komutativnosti u
algebri kvarterniona.

Fiksirajmo baznu tacku k € S*, i neka je ¢ = G(k).
Iz jednacine (4.5), dobivamo:

q(1 + apkr) = pk7 + a,

a zatim direktno deriviramo gore navedenu jednacinu, drze¢i k konstantnom:

q¢ = [pkT + pkr + a — q (apkT + apkr + apkr))
x (14 apkr)™" (4.7
= (pkr + pkr + a — qapkt — qapkt — qapkr) '
x (pkr +a)"'q.
Pretvaranje jednacine za ¢ = G(k) daje:
L - -1,
(k7 +a)™ = (1= la]?)” (7 - a).
Zamjenjujuéi ovo u (4.7) dobivamo:
g = (1=lla>™"[(1 = ga)pp(1 — ga)~'(q — a)
+ (g—a)rr+a—qa(l —qa)" (g —a)| (g —a)g
= (1= llal®)™ (1 - q@)ipp=e lg - all’g
+ (¢—a)rr(l —aq) + a(l — aq)
gagi=zllg - alg]
Posto je [[1 — qall® = l|gl|* - lg — al|* = llg — a]|?, imamo:
¢ = (1=llal®™" [ppq — gappg — ppa + qappa + qrr—
— arr —qrraq + arraq + a — aaq — qaq + qaal .
Uporedujuéi ovo s (4.4), dobivamo sljededi sistem:
(1 = llall®)~(=app — rra —a) = f;
(1= la|®)~"(pp + arra — aa) = w; (4.8)
(1= llalI*)~ (appa + rr + aa) = u; '
(L= llal®)~(=ppa — arr + a) = - f.

Sistem (4.8) se moze algebarski preurediti da se dobije sistem KODJ-a (4.6).0

Sistem (4.6) je analog (ili ekstenzija) Watanabe-Strogatz sistema (1.10).

Gornji teorem uspostavlja niskodimenziono ponasanje (4.4), tj. dinamika
je ograni¢ena na B* x S% x S2, sto je podmnogostrukost realne dimenzije 10.
Ovdje, B* oznacava jedini¢nu kuglu u éetverodimenzionom prostoru.

59



Napomena 4.1. Mdbiusova transformacija G je parametrizirana na takav
nacin da je G(0) = a (vidjeti formulu (4.5)). Dalje, primjetimo da je KODJ
za a(t) u (4.6) ista kao jednacine (4.4) za g;. Razmatrajuéi ekstenziju G; sa
S3 na jediniénu kuglu B*, jasno vidimo da je a(t) slika nule pod dejstvom
Gy, tj. a(t) = G(0).

Sada nije tesko pogoditi sta bi bile konstante kretanja od (4.4). U nasem
slucaju, kvaternionske dvorazmjere:

Q(qi)qj)qkaql) — (4 9)
(g5 —a) Mo —a)a—a) (@ —a), 1 <4,5,k LS N '

su konstante kretanja. Kvaternionska Mobiusova transformacija nije jedi-
nstveno odredena njenim dejstvom na cetiri tacke, jer postoje i neke dodatne
invarijante (zajedno s dvorazmjerom) [35].

4.2.3 Dinamika u Hopfovim koordinatama i neke spe-
cijalne funkcije veze

U ovom potparagrafu ¢emo koristiti Cayley-Dicksonov oblik koji omogu-
¢ava predstavljanje kvaterniona parom kompleksnih brojeva, tj. ¢ = ¢ +
G2, f = fi + f27, gdie su qi1,qs, fi, f» kompleksni brojevi. Sto se tice ¢istih
kvaterniona, oznacavat ¢emo ih s w = iw, + wej,u = tu, + uzj, gdje je
We, Uy € R, a wsy, uy su kompleksni brojevi. Jedini¢ni kvaternion g se takoder
moze napisati u ugaonim promjenljivim:

q=q + qJ, gdje je g = e cosb, gy = eV sinb,

s 0,1 € (0,27m),0 € (0,5). Zamjenom u (4.4) dobivamo sljedec¢i sistem ODJ
zaj=1,...,N:

$j = Wa + Uq + (U tan(0;)e™¥i7¥5) — b, tan(6;)e P —

us tan(0;)e"?7Y) wy tan(0;)e™ ) 4 s (fieT¥ — fieti);
J

;= wa — Ug + (T cot(0;)e Pim%5) by cot(0;)el i) —

Uy cot (0;)e?17Y) — awj cot (6;)e i) 4 sinEO') (f267 — fae™™5);
J

éj — %(QQe—i(%’—?ﬂj) + @26i(¢j+¢j) T uQei(st—de) T wQe_i(‘Pj+¢j))+

sin(6;)(f1€"7 + fre™%5) + cos(0;)(f267™7 + foe™i).

\

(4.10)
Ova zamjena vrijedi za 0 # 01 6 # 5. Uprkos naizgled komplikovanim
izrazima, ODJ-e za uglove pruzaju neki osje¢aj o dinamici. Prvo, primjetimo
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da veza (izrazi koji sadrze f, ili f;) ulazi u jednacine na prilicno jednostavan
nacin, slicno klasicnom modelu Kuramoto (1.6). Drugo, ugao ¢; je povezan
samo indirektno s uglom v; za 7 # j, preko ugla 0;. Zanimljivo je da je kva-
ternion veze f = f;+ f27 podjeljen tako sto je kompleksan broj f; odgovoran
za vezu ugla ¢;, dok je f, za vezu ugla ;.

Ova zapazanja daju nagovjestaj kako odabrati odredeni oblik kvaterni-
onske funkcije f zavisno o odredenim ciljevima. Na primjer, postavimo da
je:

N
K K -
S N LY 4.11
f==35 ;1 q 5 (@) (4.11)
gdje (¢) = + > ¢ € B* oznacava centroid (centar mase) tacaka qi,...,qyn €

S3. Ovim specificnim izborom funkcije veze f, sistem (4.10) se zapisuje na
sljedeci nacin:

( $j = Wa + Uat ‘

L (g tan(0;)e~*¥i=¥s) — 4, tan(6;)e' @i tvi) —
Uo tan(ej)ei(%'—wj) + wsy tan(@j)e—i(¢j+¢j))+

N
Naf:(oj) Zl(sm(%‘ — i +0:) +sin(pi — p; — 0:));
’Lbj = W, — Ug+

3 (1 cot (0;)e™ % 7%3) | 4y cot (6;) e #i ) —
Uy cot(60,)e Y3 — aw, cot (0;)e~ Ui ta))

N (4.12)
ﬁ(ej) ;(COS(%‘ —thj — 0;) — cos(¢h; — ¢y + 6;));

éj — %({L?e—i(%'—wj)+
,LDQei(gonrwj) + uQei(goj—ibj) + wQe—i(‘Pjerj))_

N
KSIJI\II(OJ) Zl(cos(gpi —@; —0;) + cos(p; — @; + 6;))+

N
SR R s — vy o+ 65) = sin(ths — 1 — 6)).
\ 1=

Veza je privlacna ako je K > 0, u ovom slucaju sistem evoluira prema
sinhronizaciji za bilo koje pocetne uslove (naglasimo da pretpostavljamo da
su identi¢ne uopstene frekvencije i globalna veza). Moze se pokazati da je
sinhronizacija (potpuno koherentno stanje) jedina asimptotski stabilna ko-
nfiguracija za K > 0 [90].

Situacija je suptilnija za slucaj odbojne veze, K < 0. Za skoro sve pocetne
uslove sistem evoluira prema potpuno nekoherentnom stanju. Zapravo, si-
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Slika 4.1: Evolucija globalnog parametra poretka p (a) i ugaonih parametara
poretka p,, (puna linija) i p, (isprekidana linija) (b) za sistem (4.4) s funkci-
jom veze (4.11). Simulacija se izvodi za N = 100 KL oscilatora, s jacinom
veze K = 0.5. Pocetni uslovi su birani iz uniformne raspodjele na S°.

stem konvergira prema potpuno nekoherentnom stanju kad god pocetna ra-
spodjela ne sadrzi vecdinski klaster, sto znaci da ne postoji N/2 oscilatora u
istoj tacki. S obzirom na pocetnu raspodjelu KL oscilatora, ovo potpuno ne-
koherentno stanje je jedinstveno (do rotacije), to je privlacna fiksna tacka na
orbiti grupe Gy. Chen i ostali su u radu [20] predstavili detaljan i rigorozan
matematicki opis fiksnih tacaka na orbitama grupe G¢ za model Kuramoto
na St.

Da bi ilustrovali gore pomenutu diskusiju, uvedimo globalni realni para-
metar poretka sistema na standardni nacin:

N
.. 1
p=la)l, sdieje (@)= 5D &
=1

Tada vrijednosti p = 11 p = 0 globalnog parametra poretka odgova-
raju koherentnom stanju (sinhronizacija) i potpuno nekoherentnom stanju
respektivno.

Uz globalni parametar poretka u ovom modelu takoder ima smisla defi-
nisati ugaone parametre poretka p, 1 p, na sljede¢i nacin:

N N
: ! : : 1 ,
()™t = 5 2 :eth), pu(D)e® — N Z pivi(t).
=1 i—1

Slika 4.1 ilustrira evoluciju prema koherentnom stanju za K = 0.5, glo-
balnog parametra poretka (a) i ugaonih parametara poretka (b), koji se po-

stepeno povecavaju prema 1. Pocetni uslovi su birani iz uniformne raspodjele
3
na S°.
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Slika 4.2: Evolucija globalnog parametra poretka p (a) i ugaonih parametara
poretka p, (puna linija) i py, (isprekidana linija) (b) za (4.4) s funkcijom
veze (4.11). Simulacija se izvodi za N = 100 KL oscilatora, s ja¢inom veze
K = —0.5. Pocetni uslovi su birani iz von Mises-Fisherove raspodjele na
S3 sa smjerom srednje vrijednosti p = (0.5,0.5,0.5,0.5) i koncentracijskim
parametrom x = 2.

Evolucija prema potpuno nekoherentnom stanju za odbojnu vezu K =
—0.5 globalnog parametra poretka (a) i ugaonih parametara poretka (b) koji
teze nuli, je prikazana na slici 4.2. Pocetni uslovi u ovoj simulaciji su birani
iz von Mises-Fisherove raspodjele na S* sa smjerom srednje vrijednosti 1 —
(0.5,0.5,0.5,0.5) i koncentracijskim parametrom x = 2.

Napomena 4.2. Naglasimo da je funkcija veze oblika (4.11) je samo jedna
moguénost za model (4.4). U mnogim situacijama bi bilo interesantno razmo-
triti neke druge funkcije veza. Na primjer, mogu se definisati fazni pomaci
uz uglove ¢ i 9 na sljede¢i nacin:

f(QI)---)qN) - fl(QI)---)qN) +f2(Ql)---)qN)j) (413)

gdje su kompleksne funkcije f 1 f, definisane s:

N
K il
n = —35 Zle ei=) cos 0;,
1=
K S i
fo = mzle"(wl_ﬁ)sm&.
1=

Slika 4.3 ilustrira evoluciju globalnog (a) i ugaonih (b) parametara poretka
za fazne pomake o = f = w/2. Moze se vidjeti da globalni parametar
poretka ostaje gotovo konstantan oko 0.2, dok ugaoni parametri poretka vrse
nepravilne oscilacije priblizno u anti-fazi jedan prema drugom. Pocetni uslovi
za sliku 4.3 su birani iz uniformne raspodjele.
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Slika 4.3: Evolucija globalnog parametra poretka p (a) i ugaonih parametara
poretka p,, (puna linija) i p,, (isprekidana linija) (b) za (4.4) s funkcijom veze
(4.13). Simulacija se izvodi za N = 50 KL oscilatora, s jacinom veze K = 2
i faznim pomacima a = § = 7w/2. Pocetni uslovi su birani iz uniformne
raspodjele na S3.

Napomena 4.3. Zamjenom (4.11) i postavljanjem da je u = 0 u (4.4) se
dobija:

K K <
g = 5N ;qui(b' twg + o ;Qi (4.14)

§to je upravo osnovni neabelov model Kuramoto (4.1) na S.

Da bi se ovo videlo, mnozi se (4.1) s —i 1 s matricama U; s desne strane.
Napomenimo da su —i/; antihermiteove 2 x 2 matrice traga nula koje sadrze
Lie algebru su(2). Koriste¢i izomorfizam izmedu Lie grupa, predstavljamo
matrice U; € SU(2) kao jedini¢ne kvaternione i —iH; € su(2) kao ciste
kvaternione. Na taj nacin, model (4.1) se zapisuje kao (4.14).

4.2.4 Uniformna pocetna raspodjela daje 4D dinamiku

Kao i kod Abelovog modela Kuramoto (1.6), postoji poseban slucaj kada

je dinamika (4.4) u potpunosti odredena jednim kvaternionskim parametrom

u (4.5). U ovom slucaju jednacine za p i r u (4.6) odvajaju se iz jednacine

za a i dinamika je ograni¢ena na 4-dimenzionoj invarijantnoj podmnogostru-
kosti.

Razmotrimo (4.4) u termodinamickoj granici, N — oo, i pretpostavimo
da je pocetna raspodjela KL oscilatora uniformna na S®. Tada se raspodjela
razvija na podmnogostrukosti koja se sastoji od mjera koje se dobijaju kao
Maébiusove transformacije uniformne Lebesgueove mjere na S®. Poznato je da
Mobiusove transformacije uniformne mjere na S* daju harmoniéne mjere (ili,
u vjerovatnosnom terminu, umotane Cauchyjeve raspodjele [51]) s funkcijom
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gustoce:

pluratt) = 5 (20) L yes

gdje je a(-) € B* parametar raspodjele.

Napomena 4.4. Za datu raspodjelu verovatnoée na S*, mozemo se fokusi-
rati na dvije vazne tacke u B*: centroid (centar mase) {(g)(t) i konformni
baricenter [29] a(t). Postoji posebna karakteristika slucaja kada je pocetna
raspodjela uniformna, a to je da se samo u ovom slucaju ove dvije tacke
poklapaju. Drugim rijecima, samo u ovom sluc¢aju centroid je slika nule pod
dejstvom jednoparametarske familije G, Mobiusovih transformacija (vidjeti
napomenu 4.1).

Razmotrimo osnovni neabelov model Kuramoto i pretpostavimo da je
pocetna raspodjela uniformna na S®. Samo u ovom konkretnom slucaju,
evolucija realnog parametra poretka p(t) = |{(¢)| je zadana jednostavnom

(realnom) ODJ-om:

d K s
%p—Q(p p’).

4.2.5 Potencijalne primjene

Varijacije klasicnog modela Kuramoto su se nasle u zanimljivim (a pone-
kad i neocekivanim) primjenama u razlic¢itim oblastima [2, 8, 83]. U ovom
potparagrafu isticemo neke potencijalne primjene modela (4.4).

Pocénimo s jednom c¢isto matematickom primjenom. Pretpostavimo da je
zadana vjerovatnosna mjera g na S®. Pretpostavimo da p ne sadrzi atome
s tezinom > 1/2. Tada, konformni baricenter p se moze naéi rjesavanjem
osnovnog neabelovog modela Kuramoto (4.12) sa K < 0 i s pocetnim uslo-
vima koji su birani iz mjere p.! Ovo dodatno omoguéava izracunavanje
Douady-Earlejeve ekstenzije [29] homeomorfizma f : S* — S* u samopresli-
kavanju lopte B*.

Kako bismo nastavili s nekim inzenjerskim primjenama, isticemo neke
veze izmedu neabelovog modela Kuramoto i algoritama iz teorije geome-
trijskog konsenzusa. Teorija geometrijskog konsenzusa je nedavno razvi-
jena poddisciplina u sirokom polju distribuiranog i kooperativnog upravljanja
koja se bavi zadacima konsenzusa i koordinacije na odredenim neeuklidskim
(narocito homogenim) prostorima [89, 90].

Opcenito, na matricnim Lie grupama SO(n) i SU(n) postoji znacajna
klasa zadataka konsenzusa s brojnim primjenama u robotici, svemirskoj navi-
gaciji i upravljanju roja (engl. swarm control) |72, 87]. Algoritam konsenzu-

Tdeja je objasnjena u radu [45] za sluéaj u ravni.
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sa se dobija primjenom metode gradijentnog spuska na zadatku minimizacije
potencijalne funkcije. Ovaj sistem gradijentnog spuska je neabelov model
Kuramoto model (4.1) s nultim uopstenim frekvencijama H; = 0.

Jedan poseban slucaj od posebne vaznosti je konsenzus na Lie grupama
S3 1 SO(3). To je zbog ¢injenice da kvaternioni pruzaju prikladan nacin
za rad s rotacijama u 3D prostoru, u stvari, to je bila izvorna motivacija
Hamiltonu da uvede tu algebru 1843. godine. Predstavljanje 3D rotacija s
jedinicnim kvaternionima se temelji na dvostrukoj pokrivenosti preslikavanja
iz S* u SO(3). Algoritmi konsenzusa i koordinacije na S® i SO(3) rjesavaju
neke vazne zadatke u svemirskoj navigaciji kao sto su sinhronizacija drzanja i
formacije letenja. Sistem (4.4) s funkcijom veze (4.11) daje algoritam za ko-
nsenzus (za K > 0) i balansiranje (za K < 0). Potpuno nekoherentna stanja
se tipicno nazivaju kao balansirana stanja u teoriji distribuiranog upravljanja.
Za neke druge koordinacione zadatke se mogu razmatrati razlicite funkcije
veze f, jedan primjer je objasnjen u napomeni 4.2. Medutim, naglasimo da
(4.4) s opstom funkcijom veze f, razlicitom od (4.11), ne pokazuje potencija-
Inu dinamiku, tj. nije sistem gradijentnog spuska za bilo koju funkciju cilja.
U narednoj glavi razmatramo detaljnije ove zadatke.

Napomenimo da se kvaternionske Mobiusove transformacije koriste u di-
zajniranju konformnih deformacija mreza u 3D prostoru s primjenama u ani-
maciji i grafici [99]. To znaci da (4.4) pruza nacin izracunavanja i dinamickog
generiranja kontinuiranih konformnih deformacija 3D mreza.

U narednom paragrafu razmatramo primjenu modela (4.4) na klasteriza-
ciji podataka u R™ i klasterizaciji multivarijantnih funkcionalnih podataka.

4.3 Primjena neabelovog modela Kuramoto
na klasterizaciji podataka

Postoji manje vazan pristup klasteriranju, inspirisan samoorganizacijom
u kompleksnim sistemima, narocito sinhronizacijom u modelu Kuramoto po-
vezanih oscilatora [52]. Medutim, efikasno klasteriranje multivarijantnih po-
dataka zahtijeva ekstenziju klasicnog modela Kuramoto na vise dimenzije.
Jedna takva metoda je predlozena u [65] tako Sto su multivarijantni podaci
uneseni u vektore prirodnih ”frekvencija’u specificnom dinamickom sistemu
na R™ koji podsjeéa na model Kuramoto. U radu [94] (vidjeti takoder [70])
frekvencije su uklonjene iz modela i multivarijantni podaci se uzimaju kao
pocetni uslovi. Medutim, obje metode ukljucuju vezu susjeda i, opcenito,
zahtijevaju ponovno izracunavanje poparnih udaljenosti izmedu vektora po-
dataka u svakom koraku. Prema tome, moze se smatrati da su ove metode
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zasnovane na udaljenosti podataka.

Neabelovi modeli Kuramoto oblika (4.1) su najadekvatnije ekstenzije mo-
dela Kuramoto na vise dimenzije. To omogucéava moguénost dizajniranja
metode klasteriranja zasnovane na ovom modelu uz globalnu vezu, sto do-
vodi do znacajnog pojednostavljenja u implementaciji i smanjenja racunske
slozenosti.

U ovom paragrafu pokazujemo da neabelovi modeli Kuramoto pruzaju
prirodni okvir za klasteriranje multivarijantnih podataka zasnovanih na si-
nhronizaciji. U ovom okruzenju ne treba uzimati u obzir bliznje susjede i
ponovo izracunavati poparne udaljenosti izmedu oscilatora u svakom koraku.
Umyjesto toga, veza je globalna i konstantna, pocetni uslovi su slucajno iza-
brani i podaci se unose u matrice frekvencija KL oscilatora. Osnovna ideja je
da ¢e se KL oscilatori s bliskim svojstvenim frekvencijama prvo sinhronizovati
1 na taj nacin otkriti hijerarhijsku strukturu klastera u skupu podataka.

4.3.1 Algoritam

Nas metod se zasniva na neabelovim modelima Kuramoto. Ovakve mo-
dele je prvi put predstavio Lohe u radu [57]:

N

: K . :
U]' — H]’U]' + U]'G]' + ﬁ ;(U]Ul U]' - Ui), ] — 1,...,N. (415)

Ovdje su U;(t) € U(n) unitarne matrice, koje predstavljaju stanja oscilatora.
H; i G; pripadaju Lie algebri u(n) koja se sastoji od n x n antihermiteovih
matrica. Ove matrice se tumace kao svojstvene frekvencije oscilatora. Pojam
U} oznacava konjugirano transponiranu matricu matrice U;. Na kraju, K je
globalna jacina veze u sistemu.

Vazno je da (4.15) definise dinamiku na grupi U(n), sto znaci da U;(0) €
U(n) za svako 7 = 1,..., N implicira da U;(t) € U(n) za svako t > 0.
Nadalje, neka je m podalgebra od u(n) i M odgovarajuc¢a podgrupa od U (n).
Pretpostavimo da U;(0) € M zasvakoj = 1,...,N,ida H;iG; pripadaju m.
Zatim, dinamika od (4.15) se odvija na podgrupi M C U(n), to je U;(t) € M
za svako t > 0.

Napomenimo da smo dodali dodatni ¢lan u neabelov model Kuramoto, a
to je drugi ¢lan s desne strane u (4.15). Taj ¢lan je odsutan u originalnom
modelu (4.1). Na taj nacin, svaki KL oscilator ima dvije matrice svojstve-
nih frekvencija H; i (5. Ovo blago uopstenje omogucava dvostruko vecu
dimenziju podataka.

U principu, u zavisnosti od dimenzije vektora podataka, moze se koristiti
(4.15) na U(n) za proizvoljno n. Zbog jednostavnosti se fokusiramo na slucaj
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kada je n = 2, tj. na neabelovom modelu Kuramoto na SU(2). To podrazu-
mjeva ogranicenje dimenzije multivarijantnih podataka, tj. pretpostavljamo
da se podaci mogu predstaviti kao vektori u prostoru R* za k& < 6. Drugim
rijecima, mi identifikujemo klastere u skupovima podataka gdje svaki objekat
nije zadan s vise od 6 atributa.

Sada ¢emo detaljnije objasniti metodu. Pretpostavimo da skup podataka
sadrzi N objekata, koji su predstavljeni vektorima a;,...,ay u R¥ s k < 6.
Svaki vektor a; se povezuje s jednim KL oscilatorom.

Korak 1. Unijeti vektor a; u matrice frekvencija H; i GG; za j-ti oscilator.
Matrice H; 1 G; pripadaju Lie algebri su(2) antihermiteovih matrica
traga nula. Ovdje se koristi izomorfizam izmedu prostora su(2) i R?.

Korak 2. Slucéajno odabrati pocetne uslove U;(0), ..., Un(0) za sistem
(4.15) iz uniformne raspodjele na S*. Koriste¢i izomorfizam izmedu
SU(2) 1S3, ove slucajne tacke na S* se transformisu u SU(2) matrice.

Korak 3. Rijesiti (4.15) s globalnom jac¢inom veze K.

Korak 4. Posmatrati proces sinhronizacije KL oscilatora U (t),...,Ux(t) €
SU(2) i detektovati (mogucu hijerarhijsku) strukturu podataka.

Medutim, u gore navedenom algoritmu postoje dvije nejasnoce:
P1: Kako odabrati jacinu veze K7
P2: Koji su kriteriji za zaustavljanje?

Nemamo pravi odgovor na prvo pitanje. Odgovarajucu jacinu veze K
treba odrediti na osnovu nekoliko realizacija algoritma. Ocigledno je da ako
je K premalo (ispod kritiéne jacine K.), onda se sinhronizacija uopste ne
odvija 1 ne moze se dobiti nikakva informacija. S druge strane, ako je K
preveliko, moze se posmatrati brza potpuna sinhronizacija sa slicnim rezu-
Itatima. Prema tome, K bi trebalo izabrati na takav nacin kako bi se osigurao
postepeni proces sinhronizacije.

Kada je rije¢ o drugom pitanju, napominjemo da se kriteriji za zaustavlja-
nje mogu predstaviti na vise nac¢ina. Medutim, u vecini slucajeva provjera
kriterija za zaustavljanje u svakom koraku zahtijeva racunanje. Zbog toga
predlazemo da se postupa na sljede¢i nacin: rijesimo (4.15) i izvucemo info-
rmacije o klasterima (uzajamno sinhronizovane grupe KL oscilatora) samo
u odredenim trenucima, recimo ¢t = 1,5,10,... Na taj nacin je moguce ide-
ntifikovati hijerarhijsku strukturu podataka bez provjere kriterija u svakom
koraku.
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Alternativni prijedlog za kriterij zaustavljanja zasnovan je na zapazanju
da je proces sinhronizacije hijerarhijski. Definisimo (Euklidov) prosjek ma-
trica Uy,...,Un:

. 1Y
Ut =+ Z Us(t).

Napomenimo da U ne pripada SU (2). Medutim, determinanta matrice U je
realna i 0 < det U < 1, sa slucajem det U = 1 koji odgovara potpunoj si-
nhronizaciji. Dakle, det U Je globalni parametar poretka populacije. Kada se
pojavi sinhronizacija unutar nekih klastera, parametar poretka det U brzo ra-
ste i nakon odredenog vremena ostaje skoro konstantan sve dok se ne nastavi
sinhronizacija izmedu susjednih klastera. Zbog toga, jednostavan i racunski
kratak kriterij je da se algoritam zaustavi (i dobiju informacije o klasterima)
kada je |det U(t + 6t) — det U(t)| < € (za razumno odabrano 6t i €).

4.3.2 Studije slucaja

U ovom potparagrafu prikazujemo rezultate metode na dva reprezenta-
tivna (i mala) skupa podataka.

Kao prva studija slucaja analizirali smo poznati skup podataka Iris flower
[103], koji se sastoji od 50 uzoraka iz svake od 3 vrste cvijeta irisa (Iris setosa,
Iris virginica, Iris versicolor). Svaki cvijet karakterise 4 atributa: duzina i
Sirina sepalaca i latica.

Rijesili smo sistem N = 150 matri¢cnih ODJ (4.15) sa sluc¢ajno izabranim
pocetnim uslovima iz SU(2). Cetiri atributa svakog cvijeta su uneseni u
matrice frekvencija H; i G (prva 3 atributa u H;, a preostali u G;). Dva
preostala mjesta u matrici G su podeSena na nulu.

Metod identifikuje dva klastera: prvi odgovara upravo cvjetovima Iris
setosa, dok drugi klaster ukljucuje sve cvjetove Iris virginica i Iris versicolor.
Ovaj rezultat je ocekivan i prirodan s aspekta nenadgledanog ucenja. U
stvari, poznato je da se vrste Iris virginica i Iris versicolor ne mogu razlikovati
bez upotrebe oznaka kategorija.

Ponovljene simulacije na ovom skupu podataka uvijek daju isti odgovor.

Za drugu studiju smo prikupili podatke koji opisuju drustvo i ekonomiju
u 28 razlicitih zemalja. Svakoj zemlji smo pridruzili sljede¢ih 6 atributa:
BDP po stanovniku, stopa nataliteta, ocekivani zivotni vijek pri rodenju,
stopa smrtnosti dojencadi, Gini indeks (raspodjela porodi¢nih prihoda) i
vojni troskovi (kao procenat ukupnog BDP-a). Statisticki podaci su izvuceni
iz CIA world factbook [25].

Podaci su grubo skalirani i uneseni u matrice frekvencija H; i G; (tri atri-
buta u svakoj matrici). Sistem od 28 matri¢nih ODJ (sa sluc¢ajno izabranim
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Slika 4.4: Rezultati simulacija za skup podataka Iris flower: ukupan broj
klastera se smanjuje od 150 na 2 (a) i globalni parametar poretka det U(t)
se povecava (b). Jacina veze je podesena na K = 10.
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Slika 4.5: Rezultati simulacija za skup podataka od 28 zemalja: ukupan broj
klastera se smanjuje od 28 na 9 (a) i globalni parametar poretka det U(t) se
povecava (b). Jacina veze je podesena na K = 10.

pocetnim uslovima) je rijeSen. Algoritam je pronasao 9 klastera:
Prvi klaster: Svedska, Njemacka, Kanada, Danska, Holandija.

Drugi klaster: Srbija, Bosna i Hercegovina, Crna Gora, Albanija, Buga-
rska, Latvija, Indonezija, Malezija, Kina, Tajland, Cile, Urugvaj, Arge-
ntina.

Tredéi klaster: Togo, Uganda, Senegal, Kamerun.

Odvojeni klasteri (drzave koje ne spadaju ni u jedan klaster): Saudi-
jska Arabija, Katar, Ujedinjeni Arapski Emirati, Slovenija, Kirgistan,
Juznoafricka Republika.

Za ovaj skup podataka rezultati se mogu malo razlikovati od jedne si-
mulacije do druge. Medutim, osnovni Sablon klastera ostaje isti bez obzira
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Slika 4.6:  Rezultati simulacija za skup podataka Canadian meteorological
data: algoritam je pronasao 3 velika klaster (crvene, zute i plave linije) i 4
odvojena klastera (crna, ljubicasta, siva i zelena linija).

na realizaciju. Na primjer, prvi klaster se uvijek sastoji od istih 5 zemalja.
Takoder, balkanske zemlje su uvijek postavljene u isti klaster.

Slike 4.4 1 4.5 ilustruju proces sinhronizacije za dva skupa podataka re-
spektivno. Broj klastera se s vremenom smanjuje (slike 4.4(a) i 4.5(a)), dok
se globalni parametar poretka povecava (slike 4.4(b) 1 4.5(b)).

4.3.3 Klasteriranje funkcionalnih podataka

Metod koji ovdje predlazemo omogucava razne ekstenzije. Konkretno,
lako se moze prilagoditi da se bavi multivarijantnim funkcionalnim podacima
bez dramaticnog povec¢anja racunske slozenosti.

Ovo se moze uraditi razmatranjem vremenski zavisnih matrica H;(t) i
G;(t) u (4.15). Funkcionalni podaci se onda unose u ove matrice.

Ova ideja omogucava identifikaciju klastera u razlicitim vremenskim inte-
rvalima. Da bi se doslo do odlucujucéeg zakljucka tokom cijelog vremenskog
perioda, izracunavamo matrice poparnih udaljenosti izmedu KL oscilatora u
nekoliko momenata.

Metod je verifikovan na dva skupa podataka koja su prethodno proucavana.

Prva studija slucaja je sprovedena na skupu podataka Canadian meteoro-
logical data, vidjeti [81]. Ovaj skup podataka se sastoji od 35 razlicitih loka-
cija u Kanadi, koje karakterisu dva vremenski promjenljiva atributa (dnevna
temperatura i dnevne kolicine padavina). Pronasli smo sljede¢u strukturu
podataka (vidjeti sliku 4.6):

Prvi klaster: St. Johns, Halifax, Sydney, Yarmouth, Charlottvl, Frederi-
cton, Quebec, Sherbrooke, Montreal, Ottawa, Toronto, London, Arvi-
da, Thunder Bay, Calgary, Bagottville, Regina, Pr. George, Winnipeg,
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Slika 4.7:  Rezultati simulacija za skup podataka Key economic indicators
data: algoritam je pronasao 1 veliki klaster (crne linije) i 4 odvojena klastera
(plava, zuta, crvena i ljubicasta linija).

Edmonton, Kamloops, Pr. Albert, The Pas, Whitehorse.
Drugi klaster: Scheffervll, Churchill, Uranium City, Dawson, Yellowknife.
Treci klaster: Vancouver, Victoria.

Odvojeni klasteri: Resolute, Inuvik, Iqaluit, Pr. Rupert.

Napominjemo da su nasi zakljucci gotovo identicni zakljuccima koji su
dali Jacques i Preda [43, 44]. Medutim, nasa metoda ne zahtjeva da se apriori
odredi broj klastera i stoga postavlja cetiri vremenske stanice u Sjevernoj
Kanadi u zasebne klastere.
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Drugi skup podataka sadrzi 6 ekonomskih indikatora za 16 zemalja to-
kom perioda od 1990. do 2008. godine. Yamamoto je proucavao ovaj
Sestovarijantni skup funkcionalnih podataka u radu [106]. Nas metod identi-
fikuje 5 klastera (vidjeti sliku 4.7):

Prvi klaster: Australija, Kanada, SAD, Sveds}(a, Francuska, Danska, Fi-
nska, Holandija, Velika Britanija, Belgija, Svicarska, Novi Zeland.

Odvojeni klasteri: Norveska, Japan, Irska, Spanija.

Ovi rezultati su veoma slicni onima koje je dobio Yamamoto. Medutim,
postoji nekoliko razlika: Svicarska se ovdje svrstava u veliki klaster. S druge
strane, Norveska i Spanija su postavljene u zasebne klastere. Detaljnijim
ispitivanjem podataka mogu se otkriti osnovni razlozi za takvu klasifikaciju.
U slucaju Norveske, karakteristicni indikator je izvozni prihod koji je vrlo
visok u periodu od 2004. do 2006. godine. Kada je rije¢ o Spaniji, razlog se
moze naci u visokoj stopi nezaposlenosti.
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Glava 5

Distribuirani algoritmi
konsenzusa i1 koordinacije na
sferama

5.1 Uvod

Siroka oblast kooperativnog i distribuiranog upravljanja obuhvata za-
datke konsenzusa, balansiranja, odrzavanja formacije i koordiniranog kre-
tanja u viSeagentnim sistemima. Posebna poddisciplina, nazvana teorija
geometrijskog konsenzusa (ili, opéenito, teorija geometrijske koordinacije) se
bavi ovim zadacima na neeuklidskim mnogostrukostima [90, 92]. Algoritmi
koordinacije su formulisani na homogenim prostorima [89, 90]. Medutim,
koordinacija agenata u velikoj mjeri zavisi od geometrijskih i algebarskih
osobina osnovne mnogostrukosti, te se algoritmi na razlicitim homogenim
prostorima izvode drugacije. Stoga, iako su nedavni teorijski napretci razvili
prilicno univerzalni pristup zadacima koordinacije na proizvoljnim homoge-
nim prostorima, ima nekoliko univerzalnih rezultata u vezi s konvergencijom
prema zeljenim ravnoteznim konfiguracijama.

Neki zadaci teorije geometrijske koordinacije su formulisani kao mini-
mizacija odgovarajuc¢ih funkcija cilja na specificnim homogenim prostorima.
Metode gradijentnog spuska za ove zadatke minimiziranja omogucavaju di-
stribuirani protokoli koordinacije. Jedan primjer ove vrste je zadatak ko-
nsenzusa na kruznici S! nad tezinskim grafom G. Gradijentni protok po-
tencijalne funkcije daje sistem ODJ na S'. Ovaj sistem ODJ je u sustini
poznati model Kuramoto identi¢nih oscilatora koji su povezani kroz graf G.
Ovo zapazanje ukazuje na intrigantnu vezu izmedu konsenzusa na homoge-
nim prostorima i univerzalnog prirodnog fenomena sinhronizacije povezanih
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oscilatora [78]. Algoritmi koordinacije na S!' imaju direktne primjene u ko-
operativnom upravljanju kolektivnih kretanja u ravni [93].

U ovoj glavi razmatramo koordinaciju roja na sferi S*. Postoje dva dobra
razloga za fokusiranje na ovu specificnu mnogostrukost. Prvo, geometrija
sfera S™ (izuzev kruznice S!) daje prednost konsenzusu. Zaista, algoritmi
konsenzusa na S™ se izvode mnogo bolje od njihovih analoga na specijalnim
ortogonalnim grupama SO(n) [62]. Drugo, S* je, zajedno sa S!, jedina
sfera s osobinom grupe. To ¢ini S® veoma pogodnom postavkom za razlicite
algoritme koordinacije, Sto ¢emo pokazati u narednom paragrafu.

Inspiracija za rezultate u ovoj glavi donekle proistice iz cinjenice da su
gradijentni protoci za zadatke konsenzusa na visedimenzionim homogenim
prostorima poznati u fizici kao neabelovi modeli Kuramoto, vidjeti [57]. Ovo
zapazanje prosiruje relaciju izmedu konsenzusa i sinhronizacije: dok konse-
nzus na S' odgovara sinhronizaciji u klasicnom (Abelovom) modelu Kura-
moto, konsenzus na S® odgovara kvantnoj sinhronizaciji u neabelovom mo-
delu Kuramoto [57, 58].

Vecina radova o teoriji geometrijske koordinacije se bavi rojem agenata
koji komuniciraju kroz konstantni graf interakcija. U drugom paragrafu ove
glave proucavamo roj s adaptivnim (zavisnim o stanju) interakcijama koje
zadovoljavaju odredene realizacije Hebbovog i antihebbovog pravila ucenja.
Model Kuramoto sa sinapsama koje uzimaju u obzir odredene varijacije ovih
pravila ucenja je proucavan u nekoliko radova, vidjeti [37, 41, 96]. Po nasem
najboljem saznanju, neabelovi modeli Kuramoto s Hebbovim pravilom ucenja
do sada nisu razmatrani. Napominjemo, medutim, da su rojevi na S™ sa si-
napsama zavisnim o stanju proucavani u [55, 72]. Takoder, rad [56] se bavi
rojenjem na sferi s razlicitim kooperativnim pravilima u vremenski diskre-
tnim modelima. U paragrafu 5.3 pokazujemo da rojevi na S* s nekim pri-
rodnim i jednostavnim pravilima ucenja za sinapse pokazuju razlicite oblike
ponasanja i stabilne konfiguracije.

5.2 Konsenzus i balansiranje na 3-sferi

Zadaci konsenzusa imaju vaznu ulogu u sSirokom polju distribuiranog i
kooperativnog upravljanja. Razliciti zadaci ove vrste na euklidskim prosto-
rima su proucavani pod razli¢itim ogranicenjima i pretpostavkama, vidjeti,
na primjer, [67, 73| i reference u njima. Medutim, u mnogim inzenjerskim
primjenama, kao sto su kooperativno upravljanje krutog tijela [19, 86], mo-
bilne senzorske mreze [76] ili prosjek rotacija [39], osnovni prostor je neeu-
klidov. Teorija geometrijskog konsenzusa [90, 92] ima za cilj konstruisanje
algoritama na odredenim Riemannovim mnogostrukostima i elaboriranje je-
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dinstvenog pristupa konsenzusu u euklidskim i neeuklidskim prostorima.

Postoje bitne razlike izmedu ove dvije postavke, s obzirom da osobine
konvergencije algoritama konsenzusa mnogo zavise od geometrije osnovnog
prostora. Da bi dobili osje¢aj o ovome, poucno je zapoceti sa zadatkom na
kruznici S!.

5.2.1 Konsenzus na S'!

Razmotrimo roj N agenata ¢ija su stanja opisana tackama e, ... e~ na
S!. Pretpostavimo da agenti medusobno komuniciraju preko neusmjerenog
komunikacijskog grafa G = (V| F), gdje je V.= {1,..., N} skup ¢vorova i
E C {(j,k) : j,k € V7 # k} je skup grana. Kazemo da su agenti j i k
susjedi ako postoji grana izmedu njih, tj. ako (j, k) € F.

Na osnovu informacija dobijenih od svojih susjeda, svaki agent neprekidno
prilagodava svoje stanje. Prateéi analogiju s linearnim algoritmima konse-
nzusa, prirodno je predloziti sljedec¢e kontinuirano azuriranje stanja agenata

88, 90]:

N
%Z jksin(@; —0g), a>0, k=1,...,N. (5.1)

Ovdje, ajr = 1 ako (j,k) € E'iaj, = 0 ako (j,k) ¢ E.
Sistem (5.1) definise potencijalnu dlnamlku To je gradijentni sistem za

potencijalnu funkciju na N-torusu TV = S! x --. x Sh:
ORI o SNt
k= 1] 1
9 2
— 2N2 ZZGJ’C (2 sin 5 > : (5.2)
k=1 j7=1

Drugim rijecima, (5.1) se dobija metodom gradijentnog spuska za zadatak
minimizacije (5.2): 6, = —ag};", k = 1,...,N. Dakle, trajektorije konve-
rgiraju prema kriticnim tackama od Vo 1 svi strogi minimumi funkcije Vj, su

stabilne ravnoteze sistema (5.1).

Napomena 5.1. Sistem (5.1) je poznati model Kuramoto povezanih oscila-
tora. Napominjemo da, za razliku od originalnog modela Kuramoto predsta-
vljenog u radu [52], oscilatori u (5.1) imaju identi¢ne (nulte) frekvencije i
povezani su preko grafa G.
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Gornja napomena pokazuje da je pitanje konvergencije distribuiranih
algoritama konsenzusa na nekim Riemannovim mnogostrukostima povezano
s univerzalnim fenomenom sinhronizacije povezanih oscilatora, vidjeti [78].

Definicija 5.1. Konfiguracijas ¢, = --- = Oy se zove sinhronizacija agenata.

Ocigledno je da sinhronizacija odgovara globalnom minimumu potenci-
jalne funkcije Vj. Zbog toga se za zadatak konsenzusa moze reéi da je opti-
mizacija funkcije V5. Medutim, ne postoji garancija da ¢e (5.1) konvergirati
prema sinhronizaciji, jer Vjp moze imati kriticne tacke razlicite od globalnog
minimuma. Egzistencija lokalnih minimuma i drugih kriticnih tacaka funkci-
je cilja u velikoj mjeri zavisi od komunikacijskog grafa G.

Za graf G se kaze da je S! - sinhronizirajuéi, ako (5.2) ne prihvata lokalne
minimume razlicite od sinhronizacije. To je otvoreni problem za karakteriza-
ciju (bar pribliznu) svih S'-sinhroniziraju¢ih grafova. Na primjer, simulacije
pokazuju da je prsten graf s 4 ¢vora S'-sinhronizirajuéi, dok prsten grafovi
koji sadrze 51 6 ¢vorova nisu ([90]). Jedan od rijetkih univerzalnih rezulta-
ta po ovom pitanju navode da su kompletni grafovi (komunikacija svaki sa
svakim) i neusmjerena stabla S'-sinhronizirajudi, vidjeti [88, 90].

5.2.2 Konsenzus na S® i SO(3) preko neusmjerenih gra-
fova

Kao sto je pomenuto u uvodu, matematicku formalizaciju nekih vaznih
inzenjerskih zadataka daju zadaci konsenzusa na odredenim visedimenzionim
Riemannovim mnogostrukostima. Da bi se razvila znacajna teorija geo-
metrijskog konsenzusa, neophodno je nametnuti neke uslove na klasi Rie-
mannovih mnogostrukosti na kojima su navedeni zadaci. Jedno prirodno
ogranicenje je raditi pod pretpostavkom da je osnovna mnogostrukost homo-
genl prostor.

Ovdje ¢emo se fokusirati na konsenzus (i antikonsenzus) na jednoj spe-
cificnoj mnogostrukosti. To je Lie grupa SU(2) s grupnom mnogostrukosti
S3.

U cilju predstavljanja koordinata na sferi S* radi¢emo s algebrom je-

dini¢nih kvaterniona. Razmotrimo sljedeéi sistem kvaternionskih ODJ na
S3:

Ovdje, ¢;(t) je jedinicni kvaternion, koji opisuje poziciju j-tog agenta na
S*i f; = filgi,-..,qn) su kvaternionske funkcije nazvane funkcijama veze

ili komunikaciyski protokoli zavisno od konteksta. Pojam a oznacava kva-
ternionsku konjugaciju kvaterniona a (konjugacija jedini¢nog kvaterniona se
poklapa s inverznim: a = a™!).
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Napomenimo da jednacine (5.3) ¢uvaju S3. Ovo se lako potvrduje tako
Sto se pokaze da ¢;(0) € S® za sve j = 1,..., N implicira ¢;(t) € S® za svako
t>0.

Mogu se proucavati razliciti oblici funkcija f; u (5.3), u zavisnosti od
specificnih ciljeva. Za zadatke konsenzusa, ima smisla razmatrati funkcije
sljedeceg oblika:

N
o _ .
fi= 5N ;1 a;kqk, gdje je a > 0. (5.4)

Nadvuceno oznacava kvaternionsku konjugaciju kao i ranije.
Ukljucivanjem (5.4) u (5.3) se dobija sljededi sistem kvaternionskih ODJ

N
.« _
=75 > asnla5q0a5 — Gi)- (5.5)

k=1

Napomena 5.2. Sistem (5.5) (zapisan s realnim promjenljivim) se pojavio u
nekoliko radova s razli¢itim interpretacijama, na primjer kao roj na sferi u
[72] i formiranju stavova na sferi u [18].

Sljededi korak je da se pokaze da (5.5) prikazuje potencijalnu dinamiku.
Potencijalna funkcija se moze napisati kako slijedi:

N N
1 I _
Valar,-oan) = 53 0. D i (1—5(61ij+<1ij)>
1=1 k=1
| NN
= WZZ%’“ 1 — cos @), (5.6)
1=1 k=1

gdje je i ugao izmedu dva vektora na S* koji odgovaraju kvaternionima g;
1 gk

Stoga, situacija je analogna slu¢aju na S! koja je ukratko objasnjena u
prethodnom potparagrafu. Zadatak konsenzusa na S® se moze navesti kao
minimizacija funkcije V; i odgovaraju¢a metoda gradijentnog spuska (5.5)
obezbjeduje distribuirani algoritam konsenzusa na S?.

Uz (5.6) razmotrimo i zadatak minimizacije funkcije Vo(Q,...,Qy) de-
finisane na (SO(3))" (vidjeti, na primjer, [89, 90]):

N N
Va(@u 2 O8) = 3 D0 D anTr(QT Q). 6.7

j=1 k=1
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Sistem gradijentnog spuska za (5.7) glasi:
. o N
Q5'Q; = 5 2 an(Q7 Qe — ;' Q)). (5.8)
k=1

Napomena 5.3. U potparagrafu 5.2.1 je pomenuto da se gradijentni sistem
(5.1) za zadatak konsenzusa na S! moze tumaciti kao model Kuramoto pove-
zanih oscilatora s identicnim nultim frekvencijama. Postoji analogija u visim
dimenzijama. Sistemi gradijentnog protoka oblika (5.5) i (5.8) su predsta-
vljeni u [57] kao tzv. neabelovi modeli Kuramoto. Ovo zapazanje ukazuje na
paralelni razvoj u teoriji geometrijskog konsenzusa i u proucavanju fenomena
sinhronizacije. Za konsenzus na S! je povezana klasi¢na sinhronizacija, dok
je konzenzus na S® povezan s fenomenom nazvanim kvantna sinhronizacija,
vidjeti [58].

Definicija 5.2. Konfiguracija s q; = --- = gy se zove sinhronizacija na S>.

Ocigledno je da su konfiguracije sinhronizacije globalni minimumi funkcija
(5.6) 1 (5.7).
Napomena 5.4. Postoji izvjesna dvosmislenost u koristenju termina konse-
nzus i sinhronizacija u relevantnoj literaturi. U radu [62] se ova dva pojma
smatraju sinonimima. S druge strane, u radovima [88, 89, 90| je pojam
konsenzusa opcenitiji. Roj moze primiti mnoge konfiguracije konsenzusa,
zavisno od grafa (G, a sinhronizacija je poseban slucaj konsenzusa. Pored
toga, u nekim radovima, termini poravnanje i sastajanje se takoder koriste s
Istim znacenjem.

Izlaganje je do sada predstavljalo analogne zadatke konsenzusa i algori-
tama na sferama S! i S* i matri¢noj grupi SO(3). Medutim, ispostavlja se da
su osobine konvergencije algoritama (5.1), (5.5) i (5.8) veoma razlic¢ite zbog
geometrijskih osobina osnovnih mnogostrukosti.

Da bismo vidjeli ovo, poceli smo s nedavnim teorijskim rezultatom, do-
kazanim u [62]:

Teorema 5.1. Pretpostavimo da je komunikacijski graf G neusmjeren i po-
vezan. Tada je skup konfiguraciyja sinhronizacyje skoro globalno stabilan za
(5.5). Drugim rijecima, skup svih pocetnih uslova za koje (5.5) ne konvergira
prema sinhronizaciji ima nultu Lebesgqueovu mjeru na (S*)V.

Napomena 5.5. Teorema 5.1 pruza teorijsku osnovu za algoritme konsenzusa
na S*, a to je da je konvergencija prema sinhronizaciji skoro zagarantovana.
Geometrija 3-sfere je povoljna za sinhronizaciju. U stvari, teorem 5.1 vazi za
konsenzus na bilo kojoj sferi S™ za n > 2.

79



I[stovremeno, teorem 5.1 ne vazi za S'. Zaista, kako je objasnjeno u
potparagrafu 5.2.1, postoje mnogi grafovi koji nisu S!-sinhronizirajuéi. Isto
vazi i za SO(3), simulacije pokazuju da algoritam (5.8) ne konvergira oba-
vezno prema sinhronizaciji. Potencijalna funkcija (5.7) moze imati lokalne
minimume. Struktura skupa lokalnih minimuma od Vi mnogo zavise od
komunikacijskog grafa.

Rezultati simulacija. Da bismo ilustrovali gore navedenu tacku, izvrsili
smo simulacije za konkretan slucaj kada su N = 5 agenata povezani u prsten
(tj. komunikacijski graf GG je prsten s 5 ¢vorova). Pocetna stanja agenata su
slu¢ajno izabrana iz uniformne raspodjele na S®. Pocetna stanja na SO(3)
su dobijena preslikavanjem tacke iz S* u SO(3) matricu.

Algoritam (5.5) na S* je dostigao sinhronizaciju u 1000 od 1000 simula-
clja.

Algoritam (5.8) na SO(3) je dostigao sinhronizaciju u 609 od 1000 simu-
lacija.

Napomenimo da su isti eksperiment izlozili Markdahl i ostali u radovima
[61, 62], a nasi rezultati su u skladu s njihovim.

Vizualizacija. Naravno, problematicno je vizualizirati evoluciju tacaka na
sferi u 4-dimenzionom prostoru. Mi ¢emo ilustrovati evoluciju roja na S?3
prikazujudéi rotirajuca tijela u 3D. Matematicki, koristimo dvostruko pokri-
vajuce preslikavanje iz S* u SO(3) i predstavljamo 3D rotacije pomoé¢u je-
dini¢cnih kvaterniona. Dobro je poznato da takvo predstavljanje uzrokuje
neke specificne efekte, zbog ¢injenice da dva antipodalna kvaterniona ¢ i —¢q
odgovaraju istoj matrici u SO(3).

Osobine konvergencije za (5.5) i (5.8) su prikazana u dva kratka videa.
Broj agenata je N = 5, a komunikacijski graf je prsten s 5 ¢vorova. Slucajno
smo izabrali pocetne uslove iz uniformne raspodjele na S i iste pocetne uslove
na SO(3) (preslikavanjem jedini¢nih kvaterniona u odgovaraju¢e SO(3) ma-
trice).

Moze se vidjeti da je sinhronizacija postignuta na S* (vidjeti video u do-
datnim materijalima rada [27]), dok na SO(3) algoritam zavrsava u nekom
lokalnom minimumu potencijalne funkcije (vidjeti video u dodatnim mate-
rijalima rada [27]). Prema rezultatima simulacija koji su objasnjeni iznad,
vjerovatnoca takvog ishoda je priblizno jednaka 0.4.
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5.2.3 Konsenzus na S° preko kompletnog grafa

Poznato je da u slucaju kompletnog komunikacijskog grafa algoritmi (5.1),
(5.5) i (5.8) uvijek konvergiraju prema sinhronizaciji na S!, S* i SO(3) re-
spektivno, vidjeti [89, 90]. Drugim rijecima, ako je G kompletan graf tada
su konfiguracije sinhronizacije jedini minimumi funkcija Vg, V1 Vp.

U ovom potparagrafu razmatramo zadatak konsenzusa na S*® s druge
tacke gledista. Kroz ovaj i sljede¢i potparagraf pretpostavljamo da je ko-
munikacijski graf G kompletan. Napomenimo da je u nekim inzenjerskim
primjenama takva topologija preskupa ili ¢ak nije izvodljiva. U kontekstu
povezanih oscilatora, ova situacija se naziva globalna (svaki sa svakim) veza
ili veza srednjeg polja. U ovom slucaju sistem (5.3) je napisan kao:

gdje je f = f(q1,...,qn) funkcija globalne veze.
Za konsenzus preko kompletnog grafa, funkcija veze je u obliku:

N
a L
f= 5N kgl qr, gdje je a > 0. (5.10)

Zamjenjujuéi (5.10) u (5.9) se dobija algoritam konsenzusa na S*:

N
.« _ :
qijEI(QijQj—Qk), J=1...,N (5.11)

Stavise, za slucaj kompletnog grafa, potencijalna funkcija V,, koja je za-
dana s (5.6) ima narocito jednostavan oblik:

A

V,=1-1% (5.12)
N
gdje je r = ||& > gjl. Da bi se ovo razjasnilo, razmotrimo roj agenata ¢ija
j=1
N
su stanja zadana s qi,...,qv € S* i definisimo (¢) = & > ¢;. Ocigledno
j=1

je da je (q) tacka u kugli B* (unutrasnjost od S*) koja je centroid (centar
mase) skupa tacaka qp,...,qy. Dalje, r = ||(¢)|| je norma ove tacke (tj. 4D
vektora). U kontekstu povezanih oscilatora, realni broj r € [0, 1] se naziva
globalni parametar poretka roja agenata (tj. populacije oscilatora). Situacija
kada je r = 1 (potpuno koherentno stanje) odgovara sinhronizaciji. Obrnuta
situacija, kada je r = 0, naziva se potpuno nekoherentno stanje u statistickoj
fizici. U teoriji sistema, ova situacija se naziva balansirana konfiguracija.
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Pored globalnog parametra poretka, uvodimo i pojam ugaonih parame-
tara poretka. Za tu svrhu koristimo Hopfove koordinate na S*. U tom cilju
kvaternione g predstavljamo u Cayley-Dicksonovom obliku: gr = zx + w7,
gdje su zx 1 v, kompleksni brojevi. Nadalje, buduéi da su g jedini¢ni kva-
ternioni, 2, i v, se mogu napisati na sljedeé¢i nacin: z, = e**sinfy, v, —
ek cos by, gdje su @, 9 € (0,27), 6 € (0,3).

Sada, definirajmo sljede¢e kompleksne brojeve:

N

ro(t)et® — Z 9K § (1)t — 11[ 3 e,

k=1

Ocigledno su ry(t) i ry(t) realni brojevi u intervalu [0,1]. Brojeve r, i 7y
¢emo nazvati ugaonim parametrima poretka.

Da rezimiramo, u slucaju kompletnog grafa, zadatak minimizacije pote-
ncijalne funkcije se ¢ini da je jednostavno maksimizacija parametra poretka
(stepena koherentnosti) roja. Sistem gradijentnog spuska za (5.12) je (5.11).

Propozicija 5.1. [88, 89, 90] Funkcija (5.12) nema lokalne minimume ra-
zlicite od sinhronizaciyje. Konfiguracije sinhronizacije su globalni minimumsi
od (5.12) i jedina asimptotski stabilna ravnoteza za (5.11).

Stoga, zadatak o kojem diskutujemo u ovom potparagrafu se u potpunosti
shvata sa stanovista teorije optimizacije. Medutim, ovdje imamo drugaciju
tacku gledista kako bismo ukazali na neke odnose s fizikom i hiperbolickom
geometrijom i izdvojili neke specificne nove rezultate.

Kao sto je ve¢ pomenuto, sistem (5.9) je zapravo neabelov model Kura-
moto na S® s globalnom (svaki sa svakim) vezom. U prethodnoj glavi smo
proucavali neke simetrije ovog sistema.

Da bismo to objasnili, pocinjemo s nekim oznakama. Oznacimo s H alge-
bru kvaterniona. Skup linearnih frakcionih Mobiusovih transformacija koje
djeluju na prosirenom kvaternionskom prostoru HU {co} je grupa G L(2, H).
Razmotrimo podgrupu Gy svih Mobiusovih transformacija koje ¢uvaju S®.

Teorema 5.2. Neka roj evoluira s (5.9) od njihovih pocetnih pozicija
q1(0),...,qn(0). Tada u Gy postoji jednoparametarska familija Mébiusovih
transformacya, takva da

q;(t) = g:(q;(0)) za svakot >01ij=1,...,N.

Teorema 5.2 tvrdi da se u svakom momentu t pozicije agenata na S
dobijaju iz njihovih pocetnih pozicija nekom Mobiusovom transformacijom
koja pripada Gy. Napominjemo da je analogna ¢injenica za roj na S! ranije
utvrdena u [63].
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Koristeé¢i teoremu 5.2 i opste rezultate teorije grupa mozemo tvrditi da
raspodjela agenata na S* pripada orbitama grupe Gy. To daje sljedece:

Korolar 5.1. Pretpostavimo da roj evoluira s (5.9). Tada se raspodjela age-
nata razvija na odredenoj 10-dimenzionoj invariyantnoy podmnogostrukost
koja lezi u beskonacno-dimenzionoj mnogostrukosti svih raspodjela na S*.

Dokaz. Za dokaz je dovoljno provjeriti da li je dimenzija 10 orbita grupe
Gy. Da bi se ovo vidjelo, uocimo da opsta Mobiusova transformacija koja
¢uva S* moze biti napisana u sljede¢em obliku:

w(q) = p(1 —qa)"" (g — a)r, za g € S°,

gdje su p i r jedini¢ni kvaternioni i a € H, |a| < 1.

Dva jedini¢na kvaterniona p i r generisu rotacije na S® i a odgovara de-
jstvu centra sfere. Rotacije (ili jedini¢ni kvaternioni) daju 2 x 3 = 6 neza-
visnih realnih parametara, dok je a tacka u B* (4 realna parametra). Na
kraju, korolar slijedi iz opstih rezultata teorije grupa. ]

Postoji jedinstven nac¢in da se prosiri Mobiusova transformacija g; sa S*
na cijelu jedini¢nu kuglu B*. Razmotrimo ovu ekstenziju i oznac¢imo s P(t)
sliku centra sfere S* pod dejstvom g, tj. P(t) = g:(0).

Propozicija 5.2. Neka roj evoluira s (5.9) i neka je g, familija Mobiusovih
transformacija koja je definisana u teoremu 5.2. Tada tacka P(t) = ¢,(0)
evoluira u B* sljede¢om kvaternionskom ODJ-om.:

dpP .
—r=Pir—7 (5.13)

U preostalom dijelu ovog potparagrafa i u cijelom sljede¢em potparagrafu
¢e nam trebati pojam konformni baricentar [29] vjerovatnosne mjere p na
sferi. Pretpostavimo da vjerovatnosna mjera p ne sadrzi atom tezine >

Slijede¢i Douadyja i Earlea [29], definisimo funkciju h, na B*:

N | —

1 1—al?
hu(a) = 5 /53 log T u|2d,u(u), a€ B*

i oznacimo s §, gradijent od h, u Poincareovoj (hiperbolickoj) geometriji u
B*. Tada je &, vektorsko polje u B, te su Douady i Earle dokazali da postoji
jedinstvena tacka u B* gdje polje ¢, nestane. Ta tacka se naziva konformnim
baricentrom B(u) od pu.
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Napomena 5.6. Neka je 1 vjerovatnosna mjera na S® i w je Mobiusova tra-
nsformacija koja cuva B?. Razmotrimo mjeru v = w(u) koja se dobiva kao
Mobiusova transformacija od . Vrijedi da w(B(u)) = B(v), gdje su B(u) i
B(v) konformni baricentri ove dvije mjere.

Ova napomena naglasava jednu posebnu osobinu konformnog baricentra.
Ta osobina je ako je mjera transformisana Mdbiusovom transformacijom,
onda je konformni baricentar transformisan istom Md&biusovom transforma-
cijom. Centroid nema ovu jedinstvenu osobinu. Ako centroide (srednje vri-
jednosti) oznacimo s C'(p) i C(v) mjera u i v, onda je, opéenito, w(C(u)) #
C(v).

Lema 5.1. Razmotrimo roj (5.9) i pretpostavimo da je broj agenata velik,
N — co. Pretpostavimo da je pocetna raspodjela agenata uniformna na S3.
Tada se konformni baricentar roja poklapa s centroidom u svakom momentu
t. Stavise, raspodjela agenata p u svakom momentu t je zadana sljedecom
funkcijom gustoce na S3:

. 11— lPO)PY’ 5 s

Dokaz. Raspodjela (5.14) se zove Poissonovo jezgro na S*. Poznato je
(vidjeti [51]) da Poissonova jezgra na S* (kao i na S') nastaju kao Mobiusove
transformacije uniformne mjere. Centroid Poissonovog jezgra (harmonijska
mjera) je slika nule pod odgovaraju¢om Mobiusovom transformacijom, tj.
tacka P(t) iz propozicije 5.2. Drugim rijecima, Poissonova jezgra su vrlo
posebne raspodjele na S* za koje se podudaraju konformni baricentar i ce-
ntroid. O

Lema 5.2. Razmotrimo roj koji se kreée algoritmom konsenzusa (5.11) za
a > 0. Pretpostavimo da j¢e N — oo 1 da je pocetna raspodjela agenata
uniformna na S*. Tada globalni parametar poretka r(t) zadovoljava sljedeéu
jednostavnu realnu ODJ-u:

% = %(7‘ — 7). (5.15)

Dokaz. Naglasimo da u ovoj lemi razmatramo algoritam konsenzusa
(5.11).

Posmatrajmo evoluciju konformnog baricentra P(t) roja. Zbog leme 5.1,

P(t) je takoder centroid roja. Posto P(t) € B*, napisimo da je P(t) = ru(t),

gdje je u(t) jedinicni kvaternion i r(t) = | P(t)| je globalni parametar poretka.
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Tada funkcija veze (5.10) glasi

N
a a - a

- - — 7, :——P = ——TU .
f 5N ;Qk 5 (t) 27‘u(t), a >0

Zamjenjujuéi u (5.13) dobivamo:

P Th = — —ruriru + i = — <1t —ru
P=3 2T T 2
U posljednjoj jednakosti smo koristili da je r realni broj, a samim tim i
komutirali s bilo kojim kvaternionom.
Mnozenjem s lijeve strane s u~! imamo

P riuT! = %(r — 7). (5.16)

Posljednja jednacina je skoro ono sto zelimo dobiti, ali sadrzi dodatni izraz
s lijeve strane. Uoci¢emo da je (5.16), strogo receno, kvaternionska ODJ
(sistem od 4 realne ODJ-e) i zainteresirani smo za realni dio ODJ-e. Da bismo
procjenili realni dio izraza uu~!, pisSemo kvaternion u u Cayley-Dicksonovom
obliku:

U=z + 20§ = r1e"" + rye'?j.

S obzirom da je u jedini¢ni kvaternion, znamo da je 7§ + 3 = 1.
Jednostavni racuni daju izraze za u=! i

wl=u=re ™ — ro€'??7;

U= (1 + ir191)e + (Fo + irapo)e#?].

Koriste¢i dvije posljednje jednacine lako je provjeriti da je:

.o ) . 1 d d
Re (™) = 7iri+ foro = 5(%7«%%7«3)
o ld, , 5, 1d B
= 2dt(T1+T2)72dt(1)70'

Dakle, izvlacenjem realnog dijela iz kvaternionske ODJ-e (5.16) dobivamo
realnu ODJ-u (5.15). O

Napomena 5.7. Kako lema 5.2 zahtjeva uniformnu pocetnu raspodjelu na S?,
pocetni uslov za (5.15) je r(0) = 0. Medutim, za algoritam konsenzusa o > 0
je tada r = 0 nestabilna ravnoteza za (5.15). Stoga, roj (5.11) s a > 0 ¢e
konvergirati prema sinhronizaciji (tj. r — 1).
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5.2.4 Antikonsenzus i balansiranje na S°

U ovom potparagrafu diskutujemo o zadatku antikonsenzusa preko ko-
mpletnog grafa. Ovaj zadatak se moze navesti kao minimizacija funkcije
—V, definisana s (5.12). Sistem gradijentnog spuska je tada (5.11) za o < 0.

Definicija 5.3. Konfiguracija agenata se naziva balansirana, ako je njihov
centroid nula kvaternion.

Mi ne namec¢emo nikakve pretpostavke o broju agenata. Roj se moze sa-
stojati od konacnog broja N agenata, kao i kontinuuma agenata. U kasnijem
slucaju, raspodjela agenta u svakom momentu ¢ je zadana funkcijom gustoce
n(q,t), gdje je ¢ € S3. Pojam balansirane konfiguracije se prirodno proteze i
na kasniji slucaj.

Kao sto je objasnjeno u prethodnom potparagrafu, algoritam konsenzu-
sa preko kompletnog grafa globalno konvergira prema sinhronizaciji. Po
analogiji, moze se ocekivati da algoritam antikonsenzusa konvergira prema
odredenoj balansiranoj konfiguraciji. Situacija se ¢ini teskom za ovaj zada-
tak. Ipak, sljedec¢a propozicija tvrdi da su sve balansirane konfiguracije u
stvari konfiguracije antikonsenzusa preko kompletnog grafa.

Propozicija 5.3. [88, 90] Sve balansirane konfiguracije su lokalni minimumsi
od —=V,.

Suprotna izjava nije dokazana. U nastavku ¢emo navesti novi rezultat koji
tvrdi da gradijentni sistem (5.11) konvergira prema balansiranoj konfiguraciji
pod odredenim blagim uslovima.

Pretpostavimo da je pocetna raspodjela agenata zadana skupom tacaka
n={q(0),...,qn(0)} C S?ili funkcijom gustoée n(q,0) gdje je g € S°.

Napomena 5.8. Dodjeljujemo vjerovatnosnu mjeru bilo kojoj raspodjeli na
S? (bez obzira da li je ova raspodjela diskretna ili apsolutno neprekidna). Na
ovaj nacin ¢emo govoriti o konformnom baricentru raspodjele agenata na S3.

Definicija 5.4. Kazemo da raspodjela na S*® sadrzi veéinski klaster, ako
odgovarajuca vjerovatnosna mjera sadrzi atom tezine > 1/2. Za slucaj kada
je raspodjela n koncentrisana na kona¢nom broju N tacaka na S*, postojanje
vedinskog klastera znaci da postoji > N/2 poklapajucih tacaka u 7.

Razmotrimo algoritam antikonsenzusa (5.11) za a < 0. Zbog korolara 5.1,
raspodjela agenata evoluira na invarijantnoj podmnogostrukosti M, realne
dimenzije 10. Ova invarijantna podmnogostrukost je odredena pocetnom
raspodjelom 7).
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Lema 5.3. Pretpostavimo da pocetna raspodjela agenata n(0) ne sadrzi ve-
éinski klaster. Tada postoji jedinstvena (do rotacije na S*) balansirana ko-
nfiguracija na mvarigantnoy podmnogostrukosti My .

Dokaz. Mnogostrukost M, se sastoji od svih raspodjela na S* koje
se mogu dobiti kao Mobiusova transformacija od 7(0). Tada je n(t) € M)
raspodjela agenata u momentu ¢.

Zbog teorema 5.2, roj konvergira pod dejstvom grupe Mobiusovih transfo-
rmacija, Sto znaci da postoji jednoparametarska familija Mobiusovih transfo-
rmacija gy, takva da n(t) = g:(n(0)).

Tada, konformni baricentar B(n(t)) takoder evoluira pod dejstvom g,
B(n(t)) = ¢:(B(n(0))), vidjeti napomenu 5.6.

Dalje, napomenimo da su za balansiranu konfiguraciju i konformni ba-
ricentar i centroid u nuli (tj. u centru sfere S*). Kako bismo izvukli nas
zakljucak, ostaje da se prisjetimo da postoji tacno jedna (do rotacije na S?)
Mobiusova tramsformacija koja preslikava tacku B(n(0)) u nulu. O

Teorema 5.3. Pretpostavimo da pocetna raspodjela agenata m ne sadrzi
vecinski klaster. Tada je balansirana konfiguracija koja se nalazi w M, glo-
balno stabilna za sistem (5.11) za o < 0.

Dokaz. Prvo, uocimo da se sistem (5.11) moze napisati u sljede¢em
obliku (vidjeti [72]):

QJ(t) - O‘(Qjﬂ(t)(b - ﬂ(t))) ] =1... Na (517)

gdje je p(t) = (g)(t) = ﬁ > q; € B?* centroid roja.

Oblik (5.17) otkriva karakter srednjeg polja sistema (5.11). Djeluje kao
da agenti nisu povezani jedni s drugima, ali su u svakom trenutku vremena
povezani zajednickim pravcem na S®. Ovaj zajednicki pravac predstavlja
srednje polje i, naravno, zavisi od konfiguracije agenata i evoluira u vremenu.

Funkcija p = 1 — 7?2 > 0 se moze uzeti kao Lyapunova funkcija za sistem
(5.17). Minimum od p se postize vrijednoséu r = 1 sto odgovara sinhroniza-
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ciji. Deriviranjem p imamo ([72]):

| d . 2 . 2 -
p = @WI?:—Q(W+MM):——Z%"J’C_W i

N2
7k Ik
2a _ ~ 200 o
= W2 > Gilaenagr — i) - N2 > (Geigr — 1)g;
Ik Ik
2a o 2c _ _
TN (51 + pg;) N2 Z (@jakrar + Qefideg;)
J 7k
2a - 20 o 2a o o
= 2 @Rt ) = 5 D@+ pae) + 55 Y (@mdin + asfagi)
j k J
2a o o 2a0
= 5 2 @nain+ gngin) = =55y (1= cos*(4y)) > 0,
J J

gdje je ®; ugao izmedu tacke ¢; i pravca srednjeg polja (¢). Posljednja
nejednakost proizlazi iz @ < 0 i implicira da je p neopadajuc¢a. Shodno tome,
globalni parametar poretka r je monotono neopadajudi.

Dalje, lako je zapaziti da svaka konfiguracija s 1 > r > 0 ne moze biti
stabilna za sistem (5.17). Da bi to potvrdili, pretpostavimo da je odredena
konfiguracija s r > 0 ravnoteza za (5.17). Ocigledno je da svaka perturba-
cija ove konfiguracije koja smanjuje r odgovara nestabilnom pravcu sistema
(5.17). Prema tome, takva ravnoteza ne moze biti stabilna.

Konacno, zbog leme 5.2, sistem konvergira prema jedinstvenoj balansi-
ranoj konfiguraciji koja lezi u invarijantnoj podmnogostrukosti M,. Ova
balansirana konfiguracija je odredena pocetnom raspodjelom agenata: n =

{0:(0), ..., qn(0)}. O

5.3 Rojevi na 3-sferi s adaptivnim sinapsama

U ovom paragrafu proucavamo roj s adaptivnim (zavisnim o stanju) inte-
rakcijama na sferi S®. U narednom potparagrafu uvodimo specificno Hebbo-
vo pravilo ucenja koje dopusta privlacne i odbojne interakcije. Kao sto se
moze ocekivati, takav roj tezi bipolarnoj konfiguraciji. U potparagrafu 5.3.2
se proucava model s antihebbovim pravilom ucenja. Ovaj model omogucava
razlicite netrivijalne dinamicke rezime i ravnoteze u zavisnosti od broja age-
nata i parametara sistema. Algoritmi za koordinaciju na S* se mogu presli-
kati na algoritme na grupi 3D rotacija SO(3) pomoc¢u dvostruko pokrivajuceg
preslikavanja S* — SO(3). Ovo je ekvivalentno predstavljanju 3D rotacija je-
dini¢nim kvaternionima. Poznato je da ovakvo predstavljanje moze proizvesti
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neke specificne efekte, zbog toga sto dva antipodalna kvaterniona odgovaraju
istoj rotaciji. Medutim, u mnogim slucajevima takav pristup ima znacajne
prednosti u odnosu na konstruisanje metoda direktno na grupi SO(3). Na
kraju, u potparagrafu 5.3.3 nudimo nekoliko kratkih video zapisa kako bismo
vizualizirali razlicite dinamicke rezime na grupi SO(3).

5.3.1 Roj na S® s Hebbovim pravilom uéenja
Razmotrimo roj od N agenata koji se kre¢e na sferi S*:

N

Qj:azwjk(q]'Qij_(jk)> J=1...,N (5.18)
k=1

Ovdje, ¢;(t) je jedini¢ni kvaternion, koji opisuje polozaj j-tog agenta na S®.
Koeficijenti wj, u (5.18) se tumace kao jacine (tezine) interakcija izmedu
agenata. U ovom paragrafu ¢emo se pozabaviti slucajem kada interakcije
mogu biti bilo kakvih znakova (privla¢ne, odbojne ili vremenski zavisne). Ako
su wjy strogo nenegativne, sistem (5.18) obezbjeduje distribuirani algoritam
konsenzusa.

Sistem (5.18) se moze ekvivalentno zapisati u realnim koordinatama s

jedini¢nim vektorima z,(t),...,zy(t) € R*:
N
:i:j:aijk(:vk— (rj,xp)x;), j=1,...,N. (5.19)
k=1

Postoji nekoliko nacina za konstruisanje interakcija zavisnih o stanju u
skladu s Hebbovim pravilom ucenja. Kako bismo dobili neku ravnotezu
razlicitu od konsenzusa, uvodimo pravilo ucenja koje rezultira s privlacnim
i odbojnim interakcijama wj,. Razmotrimo roj koji je odreden sistemom
(5.18) s koeficijentima wj, koji uzimaju u obzir sljedeci sistem ODJ:

Wik = £(qiqk + qeq; — pwjk), p >0, j=1,N, k=1,N (5.20)

s pocetnim uslovima koji zadovoljavaju w;x(0) = wy;(0) za sve 1 < 5,k < N.
Ovo osigurava da su interakcije wjg(t) simetricne za svaki naredni moment
t>0.

Parametar £ u (5.20) se tumaci kao stopa ucenja.

Sistem (5.20) definise neku vrstu Hebbovog ucenja. Kako bi to razumjeli,
primjetimo da je kvaternionski izraz %(quk+quj) realan i jednak cos pji(t) =
(xj, k) (t), gdje je pjr(t) ugao izmedu jedinicnih vektora x;(t) i zx(t). Stoga
je ravnotezna interakcija wj, izmedu agenata j i k maksimalno privlacna
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Slika 5.1:  Model s Hebbovim ucenjem (5.18), (5.20) s N = 10 agenata.
Vrijednost parametra: ¢ = 0.2. Nulte pocetne vrijednosti za sinapse w;;(0) =
0 i slucajne pocetne vrijednosti za ¢;(0) smo birali u skladu s napomenom 5.9.
(a) Skalarni proizvodi (x;,x)) za neke j, ki (b) parametri poretka: globalni
parametar poretka (crna linija), parametar poretka za ugao ¢ (crvena linija)
i parametar poretka za ugao ¢ (zuta linija).

kada su agenti j 1 k poravnati (g; = gx). Obratno, interakcija je maksimalno
odbojna ako su agenti pozicionirani u antipodalnim tackama, q; = —q.

Nije iznenadujuce sto sistem (5.18), (5.20) zavrsava u bipolarnoj (anti-
podalnoj) konfiguraciji na S®. Na slici 5.1 prikazujemo evoluciju poparnih
kosinusa cos p;x(t) = (x;, zx)(t) za neke parove z;, xy.

Napomena 5.9. U svim simulacijama pocetni uslovi za stanja agenata
q1(0),..., gn(0) su slucajno izabrani iz uniformne raspodjele na S*. Inte-
rakcije su u pocetku podesene na nulu, w;,(0) = 0, za svako j, k, Sto znaci
da mreza ne postoji za t = 0.

Definicija 5.5. Konfiguracija agenata, takva da je
Q1= =Gm=—Gmi1 == —qn, gdjeje0 <m < N
se naziva bipolarna (ili antipodalna).

Napomenimo da skup bipolarnih konfiguracija ukljucuje sve konfiguracije

konsenzusa. Drugim rijecima, konsenzus je bipolarna konfiguracija za m =
N.

Propozicija 5.4. Skup bipolarnih konfiguracija je asimptotski stabilan za
model (5.18), (5.20).

Dokaz. Oznacimos X = (+z,...,+x) konfiguraciju bipolarne ravnoteze
s odgovarajué¢im interakcijama W = (£1,...,%1). Dimenzije vektora X i
W su 4N i N? — N respektivno.
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Zapisimo linearizaciju od (5.19), (5.20) oko tacke (X, W):
X=LX+TW +D(X)X, W =PX+MW+GX)X.

Tada je matrica linearne aproksimacije od (5.19), (5.20) u okolini tacke

(X, W):
L T
1= (P M)'

Ovdje, T = %(X,W),M = %(X,W), gdje su f i g desne strane od
(5.18) 1 (5.20):

N N
HXGW) = a)  wingiang; — Ge) = Y wiel(a — (x5, 2x)5)
k=1 k=1

9ik(X, W) = e(qiqr + Grea; — pawge) = €(2(25, 2x) — pawi)-
Jednostavno deriviranje daje:

df;

8wjk

= a(x; — (T, x5)28) .

Ovaj izraz je jednak nuli kod bipolarne konfiguracije, kada je x; = £y, te

je:
of v « -
——(X,X) =0, zasve jik.
8wjk

Takoder, deriviranjem g:

Ogj | —ep, if j = s, k=1
wg 0, inace.

Otuda, matrica 7" se sastoji od nula i M je (N* — N) x (N? — N) dijagonalna
matrica s dijagonalnim elementima — .
Karakteristi¢ni polinom matrice J glasi:

det(L — tI) det(M — tI) = det(L — tI)(—p — t)N"~N.

Iz toga slijedi da je antipodalna ravnoteza (X, W) za (5.19), (5.20) sta-
bilna kada je X stabilna ravnoteza za (5.19) s odgovarajuéim interakcijama
wj = E£1 za svako j i k.

Da bismo zavrsili dokaz, pozivamo se na rezultate [18, 72] koji kazu da
je antipodalna konfiguracija asimptotski stabilna ravnoteza za (5.19) ako su
interakcije wj, simetricne. g
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Slika 5.2:  Model s antihebbovim ucenjem (5.18), (5.21) s N = 4 agenata.
Vrijednost parametara: ¢ = 0.2, u = 2. Pocetne vrijednosti su objasnjene
u napomeni 5.9. (a) Skalarni proizvodi (z;,zx) za neke 7,k i (b) parametri
poretka: globalni parametar poretka (crna linija), parametar poretka za ugao
@ (crvena linija) i parametar poretka za ugao 7 (zuta linija).

5.3.2 Roj na S® s antihebbovim pravilom uéenja

U ovom potparagrafu razmatramo model (5.18) s malo modifikovanim
pravilom za dinamiku sinapsa:

Wik = £(— (G + qrg;) — pwjx), p >0, 3=1,N, k=1,N. (5.21)

Kao u potparagrafu 5.3.1, ponovo pretpostavljamo da su pocetni uslovi
w;ik(0) simetricni, osiguravajuci da je wjx(t) = wy;(t) za svako t > 0.

Sistem (5.21) definise pravilo koje je u izvjesnom smislu suprotno od
Hebbovog: interakcija izmedu dva agenta postaje odbojna kada su njihova
stanja dovoljno blizu.

Antihebbov model (5.18), (5.21) pokazuje raznovrsne konfiguracije ravno-
teza i dinamicke rezime zavisno od parametra p 1 broja agenata N. Iz tog
razloga je teze dobiti neke teorijske rezultate. Pocnimo s nekim numerickim
simulacijama za razliciti broj agenata N.

Slucéaj A: N <4 agenata Ovaj slucaj je veoma jednostavan: roj evoluira
prema konfiguraciji u kojoj sve interakcije wj, nestanu. Takav razmjestaj se
postize kada je sistem vektora x,...,xy ortonormalan. Slika 5.2 ilustrira
evoluciju 4 agenta prema ovoj stabilnoj konfiguraciji.

Slucaj B: N =5 agenata Za N = 5 situacija je zapetljanija. Agenti teze
da zauzimaju sistem ortonormalnih vektora na S*, tako da sve interakcije wy
nestanu. Medutim, takva konfiguracija nije moguca, s obzirom da dimenzija
ambijentalnog prostora nije dovoljna i postoji jedan suvisan agent. Dakle, oni
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Slika 5.3: Model s antihebbovim ucenjem (5.18), (5.21) s N = 5 agenata.
Vrijednost parametara: ¢ = 0.2, u = 2. Pocetne vrijednosti su objasnjene
u napomeni 5.9. (a) skalarni proizvodi (z;,zx) za neke j, k i (b) parametri
poretka: globalni parametar poretka (crna linija), parametar poretka za ugao
@ (crvena linija) i parametar poretka za ugao 7 (zuta linija).
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Slika 5.4: Model s antihebbovim ucenjem (5.18), (5.21) s N = 5 agenata.
Vrijednost parametara: ¢ = 0.2, u = 1. Pocetne vrijednosti su objasnjene
u napomeni 5.9. (a) skalarni proizvodi (z;,zx) za neke j, k i (b) parametri
poretka: globalni parametar poretka (crna linija), parametar poretka za ugao
¢ (crvena linija) 1 parametar poretka za ugao ¢ (zuta linija).

traze kompromis, a ako interakcije mogu biti dovoljno slabe, taj kompromis
postaje stabilan.

Na slici 5.3 prikazujemo evoluciju prema stabilnoj konfiguraciji kada je
parametar p dovoljno velik.

Zapravo, za svako p > po ~ 1.39 se postize ista konfiguracija stabilne
ravnoteze (s kosinusima svih uglova izmedu vektora koji su jednaki +0.25).

U cjelini, simulacije sugerisu da za bilo koje p > 1.39 postoji u sustini
jedinstvena (do rotacije na S® i renumeracije agenata) stabilna ravnoteza.

Za 1 < 1.39 ova ravnoteza je nestabilna i cijeli sistem oscilira. Ovo je
ilustrirano na slici 5.4. Dakle, dok se ; smanjuje, sistem prolazi osciliraju¢om
bifurkacijom za p = 1.39.
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Slika 5.5: Model s antihebbovim ucenjem (5.18), (5.21) s N = 6 agenata.
Vrijednost parametara: ¢ = 0.2, u = 2. Pocetne vrijednosti su objasnjene
u napomeni 5.9. (a) skalarni proizvodi (z;,zx) za neke j, k i (b) parametri
poretka: globalni parametar poretka (crna linija), parametar poretka za ugao
@ (crvena linija) i parametar poretka za ugao 7 (zuta linija).
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Slika 5.6: Model s antihebbovim ucenjem (5.18), (5.21) s N = 6 agenata.
Vrijednost parametara: ¢ = 0.2, u = 1. Pocetne vrijednosti su objasnjene
u napomeni 5.9. (a) skalarni proizvodi (z;,xx) za neke j, k i (b) parametri
poretka: globalni parametar poretka (crna linija), parametar poretka za ugao
¢ (crvena linija) 1 parametar poretka za ugao @ (zuta linija).

Slucéaj C: N = 6 agenata Model s 6 agenata ima bifurkacionu vrijednost
1 priblizno u 1.59. Za p > jiy sistem tezi stabilnoj ravnotezi. Postoji bitna
razlika s prethodnim slucajem: ova ravnoteza nije jedinstvena, a konacna
konfiguracija zavisi od pocetnih uslova. Drugim rijecima, sistem s 6 agenata
i > py = 1.59 je multistabilan, s nekoliko (bitno drugacijih) stabilnih
ravnoteza. Konvergencija prema jednoj stabilnoj konfiguraciji je prikazana
na slici 5.5.

Za j < py sistem pokazuje oscilatorno ponasanje, vidjeti sliku 5.6.

Sumirajuc¢i gore navedenu diskusiju, rezultati simulacija ukazuju da ¢e
agenti posti¢i kompromis ako je parametar p dovoljno velik. Drugim rijecima,
za dovoljno veliko i postoji ili jedna jedinstvena (modulo 4D rotacije i re-
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numeracija agenata) stabilna ravnoteza (kada je N = 5) ili nekoliko bitno
razlicitih stabilnih ravnoteza (kaois V = 6 agenata). Sljedeca teorema tvrdi
da ovo vazi za proizvoljan broj agenata.

Teorema 5.4. Za dovoljno veliko p sistem (5.18) s antihebbovim pravilom
ucenja (5.21) tezi stabilnoj stacionarnoj ravnotezi.

Zbog jednostavnosti ¢emo raditi s realnim vektorima x,...,xxN 1 siste-
mom u obliku (5.19).
Prvo, definisimo vektore:

aj:ijk:vk, J=1,...,N.
k#3

Vektor a; se moze tumaciti kao ukupan uticaj na agenta j od svih drugih
agenata.
Zamjenjujuéi a; u (5.19) dobivamo:
Ty = a; — (a;, 2;)T;.

N
Definisimo kineticku energiju sistema: E(t) = 1 > |@;(¢)[%

j=1
Uzimajudi u obzir da su z; jedinicni vektori, lako je provjeriti da je E(t) =

%Zj«i‘j)aﬁ'

Zapisimo sistem (5.21) s realnim vektorima:
Wik = —{(xj, Tk) — pwjk, p > 0. (5.22)
Za dokaz teoreme nam je potrebna sljede¢a lema:
Lema 5.4. Za dovolyno veliko p vryedi:
N N
SN k() < B(t) + e(t),
j=1 k=1
gdje je e(t) diferencijabilna funkcija koja konvergira nuli kada t — oo.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati lemu 5.4. Da pojednostavimo obiljezavanje,
neka je: b(t) = —(xj, xx)(t), x(t) = wjr(t). Tada je jednacina (5.22) napisana
kao

T =0b(t) — px.
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Rjesenje ove ODJ-e je napisano kako slijedi

t
—p [dr
S

x(t) = x2(0)e © +/b(s)e ds =

0
t t

x(0)e M + /b(s)e"‘(t_s)ds = z(0)e ™ e / b(s)etds =

0 0

(koristedi integraciju po dijelovima) =
t

x(0)e " + le"‘t b(t)e!" — b(0) — /b’(s)e“sds =

1
0

1 1 —put / / us —pt _l
;b(t)— ;e O/b(s)e ds + e " (x(0) 'ub(O)).

Mnozenjem ove jednakosti s 1 dobivamo

t

px(t) — b(t) = —e_"t/b’(s)e"sds + €(t),

0

gdje €(t) oznacava funkciju koja konvergira nuli kada t — oo.
Uzimajudéi limes kada t — oo i koriste¢i LL’Hospitalovo pravilo dobivamo
b (t)er b'(t)

px(t) —b(t) — — = - , kada t — oo.
et 1

Procjena kvadrata gore navedene jednakosti je

N0k

(a(t) — 0(t)) 3
1

+ €(t).

Vrac¢anjem nazad na originalno obiljezavanje imamo

(e(t) = b(t))* = (pwse(t) + (x5, ) (1))* =
d

li)jk(t)2 _ (_t<xjju12'k>(t)) +€(t).
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Sada je lako provjeriti da (%(x]-, xk>(t))2 < cE(t) za neku pozitivnu konsta-
ntu c. Zaista:

d 2 . . .
(dt <5'3],33k>(t)> = (&g, xp)® + (x5, 2k)° + 2(25, 2p) (25, Tp) <
2512 Joe]® + |ay]? - del® + 205 - k] - ] - ae| =

51 4 [l + 20a5] - il < e sl = eB(t).

J

Dakle,
1 d 2 cN?
DD uh = 2 > <%<x]~,xk>(t)> +e(t) < FE(t) + €(t)
J ok J k
i za dovoljno veliko p: 7. 37, w% < E(t) + ¢(t). O

Dokaz. Da bi se dokazao teorem 5.4 razmotrimo sljedec¢u funkciju:

N N N
=2t b gud D w
j=1 j=1 k=1
Deriviranjem F'(t) duz trajektorija od (5.19), (5.22) se dobija:
d . : ,
= D o)+ ) (g ag) ) Y wiktie =
J J J k
D g ag) YD wpwidn) + Y Y (k) —
J J ok J ok
MZZ@UM%,M) - MQZZ@U?% =
ik ik

MI'—‘

Z (5, 5) Z ZwaxJ’xk Z<Z W T, The)—
k J
MZ Zwijj’xk —H Zzw?k:
J k
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(koristedi (5.22) i simetricnost interakcija wjx(t) za svako t)

Z 5,5 +Z vk, +ZZ (@ k) — pwse) (@j, 2) =
Mzk: ijkxj,xk — 1 sz:wjk = 22 i, 00)—
I NOETIN ST TR
,ﬁjz zk:w]?k = 4B(t) — Z Zk]xj,x]k)?
2ui2wjk<wj,wk> - u;ZZW?k =
ZZ (x;, ) ],uw]k 2= 4Bt ZZw

Kineticka energija F(t) je nenegativna funkcija. Primjenjujuéi lemu 5.4
dobivamo da %F(t) > 3E(t) + e(t) > e(t) gdje ¢(t) — 0 kada t — oo.
Dalje, funkcija F'(t) je ogranicena, jer

FOI< 1Y (o +pl )Y wi] =
J i %
DY wilrg )+ pl >0 whl <O (lwi] + pavdy)
7 k 7 k 7 k

i funkcije wji(t) su ogranicene kao rjesenje od (5.22) za p > 0.

Otuda, F'(t) > €(t) i |F(t)| < ¢, te zakljucujemo da F'(t) — 0 kada
t — oo.

Sada imamo da 3FE(t) +¢(t) < F'(t) - 0 kad t — oo i E(t) > 0. Dakle,
E(t) — 0 i sistem tezi stacionarnoj ravnotezi kada t — oo. O

5.3.3 Primjene i vizualizacija

Kao §to je naglaseno u uvodu, geometrija sfere S? je ¢ini veoma pogodnim
osnovnim prostorom za izradu algoritama konsenzusa i koordinacije. Ovo
ukazuje na to da je u mnogim slucajevima korisno konstruisati algoritme na
rotacijskim grupama SO(3) i SO(4) koriste¢i grupne homomorfizme od S3.
Ovo se postize pokretanjem simulacija na S* i preslikavanjem trajektorija
svih agenata iz S* na SO(3) (i od S* x S na SO(4)). Poznato je da u
nekim situacijama ovaj pristup moze uzrokovati nezeljene efekte. Na primjer,
bipolarna konfiguracija na S* odgovara konsenzusu na SO(3).
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U dodatnim materijalima rada [26] se mogu vidjeti nekoliko kratkih video
zapisa koji ilustruju razlicite dinamicke rezime u rojevima s 5 i 6 agenata s
antihebbovim pravilom ucenja (5.21). Ovi video zapisi se dobijaju preslika-
vanjem trajektorija iz S® na SO(3).

Prva dva video zapisa ilustruju konvergenciju prema konfiguracijama ra-
vnoteze s 5 1 6 agenata respektivno. Vrijednost parametra u obje simulacije
je = 2.

Dalje, ilustrujemo oscilatorne rezime koji se javljaju kada je p ispod praga
bifurkacije. Trec¢i i cetvrti video zapisi pokazuju oscilatorno ponasanje u
rojevima s 51 6 agenata respektivno. Vrijednost parametra je podeSena na

pn=1.
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Glava 6
Zakljucak

Nakon pionirskog rada Kuramoto od 1975., mnogobrojna istrazivanja
velikih populacija povezanih oscilatora su dovela do izvanrednog napretka
[52]. Bolje objasnjenje dinamike i kolektivnog ponasanja povezanih oscila-
tora otkriva neocekivane veze s nekim vaznim matematickim teorijama. U
drugoj glavi smo predstavili odredene relacije izmedu direkcione statistike
i kolektivne dinamike povezanih oscilatora. Pokazali smo da je Kato-Jones
raspodjela, zajedno s umotanom Cauchyjevom i von Misesovom raspodjelom
relevantna u proucavanju povezanih oscilatora. Pretpostavili smo da bi se
ove raspodjele mogle pojaviti u ¢elijskom ciklusu razmnozavanja i predlozili
da se to eksperimentalno provjeri. Nadalje, demonstrirali smo kako se unimo-
dalna simetri¢na raspodjela moze transformisati u bimodalnu i asimetri¢nu
pod efektom veze srednjeg polja. Precizirali smo koji efekti u vezi mogu biti
odgovorni za promjene u modalnosti i asimetri¢nosti. Zatim, koriste¢i ana-
lizu iz rada [50], objasnili smo neke moguée dugotrajne evolucione scenarije
fazne raspodjele koji su pod uticajem srednjeg polja.

U ovoj disertaciji se koristi bogata matematicka teorija vezana za Mobi-
usove transformacije, ukljucujuéi klasicne koncepte kompleksne analize, pro-
jektivne geometrije i algebre. Koriste¢i ove matematicke alate, u trecoj glavi
smo predlozili konceptualni okvir za karakterizaciju kompleksnih mreza tre-
tirajuéi je kao mrezu povezanih oscilatora (gdje su évorovi oscilatori, a grane
su veze izmedu oscilatora). Svakoj kompleksnoj mrezi N smo pridruzili dvije
slucajne promjenljive X i Y. Njihove raspodjele sadrze vazne informacije o
samoj mrezi N i njenim podmrezama. Mi ne znamo te raspodjele, ali moZemo
koristiti Monte Carlo metod za generaciju empirijskih funkcija gustoce vje-
rovatnosti. Nadalje, pokazali smo da grupa Mobiusovih transformacija moze
posluziti kao adekvatan matematicki objekat za opisivanje srednjih polja u
mrezama povezanih oscilatora i detekciji zajednica u kompleksnim mrezama.

U cetvrtoj glavi uvodimo neabelov model Kuramoto (4.4) identi¢nih uo-
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pstenih oscilatora na sferi S* s globalnom vezom. Jednacine u ovom modelu
su kvaternionske Riccatijeve diferencijalne jednacine (ili, ekvivalentno, ma-
tricne Riccatijeve diferencijalne jednacine na grupi SU(2)). Tada populacija
evoluira pod dejstvom grupe Mobiusovih transformacija koje ¢uvaju S3. Ovo
je teorijsko objasnjenje za niskodimenziono ponasanje u modelu. Vjerujemo
da znacajna vrijednost ovog modela lezi u potencijalnim primjenama u ma-
tematici, masinskom ucenju, obradi podataka, robotici, itd. Za razlicite pri-
mjene potrebno je razmotriti razlic¢ite varijacije modela bez pretpostavke da
je veza globalna i/ili da su uopsteni oscilatori identicni. U istoj glavi smo
predlozili novi algoritam za klasteriranje podataka koji je zasnovan na si-
nhronizaciji u neabelovim modelima Kuramoto. Predstavili smo metod koji
odgovara modelu na SU(2) pod pretpostavkom da se podaci predstavljaju s
ne vise od 6 atributa. Za podatke ¢ija je dimenzija ve¢a od 6 se mozda moze
koristiti model na SU(n). Ova ideja je pogodna za hijerarhijsko klasteriranje
jer je zasnovana na hijerarhijskoj prirodi procesa sinhronizacije. Takoder, nas
pristup se moze koristiti za klasteriranje skupa podataka koji se sastoji od
objekata oznacenih vektorom atributa zajedno s relacionim odnosima, koji
predstavljaju (eventualno viseslojnu) mrezu.

U petoj glavi smo proucavali konsenzus i antikonsenzus na 3-sferi kao
zadatke globalne optimizacije. Odgovaraju¢i algoritam gradijentnog spuska
je neabelov model Kuramoto na S*. Ovo zapaZanje nam je otvorilo malo
drugaciji uvid u neke prethodne rezultate i takoder omogucéilo da dokazemo
neke nove rezultate u vezi s konsenzusom i balansiranjem nad kompletnim
grafom. Na ovaj nacin smo popunili neke praznine u postojecoj teoriji. Ko-
nkretno, dokazali smo da ¢e roj na S* pod protokolom antikonsenzusa ko-
nvergirati prema balansiranoj konfiguraciji. Stavige, ova balansirana konfi-
guracija je jedinstveno (do rotacije na S?) odredena pocetnom raspodjelom
agenata. Kljucna pretpostavka je odsustvo vecinskog klastera u pocetnoj ra-
spodjeli agenata. Ovo otkriva neocekivanu relaciju s konstrukcijom Douady-
-Earlea [29] koja se §iroko istrazuje i koristi u ovoj glavi.

U nastavku iste glave smo uveli i analizirali nekoliko modela dinamike roja
na sferi S? s adaptivnim (zavisnim o stanju) interakcijama izmedu agenata.
Jednacine koje opisuju dinamiku interakcija su varijacije klasicnog Hebbo-
vog principa iz nauke o neuronima. Proucavali smo asimptotsko ponasanje u
modelima s razlic¢itim realizacijama Hebbovog i antihebbovog pravila ucenja.
Roj s Hebbovim pravilom i nenegativnim (privlacnim) interakcijama evolu-
ira prema konsenzusu. Ako Hebbovo pravilo dozvoljava privlacne i odbojne
interakcije, roj konvergira prema bipolarnoj konfiguraciji. Najinteresantniji
je model s antihebbovim pravilom ucenja s privlacnim i odbojnim interakci-
jama. Ovaj model prikazuje bogat izbor dinamickih rezima i stacionarnih
formacija, koji zavise od broja agenata i parametara sistema. Dokazali smo
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da model s takvim antihebbovim pravilom evoluira prema stabilnoj stacio-
narnoj konfiguraciji ako je parametar sistema iznad odredenog praga bifu-
rkacije. Naglasimo da vecina teorijskih rezultata u ovoj glavi vrijede za bilo
koju sferu S™, a ne iskljucivo za S*. Fokusirali smo se na S3, jer je ovaj
konkretan slucaj od posebnog znacaja u primjenama.
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