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Izvod teze

U tezi predstavljamo asimptotski metod za izu¢avanje evolucije 1 interak-
cije nelinearnih talasa u slucaju jednacina koje se ne mogu eksplicitno rijesiti.
Pod pojmom nelinearni talas imamo u vidu rjesenje nelinearne jednacine sa
lokalizovanom " brzom” varijacijom, to jest, skok ili ¢ distribuciju u ¢ijoj nekoj
okolini nema drugih singularnih djelova. Najtipi¢niji primjeri ovakvih talasa
su solitoni u jednacini sa malom disperzijom (KdV jednacina i (regularizo-
vani) udarni talasi u skalarnom zakonu odrzanja perturbovanom nestajuc¢om
viskoznoséu. Nas asimptotski metod zasnovan je na proceduri u kojoj se
nelinearnim talasima pridruzuje funkcija koja zavisi od vremena, a ima vri-
jednosti u prostoru distribucija D'(R.).

Uopste govoredi, kada koristimo asimptotski metod konstruiSemo rjesenje
(bolje reci funkciju) koja zadovoljava jednacinu do na neku veli¢inu. Za ovu
velicinu kazemo da je mala ako u smislu neke norme zadovoljava ocjenu O(c®)
gdje @ > 01 — 0. Najcesce se koristi norma prostora C*. '

Metod koji ovdje predstavljamo zove se slabo asimptotski metod. Mozemo
ga shvatiti kao neku vrstu uopstenja metoda is¢ezavajuce viskoznosti jer nase
asimptotsko rjesenje porada izvjesnu malu veli¢inu na desnoj strani jednacine
(kao u slucaju metoda iScezavajuce viskoznosti s tom razlikom sto ovdje
nemamo konkretan oblik terma na desnoj strani). Medutim, oblik naSeg
aproksimativnog rjeSenja je mnogo prostiji od oblika rjesenja koje se dobija
ukoliko se koristi metod iScezavajuce viskoznost. Na primjer, u slabo asimp-
totskom metodu, aproksimativno rjesenje tipa udarnog talasa za skalarni
zakon odrzanja (kakvi se razmatraju u tezi) imamo u obliku sume glatke
funkcije 1 glatke funkcije pomnozene aproksimacijom Heavisideove funkcije.
Dakle, da¢emo formulu koja je validna duz cijele vremenske ose, koja je
jednostavne forme, a koja dobro aproksimira standardno slabo rjesenje pos-
matrane jednacine. Korak koji uprostava proces konstrukcije asimptotskog
rjeSenja je veoma jednostavan; umjesto da trazimo da odstupanje od jed-
nakosti lijeve i desne strane u posmatranoj jednacini bude malo u standard-
nom D'(R* x R) smislu, taziéemo da ono bude malo u smislu 7’(R%) (t.j.
u smislu prostora funkcionala nad test funkcijama koje zavise samo od pros-
torne promjenljive z). Kao Sto ¢emo vidjeti u tekstu teze, ova trivijalna
modifikacija dopuSta nam da problem opiivanja interakcije nelinearnih ta-
lasa svedemo na rjesavanje nekog sistema obicnih diferencijalni jednacina
(umjesto rjesavanja parcijalnih diferencijalnih jednacina).

U tezi ¢emo pokazati kako se koristi slabo asimptotski metod za opisivanje



interakcije dva udarna talasa. Naravno, ovo nije njegova jedina primjena.
On se pokazao efikasnim u slu¢aju mnogih jednac¢ina kao i sistema jednacina
u kojima se pojavljuju nelinearni fenomeni. Mnogi problemi nerijeSeni su
upravo iz tog razloga $to ne znamo odgovarajué¢i mehanizam kojim bismo
opisali proces prelaska rjesenja iz glatkog u prekidno stanje. Slabo asimp-
totski metod nam u mnogim slucajevima razrjesava ovu situaciju. U stvari,
on nam omogucava da neprekidno pratimo pomenuti proces. Zahvaljujuci
tome, u slucaju skalarnog zakona odrzanja (koji se razmatra u tezi) izbjegli
smo koristenje dodatnih uslova (uslovi dopustivosti) koji nam obezbjeduju
jedinstvenost rjesenja date jednacine i poslije trenutka u kom rjesenje izgubi
glatkost.



SUMMARY

In the thesis we present an asymptotic method for studying the evolntion
and interaction of nonlincar waves in the "nonintegrable” case. By nonlinear
waves we mean solution of nonlinear equation with localized "fast™ variation
(i.e. it is singular part of the solution in whose neighborhood there are no
other singular parts). The most typical examples of such waves are solitons of
equations with small dispersion (KdV equation) and smoothed shock waves
in equation with small viscosity (perturbed scalar conservation law). Our
asymptotic method is based on the procedure in which nonlinear waves are
assigned functions of the time variable with values in the space of generalized
functions D'(R.).

Generally speaking. by using asymptotic methods one constructs approx-
imate solution which obey equations up to small terms. The discrepancy is
said to be small if, in the sense of some norm. it admits the estimate O(=")
where o > 0 and = — 0 is a small parameter. The norm in the space C* is
used the most often. The small parameter = can be contained in the solution
as well as in the equation. The solution is sought in the form which depends
on the method.

The method presented here we call the weak asymptotic method. It
can be understand as some kind of generalization of the vanishing viscosity
approach since our asymptotic solution bears some small term on the right-
hand side of the equation. Still, the form of our solution is much more simpler
then the form of the solution at vanishing viscosity approach. For instance, in
the weak asymptotic method, the shock wave type approximate solution for
the scalar conservation law (which is considered in the thesis) we have in the
form of the sum of smooth function and the smooth function multiplied by the
Heaviside function approximation. The step which simplified the process of
constructing the asymptotic solution is rather simple; instead of the demand
discrepancy to be small in the (standard) D'(R* x R) sense, we demand it
to be small in the sense D'(R!) (i.e. in the sense of the space of functionals
over test functions depending only on the space variable z). As we have seen,
this rather trivial modification allows us to reduce the problem of describing
interaction of nonlinear waves to solving some system of ordinary differential
equations (instead of solving partial differential equations).

In Section 2 we gave basic notions concerning conservation laws and we
made an overview of the papers and publications concerning our subject.

In the framework of the weak asymptotic method we presented formulas



we used to describing arising of singularities as well as the interaction of
the singularities (Section 3). We also described transformation of smooth
decreasing initial data in the case of the Hopf equation (Section 4) and we
gave two methods for constructing smooth approximating solution of convex
scalar conservation law with decreasing initial condition (Section 6. 7 and 8).



Predgovor

U disertaciji predstavljamo metod za izuc¢avanje interakcija i formiranja
nelinearnih talasa. Primjeri ovakvih interakcija su mnogobrojni, javljaju se
u slucéaju svih nelinearnih evolutivnih procesa. Interesantno je analizirati
interakcije izmedu dva solitona (KdV jednacina [17]), udarna talasa. slaba
diskontinuiteta (skalarni zakon odrzanja [4]. [5]. [6]. [7]) ili dva singularna
delta talasa kao i dva delta talasa (sistemi hiperbolickih zakona odrzanja
(16)).

Ovdje éemo opisati metod koji na relativno elegantan nacin rjeSava prob-
lem odredivanja glatke po vremenu aproksimacije rjesenja skalaranog zakona
odrzanja sa konveksnom nelinearno$cu i opadajuéim pocetnim uslovom. Prije
nas, bar po nasim saznanjima. ovo je radio A.M.Il'in [15]. U slicnom smjeru
nastavio je i u nedavnom radu [23]. Takodje je i bio mentor kandidatske

Tekst je, iskljucujuci predgovor. uvod i formule koje ¢emo koristiti. podi-
jeljen u tri velika dijela.

Tema prvog dijela je Hopfova jednacina (trece poglavlje). Istrazi¢emo in-
terakcije medu singularitetima koji se javljaju ili postoje u slu¢aju odredenih
pocetnih uslova. Ispitaéemo interakcije izmedu kako slabih tako i jakih
diskontinuiteta. Na kraju. to éemo iskoristiti za nalazenje slabo asimptotskog
rjeSenja proizvoljnog Cauchyevog problema za datu jednacinu.

U drugom dijelu razmatramo proizvoljan skalarni zakon odrzanja sa kon-
veksnom nelinearnoséu (peto poglavlje). Glatko po vremenu ¢emo opisati
interakcije medu jakim diskontinuitetima i glatko po vremenu opisati trans-
formaciju dio po dio konstantnog pocetnog uslova.

U treéem dijelu razmatramo problem iz drugog dijela. Glatko po vremenu
opisujemo prelazak rjesenja iz neprekidnog u prekidno stanje (Sesto i sedmo
poglavlje).

Generalno, postoji razlika u pristupu izmedu prva dva i treéeg dijela.
U prva dva dijela, problem rjesavamo tako Sto prvo cijeli pocetni uslov
aproksimiramo odgovarajuéim funkcijama i posmatramo njegovu transfor-
maciju , dok u drugom dijelu pocetni uslov aproksimiramo samo u “na-
jkritiénijim” djelovima, a zatim posmatramo promjene tako transformisane
pocetne funkcije.

Preciznije, disertacija sadrzi sljedece djelove.

U prvom poglavlju uvodimo osnove poznate teorije koje se ticu zakona
odrzanja. Takode pravimo poredenje sa dosadasnjim rezultatima koji se ticu



problema nalazenja glatkog po vremenu asimptotskog rjesenja skalarnog za-
kona odrzanja.

U drugom poglavlju navodimo osnovne formule i teoreme vezane za metod
koji éemo primjenjivati.

Cilj treéeg poglavlja je rjesavanje Hopfove jednacine sa proizvoljnim opa-
dajuéim pocetnim uslovom. Pocetni uslov aproksimiramo poligonalnom lini-
jom i analiziramo transformaciju tog poligona. U nekoliko potpoglavlja daju
se standardni primjeri interakcija talasa nastalih kao posljedica transfor-
macije poligona duz trajektorija odredenim jednacinom koju analiziramo.
Pokazujemo da je dobijeno rjesenje u L' smislu blizu taénog dopustivog
slabog rjesenja razmatranog problema [4].

Cetvrto poglavlje posveceno je dokazu moguénosti odgovarajuceg rabi-
Janja x ose tj. dokazu postojanja odgovarajuce aproksimacije pocetnog uslova.

U petom poglavlju analiziramo proizvoljan skalarni zakon odrzanja sa
konveksnom nelinearnoséu. Pocetni uslov aproksimiramo regularizovanim
Heavisideovim funkcijama i pratimo njegovu transformaciju. Dat je i dokaz
da je moguce napraviti takvu aproksimaciju tako da nijedna tri udarna talasa
ne interaguju istovremeno [5].

Sestom poglavlje je najznacajnije u tezi [6]. Razmatra se skalarni zakon
odrzanja sa, kako smo ga nazvali, jednostavnim pocetnim uslovom. Funkci-
jom koja je glatka po vremenskoj promjenljivoj opisujemo formiranje udarnog
talasa. Ovo ¢emo iskoristiti u naredno poglavlju da dobijemo slabo asimp-
totsko rjesenje razmatrane jednacine sa proizvoljnim pocetnim uslovomn.

Sedmo poglavlje daje opis transformacije standardnih pocetnih uslova
koje ¢emo koristiti za rjeSavanje skalarnog zakona odrzanja sa proizvoljnom
opadajuéim pocetnim funkcijom [7]. Primijenjujemo dobijene rezultate da
opiSemo rekurzivnu proceduru koja nam daje glatko po vremenu asimptotsko
rjeSenje razmatranog problema. Na kraju, dokazujemo da dobijeno aproksi-
mativno rjeSenje konvergira upravo dopustivom slabom rjeSenju posmatranog
skalarnog zakona odrzanja sa opadaju¢om pocetnom funkcijom.

Konaéno, zelim da se zahvalim svima koji su pomogli u izradi ove dis-
ertacije. Prije svih, rukovodiocu projekta, Vladimiru Grigorjevicu Danilovu,
a zatim, u tek malo manjoj mjeri. profesorima Stevanu Pilipovi¢u i Marku
Nedeljkovu. Takode je nezaobilazno pomenuti Prirodnomatematicki fakultet
u Podgorici koji mi je omoguéio da provedem dvije godine u Moskvi gdje sam
uradio veéinu ove disertacije, posebno mentora profesora Milojicu Ja¢imovica
koji mi je sve vrijeme pruzao podrsku i razumijevanje.
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1 Uvod i napomene iz klasi¢ne teorije
Definicija 1. Za kvazilincarnu parcijalnu diferencijalnu jednaéinu prvog reda:
Lu=u+ (f(u),=0,z€R, t>0. (1)
kazemo da je hiperbolicka sa konveksnom nelincarnoséu ako vazi
f"(z) >0, z€eR.

Jednaédinu za ovim osobinama zovemo i skalarni zakon odrzanja sa konvek-
snom nelinearno$éu. Kako je jednac¢ina (1) parcijalna diferencijalna jednacina
prvog reda, njeno klasiéno rjeSenje mozemo traziti pomocu sistema karakter-
istika.

Definicija 2. Karaktcristika jednacine (1) pridruzena njenom neprekidno
difcrencijabilnom rjesenju u je funkeija x = z(t) koja zadovoljava jednacinu
T = f'(u(z(t),t))-

Svakoj karakteristiki mozemo pridruziti diferencijalni operator

Odavdc i na osnovu (1) vidimo da vazi ‘fl—? = 0 na karaktcristici z(t) $to znadci

da je funkcija u konstantna duz karakteristika. Dakle,
z(t) = f'(u(z(t),t))t + const. = f'(u(z(0),0))t + const. (2)

Konstanta u prethodnom izrazu odreduje sc iz poéctnog uslova z(0) = zg €
R. Gceometrijski, relacija (2) zajedno sa ¢injenicom da u(z(t),t) = const.
znaci da je oblast R x R* ispunjena pravama duz kojih je funkcija u kon-
stantna. Mcdutim, datc prave nisu paralelne (osim u sluéaju lincarnce parci-
jalne diferencijalne jednacine) Sto znaci da se, u opsem slu¢aju, mogu presjeci.
Kako svaka prava nosi razlicitu informaciju o vrijednosti rjesenja dolazimo
u situaciju da u tacki presjcka funkcija u uzima dvije vrijednosti. Ovakav
dogadaj naziva sc "gradijentna katastrofa” i u tom trenutku rjeSenje gubi
glatkost.

Dakle, 1 u sluéaju nckih beskonacno diferencijabilnih poéetnih funkceija
up(z) rjesenje u(t, x) je glatka funkcija samo do nckog trenuta t = T, dok je
grani¢na vrijednost -

uw(T,r) = lim u(t,x)

t—T—

3



je dio po dio glatka funkcija sa prekidima prvog reda. Upravo je ovo mo-
tivacija za uvodjenje prekidnih funkeija kao rjeSenja razmatranog problema.
Prirodan nacin da sc ovo uradi je koristedi teoriju distribucija. U tom smislu
uvodimo:

Definicija 3. Funkcija u(t, z) je slabo rjesenje jednacine (1), sa pocetnim
uslovom

u(z,0) = ug(z), z€R, (3)

ako za svaku funkciju n(z,t) € C3(R x R*) vazi:

j- / [un, + f(u)n.)dzdt + J/r uo(z)n(z,0)dz = 0. (4)
R JR* R

Mecdutim, kako pokazuje sljedeéi primjer, ovakav koncept ne obezbjeduje
jedinstvenost rjesenja problema (1), (3):

Primjer 4. Posmatrajmo Hopfovu jednacnu:

1
0wtz )+ 0. (31@.1)) =0 5)
sa pocetnim uslovom:
-1
u(z,0) = I , =<0
| L, =z>0

Slabo Tjesenje ovog problema je svaka funkcija koja pripada familiji:

(—1, —co<z<—t
¥, —t<zs—at
—a, —at<z<0

a, O<z<at
E aot<zXlt
. t<xr< o0,

pri ¢cmu je a proizvoljni broj u intervalu [0, 1]. Prethodni primjer pokazuje
da jc potrebno uvesti dodatne uslove koje bi rjesenje trebalo da zadovoljava
da bi sc dobila njegova jedinstvenost.



Ovi uslovi mogu sc dobiti odredivanjem svojstava klasiénog rjesenja koja
sc¢ ne pogorsavaju (ili ocuvavaju) pri prelasku na ;h_,n}’ gdjc jet = T trenutak u
kom sc javlja singularitet (prekid). To znaéi da takve osobine karakterisu sin-
gularitete koji se pojavljuju kod (klasi¢nog) reSenja razmatranog problema.
Pokazimo kako sc¢ moze doéi do trazenih osobina.

Oznac¢imo p = u,(z,t) i prodifcerencirajmo jednaéinu (1) po z. Vazi:

0=pi+ f(wp: + f'(w)p* 2 po+ f'(w)p.-
Duz proizvoljne karaktcristike poslednja nejednakost se svodi na:

dz dp(t, z(t))
> _p = "7
0>p+ 71 P i

odakle slijedi da funkcija p(z,t) ne raste duz karakteristika ¢ = z(t). Dakle,
u svakoj tacki (z,t) oblasti u kojoj postoji klasi¢no resenje vazi:
p(z,t) = u.(z,t) < supuy(z) = Ko.
z€R
Buduéi da izvod u.(z,t) za t = T nijc odreden za svako ¢ € R u zadnjoj
ncjednakosti predimo na ckvivalentnu formu koja nam daje uslov dopustivosti
slabog resenjac

u(xa, t) — u(zxy,t)

Iy — I

< Ky, 71,72 € R (6)

Primjedba 5. Ncjednakost ovakvog tipa kao uslov dopustivosti u teoriji
uopstenih rjesenja uvedena je prvi put u radovima O.A.Oleinik (vidi [8]).

Iz ncjednakosti (6) slijedi u(za,t) — u(z,t) < Ko(ze — 1) pri o > z).
Prelazeéi na limes kad 2o — z* + 0, z; — z* — 0, gde je z* tacka prckida
funkcije u(T', z) dobijamo:

uy =u(z"+0,7T) <u(z"-0,T) =u_. (7)

Definicija 6. Za slabo rcsenje problema (1), (3) kazemo da je dopustivo po
uslovu Olcinik ako u svakoj svojoj tacki prckida zadovoljava uslov (7).

Primgedba 7. Uslovi tipa uslova iz Definicije 6 zovu sc uslovi rasta entropije na
linijama jakog prckida. Naime, nclincarni fizicki procesi modclirani jednaci-



nom oblika (1) su ncpovratni po vremenu, a funkcija koja karakterise nepovrat-
nost je entropija. Npr., u sluéaju Hopfove jednacine w, + (%uz)x = 0 koja
opisuje kretanje gasa u cijevi (ne uzimajuci u obzir pritisak i gustinu gasa)
ulogu entropije S ima kincticka cnergija ¢estica koje se nalaze u tacki r u
trenutku ¢:

S(z,t) = %u2(:t,t).

Poznato je da ona nce opada sa vremenom pri prelasku kroz udarni talas T
S =S(x,t+0)>5_=5(z,t-0), (t,x)eTl.

Zato sc sve ncjednakosti koje karakteriSu nepovratnost prirodnih procesa
nazivaju ncjednakostima tipa "rasta entropije”.

Nedostatak analize kojom se doslo do Definicije 6, osim ograniéenja da
f” >0, lezi u ¢injenici da se uslov dat u Definiciji 6 moze primijeniti samo
na dio po dio glatke funkcije kada je odredeno §ta je linija prekida i jednos-
tranc graniéne vrednosti pri prilasku toj liniji. S druge strane, u definiciji
slabog rjesenja (datog jednakoséu (4)) ncophodno je jedino postojanje odgo-
varajucih integrala. Dakle, pojavilo sc pitanje kako definisati slabo resenje
problema (1), (3) tako da ta definicija u scbe ukljuéuje i jednakost (4) i
uslove rasta entropije. Odgovor na ovo pitanje dao je S.N.Kruzkov (vidi [12]
i [11]) sljedcéom definicijom (koja je u sluéaju dio po dio glatkih funkcija
ckvivalentna sa Definicijom 6):

Definicija 8. Mjcrljiva ograniéena funkcija u na R™ x [0,T) je dopustivo
slabo redenje problema (1), (3) sa ug € L*(R™) ako za svaku nencgativnu
neprekidnu po Lipschitzu funkeiju ¢ sa kompaktnim nosa¢em vazi nejed-
nakost:

T
| [ owntu) + ovatulldsde+ [ ol 0ntunte))dz 20
0 m Rm
za svaku konvcksnu funkciju 7 i funkciju ¢ datu sa

q(u) = /_ o (w) f' (w)dw.

o0

Primjedba 9. Par funkcija 7), ¢ iz prethodne definicije obiéno se naziva
entropija-fluks entropije par.



Vazi (vidi [14]):
Teorema 10. Dio po dio glatko v smislu Definicije 6 dopustivo resenje
jednacine (1) zadovoljava uslove Definicije 8.

Kruzkov je dokazao sljedeée teoreme (vidi [14]):
Teorema 11. Za svako uy € L®(R) postoji jedinstveno dopustivo (u smislu

prethodne definicije) slabo rjesenje problema (1), (3) na [0,00) i
'LL( . 7t) € CO([O,OO); Lloc(R))‘

Teorema 12. Neka suu i & dopustiva slaba resenja jednaéine (1) sa pocetnim
uslovima ug 1 iy koji uzimagu vrednosti u kompaktnom intervalu [a,b]. Tada
postoji s > 0 koje zavist samo od [a,b] takvo da za svakot € [0,T) i R > 0
vazi:

flw( -, t) = al -, Ol e<ny < lluo - ) = ol - MlLr(ei<rst)-.

Dalje, ako
up(x) < up(z), s.s.naR

tada
u(z,t) < a(zx,t), s.s.naRx[0,7T).

Uveséemo jos neke definicije i1 stavove vezane za pojam dopustivosti.
Definicija 13. Jednacina (1) sa pocetnim uslovom oblika

u(z,0) = { z>0 (8)

Uy, <0, z€R,
pri éemu su u, 1 up konstante naziva s¢ Rimanov problem za jednacinu (1).

Teorema 14. Neka je dat Riemanov problem (1), (8). Ako vazi
a) u; > uy tada je dopustivo slabo rjesenje razmatranog problema dato u
obliku dopustivog udarnog talasa:

, \ [ula z > Ctv
u(zx,t) =< #
lu-z, r<ct, Te R, te R,



pri cemu je ¢ konstanta data Rankine-Hugoniotovim uslovomn

. 8 flur) = flua)
Uy — U2 '
b) u; < uy tada je dopustivo slabo rjesenje razmatranog problema dato u
obliku razrjedujuéceg talasa:

up, x> f'(u)t
u(z,t) = a(%), fl(ut<z< fllu)t
uy, =< f'(up)t, z€R, teRT,

pri éemu u(z,t) zadovoljava (1) u klasiénom smaslu.
Pozabavimo sc malo blize fenomenima koji karakteriSu hiperbolicke za-

konc odrzanja. Uzmimo najednostavniji primjer zakona odrzanja, Hopfovu
jednacinu:

uy + (UQ)J. = Oa (9)
sa pocetnim uslovom:

Vo, T < ai,
“ﬂ(:‘:) = vy, a S T < ag, (10)

V2, I 2> Q,

gdje vy < v; < vo. Poslije odredenog vremena, na primjer, ¢ = t*, dva udarna
talasa koja su sadrzana u (10) éc sc spojiti i rjesenje problema (9), (10) ée
imati oblik:

( t) Vo, T < /\t,
ulr, -
Vo, T Z At

Ovdje je A > 0 brzina udarnog talasa i data je veé pominjanim uslovom
Rankince-Hugoniota. Osim Rankine-Hugoniotovog uslova, objasnjenje za

ovakav oblik rjesenja daju i uslovi dopustivosti. Oba ova uslova karakterisu
slaba rjcSenja razmatranog problema, a buduéi da slaba rjeSenja pripadaju
klasi L> funkcija ona sc¢ ne mijenjaju ukoliko im promijenimo vrijednost
na skupu mjere nula. Zato mozemo reéi da pomenuti uslovi proizilaze iz
"globalnih™” svojstava rjedenja (nezavisni su od vrijednosti funkcije u tacki).
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S druge strance, fcnomen spajanja dva udarna talasa koji sc¢ dogada u
Kosijevom problemu (1), (10), moze sc shvatiti "lokalno”. Naime, tacke a; i
a, kreéu se duz trajektorija py(t) 1 @a(t), t € RT, respektivno, (ove trajek-
torije date su ili Rankine-Hugoniotovim uslovom ili jedna¢inom karakteristika
i pocetnim uslovima ¢;(0) = a;, 7 = 1,2). Poslije trenutka t = ¢t* ove tra-
jektorije se sijeku 1 novi udarni talas sc formira Sto znaci da tacke a; i a,
nastavljaju da sc kreéu istom brzinom. Da bismo formalizovai ovakav pro-
ces potrebno je dobiti jednacine koje odreduju funkeije ¢;(t), ¢ = 1,2, koje,
s druge stranc, opisuju kretanje tacaka a; i ag, respektivno. Nakon toga,
mozemo izvesti odgovarajuée osobine funkceija @i (t) 1 @2(t). Primijetimo da
je u ovom sluéaju vremensku promjenljivu ¢ € R* potrebno posmatrati kao
paramctar, §to nije slucaj ukoliko problem posmatramo globalno (uporediti
[18] i [16]). Problem koji sc javlja pri ovakvom pristupu je o¢igledan. Naime,
funkcije ¢ (t) 1 p2(t) nisu glatke i ne mogu biti rjeSenja odgovarajuée obiéne
diferencijalne jednacine. Misao koja prirodno pada na pamct u cilju pre-
vazilazenja ovog problema je da na ncki nacin perturbujemo jednaéinu koju
razmatramo tako da njena rjesnja ostanu glatka duz ¢itavog vremenskog in-
tervala, a da pri tom, kad pustimo da perturbacija tezi nuli, dobijemo slabo
rjcSenje pocetnog problema. Ovo se postize ukoliko jednacinu perturbujemo
tako da od njc postanc parabolicka jednacina *preciznije dodaje se ¢lan eu,x
sa desne stranc jednacine). Ovakav pristup analizi KoSijvog problema (1),
(3), zove se metod iséezavajule viskoznosti .

Prvi primjer zakona odrzanja na koji je primjenjen metod iS€ezavajuée
viskoznosti j¢ Hopfova jednac¢ina (5). Godine 1948. sovjetski matematicar
Florin, a dvije godine kasnije, nezavisno od njega, Hopf i Cole otkrili su
lincarizaciju Hopfove jednacine sa iS¢czavajuéom viskoznosti:

u + (u'“')I = Uy,

Na taj naéin, oni dobijaju ta¢no rjesenje ove jednacine (koje je dosta slozene
strukture jer u scbe ukljucuje integral nerjesiv kvadraturama). Analiza ovog
rjcScnja data je u [22] za periode prije 1 poslije pucanja glatkog rjcscnja
Hopfove jednacine bez is¢ezavajuée viskoznosti.

Medutim, ovaj metod je vrlo tesko primjeniti na zakon odrzanja sa pro-
izvoljnom nelincarnoséu jer u opstem slucaju nije poznato kako naéi tacno
rjeSenje perturbovane jednacine. Jedino Sto je poznato je da postoji njeno
glatko rjesenje duz cijelog vremenskog intervala. Zato je A.M.Ilin tek trideset
godina kasnijc nasao nacin da iskoristi idcju o perturbaciji jednacine u cilju



konstrukcije glatkog po vremenu aproksimativnog rjedenja odgovarajuéeg za-
kona odrzanja. On je uveo poznati "mectod poklapanja” ("the matching
method”). U svom radu on razmatra Kosijev problem w, + (f(u)), = cuy,.
u(0,z) = p(zx) gdje je p ogranicena dio po dio glatka funkcija. Za fiksirano ¢
poznato je da prethodni problem ima ogranié¢eno beskonaéno diferencijabilno
rjeSene za svako ¢ > 0 i svako z € R sa izuzetkom tacaka prekida pocetne
funkcije. Sa druge strane, kad ¢ — 0 rjeSenje prestaje biti ¢ak i neprekidno
i pojavljuje sc kriva u z — t ravni na kojoj rjeSenje ima prekid.  Rjesenje
problema on konstruise u vidu dva asimptotska reda. Prvi asimptotski red
on odreduje kao rjeSenje problema u proizvoljnoj oblasti koja ne sadrzi lin-
ijju prekida dok je drugi red rjesenje jednaéine u okolini linije prekida. On
pokazuje da sc ova dva reda poklapaju do na O(e) u blizini linije prekida i
to u oblasti koja je dovoljno "siroka” (tj. njcna povrsina je reda od O(e#),
i < 1). Ovako konstruisano rjesenje ima veoma komplikovanu formu. Ipak,
ono jc glatko po vremenskoj promjenljivoj t € R tj. glatko po vremenu
opisuje prelaz iz neprekidnog u prekidno stanje rjesenja.

Za razliku od Whithama i Il'ina koji su razmatrali samo skalarni zakon
odrzanja, sveobuhvatniji pristup dali su J.Glimm (”random choice method”)
i Bressan ("wave front tracking method”). ' Ali, napominjemo da su i
Whitham, a u opstijem slucaju II'in dali vezu izmedu dva razlicita stanja
rjesenja $to nije sluéaj u "random choice” ili "wave front tracking” methodu.

Glimm razbija z-osu kao i t-osu ¢ime pravi mrezu u zt-ravni. On rekurzi-
vno dodjeljuje, (pocesi od trenutka o = 0) ncku konstantnu vrijednost U}
svakom od intervala (z,_1,zi4,) % {t,}, i € Z, s € N, i + s jc parno.? Na taj
naéin on dobija niz Ricmannovih problema za jedna¢inu u, + (f(u)), = 0 na
povezanim intervalima (Tgi_y, Toiys) (ili (T2:, Z2:42)) sa pofetnim trenutkom
t =t, gdjci € Zy, s € Ny +1 (ili i € Zo, s € N2). Razbijanje t-osc on
pravi tako da nijedna dva talasa (udarni ili razrjedujuci) koja su fomirana iz
pomenutih Ricmannovih problema ne interaguju jedan sa drugim do trenutka
t = t,r;. Drugim rije¢ima, na svakom koraku on rckonstruisc rjescenje da
bi izbjegao moguée interakcije talasa. Konaéno, dokazuje da rjeSenje kon-
struisano u ovakvom obliku tezi ka dopustivom slabom rjeSenju orginalnog
problema.®

"The wave front tracking” metod (vidi npr. [14] i [9]) bazira sc na

" Wave front tracking” metod prvi je uveo DiPerna za 2x2 sisteme.

2Ime "random choice” (slucajni izbor) slijedi iz izbora konstanti U.

3Glimmova konstrukcija prvi put je objavljena u [10] i bila je propabilistickog karaktera.
Nepropabilisticku verziju konstrukcije prvi je da Liu [13].
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praé¢enju talasa i njihovih interakcija. Na pocetku, kao u Glimovom "random
choice” metodu, aproksimiraju s¢ pocetni uslovi pomocu stepenaste funkceije
i nalazi sc rjeSenje do prvog scta intcerakcija. Interakcija izmedu udarnih
talasa nc predstavlja problem jer se poslije nje dobija novi Ricmannov prob-
lem. Mecdutim, ovo nije slucaj kada su u pitanju intcrakcija koje ukljucuju
razrjedujuée talase. Kao 5to smo pomenuli, Glimm je ovaj problem rijesio
rcaproksimacijom rjesenja prije nego dode do interakeije. Za razliku od njega,
Bressan prevazilazi ovu teskocu aproksimirajuéi razrjedujudi talas nedopus-
tivim udarnim talasima. lako ovakva rjeSenja ne zadovoljavaju uslove dopus-
tivosti kako aproksimacija postaje finija ovi uslovi postaju zadovoljeni. Na
ovaj nacin, problem intcrakceije talasa svodi sc na problem interakeije udarnih
talasa. Dakle, interakeije nisu izbjegnute, ali su vrlo upro$éene i nisu opisanc
¢ak ni neprekidno po vremenu. U "wave front tracking” metodu sat sc zaus-
tavlja u trenutku spajanja dva udarna talasa da bi sc zatim opet rjeSavao
novodobijeni Kosijev problem.

Primijetimo da svi pomenuti autori ili nisu pratili kretanje talasa
(Whitham 1 II'in) ili su to radili tako da kriva koja opisujc kretanje talasa
(odnosno tacke) nije glatka. U discrtaciji éemo predstaviti metod koji ée nam
omoguéiti da opisemo trajcktoriju proizvoljne tacke (z,0) € R x R™* &ije je
kretanje dato problemom (1), (3). Pokazaé¢emo kako udarni talas nice iz
ncprekidnih poéetnih uslova, a ovaj proces éemo opisati glatko po vremenu.

Mectod koji ¢éemo predstaviti ovdje prvi je uveden u radovima
V.G.Danilova, G.A.Omcl’anova i V.V.Shclkovicha. Kao §to éemo vidjeti,
dali su mu prirodno ime, slabo asimptotski metod. Generalno, upotreba
asimptotskih mctoda za rjeSavanje diferencijalne jednaéine znaci konstrukeiju
funkcije koja zavisi od nckog malog parametra ¢, i zadovoljava diferencijalnu
jednaéinu do Og(e®) dok € — 0 za ncko @ > 0. Ovdje Og(e®) znaci da
1zraz QSEL:E ostaje ogranicen u S smislu dok ¢ — 0, gdje je S odgovarajuci
funkcionalni prostor obi¢no C*. U naSem novom pristupu, S = D'(R). Ovo
znaci da za datu diferencijalnu jednacinu trazimo funkeiju koja je zadovoljava
u D'(R) ili u slabom smislu. Zato ovakva rjesenja zovemo slabo asimptotska
rjesenja.

Naglasavamo da aproksimativno rjesenje treba da zadovoljava jednacinu
sa tatnoséu do malog paramctra u prostoru D, tj. nad test funkcijama
koje zavisc samo od "prostorne” promjenljive z € R. Kao Sto éemo vidjeti,
ovakav pristup ¢c nam omoguciti da problem opisa intcerakceije nelinearnih ta-
lasa svedemo na problem rjesavanja sistema obicénih diferencijalnih jednaéina
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(kojc opisuju trajektorije odgovarajuéih tacaka prostora).

Kao i u slucaju veéine asimptotskih metoda (npr. Glimove sheme ili
"wave front tracking” mectoda) analiziraéemo prvo skalarni zakon odrzanja
sa odgovarajucom jednostavnom funkcijom kao pocetnim uslovom (u slucaju
Glimove sheme 1 wave tracking metoda ta funkcija je bila funkcija tipa
Heavisidcove). Zatim ¢emo takvim funkcijama aproksimirati dati pocetni
uslov i sa tom aproksimacijom kao pocetnim uslovom rjeSavati skalarni zakon
odrzanja. Za razliku od pristupa J.Glimma i A.Bressana, naSa jednostavna
funkcija biée neprekidna jer zelimo da objasnimo prelaz rjesenja iz kontinu-
alnog u diskontinualno stanje. Potvrda da je na$ pristup pravilan je ¢injenica
da u limitu nascg slabo asimptotskog rjeSenja dobijamo funkciju koja je do-
pustivo slabo rjcSenje originalnog problema. Napominjemo da ni u jednom
trenutku ne koristimo uslove dopustivosti.

Sada éemo u opStim crtama objasniti kako koristimo slabo asimptotski
mctod da bismo rijesili problem glatkog po t € Rt opisa nastanka i intcerak-
cije singularitcta.

U okviru slabo asimptotskog metoda naci rjeSenje problema (1), (3) znaci
za svako t € R* naéi mrezu funkcija (u.), € € (0,1) tako da vazi:

u.  Of(ue) _
5 T oy = orle) e—0, (11)
uEIt:O — Uy = O'D'(E)7 = 01 (12)

gdje je Op(€) distribucija mala u slabom smislu u odnosu na promjenljivu
z € R. Prccizna definicija data je u sljede¢em poglavlju Definicijom 15.
Uocimo sada tacku zy € R takvu da

. . 1 1

TR T P lw@)u@ | P (ue(we))up(wo)
Pretpostavimo zbog jednostavnosti da je takvo zg € R jedinstveno. U tom
slu¢aju udarni talas ¢c sc pojaviti na trajcktoriji (karakteristici) po kojoj se
tacka zj krede, ili, drugim rije¢ima, pucanje slabog rjesenja nastaje na visini
uo(zg) poslije trenuutka t* (t.j. pocetni uslovi mijenjaju sc kao na slici 1). Da
bismo opisali ovaj fenomen glatko po t € R*, na prvom koraku definisemo
funkcije u;(z) takvu da:

f'(uy(z)) = -Kz+b, z€R,

K 1 b su konstante koje odredujemo iz uslova (4 je neki fiksirani broj):

uy(xy — 9) = up(xo — 6), ui(xo +9) = un(zo +96).
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Zatim, zamjcnjujemo dio prvobitnih poéetnih uslova up(z) u nckoj maloj
okolini (zg — 6, xp + &) tacke zy funkcijom u,(z), z € (g — 6,20 +9). Iz
ovog malog dijcla oko tacke zq u trenutku t* = —,{- iznic¢i ¢c udarni talas snage
|ug(zo — &) — uo(xo + 0)| dok éec za t < t* rjeSenje u naScg problema (sa
transformisanim pocctnim uslovom) biti neprekidna funkeija (vidi sliku 2).
U naSem pristupu, jednostavni poéetni uslovi imaée oblik:
ul,_y = ug + (w1 (z) — ug)H(a) — z) + (U = wi(z))H(az - 2),

Funkcija u;(z) zadovoljava uslov f'(u(z)) = —Kz + b za konstante K i b
koje odredujemo iz uslova:

ui(a;) = uf, u(ap) ="U.
Razlog za takav izbor funkcije u)(z) je u tome $to sc u ovom slucaju sve
karakteristike koje isticu iz tacaka koje pripadaju intervalu [az, )] sijcku u
istoj tacki, (z*,t*) gdje je t* = —1/K, a z° = (—f'(u)) + b)/K (vidi sliku

3). Zato je slabo rjcsenje problema (1), (3) uvijek u prostoru L(1, 81 (t) —
z),0p1(t) — z)) gdje su o1, @2 funkcije koje opisuju kretanje tacaka a; i as.

2 Formule slabo asimptotskog metoda

Definicija 15. Sa Op/(c®) oznacavamo clement prostora D'(R) takav da za
svaku funkciju n(z) € C5°(R) vazi:

f(z,e) = Op(e*) & (f(z,¢),n(z)) = O(®), €—0.

Lema 16. Neka je w € S(R), gdje je S Schwartzov prostor. Za svako
n(z) € CP(R) vazi:

T — ek
Co(E22) @) = S (DNWE - @)@ >0

k!
u k>0

Ova relacija je formalna i znaéi da se lijeva strana moZe predstaviti u vidu
asimptotskog reda datog na desnoj strani ¢iji su koeficijenti dati sa:

O = /w(z):'C dz.
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Preciznije, za svako N € N wvazi:

g

N .
1 rx—a \ et k (k) _N+1
g“’( ):g_:szkﬁ(—l) M) (z — a) + Op(eNHY).

Dokaz Posmatrajuéi 1w (ﬂ) kao clement prostora Schwartzovih distribu-
cija, za svako n(z) € C3°(R) vazi:

/w(w ; a)n(x) dr = /w(z)n(a +¢ez2)dz

= Z Qki;(—l)k(é(k)(r —a),n(z)), e >0,

k
k>0

~
| =
€
RN
L |
|
B2
—
-
——
~
s
S
I
V|

Kako funkcija  koja sc pojavljuje u prethodnoj formuli ne moze biti anal-
iticka, jasno je da je ovaj izraz samo formalni zapis. Jasno je da tacna formula
glasi: za svako N € N vazi:

c

N k

1 /rz—a g :

-:uJ( E ) = E QL‘II‘(—I)I\(S(’C)(I - a) + O‘D/(EN+K).
k=0

()

Lema 17. Neka su wy,w2 € S(R). Tada vazi sljedeca formula koja je
simetriéna i uniformna po a;,as (odnosno, ako su ay i az glatke ogranicene
funkcije od nekog parametrat formula ée i dalje vaziti za t koje pripada nekom
kompaktnom intercalu):

Wy (I ;al)wg(I — ﬂ.g) = %{ed(x—a1)+65(f—az)13(%ﬁ) +0o(e%), (13)
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Dokaz Dokaz je slican dokazu prethodne leme. Neka je n(z) € C5¢(R).
Vazi:

%[_/‘“'1(2)“’2(3 . é_ﬁ)n(al + ez)edz+

fwl(z + %)wg(z)n(ag + ez)edzi }

Razvijmo sada funkcije n(a; +¢z) i n(ay+e2z) po Taylorovoj formuli u okolini
tacaka a; i ay. Dobijamo

/w1<x —Eal)w(:r ;az)n(x)dx _
[ (ar) [wl (z— éﬁ)dz-g-

c

1
2

en(ag)/wl (z + Aca)w-_:(z)dz] + Op(e?),- € = 0,

S§to je upravo formula (13). a

Lema 18. Neka su w;,w, € C>*(R), ‘Z—‘; € S(R)., lim,._,wi(z) = 0,
lim, owi(z)=1,1i=1,2. Vaz:

(T2 (F2) = ot 00 (32) ot a0 22) 00,

(14)
gdje
B;(-Ac_—a) i fwi(z)wg(z— é"f_) dz, BQ<—A€—a) — /wl (z+—A;)w2(z)dz

i Aa = ay — ay. Takode vazi:
Bl(OO):O, Bl(——OO)zl, Bl(p)+BZ(p)_=-lv pER
Dokaz Diferencirajudi (14) po x € R dobijamo:

L (55 (552) 1 (52) 0 (52) -

8(z — a;)B (A”) +8(x — a2) B, (A”) + Op ().

[
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Pomnozimo sve sa n(r) € C3°(R) i primijenimo postupak iz prethodne leme
¢ime dokazujemo ovu relaciju. S obzirom na ¢injenicu da je (14) taéno za
T — oo slijedi da je relacija (14) tacna za svako z € R.

Ostaje jos da dokazemo da je Bi(p) + Ba(p) = 1, p € R. Dovoljno je
prodiferencirati ovu relaciju po p da dobijemo:

B(p) + Balp) = / or(2)in(z + p)dz — f Bu(2)bz - p)dz = 0.

Kako je B(c0) 4+ Ba(oo) = 1 slijedi Bi(p) + Ba(p) = 1 za svako p € R,
a

Funkcije w;, ¢ = 1,2, date u prethodnoj lemi zvaéemo aproksimacijama
Heavisidcove funkcije. Formule date u prethodne tri leme nazivamo slabo
asimptotske formule. Sada éemo uvesti pojam slabo asimptotskog rjesenja
parcijalne diferencijalne jednacine nad skupom R* x R.

Definicija 19. Ncka je dat parcijalni diferencijalne operator L : C*(R x
R*) — R. Za mrczu funkcija u.(z,t) € C*°(R x R*), € mali paramctar,
kazemo da je slabo asimptotsko rjesenje problema (1), (3) ako vazi:

Us = O'D’(R)w
Ue|i=0 — uo(z) = Op(R).

Sada ¢emo dokazati da je formula (14), u nckom smislu, nezavisna od
izbora funkcija wy 1 ws.

Lema 20. Za svake dvije ograniéene aproksimaciyje wl( —£) 1w (2=) Heav-
isideove funkcije 8(¢1 — ) i aproksimacije wy(F=) 1 w EEL) Heavisideove
funkcije 6(p2 — x) vazi

Bi(Z2=2Y0(p, — 1) + Bo( =) — 2) =

(PP 5 4 0p () = n (B D)un(B=2) + Op () =

-

Bl(tﬂ"3 = )8(p) — ) + Ba( Z— = )8(p2 — z) + Op (),

g c
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gdje

BEZH) — [onhente + E e, (15)
BQ(Wz ‘:* <P1) _ /wz(z)wl(z P2 “:‘ Wl)dz
Bl(wg;ﬂJ:/Ql(Z)}(z+w:@l)dw (16)

Dokaz Primijctimo ograni¢ene aproksimacije w(#=*) i @;(*~) Hecav-

isidcove funkcije 8(p; — ) i aproksimacije wy(22=) i @p(#2-=) Heavisidcove
funkcijc 6(p2 — ) takve da %, "‘7"; € S(R),1=1,2. Zato,zat = 1,2 imamo
za svako r # ¢,

wi<“9i;x) — (¢ — 7) = Op(e),

(P _9(p — 1) = Opi(e), €— 0. (17)

3

Odavde slijedi

[ (BB -0y (2N 2T ) e =

& & 3

Prema Lemi 18 vazi:

Bi(B2h0(o1 — x) + Bo( B )00 — 7) =
&1 (P2)an( =) + O (e) =

wl(“‘“; B2y 4 Opi(e) =

c

Bi(Z =201 — 2) + By (=100 — 2) + Opr(e),

= c

17



gdje

Bi(ZZ2) = [nfehents + 2Py,
82(3«92 ;: '&91) _ /d;g(z)wl(z B 992;991 )
B2 = [tz + 2 Pyaz,
(222 = [ Gz - Z Pz

Jednostavna posljedica prethodne leme je sljedeéa formula:

s — ay o — )

0(_&1 - l‘)e(ag — .'I,') =Bl(

)0(az — ) +Opi(c),
(18)

)(9((“ - I) +Bg(

3

gdje su B) i B, funkcije date sa (15) za proizvoljne aproksimacije wy (#-%) i
wo(#2=%) Heavisideovih funkcija 6(p) — z) 1 6(p2 — z), respektivno.

Lema 21. Neka sua, b i c realne konstante i w;, i = 1,2, dvije aproksimacije
Heavisideove funkcije. Neka su dalje @;, i = 1,2, velicine koje mogu glatko
zavisiti od nekog parametra. Vazi sljedeca formula:

fla+b01(p) — )+ cboc(pa — z)) = f(a+b8(p1 —x) + ch(p2 —T)) =
fla)+6(p1 — ) (fla+b+c)Br + f(a+b)By — fla+c)Br — f(a)B2) +

8(ps — ) (fla + b+ c)Ba — fla+b)Bs + f(a+c)By — f(a)By) + Opi(2),
(19)

gdje

wr(2)wa(z + < gl)dz and
/J)g(z)wl(z _ )ydz.

Dokaz Analizirajmo prvo izraz f(d+cfy. (@2 — 1)) gdje je 6y aproksimacija
Heavisideove funkceije tako da 6s. (1) = w(x/e) i Z— € S(R) dok velicine ¢ i d

oy}
b
[0 |
A
Il
—
0y

Il

m

18



pripadaju nckom kompaktnom skupu. Koristeé¢i Taylorovu formulu vidimo
da:

fld + (2 — 2)) = f(d+ b2 — z))+
F(K) (02 (2 — x) = 02 — 7)) = f(d + cb(p2 — 7)) + Op(e), (20)
za ncko K izmedu d i c. Sa druge stranc vazi:
fld+cb(pa — x)) = f(d) + (f(d + ) = f(d))bB(p2 — ). (21)
Stavljajuéi ovdje d = a + b8(p; — ) dobijamo,
fla+b8(p) — z) + cB(p2 — 7)) = fla+bO(p1 — z))+
(fla+b8(p1 — ) + ) = fla+b8(p1 — 2))0(p2 — 7).
Koristeéi opet (21), dobijamo sljedeéu formmulu:
fla+b0(p1 — z) + b2 — 7)) =

fla) +8(or —z) (fla+b+c)Br + fla+b)By — fla+c)Br — f(a) B2) +
B(ps — ) (fla+b+c)By — fla+b)Ba + f(a+¢)By — f(a)By). (22)

gdje su B) i B, oblika (15). Primijetimo dalje da je:
fla+bb1c(p) — z) + coc(p2 — T)) =
fla+b0(p1 — z) + cB(p2 — 7)) + f'(K) (b(01 — 01) + c(61c — 61)), (23)

za ncku konstantu K koja pripada nckom kompaktnom skupu. Posto je
f'(K) (b(6yc — 8)) + c(61. — 60))) porctka Op/(c), 1 uporedujuéi (22) i (23)
dobijamo formulu (19). a

2.1 Asimptotska linearna nezavisnost

Ako Zclimo da razmatramo lincarnc kombinacije distribucija sa ta¢noséu

Op (%), tada moramo modifikovati pojam lincarne nezavisnosti. Ova modi-

fikacija igra kljuénu ulogu u rjcsavanju problema interakeije solitona [17].
Naime, ncka su @, # @2 nezavisne od z € R. Razmatrajmo relaciju

910(z — &) + g26(z — ¢2) = Op (), >0,
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gdje su g;, 1 = 1,2, nezavisne od ¢. Jasno, dobijamo relacije:
9; = Op (&), i=1,2,
koje, po nasim pretpostavkama povlace:
g: =0, 1=1,2.

Sve se mijenja ako pretpostavimo da kocficijenti g;, @ = 1, 2, mogu zavisiti
od €. Ovdje éemo razmatrati samo specijalan slucaj ovakve zavisnosti koji
¢c nam kasnije jedino trebati. Naime, neka je

gl " Az + St(A¢)/6)7 Z = 1721

gdje su A; nezavisni od ¢ dok S;(p) opada dok |p| — oo.
Pretpostavimo da vazi sljedeca ocjena:

|pSi(p)] < const, i=1,2
Odredimo osobine kocficijenata g, koji slijede iz relacije
9:16(z — ¢1) + 920(z — 92) = Op/(e).
Mnozeéi ovu relaciju test funkcijom o € C3°(R), dobijamo
919(1) + g20(92) = O(e)
ili, 5to je isto,
[A1p(81) + A2p(d2)] + [S19(01) + S20(¢2)] = O(e). (24)

Razmotrimo izraz u drugoj zagradi. Koristeéi Taylorovu formulu dobi-
jamo:

[S10(01)+S20(02)] = S10(01)+S20(01)+S2(d2— 1) (h14+0¢2), 0< 6 < 1.
Sada vidimo da
S2(A6/e)(62 — 1) = {=pSa(P)}],_ss e -

posto je funkcija pSa(p) uniformno ogranicena po p € R.
Dakle, mozemo prepisati relaciju (24) kao

Arp(or) + Axp(02) + (S1 + Sa2)p(91) = O(e).

Dakle,kako su kocficijenti A; nezavisni od &, kao i1 obi¢no dobijamo:

= 0O(e),

[

Alz(), A-z=0. SI+S-2=O.
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2.2 7”Complex germ” lema

U ovom poglavlju ¢emo, u formi koja nam odgovara formulisati tvrdenje koje
ima veoma vaznu ulogu u Maslovljevoj ”complex germ” teoriji [20, 21].

Lema 22. Neka f(t) € CYR"Y), f(ty) = 0, i f'(to) # 0. Neka je g
neprekidno diferencijabilna funkcija na R x R* koja lokalno uniformno zado-
voljava ocjene

|Tg(7,t)| < const, |7g;(7,t)| < const, —oo < T < o0,

1 g(1,to) = 0. Tada za svako T > O postoji Ct tako da nejednakost

(1) e

vazi na svakom intervalu 0 < t < T koji ne sadrzi nule funkcije f(t) osim tq.

Dokaz Razlomak f(t)/(t—ty) je lokalno ogranicen po t. Razlomak Tg(7,t)/
(t — tg) je takode lokalno ograniéen. Vazi:

(¢t t (t) t—t
o(22.0) = (L2 ) -] £ Lol
€ € € f@@)
Po pretpostavkama leme, na posmatranom intervalu posljednji €inilac na

desnoj strani je ogranicen, dok je proizvod srednjeg ¢inioca i izraza u srednjim
zagradama ogranicen usljed osobina funkcije g(7,t). a
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3 Slabo asimptotsko rjesenje
Hopfove jednacine

U ovom poglavlju, na primjeru Hopfove jednacine, pokaza¢emo kako sc prim-
jenjuje slabo asimptotski metod za dobijanje glatkog po t € R* asimptotskog
rjesenja Cauchyevog problema (1), (3). Prvo éemo razmatrati jednacinu (25)
sa pocetnim uslovom u obliku jednostavne funkcije (26). Analiziraéemo, za-
tim standardne sluéajeve intcrakcija medu singularitetima (interakeija dvije
slabe neprekidnosti, slabe neprekidnosti i udarnog talasa i dva udarna talasa).
Na kraju éemo razmatrati proizvoljan opadajuci pocetni uslov. Aproksimira-
¢emo ga poligonom (jer je jednostavna funkceija u obliku izlomljene linije) i
analizirati transformaciju tog poligona po t € R*. Na kraju éemo dokazati
da je dato aproksimativno rjesenje u L, .(R) smislu blizu dopustivog slabog
rjeSenja razmatranog problema.

3.1 Interakcija slabih diskontinuiteta.
Formiranje udarnih talasa

Razmatrajmo Hopfovu jednacinu
Lu=uwu + u?),=0 (25)
sa sljedeéim po€etnim uslovom

ul,_, = up+ul(as —2)s —ul(a — z)4, TER, (26)

gdje a; > a, z4 = 26(z2), u? = const > 0.
Slabo asimptotsko rjesenje traziéemo u obliku (regularizovane) izlomljene
linije
ue(l', t) = ug + ul(t‘ 6)(991(t»6) - I)HE.I(_I + Ql(t,f))
—U.-z(t,é')(tpg(t,f) — I)();—’g(_l' + QOQ(t,E)).

Nepoznate funkeije ¢, i u;, ¢ = 1,2, koje se pojavljuju u posljednjem izrazu
pripadaju klasi C'(R™) za svako fiksirano ¢ i zadovoljavaju sljedece uslove:

0i(0,€) = a, wi(0,8) =ud. i=1,2

[
o



Zamjenjujudi aproksimaciju u.(x, t) u jednac¢inu (25) i primjenjujuéi Lemu
18 dobijamo:

(11 = 2)), - (waloa = )2, + (ulor = 2)3), + (22— 2)2),
+2[u0u1(<,91 - 5’7)+] [Ugu2(992 - 13)+],_.
—2[urua(p1 — 7)(p2 — 2)8(01 — )] _Bi(Ap/e)
[Uluz(% T)(p2 — T)0(p2 — I)]IBz(A99/5) = Op(e),
gdje Ap = vy — p;. Razmatrajmo ovaj izraz u oblasti 2 < z < ¢;. Prim-

ijetimo da u ovom slucaju 6, = 6(p; —z) = 11 6 = 6(pp — ) = 0. Dakle
vazi:

up(pr — ) + w1 + 2[u3u1(<p1 - I)]; + [uf(cpl — 33)2]I
+2ujug(py — ) By + 2uqup(p2 — 1) By =
up (o1 — ) + Wy — 2uduy + 2ui(o) — )
+2ujus(p) — ) B) + 2ujus(ps — ) By = 0. _ (27)

Ako stavimo z = ¢; dobijamo,
o1 — 2u) + 2usApB; = 0. (28)

Primjenjujuéi ovu relaciju na jednaéinu (27) stizemo do sljedeée jednadine za
funkciju u,:

— 2u? + 4uyuy By = 0. (29)

Na slican naéin, razmatrajuéi oblast, —oc < = < 9, dobijamo sljedeée dvije
jednacine:

o — 2ud + 2u;ApB; = 0, (30)
Uy + 2u§ —duus By = 0, Ap =@ — p;. (31)

Ncka je Ag < 0. Tada, do O(V), vazi Bi(Agp/e) = 0, Ba(Ap/s) =
i tako dobijamo sljedeéi sistem jednacina koje opisuju cvoluciju izlomljene
linije do trenutka njenog "ispravljanja” (ili, formalnije, dok o) > @5):

(10)) — 2u) = 0, (920)r — 2ud + 2uio(20 — Y10) =0,  (32)
(9910); - 2(“10)2 =0. (um) + 2“20 dujgugy = 0,
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t=0 t=t*
u 11

+— =

X X

Slika 1: Transformacija jednostavnog pocetnog uslova kod Hopfove jedn.

Rjcsenja ovog sistema imaju oblik:
uo(t) = ug(t) = ul/(1 - 2tu),
©10(t) = ay + 2uft. ©ao(t) = az + 2[ul(a; — aa) + udt.

Stavimo ¢o(t) = a0(t) — ©10(t). U trenutku t = t* takvom da 9, (t*) =0
slabi diskontinuitcte se spajaju i udarni talas je generisan (vidi sliku).

Da bismo konstruisali asimptotsko rjesenje koje je glatko po t € R* te
opisali intcrakceiju slabih diskontinuiteta i formiranje udarnih talasa trazimo
funkcije ¢;, ¢ = 1,2, u obliku

(pk(t,E) = L,Dk()(t) + Ul)o(t)d)k(T), T = lf}()/(:‘, k= 1,2. (33)
Zamjenjujuéi ovo u (28) 1 (30) i pustajuéi da T — —oo vidimo da ¢ moraju
zadovoljavati:

Gbk(’r)l‘r——o—:xo =0,

d(bkv _ =1
:i?hﬂ_’m = O(T )

Uvedimo sada funkciju p = p(7):

) . ©a(t,€) — ‘Pl(tv‘f)'

Funkcije ug(t.2), k = 1.2, trazimo u obliku:

wp(t,e) = wo(0)ud/ (Lo(t) + cgu(T)), Ak =1,2.
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Ovdje pretposatvljamo da sc funkcije gi(7) ponasaju na isti nacin kao funkcije
¢x(7). 1z jednacina (28), (29), (30), (31) zakljutujemo 7+ g =7+ g; =
T+ g2=pkaoi

p=1-2B(p), 'O/Tir-—»—oo — 1. (34)

Stacionarno rjesenje ove jednacine je p = po, gdje je po takvo da By(pg) = 1/2.
Posto 0 < B; < 1 vidimo da je p > 0. Dakle, p je rastuéa funkcija koja tezi
Po-

Ovo nam dozvoljava da izratunamo rjesenje kada vy > 0 (t.j., poslije
intcrakcije). Primijetimo da u tom slu¢aju 7 — oo.

Uvedimo funkciju G(7) = 7+g(7). Po precthodnom, G = p, G/T|T_._3° —
+1. Funkcije u; mozemo izraziti putem funkceije G:

Po(0)u o0 Yo(0)u?

ul-:——— —

eG £Po

Izracunajmo limit (k) dok 7 — oo (to je limit brzina slabih diskontinu-
itcta): _

21p(0)ud 1

(p2)f = 2ug — =g 3P0 = 2uf + (a1 — az)ul,
210 (020 1

(p1)f = 2ug — Zo(0)u; Loepp = 2uf + (a1 — ag)ul,
EpPo 2

i onc sc poklapaju sa brzinama udarnih talasa
Uz, t) == uj + (a) — a2)u)f(—z + p*(t)),

gdje p* =3 = ¢1.
Koristeéi cksplicitnu fomulu za rjesenje ue(z, t), vidimo da

w — limu.(z,t) = U(z,t), t>t".

Naime, prepisimo funkeiju u.(z,t) u obliku
ue(z, ) = ud 4w, (91 — 92)0e.1 (91— ) + 1 (= 92) [Be2 (02— 7) = Bea (91 -1)].
Razmotrimo drugi sabirak u prethodnoj formuli:

vo(0)uy def
wipr — p2) = L(Cg-“l‘p‘ = Yo(0)u} = (a1 — a)ul = Us.



Posto ap1|b£_ = o + Ofg), prva dva sabirka preclaze u udarni talas U(z,t)
zat > t*. Razmotrimo posljenji sabirak:

UI(I - (,;72) [95‘2((,92 - l') - 9;.1('\,'71 — .”L‘)] =
0c2(2 — ) = 01 (91 — 7) ]

uy (91— 92) (T = 2) [ — . | (35)

Kako smo veé pokazali, kocficijent uy () — ¢2) ispred izraza u zagradama
je konstantan. Izraz u srednjim zagradama je aproksimacija Dirakove 6-
funkcije u tagki ;. Zato je ¢itav izraz sa desne strane relacije (35) jednak
const- (1 —2)d(z—p2)+Op(€) pa bududi da zat > t* vazi (p; —¢,) = O(¢)
vidimo da je izraz sa lijeve strance (35) mali (u slabom smislu) dok e — 0.

3.2 Interakcija slabog diskontinuiteta i udarnog talasa

Ovo podpoglavlje nazvali smo intcrakcija udarnog talasa i slabog diskontinu-
itcta samo iz razloga konzistentnosti izlaganja. Naime, u ovom sluéaju, nc
mozemo govoriti o interakeiji jer rjeSenje ne mijenja svoju strukturu; imamo
udarni talas koji sc kreée po nckonstatnoj podlozi. Dakle, nema prelaska
iz neprekidnog u prekidno stanje rjesenja ili interakeije dva udarna talasa u
kom slucaju sa funkcije koja ima dvije tacke prekida prelazimo u funkciju sa
samo jednom tackom prekida.
. Poéetni uslov koji odgovara ovom tipu interakcije ima oblik:

= ud0(a? — ) + ul(a; — 2)8(a; — x) — uY(az — z)f(az — z),  (36)

ult:ﬂ

gdje su u), u) pozitivne konstanc i a; > a, (primijetimo da znak konstanti
nc utice na opStost razmatranja).

Sliéno prethodnom, slabo asimptotsko rjesenje Hopfove jednacine sa
pocetnim uslovom (36) trazimo u obliku:

ue(z,t) = uo(t, €)0ea(21(t,€) —T) uy(t,)(p1(t,€) — 2)0en(o1(t,€) — )
ui(t, )(p2(t,€) — 2)be2(pa(t,€) — ), (37)

gdje su u; = w;(t, &), ¢i = i(t, ) nepoznate C'(R*) funkeije za svako fiksir-
ano ¢ koje zadovoljavaju sljedeée pocetne uslove:

u;(0,€) = uf, 0i(0,8) =a;, t=1,2

26



Oznacimo Ap = v, — ;. Zamjenjujudi izraz za u.(z,t) u Hopfovu jednacéinu
i ponavljajuéi proceduru iz prethodnog podpoglavlja dobijamo sljedeci sistem
jednacina koji odreduje nepoznate funkcije iz (37)

o1 — up + 2ui(p2 — 1) B1(Ap/e) =0, (38)
uge — uou (1 — 2By (Ap/e)) = 0, (39)
uy, — 2u? + 4u? B (Ap/e) = 0, (40)
o — 2ugBy + 2u Y By(Ap/e) = 0. (41)

Prijc intcrakcije vazi g, < ¢y, dakle, Ap/s ~ —oc0, i B; = O(eV), By =
1+ O(eN) za proizvoljno N € N. Oznacavajudi sa @i, U0, P20, Yoo rjcscenja
sistema (38)-(41) kada B, = 0, B, = 1 (t.j. prije intcrakeije), dobijamo
sljededi sistem jednacina:

“ioe =  Uoo,

D
Uioe = 2u107
Uppe = UpoU10,

vt = 2(uoo — u1o¥o), Yo = Y20 — P10-

Njcgova rjesenja su oblika:

uf ul
Uy = ———, Upy = ——— D
10 1 — 2ult (1 = 2u0t)1/2
[t
w0 = ap+2Ut, Y10 = Q) +/ ugp dt, (42)
0
l r
do = —|(Whud — ud)(1 - 2ult) - udy/1 - 2ult], (43)
uf
U = up+u)(a, —as).

Ocigledno je da je funkcija 1g(t) jednaka nuli u dvije tacke t; = 1/2ug i

“(l) {’ .

Jasno, t* < t; pascr = @jpix = Py spajajuut =t*. Uovom sluaju vazi:

. : . U?
ug(t*) = ugy = U, uy(t™) = W“? < 00.
0
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Oduzimajuéi jednacinu (40) od jednacine (38), dobijamo sljedecu jednacinu
za funkciju ¢:
Uy = (uo — 2vuy)(1 — 2B, (Ap/e))
ili, oznacavajuéi p = Ap/c = (g + Yorb1(7)) /e, T = o/e,

— 1. (44)

— 00

: p

vhp = fuo ~ 20w)(1 - 2B,(p)), 2

Primijctimo da mozemo upotrijebiti formulu za ¥, (i za funkcije ugg 1 ug)

samo za t € [0,t* + 4], gdje je 6 > 0 proizvoljni broj takav da § < t; —t*.
Da bismo dobili formule globalne po ¢t € R*, moramo odabrati broj 4 i

produziti funkcijc upo, 110, 1 ¥y glatko za vrijeme t > t* 4 4 tako da funkcije

u. ostaju (slabo asimptotsko) rjcsenje Kosijevog problema (25), (36). Posto

0
Uy — 2Yu; = %—‘:IT—, +ud + (a) —ag)u? > 0,zat <t* vidimo da p > 0 u tom
—..H] A
intervalu. Kao u poglavlju 3.1 zaklju¢ujemo da postoji rjeSenje p problema
(44) takvo da p — py dok 7 — +o00, gdje je pg korjen jednacine

Bi(p) = 1/2.
Odavde slijedi da p — 0, T — 400 Sto znaci da kad t > t* vazi ¢, (t) = pa(t).
Iz (40) moZemo izracunati @(t), @ =1,2zat > t*. Vazi: ;(t) = U, ¢ = 1,2,
i iz pocetnih uslova za ¢;, @ = 1,2, vidimo da za t > t*:

@i(t,€) = io(t’) + Ut + O(e), w2 = pa(t”) + Ut + O(e). (45)

Razmotrimo sistem jednaéina za funkcije ug i u;. 1z (39) i (40) vidimo da

0
U

i 2u? fot[l — 2By (p(7))] dt’

ul(t, 5)

Posto fnt(l —2B))dt’ < t7, vazi uy(t*,e) < uip(t*). Sdruge stranc vazit > t*
za p — po. Zato (Ap) =ép — 0kad 7 — oo (t.j.,zat >t"ie — 0). Ovo
povlaci da za t > t* vazi

wy(t,2) = up(t”) + o(1), e —0.
Predstavimo konstruisano rjesenje u obliku

ue(z,t) = upbhz (91 — )+ ur(r — T)bea (91 — ) — w2 — )0 2(p2 — 2) =
Ub.1(p1 —z) + (g — U)Be 1 (01 — x) + ur(pr — 92)be1(01 — ) +
[05,1('»01 — ) = 0:2(p2 — 37)](992 =) i
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Posto kad t > t* vazi U —uyg — 01 9 — ¢y — 0 drugi i treéi sabirak u
precthodnom izrazu teze nuli kada ¢ — 0 dok cetvrti izraz tezi nuli jer

[6:1(01 — ) — O 2(02 — 1)) (2 — T)u; =

55.1(@1 — ) — Oca(p2 — 17)(
Y2 — P1

P2 — T)(p2 — p1)ur —

6(p2 —x)(p2 —)(U —u) =0

Posto za t > t*, € — 0, iz (45) imamo ¢, = a; + Ut, prvi sabirak pa tako i
konstruisana funkcija u.(z,t) kada t > t*, aproksimira udarni talas

u=Ub(a, + Ut — 1).

3.3 Standardni primjeri Kosijevih problema za Hop-
fovu jednacinu

U sljedeéa cetiri potpoglavlja razmatracemo transformaciju poéetnog uslova
prije druge intcrakcije. Poslije prve interakcije ima¢emo problem analogan
onom iz trenutka t = 0 ili ¢ecmo problem svesti na ncku od prethodnih
situacija. Kako je problem intcrakcije lokalan (i vremenski i prostorno) do-
voljno je glatko po t € R opisati trenutak promjene strukture rjesenja (u
ostalom dijelu prostora kreéemo se ili po karakteristikama ili po Rankine-
Hugoniotovoj krivoj). Kako je ovo uradeno u prethodnom dijelu teksta u
sljedeca ¢etiri potpoglavlja samo ¢emo navesti rezultate bez dokaza pozi-
vajuéi sc na prethodna dva potpoglavlja (ponavljamo da je ovo legitimno
zbog lokalnosti fenomena interakceije). Iz same konstrukcije vidi sc da sc
rjcSenja od k-te do k+2-ge interakceije 1 od k+1-ve do k+3-¢e interakceije pok-
lapaju u zajednickim djeclovima intervala (¢}, tp,, + 0k), 0k < tppo — tiir,
k € N, gdjc je , kao i obi¢no, t; je vrijeme k — te interakcije. Iz ovog razloga,
mod¢i ¢emo napisati glatko po t asimptotsko rjeSenje razmatranog Kosijevog
problema koristedi razbijanje jedinice vremenske osc.

U tekstu koji slijedi, funkcija ¢ koju smo koristili za regularizovanje tra-
jektorije koja opisuje kretanje tacaka a; (vidi (33)) zavisiée ne samo od ”brze”
promjenljive 7 veé i od promjenljive ¢ takode. Sljedeéa lema je rjeSava prob-
leme koji nastaju uvodenjem nove promjenljive u funkciju ¢.

Lema 23. Pretpostavimo da za funkcije o(t,7) i F(t,7) gdje je 7 = w“;"'). Yo
glatka rastuca funkcya koja ima jedinstvenu nulu u t = t*, vazi

(‘rj“'r'r)}f = F(th)) (46)
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kao @ F(-,7) — o0) € S(R) @« F(-,7) = F(-,00) € S(R). Tada postoje
funkcije d)( yT), t E R+ 7 € R takve da

o(t,7) =9~ (t) + vo(t)b(t.T) + O(e), (47)
gdje p~(t) = p(t, —o0), t € R*. Dalje vazi:
o= w(}ﬂ' /0 (F(t,7) = ¢ (t) — vo(t)o] (t)w(T)) dT’, (48)

gdje je ¢ dato sa
t
w(0%@) = [ (Pt +00) - g (0) v

dok je w takvo da lim w(z) =1, lim w(z) =0, ¢ ‘:;‘:’ € S(R).

2—0C z——20
Dokaz: Zamjenjujuéi (47) u (46) dobijamo

, 0
w; + Yo (1Y)~ +1/)0 (p M/

Dakle, da bismo dokazali da je (48) funkcija koja zadovoljava lemu moramo
dokazati da

, 0
v, + (F -, — 'l/Jow(DZL) + I/JOO—Q;

= F + O(e),
t.j. da,
62 (t¢ — Two™) = O(e).

ot
Zamjenjujudi (48) u gornju jednacinu dobijamo

o1 [T . - W i oy ot N\ s
“ot \ v} / (F(t,7) = o (t) = wo(t)g] (w(F) — ()™ (t)w(7)) dF | =
n Jo
O(e).

Koristeéi ¢injenicu da ¢~ rjesava jednacinu o, = F~ = F( -, —00) i da vazi
@i +od) + Yot = (9T heot) = F* = F(-,0c0) imamo:

Oyl I 1.1 s ) S syl o i
5 (E(I)—/_x([‘(t,‘r)—F (tw(7) = F7(£)(1 — w( )))l>~(9(c). (49)
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Posto vazi F(-,7) — F(-,—o0) € S(R) i F(-,7) — F(-,00) € S(R), za svako
t € R™, takodc vazi % (F(-,7) — F(-,—0)) € S(R) i % (F(-,7) — F(-,00))
€ S(R). Dalje, posto u (49) imamo parcijanc izvode po t (izvod ne uti¢e na
7), zakljucujemo da je posljednji integral ogranicen te da je jednakost data
sa (49) korcktna. O

U nastavku ¢c nam trebati sljedeée funkeije:

i = Polt) = u(t)

[«

g AUo(t)  oi(t) — @ilt)
i = -

c 3
BY = Bi(p”), teR".

)

3.3.1 Interakcija slabog diskontinuiteta i udarnog talasa, slucaj
Cetiri tacke; prvi slucaj

U ovom poglavlju da¢emo slabo asimptotsko rjesenje jednacine (25) sa poce-

tnim uslovom kojc ima tri slaba diskontinuitcta i jedan udarni talas. Anal-

izira¢cmo transformaciju poécetnih uslova do druge interakeije. Poéetni uslov

jc:

u(z,0) = h+ ul(a; — z) — ud(ay — )4 + udb(az — )+

ué’(ag —z) —up(as — )4 + ufj(as - T)y — ug(a4 — )4, (50)

gdjc ay > a3 > a3 > agivd, v), v, h>0,u) >0 u) >0 u)>0iudsu
konstante u R takve da (a; — ag)ul = v], (@ — az)ud = v9 1 (a3 —aq)uf = 5.
Slabo asimptotsko rjesenje problema (25), (50) dato je u obliku:

Ue(z,t) = h + ui(p1 — 2)be(r — T) — ur(p2 — 7)0(p2 — 2)+
upb: (g2 — x) + ua(p2 — )0 (02 — T) — uz(w3 — T)0c(p3 — )+
uz(p3 — )0 (03 — x) — us(pa — )0 (3 — ), (51)
gdje je ¢i(0) = a;, 1 = 1,2,3,4, i u;(0) = u?, i = 0,1,2,3. Pretpostavimo da

¢e sc prva interakcija dogoditi izmedu tacaka a, and aj.
Jednactine za nepoznate funkcije @, 1 u;—1, ¢ = 1,2,3,4, u intervalu {0, ¢} +
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6), 0 < t; —t7, gdje je t3 vrijeme druge interakeije | imaju oblik:

o =2h
Vo = ug + 2h + 2v3 - 2u2A23pBE:‘ + 2u;,A23’pB'f"‘ =0
Wy = 2h + 2v8 + 2u1A23n,9 + 2unB.§3 — 2u1A23pB§3 - 2u2A23<pB.§3 =0
Yy = 2h + 2v0 + 2v] + vy + 2uy (52)
uor — up(ug + uy) + 2uguy BX — 2upus BH =0
Uy — uf =0
Uy — 2u§ - llul'uzBf3 + 4ulung3 — 4U2U3B?3 — 4u§B‘f.J =0
3 — 2uj = 0.

RjcSenja sistema su:

t
P1(t) = 2ht + a;, @4(t) = 2(h + vy +v) + )t + 2/ uo(t')dt' + aq
0

wnt) = — 90 () = —%
w(t) = 1 —2u0t’ Yt =1 2udt
{
up(t) = exp </ (12 + uy; — 2uy B + 2u33123) dt’ + ug) ,
0
©2(t) = Paol(t) + J(t)6152( =) (53)
@3(t) = wa0(t) + Ui (t)s(t, 72)

up(t) = 20(t) + Y5 (t)k(t, T),

. 23
gdje wo = P30 — P20, T i = E"— 1

&

ot
an(t) = (2[1 + 2L’g)t + J/ QU()(t)dt + a9,

0

t
wao(t) = 2(h + v + v0)t + j/ 2ug(t)dt + ay,
0
u)

un(t) = ———-,
1 —2udt

A% = (uo — 20,8%)(1 = 2BP) + 20, AP B — 2u,ABoBS.
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Funkcije p?(72%), ¢o(t, 73), @s(t, 7%*) 1 K(t, 7) su takve da

Pty
723 s T
Bz(PQS(t»723)|T2:1_.+OQ) =1/2,i1=1,2,
@i(t’sz)lrzzx_,_oo =0,
d(p‘,(t‘T'lli Ao .
WL’“—'—:)O = O((TZJ) 1)» = 2»3,
K(t,7—23)|1’23_‘_m = (0)-
dr(t, 7%) S
]

Izraze za funkcije ¢o(t, 72), ¢3(t, 72) i k(t,7) dobijamo iz sistcma (52) i
Leme 23.

Primjedba 24. Dok izrazc za ¢o(t, 7%%) i ¢3(t, 7**) dobijamo cksplicitno iz
Leme 23, za (t, 7) imamo (vidi izraz za us u (53)):

ugy = F(t, 7, us)
odakle dobijamo relaciju
a(t, 7)k* + b(t, T)K + c(t,T7) = 0,

za odgovarajuée C*(R*, R) funkcije a, b i c. Odavde, koristeéi graniéni uslov
za funkciju x nalazimo nepoznatu funkciju .

3.3.2 Interakcija slabog diskontinuiteta i udarnog talasa, slucaj
Cetiri tacke; druga mogucénost
U ovom potpoglavlju razmatramo takode interakeiju slabog diskontinuitcta
i udarnog talasa s tim Sto je raspored singulariteta u pocetnoj funkeiji izmi-
jenjen. Ovdje hoéemo da istrazimo interakciju pomenutih singulariteta u
sluéaju kada je slabi diskontinuitet ispod udarnog talasa. Kako smo najavili,
razmatracemo cvoluciju pocetnog uslova do druge interakeije. Pocetni uslov
jer
w(z,0) = h + ul(a, — z) — ul(ay — )y +ud(as — )4+

ub(as — )y — ud(az — x)4 + wy(ay — )4 — uf(ay — )4, (54)
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gdje su @, > ay > az > a; konstante u R, dalje, uf), uf, u) i uf} su pozitivne
konstante takve da (a; — a2)ul) = vf), (a2 — az)ud = v} i (a3 — a;)uf) = f.

Slabo asimptotsko rjesenje problema (25), (54) ima oblik:

uc(z,t) = htuy (91 —2)0: (21 —2) =1 (P2 —T)0 (P2—T) Hua(p2—T)b: (P2 —T) -
us (3 — )0 (03 — ) + upb- (03 — ) + us(ps — )b (03 — x)—
us(ps = 2)6: (s — 7). (55)
gdje 0;(0) = a;, i = 1,2,3,4, i w,(0) = uf, ¢ = 0,1,2,3. Ovdje pretpostavl-
jamo da éc sc prva intcrakcija dogoditi izmedu tacaka ap and ay. Jednacine
koje odreduju nepoznate funkcije ;1 w1, ¢ = 1,2,3,4, uintervalu (0,t7+0),
5 < t5 —t}, gdje je t5 vrijeme druge interakeije, su:

w1 = 2h

@2 = 2h + 200 + 2ug B —~ 2us AP0 BE + 2u3A*p B

O3 = 2h + uo + 200 — 2u AP + 2u ABHBS — 2u, APpBP = 0
Qar = 2h + 20) + 200 + v§ + 2ug

uor — uo(ua + uy) + 2uup BY — 2uqus B =0

Uy — u? =0

Uy — 2u; — 4u1uzBf"3 + 4'u1'u33123 - 4u2u33f3 = 4u§Bf3 =0

2
uz — 2uy = 0.

RjcSenja sistema su:

¢
o1(t) = 2ht + a1, @a(t) = 2(h + v 4+ 0] + vt + 2 / up(t')dt' + ay
! 3 Jo

0 0
ul u
)= — B () = — B
w(t) 1 — 2ult’ ua(t) 1 — 2ult
©2(t) = pao(t) + U (t)a(t, T7°) (56)

t
up(t) = exp </ (w2 + uy — 2uy B + 2uy BY) dt’ + -ug) , (57)
0

P3(t) = a(t) + 3 (0)ba(t. 7)
wa(t) = ua(t) + YE(t)A(L, T),
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. . By . 23
gdje je v3 = 30 — Vo0, T8 =

o ICS

1

rt
©ao(t) = 2(h + v))t + J/ 2ug(t)dt + asg
ey
(pg()(t) = 2(h + 'U? + Ug)t + J/ QU()(t)dt + aj
0
0

Uz
R
2

PBYE = (up — 2uAP)(1 - 2B3°) — 2u ABYB — 2u3 Ao B,

Ostale nepoznate funkcije p?2(723), ga(t, 72), ¢3(t, 723) 1 (¢, 7%) imaju iste
osobine kao odgovarajuce funkceije iz prethodnog poglavlja i dobijamo ih na
potpuno isti nacin.

3.3.3 Interakcija slabih diskontinuiteta; slucaj Cetiri tacke

U ovom potpoglavlju daéemo slabo asimptotsko rjeSenje jednacine (25) sa
poécetnim uslovom koji ima éctiri slaba diskontinuitcta. Analiziraéemo trans-
formaciju poéetnog uslova do druge interakcije. Pocetni uslov je:

u(z,0) = h +ul(a; — 1) — ul(ay — )4 + u(az — )4
—ul(ag — )y +ul(azy — )4+ — uj(as — z)4, (58)
gdje su a; > as > a3 > a4 konstante u R, zatim u?, u) i uj su pozitivne
konstante takve da (a; — ag)ul = 9, (a2 — az)ud = o) i (a3 — ag)u] = 3.
Slabo asimptotsko rjesenje problema (25), (58) ima oblik:

u(x,t) = htuy (91 —2)0 (01— 2) —u1 (92— 2)0e (p2—T) +uz(p2—x)0: (02 —T)+
— up(py — 2)0:(03 — ) + us(ps — )0 (03 — ) — us(pa — T)b:(0a — r(), |
59

gdje 0;(0) = a;,1=1,2,3,4,1u;(0) =u?, i =1,2,3.
Sistem jednaéina koji odreduje nepoznate funkcije u (59) u intervalu
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(0,87 +6), § < t5 — 7, gdje je t5 vrijeme druge interakeije, je:
o1 = 2h
0o = 2(h +vp) — 2us AP0 B2 + 2u AP B
@3 = 2(h + vg) 2u; AP + 2u ABYBR — 2u, AP B =0
Qa = 2h + 2vg + 20) + vy
Uy — ul =0
Ugy — 2u2 — dujuy B® + duyug By — 4uyus BE = 4uiBP =0
30 — 211.3 =0.

Rjcsenja sistema su:

{
o1(t) = 2ht + a1, @a(t) = 2(h + 0] + vy + V)t + 2 }[ uo(t')dt' + ay
<0

0 2,0

w(t) = g wlt) = m
©a(t) = pa0(t) + wo (t)oa(t, 7°°) (60)
w3(t) = @s0(t) + ( )os(t, %)
ug(t) = uzo(t) + wo (t)k(t, T),
gdje je ¥3% = 30 — @0, T = ﬂ? I

2o (t) = 2(h + vg)t + as
)=

oot 2(h+v + Uo)t + ag
.ule
IS =y
uzo(t) 1— 2u3t
= =1-2B{

Ostale nepoznate funkeije p2(72), @2(t, 72), ¢s(t, 72) i x(t, 7%) imaju iste
osobine kao i odgovarajuée iz prethodnog poglavlja i dobijamo ih na potpuno
isti nacin.

3.3.4 Interakcija dva udarna talasa povezana pravom

Analiziraéemo transformaciju pocetnog uslova do druge interakeije. Pocetni
uslov je:

w(z,0) = h+ul(a; —z)y —ul(a — x) ud(ay — x) 4 + us(ag — )4+

u(az — a)y — ud(ay — )4 + ud(ay — )y —uy(ag — )4, (61)
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gdje su a, > ay > ay > ag konstante u R, u, a uf, « i u) pozitivne
konstante takve da (a; — az)u? = vl, (ay — az)ud = o) i (a3 — aq)u = 3.

Slabo asimptotsko rjesenje problema (25), (61) ima oblik:

ue (T, t) = h+ui (o1 — z)be (01 — ) —ur (2 — 2)0: (02 — T) + un1 e (p2 — )+
us(p2 — )0 (92 — ) + —up(ps — T)b:(p3 — T) + ug2be (03 — T)+
uz(p3 — )0 (03 — ) — us(ps — z)0(ps — ), (62)

gdje vazi ¢;(0) = a;, i = 1,2,3,4, i w(0) = u?, 1 =0,1,2,3. Pretpostavimo
da ¢e sc prva interakeija dogoditi izmedu tacaka az 1 as.

Sistem jednacina koji odreduje neponate funkeije ;1 u;—g, @ = 1,2, 3,4,
u (62) u intervalu [0, t] +6), 0 < t3 —t], gdje je t3 vrijeme druge intcrakeije,
je:

o1 = 2h

Wor = 2h + 21}3 + ug + 2u023f3 - 2u2A2399Bf3 + 2u3A23chlz3
O3 = 2h + ugp — 2ug B3 + 2up — 2u, ABYB? — 2u,ABpBP
Qar = 2h + 200 + 200 + v + 2uq; + 2ug2

ugy, — U (g + ) + 2ugua Bi® — 2ug u3 B = 0

Upge — Uoz(Us + Uz) + 2ugau; BE — 2upua B =0

uy —ui =0

Uy — 203 — dujuy BE + 4uyus BP — dupus BYE = 4u3BP =0

2
us — 2uy = 0.

RjcSenja sistema su:

t
o1(t) = 2ht + ay, @a(t)=2(h +v) + vo + 'vg)t+2/ (ugy (') + ug2(t))dt’ + ay
0
0 0

_ U u (t) _ Uy
1-2u0t 1—2ult

¢
uo(t) = exp (/ (uy + uy — 2ua BE + 2uy BY) dt' + ug) ,
0

t) + 023 (t)pa(t, T)
t) + g (t)os(t, 7°°)

u)(t)

2(t) = a0
)



23
TR S 23 _ wd .
gdje je ¥5® = @30 — P20, T = -1

ot
©a(t) = 2(h + V)t + / 2up(t)dt + ay
0

=L
ao(t) = 2(h + 0 + v)t + j/ 2ug(t)dt + ay
0

0
)

u(t) = 1 — 2ult’
PEYE = (ug — 2usA®)(1 — 2BP) — 21 AP B — 2u3A*p B},

Funkcije p?3(72%), ¢o(t, 72%), ¢3(t, 723) i k(¢, 7) imaju iste osobinc kao i odgo-
varajuce iz pretodnog poglavlja.

3.4 Interakcija slabih diskontinuiteta i formiranje
udarnih talasa; slucaj n tacaka.

U ovom poglavlju rjeSavamo jedna¢inu (25) sa pocctnim uslovom u vidu

poligoma sa n évorova. Prvo éemo napisati slabo asimptotsko rjesenje prob-

lema u intervalu [0,¢] + &), gdje, kao i obi¢no, t; oznacava vrijeme i-tc

interakcije 1 6; < t7,; — t;. Korisc¢i rezultate Poglavlja 3.3 rckurzivno ¢emo

napisati rjcenje u intervalima 8,47, + 6;41), 1 = 1,...,n — 2, [t;_;, 00).
Na poéctku éemo uvesti pomoéne pojmove i oznake.

)= —% _ =12 ..n
L = 37 5.0 = ) &y VEEy y
LT 2uft
"«’8 =Y, UE = (a1 — ak)uz_l, k=2,...,n+1,
1-1
©r0(t) = a1, @i-10(t) = 2_>_;U2t +a, [=2,4,n+1,
k=1

-0 _ Yoo
Yislo = Qo — @1, T =——, I=2,.,n+1,

[¢) li]

pg-i](Tl—l.l) _ ”"f_:b’ l=2,..n+1

Bii' = Bel(pl"), k=12 I=2.,n+1, i=1..n,
u!ﬁ =0, s€Z¢, 1=1,....,n+ 1.
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Ncka je pocetni uslov za Hopfovu jednacinu:

ulmo = uf(ay — 2)4 + (U — u))(az — )4 + (uf — up)(ag — )4 + ..t

(u?l—l - U2—2)((ln—1 —-I)y+ (U?; - u?z—l)(a" — @)l — U?L(anﬂ —x)y (63)

Poznato je da éc poslije odredenog vremena a; dostiéi tacku a; ili obrnuto.
Pretpostavimo da su momenti interakeije ¢} < t5 < ... < t;, i da u trenutku
t = t7 tacke ay;-1) 1 @y interaguju. Argumentom indukcije mozemo napisati
formulu koja glatko po t opisuje transformaciju po¢ctnog uslova. Kao i ranije,
analiziraéecmo ponaSanje rjescenja u intcrvalima: [O,t'{ + 61), [t],t5 + 02),ery
[tr_5,00) gdje t§ =016 < tf,, —t;, i =1,..,n— 2 Slabo asimptotsko
rjcSenje u intervalima [t], 7, + §;), ¢ = 1,..., n, oznacava¢cmo sa u'EI.

Sliéno prethodnom, slabo asimptotsko rjcSenje u intervalu [0, ¢} + 4;) ima
oblik:

uill(r t) = lll( |11] _ 117)01_5(99[1” —z)— ulll( [ _ 7)foe () 1] - )+
1 ! 1 1]
+.. +u; ll) 1(99} ll) 17— )01(1)—1.5(595(]1) 1~ ) “H) 1(99!(1) )9’(1)5(9‘9“!)_15)+
1 1 1
ulthy (-1 = Dune(ltly = 2) = o+ ulll () = 2)8nc (P! — )=
H.Ll(;p"_:_l - x)971+1.6((10n+1 - .’If) (64)
Posto su na ovom (prvom) koraku oguée interakeije samo slabih diskon-
tinuitcta, po analogiji sa Potpoglavljem 3.3.3 imamo:
t) = ps0(t), s#!(1)and s #1(0), s=1,..,n+1,
@iyt €) = pioyo(t) + Yio)olt £yl (rHO4M) ¢)
o1 (t,€) = Py o(t) + Yioyo(t)e (71O, 1)
ull(t) = uo(t), s#U1) =1, s=1,..,n

ul(o)(t,E) = ‘U.[(())'()(t) + h'.“](‘l"“m'l{l),t)

ol

gdje funkcije o (PO 1) k= 1,2, i k(O ) za svako fiksirano t €
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R* zadovoljavaju (/1) je nezavisna prmjenljiva ovdje):

1(0)
_ 0 (1] pl(0).2(1)
(‘?l(()))t = ka + 2uy B[m
k=0
1(0)
- [1] RUD)I(1) (1] pU0)L(1
(2un), = D vh+2ug By + 2uy By’ )
k=0

1 _ Ill (1] (1
Uy = Uy (991 (0) 991(1)
1 1 1N
tpe = 2“; (])) U ]B|1]1 2“{(]1 (I)]‘-’i;]l
sa uslovima: xl!l(—oo,t) = U1 l(—oo) =0,7=100)17=1Q1).
Sada ¢emo analizirati Hopfovu jednacinu u intervalima (¢}, ¢, +6;41), 1 =
2,..,n—2,1i [t;_;, +o0). Iz prcthodnog Poglavlja indukcijom zakljucujemo

da poslije i-te interakeije vazi:

P1r = - = Pj(1)
Pi()+1 = = = P5(2)
Pi(s=1)+1 =« = Pj(s)

gdje je j(s) = n 4+ 1. Pretpostavimo da u trenutku t = t7,, tacke aj) i
ajk+1) interaguju. Imamo sljedeée mogucénosti:

a) i) (t) # Pm(t) za svako m € {1,2,...,n+ IN\{G(K)} i wjeen(t) #
©m(t) za svako m € {1,2,....,n + 1}\{s(k + 1) } u intervalu [t], 8] + 6;).

U ovom slucaju imamo mtcrakcnju slabih diskontinuitcta (primijetimo da
zato j(k + 1) = j(k) +1). RjcSenje ima oblik:

L. 2 < 9jk+2) 1 T 2 Qj(k-1)

U ovom slucaju ult ](;v,t) — uLl( t).

2. Yjk+2) = T 2 Qjk-1)
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U ovom intervalu slabo asimptotsko rjesenje je:

u.lsi+l|($‘ t) —

= ] li+1] [i+1]
0 [t+1 i+l i+1
Z Vp + Wiy (9 my — De(Pjzr) — )=

: I!+1| ((p[l-#-ll ) ( [i+1) - I) + u!f'+1l(.nilj+l] _ 1‘)9 ((pl’l-f-l] _ l‘)—

Uj(k-1) Pj(k) jtk) \Pjik) (k)
[i+1], _[i+1] [i+1] [i+1] [i+1] [¢+1]

Ujx) (‘Pj(kﬂ) — )b (‘r’ (k+1) ~ z) + u,(k+1)\99 (k+1) - )0 ((DJ(.’\+1) z)—
[i+1] [i+1] [i+1]

Uk y (Pjikan) — )0 (0 r2) = T)-

Ovo je situacija analogna onoj iz Potpoglavlja 3.3.3. Razlika je u tome
$to ne poc¢injemo od trenutka ¢t = 0 veé od ¢ = ¢}, Zato éemo za pocetni

uslov imati:

() = @il (88) ol (80) = ol (&)
() = Siiean (1) Pt = D (£

el (6) = iy (1) g (89) = wlfy(8)

e ORI G
Nepoznate funkeije date su sa (60) uz ociglednu razliku u indcksiranju.
Naime, ako u (60) umjesto 1, Y2, @3 1 4 stavimo QL(:I]H VDL‘(:)”‘ - [’:21)
i goi(tﬂm, respektivno, zatim umjesto up, ug i ug stavimo uﬂ'{?_l“, u__f;(]:}”
i uﬂﬂ” dobijamo trazene nepoznate funkeije.

b) ‘Pj(k)(t) 76 ‘pm(t) za svako m € {1’27"-771 + 1}\{](k)} i Wj(k+l)(t) =
©m(t) za ncko m € {1,2,...,n + 1}\{j(k + 1)} u intervalu (¢!, ¢} + 0);).

U ovom slucaju imamo intcrakciju slabog diskontinuitcta i udarnog ta-
lasa ¢iji je raspored analogan rasporedu singulariteta u Potpoglavlju 3.3.1.
Rjcsenje je dato u obliku:

L2 < @ik 1 T 2 @jk-1)

U ovom slucaju uzimamo ul* ](:1:, t) = “](3: t).

2. Qjk+2) 2 T 2 Qjk-1)
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U ovom intervalu rjesenje ima oblik:

|‘+l|{.l f)
j(k=1)=1
i+1 i+1] +1
> v +“l(k Il)“”‘( — 2)8( lj(k—ll)_“)‘
p=1

[i+1]  , _[e+1] [i+1] [e+1] le+1]
Y- (P — TPk =) + Uy () — 2)+

i+1 i+1 urll o o ey
uli (@it - 280" - o) — el - D8elelady — o)+

j(k) J(k) j(k)
il [i+1] , [i+1] , [i+1) [i+1] [i+1)
“j(k+1)(‘r’j(k+1) - ‘E)HE((P]'(IHA) = )= “j(k-+1)(‘r9j(k+2) - I)ee(sﬂj(ku) —=T).

Razlika u odnosu na Potpoglavlje 3.3.1 je u tome $to ovdje za pocetni
uslov imamo:

At () = ol (8] GnlE) = oy )
li+1] » ’_[t'! 1] = [! -
5‘%‘(&4.[)“:’) L"J(J\-H)(r ) Lr’j(;-;+2)(t') QJ jH.g)(t )

rl‘l’” ™ . | | - ; |l+]] - l ] *
Wity (87) = wji ) (81) gy (8) = wjiy (£)

J(k)=1
i _ il oy i) ey 0
Wiy (t) = Wiy (ED) U (8) = Z Up
p:_](k—l)+1

Nepoznate funkceije date su sa (53) sa razlikom u indcksiranju analognoj
onoj iz prethodnog potpoglavlja.
) 9k (t) = @m(t) za ncko m € {1,2,...,n + IN\{F(K)} 1 wjesy(t) #
Om(t) za svako m € {1,2,...,n+ 1}\{J(k + 1 } u intervalu (t,t7 + 6;).
U ovom slu¢aju imamo mtuakcuu slabog diskontinuitcta i udarnog talasa
Giji je raspored analogan onom iz Potpoglavlja 3.3.2. Rjesenje je dato u
obliku:

1. £ £ pjk+2) and T > ©jk-1)

o ! . i+
U ovom sluéaju uzimamo ul I(:L', t) = ul! I(r t).

2. Qjk+2) =T 2 Pjk-1)



U ovom intervalu rjesenje ima oblik:

Jk=1)=1
ultlz, ) = Y o+
p=1

li+1] o fi+1] i1 A gl li+1]
k1) (@jik-1y ~ DIe(Pieory = T) = Ujemny () — 2)0(@)0k) — )+

[£+1| |i+1] - lH—ll |1+l| ]i+1| . E4+1]
Wiy (Piey — W0e(05)" — &) — Wiy (Pisny = E0e(Pjgirn) — 2)+

[i+1] [i4+1] [i+1] li+1] [i+1]
%J(kﬂ)Ue(SOJ(kH) - z)+ ug(k+1)\%(k+1) x)es(%(kﬂ) -z)-

i+l [i+1] [i+1]
Utk (Pjkre) ~ 2)0e(Pjihr) — 7).

Razlika u odnosu na situaciju iz Potpoglavlja 3.3.2 je u tomce Sto za
pocetni uslov ovdje imamo:
[i+1] o li] li+1] N (e
Ptk 1)(t-:') ik 1)(1F ) (Pj(k)( )—Soj(k)(ti)

l+l| Y Al] [i+1] :t H ~
‘*’J(a+1)(‘f)—w<k+1)(” Orern(t) = "’J(Hz)(” ,

Sy 2l gy it <
Ui 1)(t1) J(k_l)(ti) Uik (¢) = ( )
[ J(k+1) 1

[i+1] wy _ il . 1] sy 0 K 0

Uigean) (85) = ey (8) Yo () = D vy
p=j(k)+1

Nepoznate funkeije date su sa (56) sa razlikom u indcksiranju kao u
prcthodna dva potpoglavlja.

d) o (t) = om(t) za ncko m € {1,2,....,n + 1]\ {7(k)} i @jx+1)(t) =
©m(t) za ncko m € {1,2,...,n + 1}\{j(k + 1)} u intervalu (¢;,t] + d;-1).

U ovom sluéaju imamo situaciju analognu onoj iz Potpoglavlja 3.3.4.
RjcSenje ima oblik:

1. T < @jk+2) and T > Pjk-1)

+1
U ovom intervalu uzimamo u ](:I:,t) = uL](r,t).

2. Qjk+2) = T > Pjk-1)



U ovom intervalu rjesenje ima oblik:

jlk=1)-1

ul*tl(z,1) = Z vh+
p=1
5k () — 2)0. (k) — T) AN 2)6e(ilihy — o)+
g Be (@) — ) + ul (@bl — )6 (P! — o)+
ity = DLl - o) + il e, — o)

“[‘Ji'l)(vﬂ'i.‘ﬂn 2)0e(p ) — )
uljl(:irll)((pg'l(:i]% - I)HE(‘P’EL(:L]Q) - I).

Razlika u odnosu na situaciju iz Potpoglavlja 3.3.4 jc u po¢ctnom uslovu
koji je ovdje dat od trenutka ¢}:
1] pamy il | P T
Ptk 1)(ti) = Q_,‘{k_-l](ti) Pilk) (ts) = ‘F’_,'(k)(ti)
[i+1] ey 4l . [i+1]  ppey Al .
‘PJ(;H“(E& )= ‘rjj(gﬂ)(ti ) ‘15__;(;(+2)(t;' ) = ‘f’_,:(k+2)(t )

[i+t] ey L » [+t ey o i gye
u’j(k-])(ti) Uik~ 1)(ti) Usik) (t]) = “-j(k)(ti)
J(k+1)-1
it [} . Il+1l
sy (81) = g (E) U iy (8 =) u
p=j(k)+1
j(k+2)-1
f gj(lklﬂ (t7) = Z Ug
p=j(k+1)+1

Nepoznate funkcije date su sa (62) sa razlikom u indcksiranju kao u
prethodna dva potpoglavlja.

Posto u intervalu (¢7,t; + 6;) vazi u,lg] — Y (do na Op/(g), asimptotsko
rjcsenje glatko po t € R* jednagine (25) sa pocetnim uslovom (63) ima oblik:

T

s = Zm ! (65)

=1
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gdje je {my, ..., .} razbijanjc jedinice nenegativnog dijela realne ose takvo da

m(t) =1, for t € [0,1}),

n(t) =0, for t € [t] + 61, +00),

ni(t) =1, fort € [t;_| + 6i-1,t]),

ni(t) =0, fort ¢ [t;_,,t:+6;), i=2,..,n—1,
n(t) =1, fort € [t_| + 6,—1,00),

n.(t) =0, for t € [0,¢;,_,)-

3.5 Proizvoljan opadajuéi pocetni uslov

U ovom poglavlju trazimo slabo asimptotsko rjesenje Hopfove jednacine (25)
sa po¢etnim uslovom (3) gdje je ug(z), z € R, proizvoljna opadajuéa po
Lipschitzu nceprekidna funkcija koja uzima vrijednosti na nckom kompaktnom
podskupu rcalne osc.

Procedura za nalazenje rjeSenja ¢ée biti.

Prvo, aproksimiramo dati po¢etni uslov nizom poligona, a zatim za svaki
od tih poligona kao pocetnim uslovom nalazimo rjeSenje Hopfove jednacine
(koristimo rezultate prethodnih poglavlja). U odabiru évorova poligona mo-
ramo paziti na to da nijedna tri uzastopna ¢vora (preciznije slaba diskontinu-
itcta) ne smiju intergavati simultano (dokaz da je takav izbor mogué¢ dat jec u
sljedeéem poglavlju u sluéaju opstije jednacine u,+(f(u)). =0, f”>0). Na
ovaj na¢in dobijamo familiju slabo asimptotskih rjcsenja za koju dokazujemo
da konvergira dopustivom slabom rjesenju Hopfove jednacine sa prvobitnim
pocetnim uslovom. Preciznije, dokaza¢emo sljedeéu teoremu:

Teorema 25. Za problem (25), (3) postoji funkcija 4. = u(z,t, ) € C*(Rx
R* x (0,1)) data su (67) tako da vazi
/L'f‘e -¢dr = O(e'°), ¢ € D(R),
llie(2,0) = uo(2)llLyx) = O(e'™), z€R,

za svaki kompakt X CC R, neko p € (0,1) @ svako t > 0.
Dalje, slabo dopustivo rjesenje u(z,t)* problema (25), (3) zadovoljava

e () = @ Ol ey = OE™).

1Za dokaz da postoji slabo dopustivo rjesenje razmatranog problema vidi [14].




Dokaz:
Oznaéimo sa &(2: t) slabo dopustivo rjesenje datog problema. Podijelimo
interval (— E,,l , 6, —) tackama a,, i € N, na podintervale duzine Aq; = a;_; —
a;=Me'"# 0 < p<1, M€ (1,2). Zatim aproksimiramo poéctni uslov (3)
poligonom uO'E(x) sa ¢vorovima ug(a;), 1 = 1,2,. [Eirz——u] =5 1, a; < a; for
i <j. Zazx > E, definisimo ug () = ug. (E,,l' i za z < —g; definisimo
Upe(T) = uge(— , =i )- Odaberimo p; i iz intervala (0, 1) tako da 1+ py —p <
1/3. OdderlmO tacke a;, ¢ € N, tako da nijedne tri uzastopne tacke ne
intcraguju simultano. Drugim rjeéima, ne moze biti ;- () = ;(t) = @iy (2)
za ma koje t < t7, 1 = 2,...,n — 1, gdjc ¢; opisujc kretanje tacaka a; dok
t; oznacava vrijeme intcrakeije tacaka a, i a;4; (ponavljamo da je dokaz da
je ovo moguée uraditi dat u sljedeéem poglavlju). Na osnovu prethodnog
poglavlja, aproksimativno rjcSenje Hopfove jednacine sa poéetnim uslovom

uli—o = uge(z), (66)

¢e biti dato u obliku:
+oc
us(rs t) = Zni(t)uis(rvt)v (67)

gdje je {n; : © € N} razbijanjc jedinice vremenske ose tako da supprm; N
suppn; =0, |1 — 7] > 1.

Dokazac¢emo da je u.(z,t) slabo asimptotsko rjeSenje problema (25), (3)
sa tacnoSéu g7+,

Dakle, treba provjcriti

a) [T ((Ge)e + (22).] &(z)dz = O(c'/*) za svako ¢ € C°(R,

b) ll(-,0) - UO( llLl(R) = 0(e'?),

Da dokazemo a) zamijenimo (67) u jednacinu (25). Dobijamo O(:QT}—[——,—,)
proizvoda oblika 8. (x — ¢;)0:(x — ¢;), i # j. Koristeéi Lemu 18 vidimo da
svaki od ovih proizvoda generise ostatak reda O(e). Dakle, sumirajuéi sve
ostatke dobijamo da je totalni ostatak Q(!72(+m-#) = (¢!/3). Dakle,
izraz dat u a) je reda €'/? $to smo i htjeli da dokazemo.

Primijetimo dalje da na ograniéenom skupu X C R vazi,

ﬂ(UOE(') — up(+))dz = sup uge(z) — uo(z)] - diamX - &' = O('7#). (68)

z€X

Ovim dokazujemo b) ¢ime smo zavrsili dokaz da je 4. slabo asimptotsko
rjeSenje problema (25), (3)
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Na kraju, dokaza¢cmo da je nadc slabo asimptotsko rjesenje u smislu
L'(R) konvergencije "blizu” dopustivog slabog rjesenja problema (25), (3). Iz
tog razloga dokaza¢emo da slabo asimptotsko rjesenje konstruisano u prvom
dijelu dokaza slabo konvergira ka slabom rjesenju problema (25), (3). Za
svako ¥ € C3°([0,T) x R) vazi:

/ [ther + (0%)ec]¥0(z,t)dT = O(€), t je fiksirano.
R
Ako primijenimo fOT dt na posljednju relaciju dobijamo

T
/ [ [ter + (2%)2]00(z, t)dzdt = O(e).
o Jr

Ako primijenimo istu proceduru na pocetni uslov zakljuéujemo da je w —
lmus(x,t) = u(z,t), ¢ € R, t € R* slabo asimptotsko rjeSenje problema
(25), (3). Ako dokazemo da je funkeija u dio po dio glatka, iz njenc konstruk-
cije (poéetni uslov je opadajuéi) vidimo da zadovoljava uslove dopustivosti
Oleinik. Poznato je da su (vidi [14]) uslovi dopustivosti Oleinik i entropijski
uslovi dopustivosti , podsjeéamo:

T
/ / Oum(u) + dvq(w) dedt + | (z,Om(uo(z))dz > 0, (69)
0 JR JR

gdje ¢(u) = [7'(u) i n € C}(R) je proizvoljna konvcksna funkcija, ckviva-
lentni u sluéaju dio po dio neprekidnih funkeija. Bududéi da w— lin% U (z,t) =
E—

u(z,t) nije tesko zakljuditi da vazi

T
/ / Oum(ie) + 0vq(an)) dzdt + | w(z, 0)n(ueo(z))dz > £4O(1),
o JR Jr (70)

gdje q(u) = [ 2un’(u)du.
Ako doslovno ponovimo poatupak iz dokaza Teoreme 6.2.2 u [14] koristeéi
(70) umjesto Definicije 6.2.1 iste knjige, dobijamo,

e, ) = e, )rgaicrn S el 0) = e (-, 0) [L1gercriny + O ™) = O(!7),



poSto u ovom slucaju i.(z,0) = u.(z,0). Odavde slijedi:

”'llg(',t) - -(."t)”Ll(l;ﬂ(R) S |Ia5(',t) a l‘L(_’t)”Ll(II|<R)+
ltic (-, 2) = Ge(- )| L1 eg<m) = O('7H),

Sto implicira tvrdenje naSe tcoreme.

Ostalo nam je da dokazemo da je funkcija u dio po dio neprekidna. Ko-
ristedi definiciju, podrazumijevamo da su dvije tacke interagovale ako su udal-
jene za velicinu O(e). U svakom kona¢nom intervalu za fiksirano ¢ € (0.1)
it € R* imamo konacan broj tacaka za ¢ijc interakeije smo zainteresovani.
(to su tacke razbijanja x-osc). Zato je broj formiranih ”udarnih” talasa
konacan za svako fiksirano ¢ € R* (ovdje smo stavili znake navoda jer u
slu¢aju funkcija u., € € (0,1), ncmamo prave udarne talasa usljed glatkosti
odgovarajuéih funkcija; ovdje imamo samo strme djclove grafika funkcija u,
iz kojih, kada pustimo da € — 0, postaju udarni talasi.) Kada pustimo da
e — 0, djclovi koji sc nalaze izmadu udarnih talasa su i dalje bar neprekidni
jer su nastali kretanjem poéetnog uslova po karakteristikama. Zato je jasno
da u mora biti dio po dio neprckidna.O

4 Dodatak: Postojanje dopustivog razbijanja
u slucéaju proizvoljnog zakona odrzanja

Dokazaé¢emo da je uvijek moguée odabrati tacke a;, 1 = 1,2, ..., na z-osi tako
da nijedne tri uzastopne tacke nc interaguju simultano. Drugim rije¢ima,
ako sa @;, i = 1,2, ... ozna¢imo funkciju koja opisuje trajcktoriju tacke a;,
ne smije biti ;1 (t) = @i(t) = wir1(t) za ma koje t < t], 1 = 2,..., gdje ¢!
oznacava vrijeme intcrakcije tacaka a; 1 a;4y. Uvodimo sljedeée definicije:

Definicija 26. [14] UopsStena karakteristika jednacine (25) pridruzena slabom
rjeSenju u(z,t) na vremenskom intervalu [o, 7] C [0, 00) je Lipschitzova fu-
nkcija € : [0, 7] — (=00, +00) koja zadovoljava diferencijalnu inkluziju:

€ € A(E(t), t), skoro svuda na [0, 7],
gdje je

A(Z,t) = Ny [cssinfi._m+€ f(u(z, t‘)),csssmpi._:_wrE f(u(z, t))] )
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Definicija 27. Za particiju a;, i € S, S C Z rcalnc r-osc kazemo da je
legitimna za funkciju v € C°(R) ako nijedne tri tacke a,,, a,, a, iz particije
ne intcraguju simultano kreddéi se po trajektorijama definisanim uopStenim
karakteristikama Cauchyjevog problema (
w+ (f(u), =0, r€R, teRT,
u)i=o = v(z).
Za dokaz ¢e nam biti potrebna i sljedeéa teorema [1]:
Teorema 28. [I] Neka su v, i vy funkcije neprekidne na nekom intervalu
U realne ose i pri tom v; < vy. Neka su ) t @y rjesenja diferencijalnih
jednacina
z=uv(z), T=uvx),
respektivno, sa jednakim pocetnim uslovima ¢(ty) = 2(to) = zo Tada za

svako t > ty na intervalu U vazi:

©1(t) < @a(t).

Dokazaé¢emo sljedeéu teoremu:
Teorema 29. Dat je skalarni zakon odrianja sa konveksnom nelinearnoscu:
w + (f(u): =0, reR, teR".
Za proizvoljnu opadajucu funkciju ug € C°(R) takvu da ne postoji interval
za koji vazi
f(uo(z)) # —Kz + b,
za neke konstante K i b, odaberimo rastucu particiju Ty, T9,...,T,, Tealne ose
i povezimo odabrane tacke jednostavnim funkcijama ui takvim da za neke
konstante K;, b;, 1 = 1,...,n — 1 i neki mali parametar *, vazi:
flui(z)) = —Kiz + b, = € [xi,Tip1],
ul(z) = up(z;) +€#, uf = up(zTis1) — €.
Dalje, oznacimo sa u,, realnu funkciju jednaku funkciji uo van intervala [z1, 2.,
a u ovom intervalu takvu da

“?;(I) = Ui(l')a T E [xiyxi+l]y t=1,..,n-1

Tada za svako n € N na svakom intervalu [a, 3] postoji legitimna za funkciu
uf particija x,,...,z, posmatranog intervala |, ).
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Dokaz

Dokaz da je moguée izabrati particiju koja zadovoljava nasc uslove izve-
$éemo koristedi argument indukeije.

Da bismo napravili odgovarajuéu particiju koja ima tri ¢vora, na primjer,
a; > as > as, dovoljno je postaviti évorove tako da za funkciju up za koju
vazi

f(uo(z)) = —Kz + b, z € las,a,

ne vazi f'(up(as)) = —Kas + b. Ako nije moguce odabrati takvo as tada
pocetni uslov zadovoljava

f'(up(z)) = =Kz +b, z€(—00,a,],

i funkciju nc moramo da aproksimiramo u intervalu (=00, )] jer je u tom

sluéaju uy jednostavna funkcija koju poscbno analiziramo (Poglavlje 6).
Prctpostavnmo sada da smo izabrali legitimnu particiju z- ObC koja sadrzi n

tataka a;, i = 1,...,n, ¢; > aj zai < j, za funkciju uI " gdje |u0 z)—up(z)| <

Me* zaa, <z <ail ul "l je neprekidna i zadovoljava

fu(z) =Kz +b, z€ana;+1] i=1,..,n—1,
uh! (@) = upl(an), T <an,
up (@) = ug(@), z>a,
takﬁ da nijedne tri razlicite tacke a;, aj, ax € {asls = 1,2, ..., n} nc interaguju
simultano u nckom trenutku. Pokazaéemo da je uvijeck moguée odabrati

tacku a,., < a, tako da je particija a;, i = 1,...,n + 1, legitimna za za
neprekidnu funkeiju u[ o) koja zadovoljava:

ug‘H](I) = ug'](x), a, <
fl(ul)n_’—ll(l‘)) = "‘K".T + bn TE [ai+1$a1] 1= 11 L

'ul)n+ll(l) = u!)n](an-f-l)v T < Quyl,

I) = u(I)hL ](al), > a.

[n+1]
uy
Uvedimo jo§ jedan pojam koji ée nam pomodi u dokazu.

Definicija 30. Sa ;, i = 1, ..., n+1, oznacimo funkciju koja opisuje kretanje
tacke a;, i = 1,...,n + 1. Kazemo da je trojka tacaka (ax,,ax,, ak,) koja
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zadovoljava

Pri (87) = pry (") = i, (T7)
kal(t) < (sz(t) < (pku(t) for t < t', (71)

maksimalna ako nc postoje indcksi s; > s3 > s3 takvi da k) < sy ili ky < 59
ili k3 < s3 za koje je zadovoljeno (71).

Pretpostavimo sada da particija a;, ¢ = 1,...,n + 1, nije legitimna t.j. da
postoji maksimalna trojka tacaka (ay,, a,, ax,) kojc simultano intcraguju. Iz
. . . .. +1 . . .
Poglavlja 6 vidimo da oblik funkcije u})" I na intervalu [@n+1,a,] ne utice
na kretanje tacaka a;, ¢ = 1,...,n — 1, prije nego Sto interaguje sa a,. Zato
mora biti k; > n. Inaée, imali bismo kontradikciju sa pretpostavkom koja se
K B0 b 8 oo o ¥ In—}-l] g
odnosi na legitimnost izbora particijc «;, ¢ = 1, ..., n, za funkciju u, (koja
se na [ay, a,] poklapa sa ul").

Dakle, vidimo da samo tacke a,, i @, mogu ucestvovati u simultanim
intcrakcijama. Zato éemo razmatrati sljedeée moguénosti:

(I) Pretpostavimo da se simultana intcrakceija dogodila izmedu tacaka a,,,
ax, 1 ak, (koje ¢ine maksimalnu trojku tacaka) u trenutku t = t*. Pokaza¢emo
d' ‘k o “‘d 1 [n-{-l] , : l ']. s "+ i

a ako pomjerimo vrijednost ug (@n+1) za proizvoljno mali paramctar &
tada ¢emo promijeniti vrijeme interakcije tacaka a,, 1 ag, 1 tako izbjeéi simul-
tanc intcrakcije izmedu a,,, ag, 1 ay,-

o .o oaln4l
Uogimo funkciju 2/ datu sa:
. [n+1] _ [n+1]
U (Zl?) = U (I)v z < Qn,
- [n+1] [n+1]
u() (an+1) = Uy (au+l) + E#,
o1 = [n+1] _ > 7
j (u() (I)) = N[0T + bn-H» TE [an + ]-1 au]-

. L. y . .. - +1
Za jednacinu (1) prati¢emo istovremeno transformaciju po€etnih uslova u!)" ]

i gl

Posto sc prije interakeije tacaka a, 1 a,-), tacka a, kreée po karakteris-
tikama i posto ﬂg'“l(z) = ul)"“](a:) za T < a, vidimo da éc a, intcragovati
sa a,_; u istom trenutku za obje funkcije [L(|)"+l] i ul" kao poéctni uslov.
Oznacimo vrijeme ove interakeije sa T7, a sa a, tacku iz particije sa mini-
malnim indcksom koja interaguje sa a,, u trenutku 77 .

U trenutku 77 formiran je udarni talas. Njcgova snaga sc povecava sa
vremenom poSto mu sc tacke iz intervala [a,4),a,] 1 [as+1,as] konstantno
dodaju.

ol



Oznac¢imo sa ¢, 1 @, funkcije koje opisuju kretanje tacke a, kada je

. q . n41] . - [n+1] . . o .
pocetni uslov uy odnosno u, ', respektivno. Dokazaéemo da za svako
E> T} vazi @a(t) > palt).

[z Potpoglavlja 5.4 vidimo da

( n((ron)) ( (99,1)) = ol
(Qpn)t - u"( n) s\\pn) IVHn )y (72)
. n(*ran ) us(‘ﬁn)) -
(99,1)1 = u"\p") ’\p”} - 2(99n)- (73)

Primijctimo dalje da zbog konkavnosti funkcije f i na osnovu osobina funkcija
w i@ imamo v, () > va(x). Posto za t = T} vazi ¢, (T}) = ¢,.(T7) na osnovu
Teoreme 28 vaziée o, (t) < Pn(t) zat € (T}, T + o).

Oznacimo sa T3 i TZ" trenutak drugih interakeija tacke a,, koja se kreée po
uopsStenim karakteristikama Cauchyevog problema (1), uli—g = UL"H] i(1),
Ulp=p = u({)' +1 , respektivno. Ne gubeéi opstost (vidi Primjedbu 32), mozemo
pretpostaviti da ¢e u oba slucaja a,, intcragovati sa a,, gdje je a,, tacka iz
particije sa minimalnim indcksom koja intcraguje sa a, u trenutku 75 t.j.
Ty. Dokazaéemo da Ty > T
Primjedba 31. Opct ne gubceéi opStost, mozemo pretpostaviti da u periodu
[ AQ"‘, Ty] tacka a,, neée interagovati ni sa jednom tackom particije (vidi Prim-
jedbu 32).

Da uradimo ovo, dovoljno je dokazati da ¢, (t) < @,(t) for t € (T} > T3).
Posto u intervalu (T7, T} + o) vazi () < @u(t) tada, ako bi bilo cp,,(f) =
én(t) zancko t € (Tf,TQ) tada bismo takodc imali (¢,,)i(£) > (@n)e(t). Ovo
zajedno sa (72) implicira

flun(on)) = f(uy(n))

f(&n(@rt)) - f(us(‘ra'n))l /
U (Pn) — Us(Pn) le=¢ (74)

> - = — 5
- un((t’n) - us(99'lt) =

Lo
lt=t
S druge stranc, znamo da vazi ,($,) > u,.(Pn) prije interakeije tacke a, 4.
Koristeéi konveksnost funkcija f vidimo da (74) ne moze biti tacno.

Da nastavimo, primijctimo da ako tacka sa manjim indcksom intcraguje
sa tackom sa veéim indcksom tada sc brzina tacke sa manjim indcksom
poveéava dok se brzina tacke sa veédim indeksom smanjuje (posljedica kon-
veksnosti funkcije f).

Zato ée tacka a,, predi duzu distancu u periodu [TZ,T ] kada jc trajek-

L+ .
torija odredena Cauchyevim problemom (1), uli=g = E)' ! nego u slucaju



. . +1 i
kada je odredena Cauchyevim problemom (1), ul—p = ul**™".  Oznagimo

sa @, t.j. @, funkcije koje opisuju kretanje tacke a,, u slucajevima kada
je njena trajektorija odredena, respektivno, Cauchyevim problemima (1),
uli=0 = u!,"“] tj. (1), ufi=o = u(|)"+ll. Po prethodnom znamo da ¢,, < @, i
da 0, (t) < @, (t) kao i da ¢,(t) = @, (t) za t € [Ty, T5]. Dakle, ¢,(Ty) >
on(T5) $to smo i htjeli da dokazemo. Na potpuno isti na¢in dokazujemo da
Gn(t") > @u(t) t.j., u slucaju Cauchyevog problema (1), ufi—g = @' tacka
a, ncée interagovati u isto vrijeme sa ag, 1 ag,.

Primjedba 32. Sada jc jasno zaSto mozemo pretpostaviti da ée se druga inter-
akcija tacke a,, dogoditi sa tackom a,, u oba pomcnuta slucaja. Naime, ako
pretpostavimo da ¢emo u slu¢aju Cauchyevog problema (1), uli—o = a!)"“],
imati drugu intcrakciju tacke a, sa tackom a;,, §, < s; iz ociglednih razloga
éemo za t > Ty imati:

(»bn(t) = 955‘1(0 > L}9.'31(‘4}) > (Pn(t)v

gdje ; t.j. ¢; opisuje kretanje tacke a,, u slucaju Cauchyevih problema (1),

N . 1 T .
Ulp=g = u([)LH] t.j. (1), ul=o = ug‘+ ! Produzavajudi na isti nacin, dobijamo
on(t*) < @n(t*) Sto znaci da smo izbjegli simultanc interakcije izmedu a,,,
akl l Cl,k2.

(IT) Pretpostavimo sada da u trenutku ¢ = ¢* imamo simultanc inter-
akcije izmedu tacaka a4, ag, 1 ax, (koje ¢ine maksimalnu trojku tacaka).
4 00 0o +1 o o
Pokazaé¢emo da ako smanjimo vrijednost od u}," ](a"+1) za ncki mali param-
ctar €#, promijeniéemo vrijeme interakcije tacaka a,.; 1 ag, i tako izbjedi

simultanc intcrakcije izmedu ap 4, ax, 1 ak, .
U ovom slucaju dokaz jc prost. Ako je a, 4, intcragovala kao slabi diskon-
o o o 00 00 +1
tinuitet sa ag, 1 ax, tada ako smanjimo vrijednost ug' ](a"H) za e*, tako da
je novi pocetni uslov za (1) je:

At (z) = ul (@), = < an,

ﬁ([)'l+1](a,l+1) _ u[0"+l](an+1) - 61"‘“.’

iy =+l - 7
f (u() !(I)) = '_]\n+1I + bn-i—la T E [an + 1,0."],
tada éc a,4) preéi kradi put u sluéaju novih pocéetnih uslova tada u slucaju
o 0o 1 - .
funkcije ul)"’L } kao pocctnim uslovom.
Ako je a,4) intcragovala sa udarnim talasom pomjeriéemo tacku a,,., za
e*. Nova particija z-osc ¢éc biti a_y,...,a,, G,+1, a novi pocetni uslovi za (1)
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¢e biti:

1'L£)’L+l](fl') _ U([)”+”(I), z < ay,

~ 41 - _n+1] u . _ o
Ug (an+l) = Uy (an-H — £ )s Qpy1 = Uyl — &7,

f;(&ga-l-l](l')) — —K,L.HI + bn+11 I € [(‘1”4,1’(1"]7
A | ~ 1] / - w
uls(‘)+ll(1") = UEF)+ ](a1L+1)7 T S Upy41,

art ) = alay), > an

Primijctimo da je novi udarni talas koji je koncentrisan u @, u slucaju
nove particije pojavljuje u isto vrijeme kao udarni talas u slucaju particije
od koje smo poécli. Sa druge stranc, novi udarni talas ima manju snagu
i zato manju brzinu. Iz tog razloga ovaj talas prelazi manju distancu od
prvobitnog udarnog talasa Sto znaci da je simultana intcrakcija izmedu a4,
i ax, izbjegnuta.

Na kraju, primjetimo da ako imamo legitimnu particiju koja sadrzi n
tacaka i dodamo joj jednu tacku sa lijeve ili desne strance tada mozemo dobiti
najvise O(n?) simultanih interakeija izmedu tri ili vise tacaka. Nas koncept
aproksimacije poéctnog uslova obezbjeduje n < Me ™. Posto mozemo iz-
abrati y; proizvoljno blizu jedinici, vazi e# > e~ -¢#. Dakle, mozemo mod-
ifikovati pocetni uslov dovoljno puta da ne pokvatimo njegovu monotonost,
i da, istovremeno, izbjegnemo simultane interakeije (dovoljno je uzeti py >
3u).

0
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5 Asimptotsko glatko pot € R" rjeSenje skalarnog
zakona odrzanja sa pocetnim uslovom aproksimi-
ranim Heavisideovom funkcijom

U ovom poglavlju konstruisaéemo glatku aproksimaciju dopustivog slabog
rjeScnja skalarnog zakona odrzanja sa konveksnom nelincarséu. Pocetni uslov
aproksimira¢emo regularizovanom dio po dio konstantnom funkcijom. Pod-
sjeéamo da jc u slucéaju "random choice” i "wave front tracking” mectoda
pocetni uslov aproksimiran dio po dio konstantnom funkcijom, ali je vre-
menski interval podijeljen i u svakom od tih podintervala trazeno je slabo
rjesenje problema. Funkcija dobijena povezivanjem rjeSenja na tim interval-
ima jc aproksimacija slabog rjcsenja jednacine. Jasno je da ovakva aproksi-
macija nije ni ncprckidna, te je, da bi sc dobilo pravilno slabo rjesenje,
bilo ncophodno koristiti uslove dopustivosti. U nasem sluéaju, pokazujemo
kako sc nakon aproksimacije pocetnog uslova, proces opisan datim zakonom
odrzanja mozc glatko pratiti Sto nas oslobada obaveze da koristimo uslove
dopustivosti da bismo kao limit naSe aproksimacije dobili dopustivo slabo
rjesenje.

Kako éemo problem nalazenja glatke po t € R aproksimacije rjeSenja
skalarnog zakona odrzanja dati koristeéi stroziju u smislu regularnosti aproksi-
maciju pocetnog uslova ovdje éemo samo pokazati kako sc glatko po t opisuje
intcrakcija dva udarna talasa (Potpoglavlje 5.1), kako sc dobija glatko po t
asimptotsko rjesenje date jednacine kada pocetni uslov ima n udarnih talasa
(Potpoglavlje 5.2) i na kraju, dokazaéemo da je moguée aproksimirati pocetni
uslov stepenastom funkcijom (ovu aproksimaciju nazivamo dopustivom) tako
da nijedna tri udarna talasa nc interaguju istovremeno (Potpoglavlje 5.3).
Kako smo u prethodnom tckstu vidjeli, ovo je najtezi korak u nalaZenju
slabo asimptotskog rjescenja odgovarajuéeg Cauchycvog problema bududi da
veé imamo opisanc interakeije udarnih talasa.
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5.1 Interakcija i prostiranje dva udarna talasa za
skalarni zakon odrzanja za skalarni zakon odrzanja
sa proizvoljnom konveksnom nelinearnos¢u

U ovom potpoglavlju konstruisa¢emo slabo asimptotsko rjeSenje jednaéine
(1) sa poccetnim uslovom:

up(z) = u) + udb(a; — ) + uyf(ar — x). (75)

Ne gubedéi opstost (a dobijajuéi jednostavnost) pretpostaviéemo da je u) = 0.
Slabo asimptotsko rjesenje problema (1), (75) trazi¢emo u obliku:

UE(CL‘, t) = u?(}ls((fol(t) . I) + uge?e(‘ﬂ?“) - I)' (76)

Zbog jednostavnosti, pisaéemo 6, umjesto €.(p;(t) — ). Ovdje pretpostavl-
jamo da ¢;(0) = a; 1 p2(0) = as.

Zamjenjujuéi (75) u (1) i koristeéi (19) dobijamo (pod ¢; imamo u vidu
wi(t),i=1,2,t € R*),

et + (f (1)) =
— [~udp + f(u +ud) By + f(u]) By — f(ug) By — f(0)Ba]é(o1 — )~
[—u2g02,+j'(u?+ug)32—f(u[f)Berf(ug)Bl—j'(O)Bl]6(<,92—x)+OD,(a) =0,

gdjc B; = B;(¥2-2%). Sa p oznacimo kolicnik 2274, Izostavljajudi sabirak
reda Op (€) iz prethodnog izraza i koristedi lincarnu nezavisnost 6 distribucija
koje sc¢ tamo pojavljuju dobijamo sljedeéi sistem jednacina:

udpr = f(ul +ud)Bi + f(u})Ba — f(ud) By — £(0) By (77)
wWpn = f(ud +ud)By — f(u?)By + f(u3) By — f(0)B;. (78)

Ncka je Ap = 92 — ¢, < 0. U tom slucaju vazi Bi(p) = 1 — By(p) = 0 do
na to O(e"). Tako, zamjenjujuéi By = 01 By = 1 u (77) i (78) dobijamo
jednaéine koje opisuju rjesenje prije formiranja udarnog talasa:

f(u}) = f(0)

Lot =
uf

(“)‘*‘ Ul) flu )

P20t =



RjeSenja ovog sistema su:

o 0 _ g
oty = L2100,
4y
o 0 0 _ g
(pz()(t) = f(u2 Cl ul()) f(u(l))t =+ as. (79)

s

Odavde vidimo da dva udarna talasa data u po¢ctnom uslovu intcraguju u
trenutku ¢ = t* takvom da ¢o(t*) = pa0(t*) . Dircktno sc izraCunava da

a) — ay
f@d)  fud)—f(0)

) —

=

F(u9+uf
u

Da bismo analizirali intcrakciju datih udarnih talasa uvodimo ”brzu prom-
jenljivu” 7 = #2022 = # 1 razmatramo p kao funkciju koja zavisi od 7.

Oduzimajuéi (77) od (78) dobijamo:

(P2 —p1)e = K = M By, (80)
gdje ‘
o fg +ul) = fu)) f(?) = £(0)
M _ff+ud) - fud)  f(u) - fO)
uf ul
fud+uf) = f(u})  f(ud) = f(0)
2 a

Posto je f’ rastuéa funkcija o¢igledno M > 0. Dalje, posto (@2 — 1) = ep-T
(od sad pa na dalje podrazumijevamo p, = p) jednacina (80) postaje,

M
) =1— —Bi(p). 81
P K 1(p) (81)
Posto je p!T_‘_x = 1 pocetni uslov za ovu jednaéinu, iz standardne tcorije
obiénih difcrencijalnih jednacina znamo da lim p = py gdje je po naj-
T—+00

manjc stacionarno rjcsenje jednacine (81). Posto je B, rastuca funkcija za-
kljuéujemo da (81) ima jedinstveno stacionarno rjesenje po takvo da B;(pp) =
+. Zamjenjujuéi ovo u (77) i (78) vidimo da poslije interakcije vazi
(00 1 o0
uy + Us) — 0
+___f(l ..) f()__(p-!— (82)

1t — R
uf + ul

o7



Da bismo konstruisali formule koje su glatke po t € R funkcije ¢;, 1 = 1. 2,
trazimo u obliku:

Qpi(tv E) = Qll’)(t) + 1/10(75)051(7)’ 1= 1v2

Zamjenjujuéi ovo u (77) i (78) dobijamo da ¢;, 1 = 1,2, zadovoljavaju obiéne
diferencijalne jednaéine:

depio(t) + dyo(t) d
dt dt dr

[rei(7)] = Filp(T)),

sa pocetnim uslovom ¢;(—cc) = 0. Ovdje, o; = (¢:)., i = 1,2, i funkcija p

zadovoljava jednacinu (81) sa pocetnim uslovom p\r_‘_x = 1. Takodc znamo

F(p) = 1A+ 42 Balp) + f(U?)szE‘/;) — f(u) Bi(p) = £(0) B2(p)
1

(]

Fy(p) = f(u + ul)Ba(p) — f(U‘f)Bz(/;) + f(ud)Bi(p) — f(O)Bl(p).

Uy

Sada je lako napisati izraze za ¢;, ¢ = 1,2. Vazi,

dr’, i=1,2.

1 [ Filp(r)) - 40
(bi(T) = ;4/0 dune(t)
dt

Primjedba 33. Primijctimo da poslije intcrakcije imamo ¢ = ¢ 1, 1z tog ra-
zloga, da bismo dobili pravu informaciju o ponasanju rjeScnja za t > t* trcba
sabrati (77) i (78) uzcti u obzir da ¢; = @, := @. Funkcija ¢ dobijena na taj
naéin je u stvari jednaka funkcijama ¢, i = 1,2, iz (82). Razlog za ovako
jednostavnu situaciju lezi u prostoj formi pocetnog uslove §to opet uzrokuje
prostu formu ansatza (76) koji nam obezbjeduje da su brzine ¢y, i @2, kon-
stantne poslije interakcije. Ipak, ovo nije prepreka koja nam onemogucuje da
primijenimo mctod na sluéaj slozenijih pocetnih uslova.

U ovom poglavlju imali smo samo jednu interakeiju udarnih talasa tokom
cijelog vremenskog intervala. Ipak, poslije svake interakeije brzina novoformi-
ranog udarnog talasao ée biti konstantna u dovoljno dugom vremenskom in-
tervalu. Ovo nam omogucava da napiSemo glatko po t asimptotsko rjesenje
pomocu razbijanja jedinice vremenskog intervala.
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5.2 Interakcije i prostiranje n udarnih talasa za skalarni
zakon odrzanja sa proizvoljnom konveksnom nelin-
earnoscéu

U ovom poglavlju daéemo slabo asimptotsko rjesenje jednagine (1) sa pocetnim
uslovom u sljedeéem obliku:

up(z) = u?ﬁ(al —-z)+ ugﬁ(aQ —I)+ ..+ u?ﬂ(an - I), (83)

gdjcuhb > 0,7 =1,.,n,1ia; > a;zat > j 4,5 € {1,2,...,n}. Slabo
asimptotsko rjeSenje imamo u obliku:

ue(z,t) = ul0i ()1 (t,€) — 2) + uglae (pa(t,€) — ) + ..+
ug9ns(%(t1€) - 1') (84)

:n(i)’
je permutacija skupa {1,2,...,n}, ta¢ ka a;4; stiéi tacku a;, 1 =1,2,...,n -1
(odnosno udarni talas koncentrisan u ;4 ¢c¢ interagovati sa udarnim tala-
som koncentrisanim u a;). Ncophodan uslov ovdje je da nijedna tri udarna
talasa ncée intcragovati u istom trenutku. Zato éemo tako i pretpostavl-
jati. Da bismo pojednostavili nasc izlaganje, nc gubceéi opstost, dodatno
¢emo pretpostaviti da nijedan par tacaka ne interaguje istovremeno. Takode
pretpostavljamo da ée u trenutku ¢, interagovati tacke aym) 1 @yany-1-

Uvodimo pomoéne pojmove i oznake.

Sa %"‘I i uL"'], i=1,...,n,m=1,...,n — 1, oznatavamo izrazc za @; 1 u,
respektivno, u intervalima [0,¢7+01) 1 B, ti +0msr), m = 1,..,n—2, gdje
L_1+ Opo1 =400

Dalje, definisimo

U ovom slucaju pretpostavljamo da éc u trenutku t = ¢ funkcija m

[m] ) [m]
m_ Pit1 ¥ i+l _ Pi+1,0 — ¥i0
pi =l ! |
3 £

ti+1 —
wO = @410 — Py L= 1,...,Tl—‘1,

where




Konstante K" i Mt-’"(t), i = 1,...,n, datc su sa (pisemo m = m(i),
A =o)
p(m) 0 i(tn) . 1(rre) 0 . k(rm)—1 )
O uw) = (X u) f(Euw)-f( X u)
K™ = 3=0 =0 _ $=0 =0
L I(m) j(rn) j(m) k(rm)—-1 d
oud— 2 u u — X ug
3= 3=0 $=0 3=0
. p(m) 0 ] p(m) 0 _ p(m) 0 ] k(m)—1
AT m 4= s=j(m)+1 - s=j(m)+1 $=
e Ki + F(rm) k(m)-1 p(m) j(m)
ul— 2w > uf— 3 ul
=0 s=0 $=0 3=0
Ovdje,
. m| [rr
p(m) = max{j : o™ = "}
. . m) m)
§(m) = max{j : ! = o™}
k(m) = min{j : "} = o™},
Sa B,’;'i“ = Bi’”l(z), z€R,k=1,2,¢1=1,2 .. n— 1, oznatavamo

glatku funkciju takvu da za svako i =1,...,n — 1 vazi
Bi**!(~00) =0, B™*!(+00) =0, Bi*"'(s)+Bi"'(x) =1

Sada écmo analizirati transformaciju datog pocetnog uslova duz vre-
menske osc.
1. Interval [0,¢] + oy).

Podsje¢amo da smo pretpostavili da u trenutku ¢} interaguju tacke ay) i
ay1y-1- Pretpostavimo da vazi uj = 0 i (pg"]
U ovom intervalu slabo asimptotsko rjesenje ima oblik:

=0zam=12,..,n

Wz, ) = w00, (o (1) — 2) + udbae (D) (1) = T) + .. + ubBe (D (2) — 7).
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Funkcijc p; = Lpi li=1,.., n, zadovoljavaju sljedeée jednaéine:

1
'u?(n-l(‘f?hlx)-l)t =

(1) i1)-1
EZUEHA” MO 1 £y u)Ba(pr! (7))
3=0
1(1) 1(1)-2
Zu (D HWY) - F(HT ) Ba(pl (7D 7H))
3$=0
u?l)(‘f:’l(l)) =
}ju (A (FO71M)) — f(ufyyo) Balph (7O 7HO)) 4
1(1)-2
S @) By(pl(rO7H0)) = FS ud) By(pl (D 7H))
=0

udoll = (pro)in k# UL and k#1(1) =1, k=1,2,..,n

sa sljedeéim pocetnim uslovima: <p[ l(O) =a,k=1,2,...,n
Rjcsenja ovog sistecma su

1 (8) = wi-ra() + U OTHO (1) (110
Pl (D) = paolt) + gD (0)ga(rOTHY)
() = pro, kAL ik#L1) =1, k=1,2,.,7n

gdje

1 A -L11) Fil(p 11 (7)) — delii(t)
= P dt
i (T = ”(1)/ w Ldr', k=1,2.

i O)
dt
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Ovdje,

Filpyl) =
. (1) (1 1)=1,01 (1)- i
j(;) uy) B (/)1(1)( Z P‘; ( i Hy)
“1(1)-1 1
f(u) Bi(pyt, (r' =140 — F(0) Ba(pll] (0= 1401y
?(1) 1 ’
F2 pii{)) =
£ +ud) Ba(pllh (712)) = F(u) Ba(pl ' (712))
uf +
(1)
FD)Bi (ol (72)) = £(0) By(pjgy, (rD-1W))
O b
Yy

[1]( (D=L11)Yy zadovoljava jednacinu
: 1 5
p} 11)( M-111)y = 1\: _ Mfl(l)Bl(Pll](T"” LDy

oty -1.001)
(v ) ,
sa pocctnim uslovom Jﬂ_—— = 14+0O( () -1UD) CAO=HE o oo
p (1)=1.0(1) 5

N e N.
2. Intervali [t], ¢, +0:),i=1,..,n=3,1 [t7,—2, +00).
U ovom intervalu slabo asimptotsko rjesenje je
ull (2,8) = Wi (V(1) - 2) + whacloll (1) = ) + .+ ulbuc(H(1) ~ 2).

Funkcije <p£ ], ; =2,..,n—1, k=1,..,n, zadovoljavaju jednacinc:
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ol = Q=1 s < k(I(i)) and s > p(l(3)),

J(1G)
Z uy(Pagin-1)e =
s=k(L(1))
1) k(i)-1
(Z ")Bz Pi(;) (;}4,;(:')))_“ Z ug)Bz(PZ],)( (i)- ll(l)))+
3=0 o=
p(l(2)) p(l(3)) .
FOO- w)Bilafly (OO = £ YT w)Balpl (7)),
$=0 s=j(1(2))+1
p(L(3)

> wleuuy) =

s=j(1(i))+1

p(4) 1(3)

Z fl)B (»0; :}( I(t)—l.f(tl f(z u’ 82 9;( ) I(u)—l.f{z]))+

=0

p(I(4)) _ k(‘i)—l . |
FOY u)Bulpigy (P O7HD)) = £ ud) Bulpyy (r07H),

$= l(i)+l =0

o =g, s =3((1) +1,....p(L(3)),
ol = gl s = k(U(D)), .., 51D)),

sa sljedeéim pocetnim uslovima: L,S’l ](t:) = tliil.l+ <,0Li_]|, k=1,2, u.40
RjcSenja ovog sistema su
vﬂl () = @iy -10(t) + 1/J[(l) MO (1)) (11D
P (8) = p2a(t) + w7 O D) (1O,
gdje
i 4 a'wL‘é{H

1 /rm“h) Floin(™) - =472

0)-116)yy — __ * dr, k
oi(T ) T-11(0) dyi M) ’
dt

I
-
o
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)
peccy 0 (1 /_1y-1,201 AL (1] 1)-1,(1
f( . us)Bl(pm)(T( =LY + A )B2(p1(|)( )
§= s=
“?zn 1 L
Al 0 1/ _1y-1,11 U 0 (1] (1)-1,1(1
f( Z us)Bl(p[(l)(T( )= LU )))—j( us)B2(p{(1)( (1)-1LH1) ))
=7(L(e))+1 =0
”?m 1
F o) =
'p(l(t)) ] () 5 i, 19
f( Z UB)BZ(/}[ 1)( )) - f( . {"'.1)8'2(;)1 (T ' ))
s=0 $= -
i)
) (1] o=t 0 1 /. _u1)-1,11
fO X ud)Bilpgy (7)) = (X ud)Bilpyy, (rH 1))
s=j(l(2))+1 =0
Ul

i pl!l(710=14D)Y zadovoljava jednacinu:

Pz[(lt)( (O-Li ) K, —I‘II‘I(I)BL(’OL‘](THI)—IJ{:‘J))

) Pl (ptli=1014) PR Y .
sa potetnim uslovom ~m—m— = 14+ O((r/O~ 1) AHO=1H oo,
N e N.
U zajednickim djclovima intervala [¢f,t,, + 0.41], ¢ = 0,1,...,n — 1,

funkcije o™

dr=1,.,n,m=m() = 1,..,n — 1, su iste (do na O(¢)).
Zato su i slabo asimptotska rjeSenja u|5], i=1,..,n—1, problema (1), (83) u
ista do na O(e) u intervalima 7, t7,, +0.41), 2 = 0,1,...,n — 1, respektivno.
Zato globalno slabo asimptotsko rjesenje problema (1), (83) mozemo napisati

u obliku:

n—1

Znt:,
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gdje su funkcije n; = 7,(t) € C*°(R™) takve da:

m(t)=1, zat €0t

m(t) =0, zat € [t] + 01,+oo)

ni(t) =1, zat € [t;_, + 04 1,t*.'),

ni(t) =0, zat ¢ [t} t7+0;), 1=2,...,n—2,
N-1(t) =1, zat € [t]_, —+—a“ 2,00),
Nn-1(t) =0, zat € [0,t)_,)

5.3 Postojanje dopustive aproksimacije pocetnog uslova
regularizovanom stepenastom funkcijom

Na pocctku uveséemo pretpostavke o obliku pocetnih uslova. Naime pret-
postaviéemo da ne postoji interval u R za koji vazi

(f'(uo()))" = 0.

Ukoliko imamo takav interval, pocetni uslov ug(z) mozemo transformisati za
ncki mali parametar €#, 0 < pu < 1, tako da dobijemo funkciju ug.(z) koja
zadovoljava trazene uslove, a od funkcije ug(z) sc razlikuje za O(e*) u Ll°°
smislu.

Dokazaéemo da je uvijeck moguée izabrati tacke a;, i = 1,2,..., na z-
osi tako da nijedne tri uzastopne tacke ne interaguju simultano. Drugim
rijeCima, ako oznacimo funkciju koja opisuje kretanje tacke a; sa g, @ =
1,2,..., nc smije biti @,_1(t) = vi(t) = pir1(t) za ma koje t < t¥, 1 =2, ...,
gdjc t] oznacava vrijeme intrakcije tacaka a; i a;4,. Odaberimo dvijc tacke
a; 1 az na z-osi takve da (f'(ug(as)))” # 0. Dokaza¢emo da je uvijek moguée
odabrati tacku as tako da udarni talasi koncentrisani u tackama ap, ap i
az neée interagovati u isto vrijeme. Ne gubedi opStost pretpostaviéemo da
a; > ay 1 odabraéemo tacke az tako da ay < aj. Iz prethodnog dijela znamo
da je vrijeme interakcije t] tacaka a, i ay:

ay — Qaz

W= T ey Je)—Jo (85)
Uz —1 uy
dok je vrijeme interakcije tacaka as 1 ao:
* s — as
ba = fluz)—flua) _ flu2)—=flu1)’ (86)
U3 —ug ug—uy



Ovdje, u; = up(a;), 1 = 1,2, 3. Zclimo da dokazemo da jednakost ¢} = t5 ne
mozc vaziti as. Oznacavajuéi sa F(up(ay)) funkceiju MT”'I{—"‘) iz (86) imamo

3 U2

F(uo(as))t; = (a2 — as) + taw

Nalazcedi izvod po a3 u ovom izrazu imamo
(F(uo(as)))” = 0.

Pustajuéi da a3 — as dobijamo da (f"(ug(asz)))” = 0 §to je u kontradikeiji
sa naSim pretpostavkama o pocetnom uslovu. Osim toga, vidimo da t] = ¢}
moze biti ta¢no samo u nckom gustom skupu tacaka. Sada pretpostavimo
da smo odabrali tacke a;, i = 1, ..., n, tako da sc nijedne tri uzastopne tacke
ne interaguju simultano. Tacku a,4; odabra¢emo po sljedeéem postupku.
Oznatimo sa t;, trenutak interakeije tacaka a;iaj, 0> 5,1 =1,...,n+1.
Kao u slucaju tri udarna talasa, vidimo da jednakost t7; = t;,, 1,5, k,s =
1,..,n+ 1,1 # kor j # s, moze biti tacna samo u nigdje gustom skupu
tacaka (tacnije, za konacno tacaka rcalne osc). Praveéi uniju svih tacaka
an+1 takvih da za ncke i,7,8,k = 1,...,n+ 1,1 # kili j # s, vazi t]; = ¢},
opct dobijamo nigdje gust skup tacaka. Birajuéi ncku tacku u komplementu
ovog skupa (ovaj komplement je svuda gust) dobijamo potrcbnu particiju.

Primjedba 34. Primijctimo da prcthodnim postupkom biramo tacke a;, ¢ =
1,2,..., tako da cak ni jedan par tacaka nc intcraguje istovremeno.
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6 Prelazak iz neprekidnog u prekidno; jed-
nostavni slucaj

Kao §to smo najavili u uvodu, da bismo nasli glatku po t € R aproksimaciju
rjesenja Kosijevog problema (1), (3) ncophodno je prvo analizirati jednacinu
(1) sa jednostavnom funkcijom kao poéetnim uslovom i u tom slucaju ob-
jasniti prelaz sa glatkog na prekidno stanje rjesenja. Zato u ovom poglavlju
razmatramo (podsje¢amo na oblik jednacine (1)):

du O .
5{ ah 5;/(11) = 0, (87)

gdje pretpostavljamo f € C*(R) i f”(u) > 0 u oblasti u kojoj u uzima
vrijednosti. Razmatraéemo jednostavni pocetni uslov za jednaéinu (87):

u|t:0 = ug + (u)(x) — ug)H(al — 1)+ (U — uy(x))H(ay — ), (88)

gdje suud, U, ia; > a, konstante, H je Heavisidcova funkcija, funkcija u,(z)
je odredena jednacinom:

f/(ul(l')) =—Kz+b, K, b = const, (89)

i, uz to pretpostavljamo da u;(a;) = uf i uy(az) = U.
Primjedba 35. Primijctimo da razrjedujuéi talas zadovoljava uslove kao i jed-
nostavna funkcija s tom razlikom sto je u sluc¢aju razrjedujuéeg talasa kon-
stanta K ncgativna.
Razmotrimo sistem karakteristika za problem (87), (88). On glasi (nepoz-

nate funkcije z 1 u zavise od t):

= f'(u), u=0

z(0) = zo, u(0) = ug(zp), zo € R.
Rjesenje ovog sistema je

z(t) = f'(uo(xp))t + zo, u(t) = uo(zo)-

Ako sada kroz proizvoljnu tacku (z,¢) € R x R uocimo karakteristiku z(t)
vrijednost rjesenja u(z,t) problema (87), (88) u tacki (z,t) bi¢e jednaka

uo(zo) gdje je zo tacka presjcka karakteristike sa pravom ¢t = 0. Drugim
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linija prekida (nosa¢ udarnog talasa)

Slika 2: Karakteristike jednaéine (87)

rije¢ima, trazimo inverznu funkciju funkcije z(t) u odnosu na xo. Da bi
inverzna funkcija postojala na osnovu teoreme o inverznoj funkeiji mora biti
DUTI,, # 0. Dakle, rjesenje zadato karakteristikama postojace na vremenskom
intervalu [0, T] na kom 0%‘; # 0. Kako za 1 € [ag,q;] vazi ad_;, = —-Kt+1
slijedi da ée rjcSenje postojati na intervalu [0, %) U trenutku t* = 1/K,
sve karakteristike ée se naéi u istoj tacki (pucanje klasicnog rjesenja) i grafik
funcije u(z,t) u (x,u) ravni ée biti:

Dakle, iz ovakvog izbora pocetnog uslova slijedi da ¢e aproksimativno
rjcsenje problema (87)-(88) (slabo asimptotsko rjesenje) za svako t € R* biti
clement asimptotske podalgebre nad prstenom glatkih po t € R funkeija

L{1, Hi.(z — ©1), Hae(z — 02) },

gdje su Hy., i = 1,2, aproksimacije Heavisideove funkcije.

Grubo govoreéi, ovo znaéi da je u ma kom trenutku vremena granica slabo
asimptotskog rjcsenja lincarna kombinacija Heavisideovih funkcija H(z — 1)
i H(x—p,) saglatkim pot € R* kocficijentima (Sto zna¢i da nema dodatnih
skokova). Kako je veé reéeno, ovo znaci da se u trenutku

a) — ap
fU) = f(ug)
sve karakteristike sreéu u istoj tacki 2* = a, + Vit*, Vi = f'(u), Vo = f(U).
1=1,2.

i =
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Preciznije, za 0 < t < t*, rjeSenje problema (1)-(2) dato je formulom:
u = UP) + (u1($0(ry t)) — Ug)H(Ql S ) (U = uy(zo(x, t)))H(SO‘z - ), (90)
gdje funkcija u) (zy(z.t)) ima oblik
/ T —@i(t) o) T —bt
_ ) = Uu) !
\ Yo 7 1—- Kt

uy(zo(z, b)) = u | @ + ————1
Ovdje @(t) = a; + Vit, i = 1,2, ¢g = @1(t) — @a(t), 1 ¥ = a1 — a,.
Primijetimo da ako stavimo

‘uy(zo(x, b)), t<tr, t>t,

0 . -

Up, t=t", <z,
a(z,t) =4 ° -

U, t=t*, x>z,

ze[w U], t=t, ==z,

tada je funkcija u(z,t) definisana za sve vrijednosti t € R* i za t < t°,
predstavlja rjesenje jednacine (87) koje zadovoljava pocetni uslov  (88) za
t = 0. Nas cilj je da "popravimo”’ funkciju %(z,t) da bismo dobili analiticku
formulu koja za t < t*, odreduje funkeiju ”blizu” u(z, t) i, za t > t*, funkciju
"blizu” funkciji

u=u)+ H(c(t—t") — (z — z*))U, (91)
gdje
@l _ )= £d)
|, U-u)
Primijetimo da je funkcija u odredena relacijom (89) za t < t* glatka
svuda osim na tackama kojc leze na krivama x = ¢;(t), ¢ = 1,2, i, na

tackama ovih krivih, funkcija ima slabe diskontinuitete (izvod funkcije ima
izvode u ovim tackama). Zato je formiranje udarnog talasa (91) iz (89) moze
biti tretirano kao rezultat interakceije slabih diskontinuitcta.

6.1 Oblik slabo asimptotskog rjeSenja

Da bismo konstruisali slabo asimptotsko rjesenje koje opisuje prelaz sa (90)
u (91), uveséemo pomoéne pojmove i oznake.
Uvodimo funkciju U, (zy, p), stavljajuéi

Uy(zo. p) = Ba(p)ur(zo) + Bi(p) (U + ug — ui(z0)) , (92)
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gdje su funkcije Bi(p), ¢ = 1,2, definisanc u Lemi 18, funkeija p = p(7) je
definisana sa (98). Dalje,

r= 2020l ) = 6k Pt = 1,2
Po(t) = @i0(t) — @a(t).
Primijctimo da na osnovu formula za B;, ¢ = 1,2, na kraju Leme 18 vazi:
Ui(zo, p) = wa(zo) + O(p™N), p— oc. (93)
Sada mozemo uvesti osnovnu teoremu ovog poglavlja.

Teorema 36. Slabo asimptotsko rjesenje problema (87)-(88) dato je u obliku

'U.s(-T,t) = Ug + (Ul(x()(l"th)’p) - utf;)wl (61 :- J:)

=S

-z
+ (V- )a( 255), o0
o 0 duwz -N
gdje je wi(2) — 0,1 dok z — Foo, TR = O(|r]™"). kada |z| — oo, dok

a >0 ¢ N >0 su proizvoljni realni brojevi. Nepoznate funkcije ¢; = ¢;(t,€),
i=1,2, zo(x,t,7) date su relacijama (103) i (95).

Primjedba 37. Primijetimo da funkcije w;((¢; — )/¢) aproksimiraju Heav-
isidcove funkcije H(¢; — ), odnosno,

g

wi(@ - i")  H(di—2) +Ople), i=1,2

Dokaz Dokaz pocinjemo odredivanjem funkeija ¢;(t), ¢ = 1,2 1 zo(z,t,7),
z,7 € R, t € R* (ovakve rclacije ¢e vaziti 1 ubuduée ako ne naglasimo
drugacijc).

Funkcije ¢; = ¢i(t,€), ¢ = 1,2, traziccmo u obliku

6 = @it T) + Vod(t, T),  i=1,2 (95)

Ovdje, ¢(t,7) je takvo da zadovoljava g‘o'(t,r)l?_ﬂo = 0. Funkcije @,(¢,7), 1 =
1,2, nalazimo iz jedna¢ina novih karakteristika (96) i, kad 7 — oo (t.j., prije
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intcrakcije slabih diskontinuiteta), ove funkceije su ”*blizu”’ trajcktorijama
©i(t) iz formule (90).

Da bismo naali funkciju zo(z,t, 7), uvodimo diferencijalnu jednaéinu
"novih karakteristika”:

o By(o) (Ul o))+ Bolp) U+ =Us(zo, o)) Ha(mop)y 3| =0,

dt =0
(96)
Pretpostavlja sc da je funkcija ¢(7, p) glatka i da zadovoljava relaciju

|Tq(T, p)| < const. (97)

Uvodenje ovakve funkcije uzrokovano je ¢injenicom da funkcija Uy (z, p),
koja zamjenjuje funkciju u;(zg) u formuli (90), zavisi od vremenske prom-
jenljive (kroz funkciju p = p(7) odredenu u (99), (100)). Zato funkcija
Ui(z, p) ne zadrzava svoju vrijednost duz klasiénih karakteristika koje odgo-
varaju problemu (87), (88). "Nove trajcktorije” date su upravo jednacinom
(96), gdje je funkcija p odredena na sljedeéi nacin. Sa z(zg,t, 7) oznacimo
rjesenje (96) i uvedimo funkeije ¢i(¢, 7) = z(a;, ¢, 7), ¢ = 1,2. Stavimo

Q1(t,7) — Pa(t,7)  oi(t, 7) — ¢alt, 7) (98)

p = E = B .

Primijetimo da Uj(a;,7) = Bou) + B\U i Uy(az,7) = BaU + Biuf; stoga
iz (96) dobijamo sljedeéu jednacinu za p = p(7) (zamijenimo zop = a; i
To = a3 u (96), oduzmemo dobijene relacije i predemo sa promjenljive ¢ na
T):
d

L = (Balp) - Bi(0)/'(By + ByU) = f/(BaU + Bru))(ug) ™. (99)

Ocigledno, po definiciji

d
pr™' -1 kad 7 —o00 i £>0 (posto ¥y < 0). (100)

Ozna¢imo desnu stranu (99) sa G(p). Ocigledno, G(py) = 0, gdje je po broj
takav da By(pg) = Ba(pp) 1 lim p = py. Ovo znaci da sc za t > t* formira

udarni talas (ovo zakljucujemo kao u slucaju jednacine (34)).
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t=0 t=t*
u u

— -

Slika 3: Formiranje singularitcta u slucaju jednacine (87)

Dircktno dobijamo da — =0,1
dp pP=p0
d’G , oMU +ud\, ol
At T G IR N
p=p0

Iz jednacine (99) i ncjednakosti (101) koristeéi Taylorov razvoj u okolini
p = po odnosno T = co dobijamo da vaZe relacije:

p—po+O(1|7]),  p=0(1/Ir]") (102)
kada 7 — —o0.
Tako, neczavisno od (96), funkcija p = p(7) je definisana kao rjeSenje
problema (99), (100). Zato je funkcija z(zo,t,7) iz (96) takode definisana:
z(z0,t,7) = X(z0,t) + Yo X1(x0, T), (103)

gdje
X(zo,t) = 20 + f'(uo(x0))t = Totho(¥5) " + bt.



Zamjenjujuéi £ u (96) umjesto x dobijamo:

1 :
"\’1 S T /
Y1 Jo L

By (p) f'(Ur(z0, p)) + Bi(p) ' (Us(zo, p))
+4(r',p) = f(uo(z0))| 47

_1/’
Yo Jo L

Bu(p)f (Ui(z0,p)) + Bi(p)f'(U + uf = Us(o, p))
+4(r',p)| dr’ = (W) Mo — b(¥) " (104)

Nije tesko vidjeti da funkcija £ data formulom (103) nije tacno rjeSenje prob-
lema (96). Naime, za t = 0 (t.j. za 7 — +00) iz (103) dobijamo

(Xo + %o X1)|i=0o = To + ;)% /OT jBQ(P)f’(Ul(%,P))‘*‘

(a1 — a2
Bi(p) (U + ) — Us(zo, p)) + a(', p) = f'(uo(w0))] d7' = o +eg(z0),
Odatle vidimo da za t € [0, T}, T € R, vazi:
z(zo,t,7) = (20, t,7) + O(€).

Preciznije, term O(g) u prethodnoj relaciji ima oblik:

_ % [T }
=0 %7/0 [32(/))1‘ (Uy(z0,p))+
def

Bi(p) /(U + 1§ = Us(zo, p)) +4(',p) = f'(uo(wo)) ] dr’ &' eg(ao).

O(e) = o X,

Konacno dobijamo:
x(xo, t,7) = (0, t, T) + £9(x0).

Izratunajmo izvod 5)—; Iz (103), (104), vazi

0 ' o , » ;
5= 2 | g [Belo) Wit o) + Bulo)f U + 1§~ Ur(ao, )]

Tr 10U
- w_/ Balp) " (Us(z0,p)) = Bulp) f"(U + u = Up(o, p))| 5~ (0. p) dr
dJOT o * - O.In
(105)

73



Ncka simbol ~ oznacava sljedeéu relaciju:
. .
f ~ g lim= = const # 0.
g

Tada kad 7 — —o0, vazi

oU, B 1 1 1 1

Ozxg oo o
I 20 U+ u?
Us(zo,p) = — 2, U+ug—Uilzop) = — 2,

Zato,

Ba(p) " (Us(0,p)) = Bilp) (U + = Ui(zo, o] ~ %

Stoga integral u (105) konvergira dok 7 — —o0 1

ot o

—_—~ — T — —00.

dxo YT’

Kad 7 — oo, vazi Uy (zg, p) — u1(xo) (posto By — 1) i incgrand u (105) tezi

ka: 9 ,
N ‘
" (w0)) 5, (30) = G-
Zato
01‘0 | ({))’ .

Dakle, odredili smo trajektorije po kojima rjesenje datog problema ostaje
konstantno (do na O(e)). Treba jos dokazati da kroz svaku tacku prostora
R x R* prolazi taéno jedna takva trajcktorija, odnosno treba pokazati pos-
tojanje inverzne funkcije po zp za funkciju z(zg, 7). Da bismo iskoristili
teoremu o inverznoj funkciji koristicemo sljedecu aproksimaciju rjesenja za

problem (96):
j(l‘o, t T) = it(:rf)’ t, T) + E(g(‘rﬂ) + AIO);
gdje je A > 0, A = const. Jasno, vazi:

T = 1y + £Axy.
t=0
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i zato zo(z,t,7)|i=0 = T — ¢AT + O() Sto znaci da je pocetni uslov iz (88)
zadovoljen sa tacnoséu do na Op(¢). Dokazimo da konstanta A mozc biti
izabrana tako da je zadovoljena nejednakost:

ozt
0—170>0

za svako t € R (ncophodan uslov tcoreme o inverznoj funkciji).
Vazi

0 = J/ 1
=2 —1-Kt+ df” / [BQf (Ur(zo, p)) — Bif"(U + v — Ur(zo, p))—
Jdxg UoT Jo

/! d 8 /7 /
f (ul(zo))J 0%1:) dr’ + eg'(zg) + cA.

Podsjetimo da t* = K1, yg(t*) = 0, 7 = ¥(t)/e. Stoga za t < t*, po Lemi
22, imamo ocjenu

Yo 'fT
w()T./o

Slicno, za t > t*, vazi

i 8’11.1

Baf"(Ui(z0, p)) = Buf (U= (20, p)) = 1" (11 (20))] oz, 0T =0

Yo

el ' [Bgf”(Ul(z‘o,p)) = By f"(U +uf — Ul(l‘o,p))] dr’' = O(e),
o7 Jo

odakle slijedi da je moguée izabrati trazenu konstantu A. Dakle, jednagina:
Xo(zo,t) + YoXi1(z0,t,€) +e(g(z0) + Azp) = (106)

moze sc globalno rijesiti u odnosu na z.

U ovom slucaju, izvod tacnog rjcsenja jednacine (96) razlikuje se od
funkcije na desnoj strani (106) i od funkcije Z(xo, t, 7) od O(g). Zato ubuduée
mozemo ravnopravno koristiti funkceije z, 1 T kao rjesenje problema (96).

Predimo sada na dokaz da je (94) slabo asimptotsko rjesenje datog prob-
lema. Zamijenimo funkceiju u.(z,t) iz (94) u jednaginu (87). Koristeéi Lemu



18 dobijamo:

2 1 2 ) = oull(zo(61,4,7),p) = oz = )
+ (U = Uy(zo(P2,t,7), p))0 (T — ¢2)
0U1 01’0
-+%£%EU%(Uﬂhudntﬂm»
+ Bi(p)f(U + 3 = Us(zo(z,1,7), )] (H (1 — 7) — H(62 — )]

~ 8z = 61) [ Balp) (S Us(o(é1,£,7).p)) = S (1)

+ B, (p)(f( U) = f(U + u) — Ui(zo(01,t,7), )))|
~6(z — 8 [Bi(p) (JU + = Uslao(n,t,7). ) = F)
+ Bolp) (F(U) = [(Us(zo(62,t,7), ) )|

[H(¢) — x) — H(¢2 — x)] + Opi (). (107)

co=zp(r.t.T)

+ W(I()a p)

I pored velikog broja sabiraka u ovoj formuli, nije je tesko razumjeti.
Sabirci koji sadrze faktor (H (¢, —x)— H(¢2—x)) odgovaraju zamjeni funkcije
u. u jednacinu (87) za x € (¢2, ¢1) sa Lemom 18 uzetom u obzir.

Sabirci koji sadrze faktore 6(z — ¢;), ¢ = 1,2, pojavljuju sc zbog €injenice
da U(zo(6i(t,7), ) # 13 1 U(zo(¢ult, 7), p)) # U, ali kad 7 — 0o (t.j. prije
interakeije) vazi p ~ 7 (vidi (100)) i stoga, za svako N > 0, vazi

U(zo(61(t,7), p)) — up = O(™), U(zo(da(t,7), p)) = U = O(™).

Analizirajmo sabirke u (107) pocevsi od posljednjeg (on ima O(e™!) ocjenu
u C-normi):

aU /- ’ /
O—tl = e~ hp[By,u(zo) + Bl, (U + ug — ui(z0)) ]

=] E-lw:jpBép [U + U.g = Q'Ul(x()(xa taT))] (108)

Primijenimo Taylorovu formulu u tackama r = ¢, 1 T = ¢, za proizvoljnu
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funkciju 7(x) da dobijemo

e YupB; j/ (U + ubn(z) dzx
b2
Vo - o :
= 2pB3, (U + 4g) ({8(z — 61) + 8(z = g2)}, () + O(e),  (109)
i By, = O(|]p|™) za svako N > 0 i p — co, By, — const dok p — po
(r = —), i p = O(|7|7%) dok 7 — —o0o (vidi (102)).
Razmotrimo posljednji sabirak formule (108). Vazi:

ré1 ay . dr
JI wy (xo(z,t, 7))n(z) dz :/ ui(zo)n(z(zo, t, 7) + Vo) 0 dzy. (110)
b2 as el
Primijctimo da vazi (vidi (103))
oz ( Uy -1 0X, [ 0y-1 90X,
= = L) = er( ==L, 1
D20 L//o(\(wo) + o T(\(Wn) + o (111)

Zato jc desna strana u (108) ograni¢ena u slabom smislu dok € — 0. Primi-
jetimo da vazi sljedceca relacija:

) % 0 ‘
n(z(zo, t,7) + Yoo) = n(z(ai, t, 7) + Yod) + n;—x , 1=12,

01'()

c1 € (2o, a1), ¢ € (ag, o).

L£g=¢Ci

Uzimajuéi u obzir da z(a;,t,7) = $(t,7), ¢ = 1,2, i ponovo koristeéi (111),
(100) i (102) dobijamo

1
R J/ w1 (zo(z, £, 7))(z) di
¢2

(6(z — ¢1) + 8(z — ¢2), 1(2)) Yop7 By

“ 00X\
X / ul(ID) ((lﬁg)_l + — dxy + 0(6)
as uxg )

1
2

Konaé¢no vazi:
oU,

ot [H(¢y — z) — H(¢o — 2)] = g(7,p)((x — ¢1) + 0(z - $2)) + Op:(2),
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gdje
'L/-"I Py 7. 7 “ - 90X \
g(t,p) = —DﬂppBQp(U-#ug)—wopTng/ ul(xo)<(¢8) l+_8;:—) dzg. (112)

Po formuli (102) vidimo da vazi

|729(7, p)| < const.

Dalje, funkcija g(7, p) je intcgrabilna i integral [ g(7, p) d7 konvergira. Naime,
integral prvog sabirka konvergira zbog ocjena datih poslije formule (109), dok
sc integral drugog sabirka poklapa sa posljednjim integralom u formuli (149).

Razmotrimo preostale sabirke koji sadrze razliku H(¢, — x) — H(¢2 — 1)
u proizvodu. Za svaku funkciju n € C5°(R), uzimajuéi u obzir relaciju

Omy _ 93002
ot oz ot

dobijamo

'OUI ail‘() 0U1 01’0 ,
<-0$0W ulr am() 01, (BQ( )j (Ul(l'()(l',t,T),p))

B + 8~ Uil 7)) | (61 = ) = H(62 = D)n(2))

- . 0U1 5150 ox )
#2 01‘0 ax A Ot + Balp) f (Ur(zo(z,t,7), p))
+ By (p) f/(U +ug — Ur(zo(z, t, T),P))‘U(I) dzx. (113)

Na osnovu (96), izraz u srednjim zagradama na desnoj strani (113) je

upravo q(, p).
Razmotrimo integral

[}
/ 0U1 OIE()T)( )(ZIL‘
o

Jos dzo O
i predimo na promjenljivu zo kao u (110). Dobijamo

1 0U1 0.[()
t ) .
O, el / Ozn 2(x0,t,7) + o) dzg



Podsjctimo da
0U1 0U1 Oul(xo)

1
— ~ =, T — —0C, — , T — 0C.
-

OIL‘() Ol'n 0.’1,‘0

Iz ncjednakosti (97) za funkciju ¢(7, p), koristeéi Taylorovu formulu kao u
(109), dobijamo

" * 9U, 0zo (z)de = & "ol
% b2 01‘() 0:1:7] —2 (?l'()

az

dzo (§(z — ¢1) + 0(z — ¢2),n(z)) + O(e).

Uzimajuéi u obzir definiciju funkcije Uy (xg, p), mozemo izra¢unati integral
na desnoj strani posljednje formule da dobijamo:

[* 0t Oz

qjl252 Oxy Ox (z)dz
— 0 —_—
_ 4B BIQ)(UO ) (6(z = 61) + 8(z — éa2), () + O(e).  (114)

[zaberimo funkciju q(7, p) tako da je sljedeca relacija zadovoljena
q(B2 ~ B)(uy = U) = —g(7, p). (115)
Ocigledno vazi
g(7,p) ~ g(r,p) = O(r™™) VYN, 1= o0;
g(r,p) ~79(1,0) ~ =, T — —00.

Zato jc ocjena (97) taéna i konstrukceija koja dovodi do (114) je korcktna.

Ostalo je da dobijemo funkciju é koja sc pojavljuje u definiciji funkcija
¢;, + = 1,2. Da bismo ovo uradili iskoristi¢ccmo analizu iz Potpoglavlja 2.1.
Izjednacavajuéi sa nulom preostale kocficijente uz 6(z — ¢;), ¢ = 1,2, (samo
oni su ostali (mod Op/(¢)) na desnoj strani relacije (107)), dobijamo

0

O1(U(zo(81,,7), p) — 1)) — Ba(p) (f(Ur(z0(01., 7). p)) = f(up))
— Bi(p)(f(U) = f(U +ug — Ur(zo(1, t,7), ) = O, (116)
G2(U = Ui(z0(¢2,t,7),0)) — Ba(p) (f(U) = f(Ur(zo(2,t,7),0)))
— Bi(p)(f(U + ug — Ur(zo(d2,t,7), p)) — f(ug)) = 0. (117)
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Na osnovu Potpoglavlja 2.1 trcha dokazati da su prethodne jednacine tacne
kada 7 — %00 i naéi ¢ tako da je njihova suma jednaka nuli.

Po definiciji funkeija ¢;(t,7), i = 1,2, vazi da kad 7 — oo (t.j., prije
intcrakcije), granicni izrazi na lijevoj strani relacija (114), (115) jednaka je
nuli, i za ove relacije vazi ocjena O(77V) za svako N > 0 dok 7 — co. Ovo
slijedi iz relacija: p/7 — 1 dok 7 — o0 i

By=1+0(p"), B, =0(p "), p— 00 (r — 00). (118)

Napisimo limite ovih relacija kad 7 — —oo. Podsjctimo da

+0(7I™Y,  p=p+O(77"), T—o -0, i=12
(119)

Zato, oznacavajudi limit od ¢, as 7 — —o0 sa ¢y, ¢ = 1,2, dobijamo

(NN

Bi(p) =

o (558) - juw) -y, =12 (120
" FV) = S(uh)
— u -
T e L (121)

Kao i obi¢no oznacavajuéi

fU) = f(ug) _ [f]

V- Wl
mozemo odrediti zajednicki limit ¢~ (t) funkcija ¢;(7,t), ¢ = 1,2, dok 7 —
—o0 relacijama ‘
[£]

¢ =0 (t") + = (t = t7). (122)

(4]

Relacije (121) (ili (123)) znace da za t > t*, trajcktorije £ = ¢1 12 = 02

su "blizu” linije
fU) = f(u))
U—up
t.j., trajcktoriji udarnog talasa (91).
Analizirajmo trajcktorije = ¢;, ¢ = 1,2, dctaljnije.
Oznaéimo sa w(z) funkciju koja zadovoljava iste uslove kaok funkeije w;,
i=1,2 iz (94).

z—-z"=

(t - t‘)a
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Dokazimo da vazi sljedeca relacija:
oi(t,7) — 0i(t. T) = O(e), i=1,2, (123)
gdje
: - [j] * )
o:i(t,7) = (1 — w(7))@i(7,t) + w(r)| =" + m t—t ))

Ovdje @i(7,t) = X(ai t) + oXi(ai, 1), (vidi (147)), 2* = p10(t") = pa20(t"),
1 ¢i(t,7), © = 1,2, su trazenc trajcktorije singulariteta odredenih da na
(mod O(¢)) relacijama

Gi(t, 7) = Pi(T,t) + Yoo

Da dokazemo (123), dovoljno je staviti ¢~ (¢*) = z* u (122) i primijctiti
da ¢;(0,t*) = z*, 7 = 1,2. Ostajc da sc primijeti da sc funkcije @;(7,t) mogu
predstaviti u obliku

@i(T,t)=:r'+wo(%T)_1/ [B2f'(Ulai, )1 B f (U+ug—U (as, p) (7', p)] d7”.

’ (124)
Ovo slijedi iz (103), (104) uz relaciju z* = bt* = —byy /1 uzetu u obzir (vidi
formulu (89)).

Primijenimo sada Lemu 22 ¢ime dokazujemo (123). Tvrdenje koje smo
dokazali znaéi da ¢; iz (123) zadaju familiju trajcktorija kojc aproksimiraju
trajcktorije koje zelimo da konstruiSemo. Ove aproksimativne trajcktorije,
su sa taénoséu O(e), nezavisne od izbora funkcije w(7). Jedino se trazi da
ova funkcija zadovoljava iste uslove kao i funkcije w;, @ = 1,2, iz (94).

Izracunajmo sada funkciju zo(¢;,t,7), @ = 1,2. Po decfiniciji ovo je
pocctna tacka trajcktorije x = ¢i(t,7), ¢ = 1,2. Jasno, za t < t*, vazZi
oi(t,7) = @i(t, 7)+0(e) i Zo(pi, t,T) = a;. Zat > t*, vazi ¢;(t, 7)—o (t) = 0
dok € — 0. Po relaciji (24), za ¢~ (t*) = z*, vidimo da jec u ovom sluéaju
pocctna tacka

F=o(0) =2 - D
[u]
Na osnovu ncjednakosti f/(U) < [f]/[u] < f'(u)), ovo implicira Z € (as,ay).

Stavimo

Xo(i,7) = a; + Q1)@ — @), i=1,2,

gdje je Q(7) funkcija koja zadovoljava iste uslove kao i funkcija w;, @ = 1,2,
z (94).
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Dokazimo relacije
6i(t,7) — (2(Xo(0i,7),t,7) + od) = O(c),  i=1,2 (125)

Ograni¢imo sc na slucaj ¢ = 1. Vazi

Us(as, ) = Ur(Ko,p) = 00 = @) 32 (a1 + @S2 = a). ).
U+ud—Ulay,p)=U+u— Uy(Xo, p) — (& — ai)g—g;(al +aQE — a;), p),
gdjc a € (0,1).

Iz ovih relacija dobijamo
o1t 7) — (Xo(61,7),t,7) (126)

')

T 5 i
— (5 — abo(¥ir)" / [Bg-g;<ul<a1,p>;ul(xo,p))
0 =
_ BI%{:(U + ud — Ui(ay, p); U + ug — Uy(Xo,p))

X Q%U—l (ay + a2 — a;), p) d7’

2o
gdje (B)

of _f(A) - f'(B v

Su (4,B) = A—B  a-B F1(A)-

Primijetimo da intcgral na desnoj strani (127) konvergira dok 7 — +00 posto
je funkeija Q sadrzana u integrandu. Konvergencija integrala dok 7 — —oo
provjcrava sc na isti nacin kao konvergencija posljednjeg integrala na desnoj
strani (149). Stoga, po "complex germ” lemi, vazi:

oi(t, T) = l'(XO((»blvT)’taT) = O(e),
i stoga, po (123) i (124), dobijamo (126). Iz (126) dobijamo rclaciju
Uy (zo(¢i,t,7), p) — Ur(Xo(61,7), p) = O(e), 1=1,2. (127)
Po konstrukciji, limiti izraza na lijevoj strani u (116) i (117) su jednaki

nuli dok 7 — oo (t.j. prije intcrakcije). Dalje, razlika izmedu grani¢nog i
predgraniénog izraza je O(p™") = O(77") za svako N > 0.
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Po (117), ovi izrazi takode teze nuli dok 7 — —oo, i razlika izmedu
graniénog i predgraniénog izraza je O(B) — 1/2) = O(p — po) = O(|7|™"),
T — —o00. Zato je, na osnovu Potpoglavlja 2.1, da bi suma sabiraka sa
0-funkcijama u (107) bila jednaka Op(e), dovoljno da suma izraza na li-
jevoj strani relacija (116) i (117) bude jednaka nuli. Na taj na¢in dobijamo
jednacinu

¢2(U — Urezy) + 01(Ur1y — ug)

= Ba(0)(f(Uiw) = F(ud) + Bi(o) (S(U) = ()
+ Ba(p) (f(U) = f(Ur@))) + Bu(p) (f(Uriy) = f(ug)).  (128)

Ovdje smo koristili sljedeéu notaciju:
Uiay = Ur(zo(0:, 8, 7), p), Uiy = U + 4 — Ur(zo(9i,t, 7),p), i=1,2.

Primijctimo da
A i d 7 n .
Dit =Qiz+woa(7’¢>)+ET¢>L, 1=1,2.

Oznac¢imo sa f ~ g ako .
lim ! =1.
9

Lako sc vidi da dok 7 — o0, vazi

U=-Uyy=Uay-uwy~U-Uq~U—u=B(U-u). (129

Sli¢no,
FU) = (@) = f'(ud) B (U — w)), (130)
fU) = f(W@) = f(U)B1(U — ),
FU) = f(Uyy) = f(U)BL(U — ug),
f(Uhay) = f(uf) = f'(ug)Bi(U — up).

Da bismo dobili rjesenje jednacine (128), primijetimo da do na O(g), na
osnovu (126), mozemo zamijeniti argument xo(¢;, ¢, 7) sa Xo($i, 7) u funkeiji
Uijy, 1 po (123), funkcija Xo(¢:, 7) moze se odrediti nezavisno od funkcija ¢
(svuda ovdje i,j = 1,2). Takode podsjeéamo da je dovoljno naéi funkeiju )
koja do na O(e) zadovoljava jednacinu (128). Ukoliko iz nje uklonimo sabirak
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eT¢, vidimo da jednacina postaje lincarna diferencijalna jednacina u odnosu
na ¢ i njeno rjesenje se lako nalazi (napominjemo da je ovo rjesenje do na
O(e)).

Ovo rjesenje ima oblik

-1

3 = (W)~ /0 (U = 48 = Un(Rold2, 7)) + Us(Ko(1,7), )

X ( — U — Ui (Xo(¢2,7),0)] — 9’31[U1(X0(¢17T)’P) - ug)]
+ {Ba2(p)(f (Ur1y) = Fl)) + Bilp)(f(U) = f(Ur1)))
+ By(p)(f(U) = f(Ui)) + Bup)(f(hea) = £())}) dr’. (131)

Po (119), (129) i (130), intcgral na desnoj strani u posljednjoj relaciji konver-
gira dok 7 — o0 i ¢ = O(r~1) dok 7 — oo. Na kraju ostaje da primijetimo
da ¢ nc zavisi od t tako da je posljednji sabirak na desnoj strani (129) jednak

nuli. Time je dokaz zavrsen. Q.
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7 Evolucija nelinearnih talasa

U ovom poglavlju pokazaccmo kako konstruisati slabo asimptotsko rjesenje
jednacéine (87) sa proizvoljnim poécetnim uslovom. Radi preciznosti i jednos-
tavnosti pretpostaviéemo da je pocetni uslov opadajudi $to ne predstavlja
gubitak opstosti bududi da sc na rastuéim djclovima poéctnog uslova struk-
tura rjeSenja ne mijenja (poznato je da se udarni talas javlja u intervalu gdje
pocetni uslov ug(z) opada (vidi sliku 1)).

Primijctimo tacku zo € R takvu da

. . 1 1

TR T Flune)) (@) [ uo(wo) (o)
Pretpostavimo da je ovo g € R jedinstveno. U tom sluc¢aju udarni talas
ée sc pojaviti na trajcktoriji (karakteristiki) po kojoj sc kreée tacka zo, ili,
drugim rije¢ima, ”pucanjc” klasiénog rjesenja dogada sc na visini ug(zo) u
trenutku ¢* (t.j. pocetni uslovi sc mijenjaju kao na slici 4). Da bismo opisali
ovaj fenomen glatko po ¢t € R*, na prvom koraku definisemo funkceiju u;(z)
takvu da:

f(wm(z)) =-Kz+b, z€R,
a K i b su konstante koje odredujemo iz uslova (o je neki fiksirani broj):
uy(zo — 0) = up(xo — 0), ui(To+0) = uo(z0 + 7).

Zatim zamijenjujemo dio poéetnog uslova ug(z) u nckoj maloj okolini (zq —
d, o +0) tacke zo funkcijom u(z), x € (zg — 0, 2o + 0). 1z ovog malog dijcla
oko tatke zo u trenutku t* = 4 pojaviée sc udarni talas snage |ug(zo — 6) —
uo(zg + 6)| dok éc za t < t* rjeSenje u naseg problema (sa transformisanim
pocetnim uslovom) biti neprekidna funkeija (vidi sliku 5).

7.1 Transformacija standardnog pocetnog uslova

Razmatramo problem (87) sa (standardnim) pocetnim uslovom:

u(z,0) =v(z), € R, te R (132)
Funkcija v(z) ima oblik:
up(z), T < ay
v(r) =< u(z), ay <z <a, (133)

U(z), > a.



Slika 4: Transformacija datih pocetnih uslova

—~ t-:t*

To—€ Xgte T

Slika 5: Transformacija transformisanih poéetnih uslova
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Ovdje je funkcija u; takva da
ur(ay) = up(a;) = uga u(az) = Ufaz) = UO, az > ay,

f'(u(z))=~-Kz+b, r€R,
pri ccmu su K i b konstante takve da

f(ud) = —Ka, + b,

f'(U°) = —Ka, +b. (134)
Dalje pretpostavljamo da funkcije ug(z) i U(x) zadovoljavaju
1 1 1 1
e - 20> —=, —= - 2C>= 135
Pz ="K T Pu@UE) 2k 1

Ovu pretpostavku uvodimo da bismo obebijedili da sc gradijentna katastrofa
dogodi poslije trenutka C u intervalu (—oo, a2) U (a3, 00). Dokazimo sljedeéu
tcorcmu:

Teorema 38. Slabo asimptotsko rjesenje Kosijevog problema (87), (132) ima
oblik:
t,7)—x
ue (2, 1) = uo(z,t) + (Ul(ﬂfo(ir, t,7),pyt) — uo(z, t))wl <¢1( E) )

& (U(x,t) — Ui (zo(z, t,7), p, t))wg(%‘f). (136)

Ovdje
- - Yol?)

L Yo(t) = p10(t)—@20(t), @a(t) = f(U°)t+as, ¢10(t) = f'(ud)t+ai,

t funkcija Uy (xg, p,t) je takva da:

Ui(zo, p, t) = Ba(p)v(xo) + Bi(p) (U(d2(t), t) + uo(e1(t),t) — v(z0)),

1
R, t€[0,—+4),
xOvpe ) E[7K+)

gdje 6 < C — 71(-, K je datoojednacinama (134) dok je C konstanta iz (135).

dau)i _ .
d"a = O(IT! N)’ gd]€

Dalje pretpostavijamo w;(z) — 0,1 kad 2z — Foo,
|z| = co, @ >0 i N >0 su proizvoljni brojevi.

Funkcija xo(z,t, ) je inverzna funkcija funkcije x(xy.t, T) definisane kao
rjesenje (143) dok je o; = ¢;(t,7), 1 = 1,2, date sa (144).
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Primjedba 39. Ubuduée, ukoliko ne dovodi do zabunc, pisa¢emo ¢; umjesto
oi(t, 7).

Dokaz Poé¢injemo dokaz uvodenjem funkeije

O1 — @2
p= -
€

Zamjenjujuéi (136) in (87) i koristeéi Lemu 18 dobiamo (H je Heav-
isidcova, a § Diracova distribucija):

Jduy  OU, Oz c)_U_l@ o
E + O—IOW[HWL —z)—H(¢2 - 2)] + Dp Ot (H(¢1 — z) = H($2 — )]+
oU 0 ot/
SpH (61 = 2) = H(os = 2)] = 5P H(61 — @) + - Higo — 2)+
¢1:(Ur = up)8(¢r — ) + ¢ (U — U1)6(2 — )+
OUQ 0U1 01‘0 Oul 01‘0

f’(uo)—a—z- + H(¢ — $)[32(P)f’(it1)0—x0—0—$— = Bz(P)f’(“o)‘(ﬂ;g;]-}-

N (?U 017 " OU 01‘ OU 0
H(61=2)[B(p) (V) 5 52 = Balp) f (U +uo=U1) (0_%0_3:0_0_35;%) "

; iy . of . ; oUu 01‘0 0U1 01’0 . OU(]
H(o; - 2)[B.(p) (/ (U +uo - U)) (5;5; . 0—%5;) s f (Uo)z) .
a / aU (?.'I'[] ’ 0U1 01‘()‘
i) (1 g2 002 - w252 ) -
8(¢y — z) [Ba(p) (f(Uh) = fluo)) + Bilp) (f(U) = f(U + uo - Un)]-

6(¢2 — ) [Bl(P) (f(U +ug — Ur) = f(uo))+B2(p) (f(U) - f(Ul))] =OI(’,(E)j
137

Mnozeéi ovo sa n(z) € C3(R), integraledi u odnosu na z € R, a zatim dijcledi
domen integracije na tri podoblasti (—co, 2), (02,¢1) i (¢1,+00), t € R,
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dobijamo:

rd2 auo Oun
j (55 + 55 f (wo)]dz+

% 9U, 0230 oUy dp U, 0z, OU, Dug
/¢2 [(%0 ot * 0'_-E)t + Baf (Ul)a_a_ o T By f’ (Uo)a_—.

g, O0U oU 90U, Ozo
B, f(U )0:1: Bif' (U + uy — Uy) (O:E 91y 0z ) ]dx+

/ (57 + 5 )] da+

b1

Q)lt( ( (d)lat T) N ) - uO(@ht)) r ¢2t (U(¢27 t) - U1($0(¢2(t)) t T)vp7 t)) .

[ 2(p) (F(Ui(@o(n,,7), ,) = F(uo(61,8))) +
(o) (FU(1,0)) = FWU(@1,8) + wo(61.1) — U(zo(61,t,7), p,2)) ) | -
[ (.0)( f(U(¢2, )+Uo(¢2,) Ur(zo(@2,t,7),p,1)) — fluo(d2,t))) +
Ba(p) (f(U(62,1) — f(U(zo(é2,t,7), 5,1))) ] = O(e). (138)

Napravi¢emo sada dodatne pretpostavke za funkeije U(z,t) 1 ug(z,t). Na
osnovu oblika pretpostavljenog slabo asimptotskog rjesenja iz (136), vidimo
da funkcija u.(z,t) nc zavisi od vrijednosti funkcija U(z, t) i ug(z,t) u inter-
valu ¢ < z < ¢;. U stvari, trcba nam samo da funkcije U(z,t) i uo(z,t)
budu takve da njihovi izvodi po z budu ograni¢eni, $to znaci da mozemo
pretpostaviti sljedede:

UO(Iat) = U(¢1,t), T < ¢17
U(z,t) = U(go, t), T > 2.

Ako sada izjednacimo sa nulom terme koji se pojavljuju pod integralima f?;

i j dobijamo:

ou ., U _
- +FU)5 =0, (139)
Q@ﬂf( )ai“=o. (140)

Jednacine (139) i (140) su kvazilincarne parcijalne diferencijalne jednacine
prvog reda cije klasiéno rjesenje postoji bar do trenutka ¢t = C, C definisano

89



u (135). Rjcsenja jednacina su data sa, respektivno:

U(l‘,t) = U(l‘m(f, t)), (141)
UQ(JE, t) = ’U.()(CE()Q(JE,t)). (142)

Ovdje, zgi(z,t) i zo2(z,t) su inverzne funkicja funkcija z(zo1,t) i z(zo2,t)
koje zadovoljavaju sljedeée sisteme obiénih diferencijalnih jednacina:

t=f(U), U=0, z(0)=zn, UO)=U(zn), zon € (—oc,a],

&= f'(up), =0, z(0)=zZg2, up(0) = uo(To2), Toz € [a1,00),

Sada uvodimo jednac¢ine "novih karakteristika”:

%gt—r = By(p)f(Ui(zo, p, 1)) + Bi(p) f'(U(¢2,t) + uo(é1,t) — Ur(20, p, t))+
q(1,t), z|i=o = zo, (143)

gdje se pretpostavlja da je funkcija g(7,t) glatka i zadovoljava ocjenu:
|Tq(T,t)] < const.

Sa z(zg,t, 7) oznacimo rjcSenje jednacine (143) i uvedimo funkeije
@i(t, 7) = z(a;,t,7), 1 = 1,2. Stavimo:

(»bi(th) = ‘rai(th) + wo(t)ﬁb(t»”')’ 1= 172’ (144)

gdje o(t, 7) zadovoljava o(t,7) = O(r™N), 7 = +00, N € N proizvoljno.
Zamjcnjujudi o = a; i o = ap u (143), zatim oduzimajudi dobijenc izraze
i prelazeéi sa promjenljive ¢ na 7 dobijamo (podsje¢amo da je ovo standardna
procedura):
22 = (Br(p)~ Bu(p)) (' (Bal )i+ Ba(p)U°) = £ (Bal )+ Bulphu) ()™
(145)
Ovaj izraz je identiéan izrazu (99) (prethodno poglavlje). Zato funkcija p
ima iste osobine kao i funkcija p koja sc tamo pojavljuje. Ove osobine su:

{
pT"'—»lkadT—>ooand£>0,
dr

p— po+ O(1/|7])), p=0O(1/|r]*), kad T — —o0. (146)
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Razmotrimo sada jednac¢inu novih karakteristika. Stavimo:
i‘(l‘(),t,T) = X(I07t) +w0(t)Xl(I017)a (147)

gdje
X (z0,t) = zo + f'(v(zo))t = Toto(t) ()™ + bt.

Zamjenjujuéi £ u (143) umjesto r dobijamo:

X1 = = [ [Balo)F Wn(zo,.1)
WI')T 0 5
+ Bi(p) f'(U (2, t) + uo(01,t) — Ur(2o, p, 1)) + a(7', p, 1) — f'(v(z0))| d7’

(148)

Kao u prethodnom poglavlju, vidimo da rjesenje & dato formulom (148) nije
tacno rjesenje jednacine (143). U stvari, za t = 0 imamo

&3

T(0) )
wf)/o l.B2(p)f (Ur(zo, p, t))+

Bi(p) f'(U(ga(t), t) + uo(¢1(t), t) — Ur(zo, p,t)) + q(7’, p) — fI(U(Io))‘ dr' =

(Xo + Yo X1)|1=0 = zo +

xo + €g(xo, €),
Posto
di _ dr
dt  dt’
vazi:
z(zo, t,7) = (x0, t, T) + €9(z0, €).

Izra¢unajmmo izvod 57—; Po (147), (148), imamo

oz _ wo /T d 1 ! !
%}; = E‘;)_T /0 O.TQ BQ(p)f (U1(1:07pa t)) + Bl(p)f (U(¢2at)+
uo(n,8) = Us (@0, ,1))] dr = S f Ba(p) f" (U (20, p,1)) -
| OT 0o -

Bl (p)f”(U(d)% t) + UO((blvt) - Ul (*T[')v Py t))} g_gl—(x()a P, t) dr (149)

0
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Koristeéi oznake iz prethodnog poglavlja dobijamo da kad 7 — —oco vazi:

oU, 1 1 1 1
—— ~B=-=~ - By — = ~ —,
Jdzo 7o 71 DR
U+ uf
Ui(zg, p,t) — 5 0

Zato,
Bao) " (Us(z0,p,1)) ~ Bu()S" (U (62(6) )+ uo(@1(8), )= Ui (o . )] ~ 7.

Stoga integral u (148) konvergira dok 7 — —oo i

oz Yo
— o~ —, T — —OC.
017(] 1[167’
Dok 7 — oo, vazi U(zg,p,t) — v(zo) (posto B, — 1) i integrand u (149)
tezi ka 9 5
Mo _t‘ = Wy
f (L(IU))OIU ug
Tako,
01‘0 g’

Kao u prethodnom poglavlju, zbog rjcsivosti jednacine z(zo,t,z) = z
u odnosu na z, globalno po t, koristiécmo sljede¢i aproksimativni izraz za
rjesenje jednacine (143):

‘i‘(l‘Ov ta T) r j"(:‘EOv t T) + 5(9(:3(), E) is A.T()) = ‘T($01 t, T) + sAxO”
gdje je A > 0, A = const. Jasno, vazi

T = Ig + EA.’E(),
t=0
i zato zo(x,t,7)|s=0 = T — €AT + O(e).
Ovo znaéi da, u smislu Opr-ocjena, pocetni uslov u (143) ée biti zadovoljen
sa tacnoséu Op(¢). Kao u prethodnom poglaviju dokazujemo da postoji
konstanta A tako da je ispunjcna ncjednakost:

oz

— >0
oz

92



za svako t € R. Kako je dokaz u potpunosti analogan izostaviéemo njegove

detalje.

Razmotrimo relaciju (138) ponovo. Podsjetimo da smo odredili funkcije

U(z,t) i up(z,t) tako da su termi ispod integrala f_a}; i f‘;x

Ostalo je da dokazemo da za sljedeéi sabirak u (138) vazi:

/ 0U1 01‘0
b2 01'() OI

B f'(U(d2,t) + uo(¢1,t) —

oz

= + Ba f'(U(zo(z, t, 7), 0, t)) +

C}Ul 8,9

\
Ui(zo(z,t, T),p )+ 0 e

Ako iskoristimo ¢injenicu da zo(z(t),t, 7) = zp, vazi:

0.’130 Jr % —0.

9z ot | ot

Na osnovu jednacine novih karakteristika, vazi:

OUl 0.’1?() BU1 Dp //'¢1 %
/m (G attr) + G Sz + [ Fnayas

Kao u prethodnom poglavlju, dobijamo:

OUI (?p

By o7 (H(o1 =) = H(g2 = 2)) = (7, p) (8(z = 1) =
gg; "’Oj’ (H(¢1 - 7) — H(s — 7))
- (Ba(p) — Bi(p)) (u20(¢)1,t) —U(ga,t)) (6(z — ¢y) —

Funkcija r(7, p) data jc sa:

Yo

r(re) =5

—ppBy, (U(d2,t) + up(dr,t))
/ﬂu ’U,l(l'())( c

a2 a — a2

- w;)pTBEp
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jednaki nuli.

S| tenie =
O(e). (150)
(151)

—0e)  (152)

6(z = ¢2)) + Op:(e),

0(z — ¢2)) + Opi ().

% ) dzy.
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Isto kao u prethodnom poglavlju odaberimo funkeiju ¢(7,t) tako da:
Q(T, t) (BZ(p) ) Bl(p)) (u0(¢l, t) - U(¢‘27t)) = _T(Ta t)
Birajuéi takvo ¢(7,t) dobijamo da ¢e relacija (150) biti zadovoljena ako

°1 QU

} —ai—n(z)dx = {(e). (153)

Ako sc prisjetimo oblika funkcije Uy (zo, p, t) dobijamo:

é1 é1
O oydz= [ By(0)2 (U t) — uoldr, 1)) miz)de =
o ot o ot

1 “ 9
epBi(p) - Fap—s L 5 (U(d2,t) — uo(¢1,¢)) n(z)dz.

2

Dalje, primijetimo da je izvod % (U(¢a, t) — ug(@y,t)) ogranicen. Tada, posto
zat < t* vazi T — oo i Bi(p) = O(p™") za svako N € N i p — py dok
T — —00 vaZi

1
¢2 — P

Sto implicira da je (150) zadovoljeno.

Ostalo je da dobijemo funkciju ¢ iz (144) kao i da anuliramo (do na
Op(€)) izraze u (137) koje sadrze ¢ distribuciju. Ponovimo proceduru iz
prethodnog poglavlja. Izjednagavajuéi sa nulom preostale kocficijente uz
§(x — @), i = 1,2, (samo oni do na modOp:(¢) su ostali na desnoj strani
od (137)), dobijamo

/: (2 (U(g2,t) — uo(¢1,t))> n(z)dz < oo

¢1t(Ul($0(¢lv tv T)v Ps t) - uO(‘bl(t)ﬂ t))—

Ba(p) (f(Ur(zo(en1,t,7), p,t)) — f(ua(@1(2), 1)) = Bi(p) (f(U(o2(t), 1) -
F(U(da(t), t) + uo(d1(t),t) — Ur(zo(@1,t,7)), p,t)) =0, (154)
d2u(U(0a(t),t) — Ur(zo(2,t.7), p, 1)) — Ba(p) (f(U(62(t), 1))
L f(Ul(l'O((b% t’T)vps t))) - Bl(p) (j(U((DZ(t)v t) + UO(él(t)!t)_
UI(ID(O2v t,T)),,D, t) - f.('U()(<b1(t), t))) = 0. (15‘5)
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Na osnovu Potpoglavlja 2.1 trcba dokazati da su prethodni izrazi taéni kada
7 — +00 i naéi ¢ tako da je njihova suma jednaka nuli.

Po definiciji funkcija ¢;(t,7), ¢ = 1,2, dok 7 — oo (t.j., prijc interakcije),
granicéni izrazi na lijevoj strani rclacija (154), (155) jednaki su nuli, i za
ove relacije vazi ocjena O(7~V) za svako N > 0 dok 7 — oco. Dokaz je u
potpunosti isti kao dokaz analognog tvrdenja u prethodnom poglavlju pa ga
neéemo provoditi.

Oznacimo dalje, kao i obi¢no,

f(U(2,t)) = fluo(or,t) _ [f] "

Ulont) —up(drt)  [u]

Tada jc zajednicki limit ¢~ (¢) funkcija ¢;, ¢ = 1,2, dok 7 — —o0o odreden
rclacijama

o (t)=z"+ L m(t')aht’. (156)
e Y]

gdjc z° = p10(t*) = pao(t™). :

Dalje, ozna¢imo sa w(z) funkciju koja zadovoljava iste uslove kao i funkcije
wi, 1 =1,2, 1z (136).

Kao u prethodnom poglavlju moze sc dokazati da vazi:

¢1(t77) —éi(tﬂ') = O(E)v 1= 1,2,
gdje t
Gi(t, 1) = (1 — w(7))@i(T, t) + w(T) <z' + / %(i’)dt’).

Ovdje i(7,t) = X(ai,t) + Yo Xi(as, 7), (vidi (147)), 2" = ¢10(t") = p20(t*),
i1¢i(t,7), 7 = 1,2, su trajcktorije singularitcta odredene do na  (mod O(e))
rclacijama (144). )

Sada mozemo dati oblik nepoznate funkceije ¢:

6= (11167')—1/(: (U (2, t) —uo(1, t)—Ur(Xo(b2,7,1), p, t) + U1 (Xo($1, 7, t), p,2))

x (= @alU(,t) = Ui(Ro(B2,7,8), p,8)] = 21U (Ko, 7,), 1) = uo(B1,1)
+ {Ba(p)(f(Ur(61) = f(uo(én,1))) + Bi(p)(f(U(d2,t)) — f(Uh(é1)))
+ Ba(p) (f(U(2,1)) = f(Ui(2))) + Ba(p)(f(U(d2)) — f(uo(n, t)))}) A7
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Dokaz da ova formula daje trazenu funkciju ¢ potpuno je isti kao i dokaz
korcktnosti formule (131). @

7.2 Interakcija udarnih talasa sa promjenljivom ampli-

tudom
U ovom poglavlju daéemo slabo asimptotsko rjesenje jednacine (87) sa poce-
tnim uslovom koji ima dva udarna talasa povezana opadajuéim krivim. No-
tacija jc ista kao i u prethodnom poglavlju.
Preciznije, dad¢emo slabo asimptotsko rjesenje jednaéine (87) sa poc¢etnim
uslovom oblika:

u(z,0) = up(z) = w1 (z) + (wo(x) — uy(2))0(ar — )+
(us(z) — uz(x))0(az — x), (157)

gdje su funkcije w;(z), i = 1,2,3, ncprekidne opadajuée funkcije koje zado-
voljavaju:
ui(ar) < ug(ay),
us(ag) < uz(ap).
Jasno, funkcija up(z) ima dva skoka u tackama a; i as i oni éc poéeti da
sc kreéu u saglasnosti sa Rankine-Hugoniotovim uslovima dok sc spoje u
momentu ¢*. Buduéi da hoéemo da ispitamo interakciju udarnih talasa pret-
postaviécmo da
1
fr(ui(z))ui(z)
Ovaj uslov nam obezbjeduje da sc gradientna katastrofa ne dogodi prije nego
sc dva udarna talasa sudarc.
Uvedimo pomoéne oznake.
Sa ¢in(t), 1 = 1,2, t € R*, oznacimo rjesenja sljedeéih Cauchyevih prob-
lema:

>t', 1=1,2,3, z€R.

F(uis(60().8)) — Flu(Galt

L+1(¢L0(t) ) l(¢t0(t)7t)
Flus((2), 1) — Fur(6(2), 1)
wlt) = =G0 D —w(6E),8)

Sada mozemo dokazati sljedeéu teoremu:

Pioe(t) =
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Teorema 40. Slabo asimptotsko rjesenje Cauchyevog problema (87), (157)
imamo u obliku:

’U,e(l',t) = Ul(l',t) + (U2(x7t’5) - ul(xvt))w(M)

“ o

+ (u;;(a:,t) - w(x,t,a))w(M), reR, tel0,t"+9),
(159)

c

2a § pozitivno dovoljno malo. Ovdje:
_ b10(t) — P20(t)
T
Funkcije u;(z,t), © = 1,2,3, su diferencijabilne ostm u tackama z = ¢,
1 = 1,2, i imaju shjedece osobine:

u(z,t) = u(61.t), > ¢, ug(x,t) = us(a,t), T < o,
'U,Q(.’L',t) = u2(¢11t)7 x> ¢l’ 'U,Q(.T,t) = U2(¢1,t), T < d)2
Dalje, zadovoljavaju kvazilinearne jednacine prvog reda:

0u1 v c')u
-a—t+f(ul)0$ =0, x> ¢i(t),

M P52 =0, galt) Sz < Bi(), (160)

19

Ous , duy .

E"l‘f(ts) =0, $<¢’2(t)‘
)

Oz
Funkcije p = p(1,t

date su sa:

¢1(T7 t) - ¢2(T’ t)

p(T,t) =
c
t funkcije ¢;(t,7), 1 = 1,2, date su jednacinama:

09, _ flua(¢1)) = flui(en) o,
ot ua(ér) —wi(e)
fluz(d1) — ua(éy) + wr (1)) — f('U3(¢1))B
uy (1) — ur(¢1)
$2)) — flua(d2))
uz(2) — ua(P2)
Uy (d2) + ui(@2)) — flur()
uz(@2) — ua(d2)

By(p)+

1(p), (161)

Q¢_2_ S (us(
o uy
flug(@2) —

Ba(p)+

Bi(p), (162)
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uz sljedeée pocetne i granicne uslove:

& (0,7) =a;  ¢2(0,7) = ay,
@i(t,00) = oy(t), t <t
di(t,—oc) = o(t), t=t", i=12.

Dalje, funkcija p(T,t) je takva da za svako fiksirano t > t* vazi:

lim p(r,t) = po(t),

T——20
gdje je po = po(t) takva da

00, 06 _
ot ot , o
flua(o1)) = flui(d
uz(¢1) — ur{d) Balpo)+
flus(én) — ua(1) + ur(er)) — f(us(cfh))B P
uz(é1) — uy(o1) I
f(us(a)) = fua(d2))
uz(P2) — ua(o2) Balpo)+
fuz(92) — ua(d2) + ui(d2)) — f(ui(d2)
uz(¢2) — ua(@2)
flus(#3)) = flui(¢2))
us(d3) — wr(d2)

Primjedba 41. Primijetimo dar = 7(¢,€) i da za t = t* (t.j. u momentu
interakcije) vazi 7 = 0.

¢
(

Bi(po) =

Dokaz Zamijenimo (159) u jednacinu (87) i primijenimo Lemu 18. Dobi-
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jamo:

wyr + (Uger — uye) 01 + (use — uger) 02 + G (e (1) — wr (1)) 6(p1 — )+
Par (uz(d2) — use(d2)) 8(d2 — ) + ure f'(us)

00| (e () = S + g = ) (e + s = wzes) Br+
(F (s utzes = f'(wr)use) B + 02 (se (1) = e ' (u2)) Bt
(" + g = 20) (g + s, = wze) = (s )oss) B =
[B1 (Flur(61) + us(61) = e (1) (s =tz = w202) = f' () By) —
(B (Fa(@1)) = Flas + s = 1) (62))) 01+ Ba (4 (ua(@1)) = f(ur(61))) ] -
)
(16

[ B2 (F(us(62)) = Fuae(@0)) + Br (f (s + 3 = wae)(62) = F(u1(62))) |6

= Op/(¢). (163)

Ovdje smo koristili oznake (6 1 6 su Diracova i Heavisidcova funkcija respek-
tivno):

612 = 5(1: - ‘;bi(t)): ai = 6)(l‘ - ¢1(t))7 1= 172
u](d)L) = Uj((]bi(t),t), UQE((,f)i) = Ug((pi(t),t,f), 1= 1,2, ] = 1,3

Razmotrimo dobijeni izraz (163) u intervalima (—oo, ¢2), (¢2, @) 1 (¢1,00).
U intervalu (—oo, ¢7) vazi ugpe, = us, = 016, = 8, = 0. Odavde dobijamo da
vazi prva jednacina iz (160). Na slican nacin, razmatrajuéi interval (g9, ¢;)
dobijamo da vazi druga od jednacina (160). Uzimajuci u obzir da u (¢, 0c)
vazi Ujp = Ug, 1 0) = 02 = 0 dobijamo da vazi i treca jednacina iz (160).
Primijctimo dalje da ovakvo razmatranjc ima smisla samo ako dokazemo
drugi dio tcoreme koji (grubo govorceéi) kaze da uvijek vazi ¢; > ¢o. Da bi
ovo vazilo potrcbno je dokazati da p(7,t) ne tezi ka +0o kad 7 — —oo (kao
u prethodnom poglavlju). Na isti nacin kao i u ranijem tckstu dokazaéemo
da p = F(p), p izvod u odnosu na 7, gdje je F(p) < 0 na intervalu (pg, c0).
Izjednacajuéi kocficijente uz 8, i 83 sa nulom dobijamo jednacine (161) i
(162). Ako oduzmemo (161) od (162) i predemo na promjenljivu 7 u izrazu

M dobijamo izraz p = F(p). Na osnovu grani¢nih uslova kad 7 — oo

v1d1mo da F(p) < 0. Kako u tom slucaju p — oo dovoljno je pokazati

T—00
da ako p — —oo tada F(p) > 0. Medutim to je o¢igledno na osnovu osobina
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funkcija B;(p), i = 1,2, i konvcksnosti funkcije f. Dakle, postoji tacka py
takva da F(py) = 0. Na osnovu standardnc teorije obi¢nih diferencijalnih
jednagina slijedi da kad 7 — —oo vazi p — po pri éemu je py najmanja nula
jednac¢ine F(p) = 0. Dakle, kad 7 — —o0 to jest kada t > " vazi ¢ > 09
do na O(¢) tako da su jednacine (166) globalno zadovoljene. Kako slabo
asimptotsko rjeSenje konvergira ka dopustivom slabom rjesenju slijedi da py

mora zadovoljavati Rankine Hugoniotove uslove (158). a

7.3 Skalarni zakon odrzanja sa opadajuéim
pocetnim uslovom

U ovom poglavlju iskoristi¢emo rezultate prethodna dva poglavlja za rjcSavanje
jednagine (87) sa proizvoljnim opadajuéim poéctnim uslovom

uli=o = v(T). (164)

Pretpostaviéemo jos da je funkcija v(z) takva da postoji najisc konaéno

tacaka u kojima
1

 fu(z))'(z)’
dostize minimum. Oznaéimo ovajskupsa S = {z,, Za, ..., T }. Pretpostavimo
idaz, <z <...<1zp

zeR

Primjedba 42. Mada smo veé objasnili razloge za ovakve pretpostavke koje
sc odnosc na poéetne uslove uradiéemo to jos jednom. Na pocetku treba
pogledati [14], Teoremu 6.1.1. Tamo sc tvrdi da klasi¢no rjesenje postoji
tacno do trenutka t* = max;er — f’;{’r['iu)r)l' Ovo znaci da karakteristike koje
izviru iz tacaka kojc pripadaju skupu {(z,,0), (z2,0), ..., (,,0)} u (z,t) ravni
prve ulaze u liniju diskontinuiteta rjeSenja datog problema (vidi sliku *).

Sada nastavljamo po ranijc opisanoj proceduri. Oko svake tacke z; € S,
i = 1,...,n, uotimo e-okolinu oblika (z; — e*.z, + €*), p € (0,1). Zatim,
transformisemo poéetni uslov tako Sto u pomenutim okolinama funkceiju v(z)
zamjenjujemo funkcijama u;(x), z € (z; — €#,z; + €*), takvim da za svako
t=1,..,n vazi:

fl(ui(l‘)) = _‘}\"tl‘ + bi’ T E (Ii = 5“,17,‘ E“),
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gdje su konstante K; i b, odredence uslovima:
wi(z; —e*) =v(z; — &), w(z; +&*) = v(z; + &), T=1, asne

Dakle, originalni pocetni uslov v(z) zamijenili smo funkcijom:

v(z), z€(—oo,x;—e")U(x;+ek z0—€*)U...
Del) = U(zpy +e*, x, —e*) U (T, + e, 00),
ui(z), x€(x;—ctx;+e*), i=1,..,n.
(165)

Jasno je da v(z) — 9(z) = Op/(c*). Dalje, posto funkcija f”(v(z))v'(z)
dostize maksimum u taskama z; € S postoji okolina U(z;), i = 1,...,n,
takva da za svako r € U(x;) vazi f"(v(z))v'(z) > f"(v(y))v'(y) gdjc y ¢
‘:Ullb{(x,‘). Trenutak "ispravljanja” krive koja povezuje (z; — e, v(x; — e#))
i (z; +e*,v(z; +¢*)) je (na osnovu Poglavlja 7 i Lagrangcove tcoreme o
srednjim vrijednostima)

. 2eH 1

r i —

T fu(z—en)) = filu(iFer))  (Fu(E)”

za ncko Z; € (z; — e*, x; + €*). Odavde vidimo da za svako i = 1, ..., n vazi

t < m)l)u,—(y) gdje y ¢ ‘_QIU(II‘). Znajuci ovo mozemo opisati ponaSanje
slabo asimptotskog rjcSenja razmatranog problema.

Razmatrajmo transformaciju izmijenjenih pocetnih uslova o.(z). U in-
tervalu [0,¢*), limit slabo asimptotskog rjesenja jednacine (87) sa pocetnim
uslovom ?,.(z) ¢c biti neprekidna funkcija. U trenutku ¢ = ¢*, kriva koja
povezuje tacke (z; — e, v(z; —e*)) i (x; + e*,v(x; + M), ¢ = 1,...,n, po
parovima ¢c se ispraviti pa ¢c u intervalu (27, £5) nastaviti da sc kreée kao
udarni talas rastuée snage. U trenutku ¢ = t5, dvije opste situacije su moguée:

a) na scgmentima izmedu parova formiranih udarnih talasa dogada sc
gradientna katastrofa u trenutku t3 (jasno, prije interakcije odgovarajuéih
udarnih talasa).

ili

b) dva udarna talasa intcraguju u momentu ¢} prije gradijentne katastrofe
u intervalu izmedu njih.

U sluéaju a) aproksimiramo odgovarajuéi dio limita slabo asimptotskog
rjeSenja u trenutku t* sa funkeijom r.(z,t*) takvom da f'(r(z,t*)) = —Kz+b
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za ncke konstante K 1 b. Tako dobijamo funkciju vi(z). Zatim koristeéi
rezultate Poglavlja 7, nalazimo slabo asimptotsko rjeSenje ul(z,t) jednacine
(87) sa poéetnim uslovom v?(z) u intervalu [t*, t3) gdje je t5 trenutak sljedeée
promjene strukture rjeSenje to jest trenutak nove situacije iz a) ili b). Zatim
povezujemo slabo asimptotska rjeSenja iz intervala [0, ¢3) i [t°, t3) razbijanjem
jedinice intervala [0, t3).

U sluc¢aju b) koristimo rezultate Poglavlja 7.2 na jednacinu (87) sa poce-
tnim uslovom o(z, t*) dobijenim kao slabi limit u odnosu na z € R funkcije
u.(z,t) u trenutku ¢*, a zatim povezemo ovo rjesenje (dobijeno za t € [t*, t3))
sa rjeSenjem iz intervala [0, t5) razbijanjem jedinice intervala [0, t3).

Predimo na precizne formule. U intervalu [0, t3), slabo asimptotsko rjesenje
problema (87), (164) imac¢emo u obliku:

o1(t, ') — r) i

ull(z,t) = vo(z,t) + (Ui(zd(z, t, 7)), p1,t) — vo(z,t)) w ( :

(012, 8) = Us(2h( £, 7, 1, 1)) (‘”—(iL) o W,

c

1 nY = &
oL(t, ") J.’,‘) N

(Un(zh(z,t,7n), ppyt) — Va1 (2, 1)) w (
2 (B S—
(Va(z, t) — Un(zh(z,t, "), pur b)) w (M—TEL) . (166)

Koristeéi rezultate Poglavlja 7 mozemo opisati sve funkcije koje se pojavljuju
u (166). Vazi:

Ui(l'é), Pi, t) = B-z(pi)v,-_l(xé"l) + Bl(pl) (tU(d)‘z(t, Ti), t) + Uo((f)ll(t, Ti), t)—-

. : 1
vvi_l(rg‘l)), i=1,.,n, z)€(zx;—c" z;+"), p,€R, te|0, % +9),
(167)

ol(t,7) = @t )+ (01°(t) — 9P(1)) du(t, ), j=1,2, i=1,..,n. (168)
Ovdje

OP(t) = f'(v(zi — "t + i — ¥, 9}°(t) = fl(v(zi +e*))t + i + £,
Pl0(t) — (1) Ly oM T — e}t )
= 0 ) AEmpRET = )

3 3

1=1,...,n, 7
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i p; je rjesenje sljedeéeg Cauchyevog problema (analogno sa (145)):

% = (Ba(p:) — Bi(pi)) (fl(Bz(Pi)’U(l‘i +e") + Bi(p)u(zi — €¥))
— P(Balp iz — ) + Balpolz+ ) ((6°) — 62))')
T]gr;o% =1 2=1,...n

Funkcije zi(x,t,7') i $/(t,7) dobijamo iz jednacina uopstenih karak-
teristika analognim jednacini (143). Naime, ako stavimo u (143) umjesto
Ui (zo, p,t), U(pa,t) i ug(ey, t) respektivno funkeije Ui(zh, pi, t), vi(of (¢, 1), t)
i vi_1(@?(t, 7;),t) moZemo izraéunati inverznu funkciju funkcije z(zi,t, ) u
odnosu na zf, §to je u stvari funkcija zj(z,t,7;) koja sc pojavljuje u (166).
Ako, zajedno sa pomenutim izmjenama u (143), stavimo x; — e* i x; + e kao
poccetni uslov, rjeSenje tih problema ée biti funkcije ¢} i ¢?, respektivno.

Funkcije v;(x,t), ¢ = 1,...,n, su klasiéna rjescenja sljedeéih Cauchyevih
problema:

vie + f'(vi)vie = 0,
(—o0,z; —e*), 1=0,
vi(z,0) =v(z), t€[0,t"+6/2), v € (r;i+e*, Ty —¢c*),2=1,...,n—1,
(z, +e*,+0), i=n.
(169)

Kako smo veé objasnilii, u trenutku t3 imaéemo ili a), ili b) ili a) izmedu
ncka dva udarna talasa i istovremeno b) izmedu druga dva udarna talasa.

Ne¢ gubeéi opStost mozemo pretpostaviti da sc¢ taéno jedna interakcija
udarnih talasa dogodila u ¢ i da sc tacno jedna gradijentna katastrofa desila
u t5 (dakle imamo kombinaciju a) i b)). Ostalo je da postavimo pocetne
uslove u t = ¢* da bismo dobili Cauchyev problem za jednacinu (132). Jed-
nostavno ¢emo staviti t = ¢* u (166) i iskorististi ¢injenicu da do O(e) (Sto je
zancmarljivo u nasem konceptu) vazi ¢! (t*) = 03(t*), i = 1, ...,n. a). Dakle,
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dobijamo pocetni uslov:

vz (2, t*) = vo(z,t") + (vi(z, t") — vo(z, t")) w (W__W_‘”{) +

g
2

(vn—l(l',t') T vn—2(I,t*))w (w) +

c

(vi(z,t7) — vo(z, 1)) w (M—F{})—_E) + ot

(W2, £) = Vu_r (2, £°)) w (‘bl G "z). (170)

Dalje, mozemo pretpostaviti da sc a) dogodilo u tacki (g smjestenoj izmedu
udarnih talasa koncentrisanim u tackama ¢1(t*,0) i @3(¢*,0) dok sc slucaj b)
dogodio izmedu udarnih talasa koncentrisanih u taskama ¢3(t*,0) i ¢i(t*,0).
Za dio izmedu ¢} (¢*,0) i ¢3(t*, 0) ponovi¢emo proceduru sa poéetka poglavlja.
Naime, aproksimiraéemo funkceiju vy (z, t*) u okolini (z2) —€*, zj2)+€*) funkci-
jom up(zr) takvom da:

fl(u[Z](x)) =—-Kz+ b, u[2](l‘[21 — E“) = (1-[2] =g ,f )
upy(zp) + %) = vi(zp + €4,t%),

gdje s¢ K i b odgovarajuée konstante. Oznacimo ovako dobijenu funkceiju
sa Ugpp(z). Zatim rjeSavamo jednacinu (87) sa funkcijom o) kao pocetnim
uslovom ali od momenta t = t*. Prema poglavljima 7 i 7.2 slabo asimptotsko
rjcsenje jednagine (87) sa pocetnim uslovom u(z,0) = ,2(x) u intervalu
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[t*,13), dato je u obliku:

=

u[gl(iv, t) = vo(x,t) + (vopgy(z,t) — vo(z,t))w ((m(t,r—l)—x) +

N ¢12](t1 7'[2]) -
(Ui (2,8, 721), ppys t) = vopy(2,8)) w ([cf i

c

o123 (t, 1) —
(i (2, 8) = Urpay (zp (2, 8, 712)), 12, 1)) w ( 2l _l2l) ) n

Oa(t, T%) —a:) a

o

(va(z,t) — v (2, t)) w (
(vs(z,t) — vo(z, t,e))w (Mt’T—:’)_z) + ..+

(U‘u—l(x, t) - v,,__2(1-, t))w (d}n—l(f., 7;‘”_1) = l‘) N

Gu(t, ™) — a:)

£

(va(z,t) = vy (2, t)) w (

Ovdje su funkeije @;, i = 1,4, ..., n, nczavisne od ¢ i date sljedeéim Cauchye-
vim problemima:
f(vop(@1,t)) — fluo(,t)) Apok
bu = , Ou(tT) = @1 (t7,0),
N vop) (91, t) — vo(o1,t) ) i#,0)
fwis1(éi,t)) = fui(di,t))
vi—1(i,t) — vi(di,t)

b = , ¢ilt") =¢1(t,0), i=4,n, te]tt})

i, kao i obi¢no,

Py — Oy
PRl = ——=

[

Ako sa ¢o0(t) i ¢30(t) 0znazimo rjesenja sljedeéih Cauchyevih problema:

fva(d20. ) — fvypg (D20, t))
v2(@20,t) — v1j2(d20, t)
Baoy = f(vs(020,t)) = fva(@an, 1))
vs3(@30,t) — va(d3, 1)

D20t = . Bao(t?) = 5(t",0),

, O0(t") = @3(t",0), t € [t", " + 6 + 65/2),



mozemo uvesti velicinu 7o definisan sa
P2 (t) — du(t)
Ty = ——: L
Ako dalje stavimo
O = f(v(Ty + €*))t + Tpz +€*,
Oy = f'(v(w — )t + z — &, tE [T+ +02/2),
imamo veli¢inu 7p) datu sa:
|120]g(t) - ¢[2§g(t)

T[QI = o .

Funkcije vi(z,t), 1 = 0,2,3,...,n su rjeSenja Cauchycvih problema (169)
dok vgppy(z,t) i vy (2, t) zadovoljavaju, respektivno:

Vo2 + f’(’t’r)[z])vop]z =0,
voppy(z,0) = v(z), te€t’,t3), z€R.

vipge + £ (v12) 12 = 0,
vip(z,0) = v(x), tE€(tt;), z€R.

Funkcija Uyg(zf(z,t,7'), p1,t) jo analogna funkciji Ui(zp, p1,t) iz (167) sa
jasnom razlikom u indcksiranju. SLi¢no, ako izmijenimo notaciju na o¢igledan
nacin vidimo da su funkcije ¢[12|(t,7[2]) i d)ﬁzl(t,rm) analogne funkcijamas
o (t, 1) i ¢2(t, 1), respectively, iz (168), dok su funkcije ¢a(t, 72) 1 ¢s(t, 72)
analogne funkcijama ¢, (t, 7) 1 ¢o(t, 7) iz (161) i (162).

Funkcije ¢;, i = 1,4,5,...,n, su sve nezavisne od ¢ i date su Rankine-
Hugoniot uslovima:
fui(¢i,t) = fvii(04, 1))

vi(dit) — vi1(dit)
fvopy(o1,t)) — f(vo(er))

= v0|1](¢1,t) — (o, t) i) = d)}(t*’O)’ ks &
Tako smo opisali slabo asimptotska rjcsenja problema (87), (164) u in-
tervalima [0,¢3) 1 [t*,t5) funkcijama u i uP respektivno.  Uocimo sada
particiju jedinice n(t) € C3(R™) vremenske ose koja zadovoljava:
n(t) =1, <t
n(t) =0, t>t).

¢it =
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Ako stavimo
ue(z,t) = n(t)ulll(z,t) + (1 = n(t))u(z,t), z€R, te|0t,
i iskoristimo ¢injenicu da u intervalu (t*,t5) vazi
ulll = ul?l 4+ Op(e),

vidimo da funkcija u. daje slabo asimptotsko rjeSenje problema (87), (164)
u intervalu [0,¢%). Nastavljajuéi rckurzivno opisanu proceduru dobijamo
rjcsenje na [0,T) za T € R™* proizvoljno.

7.4 Opravdanje slabo asimptotskog rjesenja

U ovom poglavlju dokazac¢emo da je nase slabo asimptotsko rjesenje u nckom
smislu ”blizu” dopustivog slabog rjcsenja problema (87), (164).
Postojanje i jedinstvenost slabog dopustivog rjesenja naseg problema pos-
toji na osnovu tcoreme Kruzkova (vidi [14], Poglavlje 6). '
Podsjcticemo se uslova dopustivosti ncophodnih za postojanje i jedin-
stvenost slabog rjesenja razmatranog problema.

Definicija 43. (Olcinik uslov dopustivosti) Kazemo da je slabo rjesenje
u(t,z), t € R*, z € IR, problema (87), (164) dopustivo ako zadovoljava

uy =u(t,z" +0) <ut,z* —0) = u_.

u svakoj tacki prckida.

Primijetimo da ovakav uslov mozemo iskoristiti samo ako je slabo rjesenje
u razmatranog problema dio po dio neprekidna funkcija za svako fiksirano
t € R*. U ovom slu¢aju Decfinicija 43 je ckvivalentna opstijem uslovu do-
pustivosti Kruzkova (koji je primjenljiv na sve mjerljive funkcije):
Definicija 44. Kazemo da je slabo rjcsenje u(x, t), z € IR, t € R problema
(87), (164) dopustivo ako vazi

T
/ / [Ovm(u) + O.q(u)] dedt + / Y(z,0)n(up(z))dz > 0, (171)
o Jr Jr
gdje g(u) = [7/(u)f'(u)duin € C'(R) je proizvoljna konveksna funkcija.
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Koristeéi upravo ovu definiciju Kruzkov je dokazao tcoremu o egzistenciji
i jedinstvenosti dopustivog slabog rjesenja.

Dokazaéemo da nase slabo asimptotsko rjesenje tezi u L' smislu dopus-
tivom slabom rjecsenju problema (87), (164). Po definiciji slabo asimptotskog
rjcscnja za sve ¢ € C=([0,T); C5°(IR')) vazi:

/R et + (f(e)oJolz, )dz = O(e).

Kako O(e) u scbe ukljucuje funkeije koje su ograniéene po t € R, integraledi
posljednji izraz po fnT dt dobijamo:

/ /[ueﬁ- (ue)).)d(z, t)dxdt = Ofe).

Pustajuéi sada da e — 0 vidimo da je u(z,t) = w— lm‘l) ue(z, t) slabo rjcSenje
problema (87), (164). Iz konstrukcije slabo asimptotskog rjesenja vidimo
da njegov slabi limit u svakom trenutku moze imati najvise konacno tacaka
prekide te da stoga zadovoljava Oleinik uslov dopustivosti odakle slijedi da
je zadovoljen uslov dopustivosti Kruzkova. Dalje, koristeéi Taylorov razvoj
u okolini tacke u. za funkcije n(u) 1 ¢(u) te ¢injenicu da je u slabi limit od
U, dobijamo da vazi:

/ / [Ovon(ue) + O, ¢q(u. ]drdt+ / 1// z,0)n(up(x))dz > €O(1), (172)

gdje je q(u) = [n'(u)f'(u)du i n € C'(IR) je proizvoljna konvcksna funkeija.
Ako sada. doslovno ponovxmo proceduru iz [14], Theorem 6.2.2, strana

87., dobijamo:

Teorema 45. Neka u. i u zadovoljavaju (171) i (172), respektivno. Tada

postoji s > 0 koje zavisi samo od [ug, U] (interval u kom pocetni uslov uzima

vrijednosti) tako da za svako t € [0,T) i svako r > 0 vazi:

flu(-t) = we(-, )l Li(z1<r) < (7 + st) - €O(1).
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