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Predgovor

Teorija kvazi-varijacionih nejednakosti se pocela razvijati sredinom seda-
mdesetih godina proslog vijeka u radovima A. Bensusana i J. L. Lionsa [13]-
[15] koji su proucavali teoriju impulsnih upravljanja.

Poslednjih godina, ova teorija pocinje da zaokuplja paznju mnogih mate-
matic¢ara jer nalazi primjenu u modeliranju raznih problema $irokog kruga
zadataka u teoriji igara (vidjeti [12, 28, 32, 54]), mehanici (vidjeti [10, 16,
43, 51, 52]), ekonomiji (vidjeti [32, 69]), statistici (vidjeti [39]), transportu
(vidjeti [18, 26, 37, 36, 61]), biologiji (vidjeti [27]) i drugim sferama Zivota i
nauke.

Kvazi-varijacione nejednakosti su generalizacija varijacionih nejednakosti.
Dobro je poznato da se varijaciona nejednakost moze posmatrati kao neopho-
dan uslov optimalnosti za problem minimizacije funkcije. Kao posledica ove
¢injenice, mnogi metodi za rjeSavanje zadataka minimizacije mogu se pri-
lagoditi za rjeSavanje varijacionih nejednakosti. Kako su metodi za rjesa-
vanje zadataka minimizacije dobro izuceni, time je i teorija varijacionih ne-
jednakosti, kao 1 metodi za njihovo rjeSavanje detaljno sagledana u lite-
raturi (vidjeti [23, 64| i obimnu bibliografiju navedenu u ovim monografi-
jama). Medutim, to nije slucaj sa kvazi-varijacionim nejednakostima. U
ovom trenutku, mozemo ukazati samo na nekoliko radova koji se odnose na
teoriju egzistencije rjeSenja kvazi-varijacionih nejednakosti 38, 47, 50, 54| i
metoda za njihovo rjesavanje [47, 57, 58]. Razlog je taj §to rjeSavanje kvazi-
varijacionih nejednakosti zahtijeva simultano rjesavanje varijacionih nejedna-
kosti 1 rjeSavanje problema fiksne tacke multifunkcije, pa mnoge poznate
tehnike za varijacione nejednakosti nisu pogodne za kvazi-varijacione neje-
dnakosti.

Cilj disertacije je prilagdavanje nekih od poznatih metoda optimizacije
za rjeSavanje kvazi-varijacionih nejednakosti.

Izlozimo strukturu disertacije. Disertacija se satoji od cetiri glave.

U prvoj glavi formalno definiSemo problem kvazi-varijacionih nejednakosti



kao zadatak odredivanja tacke x, € C(x,) koja zadovoljava uslov
(F(x.),y —x.) 20, Vy € C(x,), (1)

gdje je C(x) : H — 2" multifunkcija sa nepraznim, zatvorenim, konveksnim
slikama C'(x) € H za svako x € H i preslikavanje F' : H — H. Dajemo
takode pregled osnovnih definicija i teorema koje ¢e biti koris¢ene u daljem
radu. Dokazi teorema 1.2.1, 1.2.2 1 1.2.3 mogu se nadi u [64].

Glavni i dobro poznati rezultati o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja va-
rijacionih nejednakosti vezani su za uslove jake monotonosti i Lipsic nepreki-
dnosti preslikavanja F'. U teoriji egzistencije kvazi-varijacionih nejednakosti
postoji nekoliko generalnih pristupa. Prvi od njih zasniva se na izucavanju
uslova pod kojima multifunkcija ima fiksnih tacaka. Razne modifikacije i
uopstenja ovih uslova razmatrani su u [10, 23, 38, 50, 54]. U ovoj glavi
napomenucemo samo jednu teoremu iz [54] u kojoj su formulisani uslovi
koji obezbeduju egzistenciju rjeSenja kvazi-varijacione nejednakosti. Drugi
pristup, na kome se mogu zasnovati metodi rjeSavanja kvazi-varijacionih ne-
jednakosti, 1 koji ¢e nas dakle viSe interesovati, zasnovan je na preformu-
laciji problema kvazi-varijacione nejednakosti na problem fiksne tacke neke
funkcije. U tu svrhu dokazali smo tvrdenje koje daje potrebne i dovoljne
uslove da tacka x, bude rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti. Zbog ko-
mpletnosti rada i sveobuhvatnog razumijevanja metoda za rjeSavanje kvazi-
varijacionih nejednakosti preuzeli smo teoremu 1.3.2 iz [50] 1 teoremu 1.3.3 iz
[47] o egzistenciji 1 jedinstvenosti rjeSenja. Ove dvije teoreme se Cesto korsite
u dokazima konvergencija kasnije predlozenih metoda. Uslov

[Pe)(2) = Pew () < Ml =y, Veo,y, 2 € H, (2)

gdje je Per)(2) projekcija tacke z na skup C(x) je neki oblik svojstva ko-
ntraktivnosti za multifunkciju C'(x). Poznatu klasu multifunkcija koje zado-
voljavaju ovaj uslov preuzeli smo iz [47|. Ako je C(xr) = C tada moZzemo
postaviti A = 0 i dobijamo dobro poznato tvrdenje o egzistenciji i jedinstve-
nosti rjeSenja varijacionih nejednakosti, bez obzira na odnos parametra jake
monotonosti 1 LipSicove konstante preslikavanja F'.

Na kraju ove glave konstruisemo nekoliko jednostavnih primjera kvazi-
varijacionih nejednakosti kako bismo bolje predstavili slozenost problema.
Na njima pokazujemo da se teoreme o varijacionim nejednakostima ne mogu
jednostavno adaptirati na kvazi-varijacione nejednakosti.

Da bismo objasnili $iroku primjenu kvazi-varijacionih nejednakosti, u dru-
goj glavi prezentujemo realne probleme koji mogu biti formulisani i rjeSavani
u okviru teorije kvazi-varijacionih nejednakosti.



Nesova ravnoteza je fundamentalni koncept ravnoteze u nekooperativnoj
teoriji igara koja se moze predstaviti kao rjeSenje kvazi-varijacione nejed-
nakosti. U radovima [12, 28, 32, 54, 55, 56| razmatrana je veza izmedu
uopstene NeSove igre i kvazi-varijacionih nejednakosti. U prvom paragrafu
ove glave izlozena je uopStena NeSova igra i njena kvazi-varijaciona formu-
lacija koja je preuzeta iz [54].

Drugi paragraf je posveéen modeliranju transportne mreze u terminima
kvazi-varijacionih nejednakosti. Ovaj problem je razmatran u [18, 26, 37,
36, 61], a u ovom radu je koriéena prezentacija iz [26]. Iz pretpostavke da
svaki ucesnik u saobracaju, da bi stigao do Zeljene destinacije, bira od svih
moguéih marguta onu koja zahtjeva minimalne troskove, potrebno je odrediti
transportnu ravnotezu. Ispostavlja se da se ta ravnoteza moze izraziti kao
rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti.

Oligopolisticki modeli imaju prirodnu kvazi-varijacionu formulaciju (vi-
djeti [11, 22, 46, 69]). U treem paragrafu razmatra se jedan primjer di-
namickog oligopolistickog trzista iz [11]: istu homogenu robu proizvodi neko-
liko firmi; svaka firma nastoji da poveca svoj profit rjesavajuéi zadatak op-
timizacije za odredivanje koli¢ine proizvodnje i distribucije robe, pod pre-
tpostavkom da znaju proizvodnju i distribuciju ostalih firmi; funkcija pro-
izvodnje zavisi 1 od vremena i od evaluacije koli¢ine robne posiljke. U [11]
je dokazana ekvivalencija ravnoteze za ovo oligopolisticko trziste i rjeSenja
odgovarajuce kvazi-varijacione nejednakosti.

Prve dvije glave ovog rada se odnose na poznate stvari o kvazi-varijacionim
nejednakostima 1 one su izlozene u ovoj disertaciji zbog kompletnosti i sve-
obuhvatnijeg razumijevanja problema.

U trecoj glavi se razmatraju metodi za rjeSavanje kvazi-varijacione ne-
jednakosti (1). Pretpostavlja se da je preslikavanje F' jako monotono sa
parametrom jake monotonosti ;1 > 0 i Lipsic neprekidno sa LipSicovom

konstantom L > 0 i da multifunkcija C zadovoljava uslov (2), pri ¢emu

. 2 . . .
je A < L%rLui\/m Na osnovu teorema iz prve glave, pod ovim uslovima

kvazi-varijaciona nejednakost (1) ima jedinstveno rjesenje. U ovoj glavi se ra-
zmatraju razli¢ite varijante metoda projekcije gradijenta. Gradijentni metodi
predstavljaju jedan od osnovnih pristupa za rjeSavanje zadataka minimizacije
i varijacionih nejednakosti (vidjeti [2, 64]). U prvoj glavi je pokazano da je
x, € C(x,) rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti ako i samo ako je

Ty = Poa . — aF(z.)], (3)

gdje je a > 0 parametar. Intuitivno je jasno, korak Pe(y)[r — aF(x)] — x
razli¢it je od nule za proizvoljan element xr € H, smanjuje se Sto se vise



priblizavamo ka x, i jednak je nuli u tacki x,. Na osnovu ove ¢injenice
formiramo diferencijalnu jednacinu:

2 (t) — x(t) = Peuylae(t) — at)F(x(t)], ¢ >0, x(0) = xo, (4)

gdje je xop € H proizvoljna tacka, a(t) > 0 parametar metoda. Iz (4) slijedi
dinamicka interpretacija nepokretne tacke x, iz (3) kao tacke trajektorije
u kojoj je brzina jednaka nuli. Neprekidni metod (4) za rjeSavanje kvazi-
varijacionih nejednakosti razmatran je u radu [35] 1 nije nam poznato da ga
je neko ranije koristio za kvazi-varijacione nejednakosti. Kada je C(z) = C,
ovaj metod se svodi na poznati neprekidni metod projekcije gradijenta za
rjeSavanje zadataka minimizacije 1 varijacionih nejednakosti (vidjeti [2, 34,
64)).
Diskretni analog metoda (4) je

Tkt1 = Poy e — anF(xk)], k>0, (5)

gdje je pocetna tacka xo € H proizvoljno izabrana i ap > 0 je parametar
metoda. Ovaj metod je detaljno obraden u teoriji zadataka minimizacije i
varijacionih nejednakosti [2, 17, 20, 23, 64]. U radu [47], Yu. Nesterov ko-
risti ovaj metod za rjeSavanje kvazi-varijacionih nejednakosti. Zbog vaznosti
metoda i kompletnosti rada dokaz konvergencije prenosimo u cjelosti.

Da bi se ubrzala konvergencija, u praksi se umjesto (5) moze koristiti
opstija varijanta metoda projekcije gradijenta:

Tpy1 — (1 — (lk)l‘k + akPC(zk)[xk — O{F(l‘k)], k= O, 1, Ce

gdje se parametri 0 < a, < 1, > 0 mogu birati na razli¢ite nac¢ine a xrg € H
je pocetna aproksimacija. U tre¢em paragrafu trece glave dati su uslovi pod
kojima metod konvergira ka jedinstvenom rjeSenju i izvedena je ocjena brzine
konvergencije. Ranije ovaj metod, koliko je nama poznato, nije koriéen za
rjeSavanje kvazi-varijacionih nejednakosti (1).

U disertaciji je prvi put formulisan i metod drugog reda

Up = (1 — bk)l‘k + kaC(xk)[xk - O(F(:L‘k)],
Tpy1 — (1 — (lk)l‘k + akPC(uk)[uk — aF(uk)],

gdje su 0 < ag,b, < 1 zasvako k> 01 «a > 0 parametri metoda i xg € H
je proizvoljna pocetna aproksimacija. Na osnovu ovog metoda, slijedec¢i [49],
konstruisan je i odgovarajuéi metod treceg reda:

U = (1 - Ck):L‘k + CkPC(zk)[l'k — OzF(:L‘k)],
Wy = (1 — bk)l‘k + kaC(uk)[uk - OzF(’LLk)].
Tpt1 — (1 —ag)xg + akPC(wk)[wk - aF(wk)],
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pri ¢emu su 0 < ag,bp,c < 1 za svako k£ > 01 o > 0 parametri metoda.
Dio dokaza konvergencije metoda treceg reda se poklapa sa dokazom konve-
rgencije metoda drugog reda pa zbog toga je samo detaljno izlozen dokaz
konvergencije metoda treceg reda.

Kao $to smo ve¢ napomenuli, uslov (2) koji uz jaku monotonost 1 Lipsic
neprekidnost preslikavanja F', garantuje egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja
nije lako provjerljiv. Klasa problema za koju znamo jasne uslove egzistencije
1 jedinstvenosti rjeSenja i konvergencije metoda je klasa kvazi-varijacionih
nejednakosti za koje je multifunkcija C definisana sa

C(x) = c(x) + Cy, (6)

gdje je ¢ Lip8ic neprekidna funkcija i Cy neprazan, konveksan, zatvoren skup u
Hilbertovom prostoru H. U ¢etvrtoj glavi razmatramo metode za rjesavanje
kvazi-varijacionih nejednakosti gdje je C' definisano kao u (6). Ova klasa
kvazi-varijacionih nejedankosti je najcesée razmatrana u literaturi.

Iterativni 1 neprekidni procesi metoda projekcije gradijenta koji su de-
finisani u prethodnoj glavi razmatrani su i u ovom specijalnom slucaju i
izvedene su nove ocjene brzine konvergencije. Dobijene ocjene ukazuju na
Sire mogucnosti izbora parametra metoda nego u opstem slucaju. Na osnovu
izlozenog neprekidnog procesa (4) moguce je konstruisati razlicite iterativne
metode, koji predstavljaju odgovarajuce diskretne analoge. Jedan takav pro-
ces je konstruisan u [57):
xk%kxk +1‘k+1 — C(CCkJrl) — PCO [CL‘kJrl - C(CCkJrl) — O(kF(CL‘kJrl)], k= O, 1, ce
gdje je element xy € H zadat proizvoljno, parametri (73) i () su nizovi
pozitivnih brojeva. Uslovi konvergencije izvedeni u ovoj disertaciji razliciti
su od uslova iz rada [57].

U drugom paragrafu ove glave navedeni su metodi projekcije gradijenta
drugog reda. Iterativni proces, koji je izlozen u radu (8|, definisan je sa

Tyt — C(Tps1) = Py (2 — () — arF () — Brlai—r — x)], k=1,2,...

gdje su nizovi (ay), (6k) parametri metoda i xg,z; € Cy proizvoljne pocetne
tacke. Za [Br = 0 za svako k > 0, ovaj metod se svodi na (5). Odgovarajuéi
neprekidni proces

BO" (1) +2'(t) + (1) — c(x(t)) = Poo[z(t) — a(t) F(x(t)) — c(x(t))], t >0,

koji je predstavljen u radu [7], izloZen je u ovoj glavi sa kompletnim dokazom
izvodenja ocjene brzine konvergencije.
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Treéi paragraf ove glave posveéen je proksimalnim metodima za rjesavanje
specijalnih oblika kvazi-varijacionih nejednakosti. U osnovi ovih metoda
nalazi se pojam proksimalnog operatora koji svakoj tacki x € H i broju
a > 0 pridruzuje odgovarajuce rjeSenje pr(x, «) takvo da vazi

(pr(z,a) —x + aF (pr(z,a)), z — pr(zx,a)) >0, Vze C(x).

Odavde, koristeé¢i karakteristi¢no svojstvo projekcije tacke na skup, dobijamo
vezu izmedu proksimalnog operatora i operatora projektovanja:

pr(z,a) = Pow)|e — aF(pr(z,a))], Vee H, a>0.

Na osnovu ove veze, konstruisani su iterativni i neprekidni procesi proksi-
malnog metoda i izvedene su ocjene brzine konvergencije ka jedinstvenom
rjeSenju kvazi-varijacione nejednakosti [44]. Inace, proksimalni metod za ko-
nveksne zadatke minimizacije razmatran je [1, 2, 59, 64]. Nije nam poznato
da je neko razmatrao proksimalni metod za kvazi-varijacione nejednakosti.

U cetvrtom paragrafu za rjeSavanje kvazi-varijacionih nejednakosti prvi
put se razmatra ekstra-gradijentni metod. Ovaj metod je neki oblik uopstenja
metoda projekcije gradijenta, koji je prvi razmatrao G. M. Korpelevi¢ u
radu [42]. U metodu se u svakoj iteraciji izvrSavaju po dvije projekcije. U
prvom koraku u svakoj iteraciji rac¢una se pomocna aproksimacija, koja ima
prognozerski (ekstrapolacioni) karakter. Metod je dat sa

Tr = Po(ay) [Tk — aF ()],

Tir1 = Poylte — aF(zy)], k=0,1,...

Formulisana je i dokazana teorema u kojoj su dati uslovi konvergencije ka
rjeSenju kvazi-varijacione nejednakosti i izvedena je ocjena brzine konvergen-
cije. Ekstra-gradijentni metodi za rjeSavanje zadataka minimizacije i varija-
cionih nejednakosti razmatrani su u [4, 6, 19, 29, 40, 42, 62, 63].

Sve ocjene brzine konvergencije dobijene u prethodnim paragrafima su
linearne. U petom paragrafu se razmatra Njutnov metod za koji je pokazano,
da pod odredenim uslovima ima kvadratnu brzinu konvergencije. Njutnov
metod generise niz (x), gdje je xy poCetna aproksimacija i xp,1 je rjeSenje
kvazi-varijacione nejednakosti dobijene linearizacijom preslikavanja F' u tre-
nutnoj iteraciji x, to jest, xxy1 je takvo da vazi xxyy — c(xpy1) € Co i

(F(zg) + VE(@p) (e — 23), 2 — Tp41) 2 0, (7)

za svako z za koje je z — c(xpy1) € Cy. Njutnov metod za rjeSavanje kvazi-
varijacionih nejednakosti se primijenjuje u slucajevima kada nije tesko racu-
nati izvodno preslikavanje VF(x) i kada se pomo¢ni zadatak (7) relativno
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jednostavno rjesava. Prednost Njutnovog metoda je visoka brzina konve-
rgencije. Zbog toga, iako je teze odrediti svaku iteraciju nego kod ostalih
metoda, moze se desiti da ukupni obim rada neophodan za rjeSavanje kvazi-
varijacione nejednakosti sa trazenom tacnoséu bude manji nego kod jedno-
stavnijih metoda.

Niz generisan Njutnovim metodom kvadratno konvergira ka rjesenju x,
kvazi-varijacione nejednakosti ako je zadata tacka x izabrana dovoljno blizu
x.. Zbog toga se ovaj metod, kao 1 kod zadataka minimizacije, koristi u za-
vr8noj etapi trazenja rjeSenja kvazi-varijacione nejednakosti, kada se pomocéu
drugih sporijih, manje zahtjevnih metoda nade neka aproksimacija koja je do-
voljno blizu rjesenju. Napomenimo da je lokalna varijanta Njutnovog metoda
za kvazi-varijacione nejednakosti razmatrana samo u [53], a metod 1 uslovi
konvergencije se znacajno razlikuju od onih dobijenih u ovoj disertaciji.

Cjelokupni materijal je podijeljen na glave, glave su podijeljene na para-
grafe a neki paragrafi su podijeljeni na podparagrafe. Oznaku paragrafa
¢ine dva broja. Prvi ukazuje na glavu, a drugi na redni broj paragrafa u
toj glavi. Podparagraf je oznacen sa tri broja, od kojih prva dva odreduju
broj paragrafa (sadrzi oznaku glave kome paragraf pripada) a treéi je broj
podparagrafa. Numeracija formula, teorema, lema, definicija je standardna.

Tokom doktorskih studija i rada na izradi doktorske disertacije, u ¢asopisu
koji se nalazi na SCI/SCIE listi, objavljeni su sljedeéi radovi

e N. Mijajlovié, M. Jaé¢imovié¢, Proximal methods for solving quasi-
variational inequalities, Computational Mathematics and Mathemat-
ical Physics, Vol. 55, No. 12, pp. 1981-1985, (2015)

e A. S. Antipin, N. Mijajlovié, M. Jac¢imovié¢, A Second-Order Itera-
tive Method for Solving Quasi-Variational Inequalities, Computational
Mathematics and Mathematical Physics, Vol. 53, No. 3, pp. 258-264,
(2013)

e A.S. Antipin, N. Mijajlovi¢, M. Ja¢imovié¢, A Second-Order Continu-
ous Method for Solving Quasi- Variational Inequalities, Computational
Mathematics and Mathematical Physics, Vol. 51, No. 11, pp. 1856—
1863, (2011)

¢iji su rezultati koriséeni prilikom izrade ove teze.

Na kraju se iskreno zahvaljujem profesorima Milojici Ja¢imoviéu i Ana-
toliju S. Antipinu na postavljenim problemima, pomod¢i i savjetima pruzenim
u toku izrade ove disertacije.
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Izvod 1z teze

Kvazi-varijacione nejednakosti predstavljaju znacajna uopStenja varija-
cionih nejednakosti. Poznato je da se varijacione nejednakosti mogu posma-
trati kao neophodni uslovi optimalnosti za probleme minimizacije funkcija.
Kao posledica ove ¢injenice, mnogi metodi za rjeSavanje zadataka mini-
mizacije prilagodeni su za rjeSavanje varijacionih nejednakosti. S druge strane,
rjeSavanje kvazi-varijacionih nejednakosti zahtijeva istovremeno rjesavanje
varijacionih nejednakosti i rjeSavanje problema fiksne tacke multifunkecije, pa
mnoge poznate tehnike za varijacione nejednakosti nisu pogodne za kvazi-
varijacione nejednakosti. U ovoj disertaciji neki od metoda optimizacije su
adaptirani za rjeSavanje kvazi-varijacionih nejednakosti.

PredlozZeni su iterativni i neprekidni procesi projekcije gradijenta i doka-
zana je njihova konvergencija. Metod projekcije gradijenta je uopSten i na
osnovu toga su formirani odgovarajuéi metodi prvog, drugog i treceg reda,
¢ija konvergencija je, takode dokazana u opStem slucaju kvazi-varijacionih
nejednakosti.

Uslovi koji garantuje egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja kvazi-varijaci-
onih nejednakosti u opstem slu¢aju nisu lako provjerljivi, pa se u litara-
turi razmatra jedan specijalni oblik kvazi-varijacionih nejednakosti. U ovom
specijalnom slucaju, dokazana je konvergencija metoda projekcije gradijenta
prvog i drugog reda, proksimalnog, ekstra-gradijentnog i Njutnovog metoda
ka jedinstvenom rjeSenju kvazi-varijacione nejednakosti. Za prva tri metoda
razmatrani su iterativni i neprekidni procesi, a za preostala dva samo itera-
tivni procesi.

Za svaki razmatrani metod dati su dovoljni uslovi pod kojima odgovara-
juéi procesi konvergiraju ka rjeSenju kvazi-varijacione nejednakosti i izvedene
su ocjene brzine konvergencije.
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Abstract

Quasi-variational inequalities are a notable generalization of the varia-
tional inequalities. It is well known that variational inequality can be in-
terpreted as a necessary optimality condition in the problem of minimizing
the function. As a result, many methods for solving optimization problems
can be adapted for solving variational inequalities. On the other hand, solv-
ing quasi-variational inequality requires that the corresponding variational
inequality be solved concurrently with the calculation of a fixed point of the
multifunction. This implies that methods for solving variational inequalities
cannot be used for solving quasi-variational inequalities. In this dissertation,
some optimization methods are adapted for solving the quasi-variational in-
equalities.

There are proposed iterative and continuous processes of gradient projec-
tion and proved their convergence. Gradient projection method is generalized
and based on that, the appropriate methods of the first, second and third
order are formed, whose convergence is, also proved in the general case of
quasi-variational inequalities.

The conditions that guarantee the existence and uniqueness of solutions of
quasi-variational inequalities, in general, are not easily verifiable, and in the
literature deals with one special form of the quasi-variational inequalities. In
this special case, the convergence to the unique solution of quasi-variational
inequalities of gradient projection method of first and second order, proxi-
mal, extra-gradient and Newton’s method is investigated. For the first three
methods are discussed iterative and continuous process, and for other two
iterative processes.

For every considered method sufficient conditions, under which the corre-
sponding processes converge to the solution of quasi-variational inequalities,
are established, and estimates of the convergence rate are obtained.
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Glava 1
Uvod

U ovoj glavi ¢emo formalno definisati problem kvazi-varijacionih neje-
dnakosti. Pored toga naves¢emo poznate definicije i teoreme koje ¢emo ko-
ristiti u daljem tekstu, kao i neke teoreme koje se odnose na egzistenciju
rjeSenja kvazi-varijacionih nejednakosti. Da bismo bolje predstavili slozenost
problema, na kraju ove glave konstruisa¢emo nekoliko jednostavnih primjera
kvazi-varijacionih nejednakosti i na njima pokazati da se teoreme o varija-
cionim nejednakostima ne mogu jednostavno primijeniti na kvazi-varijacione
nejednakosti.

1.1 Formulacija problema

Neka je H Hilbertov prostor sa normom | - || i skalarnim proizvodom
(-,-). Za dati operator F' : H — H razmatramo sljedecu kvazi-varijacionu
nejednakost: nac¢i x, € C(x,) takvo da

(Flz),y — ) 20, Wy € Clz.), (1.1)

gdje je C' : H — 2 multifunkcija sa nepraznim, zatvorenim i konveksnim
slikama C'(x) C H, za svako r € H.

Ako C(x) ne zavisi od x, to jest, ako je za svako x € H, C(x) = C za
neki zatvoren konveksan skup C' C H, tada kvazi-varijaciona nejednakost
postaje varijaciona nejednakost. Dobro je poznato, ako je F(x) = f'(x)
potencijani operator, tada se varijaciona nejednakost moze posmatrati kao
neophodan uslov optimalnosti za problem minimizacije funkcije f na skupu
C. Zadaci minimizacije su dosta obradivani u literaturi i za njihovo rjesavanje
su razvijeni mnogi metodi. Veéina tih metoda je adaptirana i za rjesavanje
varijacionih nejednakosti.
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Ako je F(x) identicki jednako nuli u (1.1), tada se kvazi-varijaciona neje-
dnakost svodi na nalazenje vektora x koji zadovoljava uslov x € C'(x). Takav
vektor se naziva fiksnom tackom multifunkeije C'. Dakle, rjesavanjem kvazi-
varijacione nejednakosti mi istovremeno rjeSavamo dva problema: rjeSavamo
varijacionu nejednakost i problem nalazenja fiksne tacke multifunkcije C.
Zbog toga se mnogi metodi za rjeSavanje varijacionih nejednakosti ne mogu
primijeniti na kvazi-varijacione nejednakosti.

1.2 Osnovne definicije i teoreme

Radi kompeltnosti rada, naves¢éemo poznate definicije i teoreme koje ¢e
biti koriséene u dokazima tvrdenja koja slijede. Sve navedene definicije i
dokazi teorema koje navodimo mogu se pronaéi u monografiji [64] i radovima
[21, 47, 50).

Definicija 1.2.1 Za preslikavanje F' : H — H kaZemo da je
(a) jako monotono na H ako postoji konstanta > 0 takva da je

(F(x) = F(y),x —y) > plle —yllI*, Vo,ye H. (1.2)

(b) Lipsic neprekidno na H ako postoji konstanta L > 0 takva da je

1F(z) = Fy)ll < Lz —yl, Ya,ye H. (1.3)

Konstanta 1 se naziva parametar jake monotonosti preslikavanja F'. Ako je
= 0, kazemo da je F' monotono preslikavanje. U radu ¢emo uglavnom
pretpostavljati da je p > 0. Konstanta L se naziva LipSicova konstanta
preslikavanja F'. Iz definicije se lako vidi da uvijek vazi

pllz = y|> < (F(x) = F(y),x —y) < Lllx — ylI?, Va,y e H,
odakle slijedi da je u < L.

Teorema 1.2.1 (64| Neka je C' konveksan skup u Hilbertovom prostoru H i
preslikavanje F : C'— H jako monotono sa parametrom jake monotonosti ju
1 Lipsic neprekidno sa Lipsicovom konstantom L. Tada vazi

1F(x) = FII* + pLlx = yllI* < (L + w)(F(z) = Fly),x - y), Yo,y € C.
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Teorema 1.2.2 [64] Neka je C konveksan skup sa nepraznom unutrasnoscéu
1 F 2 C — H neprekidno diferencijabilno preslikavange. F je jako monotono
na C ako 1 samo ako postoji konstanta > 0 takva da je

(VE(2)¢,€) > uli€l®

za svako x € C' 1 za svako £ € H.

Pri opisu metoda za rjeSavanje kvazi-varijacionih nejednakosti koristi¢emo
svojstva operatora projektovanja pa ih zato navodimo.

Definicija 1.2.2 Neka je C neki skup 1z prostora H. Projekcija tacke x € H
na skup C je najbliza tacka y € C tacki x, t.j. to je tacka y € C takva da
vazi

lz =yl = inf Jlz — 2].

Projekciju tacke x na skup C oznacavacemo sa Po(x) = y. Posto je p(x,C) =
inf,ec ||x — z|| rastojanje tacke x do skupa C, tada iz prethodne definicije
slijedi da je

plz, C) = [z = Polx)|| < llz —2[| Vze C, Vo e H.

Ako je x € C tada je, ocigledno, Po(x) = x. Projekcija na skup ne
postoji uvijek. Na primjer, ako je C = {x € R™ : ||z|| < 1} - otvorena
jedini¢na lopta u R", tada nijedna tacka x ¢ C nema projekciju na taj skup.
Ako je skup C zatvoren tada svaka tacka x € H ima projekciju na skup C,
ali ta projekcija ne mora biti jedinstvena. Ipak, za konveksne skupove takva
situacija je nemoguca. Naveséemo teoremu koja to tvrdi.

Teorema 1.2.3 [64] Neka je C konveksan, zatvoren skup iz H. Tada:
1) svaka tacka x € H ima jedinstvenu projekciju na taj skup;

2) tacka y € C je projekcija tacke x € H na skup C ako © samo ako vazi
sljedeca nejednakost

(y—x,z—y) >0, VzeC; (1.4)

3)
[Pe(x) — Pe(2)| < llx — z[|, Vx,z € H. (1.5)

Sljedeca jednostavna lema, koju ¢emo ¢esto koristiti u daljim razmatra-
njima, manje je poznata pa ¢emo je ovde dokazati.
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Lema 1.2.1 Neka je C konveksan, zatvoren skup uw H 1 funkcija c: H — H.
Tada za proizvoljno x,z € H vazi

Pc(a:)-l—C(z) = C(l’) + PC(Z - C(l’))

Dokaz. Oznacimo sa y' = Pyuyic(2) 1y = Po(z — c(x)). Kako je ¢/
projekcija tacke z na skup c(x) + C, tada iz (1.4) slijedi da je

(f —2,u' =) >0, Yu' €clx)+C.
Kako je u' € c(x) + C to postoji u € C takvo da v’ = ¢(x) + u. Tada je
' —zu—y +e(x) 20, Yuel.
S druge strane je
(y+clx)—zu—y 20, Vuel.

[z poslednje dvije nejednakosti zakljuéujemo da je y = y+c(x), ¢ime je lema
dokazana. a

1.3 Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja

U ovom paragrafu razmatramo pitanja egzistencije rjeSenja kvazi-vari-
jacionih nejednakosti. U teoriji varijacionih nejednakosti ovaj problem je
detaljno obraden. Glavni rezultati egzistencije i jedinstvenosti rjesenja vari-
jacione nejednakosti vezani su za uslove jake monotonosti i Lip8ic nepreki-
dnosti preslikavanja F. U primjerima koji slijede pokazacemo da ovi uslovi
ne obezbjeduju egzistenciju rjeSenja kvazi-varijacionih nejednakosti.

Teorija egzistencije rjeSenja kvazi-varijacionih nejednakosti je i dalje u
razvoju. Ipak, postoji nekoliko generalnih pristupa za dobijanje rezultata o
egzistenciji. Prvi od njih se zasniva na izuc¢avanju uslova pod kojima multi-
funkcija ima fiksnih tacaka. Razne modifikacije i uopstenja ovih uslova su
razmatrani u [10, 23, 38, 54]. Drugi pristup, na kome se mogu zasnovati
metodi rjeSavanja kvazi-varijacionih nejednakosti, i koji ¢e nas dakle vige
interesovati, zasnovan je na preformulaciji problema kvazi-varijacione neje-
dnakosti na problem fiksne tacke neke funkcije. U tu svrhu, korisna je sljedeca
lema.

Lema 1.3.1 Neka je C(x) multifunkcija sa nepraznim, konveksanim, zatvo-
renim slikama C(x) € H za svako x € H i« F : H — H. x, je rjedenje
kvazi-varijacione nejednakosti (1.1) ako © samo ako vazi jednakost

Ty = Po@yles — aF(x,)], Ya > 0. (1.6)
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Dokaz. Pretpostavimo da vazi (1.6). Tada je x, € C(x,). Saglasno (1.5),
jednakost (1.6) ekvivalentna je sa nejednakoséu

(s — (s — aF(x,)), 2z —x4) >0, Vze C(x,),

odnosno a(F(x,),z — x.) > 0 za svako Vz € C(x,). Kako prethodna neje-
dnakost vazi za svako a > 0 dobijamo da vazi

(F(x,),z —x,) >0, Vze Cx,).

Time je dokazano da je x, rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti (1.1). Sli¢no
se dokazuje i obrnuto tvrdenje. O
Geometrijsko znacenje uslova (1.6) je jednostavno: korak duz F(x,) iz
tacke x, poslije projektovanja na skup C(x,) je opet u tacki x,.
Ovim smo razmatranje egzistencije rjeSenja kvazi-varijacione nejednakosti
sveli na razmatranje funkcije

Py (x) = Pow)lr — aF(z)], x € dom C.

Da bi iskoristili jedna¢inu (1.6) kako bi utvrdili postojanje rjesenja kvazi-
varijacione nejednakosti, prvo treba obezbijediti neprekidnost preslikavanja
®,. Jasno, ovo nije trivijalno pitanje jer i skup na koji se projektuje zavisi
od x. U lemi 2.8.2 u [23] su dati potrebni i dovoljni uslovi pod kojima je pro-
jekcija Pey (y) neprekidna funkcija od dva argumenta (x,y). Dalje, mogu se
iskoristiti poznate teoreme o fiksnim tackama preslikavanja ili neke topologke
metode. Nave§¢emo jednu teoremu iz [54] koja obezbjeduje egzistenciju
bar jednog rjesenja kvazi-varijacione nejednakosti u kona¢no-dimenzionalnom
slucaju.

Teorema 1.3.1 Neka je F : R* — R” neprekidno preslikavanje 1 neka je
C: R™ — 28" multifunkcija. Ako postoji kompaktan, konveksan skup T C R™
takav da

(a) za svako x € T, skup C(x) je neprazan, zatvoren, konveksan podskup
od T

(b) C je neprekidno u svakoj tacki iz T,
tada kvazi-varyaciona nejednakost ima rjesenje.

Vazna osobina kvazi-varijacionih nejednakosti je da skup rjesenja, u opstem
slucaju, nije povezan, a kamoli da je jednoc¢lan skup. Dobro je poznato u
literaturi o varijacionim nejednakostima da ako je C' kompaktan i konve-
ksan skup i ako je F' monotono preslikavanje, da je skup rjeSenja varijacione
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nejednakosti kompaktan i konveksan. Ipak, i u slucaju jake monotonosti
preslikavanja F', skup rjeSenja kvazi-varijacione nejednakosti nije povezan, a
posebno ne jednoclan.

Posebnu paznju posvetiéemo teoremama iz [47] i [50] koje daju uslove po-
stojanja jedinstvenog rjeSenja kvazi-varijacionih nejednakosti. Ova dva tvr-
djenja se cesto koriste u dokazima konvergencija kasnije predlozenih metoda.

Teorema 1.3.2 [50| Pretpostavimo da vaZi sljedece:

(a) Operator F je LipSic neprekidan i jako monoton na H sa konstantama
L ip>0, redom;

(b) Postoji konstanta X > 0 takva da vazi

IPe)(2) = Pew (2l < Az —yll, Vz,y,z € H; (1.7)

(c) N+ /1 —pu2/L2 < 1.
Tada kvazi-varijaciona nejednakost (1.1) ima jedinstveno rjesenje.

Dokaz. Iz leme 1.3.1 zaklju¢ujemo da je kvazi-varijaciona nejednakost (1.1)
ekvivalentna sa nalazenjem fiksne tacke preslikavanja

CI)Q(SK) = PC(I)[CE — CYF(CE)] :H — H,

za neko a > 0. Jasno je da je £ < 11 iz definicija Lipsic neprekidnosti i jake
monotonosti dobijamo

le = aF(x) = (y — aF(y))|?
= lo = yl* = 2(F(x) = Fy),z — y) + o*| F(x) - Fy)|
< (1= 2pa+ La®)|lx -yl

Tada, zbog uslova (b) i ¢injenice da je projekcija sazimajuce preslikavanje
vazl

[Pa(z) = PaW) = [Powlr — al(x)] = Powly — aF )l
< NPowlr — aF(@)] = Powlr — aF ()]
(

+ N Pewlr — aF(x)] = Pewly — aF ()]l
< Mz =yl + [z — aF(z) - (y — aF ()]

()\ + /1 —2pa + L2a2) lx — yl|.

INA
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[zaberimo a = 45 i postavimo u prethodnu nejednakost. Tada dobijamo

[9a(2) ~ Baly)] < <)\ Ff1- %) =yl (18)

Preslikavanje @ je kontrakcija zbog (c¢), pa postoji jedinstvena fiksna tacka
x, € C(z,) , koja je u isto vrijeme i jedinstveno rjeSenje kvazi-varijacione
nejednakosti (1.1). O

Ako je C(x) = C tada mozemo izabrati A = 0 u pretpostavei (b). Tada
je 1 pretpostavka (c) zadovoljena. U ovom sluc¢aju dobijamo da postoji jedin-
stveno rjeSenje varijacione nejednakosti, bez obzira na odnos parametara f i
L, sto je poznato tvrdenje u teoriji varijacionih nejednakosti.

Napomenimo da je pretpostavka (1.7) neki oblik svojstva kontraktivnosti
za multifunkciju C'(x). U sledecoj lemi dacemo primjer takvog preslikavanja.

Lema 1.3.2 [47] Neka je funkcija c(x) : H — H Lipsic neprekidna sa LipSi-

covom konstantom | 1 neka je Cy zatvoren, konveksan skup v H. Tada
C(x) = c(x) + Cy

zadovoljava uslov (1.7) sa koeficijentom \ = [.

Dokaz. Na osnovu leme 1.2.1 dobijamo da za proizvoljne x i z iz H vazi
Po)(z) = c(x) + Py (z — c(x)).
Oznacimo z; = z — c(x), 22 = z — ¢(y). Tada imamo
1Pe) (2) = Pow) ()12 = [Pe@ o (2) = Pewy oo (2) 112
= |le(@) + Paylz = c(@)] = e(y) = Pey[2 — ()] |1?
= ||22 — 21 — (PCO(ZQ) - PCO(Zl))”Q
= lz2 = 21l = 2(22 = 21, Peg(22) = Pey(21)) + [Py (22) = Pey (1)1
Napomenimo da zbog tvrdjenja 2) iz teoreme 1.2.3 vazi
(22 = 21, Pgq(22) — Py (21))
= (22 = Pey(22) + Py (22) — 21, Pey(22) — Pey(21))
> (Pcy(22) = Peo(21) + Pey(21) — 21, Py (22) — Py (21))
> [|Pey(22) = Py (211

Konaé¢no, dobijamo

IPe@)(2) = Pow (2)II? 122 = 21]|* = [1Pcy(22) = Pey (1) 1°
lz2 = 2111 = lle(x) = c(y)II?

Pllz — gl

IA A IA
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¢ime je lema dokazana. m]
Uslov (¢) iz teoreme 1.3.2 je oslabio Yu. Nesterov u [47]. Radi komplet-
nosti rada izlazemo taj rezultat.
Za problem (1.1) uvodimo relaksacioni operator T'(z) = x,(C(x)). Kada
je operator F' jako monoton tada je operator T potpuno definisan sljede¢im
relacijama:

T(x) € C(x),

(F(T(x)),y=T(x)) > 0 ¥y € C(x). (1.9)

Jasno je da je rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti (1.1) fiksna tacka oper-
atora
x, = T(x,).

Teorema 1.3.3 [47] Neka je operator F Lipsic neprekidan sa LipSicovom
konstantom L > 0 1 jako monoton sa parametrom jake monotonosti i > 0.
Pretpostavimo da postoji A > 0 takvo da

[Pe()(2) = Pew) (2)| < Ale —yll, Va,y,z€ H. (1.10)
Tada je operator T'(x) Lipsic neprekidan sa konstantom AL/ .

Dokaz. Fiksirajmo dvije proizvoljne tacke xy, x5 € H. Oznac¢imo
T, =T(x;), F,=F(x;), C;=0C(xy), i=1,2.
Fiksirajmo a > 0. Po definiciji,
Ty = P, (1) — aFY).
Oznacimo yo = Pe, (T — aFy). Zbog uslova (1.10) imamo
ly2 = Tl < Allzy — 22| (1.11)
S druge strane, (yo — (T) — aF}),Ts — y2) > 0. Odavde dobijamo

(Yo = T1, Ty — o) > a{Fy,yo — To) = a(Fy,yo — Th) + o(Fy, T = T))

=z
Z CY<F1,y2 — T1> + CY<F2,T1 — T2> + CY,LL”T] — T2||2
Z CY<F1 — Fg,yg — T1> + CY,LL“T] — T2||2.
Tada slijedi
ap||Ty = To|* < aFy = Fp, Ty — o) + (g2 — 11, Ta — 12)

a
alFy — Fo, Ty — o) + (yo — 10, T = T1)

<
<
<(1+aL)-|Th =Tz - ly2 — T1]|-

22



Uvrstimo ocjenu (1.11) u prethodnu nejednakost. Dobijamo

1 +al X
—[lxy — 22|
1

1Ty =T <
Ova nejednakost je ispunjena za proizvoljno a > 0, pa za veliko a vazi
AL
T (x1) — T(x2) || < 7”%1 — a2,

tj. operator T je Lip$ic neprekidan sa konstantom AL/u. Ovim je teorema

dokazana. O
Kao posledicu prethodnog razmatranja dobijamo sljedeéi rezultat o egzis-
tenciji 1 jedinstvenosti rjeSenja kvazi-varijacione nejednakosti.

Posljedica 1.3.1 [47] Ako je A < % tada postoji jedinstveno rjesenje kvazi-
vargacione nejednakosti (1.1).

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme zakljuéujemo da je operator T' LipSic
neprekidan sa Lip§icovom konstantom AL/u. Kako je A < £ to dobijamo
da je Lipsicova konstanta operatora T manja od 1, odnosno, operator T je
kontrakcija. Dakle, postoji jedinstvena fiksna tacka x, takva da

T(x,) = x4,

a to je ujedno i rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti (1.1), kao Sto smo
ranije napomenuli. ]

Navedimo par jednostavnih primjera kvazi-varijacionih nejednakosti. Svu-
da ¢emo pretpostaviti da je data funkcija F': R — R i multifunkcija C': R —
2k,

Primjer 1 Neka je F(x) = x 1 C(x) = {x}, za svako x € R.

Funkcija F' zadovoljava uslove jake monotonosti i Lipsic neprekidnosti, sa
parametrima g = 1 1 L = 1. Direktnom provjerom zaklju¢ujemo da kvazi-
varijaciona nejednakost ima beskona¢no mnogo rjeSenja. Zaista, za svako
x € {x} vazi (x,y —x) >0, Vy € {x}.

Primjer 2 Neka je F(x) = x 1 C(x) =[x,z + 1], za svako x € R, .

Funkcija F' je ista kao u prethodnom primjeru pa vazi p = 11 L = 1.
Multifunkeiju €' mozemo predstaviti kao C(x) = x + [0,1], za x € R, ili
koriste¢i oznake iz leme 1.3.2 imamo da je c(x) = x 1 Cy = [0, 1]. Funkcija
¢ je, takodje, Lip8ic neprekidna sa Lip8icovom konstantom [ = 1 i skup
je zatvoren 1 konveksan. Ipak kvazi-varijaciona nejednakost ima beskona¢no
mnogo resenja. Zadovoljeni su svi uslovi posledice (1.3.1), osim uslova [ < £,
koji je neophodan za jedinstvenost rjesenja.

23



Primjer 3 Neka je F(x) =z i C(x) =[x — 1, 2|, za svako x > 1.

U ovom slucaju kvazi-varijaciona nejednakost nema rjeSenja.

Primjer 4 Neka je F(z) =z i C(z) = [, 2E2], 2a svako x € [0,2].

Kao sto smo ve¢ rekli, funkcija F' je jako monotona sa konstantom p = 1 i
Lipsic neprekidna sa konstantom L = 1. Multifunkciju C(z) moZzemo zapisati
u obliku C(x) = c(x)+Co, gdje jec(x) = 5,z € [0,2]1 Cp = [0, 1]. Jasno je da
je funkeija ¢ LipsSic neprekidna sa konstantom [ = % a skup Cj je konveksan
i zatvoren u R. Dakle, ispunjeni su uslovi leme 1.3.2 pa kvazi-varijaciona
nejednakost ima jedinstveno rjesenje x, = 0.

Primjer 5 Neka je F(x) =z 1
[1/2,1], ako x€10,1/2)
C(x)=1< [0,1], ako x=1/2
[0,1/2], ako x € (1/2,1]

Multifunkcija C' ima jedinstvenu fiksnu tacku 1/2, ali to nije rjeSenje kvazi-
varijacione nejednakosti.
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Glava 2

Primjeri kvazi-varijacionih
nejednakosti

Kvazi-varijacione nejednakosti su veoma moc¢no sredstvo za rjeSavanje
kompleksnih problema ravnoteze u teoriji igara, inzinjeringu, ekonomiji i
mnogim drugim oblastima. Vezu izmedu uopstene NeSove igre i kvazi-varija-
cionih nejednakosti prvi je prepoznao Bensusan [12] 1974. godine proucava-
juéi ove probleme sa kvadratnim funkcionalima u Hilbertovom prostoru.
Harker [28] je razmatrao ove probleme u Euklidovom prostoru. Pang i
Fuku$ima [54] su primijenili te rezultate da bi formulisali nekooperativnu
igru sa vise lidera u terminima uopstene NegSove igre, koja se pod odredenim
pretpostavkama moze izraziti kao kvazi-varijaciona nejednakost. Kocvara
i Otrata [41] su se bavili primijenom kvazi-varijacionih njednakosti u inzi-
njerstvu. Robinson [55, 56] je diskutovao primjenu uopstene NeSove igre na
modele igre kojima se opisuje borba sa dva ucesnika. Bleimer i Bovi [18] su
razmatrali kvazi-varijacionu formulaciju problema dinamickog saobracaja, a
takode u radovima [37, 61| moze se vidjeti kako se ravnoteza u transport-
noj mrezi izrazava kao rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti. Vei i Smirs
[69] su formulisali jedan oligopolisticki model u energetici u terminima kvazi-
varijacionih nejednakosti. Primjene kvazi-varijacionih nejednakosti na neke
ekonomske i finansijske modele mogu se na¢i u [32, 67]. Kvazi-varijacione
nejednakosti imaju i Siroku primjenu u mehanici [10, 16, 43|, statistici [39],
bilogiji [27] i drugim oblastima.

Da bismo objasnili §iroku primjenu kvazi-varijacionih nejednakosti, u ovoj
glavi prezentovac¢emo neke poznate probleme koji mogu biti formulisani i
rjeSavani u okviru teorije kvazi-varijacionih nejednakosti.
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2.1 Uopstena NeSova igra

Fundamentalni koncept ravnoteze u nekooperativnoj teoriji igara je uveo
Dzon Ne§, dobitnik Nobelove nagrade za Ekonomiju 1994. godine za taj
doprinos. Odredivanje NeSove ravnoteze moze se svesti na rjeSavanje kvazi-
varijacione nejednakosti [12, 23, 28, 54]. U ovom paragrafu objasni¢emo ta]
pristup odredivanja NeSove ravnoteze.

Uopstenu NeSovu igru sa N igraca mozemo definisati na sljede¢i nacin.
Zai=1,...,N, neka je C* : R*-i — R"™ dato skupovno preslikavanje, gdje
je svako n; pozitivan cijeli broj,

N
HEE N, 1 N_;=nN— Ny
i=1

tako da za svako 7% € R"¢, C*(z~%) je podskup od R™ i predstavlja skup
strategija igrac¢a ¢. Napisimo vektor x € R™ u obliku
i\ N

r= ()Y, gdje svako z' e R™.

Pretpostavimo da se C*(z~%) moze predstaviti pomoc¢u kona¢nih konveksnih
nejednakosti. Da bi opisali tu reprezentaciju i problem svakog igraca pret-
postavimo da su date funkcije ¢° : R®* — R™ h* : R% — R4 i O, : R® — R,
gdje su m; 1 l; pozitivni cijeli brojevi. Za svako i = 1,..., N formirajmo
sljedece pretpostavke o konveksnosti:

e svaka funkcija hj. je neprekidno diferencijabilna i konveksna na R™ za
svako 7 =1,...,1;

e za svako 27° € R™, funkcije ©5(x7",-) i gi(z™,-) su neprekidno difer-
encijabilne i konveksne po argumentu z°, za svako j = 1...,m,.

Funkcije ¢° i h* se razlikuju po svojim argumentima: ¢ zavisi od vektora
r € R”, dok h' zavisi samo od podvektora x’. Ova razlika je motivisana
primjenama uopstene Neove igre, gdje je vektor a® vektor strategija igraca
7, a x predstavlja vektor strategija svih NV igraca koji ucestvuju i igri.

Skup strategija ¢-tog igraca predstavimo na sljede¢i nacin

Clx™) = {2" e R™ : ¢*(x) <0, hi(z") <0}.

Zbog pretpostavke o konveksnosti funkcija ¢* i h* jasno je da je skup C*(x™%)
zatvoren 1 konveksan podskup od R™. Primijetimo da skup strategija i-tog
igra¢a formiramo na dva nacina: prvo, taj skup zavisi od strategija svih
igraca ¢'(x) < 0 i drugo, zavisi od sopstvene strategije h*(z") < 0.
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Uopstena Nefova igra se sastoji u nalazenju n-torke z, = (2*%) € R”,
koja se naziva uopStena NeSova ravnoteza, takve da za svakot=1,..., N,
x** je optimalno rjesenje konveksnog problema optimizacije po promjenljivo]
2* gdje je x7* fiksirano u x* %

O;(z*7% 2") — min

rt e Cxm™). (2.1)

Definisimo
N

Cx) = HC’i(x_i) za = ()Y, e R"

i=1

F(z) = (V.u05(x)Y, € R™.

Sada problem (2.1) moZemo napisati na sljede¢i nacin x, € C(x,) i
<F(£C*),y - iC*> Z Ov vy € C(x*)

Dakle, dobijamo da je x, rjeSenje uopstene NeSove igre ako i samo ako je
rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti. Uopstena NeSova igra, a samim tim
i kvazi-varijacione nejednakosti, imaju Siroku primjenu u raznim oblastima.

Harker je u radu [28] konstruisao primjer uopstene NeSove igre i raz-
matrao odnos izmedu varijacione 1 kvazi-varijacione formulacije tog prob-
lema. Pokazao je da odgovarajuéa varijaciona nejednakost ima jedinstveno
rieSenje, dok skup rjeSenja odgovarajuée kvazi-varijacione nejednakosti ¢ini
tacka koja je rjeSenje varijacione nejednakostii sve tacke sa neke duzi. Dakle,
svodjenjem uop$tene NeSove igre na varijacionu nejednakost "preskacemo"
odredena rjesenja. Trazenje uopstene NeSove ravnoteze ekvivalentno je rjeSa-
vanju odgovarajuce kvazi-varijacione nejednakosti.

Motivisan tim primjerom, Harker je formulisao i dokazao sljedeé¢u teoremu
o odnosu rjeSenja varijacione i kvazi varijacione nejednakosti.

Teorema 2.1.1 ([28]) Neka su date funkcija F : R™ — R™ i multifunkcija
C : R* — 28" Pretpostavimo da postoji neprazan, kompaktan, konveksan
skup I takav da

(i) C(x) CT'Vx el
(ii) v € Clx) Ve e I.

Tada je svako rjesenje varijacione nejednakosti: naéi x, € ' takvo da vazi
(F(xy),y — ) >0 za svako y € I" ujedno 1 rjeSenje kvazi-varijacione nejed-
nakosti: naci r, € C(x,) takvo da (F(x.),y — xs) > 0 za svako y € C(x,),
ali obrnuto u opstem slucaju ne vazi.
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Klju¢na pretpostavka u ovoj teoremi je (i7) koja tvrdi da je svaka tacka
x € I', fiksna tacka multifunkcije C'. Ova pretpostavka iskljuc¢uje, na primjer,
preslikavanja koja su projekcije na pravi podskup od I'.

2.2 Transportni problemi

Poslednjih decenija transportni problemi privlace sve vise paznju mate-
matic¢ara. Engleski analiticar Dz. G. Vardrop je 1952. godine u [68] formu-
lisao dva principa koja su dobila naziv po njemu:

prvi princip: Korisnici transportne mreze, nezavisno jedan od drugog,
biraju svoje marsute putovanja tako da transportni rashodi budu minimalni.

drugt princip: Korisnici transportne mreze biraju marsutu putovanja tako
da opsti rashodi u mrezi budu minimalni.

Distribucija transportnih tokova saglasno prvom Vardropovom principu
odgovara konkurentnoj nekooperativnoj ravnotezi, tj. pretpostavlja se da
svaki ucesnik u saobrac¢aju da bi stigao do Zeljene destinacije bira od svih
mogucéih marsuta onu koja zahtjeva minimalne troskove. Zbog toga se ovaj
princip naziva korisni¢ka optimizacija. Primijetimo da se kod ovog principa
podrazumijeva da svaki uc¢esnik zna unaprijed troskove na svim marsutama,
da bi mogao izabrati onu koja mu najvise odgovara. U poslednje vrijeme
ovo nije tesko ispuniti jer se razvojem tehnike (navigacioni sistemi, internet,
radio 1 dr.) omogucava korisnicima da saznaju sve te informacije unaprijed.

Primjene kvazi-varijacionih nejednakosti u transportnim problemima raz-
matrane su u [18, 26, 37, 36, 61|. Saglasno prvom Vardropovom principu
opisa¢emo problem transportne mreze i dati njenu kvazi-varijacionu formu-
laciju.

Transportnu mrezu predstavljamo u obliku orijentisanog grafa G(V, F),
gdje je V skup ¢vorova, E skup grana. Svaka grana u grafu predstavlja re-
alni dio puta bez presijecanja, a svaki ¢vor je raskrsnica puteva ili mjesto
gdje se mijenjaju karakteristike puta. Usmjerena grana odreduje smjer kre-
tanja izmedu dva ¢vora. Magistralama sa dvosmjernim kretanjem odgovaraju
sparene suprotno orijentisane grane. Skup ¢vorova podijelimo na dva pod-
skupa. Prvi, S C V sadrzi ¢vorove koji predstavljaju mjesta odakle pocinju
kretanja; elemente skupa S nazivamo polazistima. Drugi, D C V sadrzi
¢vorove koji predstavljaju destinacije; elemente skupa D nazivamo odredis-
tima. Primijenjeno u realnoj situaciji, na primjer u jutarnjim ¢asovima kada
veéina stanovnika krece na posao je velika guzva u saobracaju, polazista pred-
stavljaju prigradska naselja a odredista su djelovi grada ka kojima svi ujutru
idu. Skup svih parova koji spajaju polazista i odredista predstavimo u obliku
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Dekartovog proizvoda
W=8SxD={w=(i,j) : 1€8S,j€ D}.
Putem ili margutom u mrezi G koji spaja ¢vorove ¢ 1 j nazivamo niz grana
e1 = —= k), ea="(k1 = ka),....ems1 = (km — J),

gdjee; € Ezasvakol = 1,...,m+1. U marSutama se pretpostavlja odsustvo
petlji i ciklusa. Oznacimo sa P, skup alternativnih marsuta koje odgovaraju
paru w € W. Skup svih marsuta u mrezi GG oznac¢imo sa P = Uyew Py.

Krecéuéi se od polazista ka odreditu, korisnici mreze biraju odgovarajuéu
marsutu kretanja. Oznacimo sa x, troskove koji se prave ako se ide po putu
p € P. Tada vektor x = (x, : p € P) predstavlja troskove u mrezi.

Izbor nekog puta p € P zavisi od trogkova. Po pravilu, pod troskovima se
podrazumijevaju finansijski troskovi ili vrijeme. Oznacimo sa F), troskove po
putu p. Posto na troskove po jednoj marguti mogu uticati i drugi putevi (npr.
presjeci glavnih i sporednih puteva), u opstem slucaju F, predstavlja funkeiju
troskova na cijeloj mrezi, tj. F, = F,(x). Na osnovu prvog Vardropovog
principa, vozaci biraju put x, sa najmanjim transportnim rashodima, pa za
svaki par w ispunjeni su uslovi: ako po putu p € P, ide nenulti tok x, tada
su troskovi po tom putu minimalni, tj.

ako x, > 0 tada G(x,) = min G (1,) = uy(.), (2.2)

o q€P,
gdje su u,(x,) minimalni transportni trogkovi po odgovarajuc¢oj marsuti para
w € W, koji su poznati pri formiranju mreze, odredene vektorom x,. Relacija
(2.2) za svaki par w € W definiSe uslove ravnoteze transportnih tokova.
Tokovi 2* = (x; : p € P) koji zadovoljavaju (2.2) nazivaju se ravnotezama.
Za kompletnu sliku neophodno je uvesti ograni¢enja na dopustivim tokovima.

Svakom paru polaziste-odrediste w = (i,j) € P odgovara p, — obim
korisnika mreze koji iz tacke i treba da stignu u tacku j. Matrica (p, : w €
W) naziva se matricom korespondencije. U opstem sluc¢aju pretpostavlja se
da matrica korespondencije zavisi od minimalnih troskova u mrezi, to jest
Pw = Puwluy), gdje je u* —w = w, ().

Tradicionalno za transportne zadatke, tokovi su nenegativne promjenljive
koje zadovoljavaju balansna ogranicenja. Zbog toga je dopustiv skup za
razmatranje tokova dat sa

Clx,) = {:1: >0: Z Ty = PulUy(xy)), w e W},

PEPy

oznaka x > 0 znaci da su sve komponente x, > 0.
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Osnovni pristup rjeSavanja transportnih problema je svodenje na odgo-
varajuci problem optimizacije ili na (kvazi)varijacionu nejednakost. Prikaza-
¢emo kako se transportni problem moze izraziti u terminima kvazi-varijacione
nejednakosti.

Objedinimo komponente F,(x) u vektorsku funkciju F(x) = (F,(z): p €
P). Tada vektor x, € C(x,) zadovoljava uslov transportne ravnoteze (2.2)
ako 1 samo ako je rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti

(F(xy),x —x) 20, Voe C(x,).

2.3 Oligopolisticki modeli

Medu mnogim prakti¢nim primjenama koncepta NeSove ravnoteze, vri-
jedan je pomena poznati Nes-Kurnoov proizvodnja/distribucija problem. Ov-
dje istu homogenu robu proizvodi nekoliko firmi koji predstavljaju Nesove
igrade u NeSovoj igri. Svaka firma nastoji da poveéa svoj profit rjeSava-
juéi problem optimizacije za odredivanje koli¢ine proizvodnje i distribucije
robe pod pretpostavkom da znaju proizvodnju i distribuciju drugih firmi.
Oligopolisticki model ima prirodnu kvazi-varijacionu formulaciju i mi éemo
ga ovdje izloziti. Napomenimo da je ovaj model razmatran u [11, 22, 46, 69].

Razmatramo m firmi P;, i = 1,...,m koje proizvode homogenu robu i n
trzista ), 7 = 1,...,n koja su prostorno razdvojena. Pretpostavimo da su
homogeni proizvodi proizvedeni u m firmi i potroSeni na n trzista za vrijeme
[0,7],T > 0.

Neka x;(t), e = 1,...,m 17 = 1,...,n, oznafava nenegativnu posiljku
robe izmedu snadbevackog trzista F; 1 potrosackog trzista @); za vrijeme
t € [0,7T]. Specijalno, neka vektor x;(t) = (z;1(t), ..., ximm(t)), i =1,... ,mi
t € [0,T], predstavlja strategiju firme P;.

Grupisimo posiljke u matri¢nu funkeiju z : [0,7] — R’ i pretpostavimo
daz € L*([0,T],R?™). Pretpostavimo jo$ da posiljka z;; zadovoljava sljedece
uslove: postoje dvije nenegativne funkcije z,z : [0, 7] — R} takve da

0 < a(t) <ay(t) <zyy(t), Yi=1,...,m, Vj=1,...,n, ss. nal0,T],

I pretpostavimo da x,z € L*([0,T],R7™).
Oznacimo sa

D = {:v € L*([0, T, RT™) : x(t) < ay(t) < 245(

1]




Lako se provjerava da je D neprazan, kompaktan i konveksan podskup od
L2([0, T],R™). Sa p;(t,z(t)), ¢ = 1,...,m, ozna¢imo robu koja je proizve-
dena u firmi P; za vrijeme t € [0,7T] i grupi§imo ih u vektorsku funkciju
p:[0,T] x D — R Proizvodni otpad u firmi P; za vrijeme t € [0,7]
oznacimo sa €;(t), 1 = 1,...,m.

Jasno je da prosjecna koli¢ina proizvedena u svakoj firmi P; u vremenskom
intervalu [0, 7] mora biti jednaka robi koja je poslata od te firme ka svim
potrosackim trzistima uvec¢ana za proizvodni otpad, za vrijeme ¢ € [0,7T].

n T
inj(t) +ea(t) = %/ pi(t,x(T))dr, i=1,...,m, sss. na [0,7]. (2.3)

Zaista, proizvodnja treba da zavisi od evaluacije firme za robne posiljke.
Moze se ocekivati da proizvodaci ne procijenjuju trenutno trzisno stanje
nego prosjecno, u odnosu na cijeli vremenski interval. Zanemarivanjem
proizvodnog otpada u (2.3) dobijamo

n 1 T
D ayt) < ?/ pi(t,x (T))dr, i=1,...,m, s.s. na [0,T].
j=1 0

Dalje, oznac¢imo sa
fi= fi(t,x(t)), 1= 1,...,m, cijenu proizvodnje robe u firmi F;,

d; = d;(t,x(t)), 7= 1,...,n, prodajnu cijenu robe za trziste Q;,

gi = gi(t,x(t)), i = 1,...,m, cijenu skladistenja robe proizvedene u
firmi P;,
cij = ¢j(t,x(t)), 1 =1,....,m 17 = 1,...,n, cijenu prevoza robe od

firme P; do potrosackog trzista @);.

Tada je profit v;(t,x(t)), i = 1,...,m, firme P; u vremenu t € [0,7]
jednak prodajnoj cijeni koju treba da plate potroSacka trzista umanjen za
troskove proizvodnje, skladistenja i prevoza, tj.

vi(t, z(t)) = Zdj(tax(t))xij(t)_fi(tax(t))_gi(tax(t))

- Z cij(t, (1)) as(t).
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Skup dopustivih vektora x € L*([0,T],R™™) je dat multifunkcijom C' :
D — 2P (OTLRT™) gq

Clz,) = {xeLQ([O,T],Rmn)

x;(t) < xy;(t) < 245(t), Vi=1,m, ¥j = 1,nss. nal0,T],

T
qu ) < —/ pi(t, . (7))dr, ¥Yi = 1,m, s.s. na [O,T]}.
0

Oznacimo sa x; = {x4};_1, 1 Vpv = (8”?,) . Neka vaze
1= )

sljedece pretpostavke:

(i) vi(t,z(t)) je neprekidno diferencijabilna funkcija za svako ¢ = 1...,m
na segmentu [0, 7],

(i1) Vpuv je Karateodorijeva funkeija takva da

Iy € L*([0,T)) : |Vpolt, ) |lme < Y(#) + |2]lmn, YT € R™ na [0,7T],

(iil) wv;(t,x(t)) je pseudokonkavna u odnosu na promjenljivu x;,i = 1,...,m
na (0,7, tj. vazi

ov;(t, x)
<VDUi(t,CL'1,...,£Ci,...,CC E 81‘ :L“lj—yij)ZO
ij

:>vi(t)xl)"')xi)---)xm) Z vi(t)xl)---)yi)---)xm)'

Dinamicko oligopolisticko trziste sastoji se od m firmi koje proizvode robu
u nekooperativnim uslovima i svaka nastoji da maksimizira svoj profit. Treba
odrediti nenegativnu funkciju x, za m firmi i n potroSackih trzista koja ce
biti u ravnotezi u odnosu na dinamicki Nes-Kurnotov princip.

x, € C(x,) je dinamicka oligopolisticka trzisna ravnoteza ako i samo ako
za svako 1 = 1,...,m vazi

vi(t, 2, (1)) > vilt, x;(t), 2} (t)), s.s. nal0,7],
gdiejexs(t) = (xa(t),. .., xan(t))i2;(t) = (x7(t),...,2i_ (1), 27 (1), .., 25, (1))

za i = 1,...,m na segmentu [0, 7]. Dakle, svaka firma P; nastoji da poveca
svoj profit uzimajuéi u obzir date optimalne strategije x} ostalih firmi.
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Teorema 2.3.1 Neka su ispunjene pretpostavke (i), (ii) 1 (iii). Tada je
x, € C(xy) dinamicka oligopolisticka trzisna ravnoteza ako i samo ako je
zadovoljena sljedeca nejednakost

T Ov; (t, x,(t .
/0 ;}; (_Wt)))> (zi;(t) — 2};())dt >0, Vre Clz,). (2.4)

Podsjetimo se da je u Hilbertovom prostoru L2([0, T'], R¥) bilinearna forma
definisana sa

() = / (G(1), w(t))dr,

gdje je ¢ € (L2([0,T],R¥))* = L*([0,T],R*), w € L*([0,T],R¥) i vazi

k
(G0),w(0) = 3 dult)wi().
=1

Na osnovu toga, nejednakost (2.4) mozemo napisati u obliku
T m n (9’Ui(t,1‘*(t)) .
22 ey ) @) —aO)dt = (=Vpv(x.),z — z.))
0 =1 j=1 ij
T

= / (=Vpou(t,x.(t)), x(t) — x.(t))dt > 0, Vr e C(x,).

0

Posljednja nejednakost je ekvivalentna sa sljedec¢om kvazi-varijacionom ne-
jednakoséu:

(F(t,2.(8)), 2(t) — 2.(t)) > 0, Va(t) € C(t,x,), t € [0,T),

gdje je
F(t,x.(t)) = =Vpu(t,z.(t))
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Glava 3

Metodi za rjesavanje
kvazi-varijacionih nejednakosti

U ovoj glavi bice izlozene razli¢ite metode za rjesavanje kvazi-varijacionih
nejednakosti. Kao $to smo napomenuli u literaturi postoji mnogo metoda za
reSavanje zadataka minimizacije i veéina od njih se moze prilagoditi za rjesa-
vanje varijacionih nejednakosti. Medutim, kako kod kvazi-varijacionih nejed-
nakosti moramo rjesSavati varijacionu nejednakost uz uslov da to rjesenje bude
nepokretna tacka multifunkcije C'(x), to mnoge metode za rjeSavanje varija-
cionih nejednakosti ne mozemo primijeniti za rjeSavanje kvazi-varijacionih
nejednakosti.

U ovoj glavi razmatramo sljede¢u kvazi-varijacionu nejednakost: naci
x, € C(x,) takvo da

(F(x,),y —x,) >0, Yy € C(x,), (3.1)

gdje je C(x) : H — 2" multifunkcija sa nepraznim, zatvorenim, konveksnim
slikama C'(x) C H za svako x € H.

Projekcioni metodi su konceptualno najjednostavniji metodi za rjeSavanje
varijacionih, a samim tim i kvazi-varijacionih nejednakosti. Oni imaju dva
zajednicka svojstva koja ih odlikuju. Prvo, njihova implementacija zahti-
jeva efektivno racunanje projekcije na zatvoren, konveksan skup C(z). Ovo
ogranicava njihovu primjenu jer je ¢esto zahtjevno odrediti projekciju na neki
skup. Druga karakteristika je da ti metodi ne zahtjevaju korisé¢enje izvoda
preslikavanja F', pa samim tim nema drugih kompleksnih operacija osim pro-
jekcije tacke na skup. S jedne strane, ova osobina ¢ini metode veoma pogod-
nim kada se projekcija jednostavno racuna. S druge strane, ne koriséenje
informacija o izvodu utic¢e ogranic¢avajuée na brzinu konvergencije.

[terativni metod projekcije gradijenta za kvazi-varijacione nejednakosti
(3.1) opisan je u [47]. U ovoj glavi dokaza¢emo konvergenciju i odgovarajuceg
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neprekidnog metoda projekcije gradijenta i definisac¢emo novi metod, za koji
se moze rec¢i da je uopStenje metoda projekcije gradijenta. Taj metod ¢emo
prosiriti i formulisacéemo odgovarajuée metode drugog i tre¢eg reda za koje
¢emo, takode, pokazati konvergenciju.

3.1 Metod projekcije gradijenta

Pocinjemo sa osnovnim projekcionim metodom, metodom projekcije gradi-
jenta. Ovaj jednostavni metod je prototip za ostale slozenije metode, koje
¢emo izloziti u nastavku.

3.1.1 [Iterativni procesi

Kao $to je pokazano u lemi 1.3.1, rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti
(3.1) je fiksna tacka preslikavanja

r — Peow)lr — aF(x)],

i obrnuto. Zbog toga, za rjeSavanje problema (3.1) mozemo koristiti diskretni
metod projekcije gradijenta prvog reda:

LTr+1 — 7DC(rk)[a:k - O(kF(l'k)], k > Oa (32)

gdje je pocetna tacka xy € H proizvoljna, a ap > 0 je parametar metoda.
Jedna iteracija je prikazana na slici 3.1. Napomenimo da tacka xp pripada

Lk Tr+1

C(zx)

Slika 3.1: Jedna iteracija metoda projekcije gradijenta
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skupu C(x,_1), a u opstem slucaju ne znamo njenu relaciju sa skupom C'(zy).
Na slici je predstavljen slucaj kada se xx nalazi van skupa C(xy).

Metod (3.2) je ranije razmatran u literaturi ([47]). Zbog svoje vaznosti i
kompletnosti rada, dokaz konvergencije detaljno izlazemo.

Ako je C(x) konveksan, zatvoren skup i nacin izbora parametra a u
(3.2) je zadat, tada na osnovu teoreme 1.2.3 niz (zy) je jednoznaéno odreden
uslovom (3.2). Ako se u (3.2) u nekoj iteraciji pojavi da je xry; = xx tada
se proces (3.2) prekida. U tom slucaju tacka x, zadovoljava neophodan
i dovoljan uslov optimalnosti xx = P [t — aF(xk)], pa je xx rjeSenje
kvazi-varijacione nejednakosti.

U zavisnosti od izbora parametra a; u (3.2) moguce je dobiti razli¢ite
varijante metoda projekcije gradijenta. Razmotri¢emo slucaj kada je ap = «,
i u sljedecoj teoremi dokazujemo konvergenciju niza (xx) ka jedinstvenom
rjeSenju kvazi-varijacione nejednakosti (3.1).

Teorema 3.1.1 Pretpostavimo da su ispunjeni sljedeci uslovi:

1) Operator F': H — H je jako monoton sa parametrom jake monotonosti
w0 ¢ Lipsic neprekidan sa LipSicovom konstantom L;

y Y y /12 .
2) Multifunkcija C(x) zadovoljava uslov (1.7) sa A < TR it

3) Parametar metoda je o = 5.

Tada diskretni metod projekcije gradijenta prvog reda (3.2) konvergira ka
jedinstvenom rjesenju kvazi-varijacione nejednakosti (3.1) i pri tome je

2

k
L 42
7“> lzo — .||, k> 0.

Dokaz. Kako preslikavanje C(x) zadovoljava uslov (1.7) sa
2 I — JI2_ .2 2
A< o - Y 4 (3.3)
L(L+ \/L? = 1i?) L L

to na osnovu teoreme 1.3.2 zaklju¢ujemo da postoji jedinstveno rjeSenje kvazi-
varijacione nejednakosti (3.1). Oznaimo to jedinstveno rjeSenje sa x, €
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C(x,). Tada je

] — T«
| = Powalas — aF ()]
= |[Powolex = aF (@) = Polex — aF (x|
+ ”PC(I«)[fk — aF (k)] = Por. — aF(x*)]”
< Mlae — 2] + || Poa [ee — aF(xx)] — Po@alz. — aF(2,)]|]-
(3.4)

|2k — x| = ||7DC(a:k)[CEk — aF(xy
= || Poqler — aF (xy
(

Za ocjenu drugog sabirka u gornjoj nejednakosti koristi¢emo jaku monotonost
i Lipsic neprekidnost operatora F. Vazi

1P lze — aF(zk)] = Peolae — aF(2,)]|?
< ke — aF(xx) — (x0 — aF (2,))]
= o - $*||2 = 2a(F(zg) — F(x.), 2 — 24) + a2||F(9€k) - F(»’U*)”2
< (1=2ap+a®L?) [la, — 2.,

za k > 0. Prethodnu nejednakost uvrstimo u (3.4) i dobijamo

ks =2l < (A+ VT =20+ 072) g — ..

za svako k > 0. Funkcija 1 — 2apu 4 o*L? dostize minimum u tacki a = 4,
pa za tu vrijednost parametra « vazi

L2_ 2
[T — 24 < <)\+ T“) |zx — 24ll, & 2>0.

Dobijena nejednakost vazi za svako k& > 0, pa slijedi

k
72 — 2
[Tk — 2]l < <A+TM> 2o — ., k=0

VR

L_”Q je manja od 1, zbog (3.3), pa je

<A+@>k:0.

Pozitivna konstanta A\ +

lim
k—oo

L

Ovim je pokazana konvergencija niza () ka jedinstvenom rjesenju x,. Teo-
rema je dokazana. m]
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Napomena: Vidimo da je kvazi-varijaciona nejednakost (3.1) rjeSiva po-
mocu gradijentnog metoda ako je stopa varijacije dopustivog skupa veoma
mala u poredenju sa karakteristikom operatora F:

A

2
" 1

< N —,
L(L+ L2 —p2) 272

> 1 karakteristika operatora F'.

edje jey = L

3.1.2 Neprekidni procesi

Vazna klasa metoda rjeSavanja kvazi-varijacionih nejednakosti je klasa
neprekidnih metoda, u kojima se proces opisuje diferencijalnim jednacinama.
Interes konstrukcije neprekidnih metoda je viSestruk. S jedne strane, pri
ispitivanju konvergencije trajektorije neprekidnih procesa ka tacki ravnoteze
mogu se koristiti aparati dobijeni u teoriji diferencijalnih jednacina. S druge
strane, ovi metodi daju slobodu pri izboru metoda numericke integracije do-
bijene diferencijalne jednacine i tako obrazuju novu klasu diskretnih metoda.
Dalje, pokazac¢emo da su svojstva odgovarajuéih neprekidnih i iterativnih
procesa razli¢ita. Smanjenjem intervala diskretizacije vremena, iterativni
procesi nisu glatki kao $to je to slucaj kod neprekidnih procesa. Neprekidni
metodi minimizacije i rjeSavanja varijacionih nejednakosti su dobro obradeni
u [2, 31, 64, 66]. Neprekidan metod za rjeSavanje kvazi-varijacionih nejed-
nakosti je razmatran u [35].

Za izracunavanje tacaka koje predstavljaju rjeSenja kvazi-varijacione ne-
jednakosti (3.1), konstruisa¢emo trajektoriju koja po¢inje u proizvoljnoj tacki
1 s prolaskom vremena konvergira ka rjeSenju. Ideja za konstrukcije takvih
trajektorija moze biti vise. Razmotrimo trajektoriju za koju je korak Pe(,)[z—
aF(x)] — x proporcionalan vektoru brzine trajektorije, to jest

(cil_f = Pow)le —aF(x)] — . (3.5)

Intuitivno je jasno, korak Pe(,|r — aF'(z)] — x razli¢it je od nule za
proizvoljan element x € H, smanjuje se §to se viSe priblizavamo ka x, i
jednak je nuli u tacki x,.

Sistem (3.5) je sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina. Posto je opera-
tor projektovanja kontrakcija (teorema 1.2.3, svojstvo 3)) tada desna strana
jednakosti (3.5) ima oblik g(x,t), gdje je funkcija g(x,t) LipSicova po = za
svako fiksirano t > 0 i neprekidna po t za svako fiksirano x € H. Zaista,
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zbog uslova (1.7) koji zadovoljava multifunkcija C'(x), vaz

lg(z,t) — gy, )l = [Powlr — aF(z)] —x — Powly — aF(y)] + yll
< Nz =yl + Powlr — aF(x)] = Pewly — aF )]l
+ [[Pewly — aF'(y)] — Pewly — aF (y)]|l
< o=yl + [z — aF(z) —y + aF(y)|| + Allx -yl
< 2+ al + Nz -yl

Odavde slijedi da diferencijalna jednacina (3.5), za proizvoljni pocetni uslov

xo € H, ima jedinstveno rjesenje klase C! definisano na proizvoljnom kona-

¢nom intervalu [0, 7] ili drugim rije¢ima, za svako t > 0, (vidjeti [30]).
Napisimo sistem (3.5) u obliku

2'(t) + 2(t) = Po@uylr(t) — a(t) F(z(t)], t >0, 2(0) = x, (3.6)

gdje je ryp data poletna tacka a parametar metoda a(t) > 0 je neprekidna
pozitivna funkcija za t > 0 > 0.

Sledeca teorema daje dovoljne uslove egzistencije i konvergencije trajekto-
rije diferencijalne jednacine (3.6) ka jedinstvenom rjeSenju kvazi-varijacione
nejednakosti (3.1).

Teorema 3.1.2 Pretpostavimo da su ispunjeni sljedeci uslovi:

1) Operator F': H — H je jako monoton 1 Lipsic neprekidan sa konsta-
ntama p @ L, redom;

2) Multifunkeija C(z) zadovoljava uslov (1.7) sa A < 1 — 7+/L? — 2.
3) Parametar a(t) € C([0,+00)) je takav da

0<ap<alt) <ay, zasvakot >0,

= \/u? = L2(2) — \2) _ Kt ViE— L2(2) — \2)
12 » 12 :

Qg >

Tada neprekidni metod projekcije gradijenta prvog reda (3.6) konvergira ka
jedinstvenom rjeSenju kvazi-varijacione nejednakosti (3.1) sljedecom brzinom
konvergencije

[x(t) — .|| < exp {—aot/2}]lz0 — .|,

2
ap=1-— ()\+\/1—2a1,u+a§L2> )

gdje je
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Dokaz. Isto kao u dokazu prethodne teoreme, zakljucujemo da postoji
jedinstveno rjeSenje x, € C(x,) kvazi-varijacione nejednakosti (3.1). Za oc-
jenjivanje brzine konvergencije koristi¢emo Ljapunovljevu funkciju

V() = Slet) = wll VO) = Sl - 2l = Vi
Dovoljno je dokazati da vazi
V(t) = 0 kada t — oo.
Razmotrimo izvod Ljapunovljeve funkcije:
V'(t) = (z(t) — z,,2' (1)), t>0.
Kako je . = Po s — a(t)F(z,)] dobijamo
VIt) = (2(t) = Pog,[ve — alt) F(x.)], Poey [x(t) — alt) F(x(t)] — x(t))
= L IPotolr() ~ al) F@(t)] = Pogefr. — al) PP
P le(®) — a()F(0)] - (1)
— Sllet) =~ Poole. — a(@F@I% €20
Sada ocijenimo svaki od sabiraka iz prethodne jednakosti.

[Peayle(t) — a(t)F(x(t)] = Po@.le. — alt) F(, ]II

(
(

< N Peaylx(t) — a(t) F(x(t)] — Po@le(t) —at) Fz)]|

+ N Pe@alz(t) — alt) Fz(t))] - C(z)[x*—atF:c*]”

< All=(t )_x*”+||PC(r [2(t) — a(t) F(x(t))]

— Pe@alre = AOF ()] £ =0 (3.7)

Operator P je sazimajuéi i F' je jako monoton i Lipsic neprekidan operator,
pa vazi sljedeca ocjena

[P z(t) — a(t)F(x(t)] = P,z — alt)F(z,)]|?
[[z(t) — a(t)F(x(t)] — [z, — a(t) F(z,)]|I?
= IIx — a,]1? = 20(t)(F(x(t)) — F(x,),2(t) — 2.)
W F () = Fa)|?
IIx t) — 2. |I* = 20(t)pl|(t) — 2.1 + P (4) L?||2(t) — a2
(1 —2a(t)p + a*(t)L?) [|z(t) — z.]*, t>0. (3.8)

IN + |
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Kombinujuéi (3.7) i (3.8) dobijamo
[Pogeuyle(t) — a(t)F(x(t)] = Po@.le. — at)F(2.)]]*
< ()\ /T 2a(p + a?(t)L2)2 (1) — |2, ¢ > 0.

Koristeéi ¢injenicu da je x, = Poe,)|x+ — a(t) F(x,)], kona¢no dobijamo

V(1) < % [()\ /1 —2a(t)p + a?(t)L2)2 . 1} lz(t) — z.]2, ¢ >0,

odnosno

V(1) < [(A /1= 2allp + oz?(t)L2>2 - 1} VD), t>0.

Kako, iz uslova 2) teoreme, vazi A < 1 — %\/LQ — p? to je uslov za a, u 3)
dobro definisan. Zaista, potkorjena veli¢ina p? — L*(2)\ — A\?) ima pozitivnu
vrijednost manju od p?. Za izbor parametra a kao u 3) vazi

)\+\/1—2a1,u+a(2)L2<1,

pajeag =1 — ()\ + V1 —=2ayp + 0(8L2>2 > 0. Kona¢no,
VI(t) < —aoV (), t>0.
Rjesavanjem ove diferencijalne nejednacine dobijamo
V(t) < Voexp{—apt}, t>0,

pa V(t) — 0 kadat — oo, t.j. x(t) eksponencijalno konvergira ka jedin-
stvenom rjeSenju x,. Ovim je teorema dokazana. O

3.2 Uopstenje metoda projekcije gradijenta

3.2.1 Metod prvog reda

Da bi se ubrzala konvergencija, umjesto (3.2) moze se koristi opstija var-
ijanta metoda projekcije gradijenta:

Tyt = T+ a(Poylee — aF (x)] — 2x)
= (1 — (lk)l‘k + akPC(xk)[xk — OzF(:L‘k)], k=0,1,... (39)

gdje se parametri 0 < ax < 11 a > 0 mogu birati na razli¢ite nacine, a
xo € H je pocetna tacka. Formulisimo teoremu koja daje dovoljne uslove
konvergencije metoda (3.9).
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Teorema 3.2.1 Pretpostavimo da su ispunjeni sljedeci uslovi:

1) Operator F': H — H je jako monoton i Lipsic neprekidan sa konsta-
ntama @ L, redom;

2) Multifunkeija C(z) zadovoljava uslov (1.7) sa A < 5-(L — \/L? — 1i2).
3) Za parametre o 1 ay vazi

2 I2N2 — A
‘a—%@/“ LQ( ) 2o n<

N

o0

.8 “It

0<ar <1, za svako k >0, Z
k=0

Tada metod (3.9) konvergira ka jedinstvenom rjeSenju kvazi-varijacione ne-
jednakosti (3.1) pri cemu je
k

e =l < [0 = (1= O)afzo — 2., (3.10)

i=0
gdje je 0 = X+ /1 — 2ua + a2L2.

Dokaz. Kao u teoremi 3.1.1 zaklju¢ujemo da postoji jedinstveno rjeSenje x,
kvazi-varijacione nejednakosti (3.1). Iz (1.7), (3.9) i leme 1.6 dobijamo

[2e41 — 2|l = (1 = ar)xp + arPoey[rr) — aF (2x)] — (1 — ap).
+ arPogelr) — aF(z,)]|
< (1= ae)(@e = )| + arlPoy lax) — aF (2i)] = Po@,les) — aF ()]
= 11 = a)(xr — )| + @l Py [zx) — aF(x)] = Pog,loe) — aF (z)]|
+ arl|Peg,ler) — aF(ze)] = Pew,les) — aF (@]
< (1= ap)llwe — 2ol + Aarllze — 2. || + allze — 20 — a(F(xe) — F(z))]-
Kako je operator F' jako monoton sa parametrom jake monotonosti g > 0 i
Lip8ic neprekidan sa LipSicovom konstantom L > 0, dobijamo da vazi
I = . = a(F() = F,)|?
= k= P = 2P @) — F(), 2 - 22) + 0| Flag) = Fa.)|?
< (1= 2ua+ a®L?) ||z — 2.
Dobijenu ocjenu uvrstimo u prethodnu nejednakost

[Terr — 2l < (1= ae)llee — 4| 4 Aawllze — 2]
+ apy/1 = 2u0 + L2a?||xy, — 2|
= (I —ap)llze — 2| + axb|ze — ],
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gdje je

Da bi € bilo manje od 1

0= X+ /1 —2ua + L2a2

treba da vazi

V1= 2uo+ L2a? < 1— ),

odnosno

L*a® = 2ua + A2 - )\) < 0.

RjeSenje ove kvadratne nejednacine po « je

Ho V2 — LAN2 = \) \/,u — L2A\(2=))

<oa< —

L? L? L L?

Konstanta A zadovoljava uslove

0< A<, VA2-))<~=.

1
L

[z navedenog zakljuc¢ujemo da je, pod datim uslovima 3) iz teoreme, 0 < 6 <

1.
Konacno, dobijamo

[T — ]

< (1 — ap)|lee — x| + arb||xr — 24|
(1= (1 = 0)ap)llxr — .|
k

< JJa - =0a)lzo— ..

1=0

Posto red > " a, divergirail — 60 > 0 tada vazi

k
lim | [ (1 = (1—=60)a;) =0.

k—o0 -
1=

Dakle, dokazali smo da niz (z,) konvergira ka jedinstvenom rjesenju x, kvazi

varijacione nejednakosti
je teorema dokazana.

(3.1) iizveli ocjenu brzine konvergencije (3.10), ¢ime
Od

3.2.2 Metod drugog reda

U ovom paragrafu definisa¢éemo metod drugog reda za rjeSavanje kvazi-
varijacionih nejednakosti, koji se zasniva na metodu (3.9).
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Kao $to smo ve¢ napomenuli, x je rjeSenje kvazi-varijacione nejdnakosti
ako 1 samo ako vazi (1.6), tj. ako je

x = Powlr — aF(z)],
za svako o > 0. Ovu relaciju mozemo napisati u ekvivalentnom obliku

u = Pow)lr — aF(z)],
2 = Powlu — aF (u)].

Na osnovu toga, mozemo definisati novi metod drugog reda za rjeSavanje
kvazi-varijacionih nejednakosti. Za pocetnu tacku xrq € H, metod ima oblik:

U = (1 — bk)xk + kaC(xk)[xk — OzF(xk)],

Ty = (1 — ap)xk + axPeouy|ue — aF ()],

gdje su 0 < ag,br <1 zasvako k > 01 « > 0 parametri metoda.

Ovaj metod konvergira ka jedinstvenom rjeSenju kvazi-varijacione neje-
dnakosti (3.1) pod istim uslovima kao u prethodnoj teoremi, uz dodatni
uslov by > 0. U daljem tekstu, razmatracemo odgovarajuéi metod treceg
reda za koji éemo izvesti brzinu konvergencije. Dio dokaza konvergencije
metoda treéeg reda se poklapa sa dokazom konvergencije metoda drugog
reda (3.11), pa zbog toga ovdje nec¢emo izlagati kompletan dokaz nego ¢emo
samo napomenuti da vazi

k
e — . < T]O = ait = 0)(1 + b)) o — .
=0

gdje je 0 = XA+ /1 — 2ua + a2L2 i z, jedinstveno rjeSenje kvazi-varijacione
nejednakosti (3.1).
3.2.3 Metod treceg reda

U prethodnom paragrafu na osnovu metoda (3.9) konstruisali smo metod
drugog reda. Na slican nacin, konstruiSemo metod treceg reda. Pocetnu
aproksimaciju xro € H izaberimo proizvoljno. Pretpostavimo da je k—ta
aproksimacija x; veé konstruisana. Pomocne tacke uy 1 wy nalazimo iz

ue = (1= cp)rr + aPogy|oe — aF (1)), (3.11)
W = (1 — bk)l‘k + kaC(uk)[uk — aF(uk)]. (3.12)

Tada sljedeéu aproksimaciju xp,, definiSemo na sljede¢i nacin:

Tkt1 = (1 - (lk)xk + akPC(wk)[wk - aF(wk)]- (3-13)
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Ovo vazi za svako k = 0,1,2,..., pri ¢emu su 0 < ag, by, cp < 1 za svako
k> 01 a > 0 parametri metoda.
U sljedecoj teoremi razmatramo konvergenciju predlozenog metoda.
Teorema 3.2.2 Pretpostavimo da su ispunjeni sljedeci uslovi:
1) Operator F': H — H je jako monoton sa parametrom jake monotonosti
>0 1 LipSic neprekidan sa LipSicovom konstantom L > 0;
2) Multifunkcija C(x) zadovoljava uslov (1.7) sa A <1 — /1 — u?/L?;

3) Za parametre o, ag, by © cx vazi

12 V2 — L2A(2 - )\)

L? L?

o
[e o]

OSak,bk,CkSI Vk‘ZO, Zak:oo.
k=0

Tada diskretni metod treceq reda konvergira ka jedinstvenom rjesenju kvazi-
varijacione nejednakosti (3.1) sljedecom brzinom

k
lzei = 2l < T = a1 = 0)(1 + b + bici6?)) [lag — ], (3.14)
i=0
gdje je 0 = X+ /1 — 2ua + a2L2.
Dokaz. Ispunjeni su uslovi teoreme 1.3.2 pa postoji jedinstveno rjeSenje

x, € C(x,) kvazi-varijacione nejednakosti (3.1). Tada, iz leme 1.3.1 vidimo
da vazi

r, = (1 —c)re + ckPo@les — al'(xy)), (3.15)
= (1 =bp)zs + Polrs — aF(x,)], (3.16)
= (1 —ap)zs + axPo@ s — aF(x,)], (3.17)

gdje su 0 < ag,bg,cr < 1 konstante. Koriséenjem (3.13), (3.17) i svojstva
(1.7) imamo

e — 2]l = (1 = @)@k + akPouy[we — aF (wy))

—(1 — ap)xs + akPee)ze — aF (x|

< (1= ap)llee — 2| + arllPequy) [wr — aF (wi)] — Polv. — aF (x|

< (1= ap)llee — 2| + arlPeuy) [wr — aF (wi)] — Pege)[wr — aF (w)]|
tak[[Pog.)[wk — aF (wi)] — Poge,)lre — aF (z4)]]]

< (1 —ap)llaeg — 2l + apMJwg — 2]l + arllwg — 20 — a(F(wy) — F(z)|,

(3.18)
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za svako k > 0.
Operator F' je jako monoton sa konstantom g > 0 1 Lip$ic neprekidan sa
konstantom L > 0 pa vazi sljede¢a ocjena
lwe = 20 — a(F(wy) = Fx))* = |lwe — 2.]* = 20({F (wy,) — F(z.),wi — )
+a?|| F(wy) — F(z.)|?
< (1= 2ap +a®L?)[lwg — o, %

Uvrstavajuéi ovu ocjenu u nejednakost (3.18) dobijamo

lonss =2l < (1= a)llan = 2l + a (A+ V1= 20+ a2L2) ooy = .|
= (1 —a)llze — 2| + arbfw — 2., (3.19)

gdje je

0 =X+ /1 —2apu+a2L2
N/EEENNCESY)

Zbog uslova |a — ﬁ| < 7 zakljucujemo da je 0 < 6 < 1. Napomenimo
da je taj uslov dobro definisan jer je A < 1 — /1 — p?/L? pa je potkorjena
veli¢ina p? — L2\(2 — \) pozitivna.

Dalje, iz (3.12) i (3.16) dobijamo

lwe =2l = [[(1 = be)wk + bePou e — aF ()]
—(1 — bk)x* + bk’Pc(I*)[:C.* — OZF(:C*)]”
< (1 =bp)|lee — x| + OrB|ur — 24| (3.20)

Analogno, iz (3.11) i (3.15) dobijamo

lug — .|| = ||(1 — ck)Tk + kPo(ay e — aF (xy)]

—(1 = o)y + rPo T — aF (z,)]|

(1 = ci)llze — x| + il xe — 2|

(1= el = )|z — 2 (3.21)

Iz (3.20) i (3.21) imamo
lwe =2l < (1= b)llze = 2] + bpb(1 = (1 = 0)) ||k — 2]

= (1 =bp(1 —0(1 —cp(1 —0)))) ||z — 2. (3.22)
Konaéno, uvr§tavanjem (3.22) u (3.19) dobijamo

[k =zl < (1= a)llze — 2] + arbljwr — 2]

< (1 — (lk(l — 9)(1 4 b0 + bkaQQ))”:Ck — :C*”
k

TT = a1 = 0)(1 + b6+ bicit?))[lzo — ..

1=0

IN
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Red Y7, a; je divergentan, konstanta (1 — 6) je veca od 01 b, ¢; € [0,1] za
svako 2 = 0,1,... tako da vazi

k
lim | [(1 = a;(1 —0)(1 + b0 + bci60?)) = 0.
k—o0 0
Dakle, dobili smo da niz (xx) jako konvergira ka jedinstvenom rjeSenju x,
kvazi varijacione nejednakosti (3.1) i pri tome je izvedena ocjena brzine kon-

vergencije (3.14), ¢ime je teorema dokazana. O
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Glava 4

Metodi za rjeSavanje specijalnih
oblika kvazi-varijacionih
nejednakosti

Kao sto smo veé¢ napomenuli, kod rjeSavanja kvazi-varijacionih nejed-
nakosti u opStem slucaju postoji mnogo poteskoca. Iz prakticnog ugla,
uslov (1.7) koji obezbjeduje egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja nije lako
provjerljiv. Klasa problema za koju znamo jasne uslove egzistencije i jedin-
stvenosti rjeSenja 1 konvergencije metoda je klasa kvazi-varijacionih nejed-
nakosti za koje je multifunkcija C' definisana kao u lemi 1.3.2. U ovoj glavi
razmatra¢emo taj slucaj. Naime, rjeSavamo sljedecu kvazi-varijacionu nejed-
nakost: nadéi x, € C'(x,) takvo da

(Fy),y —2.) 20, Vy € Cla,), (4.1)
pri ¢emu je multifunkcija C' zadata u obliku
C(x) = c(x) + Co, (4.2)

gdje je funkcija ¢ : H — H Lip8ic neprekidna sa LipSicovom konstantom [ i
Co konveksan, zatvoren skup u Hilbertovom prostoru H.

Geometrijska interpretacija multifunkcije C' u slucaju kada je ¢ : R — R
prikazana je na slici 4.1. Skup C' se nalazi izmedu isprekidane i neprekidne
linije.

Kvazi-varijaciona nejednakost (4.1), kao §to smo veé¢ vidjeli u lemi 1.3.2,
ima jedinstveno rjeSenje ako je | < p/L. U daljem tekstu definisemo nove
metode za rjeSavanje ovih kvazi-varijacionih nejednakosti i svuda ¢emo pret-
postaviti da jedinstveno rjeSenje postoji. Dakle, akcenat stavljamo na sam
metod 1 na njegovu konvergenciju ka tom jedinstvenom rjesenju.
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Slika 4.1: Primjer skupa c(x) + Cy

4.1 Metod projekcije gradijenta prvog reda

U ovom paragrafu razmatramo gradijentne metode koji su uvedeni u
prethodnoj glavi i primjenjujemo ih na specijalan slucaj kada je C oblika
(4.2).

4.1.1 Iterativni procesi

U prethodnoj glavi razmatrali smo diskretni metod projekcije gradijenta i
dokazali njegovu konvergenciju za opsti slucaj kvazi-varijacionih nejedankosti.
Naravno, ovaj metod konvergira ka jedinstvenom rjeSenju i u ovom speci-
jalnom slucaju i1 vazi ocjena dobijena u teoremi 3.1.1. Radi kompletnosti,
ukratko ¢emo izloziti dokaz konvergencije tog metoda u specijalnom slucaju,
kada je C'(x) oblika (4.2). Dobijene ocjene ukazuju na Sire moguénosti izbora
parametra metoda nego u opStem slucaju.

Metod (3.2) u slucaju kada je C'(x) = c¢(x) 4+ Cy mozemo zapisati u obliku
lemu 1.2.1)

Trey1 — c(xk) = Poylae — c(zr) — aF(xy)], (4.3)

gdje je xg € H pocetna tacka i a > 0 parametar metoda.
Pretpostavimo da postoji jedinstveno rjeSenje kvazi-varijacione nejed-
nakosti (4.1) i ozna¢imo ga sa x, € C(x,). Iz definicije niza (zx) zaklju¢ujemo
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da svako xp,; pripada skupu C(xy), pa element x,y, — c(xx) € Cy. Kako je
x, rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti to nejednakost (4.1) vazi za svako
y € C(x4), pa specijalno i za y = xxy1 — c(xx) + c(xs) € C(xy):

(F2.), tkp1 — 24 + c(2s) — c(xx)) 2 0. (4.4)

[z (4.3) imamo da je xxy1 — c(xx) projekcija nekog elementa na skup Cj,
pa na osnovu teoreme 1.2.3, (4.3) mozemo predstaviti u obliku varijacione
nejednakosti

<.’,Ck+1 — X + @F(.’L‘k),z - xk+l + C(.’L‘k)> Z O’

koja vazi za svako z € (. Posto je x, rjeSenje kvazi-varijacione nejed-
nakosti tada se element x, — ¢(x,) nalazi u skupu Cy i mozemo ga postaviti
u prethodnu nejednakost umjesto z. Tada je

(1 — ok + aF(xk), v — Tpp1 + c(ax) — c(x4)) > 0. (4.5)

Nejednakost (4.4) pomnozimo sa a > 0 i saberimo sa (4.5). Tada dobi-
jamo

(Tpg1 — Tpy Tpy1 — x4 + c(x4) — c(ap))
< a{F(xg) — F(xy), xe — 1 + clxg) — c(xy)), k>0.

Prethodnu nejednakost pomnozimo sa 2 i napisimo u obliku

2<:L‘k+1 — Ty L1 — iC*> + 2<1'k+1 - :L‘k,C(iC*) - C(xk»
+ 2a(F(xg) — F(x:), 26 — x4)
< 20(F (k) = F2,), 2 — 2r1) + 20(F (2i) — F(x,), e(ze) — e(x.)),

za svako k > 0. Lako se provjerava da vazi
2xxr1 — Ty Tes — 22) = @rpr — 2el® 4 e — 21 = lloe — 2.l
Uvrstavanjem u prethodnu nejednakost dobijamo

[ N L |
+ 2a(F(xg) — F(x.), xx — 20) + 2(xpq1 — xx, c(24) — ()
< 2a(F(xp) — Fx,), 2 — Tpq1)
+ 20p(F(xx) — F(xy), c(xr) —c(xi)) >0, k>0. (4.6)

Koriste¢i e-nejednakost: 2ab < ea? + 1/eb? i Lip8ic neprekidnost funkcije ¢
imamo da

1
2(xpy1 — Tk, c(24) — o)) = —§||5'3k+1 — ap||® = 20|k — 2,
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1
20 (F () = F.), o = 2pa) < 207 Flae) = F)l* + S llox = 2l

20(F(xx) = Flay), e(zi) — c(ay)) < o[|F(xx) = Fa)|* + Ellay — 2.

Uvrstavajuéi dobijene ocjene u nejednakost (4.6) dobijamo

I I

1
[Tpr1 — 2el® + [|zrgs — 2]1? = ok — z. ] = §||5Ck+1 — z||?
20(F(xg) — F(xy), xp — 4) — 212||:1:;C — :1:*||2
1
20°(| F(zx) — F(x,)|)? + §||3L“k — Zpeq1 ||

+ Q| F(xe) = Fla)lI” + P lax —2.* 20, k>0,

IN

ili
ek —za® < (1430 |lax — 2]|® = 20(F(a) — F(a.), 2 — 2.)
+ 32| F(ae) — F(x)|?, k> 0. (4.7)

Operator F' je jako monoton i Lip8ic neprekidan pa su ispunjeni uslovi
teoreme 1.2.1 1 vazi

[F(x) = F)|I? + Lpllz = ylI> < (L + w){F(x) = F(y),x —y),  (4.8)
za svako x,y € H. Osim toga, pokazimo da vazi
plle =yl < [[F(x) = Fy)ll < Ll = yll, Vx,ye H. (4.9)
Na osnovu nejednakosti Kosi-Bunjakovskog, iz (4.8) proistice

1F(x) = F)I* + Lullx = yl|* < (L + p)|F(z) = F@)I -z =yl

Oznacimo sa u = [[F(x) — F(y)||. Tada posljednju nejednakost mozemo
napisati u obliku u? — (L + u)||lz — yllu + Lul|x — y||* < 0. Kvadratni trinom
na lijevoj strani nejednacine ima korijene u; = pl|lx —y|| i us = L|jx —y||, pa
je rjeSenje nejednacine u; < u < uy, t.j. vazi (4.9).

Primijenom nejednakosti (4.8) za x = xx 1 y = x, dobijamo

(Flar)=F(.),ax—a.) 2 (Lt ) Faw) = Fe) P+ (L) ™ Lpllae—a.

koja vazi za svako k > 0. Uvrstimo to u nejednakost (4.7) i dobijamo da je

”CCkJrl — CC*”2 < (1 + 3[2 -
+ald3a— —— F - F * 2, k> 0.



Pretpostavimo da je [ < %
Razmotrimo dva moguca slucaja:

12 Ako je 5.(1 = V1 =9?) < a < 5755 < 5,
nakosti (4.9) imamo

2L 2
2 2 2 2
Tpi1 — T < 14+3F - —+« 30 — —— Tp — Ty
o - < R e D

= (1+30P +3a°u® — 2ap) [|loe — a4 (4.11)

iz (4.10) i lijeve nejed-

ll’

Konstanta uz |z — ar:,‘||2 je manja od 1 pod uslovom da je [? < 3(L2i/1)

2° Ako je o= < 3(L+ p < a< (1 +V1—=902), iz (4.10) i desne nejed-

nakosti (4.9) slijedi

2av L 2
oo — 2|2 < (1 vor - 2Ly (3a _ m)) T

= (14302 +3a°L* — 2al) ||z, — z.|*. (4.12)

Konstanta 1 + 312 + 30?L? — 2aL je manja od 1 kada je [? < %.
Objedinjavajuéi oba slucaja dobijamo ocjenu brzine konvergencije niza
(zk) ka rjesenju x,

2 = 2[* < g(@)llae — z.[*, k>0,
gdje je
B 1+ 3012 — ap(2 — 3ap), ako i(l—\/l—912)<a<3(L+)
9(e) = 1+ 3% —aL(2—3al), ako 3(L2+u) o < (14 V1 -92)

Funkcija g(«) je predstavljena na slici 4.2. Vidimo da funkcija g(«) dostize
minimum na skupu i(l —V1-91?) <a < 55 (1+V1-=902) u tacki a, =

4Lu
3(L+p)?”

ﬁ, pri demu je q(ay) = 1+ 312 — Ovim je dokazana sljedeca

teorema

Teorema 4.1.1 Neka je H Hilbertov prostor, operator ' : H — H jako
monoton 1 Lipsic neprekidan sa parametrima p © L, redom. Neka je mul-
tifunkcija C oblika C(x) = c(x) + Cy (Vx € H), gdje je ¢ : H — H
Lipsic neprekidna funkcija sa parametrom | takvim da 1> < min{(2p)/(3(L +

)),1/9} i skup Cy je zatvoren, konveksan podskup od H i parametar metoda

e ((1=v1-=92)/3u), (1 + 1 =912)/(3L)). Tada niz (xy), jednoznacno
odreden u (4.3), konvergira ka jedinstvenom rjeSenju kvazi-varijacione nejed-
nakosti (4.1) i vazi

lwky = 2* < ¢*(@)llao — 2ll*, k=0,1...
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|
iu(l_m) =T Vo) o

-

Slika 4.2: Funkcija g(a)

Na osnovu izlozenog neprekidnog procesa (4) moguce je konstruisati ra-
zli¢ite iterativne metode, koji predstavljaju odgovarajuce diskretne analoge.
Jedan takav proces je konstruisan u [57]: Uslovi konvergencije izvedeni u ovoj
disertaciji razli¢iti su od uslova iz rada [57].

Sada ¢emo izloziti jo§ jednu varijantu iterativnog metoda projekcije gradi-
jenta za rjeSavanje problema (4.1), koja predstavlja diskretni analog neprekidnog
procesa (3.6) . Ovaj metod je konstruisan u [57]. Neke uslove konvergencije
smo oslabili zbog ¢ega navodimo detaljan dokaz ocjene brzine konvergencije.
Metod je odreden sa

T — X
M+$k+1—c(xk+1) = PCO [xk+1_c(xk+l)_akF(xk+l)]) k= O, 1, 2, RN

(4.13)
gdje je element xy € H zadat proizvoljno, (1) i () su nizovi pozitivnih
brojeva. Koristedi teoremu 1.2.3, jednakost (4.13) prevodimo na ekvivalentnu
varijacionu nejednakost

Tk

Ty — 2 Lht1 = T
<M +anF(Tr),y — ——— —ae + C(ﬂfk+1)> 20, Yy € Co.

Tk Tk
(4.14)
Pri tome, element (xxi1 — 2k) /7 + Tey1 — (k1) € Co. Oznadimo sa uy =
(Tr1 — k) [Tk + Theq1 € Clap4a), Pa je
TeUk + Xk Tkl — Tk Uk — Tk

Tpy1 = , = :
ak 1+ 7 Tk 1+ 7%
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U novim oznakama, nejednakost (4.14) postaje

1+Tk 1+Tk

VZ S C(CIZ']CJrl) — C (M> )
1+Tk

pri cemu ux € C(xx41). Odavde zakljutujemo da je ux rjesenje kvazi-
varijacione nejednakosti: naéi u* € C'(u*) tako da

u_karakF Thtt Tk z—ut ) >0, Vzeé’(u*),
I+ 7% I+ 7%

gdje je

Clu) = C (M) _

1+ 7%
Poslednju nejednakost mozemo napisati u obliku: naéi u* € C(u*) tako da

(F(u"),z—u*) >0, Vze Cu"), (4.15)

gdje za svako x € H vazi

~ - - TeX + Xk ~ r— Ty TeX + Xk
(z) = ¢(x)+Cy, ¢(x) c( i ) , F(x) T o ( T )

Koristeéi svojstvo jake monotonosti operatora F', proizilazi

(Fz,) — F(u")

— x*_u*+ak F M _F M ,x*_u*
1+Tk 1+Tk

1 N *
_ ”x*_u*”2+ +Tkak I3 Ty + Tk Y TeU + Tk ,
Tk 1+Tk 1+Tk

Ty + Tp Tku*+xk>

14 7% 1+ 7
2

* L+ 7% Ty + Tk Teu" + xk
>l P | P
Tl
_ <1+ £ ’““) |z — u* >
1+Tk
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Operator F' je i Lipsic neprekidan pa vazi

1+ 7 14+ 7

TeX s + Tk Tu* + Xk

14 7 14 7%
oL

< (1+ AT )nx*—u*n.
14+ 7

Sli¢éno, zbog Lipsic neprekidnosti funkcije ¢ imamo

1F () = Fu)| =

< flze =l el

- ~/ % Tkl‘*+1‘k Tku*+1‘k
[e(x,) —e(u?)]| = —c|l ——F—
1+7‘k 1+ 7
< TkiC*‘FCCk_TkU + Xk
- 1+ 7 1+ 7
Tkl "
= e, -l
+ Tk

Dakle, dobili smo da je operator F jako monoton sa konstantom j =

1+ Tkaf: i Lipsic neprekidan sa konstantom L = 1 + O‘kaL. Takode, 1
funkcija ¢ je Lipgic neprekidna sa konstantom [ = ll"ik.
kvazi-varijaciona nejednakost (4.15), a posljedi¢no i nejednakost (4.13), ima

jedinstveno rjesenje xy,1 ako | < ji/L, odnosno

Iz posledice 1.3.1,

Tk 1+ 7 + T
1+ 7 1+Tk+TkO(kL.

(4.16)

Dalje, pretpostavimo da su nizovi (ay) 1 (7%) izabrani tako da vazi nejednakost
(4.16).

Postavimo y = x, — ¢(x,) € Cy u nejednakost (4.14). Nejednakost (4.1)
pomnozimo sa ay 1 postavimo y = (xg41 — k) / Tk + Trp1 — c(xpy1) + c(x) €
C(x). Sabirajuéi tako dobijene nejednakosti imamo

Ter1 — Tk Lpt+1 — Tk
<+T7 + apF(Tpi1), T — Thy1 — +T7 + c(xpyr) — c(:c*)>
k k

Tyl — T
+ ag <F(:c*), % + Tpgp1 — Ty — (Tpq1) + C(x*)> >0,
!
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odnosno

1 9 1
_2||37k+1 - l“k” + —<51?k+1 — Ty Tpey1 — 11?*>
T Tk

3
+ Tik<1'k+l — xp, c(xy) — c(Trg1)) + e (F(xrp) — F(a), e — 4)
i—:(F(:ka) - F(l“*),l“kﬂ - xk)
ar(F(xryr) — Fxy), c(xy) — c(xryr)) < 0. (4.17)

Primjenjujuéi nejednakost ([64], strana 160)

P(u) — ¢(v) < (¢ (u),u —v)
na funkcional ¢(u) = |lu||?/2, dobijamo

I? [

[eetr —@u]® - flze — 2
2 2

< (Xpg1 — T, Thp1 — Tk)-

Ocijenimo i ostale sabirke iz nejednakosti (4.17). Operator F' je jako monoton
pa je
(F(trp1) = F(2), 0001 — 20) > prll e — o,

Koriste¢i e-nejednakost (ab < (£/2)a® + (1/2¢)b?) i Lipsic neprekidnost
operatora F'i ¢ dobijamo

1
(F(rr) = Flaa), e = @) < 2Ltk — Za||® + Ll — i,

1
(c(xry1) — c(xs), Ty — 2p) < Zl”xk“ — 2 |* + U argr — @l

(F(arer) = Fa), e(zen) = c(@)) < Llllaen — 2.

Poslije uvrstavanja prethodnih ocjena u nejednakost (4.17) i mnoZenja
cijele nejednakosti sa 72 dobijamo

(1 — el + 1)) |wepr — a2

)
% (1 + 2aka,u — % — 5 — QOszle) ”:L‘kJrl — :C*||2

%ka —a?, k>o0. (4.18)

+

Pretpostavimo da je

[
1—Tk(Osz+l)ZO, AkZQOszkﬂ—%—i—QO{kallzZO, ]CZO (4.19)



Tada, iz (4.18) dobijamo ocjenu

A
s — 12 < (1 - Ak) e — .2 (4.20)

Ovim smo dokazali sljedecu teoremu:

Teorema 4.1.2 Neka je H Hilbertov prostor, operator I . H — H jako
monoton sa konstantom @ LipSic neprekidan sa konstantom L, multifunkcija
C oblika (4.2), gdje je funkcija c: H — H Lipsic neprekidna sa konstantom
[ tako da | < pu/L i skup Cy je zatvoren, konveksan podskup od H. Neka
su (ag) @ (1x) nizovi pozitivnih realnih brojeva takvi da vazi (4.16), (4.19), i
brojni red

0 Ak
> (4.21)
P 1+ Ak

dwergira (Ag je definisano u (4.19)). Tada niz (xy), jednoznacno odreden
u (4.13), za proizvoljni pocetni element xy € H konvergira ka jedinstvenom
rjeSenju x. kvazi-varijacione nejednakosti (4.1), pri cemu je

k
Aj
e — 2.l < exp <— Pk A.> o — .1

1=0

Napomena: Ako u uslovima teoreme 4.1.2 dodatno pretpostavimo da
vazi
0<aw<ar<a, O0<m<n<mn, k=01,...
tada ¢e uslovi (4.16) 1 (4.19) biti ispunjeni ako

1 L 1
l( + a1 +1) < + 7o
1 + apTop T1

)

L
I —7(ay L +1) >0, 2a07'0,u—a17(1+47'1l)— > A>0,

l
2
i pri tomece red (4.21) biti divergentan.

4.1.2 Neprekidni procesi

Neprekidni metod projekcije gradijenta (3.6), u slu¢aju kada je C' defin-
isano kao u (4.2), ima oblik

(1) + x(t) = c(@(t)) + Pey[z(t) — c(x(t)) — a(O) F(x(t)], t 20, (4.22)
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gdje je x(0) = xg pocetna tacka i parametar metoda a(t) pozitivna neprekidna
funkcija za t > 0 > 0 takva da

0<a <alt) <a. (4.23)

Iz karakteristi¢nog svojstva operatora projektovanja (1.4) i iz (4.22) do-
bijamo sljedecu varijacionu nejednakost

(@' (t) + at)F(z(t),z'(t) + z(t) — c(x(t)) — 2) >0, V2 € Cp, t > 0. (4.24)

Pretpostavimo da postoji jedinstveno rjesenje x, € C(x,) kvazi-varijacione
nejednakosti (4.1). Iz (4.22) slijedi da je 2/(t) +x(t) —c(x(t)) € Co, pa element
' (t) +x(t) — c(x(t)) + c(x,) pripada skupu C(x,). Kako je nejednakost (4.1)
zadovoljena za svako y € C(x,) to ona vazi i za y = 2'(t) + x(t) — c(x(t)) +
c(xy) € C(x,) 1 imamo da je

at)(F(x,),2'(t) + z(t) — c(x(t) + c(x,) — 2.) > 0,

za svako «a(t) > 0. Dalje, z = x, —c(x,) € Cp postavimo u nejednakost (4.24)
1 dobijamo

(Z'(t) + alt)F(x(t),2'(t) + z(t) — c(x(t)) — x4y + c(z))) >0, t>0.

Saberimo poslednje dvije nejednakosti . Tada je

odnosno

(@' (1), 2’ (1) + @'(1), x(t) — ) + (@'(1), e(xs) — c(x(1)))
< o) (F(x(t) = F(x.), =2/ (1)) + a(t)(F(x(t

Sada ¢emo ocijeniti svaki od ¢lanova iz (4.25).
Primijetimo da vaze jednakosti

@020 = IO (1.26)
@0),2(0) - ) = 5 (o) P @.27)
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Posto je ¢ Lipsic neprekidna sa LipSicovom konstantom [ i vazi nejednakost
2 2 ..
ab < % + %, za svako a,b € H, dobijamo

(@' (t),c(zs) — c(x()) = =" @) - lle(as) — c(x())]
1 1

/ 2 1 2 / 2 1 2 2
2 —5lT O = slle@s) = clz@)I” 2 =5l O = SEll2(t) — 2"

Operator F je jako monoton i Lip$ic neprekidan (parametar jake monotonosti
je 1 a Lipsicova konstanta je L) pa zadovoljava sljede¢u nejednakost (vidi
teoremu 1.2.1)

[1F(u) = F(u)|* < (L + p){F(u) = F(v),u—v) = Lpllu — v|]?, Yu,v e H.
Kombinovnjem ove nejednakosti i pomenute e-nejednakosti dobijamo ocjenu

a(t)(F(x(t)) = F(z.), -/ (1))

< Ty e - P+ Lo
< @ 2(“ (L + m)(P(t) — F(z),2() — 2.) — Lulle(t) — z.]1?)
ol O

[z Lipsic neprekidnosti funkcija F' i ¢ (LipSicove konstante su L i [, redom) i
Kosi-Bunjakovski nejednakosti proizilazi

(F(x(t)) = F(x.), er.) — c(z(t)))) < Llflx(t) — .|
Dobijene ocjene zamijenimo u (4.67). Tako dobijamo nejednakost

2]’ (1)]? o d () — z.)? = [l (@) = Pl (t) — . |?
a®(t)((L + M)(F(f(t)) — F(x.), x(t) — z.) — Lplz(t) — z.[°)

2" ()11 = 2a(){F(z(t)) — F(x.), z(t) — x.)

ALa(t)||lx(t) — ]2, t>0

+ + IA

ili
%Hx(t) —z,|* < (l2 —o*(t) Ly + 2lLa(t)) lz(t) — x.|* +
a(t) (2 —a(t)(L + p)) (F(z(t)) — F(x.), z, — z(t)). t > 0.

Pretpostavimo da je

2—a(t)(L+p) >0, t>0. (4.28)
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Tada, zbog jake monotonosti operatora [’ dobijamo nejednakost

St~ wl? < (2~ a2(O)Ln + ALa(D) (1) ~ .|
— pa(t) (2 — a(t)(L + @) |z(t) — .|
= (P +2La(t) + pPa®(t) — 2ualt)) |a(t) — x ()]
Neka je

Ao = 2,ua0 — l2 — QZLOZ] — ,LLQCI’% > 0.
Tada dobijamo sljedeéu nejednakost

d

e —l® < =Aollz(t) —z.|*, >0,

Rjesavanjem ove diferencijalne nejednacine dobijamo da
l2(t) = @.]* < exp{—Aot}|lzo — 2. %

Slijedi, trajektorija x(t) konvergira ka jedinstvenom rjeSenju x, kvazi-varijacione
nejednakosti (4.1) kada t — co. Ovim je dokazana sljedeca teorema

Teorema 4.1.3 Neka je H Hilbertov prostor, operator F : H — H je jako
monoton sa parametrom jake monotonosti i 1t LipsSic neprekidan sa Lipsi-
covom konstantom L, multifunkcija C je oblika (4.2), gdje je ¢ - H — H
Lipsic neprekidna sa LipSicovom konstantom [ tako da | < pu/L i skup Cy
je zatvoren, konveksan podskup od H. Pretpostavimo jos da je funkcija a(t)
neprekidna za t > 0 1 vazi (4.23) 1 (4.28) . Tada x(t) za t — oo konvergira po
normi prostora H ka jedinstvenom rjesenju x, kvazi-varijacione nejednakosti
(4.1), pri cemu je

lz(t) — x|l < exp{—Aot/2}]|z0 — 2],
gdje je
AO = 2,ua0 — l2 — 2[[10[1 — ,LLQCY%.
4.2 Metodi projekcije gradijenta drugog reda

Metodi drugog reda imaju brojne prednosti u poredenju sa metodima
prvog reda. Neke od njih su brza konvergencija, sposobnost preskakanja
lokalnih ekstremuma u viseekstremalnim zadacima. Zbog toga ovdje razma-
tramo neprekidnu i diskretnu varijantu metoda projekcije gradijenta drugog
reda za rjeSavanje kvazi-varijacionih nejednakosti (4.1).
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4.2.1 Iterativni procesi

U metodu projekcije gradijenta drugog reda za reSavanje kvazi-varijacionih
nejednakosti, koji je razmatran u [8], konstruise se niz (x,,) po sljedeéem prav-
ilu: pretpostavlja se da su pocetne tacke xg, x; € H zadate; ukoliko je tacka
xr € C(xp_1), za neko k > 0 veé¢ poznata, to sljede¢u aproksimaciju x;
nalazimo iz

Tyt = Pogay [2r — 0 F(x) — Be(xemr — xp)], k> 1.

Ovdje su nizovi (ax), (Bkx) parametri metoda. Za [ = 0 za svako k > 0,
ovaj metod se svodi na (3.2).

Primjenjujuéi lemu 1.2.1 na skup C(x) koji je zadat sa (4.2), prethodna
jednakost je ekvivalentna sa

Ty = c(ag) + Poy e — c(xy) — apF(ag) — Br(xp_y —xp)], k> 1. (4.29)
Sljedeca teorema nam daje ocjenu konvergencije metoda (4.29) ka jedin-
stvenom rjesenju kvazi-varijacione njednakosti (4.1).
Teorema 4.2.1 Pretpostavimo da su ispunjeni sljedeci uslovi:

1. Operator F : H — H je jako monoton 1 Lipsic neprekidan sa kontstan-
tama > 01 L >0, redom;

2. Cy € H je zatvoren, konveksan skup uw Hilbertovovm prostoru H, c(x) :
H — H je LipSic neprekidna funkcija sa kontsantom | < % i C': H —
28 je multifunkcija oblika C(x) = c(x) + Cy (x € H);

3. Nizovi (ax) and (By) zadovoljavaju uslove:

O<Q§01k§61, /Bk+12/6k) k'ZO?

. 612
lim By = e >0, a>—,
k—o0 M

2
a< g(L + )7 8B + 2ap < 14 612

Tada diskretan metod drugog reda (4.29) konvergira ka jedinstvenom rjesenju
problema (4.1) sljedecom brzinom konvergencije

(1 - ap+602)"

~ Ay, k>, (4.30)
ap

lwkr = 2* <

gdje je
1

Ay = (5 — Bo)llzy — zol|® + [lx1 — x4 ||* = Bollzo — .||
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Dokaz. Kako su zadovoljeni uslovi posledice 1.3.1 zaklju¢ujemo da pos-
toji jedinstveno rjeSenje x, € C'(x,.) kvazi-varijacione nejednakosti (4.1).
Pokazimo da niz (xy), definisan u (4.29) konvergira ka .

Relaciju (4.29) napisimo u obliku varijacione nejednakosti

(k1 — Tk + ap F(xg) + Br(re_r — x), 2 — xpq1 + () >0, (4.31)

gdje z € Cy, k> 1.
Postavljajudi y = xpp1+c(xs) —c(xg) € Clx)u(4.1), z = . —c(x,) € Cy
u (4.31) i mnozedi (4.1) sa ay > 0, u sumi dobijenih nejednakosti imamo

(Trrr = Ty Ty — 2o+ c24) — c(an))
+ Bel{Tr—1 — i, Tep1 — 2 + c(24) — (1))
< o (Fxg) — F,), 20 — g1 + c(ay) — c(xy)), k> 1.

Prethodnu nejednakost pomnozimo sa 2 i napisimo u obliku

2(Thy1 — Tk, Thy1 — Tx) + 2(Thy1 — Tk, c(x4) — (1))

+ 20 ((Thor = Tas Doy — ) + (Te = Tp, Ty — T4))

+ 2Bk(Th-1 — Tk, c(xs) — c(Tp)) + 200 (F (k) — F(xs), 2% — T4)

< 200 (F(xe) = F(20), 26 — Tet1) + 200 (F () — F(24), c(xe) — c(x)),
za svako k > 1. Iz jednakosti 2(v —w, v —u) = ||[v—w|]* + ||v —u|]* = ||w — u||?

koja vazi za svako u, v, w € H, dobijamo

2(xpg1 — Thy Trp1 — o) = |1 — 2ill® + Nlawgr — 2l]? = Jlze — z.]%,

2Tpo 1 — T, Tap1 — Ta) = Brllxect — 2|12+ Brllzrrs — 2 I? = Bellwrsr — 2o ||%
2(:&, — T, T — :Ck+1> — _/Bk“xk - SL“*”2 - /Bk”karl - SL“*H2 + 6k“$k+l - xk”?-

Tada gornja nejednakost postaje

(14 Bz — zell* + ks — 2ll* = (1 + Be) ok — .®

+ Brlleior — @ = Bellakyr — e [* + 2 — 2k, ela) — c(a))

+ 20k (wi_y — xpyc(xy) — c(ag)) + 200 (F(xy) — Fx,), T — 24)

< 2ap(F(xg) — Fxy), 26 — Try1)

+ 2ap(F(xk) — F(x.), c(ar) — c(xy)), k> 1. (4.32)

Napomenimo da nejednakost 2|uv| < eu? + évQ vazi za svako € > 0. Zbog
toga i Lip8ic neprekidnosti funkcije ¢, imamo

1
2(xpy1 — Tk, c(24) — o)) = _Z”xk“ — ap||® — AP || — 2.,
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281 (Tt — T, () — c(xr)) > —BEllTr—1 — xe|l* — Plloe — 2.3,
1
2006 (F (k) — F(ay), o — 21} < dag || Fae) — F(x)|? + Zka — Ty ||,

200(F(zx) — Fla.), e(zi) — o(x.)) < agll Flae) — Fla) ) + P llae — 2.

Iz nejednakosti trougla i pomenute e-nejednakosti proistice

|1 — Slfk—1||2 = ||@kp1 — Tk + T8 — Slfk—1||2
< kg — @l + 2(@ey — Ty 2k — Tp1) + ok — 2|
< 2wy — a2l — 2.

Uvrstavajuéi dobijene ocjene u nejednakost (4.32) dobijamo

1
(5= 90 Bowen =+ s = a2 = (14 Gt 60—
+ Belleey — 2u1* = (28 + B llvw — xi—i [1?)
+ 204 (F(xp) — F(x,), 0 — 2,) < 50| F(x) — F(z,)||?, k>1. (4.33)

Operator F' je jako monoton sa parametrom jake monotonosti p > 0 i Lipsic
neprekidan sa LipSicovom konstanom L pa su zadovoljeni uslove teoreme
1.2.1. Tada vazi nejednakost

1F (k) = Fx)ll* < (L + p)(Flae) — F(x.), ap — 22) = pLlzy — 2%

Sada nejednakost (4.33) postaje

1
(5 - 5k> @k — k> = (1 + B + 60> — 5uLag) [lak — x|

+ Brllaroy — 2l = (28 + B)llek — 2 |?) + ok — 2.
+ (2 = da(L + p))(F(ay) — Fla.),xp —2,) <0, k>1. (4.34)

Iz uslova 0 < ap < aia < 2(L+p)~ " slijedi da je 2 — 5ag(L +p) > 0 za
svako k > 1. Dakle, koeficijent uz (F(xx) — F(x.),rx — x.) u nejednakosti
(4.34) je pozitivan, pa mozemo iskoristiti nejedankost (1.2) za jako monoton
operator F. Tada je

(2= 5ap(L+ ) (F (xx) = F(a.), o —2.) > app(2—Sar(L+ p)lax — .2

Tada, uvrstavanjem prethodne nejednakosti i uslova o monotonosti niza ()
u (4.34) dobijamo

1
(5 — Bi)llzrsr — zell® + |zrer — 2 ll® = (2B + B lxr — xe—s|?

— (14 B+ 61° = pag(2 = Spen)) [l — 2. |* + B lze—y — 2.1 <0,
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za k > 1. Prikazimo ovu nejednakost u obliku

1

(5 — BTkt — xl]® + [[rss — zol|® = Bellae — z?

1
— (1 —app+60%) < (5 - 5k-1> ek — xpoa|” + e — .|

—5k—1||33k—1 - CL“*||2>
< Broa (612 = app) [wrmy — l” + (5(arp)? — agp) [l — .2

+ (2/Bk + 07— (1 — agp + 6l2)(% - 5k_1)> op — xp_a ||’ (4.35)

zasvako k> 1. Izuslova0<a<ap <a (k>1),a> 6L—Qi61§ %(LJr,u)_l
zakljucujemo da je

61 — oy <0, 5ap)® — agp <0,
za svako k > 1. Niz (8;) je monoton i vazi 83 + 2au < 1 + 612, pa imamo
2 o (1 1 2
2Bk + B — (1 — agp + 61°) 5~ Bre-1) < 4B + SOk Bi(61° — agp)
1, 1 1,
—5—31 §4/Bk+§ak,u—§—3l <0, za svako k > 1.

Dakle, svi koeficijenti na desnoj strani nejednakosti (4.35) su negativni pa i
cijeli izraz na desnoj strani nejednakosti je manji ili jednak od nule, pa vazi

1
(5 9 ) Voo = o+ s = 22 = Bl = .
1
g(1—Mﬂ+m%<(§—m4)m%—MAW+nu—xm2

—Br-1llvr—y — 33*||2>-
Ova nejednakost vazi za svako k > 1, pa dobijamo

1
(5= 5) bowrs = aul® 4 e = 22JP - Bl —

< ... < (1 _QﬂJr()‘[?)kAl, (4.36)
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gdje je
1
A = (5 B 60) 21 = oI + [y — 2. ]1* = Bollzo — 2.1

Koristeéi nejednakost
o = 2:]|* < 2llzpn — @l + 2l|zpss — 2%,

ocijenimo odozdo lijevu stranu nejednakosti (4.36):
1
(5= 5) bowrs = aul® + loers = 22l = Bl —
1
> (5= 300 s — ol + (1= 260wy = P

Iz uslova 884 + 2au < 1+ 61% i monotonosti niza () slijedi % — 30k > au i
1 — 28 > au, za svako k > 1. Tada je

1
(5= 9 Bowen = o + s = 2l = Bl = ]
> g (e — ol 4 e~ al?), k> 1 (457
Konaéno, iz (4.36) i (4.37) dobijamo
_ k
ap ([|oprr — el + [z — 2.)?) < (1 —ap +61%)" Ay, k> 1.

Kako je iz uslova teoreme pozitivni koeficijent 1 — ayp + 612 manji od 1 to
je ovim pokazana konvergencija niza (rp) ka jedinstvenom rjeSenju kvazi-
varijacione nejednakosti i pri tome brzina konvergencije je

o k
[2pir — 2o )® < (@)™ (1 —ap + 61%)" Ay, k> 1.

Teorema je dokazana. 0O

4.2.2 Neprekidni procesi

Za rjeSavanje problema (4.1) razmotrimo neprekidni metod drugog reda,
koji je izlozen u [7]. Metod je dat diferencijalnom jednacinom drugog reda

Bt)a" () + 2 (t) + x(t) = Poy [x(t) — at) F(x(t))],

x(0) = x5, 2'(0) = x1, (4.38)
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gdje su parametri metoda a(t) i 5(t) nenegativne funkcije za svako t > 0 i
Xo, T1 su pocetne tacke.

Diferencijalni sistem (4.38) za C'(z) = C' za svako x € H, sa konstantnim
parametrima « 1 3, predstavlja metod drugog reda za rjeSavanje zadataka
minimizacije koji je predlozio A. S. Antipin u radu [2].

Kako je multifunkcija C'(x) data sa (4.2), metod (4.38) mozemo napisati
u obliku

B)x"(t) +2'(t) + x(t) = c(x(t) + Peola(t) — a() F(x(t) — c(x(t))], t > 0.
(4.39)
Saglasno [30], jedinstveno rjeSenje diferencijalne jednacine (4.39) postoji na
[0, +00) za proizvoljne pocetne uslove x(0) = xo € H, 2/(0) = =, € H.
Formulisimo i dokazimo teoremu koja obezbjeduje konvergenciju trajektorije
metoda (4.38) ka jedinstvenom rjeSenju kvazi-varijacione njednakosti (4.1).

Teorema 4.2.2 Pretopstavimo da su ispunjeni sljedeci uslovi:

1. Cy C H je zatvoren i konveksan skup u Hilbertovom prostoru H, ¢ :
H — H je Lipsic neprekidna funkcija sa LipSicovom konstantom [ > 0
i multifunkeija C : H — 2" je data sa C(x) == c(x) + Co, x € H;

2. F: H— H je jako monoton i LipSic neprekidan operator sa konstan-
tama > 01 L >0, redom;

l<min{%,% (L+,u— \/,u(QLJr,u))}

4. Parametri metoda of-) € C'0,+o00) 1 B(t) = const zadovoljavaju

uslove:
at) >0, B3>0, /() <0, t>0; a(0)<2(L+ )",
tlim at) = as > 0, 1 —4A(0)8 > 45 — 1,
1 — 4pas (2 — poss) — 4lB(1 + Lag) > 0,

gdje je

b(t) = % (1 /1= 4A(t)6) ,

A(t) = a(t)u(2 — alt)u) — L — [La(t) > 0.
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Tada trajektorija x(t) definisana u (4.39) konvergira ka rjesenju x, kvazi-
varijacione nejednakosti (4.1) 1 vazi:

()= < 1o0) = . Pex (- [ t re)as) +nttyenp (- | t s ).

gdje je |
f@)Z§O+\h—AA@w>>O
Co = (1= DBRO) 2 (O)]? + h(0) (1 — Bb(0)) [l2(0) — .2
o(t) = h(t)H\(2) / H(s)(Bh(s)) "\ ds.

Dokaz. Ispunjeni su uslovi posledice 1.3.1 pa kvazi-varijaciona nejednakost
(4.1) ima jedinstveno rjeSenje x, € C(x,).
Uslov (4.39) je ekvivalentan sa varijacionom nejednakoséu

(Ba"(t) + 2'(t) + a(t) F(x (1)), = — B2 (t) — 2 (t) — x(t) + c(z(?))) > 0.

Prethodna nejdankost vazi za svako z € Cy. Specijalno, vazi i za z = x, —
c(xy) € Cy. Tada je

(B"(t) +2'(t) + a(t) F(x(t)), x. — Ba"(t) — 2'(t) — 2(t) + c(2(?)) — c(zs)) > 0.

(4.40)
Iz (4.39) slijedi da za svako t > 0 vazi y = fx”(t) + 2'(t) + x(t) + c(x,) —
c(x(t)) € e(x,) + Cy = C(x,). Takvo y € C(x,) postavimo u (4.1) i dobijenu
nejednakost pomnozimo sa a(t) > 0. Tada dobijamo

a(t)(F(x.), B"(t) + 2'(t) + x(t) — xs + c(as) — c(z()) 2 0. (4.41)
[z zbira nejednakosti (4.40) i (4.41) proistice

B () + 2 () + (B2 () + 2'(t), 2 (t) — x.)

+ A +
o
=
]

,—p2"(t) — x'(t))
(z(t)) — c(z.)), t>0. (4.42)

+
o
o~
=3
8
o~
vﬁ

Za gornju ocjenu desne strane prethodne nejednakosti koristi¢emo nejed-
nakost ab < a?/2 + b?/2, koja vazi za svako a,b € H. Tada je

a®(t)

aft)(F(x(t)) — F(x,), =B2"(t) — 2'(t)) < | F(x(t) — F(x)|?
+ %H,@x”(t) +2'(H)]*. (4.43)
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Uz uslov da je funkcija ¢ Lipsic neprekidna sa konstantom [ imamo da

(B27(0) + (1) elalt)) — e(a)) > 32" () + DI - o) — 2]
>~ DNB" (1) + SO~ Slalt) — . (1.44)

I operator F' je LipSic neprekidan sa konstantom L pa vazi

a(t)(F(z(t)) = F(x.), c(x(t) — c(z.))
a()[F(x(t) = Flz)ll - le(z @) = c(z.)]l
Lla(t)||lz(t) — .. (4.45)

Ako uvrstimo (4.43), (4.44) 1 (4.45) u nejednakost (4.42), dobijamo nejedna-
kost

INAIA

IS0 + £ OF + 520 + 2 (0)at) - )
— DIBWRW + W ~ la0) —
< Oy pa) - P+ 21820 + O + Lla®a) - .2

+ a(t)(F(:c(t)) F(:c,,),x,,—:c(t)),

odnosno
1 l ’ 2 i
(5 — 5) 18(t)2" (t) + 2" (t)]|° + (Ba"(t) + 2'(t), x(t) — z.)
- (é + Lla(t)) I (t) — 2. (4.46)
< Ty P - PEa)l? — al)(F) - Fa), o) — z.).

Primijenom nejednakosti iz teoreme 1.2.1 na operator F', koja vazi za svako
Lipsic neprekidno i jako monotono preslikavanje (sa Lip$icovom konstantom
L i parametrom jake monotonosti i) imamo da

IF (@) = Fle)|* < (L + w)(F(x(t) = Fz.),z(t) — 2.) — Lpjla(t) — 2.

Dobijenu ocjenu uvrstimo u nejednakost (4.46), pomnozenu sa 2:

(1= DIIBa" () + ' (0) 2 + 2(82"(8) + 2/ (8), () — x.)
—a—m&m+%mmmu—MP (4.47)
a(®)[2 = (L + wa(®(Fe(t) - Fle.),2(t) — ) <0, ¢>0.
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Iz uslova o/(t) < 0, t > 01 a(0) < 2(L + p)~! slijedi da (L + p)a(t) < 2,
t > 0, odnosno koeficijent uz izraz (F(x(t)) — F(x.),z(t) — xs) u (4.47) je
pozitivan. Dakle, mozemo primijeniti uslov jake monotonosti operatora F'
pa dobijamo

a(t)[2 = (L + pa®)(F(z(t)) = F(z.), z(t) — x.)
> pa(t)2 = (L + p)a(t)]|z(t) — .|
Sada nejednakost (4.47) postaje

(L= DlIB2" (1) + 2’ @)* + 2(B2"(t) + 2/ (1), 2(t) — 24)
< (I +2Lla(t) — pa(t)(2 — pa(t) [|x(t) — z. )%, t>0. (4.48)

Primijetimo da je

(@' (1) 2(t) = 2.) = 525 (o) = 2.]12) = |02
pa nejednakost (4.48) mozemo napisati u obliku
d
(=DA% l" O + (L =1 =2B8) 'O + (1 = 1)B 7 (" @)1I7)

2
+ 5% () = 2.]?) + % (lz(t) — 2.]2) + A@)||l(t) — . |> <0, ¢ >0,
(4.49)
gdje je
Alt) = a(t)p(2 — a(t)p) — 1 —2La(t) >0, t>0
zbog izbora [ u uslovu 3. u teoremi.

Pomnozimo nejednakost (4.49) sa h(t) = exp (fo ds), gdje je b(s) =
% (1 — /1 - 46A(s)) i integralimo je na segmentu [0,¢]. Tada dobijamo

(hwf/h@wwwm+u—wmwﬂmﬁ

d
i

' /0 h(s) (1= 1 =28 = Bb(s)) 2’ ()] *ds

+ BR()— (l2(t) = z*) + h(8) (1 = Bb(D)) llo(t) — .|®

+ /0 h(s) (B(b*(s) +/(s)) — b(s) + A(s)) llx(s) — z.[°ds
C, t>0,
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gdje je
C = (1= 1)Bh(0)[l2"(0)[1* + h(0) (1 — Bb(0)) [l2(0) — 2.,

i jasno je da C ne zavisi od t. Svi integrali na lijevoj strani prethodne
nejednakosti su nenegativni pa imamo

d
(L= DBROI" O + B(t) = (l(t) = 2.]7)
+ (1= b)) M(B)llx(t) = z.]* < C, t = 0. (4.50)
Napomenimo da je prvi sabirak u (4.50) nenegativan i 1 — gb(t) > 0 za

svako t > 0. Zbog toga, mnozec¢i nejednakost (4.50) sa (Bh(t))~!, dobijamo
linearnu diferencijalnu nejednacinu

L (o) = 2ul) + 5101 = BN alt) = 2l < € (BhE) ™ 1> 0.

Pomnozimo ovu nejednakost sa
() exp ([ 1(6)ds) . wdie e f5) = 570 3065,

(jasno je da je f(s) jednako % (1 + 1 - 46A(s)> kao $to smo definisali u

teoremi). Tada gornja nejednakost postaje

 (latt) — 22H@W) < CHO) (Bh(0) ™, 1> 0

Integrale¢i ovu nejednakost na segmentu |0, ¢|, dobijamo
t
l2(t) = @, |PH(t) < 2(0) — . |* + C/ H(s)(Bh(s))'ds, t > 0.
0

Kako je eksponencijalna funkcija H pozitivna za svako t > 0, prethodnu
nejedankost mozemo napisati u obliku

lz(t) = 2. ]1* < [l2(0) = 2. |IPHH(8) + Cop(t)h™' (1), t 20, (4.51)

gdje je p(t) = h(t)H'(t) [y H(s)(Bh(s))""ds.
Iz pretpostavki teoreme, slijedi

lim A(t) = lim H(t) = 4+oo.

t—oo t—oo
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Zaista, iz /1 — 48A(0) > 45 — 1 dobijamo da je f(s) > 2 za svako s > 0,
pa fo s)ds — +oo kada t — co. Dakle, pokazali smo da je lim,_,o H(t) =
+00. Shcno se pokazuje da je limy_,o h(t) +00.

Sada, pokaéimo da je limy_o p(t) = const. Oznacimosa g(t) = h=1(t)H(t) =
exp (fo — b(s ))ds). Iz definicija funkcija b(s) i f(s) imamo

f(s) = b(s) = B71\/1 —4BA(s) > p7'\/1 — 4BA(0) = const > 0,

pa je lim;_, g(t) = +oo. To povlaci da je

Jo 8" g(s)ds

lim p(t) = lim

t—o0 t—o0 (t)
Ako je fo g(s)ds < +oo tada je lim;_e p(t) = 0. Ako je fo g(s)ds =
+oo tada prlmuenom Lopitalovog pravila dobijamo
2
lim p(t) = lim Bg(t) = lim __r
t—o0 t=oo (f(t) = b(t))g(t)  t=ee (/1 — 4B A(t)
62

- = t>0.
(1 — 8o St + dase Bpu + 451 + darsLL) /2 cons

Sada iz nejednakosti (4.51) slijedi da trajektorija x(t) konvergira ka rjesenju
x, kada t — 00, 1 vazi ocjena brzine konvergencije iz formulacije teoreme.
Time je teorema dokazana. o

Napomena. Konvergencija metoda (4.39) moze biti dokazana pod malo
opsStijim uslovima, tj. kada parametar § nije konstanta ve¢ funkcija koja
zavisi od t:

B(t) € C?[0,+00), B'(t) <0, B(t) >0, t > 0;
lim ((t) = (s > 0.
t—o00
U ovom slucaju uslovi u prethodnoj teoremi, koji se odnose na [ bi¢e oblika
I — Ao oo (2 — p100o) — AP (1l + Las) > 0,
V1= 44(0)5(0) = 45(0) —

Neprekidni metod projekcije gradijenta prvog reda (4.22) dobija se iz
(4.38) kada je § = 0. Uporedimo dobijene ocjene za a(t) = a.

lim exp(= Jo bls)ds) = lim exp (Aot — /t b(s)ds)

t—o0 exp(—AOt) t—o0

= exp (tli{& /t(AO — b(s))ds) =0,

71




u slucaju kada je Ag—b(s) < 0, s > 0. Tada metod projekcije gradijenta dru-
gog reda (4.38) asimptotski brze konvergira nego metod projekcije gradijenta
prvog reda (4.22).

4.3 Proksimalni metod

Proksimalni metod predstavlja jedan od nacina za rjeSavanje nediferen-
cijabilnih konveksnih zadataka minimizacije: f(x) — inf na skupu C. U
osnovi metoda se nalazi pojam proksimalnog operatora koji je definisan na
sljedeé¢i nacin. Za fiksiranu tacku x € H i broj a > 0 definisemo funkciju

1
ple,za) = Sz - z|* + af(2).
Razmatramo zadatak minimizacije
o(z,x,a) = inf, z e C. (4.52)

Kako je funkcija ¢(z,x, ) jako konveksna na C' sa konstantom jake konvek-
snosti, koja je za 1 veca od konstante jake konveksnosti funkcije f, to zadatak
(4.52) ima jedinstveno rjeSenje z, = z,(x,a). Ovim je odreden operator pr
koji svakoj tacki x € H 1 broju a > 0 pridruzuje odgovarajuée rjesenje z,
zadatka (4.52). Taj operator se naziva proksimalnim operatorom. Zbog tog
naziva i cijeli metod se naziva proksimalnim.

Ako skup C' zavisi od trenutne tacke x 1 ako je funkcija f diferencija-
bilna na C, tj. ako postoji F' takvo da ' = f’ pocetni zadatak mini-
mizacije se svodi na rjeSavanje kvazi-varijacione nejednakosti. U tom slucaju
je . (z,x,a) = z — x + aF(z). Tada za rjeSenje pr(x,a) vazi

(pr(z,a) —x + aF (pr(r,a)),z — pr(zx,a)) >0, Vze C(x).

Odavde, koristec¢i karakteristi¢no svojstvo projekcije tacke na skup (nejed-
nakost (1.4)), dobijamo sljede¢u vezu izmedu proksimalnog operatora i op-
eratora projektovanja:

pr(z,a) = Pow|r — aF(pr(z,a))], Vee H, a>0. (4.53)

Zbog ove veze proksimalnog operatora i operatora projektovanja i leme 1.3.1
lako se zakljucuje da je x, rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti ako i samo
ako je

x, = pr(z.,a), Va >0.
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Konvergencija proksimalnog metoda za konveksne probleme minimizacije
dokazana je u [1, 2, 59, 64|. Za sad nam nije poznato da je neko razma-
trao proksimalni metod za kvazi-varijacione nejednakosti. U daljem tekstu
dokazujemo konvergenciju iterativnog i neprekidnog proksimalnog metoda
za rjeSavanje kvazi-varijacione nejednakosti (4.1) i izvodimo ocjene brzina
konvergencija.

4.3.1 Iterativni procesi

Predimo na konstrukeiju proksimalnog metoda u ovom slu¢aju. Uzmimo
za pocetnu aproksimaciju proizvoljnu tacku xy € Cy. Neka je za neko k > 0
tacka xp € C'(xp_1) veé poznata. Tacku xx,, € C(xx) nalazimo po sljede¢em
pravilu:
T = prize,a), k=0,1...

ili primjenom (4.53) dobijamo da je
Tet1 = Po@ylte — aF(xg4)], K=0,1...,

a kako je skup C'(x) = c(x) + Cy, pri ¢emu je ¢ Lipsic neprekidna funkcija i Cj
zatvoren, konveksan skup, tada koristeé¢i lemu (1.2.1), prethodnu jednakost
mozemo napisati u obliku

Tky1 — c(xr) = Pegler — c(ag) — aF ()], k=0,1...,
Otuda, zbog karakteristicnog svojstva projekcije iz teoreme 1.2.3, dobijamo
(1 — ke + aF(xk41), 2 — xp1 + c(xg)) >0, Vz e Cy. (4.54)

Ovim je metod opisan. Formuligimo uslove na problem (4.1) i parametre « i
[ koji obezbeduju jaku konvergenciju metoda (4.54).

Teorema 4.3.1 Neka su ispunjeni uslovi:

1. skup Cy C H je zatvoren i konveksan u Hilbertovom prostoru H, funkcija
c(xr) : H — H je Lipsic neprekidna sa konstantom | i multifunkcija
C: H — 2" je oblika C(x) = c(x) + Cy, (x € H);

2. preshikavanje F' - H — H je jako monotono sa konstantom p > 0 1
Lipsic neprekidano sa konstantom L > 0;

3. parametar « 1 LipSicova konstanta | su takvi da vazi

V2 p u L =573
< —= ‘Oé—ﬁ <ﬁ ,LI,Q—QPL?.

2 L’
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Tada za proizvoljno izabranu pocetnu aproksimaciju xg € Cy niz (xy), defin-
isan procesom (4.54), konvergira ka jedinstvenom rjesenju x. € C(x.) prob-
lema (4.1) brzinom

ks = 2.l < ¢ (@) 2o — 2.l

(a) = 1422
Ea 1+ 2ap — a?L?

Dokaz. Iz uslova 1.1 3. teoreme slijedi da postoji jedinstveno rjeSenje x, €
C(z,) problema (4.1). Tada nejednakost (4.1) vazi za svako y € C(z,), pa
vazi i za y = xpy1 — c(xg) + c(x,) € C(x,). Tada je

gdje je

a(F(z,), tep1 — x4 + c(xs) — c(zk)) > 0.
Postavljajuéi z = z, — c(z,) € Cy u (4.54) imamo
(1 — e + aF (xp41), Te — Tip1 + c(xg) — c(xy)) > 0.
Saberimo poslednje dvije nejednakosti. Tada dobijamo
(g1 — ke + aF (1) — aF(xy), 20 — 2pp1 + c(ax) — c(xs)) > 0.
Ovu nejednakost pomnozimo sa 2 i napis§imo u obliku

2xpy1 — T, Thp1 — Ta) + 20(F(xpy1) — F(x4), Tpgp1 — o)
o 2xkgr — iy () — () + 20(F (2p41) — Fx), (@) — elxe)) <0,
(4.55)

zasvako k = 0,1,... Ocijenimo sada svaki sabirak iz prethodne nejednakosti.
Kao $to smo ranije napomenuli, vazi jednakost

2(Tpp1 — Thy Tpp1 — o) = [T — 2ill® + Nlargs — 2]]? = ok — z. ]

Posto je funkcija ¢ Lip8ic neprekidna na H, sa LipSicovom kontsantom [ i
nejednakost 2ab > —ca? — 1/b? vazi za svako € > 0 slijedi

2wk — Ty () = clr)) > —llaep — 2. * = [le(z,) — ez
> — @1 — l? = Bl — ..
Preslikavanje F' je jako monotono sa parametrom jake monotonosti i pa vazi

20(F(xpq1) = F(x,), 2601 — 22) > 20p|xegy — 2.,
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i F' je Lipsic neprekidno sa LipSicovom kontsantom L pa je
200(F (1) — F(x4), cxy) — ca))

> — &®||F () — F@)lI* = lle(z) — cla)|®
> — L2z — @ = Pl — .

Dobijene ocjene uvrstimo u (4.55). Imamo
(1 + 20p — &®L?) |lapyr — 2> < (14 203 ||ag — 2. |?, k=0,1,...
ili
lzk = 2l < gla) o — 2.l < ¢*(@)llwo — @ull, k=0,1,...  (4.56)
gdje je ,
alo) =17 210; . o2l?

za a koje zadovoljava uslove teoreme. Tada je limp_. ¢*(a) = 0, pa je
dokazana konvergencija niza (xx) ka jedinstvenom rjeSenju . O

1,

4.3.2 Neprekidni procesi

Neprekidni proces proksimalnog metoda definisemo sa

d
— =pr@) -z, 2(0) =

Desna strana ovog sistema zadovoljava LipSicov uslov jer je pr(x) sazima-
juéi operator. Tada je obezbedena egzistencija i jedinstvenost trajektorije
diferencijalne jednacine za svako t > 0, ( vidjeti [30]).

Koriste¢i (4.53), metod postaje

2'(t) = Poy [x(t) — aF (x(t) + 2'(t))] — (1), t > 0.

U slucaju kada je C' definisano kao u (4.2), prethodnu jednakost mozemo
napisati u obliku

(1) +x(t) — c(x(t)) = Pey[2(t) — c(a(t)) — al(@'(t) + x(1)], t >0, (4.57)

gdje je x(0) = xo poletna tacka i o > 0 parametar metoda.
[z karakteristi¢nog svojstva operatora projektovanja (1.4) i iz (4.57) do-
bijamo varijacionu nejednakost

(@ () +aF @' (t)+x(t),z—2'(t)—z(t) +c(x(t))) >0, ¥z € Co, t > 0. (4.58)

Formulig§imo teoremu koja nam daje uslove pod kojima trajektorija defin-
isana u (4.57) konvergira ka rjesenju kvazi-varijacione nejednakosti (4.1).
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Teorema 4.3.2 Neka su ispunjeni uslovi:

1. skup Cy C H je zatvoren i konveksan u Hilbertovom prostoru H, funkcija
c : H — H je LipSic neprekidna sa konstantom | 1 multifunkcija
C: H — 2" je oblika C(z) := c(x) + Co, (x € H);

2. preslikavanje F : H — H je jako monotono sa parametrom jake mono-
tonosti > 0 1 Lipsic neprekidano sa LipSicovom konstantom L > 0;

3. parametar « je takav da vazi

1 2_[2L2 2]2
a > — a 5 +pl -1, I<
I p? —2L?

Tada za svaku proizvoljno izabranu pocetnu aproksimaciju x(0) = xq € Cy
tragektorija x(t), definisana procesom (4.57), konvergira ka jedinstvenom rje-
senju x, € C(x,) problema (4.1) kada t — oo i vazi

=I=

l2(t) = .|| < exp{—At}[ao — 2.],

A (o Y i,

2+ ap 1z

gdje je

Dokaz. Ispunjeni su uslovi posledice 1.3.1 pa postoji jedinstveno rjesenje
x, € C(x,) kvazi-varijacione nejednakosti (3.1). Pri tome je z, — c(z,) € Cy,
pa moZzemo postaviti z = x, — ¢(x,) u (4.58). Dobijamo

(2'(t) + aF (2 (t) + z(t), 2 (t) + 2(t) — 24 + c(x(t)) — c(x,)) < 0. (4.59)

Iz (4.57) zaklju¢ujemo da je x'(t) + z(t) — c(x(t)) € Cpy, pa postavimo y =
2 (t) + x(t) — c(x(t)) + c(x,) € C(x,) u (4.1). Tada je

(F(x,),2'(t) + x(t) — z, — c(z(t)) + c(x,)) > 0. (4.60)
Ako nejednakost (4.60) pomnozimo sa a > 0 i saberemo sa (4.59), dobijamo

(2'(t), 2 (t) + 2(t) — x4y + c(x4) — c(2(t)))
< a(F@'(t) +x) — F(z,),xz, — 2'(t) — z(t) + c(z(t) — c(x,))),

odnosno



Primijetimo da je

Funkcija ¢ je Lipsic neprekidna sa LipSicovom konstantom [ i vazi nejed-
nakost 2|ab| < ea® + (1/¢)b?, za svako € > 0 pa dobijamo

2(2'(t), cf.) — c(x(1)))

> 5 +10m I @)% = (2 + ap)lle(@,) — c(=)]*
> -3 +10m Iz @)11* = (2 + ap)Plla(t) — z.]1*.

I preslikavanje F' je Lipsic neprekidno sa LipSicovom konstantom L, pa na
slican nadin mozemo ocijeniti poslednji sabirak u (4.61):

20(F(@'(t) + (1)), c(x.) — c(x(t)))

_—%%wwm+mm—Fumﬁi%wwm—dmmw
> ol () +2(t) - 2l — L () -

Svojstvo jake monotonosti preslikavanja F' primijenimo na pretposlednji sabi-
rak u nejednakosti (4.61). Tada je

(F'(t) +2(t) = Fa.),2'(t) + 2t) = 2.) > plld(t) + 2(t) — 2.

Dobijene ocjene uvrstimo u nejednakost (4.61), pomnozenu sa 2. Tada imamo

— apld' O] + i(llfv(t) —al”) +apl2'(t) +2(t) — 2.

dt
5 1 al? 5
_ i —z.)* <0, t>0. 4.62
l(2+(w+ B lx(t) — x| <0, t>0 (4.62)
Kako vazi
2/ (t) + 2(t) — 2> = [/ (O + 20" (t), 2(t) — 24) + lz(t) — 2]

d
= @I+ a(llx(t) —.|?) + [z (t) — .,
to nejednakost (4.62) postaje

[2 al?L?
+
2+ ap 1z

(1 ap) ) = ) < ~ap) a0y - P, e 0
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ili
d
2 (le) = zl") < =Alla(t) = 2., ¢ >0,

gdje je A definisano u teoremi. Integraljenjem ove jednacine dobijamo
[x(t) — .|| < exp{—At/2}[xo — .. (4.63)

[z uslova teoreme vidimo da vazi A > 0, pa trajektorija z(t) konvergira ka
rieSenju x, kada t — oco. Ovim je teorema dokazana. O

4.4 Ekstra-gradijentni metod

Za nalazenje sedlastih tacaka glatkih konveksnih funkcija sa ogranicen-
jima Korpelevi¢ je u radu [42] predlozio metod koji je neki oblik uopstenja
metoda projekcije gradijenta. Algoritam izvrSava po dvije projekcije u svakoj
iteraciji. Prvi korak u iteraciji metoda, kada se racuna pomoc¢na aproksi-
macija, ima prognozerski (ekstrapolacioni) karakter pa otuda i naziv ekstrap-
olacioni gradijentni metod ili krace ekstra-gradijentni metod.

Nije nam poznato da je neko razmatrao ekstra-gradijentni metod za rjesa-
vanje kvazi-varijacionih nejednakosti. Ovdje ¢emo izloziti ekstra-gradijentni
metod za rjeSavanje problema (4.1). Konstrukcija iteracionog procesa sastoji
se u sljedecem: pocetnu aproksimaciju g € Cy biramo proizvoljno; neka je k-
ta aproksimacija x, € C'(xp_,) ve¢ konstruisana; tada sljedeéu aproksimaciju
241 definiSemo na sljedeéi nacin:

T = Po(ay) [tk — aF(xg)], (464)
Tir1 = Poylte — aF(zy)], kE=0,1,...

pri ¢emu je o > 0 parametar metoda.
Odredivanje tacaka xp 1 xxy1 u k-toj iteraciji predstavljeno je na slici 4.3.

Da bi upotpunili sliku o ekstra-gradijentnom metodu, da¢emo jos jednu
geometrijsku motivaciju (vidjeti [23]). Razmotrimo ekstra-gradijentni metod
za rjeSavanje sistema monotonih jednacina (C(x) = R™, za svako x € H).
Tada (4.64) postaje

T = xp — aF(zy),

Te1 = 2 —aF(xx), k=0,1,...

Neka je x, rjeSenje sistema jednacina F'(x) = 0. Definiimo hiperravan sa
HY = {x € H: (F(x),z — 2) = 0}. Zbog monotonosti operatora F vazi
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Slika 4.3: Jedna iteracija ekstra-gradijentnog metoda

(F(xg),xe — xr) < 0. S druge strane, (F(xg), xx — ) = a(F(zy), F(x1)).
Kada o konvergira ka nuli, tada x, konvergira ka x, 1 otuda, za dovoljno
malo a imamo (F(z), F(zx)) > 0 (ne moze F(x;) biti nula jer bi tada xy
bilo rjegenje). Dakle, za dovoljno malo a, (F(xy), xp—x) > 01 Hy razdvajaju
2 od bilo kog rjesenja x,. Kao posljedicu ove ¢injenice imamo da se xyy;
pomjera od x, u pravcu projekcije ove tacke na razdvajajuéu hiperravan Hy,
pa za dovoljno malo «, xy; je blize rjeSenju sistema jednacina nego x.
Vratimo se rjeSavanju problema (4.1). Zbog oblika preslikavanja C(x) =
c(x) + Cy 1 leme 1.3.2 ekstra-gradijentni metod (4.64) mozemo napisati u
obliku
T = c(xk) + Poy ek — c(xk) — aF(xk)], (4.65)

Tpy1 = c(xx) + Peoglar — clag) — aF(2y)], k=0,1,... (4.66)
U sljedecoj teoremi razmatra¢emo konvergenciju ovog metoda.
Teorema 4.4.1 Neka vaze uslovi:

1. Cy C H je zatvoren, konveksan skup u Hilbertovom prostoru H, funkcija
c: H — H je Lipsic neprekidna sa konstantom [ i skupovno preslika-
vanje C : H — 28 je oblika C(z) = c(x) + Cy, (x € H);
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2. Operator - H — H je jako monoton sa konstantom p > 0 1 Lipsic
neprekidan sa konstantom L > 0;

3. Parametar o 1 LipSicova konstanta | su takvi da

1 _A2T 2
I<a<— O<l<ﬁ ol —a2l?) )
(a+ 1)(1 —a?L2+ ap)

Tada ekstra-gradijentni metod (4.66) konvergira ka jedinstvenom rjeSenju
kvazi-varijacione nejednakosti (4.1) i brzina konvergencije je

lwppr = @l* < Ao — 2], k=0,1,...
gdje je

L21? (ap)?
A=1 1)— — .
+ (a+1) p a'qul—a?L?Jrap

Dokaz. Kvazi-varijaciona nejednakost (4.1) ima jedinstveno rjeSenje na osno-
vu posledice 1.3.1. Oznacimo to rjesenje sa x, € C(x4).

Relacije (4.65) 1 (4.66) iz kojih se odredjuje (k + 1)-va iteracija ekviva-
lentne su sljede¢im varijacionim nejednakostima

(¥ —xp + aF(xg),x — o + c(x))) >0, Va e Cy, (4.67)

(Thy1 — ke + aF (@), 2 — g1 + c(ag)) >0, Vze Cy. (4.68)

[z konstrukcije metoda imamo da je x4 € C(xg). A kako je C(x) oblika

c(x) + Cy to zakljuCujemo da je xpy1 — c(xg) € Cy. Slicéno, x, € C(x,) pa

je x, — c(x,) € Cy. Postavimo x = xpy1 — c(xx) u (4.67), z = x, — c(x,) u
(4.68) 1 saberimo dobijene nejednakosti

(Tk = Tk, Thp1 — Tie) + (Thp1 — The, To — Tpep1) + @(F(2k), 00 — k) +

a{F(@k) — Fzk), @k — Tepr) + (@opr =z, cl@e) — cfzy)) +

a(F(xy),c(xy) —c(x,)) >0, k=0,1,... (4.69)
Kako je x projekcija neke tacke na skup C'(xy) to vazi xx € C(xy), odnosno
Tr — c(xg) € Cp. Tada se y = xx + c(xx) — c(xx) nalazi u skupu C(x,)
pa zadovoljava nejednakost (4.1). Tada, nejednakost (4.1), pomnoZena sa «

postaje
O[<F(:C*),fk — T+ C(:C*) — C(CIZ‘k)> Z 0.

Gornju nejednakost saberimo sa nejednakos¢u (4.69). Dobijamo
(Th — Xy T — Th) + (Xpp1 — Tpy Ts — Tig1) + (F(xs) — F(x)), T — x4)

+a(F(xp) — F(xr), T — Tey1) + (X1 — xp, c(ar) — c(z,))
+a(F(x,) — Fxg),c(z,) —c(xp)) >0, k=0,1,... (4.70)
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Koristeéi jednakost
2(u—w,v—u) = o —w|* = v —ull® - |w—ul? Yu,v,we H
dobijamo

2Ty — Tk, Thp1 — Ti) + 2(The1 — Tp, T — Thy1)

= e = 2l® = e = @l = ek — @l = laee — 2.

Posto je operator F' jako monoton sa konstantom p, vazi nejednakost
20({F () — F(2,), 2 — x,) > 2ap||2, — 2./

Koristeéi Lip8ic neprekidnost i nejednakost 2ab < éaQ + eb? koja je tacna za
svako € > 0 dobijamo sljedece ocjene

200(F () — Flxg), @ — xpp1) < 2L ||y — @l|? + |lzesr — @l

al??

20(F(x,) — F(ak), c(x.) — c(ap)) < apl?||zp — x.]* + [
,U, 272
2(xpq1 — ap, () — cxy)) < ﬁ”karl — ay||* + 7”3% — .|

Dobijene ocjene uvrstimo u nejednakost (4.70)
2k = 2a]* + (1= a®L2) o — @l|* + apllz — ] + %llxkﬂ — af?
LQZQ )
< {14+ —(a+ 1)) ||z — a7, E=0,1,...
1
Kako je
12k — 2. |* = Now — @ll® + 2T — 2p, 28 — 20) + |2 — 2],
to prethodna nejednakost postaje
2k = @)+ (1= L2 + ap) |on — @l|® + 20p(Th — 2x, 2% — 2.)

H 2 L2 2
+ﬁ||:vk+1—xk|| < 1+7(a+1)—a,u e — x]|%, k=0,1,...
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Zbog uslova 0 < o < L~! zakljucujemo da je koeficijent uz drugi sabirak u
prethodnoj nejednakosti nenegativan pa drugii trec¢i sabirak mozemo napisati
kao potpun kvadrat

(1 —aL® + ap) ||ox — @xl” + 200k — 2k, 26 — 24)

_ oL
= 1 —a2l?+ ap(x, —x) + Tp — Ty
HJ il = 2) + el = )
(Ofﬂ)Q 2
-z, k=0,1,...
1—a2L2+a,u”xk zl

Tada dobijamo nejedakost

2

ap

1 —a?L? + au(z, — xp) +
\/ i ) \/1—(12L2+a,u

lzrr1 — o ||* + (p — x4)

1 2 L (ap)? 2
+p“l‘k+l - Cl'k“ < (1 + 7(0( + 1) —oau+ 1—a2l2 ¢+ a “:Ck — iC*” R

koja vazi za svako k = 0,1,..., pa je tim prije

2 (e®
2
oz < (14 1) = ot e

) lze—z.|%, k=0,1,...

Konstantu na desnoj strani prethodne nejednakosti oznac¢imo sa A, kao u
teoremi. Tada je

i = 2ll® < Allae — 2. < A¥llag — 2, k=0,1,...

Zbog izbora parametra « u uslovu 3. ove teoreme, nenegativna konstanta
A je manja od 1, pa zaklju¢ujemo da niz (z;) konvergira ka rjeSenju x, kvazi-
varijacione nejednakosti (4.1). Teorema je dokazana. a

4.5 Njutnov metod

Svi do sada razmatrani metodi nisu zahtjevali poznavanje izvoda funkcije
F' i sve dobijene brzine konvergencije su bile linearne. Poznato je da Njutnov
metod za rjeSavanje nelinearnih jednacina i zadataka minimizacije konvergira
kvadratno. Definisimo metod Njutnovog tipa za rjeSavanje kvazi-varijacionih
nejednakosti (4.1). Njutnov metod generiSe niz (z;), gdje je xo pocetna
tacka 1 xy,1 je dobijeno kao rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti dobijene
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linearizovanjem F' u trenutnoj iteraciji zy, to jest, xxy, je takvo da vazi
Thy1 — C(ﬂfk+1) € (Cyi

(F(xg) + VFE(xp) (e — xk), 2 — Tpg1) > 0, (4.71)

za svako z za koje je z — c(ap ) € Co.

Njutnov metod za rjeSavanje kvazi-varijacionih nejednakosti se primijen-
juje u slucajevima kada nije tesko naéi izvodno preslikavanje V F'(x) i kada se
pomoc¢ni zadatak (4.71) relativno jednostavno rjeSava. Prednost Njutnovog
metoda je visoka brzina konvergencije. Zbog toga, iako je teze odrediti svaku
iteraciju nego kod metoda prvog reda, moze se desiti da ukupni obim rada
neophodan za rjeSavanje kvazi-varijacione nejednakosti sa trazenom tac¢noséu
bude manji nego kod jednostavnijih metoda.

Pokazac¢emo da, pod odredenim pretpostavkama, niz generisan Njutnovim
metodom kvadratno konvergira ka rjeSenju x, pocetnog problema, ako je
pocetna aproksimacija xy izabrana dovoljno blizu x,. Napomenimo da je
lokalna varijanta Njutnovog metoda za kvazi-varijacione nejednakosti raz-
matrana samo u [53|, a metod 1 uslovi konvergencije se znacajno razlikuju od
onih dobijenih u ovoj disertaciji.

Teorema 4.5.1 Pretpostavimo da su ispunjeni sljedeci uslovi:

1. Funkcija F € CY(H) je jako monotona sa parametrom jake monotonosti
w>071
IVF(x)|| < L, VYreH,

IVF(y) = VFQ)|l < Llly = =[, Vy,z€ H.

2. Cy C H je zatvoren, konveksan skup u Hilbertovom prostoru H, funkcija
c(x): H— H je Lipsic neprekidna sa konstantom | < /L 1 skupovno
preslikavanje C : H — 28 je oblika C(x) == c(z) + Cy, (x € H);

3. Pocetna aproksimacija xo € H je takva da

L(1+1)

= T g — 2 < 1, 4.72
sy~ < (4.72)

gdje je x, rjesenje kvazi-variacione nejednakosti (4.1).

Tada niz (xy) generisan Njutnovim metodom (4.71) postoji, konvergira ka
rjesenju x, 1 brzina konvergencije je

2(u —1L)

k=0,1,... 4.73
L(1+l)q ) )y ( )

2k — x| <
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Dokaz. Pvo primijetimo da smo slovom L oznacili Lip§icovu konstantu za
V F'i konstantu kojom je ogranic¢en gradijent V F'. Naime, ako su te konstante
razli¢ite, i ako je jedna jednaka L; a druga Lo, tada je L = max{L,, Ly}
zajednicka konstanta.

Dalje, iz ogranicenosti gradijenta VI slijedi da je preslikavanje F' Lipsic
neprekidno sa Lip8icovom konstantom L.

Ispunjeni su uslovi posledice 1.3.1 pa zakljuéujemo da postoji jedinstveno
rjeSenje kvazi-varijacione nejednakosti (4.1) i oznac¢imo ga sa x, € C(x.).
Tada vazi

(F(z.),y - 2.) >0,

za svako y € C(x,), pa specijalno vaziizay = xp 1 —c(ap, 1) +c(x,) € Cx,),
tj.
(F(x)), 2k — s + c(4) — c(@p41)) > 0.

Postavimo z = x, — c(x,) + c(xp41) € C(xpy1) u (4.71) 1 imamo
<F(xk) + VF(xk)(xchrl - l‘k),l‘* — Tpp1 — C(CC*) + C($k+1)> > 0.
Sabirajuéi posljednje dvije nejednakosti dobijamo

(F(s) = Flae), e — ) = (VEF () (T41 — Tk), Tngr — T4)
+ (F(x.) — Flai), c(xs) — c(Tes1))
— (VF(xp) (e — xp), c(xy) — c(rpy1)) >0, k=0,1,...

Poslije jednostavnih transformacija proizilazi

(VF@e)(@esr — ), g1 — ) < (F(0) — Fag), or — T4)
— (VF(@e)(@s — z1), ey1 — ) + (Fa) = Fag), c(zs) — c(Tp41))
— (VF@)(@ps1 — x4, () — c(Try1))
— (VF(xp)(r, — 2p), c(xy) — c(Tpy1)), K=0,1... (4.74)

Saglasno teoremi 1.2.2 za jako monotonu funkciju F' vazi

(VF(z)(@ps1 — T4)s Trgr — o) > pllaegs — 24

Primijenom formula o kona¢nom prirastaju i Lipsic neprekidnosti V F' imamo
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(vidjeti [64], strana 103)
(F(x,) = F(xr), T — ) — (VEF(2) (@0 — Tp), T — 2)
_ /1<VF(:vk b t(s — 20)) (s — 20), st — 22)dE
V() (@ — 2,2 — )

1
= / (VF(xr + t(ry — xp)) — VF(xp)) (24 — ), g1 — T4 )dt
0
1
< / Llit(xs — 2l - 2w — 2l - leeer — 24 lde
0
= Dl = wlPleen - wl
Na sli¢an nacin ocijenimo preostala dva sabirka:

(Fx.) = Flag), c(x) = clee)) = (V) (@, — xx), o(z) — e(2rga))

= / (VF(xp + t(x, — xp)) — VF(xp)) (2, — ), () — c(Thy1))dt

Ll
< Sllae = wlPllae - .l

Iz ogranicenosti gradijenta VF' i LipSic neprekidnosti funkcije ¢ slijedi

(VE(@e)(zerr — x), c(@en) — c(z))
IVE@I - 2k = 2l - lle(re) — elz) |l

<
< Llflzke — 2l

Uvrstavajuéi dobijene ocjene u (4.74) dobijamo
L
pllwri — . * < 5 (L Dlle — Tal ks = 2ol + UL 2 — 2%,

ili

L(1+1)

— x| K ——— |k — x|, k=0,1,.... 4.75

i =l < 50—l = | (1.75)

Koriste¢i matematicku indukeiju, lako se dokazuje ocjena (4.73). Za k = 0
ta ocjena vazi zbog (4.72): ||xo — z.|| = 2&:?@ Pretpostavimo da ocjena
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(4.73) vazi za neko k > 0. Tada, iz (4.75) imamo

L1 +1)

ek — x| < m“u — .|
_ Lty <2(u—zL)q2k)2
— 2u—1IL) \ L(1 +1)

LO+1) (2(n—1L)\* 5,
T 21D < LI+ D) ) !
_ 2(p = L) oren
T L) !
Ovim je teorema dokazana. m]

Kao 3to se vidi iz ocjene (4.73), Njutnov metod (4.71) konvergira veoma
brzo. Ipak, mana ovog metoda je ta Sto je za konvergenciju neophodno
izabrati pocCetnu aproksimaciju xg koja je dovoljno blizu trazenom rjesenju
x.. Taj zahtjev je u teoremi izrazen uslovom (4.72), tj. |lxo — .| < 2(p —
IL)/L(1 4 l)q. Njutnov metod se obi¢no, kao i kod zadataka minimizacije,
koristi u zavr$noj etapi trazenja rjeSenja kvazi-varijacione nejednakosti, kada
se pomocu drugih sporijih, manje zahtjevnih metoda pronade neka tacka koja
je dovoljno blizu rjesenju.
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