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UVOD

Jedan od centralnih problema koji se izučava u teoriji funkcija je vezan za granična 
svojstva funkcija.

Još u XIX vijeku francuski matematičar Vajerštras, ruski matematičar Sahocki i 
italijanski matematičar Kazarti dobili su rezultat o graničnom ponašanju holomorfne funkcije 
u tačkama esencijalnog singulariteta. Taj rezultat sada predstavlja klasično tvrđenje 
kompleksne analize.

Početkom prošlog vijeka francuski matematičar Lindelef ([9] ili [ l ij)  je dokazao da za 
ograničene holomorfne funkcije iz postojanja asimptotske granične vrijednosti slijedi 
postojanje ugaone granične vrijednosti.

Nakon pojave ovog rada matematičari nijesu dobijali nove rezultate iz ove teorije sve 
do 1957g. kada su finski matematičari Lehto i Virtanen ([12]) dokazali da normalne 
meromorfne funkcije imaju ista granična svojstva kao i ograničene holomorfne funkcije. 
Značaj tog rezultata, između ostalog, se ogleda i u tome što ograničene holomorfne funkcije 
na jediničnom krugu čine pravi podskup skupa normalnih meromorfnih funkcija.

Inače, normalne meromorfne funkcije prvi su definisali i izučavali japanski 
matematičari Yosida [20] i Noshiro [16] (1934g.).

Tek nakon pojave rada Lehta i Virtanena ([12]) veliki broj matematičara širom svijeta 
počeo je da se intenzivno bavi izučavanjem svojstava tih funkcija .

Posebno ističemo rezultate ruskog matematičara V. I. Gavrilova i njegovih učenika, 
koji su normalnost meromorfnih funkcija prvi počeli izučavati na podgrupama grupe 
konformnih automorfizama jediničnog kruga Д . Naime, pokazali su da te meromorfne 
funkcije čine širu klasu od klase koju su izučavali Lehto i Virtanen i da meromorfne funkcije 
koje su normalne u odnosu na hiperboličke podgrupe imaju ista granična svojstva kao i 
meromorfne funkcije koje su normalne u odnosu na čitavu grupu konformnih automorfizama 
jediničnog kruga A tj. dokazali su da za njih važi teorema tipa Lindelefa-Lehta-Virtanena.

Ističemo, da rezultati iz teorije graničnih svojstava funkcija imaju primjenu u teoriji 
diferencijalnih jednačina, funkcionalnoj analizi, klasičnoj analizi, kompleksnoj analizi i dr.

Glavni zadatak u ovom radu su izučavanje graničnih svojstava proizvoljnih funkcija i 
meromorfnih funkcija, definisanih na jediničnom krugu Д = [z e Cl \z\ < l} kompleksne ravni
C. Dokazana su tvrđenja (treća glava) koja daju potreban i dovoljan uslov da proizvoljna 
funkcija definisana na jediničnom krugu kompleksne ravni C, ima ugaonu i oricikličnu 
graničnu vrijednost u terminima graničnog skupa i normalnosti funkcije. Glavnu ulogu u 
postojanju ovih graničnih vrijednosti ima normalnost funkcije u odnosu na hiperbolički i 
parabolički dinamički sistern-kaskadu-polugrupu koju rađa hiperbolički, odnosno parabolički 
elemenat grupe konformnih automorfizama kruga A s privlačećim tačkama na jediničnoj 
kružnici. U dokazima smo se koristili rezultatima geometrije diskretnih grupa i teoremu 
jedinstvenosti kompleksne analize, a nijesmo koristili teoriju harmonijske mjere kako je do 
sada rađeno u dokazima klasičnih rezultata tog tipa za holomorfne i meromorfne funkcije 
(teorema Lindelefa, teorema Lehta-Virtanena, teoreme V.I. Gavrilova i dr.)

U poglavlju 2.4 ovog rada pokazuje se da normalnost meromorfnih funkcija, u 
odnosu na hiperbolički, odnosno parabolički dinamički sistem-kaskadu koji čini cikličnu grupu,
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a koju rađa samo jedan elemenat hiperboličke, odnosno paraboličke grupe, dovodi do 
normalnosti te funkcije u odnosu na čitavu hiperboličku, odnosno paraboličku grupu ([31]). 
Ovaj rezultat je motivisao dalja istraživanja koja su se sastojala u izučavanju uticaja algebarske, 
analitičke i geometrijske strukture grupa, kao i analitičke i geometrijske strukture meromorfne 
funkcije na njenu normalnost a takođe i njena granična svojstva.

Dobijeni rezultati u poglavlju 2.5 pokazuju da meromorfne funkcije koje su normalne u 
odnosu na proizvoljni hiperbolički odnosno parabolički dinamički sistem kaskadu-polugrupu, 
koju rađa jedan elemenat hiperboličke odnosno paraboličke grupe, čine šire klase od do tada 
izučavanih klasa normalnih meromorfnih funkcija. Za funkcije iz tih klasa dokazali smo 
rezultate tipa teorema Lindelefa-Lehta-Virtanena i Bagemil-Zajdela o ugaonim i oricikličnim 
graničnim vrijednostima. Ključno mjesto u dokazima tih rezultata, kao što smo istakli igra 
normalnost tih funkcija u odnosu na hiperboličke i paraboličke polugrupe.

Posebno ističemo rezultate poglavlja 3.2 koji pokazuju da proizvoljna funkcija ako ima 
ugaonu graničnu vrijednost u tački е1в mora biti normalna u odnosu na cikličnu hiperboličku 
polugrupu koju rađa hiperbolički elemenat grupe konformnih automorfizama jediničnog 
kruga čija je privlačeća tačka е1в. Iz tih rezultata, naprimjer, slijedi tvrđenje da i za 
meromorfne funkcije iz Nevanlinine klase kao i za holomorfne funkcije iz Hardijevih klasa 
važe teoreme tipa Lindelefa-Lehta-Virtanena a što do sada nije bilo poznato. Otuda dalje 
slijedi da za funkcije iz tih klasa važi ocjena sfernog izvoda

U poglavlju 3.3 smo dokazali rezultate koji se odnose na dobijanje oriciklične granične 
vrijednosti (tangencijalno granično svojstvo) iz postojanja asimptotske granične vrijednosti u 
oricikličnim oblastima. Koliko je nama poznato rezultati toga tipa do sada nijesu dobijeni.

Skrećemo pažnju, da naprijed navedeni rezultati koji su vezani za granično ponašanje 
funkcija imaju lokalni karakter. Oni se mogu dobiti zahvaljujući činjenici da su ciklične 
polugrupe "utopljene" u ciklične hiperboličke grupe, a ove u grupu konformnih
automorfizama kruga A koje "dobro funkcionišu" unutar hiperboličke geometrije jediničnog 
kruga.

na hipercikličnim oblastima.

Rezultati ovog rada izlagani su na seminaru Teorija funkcija Prirodno -matematičkog 
fakulteta u Podgorici, kojim je rukovodio prof. dr Žarko Pavićević, na International 
Conference of Generalized Functions - Linear and Nonlinear Prolems koja je održana od 31 
avgusta do 4 septembra 1996. godine u Novom Sadu, na PRIM-u održanom od 3 do 6 juna 
1996. godine u Budvi, na seminaru Granični skupovi Mehaničko-matematičkog fakulteta na 
Moskovskom Državnom Univerzitetu "M.V. Lomonosov", kojim je rukovodio prof. dr V.I. 
Gavrilov i Naučnom seminaru Odsjeka za matematiku i računarske nauke Prirodno- 
matematičkog fakulteta u Podgorici.
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1. GEOMETRIJA HIPERBOLIČKIH I PARABOLIČKIH KASKADA

Ova glava ima pomoćni karakter. U njoj su date osnovne definicije i rezultati teorije 
Mebijusovih preslikavanja, hiperboličke geometrije i dinamičkih sistema, koji su neophodni 
za dobijanje rezultata druge i treće glave.

Opširnije o ovim teorijama može se naći, na primjer, u monografijama ([3]) i ([5]).

1.1. MEBIJUSOVA PRESLIKAVANJA

Neka su N, Z , Q, R i C, redom, skupovi prirodnih, cijelih, racionalnih, realnih 
i kompleksnih brojeva, R+ skup pozitivnih realnih brojeva, a 
Rn = {х = (xl,x2,...,xn)\ xl,x2,...,xn e r ], n e N, n-dimenzioni vektorski prostor sa

п
skalarnim proizvodom {x,y) = '£jxi -yi, x,y<=Rn. Tada je sa ||x|| = (х,x)1/2 definisana

t=1
norma u R". Prostor Rn sa skalarnim proizvodom (•,•) je Euklidov vektorski prostor, a ||| se 
zove Euklidovom normom u Rn. Skup S(a,r)= јх e i?” | ||x -  a|| = r}, a e Rn ,r e R +, je sfera 
sa centrom u tački a i poluprečnikom r.

Definicija 1. Inverzijom u odnosu na sferu S(a,r) naziva se preslikavanje 
м " \ М  -> R" definisano sa

(p{x) = a + I Г  1,2 (*- 4
х -  a\\

х e R" \ {a}. (1 )

Inverzija cp se još naziva i simetrijom u odnosu na sferu S(a,r) . Dalje ćemo za 
inverziju upotrebljavati taj naziv.

Ako je u definiciji 1 a = 0 eRn, a r= 1, dobija se simetrija cp u odnosu na sferu 
5(0,1), koja se zadaje sa

<p(x) = —у х , x e f \{ o } .  (2)
||x||

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija'
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Ako je х* = — — х, х e Rn \ {o}, tj. ako sax* označimo simetričnu tačku tačke х e R n \ {o} u
1ИГ

odnosu na sferu 5(0,1), tada se iz (2) dobija

(p (x) = х*, х e R n \ {o}, (3)

pa (1) postaje

(p{x)= a + r 2 (х -  a f ,  x e i? ” (4)

Neka je R" -  R" u  {co}. Tada se simetrija <p u odnosu na sferu S(a,r) može 
dodefinisati u tačkama a i co na sljedeći način: <p(a) = oo i <p(oo) = a .

Ako je <pn (х) = (p((p...{(p (х))...), n e N ,  tada je:
4 v

n-puta

1. (p2{x) = x , x e R n;
2. ф је bijektivno preslikavanje skupa R" ;
3. <p(x) = x ako i samo ako je х e S(a,r)..

Ravan u R", odnosno u Rn, je skup P(a,t)= {х e Rn\ (x,a) = r}u {oo}, a e R n \{ 0}, t e R.

Definicija 2. Neka je a e R n \ {o}. Preslikavanje <p:Rn —> Rn definisano sa

<р(х) = х + Ла, х e R n, (5)

gdje je A <= R izabrano tako d a je  j ( x  + <p(x))e P(a,t) za x e R n, naziva se simetrijom u 
skupu Rn u odnosu na ravan P(a,t).

Koristeći naprijed navedeno, iz (5) se dobija

(p(x) = х -  2((x) a) - 1) ■ a*, х <= Rn. (6)

Ako se simetrija ep u odnosu na ravan P(a,t) dodefiniše u tački co tako da je 
(p{co) = co, lako se pokazuje da za ф važi:

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija'
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1. <p2(x) = x, 16  R";
2. ф je bijektivno preslikavanje skupa R" ;
3. <p(x) = x ako i samo ako je х e P(a,t).

Iz (1) slijedi daje simetrija ep u odnosu na sferu S(a,r) neprekidno preslikavanje na 
R" \{д}, a iz (6) slijedi da je simetrija ф u odnosu na ravan P(a,t) takođe neprekidno 
preslikavanje na Rn. Pri tome je neprekidnost razmatrana u odnosu na metriku (topologiju) 
koju radja Euklidova norma na Rn.

Dalje ćemo se baviti Euklidovim vektorskim prostorima R2 i R3, skupovima R2 i 
к i simetrijama u odnosu na sferu i ravan u tim skupovima.

Na R se može definisati metrika tako da simetrije u odnosu na kružnice i prave u 
R2 budu neprekidna preslikavanja na R 2. Naime, neka je у /: R 2 R 3 preslikavanje 
definisano sa

Neka je e3 = (0,0,l)e R 3. Skup P(e3,0) je ravan u R 3. Preslikavanje ф slika R 2 bijektivno 
na ravan P{e3,0). Preslikavanje n: P(e3,0) —> R 3 definisano sa

je bijektivno preslikavanje ravni P(e3,0) na sferu 5(0,1) iz R3. Preslikavanje п se naziva 
sferna projekcija ravni P(e3,0) na sferu 5(0,1) iz R 3.

Kompozicija л° у/ je bijektivno preslikavanje skupa R2 na sferu 5(0,1), 5(0,l) c  R3.
Na sferi 5(0,1) može se posmatrati metrika d koju indukuje metrika iz Euklidovog 

vektorskog prostora R3. Metrika d se zove tetivnom metrikom sfere 5(0,1).
Ako je p(x,_y) = d((7i ° ^){х),(л ° џ\уУ), x , y e R 2, tada je sa p definisana metrika 

na R - . Metrika p se naziva tetivnom metrikom na R . Skup R sa topologijom koju rađa 
metrika p naziva se Rimapovom sferom. Otuda slijedi da se R 2 sa topologijom koju rađa 
metrika p topološki može identifikovati sa sferom 5(0,1) na kojoj topologiju rađa metrika 
d. Niame, preslikavanje л° у/ je homeomorfizam tih topoloških prostora.

Pokazuje se da je

2xl 2x2 |M|2 -1 Р (е „ 0 ) \М

e, = (0,0,1) , X  = OO

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija'
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2 х -  v

р{х,у) = 1 + И  ) џ + т

(ЧИГГ

/2

fl/2

, x , y e R 2

у -  OO
(7)

Iz (7) se vidi da je metrika p ekvivalentna metrici koju rađa norma ||J na R2. Otuda 
slijedi da su preslikavanja iz R2 u R2, koja su neprekidna u topologiji koju rađa metrika p 
takođe neprekidna u topologiji koju rađa norma |j| u R2. Važi i obrnuto.

Kako je R 2 kompaktan skup u odnosu na topologiju koju rađa metrika p, tada R2 
predstavlja kompaktifikaciju skupa R2 sa jednom tačkom. Kako je preslikavanje (p 
neprekidno na R2, njegovu neprekidnost je dovoljno ispitati u tačkama a i oo ako je <p 
simetrija u odnosu na kružnicu S(a,r) i u tački oo ako je ep simetrija u odnosu na pravu 
P(a,t). Da su navedene simetrije neprekidne u tačkama a i oo može se direktno dobiti iz (7) 
i definicija tih preslikavanja.

Iz naprijed rečenog slijedi da su simetrije ep homeomorfizmi skupa R2 u odnosu na 
tetivnu metriku.

Ubuduće ćemo za svako х e R2 koristiti oznaku ||xj| = |x|.

Na skupu R 2 se uvodi i takozvana sferna metrika. Naime, neka je ds = ——
l + \x\2

х е  R2, i у neprekidno-diferencijabilna kriva koja spaja tačke х, ,x2 e R 2. Tada se

L(y) = = J—И
у  у 1 +

naziva sfernom dužinom krive у .
Neka je dalje Г ~ \ y \ y  je neprekidno-diferencijabilna hiva koja spaja tačke xl i x2 . 

Sferno rastojanje tačaka x{,x2 e R 2 je

5'(x],x2) = inf L(y).уеГ

Pokazuje se da je za svako x,,x2 e R2 važi

\
2p(x,, x2) < s(xx, x2) < np{xx, x2),

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija1
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iz čega slijedi da su p  i 5 ekvivalentne metrike. Otuda slijedi da je sasvim svejedno u 
kojoj od njih će se ispitivati neprekidnost, odnosno konvergencija.

Definicija 3. Kompozicija konačnog broja simetrija u odnosu na prave i kružnice 
naziva se Mebijusovim preslikavanjem u R 2.

Za Mebijusova preslikavanja važi:

1. Svako Mebijusovo preslikavanje je homeomorfizam R na R .

2. Kompozicija dva Mebijusova preslikavanja je Mebijusovo preslikavanje.

3. Inverzno preslikavanje Mebijusovog preslikavanja je Mebijusovo preslikavanje 
(ako je <p = epx o <p2 o ■ • • o (pm , gdje su ep, simetrije, tada je cp~x = <pm ° • • • o cp2 o <px).

4. Identično preslikavanje R 2 na R 2 je Mebijusovo preslikavanje.

Iz 2, 3 i 4 slijedi da skup svih Mebijusovih preslikavanja sa operacijom kompozicija 
preslikavanja čini grupu.

Definicija 4. Opštom Mebijusovom grupom nazivamo grupu svih Mebijusovih 
preslikavanja definisanih na i?2. Oznaka: Gm (r 2).

Razmotrimo sada neke primjere Mebijusovih preslikavanja.

Primjer 1. Translacija х в х  + а, a e R 2 je Mebijusovo preslikavanje. Ona se može
I | 2  1 п

prikazati kao kompozicija simetrija u odnosu na ravni (х • a) = 0 i ( х -a)-
\a\

Primjer 2. Rastezanje х h-> k ■ х, k > 0 je Mebijusovo preslikavanje. Ono se može 
prikazati kao kompozicija simetrija u odnosu na sfere 5(0,1) i s(o,y[k).

Primjer 3. Preslikavanje y/(x) = r ■ x + a je Mebijusovo preslikavanje. Za njega važi 
daje ep = у/ o (p * оу/~', gdje su ^  i ф* redom simetrije u odnosu na kružnice S(a,r) i S(0,1).

Teorema 1. Svaka Euklidova izometrija u R2 je kompozicija ne više od dvije 
simetrije u odnosu na prave.

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija’
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Dokaz: Pošto je svaka simetrija u odnosu na pravu izometrija, dovoljno je razmotriti 
izometriju ep za koju je cp(0)=0. Za nju važi

I <p(x) I = I <p(x) -  0 1 = || <p(x) -  <p(0) I = U х -  0 1 = I х I 

2(^(x)-<p(.y)) = l^(x)||2 + | | ^ ) | | 2 - \(p{x)-(p{y)f  = | |x f  +|| y f  - \ \ x - y f  =2(x-y),

tj. čuva dužinu vektora i skalarni proizvod. To znači da su vektori (p{ex) i
(p{e2) ortogonalni, pa su i linearno nezavisni (e,=(l,0), e2 =(0,l)). Kako ih ima 2, 
oni obrazuju bazu vektorskog prostora R2. Tada je za svako х = (х1;х2)е Л 2

cp (х) = A, -<р(ех) + Л2 - ep (e2), Л1,Л2 e R.

Otuda je

{<р{х)-<р{е1)) = Л1 i {cp (х) • ep (el)) = (х • e() = х ,, р а је Л ,= х ,, / = 1,2. 

Na taj način dobij amo da važi

ep(х) = 2, • ep(e,) + Л2 ■<p{e2) - x l ■ ep(ex) + x2 - ep(e2) za svako х e R2,

tj- <P(:xx ■ ex + x2 •e2) = x, -(p{ex) + x2 •<p(e2). To pokazuje da je cp linearno preslikavanje R2

na R2. Ako je A matrica preslikavanja cp u odnosu na bazu e] ,e2, to je A = 

<p(x) = х ■ A . Dalje je

V (e ,)Л
v^(o).

pa je

A ■ A =
' {(p{ex)-(p{ex)) {(р{ех)-ср(е2) ) Л Ј { е х -ех) (e ,-e2)^ 
{<p{e2)-(p{e i)) {(p{e2)-(p{e2))) Це2 -е,) (e2 -e2\

'1 (T 

чО b
= E.

Dakle, matrica A je ortogonalna.
Sada dokažimo da je cp kompozicija ne više od 2 simetrije u odnosu na prave.
Neka je ax = cp(ex) - e x. Ako je ax ^О, uzmimo da je y/x simetrija u odnosu na 

ravan P(a, ,0), a ako je ax = 0 neka je ц/х identično preslikavanje. Tada je ц/х {(p{ex)) = ex. 
Preslikavanje <px = ц/х ° cp je izometrija i <p, (o) = 0, <px (e,) = ex.
Neka je dalje a2 = <p,(e2) - e 2. AJko je a2 Ф 0 uzmimo daje y/2 simetrija u odnosu na 

pravu P{a2,0), a ako je a2 = 0 neka je ц/2 identično preslikavanje. Neka je (p2 =y/2°cpx. 
Tada važi: <p2 je izometrija, cp2 (0)=0, cp2(ex) = ex i (p2{e2) = e2. Prema već dokazanom cp2 
je linearno preslikavanje, pa je cp2 identično preslikavanje i. Dakle, у/2°Џг\ °<P = i, tj.
<P = W\ ° Vi • □

Iz teoreme 1 slijedi daje svaka izometrija u R2 Mebijusovo preslikavanje.

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija'
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Teorema 2. Preslikavanje ф je Euklidova izometrija ako i samo ako se može 
predstaviti u obliku <p(x) = х • A + x0, gdje je A  ortogonalna matrica, a x0 e R2.

Dokaz: Neka je ep Euklidova izometrija. Tada je i <p(x)-<p(o) Euklidova
izometrija, pa se kao i u dokazu teoreme 1 može zaključiti da je matrica preslikavanja 
^/(х) = (p(x) — ^?(0) ortogonalna, tj. i/r(x) = x-A, gdje je A  ortogonalna matrica. Otuda 
slijedi daje  ep (x)=xA+<p (0).

Neka je sada <p(x)= x-A + x0, x e R 2, gdje je Л ortogonalna matrica i x0 e R2. 
Tada je ||^ (x )-^ (iy)|| = | |x -T -_ y -^ ||- |;(x -^ )-T || = |jx—iy{|, jer A  čuva dužinu vektora. 
Slijedi da je ep Euklidova izometrija. □

Teorema 3. Svaka simetrija mijenja orijentaciju i čuva ugao.

Dokaz: Neka je cpa simetrija u odnosu na pravu P(a,t), to jest
Фа(х) = x -2[(x- a * . Diferenciranjem dobij amo

i _ ^ l _

(P'a M  =

\a

■ 2 axa2

■ 2 ахаг
\a

I _
\a

pa je (p'a(x) = E - 2 - Q a> gdJe Је

a  =

a2
1 |2 1 1 2\a\ \a\
ax ■ a2 «22

1 I2 1 I2| a\ \a\

Primijetimo daje Q2 =Qa. Otuda je

v'AA■ E  W)r =(?>; (x))! = Ф  -  2. a  )г = £  -  4 ■ a +4 • a = £

Dakle, <p'a(x) je ortogonalna matrica. Otuda slijedi daje (pa konformno preslikavanje.
Neka je D{a) = d e t^ (x ). Tada je ±1 = £>(а)^0. Međutim, D(a) je neprekidna 

funkcija iz R 2 \ {n}. Pošto je R 2 \ {n} povezan skup, to je D{a) stalnog znaka u R2 \ {o}. 
Za a = e] imamo d a je  <p(x],x2) = (-х , +2t,x2), pa je D(a) = det^ 'fl (х) = -1 . Odavde

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija'
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zaključujemo da je D(a)< 0 za svako аФ 0. Dakle, svaka simetrija u odnosu na ravan 
mijenja orjentaciju.

Analogno rasuđivanje primjenjujemo i u slučaju simetrije u odnosu na kružnicu.

Neka je cp simetrija u odnosu na kružnicu 5(0,1), tj. <p(x) = . Tada je za х ф 0
|x|

<p'(x) =

X ,  - X , 2 -  2 x , x 2 ( 1 2x,2 - 2 x , x 2 л

1 l4 i 14 I I 2 I I 4 i 14
X r X  X X

-  2 x j X 2 2 2 Xj -  x 2 -  2 x j X 2 1 2 x 2
1 I4 1 I4 1 I4 i 12 i 14
|x| И ) 1 f I FI |x| )

gdje je
f v 2 x,x2

X to 1 I2|x|

xtx2 X2
1 |2 1 I2|x|

odakle kao u prethodnom slučaju slijedi da je ср'(х) ■ (<р'(х))1 = Е> pa je cp konformno

preslikavanje. Kako je D -  det <p’(x) = —\  <0, to cp mijenja orijentaciju. Dokaz za slučaj
|x|

simetrije cp u odnosu na S(a,r) dobijamo primjenom jednakosti cp = у/ o cp * °y/~x, gdje je cp* 
simetrija u odnosu na kružnicu S(0,1) a y/(x) = r -х + а (primjer 3). □

Iz prethodne teoreme slijedi da proizvod parnog broja simetrija čuva orijentaciju, a 
proizvod neparnog broja simetrija mijenja orijentaciju.

Dakle, Mebijusovo preslikavanje u R 2 je konformno preslikavanje. Važi i obrnuto 
(pogledati [18]).

Definicija 5. Mebijusova preslikavanja iz GM[R2 
grupu koju ćemo zvati Mebijusovom grupom. Oznaka: m (r

koja čuvaju orijentaciju čine 

)•

Mebijusova preslikavanja slikaju kružnice i prave u kružnice ili prave (pogledati [3] 
ili [18]). Zbog toga ćemo, radi kratkoće izlaganja, ubuduće koristiti termin "kružnica" za 
označavanje kružnice ili prave. Pri tome ćemo kružnicu S(a,r) zvati Euklidovom kružnicom 
ili prosto kružnica tipa S(ap-).

Teorema 4. 'Neka je cp Mebijusovo preslikavanje i Z proizvoljna kružnica. Tada je 
cp(Z) kružnica.

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija1
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Dokaz: Kružnica X predstavlja skup tačaka х iz R 2 definisan sljedećom
jednačinom:

s\x\~ -  2(x ■ a) +1 = 0 s , t e R ,  a e R 2. (8)

Po dogovoru uzimamo da z= co zadovoljava jednačinu (8) ako i samo ako je e - 0. Ako

je х 6 I .  tj. ako х zadovoljava jednačinu (8), stavljajući у = х* = - ^у ,  dobijamo
|x|

e - l ( y  ■ a) +t\y\~ =0, što je jednačina sfere Z,. Ako je <p*(x) = x* dobijamo da je 
<p*(z)cE,. Analogno razmatranje pokazuje da je <p*(Z,)cZ. Dakle, ^*(Z) = E,. 
Saglasno (4) i koristeći prethodno rečeno vidimo da je <p(z) kružnica kada je ep simetrija 
u odnosu na Euklidovu kružnicu. Ako je ep simetrija u odnosu na pravu iz R 2, lako se vidi 
daje  <p(z) kružnica. Takođe je pri preslikavanju ср(х) = кх, k >0, <p(z) kružnica. Kako je 
Mebijusovo preslikavanje proizvod simetrija to dolazimo do traženog rezultata. □

Svako Mebijusovo preslikavanje ep definisano na R 2 na jedinstven način se može 
proširiti do Mebijusovog preslikavanja ф definisanog na R 3. Naime, neka je 
x = (x1;x2) х e R2 i x = (x ,,x 2,0), х e R3. Za svako preslikavanje ep definisano na 
R2 neka je preslikavanje ep definisano na R 3 na sljedeći način: ako je ep simetrija u 
odnosu na S(a,r), a e R 2, tada je ep simetrija u odnosu na S(a,r), a ako je ep simetrija u 
odnosu na tada je ep simetrija u odnosu na P{a,t).

Ako je x e R 2 i y = <p(x) tada je

i > *2 »0) = (ki, k 2 »0) = (<р(х)У . (9)

Ako R3 identifikujemo sa R 2 х R l , tada (9) možemo zapisati u obliku 
ф{х,0) = (<p(x),0).

Pošto je svako Mebijusovo preslikavanje ep definisano u R 2 proizvod konačnog 
broja simetrija cpr  tj. ep = <p, ° (p2 o ... o cpm, tada Mebijusovo preslikavanje

<р = јГ?, o^2 o...o фт predstavlja proširenje preslikavanja ep sa R 2 na R 3 u smislu (9).

Definicija 6. Puankareovim proširenjem preslikavanja (p e Gm [r 2) naziva se 
preslikavanj e ep e GM (j?3).

Ako su <р,ц/ g Gm (^2), tj. <p = <p,° ...°(pm i у  = ° ... ° y/k , to je Puankarevo
proširenje za <p ° у/ preslikavanje

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija'
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(P ° r i"  =(Pl ° - c P , ° f !  ° - 0^ ) '  =P| ° - o p ,  = p o ^ .
Otuda slijedi daje preslikavanje ep џ> injektivni homomorfizam Gm {r 2) u Gm (r 3 ).

Ako je ep simetrija u odnosu na sferu S(a,r), a e R 2, to je

Џ{у) -  ^  W  = r 2 \(y -  а)" -  (х -  a j  | = r : 

2 \У -  X|

1 2 ( x - a ) ( y - a )  1
у/2

+ •
( y - a |2 |x -  a\~\y -  a\2 |x - a |2

= r
\x -  a\\y -  a\

, x ,y  e R ,

Џ{у)-(р{х\

\у~А \x -  a\y -  a\

Označimo j-tu komponentu od cp(x) sa [<p(x)]y. Pošto je ćp(x) = d + r 2 (х -  d)*, to je

м л r х,
OL = п + ;— zr

х -  a\

i i2\y — х
Lako je sada pokazati daje 1------ — invarijanta preslikavanja <p .

Узхг
Neka je <p simetrija u odnosu na ravan P(a,t), a e R 2. Ona je Euklidova

I I2
izometrija, pri čemu je [<p(x)]3 = x3. Otuda slijedi da je i u ovom slučaju —— ~

УзХ 3
I I2\y -  X

mvarijantno za <p. Otuda dalje slijedi da je J------ — invarijantno u odnosu na sva
|з*з

Puankareova proširenja. Kao neposrednu posljedicu te invarijantnosti dobij a se da je za 
svako cp&Gm [r 2) Puankareovo proširenje <p izometrija prostora H 3 = { x e R 31 x3 > o)

\dx\
snadbjevenog metrikom p  koja se definiše formom dsx -  -—1.

x3
Prostor H 3 predstavlja model hiperboličkog prostora sa hiperboličkom metrikom 

p .  Prostor (H 3, p ) služi za izučavanje podgrupa grupe Gm [r 2). Naime, obrazujući za 
svako ep iz podgrupe G grupe GM(i?2) Puankareovo proširenje, tada grupu G možemo 
izučavati kao grupu izometrija u H 3.

Kvaternion je kompleksna matrica drugog reda oblika

w
z

( 1 0 )

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija"
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Skup svih kvaterniona označavamo sa H. Sabiranje i množenje kvaterniona 
obavljamo kao sabiranje i množenje matrica. Za skup H  važi:

1) H  je Abelova grupa u odnosu na sabiranje.

2) H \ {o} je grupa u odnosu na množenje.

3) H  je realni vektorski prostor s bazom

'1 0 '

v0 h
i = i 0" 

0 - i  J J =
0 1

•1 0
Л

U 0 J

Primijetimo daje:
i2 = j 2 = k2 = - 1; i - j  = k; j - k  = i; k ■ i = j; 
ј  i = k - j  = -i; i-k = - j .

Skup kvaterniona sadrži kopiju C, zato što preslikavanje х + i ■ у  х Л + у  - i 
iz C u H  čuva sabiranje i množenje.
Ako je u (10) z = x + i ■ у  a w = u + i ■ v , dobijamo

q = (х • 1 + у  ■ i) + (u ■ j  + v ■ k) = (х • 1 + у ■ i) + (u ■ 1 + v • i) ■ j  , q e H . ( П )

Uzimajući u obzir (11), podesno je (kvaternion) q zapisati u obliku q = z + w ■ j  . Proizvod 
dva takva izraza (kvaterniona) tada je definisan na sljedeći način:

(Z1 + W1 -J)-(Z2 + W2 -J) = (Z1 ' Z2 ~ W\ •W2)+(Z, ■W2 +Wl -ž2) - j .

U slučaju da su z i w iz C, tada je

ј  ■ Z = Ž ■ j', (z + w ■ j)(ž -  w ■ j)  = ( |z|2 + |w|2 ).

Posljednja jednakost omogućava nalaženje inverznog kvaterniona, tj.

(z + w- j)~1 = ■ Z-2.......J_ , gdje je det(z + w ■ j )  = \z\2 +\u>\2.
\z\ + w

Ako R 2 posmatramo kao kompleksnu ravan C, tada nam algebarska struktura od 
C daje mogućnost da Mebijusova preslikavanja izučavamo pomoću algebarskog jezika. 
Identifikujemo tačku ( x ,y , t )eR 3 s kvaternionom

x+yi+tj, (12)

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija'
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a proširenu kompleksnu ravan Ć = Cu{co} indentifikujemo sa R 2. Tada u terminima 
kvaterniona imamo H 2 = {z + tj | z e C , t  > 0}, pri čemu granica od H 3 u R 3 skup Ć . 

Mebijusova preslikavanja za C obično se uvode kao preslikavanja oblika

g(z )
az + b 
cz + d ’

a ,b ,c ,deC ,  a d - b c ^ O (13)

Uslov ad -  bc ф 0 garantuje da g nije konstanta, tj. da c i d nijesu istovremeno

jednaki nuli. Na taj način g je definisano na C za c—0 ina  C V -  d ako je сф 0.

( -  d \  aUzimamo daje  g(co) = co za c—0, a g ----  =oo i g(oo) = — za сф 0.
V c ) c

Dakle, g je uzajamno jednoznačno preslikavanje C na sebe. Pokazuje se da je g ~1 
preslikavanje oblika preslikavanja g. Skup M  preslikavanja oblika g čini grupu u odnosu 
na kompoziciju preslikavanja. Pokazuje se daje M  = м [ ћ 2).
Kvaternion (12) se može zapisati kao z + t j , gdje je z = x + iy. Tada je Puankareovo 
proširenje g od g dato formulom

g(z + tj) =
(iaz + b)(cz + d) + act2 + I ad -  bc I tj

cz + d\ I 12 2+ c t
(14)

Skup regularnih matrica tipa 2x2  s elementima iz C čini grupu u odnosu na 
operaciju množenja matrica. Ona se naziva opštom linearnom grupom i označava sa
g l (i ,c ).

Podgrupa SL(2,C) grupe GL(2,C), čiji elementi su kompleksne matrice A  za koje 
važi da je det(T) = 1, naziva se specijalnom linearnom grupom.

f,
Svaka matrica A =

V1 d
iz grupe GL(2,C) indukuje preslikavanje g A(z) = az

cz + d
S a ■

Neka je Ф :A \-^gA preslikavanje saGl(2,C) na grupu M  . Lako se pokazuje da je 
§ а{§в{2))= § ab(z\  z e C , gdje je AB  proizvod matrica A  i B . Otuda slijedi da je Ф 
homomorfizam grupe GL(2,C) na grupu M. Kako se jezgro K  homomorfizma Ф sastoji iz 
matrica A e GZ(2,C)za koje je ф(А)= g A(z) = i-(z), gdje je L (z) = z , za svako z e C , to je

K = Ker Ф =
a (Л 
0 a

аФ 0>. Otuda slijedi da je grupa M  izomorfna sa GL(2,C)/K.

Jezgro restrikcije Ф na SL(2,C) je K0 -  K n  SL(2,C)= {/,-/}. Kako je GL(2,C)/K
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izomorfno sa SL(2, C)/{l,-l),  to je M  izomorfno sa SX(2,C)/{/,-/}. Dalje će nam biti 
potrebne sljedeće dvije funkcije definisane naM:

trače2 (g) * Ч а )
det(^)

gdje je A =
b\

dj
odgovarajuća matrica (predstavnik) za g i

det( A ) = a d - b c ,  tr{A) = a + d ,  ||Л|| = V j/U i], [A,A] = tr{AA* )= \а\г + |Z>|2 + |c|2 + \d\

л - - { л )
Ca
yb d j

Kako izučavamo Mebijusovu grupu M, a M  je izomorfna sa SL(2,C)/{/,-/}, to 
će nam ubuduće tr2{g) označavati trače2 (g), jer je tr2 (g) = trače2 (g) za g e M  .

Neka je O proizvoljna oblast iz Ć. Bijektivno preslikavanje <p:0->0  zove se 
automorfizam oblasti O . Lako se pokazuje da skup svih automorfizama oblasti O, u 
oznaci Aut O, čini grupu u odnosu na operaciju kompoziciju preslikavanja.

Ubuduće ćemo za oznaku grupe upotrebljavati oznaku koja se odnosi na skup te 
grupe. U prethodnom dijelu teksta to je već rađeno za Mebijusova preslikavanja.

Kanoničnom oblašću zvaćemo jednu od sljedećih skupova: jedinični krug 
A = {z| |z| <l}, kompleksnu ravan C i proširenu kompleksnu ravan Ć = R 2.

Poznato je daje  svaki konformni automorfizam kanoninče oblasti neko Mebijusovo

preslikavanje, tj. preslikavanje oblika UZ + ^ , gdje je a d - b c  Ф 0.([18]).
cz + d

Takođe je poznato ([18]) da su grupe konformnih automorfizama kanoničnih oblasti 
u oznaci Aut(.) sljedeće grupe:

Aut A je ■ w
1 — w z

w e A, в e [0,2тг)

AutC = {az + b I a e C \ {o}, b e c } ;

AutČ = M .

Iz prethodnog slijedi da su Aut A i AutC podgrupe Mebijusove grupe AutC = M .
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1.2. DINAMIČKI SISTEMI

Postoje dva tipa dinamičkih sistema: tok i kaskada.

Definicija 1. Algebarska struktura (DM,°), gdje je ° kompozicija preslikavanja, a 
DM = jg'jg' su preslikavanja defmisana na skupu M, t e R ili t g R+ , zove se tokom ako je:

1. g °= lM-identično preslikavanje
2. gt+s=gtogs zasvako t,s g R (t,s g R + ).

Lako se vidi da ako je u toku t e R ,  tada je tok grupa, a ako je t e R +, tada je tok 
polugrupa.

Ako se u definiciji 1 skupovi R i R + zamijene sa skupovima Z i Z +, redom, dobija se 
diskretni dinamički sistem koji se naziva kaskadom.

Dalje navodimo neke karakteristične podgrupe grupe Mebijusovih preslikavanja M  
koje će nam u ovom radu biti potrebne. One su podgrupe grupe AutA.

Naime, Н в = js f  (z) = 

podgrupa grupe AutA.

z + ае'в 
1 + ае~,в z

e ( - l , lH , 0 e [0,7г) fiksirano, je hiperbolička

P‘ =\s l ( z )  =
(u + i)z ■ ue iB

- { u -  i)+ue 1в z
\u e (- co,+co)l в € [0,2лг) fiksirano, je parabolička

podgrupa grupe AutA

Е ч = _ ^ - h \ 2eie) z - z 0^ - e ie)C u — A---*6 --
(l- e w)z + eie- \

в  g [0,2^) >, z0 g Д fiksirano, je eliptička

podgrupa grupe Aut A.

Navedene podgrupe predstavljaju dinamičke sisteme-tok.
Za nas će biti interesantni sljedeći dinamički sistemi-kaskade:

Neka je g e Н в ,g ф i, 0 <9 < n , proizvoljno. Tada je (H eg °) jedna hiperbolička kaskada, 
gdje je H* = {gn\neZ ] ,  gn = g ° g o... o g, g° = /д, a g~n = g~' o g’1 0... o g~ \n e N. Lako 

se vidi da skup H eg u odnosu na operaciju kompoziciju preslikavanja čini cikličnu 
podgrupu hiperboličke grupe Н в , odnosno grupe Aut A.

Neka je g e Р в,g ф i,0 < 9 < 2 л , proizvoljno. Tada je (Pg parabolička kaskada, gdje je

p/  = f e l” e Z }> S" = g°g° - - - °g ,  8° = g~a = g '1 °8~' ° . . . °g~ \n  e N.  Skup Р° u 
odnosu na operaciju kompoziciju preslikavanja čini cikličnu podgrupu paraboličke grupe 
Рв, odnosno grupe Aut A.
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U ovom poglavlju ćemo razmatrati odnos između nekih algebarskih pojmova i 
geometrijskih ideja koja se tiču nepokretnih tačaka. U početku ćemo o tom odnosu 
govoriti uopšteno , pa se nećemo ograničavati na Mebijusova preslikavanja.

Neka je X  neki neprazan skup. Permutacijom skupa X  zvaćemo uzajamno 
jednoznačno (bijektivno) preslikavanje X  na samog sebe. Tako na primjer, simetrija u 
odnosu na sferu S{a,r)a R 2 je permutacija skupa R 2.

Nepokretna tačka permutacije g -.Х-^-Х je tačka x e l  za koju je g(x) = x. Ako 
je х nepokretna tačka za g, govorićemo da g ostavlja nepokretnom (fiksnom) tu tačku. 
Skup permutacija skupa X  čini grupu u odnosu na kompoziciju preslikavanja. Neka je G 
grupa permutacija skupa X. Stabilizatorom tačke х е Х  u G naziva se skup 
Gx = {g eG\ g(x) = х}. Lako se pokazuje da je Gx podgrupa grupe G. Orbitom (ili G-

orbitom) tačke х naziva se skup G(x)= {g(x)e X\ g e g }. Postoji prirodno pridruživanje 
između skupova lijevih klasa G/G x i orbita G(x). Ako su g i h elementi iz G, tada je 
h(x) = g(x) ako i samo ako je hGx = gGx. Iz prethodnog tvrđenja slijedi da je hGx i-> h(x) 
uzajamno jednoznačno preslikavanje sa G /G x na G(x). Iz iskazanog takođe slijedi da 
lijeve klase hGx predstavljaju skup svih elemenata g e G  koji preslikavaju x u  h(x).

Dvije podgrupe G0 i G, grupe G su konjugovane ako postoji h e G  tako da važi 
G0 = hGxh~x. Kako g fiksira х ako i samo ako hgh~x fiksira h(x), to je G^x) =hGxhx. Otuda 
slijedi da акох i у imaju jednake orbite, tada su Gx i Gy konjugovane podgrupe grupe G .
Konjugovane podgrupe su izomorfne. Nas će prije svega interesovati geometrijsko dejstvo 
podgrupa iz M. Uopšte, mi ćemo dalje dati rezultate u oblicima koji su invarijantni u 
odnosu na konjugovanje.

Neka je Fg skup svih nepoketnih tačaka za g. Ako je gh = h g , tada je

« ( n ) = U  i h{F')=F'.  (15)

Naravno, ako je х e Fh tada je h(g(x))= g(h(x))= g(x), tj. g(x )eF h. Znači 
g{Fh) c F h. Zamjenjujući g sa g _1 dobijamo g '1 (Fh) c f t , odakle slijedi da je Fh e  g(Fh), 
pa je g(Fh)= Fh. Analogno dobijamo da je h(Fg)= Fg. Kasnije ćemo vidjeti da u slučaju 
kada je G grupa Mebijusovih preslikavanja važi i obrnuto tvrđenje.

Vratimo se sada izučavanju preslikavanja iz M. Mebijusovo preslikavanje g u Ć 
može imati ili jednu ili dvije nepokretne tačke ili je identično preslikavanje. Ovo daje jednu 
klasifikaciju preslikavanja iz M. Međutim, može se dobiti detaljnija klasifikacija 
Mebijusovih preslikavanja grupe M  koristeći se nepokretnim tačkama njihovih 
Puankareovih proširenja. Ta nova klasifikacija je invarijantna u odnosu na konjugaciju. Na 
taj način se dobija bolja (finija) klasifikacija koja daje klasifikaciju po konjugovanim 
klasama.
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Uvodimo normalizovana Mebijusova preslikavanja. Naime, za proizvoljno 
k e C ,  k Ф 0, neka je mk(z) = kz a k o je k ^ l  i m} (z) = z +1. Ova preslikavanja nazivaju 
se standardnim formama. Primijetimo da za svako k  (uključujući k = 1) važi

f r 2K ) = k + (16)

Ako je g e M, g ф i, tada ili g ima u Č tačno dvije nepokretne tačke a,  /3 ili 
jednu nepokretnu tačku a.  U posljednjem slučaju izabraćemo tačku /? koja je različita od 
a . Neka je sada h Mebijusovo preslikavanje za koje je h(a) = oo, h{/3) = 0 i h(g{fi)) = 1 
ako je g{j3) ф јЗ . Tada je

hgh 1 (oo) = OO hgh~]{ 0) fO, g(j3) = j3
U  g ( P ) * P '

Ako g fiksira a  i ЈЗ, tada hgh"' fiksira 0 i oo, pa je hgh~l =mk za neko 
k ф 1. Ako g fiksira samo a , tada hgh"1 fiksira samo oo, pri čemu je hgh~x (o) = 1, pa je 
hgh~x = m]. Ovo pokazuje da je svako Mebijusovo preslikavanje g e M ,g  ф i ,konjugovano 
jednoj od standardnih formi mk . Ovo omogućava da se jednostavno dokaže sljedeći 
rezultat.

Teorema 1. Neka su f , g e M , f ž i  i g Ф i . Tada su /  i g konjugovani ako i samo 
ako tr2( f ) = t r 2(g).

AJco s u / i  g konjugovana preslikavanja, tada ćemo to zapisivati sa /  ~ g .

Dokaz: Da iz f  ~ g  slijedi tr2 ( / )  = tr2(g) dobija se na osnovu poznatog rezultata iz 
teorije matrica.

Neka je sada tr2( /)  = tr2(g). Kako su /  i g konjugovani nekim od standardnih 
formi, neka je /  ~ mp i g ~ m q. Tada je tr2(mp)= tr2( f )  = tr2(g)= tr2(mq), pa iz (16) 
slijedi da je p = q ili p - \ .  Kako je mp ~ m , (što je trivijalno za p -  1, a ako je p Ф1 tada

P

je hmph ^ = m ^ ,  gdje je h(z) = - —), tada je m ~m  . Kako je konjugovanje relacija
— V
P

ekvivalencije, slijedi daje /  ~ g .□

Sada ćemo klasifikovati Mebijusova preslikavanja iz M  u terminima nepokretnih
Л -

tačaka u R njihovih Puankareovih proširenja. Prirodno je prvo početi izučavanja 
nepokretnih tačaka u slučaju standardnih formi. Koristeći (14) (iz poglavlja 1.1) dobij amo
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mk (z + tj) = kz + \k\tj, k Ф 1; mx (z + //') = z +1 + tj.

л -
Ovo omogućava nalaženje nepokretnih tačaka za svako mk u R . Očigledno važi

1) mx fiksira co, ali ne fiksira druge tačke u R3;
2) mk , gdje je \k\ Ф 1, fiksira 0 i oo, ali ne fiksira druge tačke u i?3;
3) u slučaju mk, |k| = 1, k ф 1, skup nepokretnih tačaka je {tj | t e  r }kj {oo}.

Definicija 2. Neka je g, g ф i , Mebijusovo preslikavanje izM  Kažemo da:
1) g je paraboličko ako g ima samo jednu nepokretnu tačku u C (ili što je 

ekvivalentno daje g ~ mx);
2) g je loksodromsko ako njegovo Puankareovo proširenje g ima tačno dvije 

nepokretne tačke u R3 (ili što je ekvivalentno da je g ~ mk za neko k, |k| ф 1);
3) g je eliptičko ako njegovo Puankareovo proširenje g  ima beskonačno mnogo 

nepokretnih tažaka u R (ili što je ekvivalentno da je g ~ m k, za neko k, 
Ш = 1, к ф  1).

Klasu svih loksodromskih preslikavanja moguće je razbiti na dvije podklase u 
zavisnosti da li ima invarijantan krug ili ga nema.

Definicija 3. Neka je g loksodromsko preslikavanje, g se naziva hiperboličkim 
Mebijusovim preslikavanjem ako je g{D)- D , za neki otvoreni krug ili poluravan D iz Ć. 
U protivnom ćemo reći da jeg  strogo loksodromsko Mebijusovo preslikavanje.

Data klasifikacija Mebijusovih preslikavanja invarijantna je u odnosu na 
konjugovanje. Teorema 1 omogućava da se dokaže tvrđenje kojim se pomoću tr2{g) 
ustanovljava kojoj klasi pripada Mebijusovo preslikavanje g e M . Naime važi

Teorema 2. Neka je g, g Ф i Mebijusovo preslikavanje. Tada važi

1) g je paraboličko ako i samo ako je tr2{g) = 4;
2) g je eliptičko ako i samo ako je tr2 (g) e [0,4);
3) g je hiperboličko ako i samo ako je tr2(g)e (4,co);
4) g je  strogo loksodromsko ako i samo ako je tr2(g)<£ (0,co).
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Neka je g paraboličk Mebijusovo preslikavanje sa nepokretnom tačkom a. 
Tada je za neko h, h(a) = co, \hgh~'\z) = z + t , t *  0. Otuda slijedi da je 
[hg"h~'\z) = z + nt, n e N ,  pa je g n(z) = h~'(h(z)+nt), n e N .  Otuda se lako vidi da 
(hg"h~ % )  -»co, kada и-»оо, za svako z e Ć , iz čega dalje slijedi da za paraboličko 
Mebijusovo preslikavanje g je gn(z) -» a, kada n -» co, za svako z e Ć .

Ako preslikavanje g nije paraboličko , tadag ima dvije nepokretne tačke , npr. a  i 
P . Za neko h je Л(а) = оо i h{p) = 0, paje  (hgh~]\z)  = tz, t ф 0Д, iz čega slijedi da je 
[hgh~'\z) = tnz, n e N, tj. g ”(z) = h~'(tnh(z)), n e N .

Ako je preslikavanje g loksodromsko, tj. |f| ф 1, a z ф a  i z ф p , tada je g " (z )* a  i 
g" (z) ф P , n e N  . Iz naprijed izloženog sada nije teško vidjeti da g n (z) konvergira ili a ili 
P,  kada и -* oo. Ako recimo g n(z ) - ^a ,  n -> co, z ć Ć \ { p ] ,  tada se « naziva 
privlačećom (atraktivnom) nepokretnom tačkom za g , dok se p  zove odbijajućom 
(repulzivnom) tačkom za g. Tada je g~n(z) -> P, n -> oo, za svako z e Ć \ { a ) .

Ako je g eliptičko Mebijusovo preslikavanje (\t\ = 1), tada g ima invarijantni krug. U 
suštini proizvoljan krug, u odnosu na koji su tačke a  i p  inverzne, jeg-invarijantan krug i 
svaka orbita koja je definisana (određena) za stepen g mora da leži na jednom od tih 
krugova.

Iz naprijed izloženog dobijamo sljedeće tvrđenje:

Teorema 3. 1) Neka je g e M  paraboličko Mebijusovo preslikavanje sa
nepokretnom tačkom a.  Tada g ”(z)-> a, n ->• co, za svako z e Č , gdje je konvergencija 
ravnomjerna na svakom kompaktnom podskupu iz C \ {a}.

2) Neka je g e M  loksodromsko Mebijusovo preslikavanje. Tada jedna od 
nepokretnih tačaka ili a  ili p , naprimjer a,  posjeduje svojstvo g n(z)->a, n —»oo, za 
svako г Ф р ,  pri tome je konvergencija ravnomjerna na proizvoljnom kompaktnom 
podskupu iz Č \ {p}.

3) Neka je g e M  eliptičko Mebijusovo preslikavanje sa nepokretnim tačkama a  i 
P . Tadag ostavlja invarijantnim svaki krug u odnosu na koji su a  i p  uzajamno inverzne 
tačke.

Iz teoreme 3 slijedi da je za g e Н в , g ф i ili е'в ili -  е1в privlačeća (atraktivna)
tačka za g, tj. ili g" — e'^ili gn — ~е1в, gdje je K kompaktan podskup od Д. Ako je е‘в

к к
privlačeća tačka za g tada je - е ‘в odbijajuća (repulzivna) tačka za g, odnosno - e w je 
privlačeća tačka za g 1. Dalje , iz teoreme 3 slijedi daje е'в privlačeća (atraktivna) tačka za
g e P * ,t j .  gn — е‘в, gdje je K je kompaktan podskup od Д.

к
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1.3. GEOMETRIJA HIPERBOLIČKIH I PARABOLIČKIH KASKADA

Neka je da  = —-—Ц- hiperbolički elemenat dužine luka u A . Ako
1 — |z|

je7 = [z € A I z = z(t), t e [a,b\ } neprekidno-diferencijabilna kriva, tj. z = z(t) = x(t)+iy(t), 
gdje su x(t),y(t) neprekidno-diferencijabilne funkcije na [a,b], tada se hiperbolička 
dužina Л(у) krive у  računa na sljedeći način:

Л(у)= \d a  =
Г r 1 — N

T dt, (17)

z '(') = Ј Ш + Ш . t e \a, b\

Nekaje w = <&(z) = &'в Z _a , a e A,
1 - u z

npr. [9]) važi sljedeća jednakost:

в  e [0,2zr). Po Švarc-Pikovoj lemi (pogledati

|Ф 'И  _ 1
1- |ф (г Ј2 1 — |z|

z e  A . (18)

Iz (17) i (18) slijedi

4 ® W )=  1 Г 7 7 = 1 т т !т  = ^ )1 |w|  ̂1 z

Znači, hiperbolička dužina krive у je invarijanta elemenata grupe 

ae  A,0 e [0,2лг)1.Aut A = i е1в Z _a I 
1 -  az

N ekaje /г, 0 < r < 1, segment [o,r] sa x-ose, tj. lr = {z e A\z(t) = t + iO, te [0 ,r ] |
r

Hiperbolička dužina segmenta lr je Л(1Г)= [-----
n i  - t

dt 1 1 + r
7 = ~ ln ----- . Ako je у proizvoljna

2 1 — r
neprekidno-diferencijabilna kriva koja spaja tačke 0 i r,  tada je:

{z e AI z = z{i)= x(t)+ iy(t), t e [ 0,r]}
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dx 1 + r
1 - r М!Л

Znači, dobijamo d a je  Л{1г)<Л(у) za svaku neprekidno-diferencijabilnu krivu у iz 
A koja spaja tačke 0 i r . Jednakost važi ako i samo ako je y{t) = 0 na [0,r].

Iz prethodnog slijedi da najmanju hiperboličku dužinu od svih neprekidno 
diferncijabilnih krivih koje spajaju tačke 0 i r ima kriva-segment /г = [i0,r], i to je 
jedinstvena kriva sa tim svojstvom.

Neka su z, i z2 proizvoljne tačke kruga A i neka je đ>(z) = e'6 Z  — Zj 

1 -  ŽjZ
Tada je

ф(г,) = 0 i |Ф{z2) =
1 — z , z 2

r, 0 < r < 1. Kako je hiperbolička dužina krive у , koja

spaja tačke z, i z2, invarijantna u odnosu na Mebijusova preslikavanja kruga A na samog 
sebe, tada će najkraću hiperboličku dužinu imati kriva у  koja spaja tačke z, i z2 za koju je 
Ф(/) = [0,r]. Otuda je

2(r) = l(®(r)) = 2 (;,)= iln jii
2 1 - r

1 + Zl Z2

l ~ŽlZ2

1- Z, Z2
l - z , z 2

Znači, kriva koja spaja tačke z, i z2 i koja ima najkraću hiperboličku dužinu (između 
tačaka z, i z2) je kriva у čija je hiperbolička dužina

Л(у) =
1 +

Zl - z 2

l - ž , z 2

1 - Z, Z2
1 — Ž]Z2

Kako se segment [0,r] nalazi na x-osi, a x-osa je ortogonalna na kružnicu 5A:|z| = 1,
i kako Mebijusovo preslikavanje čuva uglove (to je konformno preslikavanje) a prave i 
kružnice slika u prave i kružnice, to je kriva у sa najmanjom hiperboličkom dužinom
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između tačaka z, i z2 ili prava ili kružnica koja je ortogonalna na kružnicu SA i prolazi 
kroz tačke z, i z2.

Definicija 1. Hiperboličko rastojanje između tačaka z, i z2 jednako je hiperboličkoj 
dužini geodezijske krive između tačaka z, i z2, tj.

dh(z i>z 2) = ^ ln
1 + Z] z 2

1 Z\Z2

1- z, — z2
1 -  ž, z2

z,, z2 A. (19)

Pokazuje se daje dh metrika na A (pogledati npr. [18]).

Definicija 2. L-kriva koja prolazi kroz tačke z, i z2 kruga A je neprekidno- 
diferencijabilna kriva koja spaja tačke z, i z2 i koja ima najmanju hiperboličku dužinu.

Pokazuje se (pogledati [5]) da su L-krive geodezijske krive kruga A za 
hiperboličku metriku koju rađa forma d a .

Iz prethodnog slijedi da su geodezijske krive u krugu A za formu da  dijelovi 
pravih i kružni lukovi kružnica koje su ortogonalne na kružnicu SA, a leže u krugu A.

Dijelovi pravih u krugu A su geodezijske krive ako i samo ako te prave prolaze 
kroz koordinatni početak, tj. ako i samo ako su prečnici kruga A.

Znači hiperboličko rastojanje između dvije tačke u A jednako je hiperboličkoj 
dužini dijela L  - krive koja spaja te tačke.

Definicija 3. Funkcija сг,: Д х A —>■ f?+ u  {o} definisana na sljedeći način:

, (z,, z2) —
1 -  ZjZ2

, naziva se pseudohiperboličkim rastojanjem između tačaka z, i z2iz A

a (zp z2) =

Iz definicije 2 i definicije 3 slijedi da je dh (z,,z2) = — ln- ~ ,Zl\ , odnosno,
2 1 - a }(zI, z2)

2dh(zl,Z2) _ J
2dh{zi ,z1) + 1

= th(d h (z,, z2)).

Skup Dh (z0, r) = (z g A | dh (z, z0) < r}, 0 < r < +c» , zove se hiperboličkim krugom sa 
centrom u tački z0 e A i hiperboličkim poluprečnikom r.

Skup a(z0 , r,) = {z g AI сг, (z, z0) < r,}, rx g (0,l) zove se pseudohiperboličkim krugom 
sa centrom u tački z0 i pseudohiperboličkim poluprečnikom r,.
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Lako se vidi da je A(z0,r,) = Dh(z0,r), gdje je r} =thr.
Pokazuje se da je pseudohiperbolički krug A(z0, /ј) Euklidov krug

D(c,R) = \z e a \\z - c\< Ri, gdje je c -
1 -r, \z, a ' zo R =

l - k
1 21 |2 1 
l - ' i  Fo

r, ■

Hiperbolička metrika na krugu A daje Puankareov model geometrije Lobačevskog, 
(pogledati [3], [5] ili [8]).

Definicija 4. Kružnica koja leži u A a sa SA nema zajedničkih tačaka naziva se 
ciklom u A.

Ciki predstavlja granicu hiperboličkog kruga u A.

Definicija 5. Kružnica koja leži u A i sa SA ima jednu zajedničku tačku naziva se 
oriciklom u A.

Definicija 6. Prečnici kruga A i krive u A koje su kružni lukovi kružnica iz C koji sa 
SA imaju dvije zajedničke tačke, nazivaju se hiperciklom u A.

Definicija 7. Skup čiji su elementi hipercikli koji imaju dvije zajedničke tačke sa SA 
zove se pramenom hipercikla.

Lema i . ([5]) Skup čiji se elementi nalaze na konstantnom hiperboličkom rastojanju 
od hipercikla H  je hipercikl koji pripada pramenu hipercikla koji je definisan 
hiperciklom H.

Lema 2.([5]) Neka je p  hiperboličko rastojanje hipercikla H  od prečnika P kruga A.

Tada je ugao koji zaklapaju hipercikl H  i prečnik P a = ----arctg ef t  +2р4л

Lema 3. Skup Aн(в,г)= Џ  Dh{ade,r\ re(0,+oo), je oblast kruga A ograničena sa
ae(-U)

dva hipercikla koji su na hiperboličkom rastojanju r od prečnika А д kruga A koji spaja 
tačke е,в\ - е >в. Ti hipercikli sa SA imaju zajedničke tačke е'в \ - е ' в .

Lema 3 je direktna posljedica leme 1.
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Lema 4. Aн (в, r) = Џ  g(Д(0, th r)\ r e (0,+co).
g*H°

Ako je za svako g e H 9 g(A) - A ,  A c  Д , tada se kaže da je A stabilizirajući 
skup za grupu Н в.

Lema 5. Za svako g e H °  je g(Ag) = A e , tj. prečnik je stabilizirajući skup 
hiperboličke podgrupe H ° .

Lema 6. Skup Ан (в,г),г e (0,+oo), je stabilizirajući skup za hiperboličku grupuН в .

Leme 5 i 6 neposredno slijede iz definicija grupe Н в i skupova Afl i Ад (<9,r), kao i 
svojstva da elementi hiperboličke podgrupe Н в čuvaju hiperboličku metriku.

Neka je hea , a  e f  n  
'~2’ 2

, tetiva kruga A koja sa prečnikom А  ̂ u tački eid

zaklapa ugao a . Sa А(0,а) označimo Štolcov ugao kruga A čiji su kraci tetive h9a i h9_a , a 
sa a {0,cp\ ,<p2 ) označimo Štolcov ugao kruga Д čiji su kraci he i h9 a tjeme tačka

е1в e дА .

Lema 7. Za svako a e f  n
2 2

a  e

postoje r e (0,+co) i rx e (0,l), takvi da je 

|z - e ,6l| < r]|nA(6>,tz)cz |z | |z - e 'e| <г1|п Д н (б,,г). Za svako re(0,+oo), postoji 

, tako daje Д „ ( ^ / ) с Д  {д,а).n  л
2 2

Lema 7 direktno slijedi iz leme 2.

Lema 8. Skup Ар(в,г)= [ЈТ) f ae" '  ----- ,r
ae(-co,+co) \̂ Cl I

i0 : __i0

, r g (0,l), je oblast kruga Д ograničena
/

sa dva oricikla koji prolaze kroz tačku elb i tačke thre'9 i -thre'9 redom. Za proizvoljno 
r e (0,l) oricikli i oblast ДP{0,r) su invarijantni u odnosu na preslikavanja iz grupe P9.

Definicija 8. Skup čiji su elementi oricikli koji imaju jednu zajedničku tačku sa дА 
zove se pramenom oricikla.
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Lema 9. ([5]) Skup čiji se elementi nalaze na konstantnom hiperboličkom rastojanju 
od oricikla O je oricikl koji pripada pramenu oricikla koji je definisan oriciklom O.

LemalO. Ар{в,г) = |^р(д(0,/7гг)), r e (0,+oo).
geP°

Lema 11. Skup Ар(в,г\  r e (0,+co), je stabilizirajući skup za paraboličku grupu Рв .

Leme 10 i 11 neposredno slijedi iz definicije grupe P 9 i skupa Ap{0,r\ r e (0,+oo), kao i 
svojstva da elementi paraboličke grupe Р в čuvaju hiperboličku metriku.

Označimo sa O: = \ z e Д z — e 
2

i6

Lema 12. Neka je g e Р в . Tada je g"(o) e O9 za svako n e N .  .

Lema 12 neposredno slijedi iz definicije grupe Р в i skupa O9.
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2. NORMALNE FAMILIJE I NORMALNE FUNKCIJE

U poglavljima 2.1, 2.2 i 2.3 se daju poznati rezultati za familije normalnih 
meromorfnih funkcija, normalne meromorfne funkcije kao i za meromorfne funkcije koje 
su normalne na hiperboličkim podgrupama grupe AutA, a koje imaju nepokretne tačke na 
дА. Većina tih rezultata je data sa dokazima s ciljem da se ukaže na tehnike koje se koriste 
u njima, kao i da se obezbijedi kompletnost izložene teorije. Služe i za upoređivanje 
novodobijenih rezultata sa njima.

Naši rezultati su dati u poglavljima 2.4 i 2.5. Posebno ističemo rezultate iz poglavlja 
2.5. Naime, u tom poglavlju se pokazuje da su klase meromorfnih funkcija koje su 
normalne na polugrupama grupe AutA šire od dotada proučavanih klasa normalnih 
meromorfnih funkcija, kao i da za njih važe slični rezultati koji se odnose na do tada 
izučavane klase normalnih meromorfnih funkcija. Takođe se dokazuje, u poglavlje 2.4 da se 
klase meromorfnih funkcija normalnih na cikličnim podgrupama hiperboličkih i 
paraboličkih grupa poklapaju sa klasama meromorfnih funkcija normalnih na samim 
hiperboličkim i paraboličkim grupama, koje su izučavane u ([8]) i ([13]).

2.1. NORMALNE FAMILIJE FUNKCIJA

Neka je G proizvoljna oblast kompleksne ravni C , i 3  = {/(z)} proizvoljna 
familija funkcija f : G  -» Ć . Konvergencija familije 3  izučava se u odnosu na tetivnu 
(ili sfernu) metriku p(x,y), x,y  e Ć, koja je definisana u poglavlju 1.1 I glave.

Definicija 1. Za niz funkcija ( f n(z)), f n(z)e 3, n = 1,2,... kaže se da ravnomjerno 
konvergira u oblasti G funkciji / 0(z), ako p ( f n(z),f0(z))—> 0, kada n-> oo, ravnomjerno 
na svakom kompaktu K, K a  G , tj.

(Vff > 0)(3V = V(f))(Vn > V)(Vz e к){р(/п (z), / 0 (*)) < s ) .

Definicija 2. Familija 3  = { /(4 ) se naziva normalnom familijom u tački z0 e G , ako 
svaki beskonačni niz {/„(c)} funkcija iz 3  sadrži podniz \ f  (z)} koji ravnomjerno 
konvergira funkciji / 0 (z) u nekoj okolini U tačke z0.

Definicija 3. Familija 3  se naziva normalnom familijom u oblasti G, ako je ona 
normalna u svakoj tački z0 e G  .

Definiciju 3 je dao G. Žilia ([15]).
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Definicija 4. Familija 3 je normalna familija u oblasti G ako svaki beskonačni niz 
i j ' M )  funkcija /„(z)e  3, n = 1,2,...,sadrži podniz ( /Иј (z)) koji ravnomjerno konvergira u 
oblasti G meromorfnoj funkciji f 0 (z).

Definiciju 4 je dao P. Montel ([15]).

Iz definicija 1, 2, 3 i 4 slijedi ekvivalentnost definicije 3 sa definicijom 4. Za 
normalnost familije 3  date tim definicijama uobičajeno je da se kaže da je to normalnost 
familije 3  u smislu Montela.

Lema 1. Familija 3 neprekidnih funkcija /  u oblasti G je normalna familija u toj 
oblasti ako i samo ako je ravnomjerno neprekidna u svakoj tački iz G, tj.ako i samo ako za 
svako s > 0 i svako z0 eG  postoji okolina U tačke z0 d a je  p ( f ( z ) , f ( z 0)) < s  za svako 
z € U i za svako /  e 3 .

Lema 2. Familija 3  holomorfnih funkcija /  u oblasti G je normalna familija u toj 
oblasti ako i samo ako je ravnomjerno ograničena u oblasti G, tj. ako i samo ako za svaki 
kompakt K, K a  G , postoji konstanta M  = М(к),  0 < M  < +co takva da je |/(z)j < M  za 
svako z e K i svako f  e 3 .

Dokazi lema 1 i 2 mogu se naći u ([15]).

Definicija 5. Sfernim izvodom za meromorfnu funkciju /(z ) , koja je definisana u 
oblasti G kompleksne ravni C, naziva se funkcija

/ 4 gH / 'W ( 1+|/ ( zI 2) >

ć i V
U polovima meromorfne funkcije /  po definiciji se uzima da je f # (z) = (z)

1 f  )

Sferni izvod je prvi definisao A. Ostrovski ([17]), i koristio ga je za izučavanje 
normalnosti familija meromorfnih funkcija.

Kasnije sferni izvod postaje jedan od osnovnih objekata teorije meromorfnih 
funkcija, pomoću kojeg se izučavaju svojstva tih funkcija.

Sljedeće tvrđenje je u literaturi poznato kao Martijev kriterijum za normalnost 
familije meromorfnih funkcija. On daje potreban i dovoljan uslov za normalnost.

Teorema 1. (Martijev kriterijum) Neka je 3  familija meromorfnih funkcija 
definisanih u oblasti G. Familija 3  je normalna u oblasti G ako i samo ako je familija
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{ /#(z)| / е з }  ravnomjerno ograničena u oblasti G, tj. ako i samo ako za svaki kompaktan 
skup K, KczG,  postoji М  = М{к), 0 < M < +co, da je za svako / е З  i svako z e K  

M.

Dokaz: Neka je familija 3  normalna u oblasti G i pretpostavimo da familija 
{ f #(z) I /  e з} nije ravnomjerno ograničena u oblasti G, tj. da postoji kompaktan podskup
E od G i postoji niz (zn\  zn eE ,  n - 1,2,..., i /„ (z )e 3 , n =1,2,..., takav da važi

l im /#(z„) = +co (1)

Ne mijenjajući mnogo niz (zn), možemo dobiti da f m{zn) ^  co za svako m, n i 
zn— z0, z0 e E i / n(zn) -> w, gdje je vv kompleksan broj ili w = co. Primijetimo da 
je funkcija f §(z) neprekidna u svim tačkama gdje je f ( z )  regularna. U polu z0 funkcije

f ( z )  uzmimo d a je  f ( z )  ■ 1

<p(z Y
gdje je <p(z)

f  (z) -> f ( z ) ravnomjerno u krugu |z -  zQ
£

\z -  z0 \ < —. Na taj način dobij amo

regularna u z0. Pretpostavimo da podniz 

<б.  Tada / л' (z)-» / '(z )  ravnomjerno u

fn„ (z) = f (z) + °(i); (2) = / '( z)+ o to  kada P  -> °°»

iz čega se dobij a

1 / 'И + ° 0 )
1 + (j/(z)l + °(1))

l / ' ( ^
1+|/ ( гГ

+ o(l) = 0(l), p->
b
2

a to je kontradikcija sa (1). Analogno dobij amo protivurječnost ako

ravnomjerno u krugu |z -  z01 < б .
Pretpostavimo sada daje

_1__ J _
fnp iz) / ( г)

/*{*)■
i+ l A zY

< М ,  f ( z ) e  3 , |z - z 0|< b . (2)

Tada za z = z0 + ге,в, 0 < r < б, dobij amo
r. I f ' ( z 0 + р е ‘в )|

arctg\f{z) -  arctg\f(z0] < J—j - j ---------^тг • dp < Мб.
oJ l + \ f [ z0+pe 'o)\
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Prvo pretpostavimo daje |/(z 0)|< l i izaberimo б < —  . Tada je
MM

arctg\f(z\ + = \f(z) < VŠ, z - z n < <5.

Analogno, ako je |/(z 0 )| >1, tada je arcfg|/(z) > ^ , pa slijedi |/ (z j  > za |z -  z01 < б .Na 

taj način, ako je uslov (2) ispunjen u krugu |z - z 0|< A , tada imamo |/ ( z | < 7з ili

(/(z))-1 < V3 u z - z n < ■
6M

. Za dati niz /„(z) funkcija iz 3  koje zadovoljavaju uslov (2)

možemo naći beskonačni podniz [fn (z)) za koji je

ili

' ш У  ^

(3)

(4)

Iz (3) zaključujemo da postoji podniz f n̂  (z) = gp(z) koji je konvergentan u svakoj tački 

niza (zm) svuda gustog u \ z - z 0\< S .  Lako se provjerava da niz (gp(z)) ravnomjerno 
konvergira na |z - z 0|<<5. Neka su zx, z 2,. . . ,zN N  tačaka iz svuda gustog niza (zm) u

|z -  z01 < S takvih da za svaku tačku z iz \ z - z 0\<S  važi |z -  zv\ < . Pošto je niz (gp(z))

konvergentan u svakoj od tačaka zx,z2, . . . ,zN, to važi

(V^ > 0)(3/70 e N )(Vp, q > p 0) \gp(z)-  g? (z„ |  < ~s,  v  = 1,2,...,N .

Tada za z e Об(z0)= \z\ |z - z 0|<ć>] izaberimozv tako da bude |z - z J <  £ . Tada
12M

dobij amo

gp (z ) = fnn (z ) -> / ( 4  z ^ O s (z0).

Analogno ako je ispunjen uslov (4), možemo naći podniz (fn (z)) takav da
V

fn„ (4)"' ( / ( 4 Г  u skupu Об (z0) .□

Navedeni dokaz je iz ([10]). Dokaz Martijevog kriterijuma može se naći i u [19].

Definicija 6. Neka je 3  familija funkcija definisanih na krugu A. Za familiju 3 
kaže se da je invarijantna familija grupe Aut A ako je /  ° g e 3  za svako /  e 3  i za 
svako g ^ Aut A.
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Teorema 2. Familija 3 meromorfnih na krugu Д funkcija, koja je invarijantna u 
odnosu na grupu Aut A, normalna je na Д ako i samo ako postoji konstanta M, 
0 < M < +co, daje / #(0 )< M  za svako / е З .

Dokaz: Neka je 3 familija funkcija meromorfnih na krugu Д , koja je invarijantna i 
normalna na krugu Д u odnosu na grupu Aut A. Tada iz teoreme 1 ovog poglavlja slijedi 
da za svaki kompaktan skup K, K c  Д , postoji M -  М(к),  0 < M  < +оо, da je za svako 
/ е З  iza  svako z e K  f #{z)<M. Uzimajući za K = {o}, dobij amo da je / #(o)<M za 
svako f  e 3 .

Neka je sada 3 invarijantna u odnosu na grupu Aut A familija meromorfnih na Д 
funkcija za koju je f #(o)<M, 0 < M < +<x>, za svako /  e 3 . Kako je f  ° g e 3  za svako 
g e Aut A, tada je ( / ° g ) #(o)<M  za svako f e  3  iza svako g e Aut A. Otuda je

(/°g)*(0) = (l-|w |2) / #(w)<M , w e Д, f e  3, (5)

Jer Је
g(z) = e'e Z , w e A, в e R.

1 -  wz

Neka je sada K  proizvoljan kompaktan podskup od Д . Tada iz (5) dobijamo

/ #(z)< — z e K ,  f e  3.
\-\z\

Otuda je

f* (z )< C < +  oo, z e K ,  f e  3, (6)

M  ( , ,2 \gdje je C = — , t/ = minll- z I 0 < Ј < 1 .ге/Г v y

Iz (6) i teoreme 1 slijedi da je 3  normalna familija meromorfnih funkcija na krugu Д.П

Teorema 3. Neka je 3  familija holomorfnih funkcija na oblasti G, G c C .  Ako 
svaka funkcija familije 3  ne uzima dvije vrijednosti iz C, tada je 3  normalna familija.

Teorema 4. Neka je 3  familija meromorfnih funkcija na oblasti G, G c C  . Ako 
svaka funkcija familije 3  ne uzima tri vrijednosti iz C, tada je 3  normalna familija.

Teorema 5. (Teorema Gurviča) Neka je 3  normalna familija meromorfnih funkcija 
u oblasti G i neka je w e C tako da je f ( z)  ^vv za svako z e G . Tada za svaku meromorfnu
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funkciju /  za koju postoji niz ( fn), / л е З ,  n e  N, koji na kompaktima K, K c  G, 
ravnomjerno konvergiraju funkciji /  važi: ili je /(z )  ф w za svako z e G  ili je f{z)  = w
na G.

Dokazi teorema 3 ,4  i 5 mogu se naći u ([15]) ili u ([19]).

Definicija 7. Tačka z0 e G  se naziva iregularnom tačkom familije 3  ako familija 3 
nije normalna u tački z0 u smislu definicije 2.

Lema 3. Ako je z0 e G  iregularna tačka familije 3  meromorfnih funkcija na G, 
tada postoji niz (/„), f n e 3, n e  A, takav da funkcije f n, n e N  u okolinama 
O(z0), O(z0) c= G, tačke z0 uzimaju sve vrijednosti iz Ć, osim eventualno dvije vrijednosti 

a,beČ.

Lema 3 je direktna posljedica teoreme 4.

Lako se vidi da funkcije fn, n e N ,  iz leme 3, u okolinama O(z0), O(z0)<^G, 
tačke z0 uzimaju beskonačno puta sve vrijednosti iz Č, osim eventualno dvije vrijednosti 
a,beČ.

Lema 4. Familija 3  je normalna u oblasti G ako i samo ako u G nema iregularnih
tačaka.

Lema 4 direktno slijedi iz definicija 3 i 6.

2.2. NORMALNE MEROMORENE FUNKCIJE U ODNOSU NA GRUPU AUTA

Normalne meromorfne funkcije prvi su izučavali japanski matematičari K. Josida 
([20]) i K. Nošira ([16]).

Rezultati koje su za te funkcije dobili finski matematičari O. Lehto i K. V. Virtanen 
([12]) stimulisali su mnoge matematičare da ih intezivno izučavaju (pogledati ([14]),
([19])).

U ovom poglavlju daćemo rezultate koje su za normalne meromorfne funkcije 
dobili O. Lehto i K. V. Virtanen u ([12]) i V. I. Gavrilov u ([7]).

Definicija 1. Meromorfna funkcija / : Д -» C je normalna na krugu A ako je 
0rbAu,J = { f  o ф\ cp e Aut A } normalna familija funkcija na krugu A u smislu definicije 3 
(odnosno definicije 4), tj. u smislu Montela. Oznaka: /  e .
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Znači, će nam ubuduće predstavljati oznaku za skup svih meromorfnih funkcija 
na krugu A, koje su normalne na tom krugu u smislu definicije 1.

Iz teoreme 3 prethodnog poglavlja i definicije 1 slijedi da su funkcije holomorfne 
na A koje ne uzimaju dvije vrijednosti iz C normalne funkcije na A. Otuda dalje slijedi 
da su ograničene po modulu holomorfne funkcije na A normalne funkcije na A. 
Obratno tvrđenje ne važi (pogledati ([14]) ili ([19])).

Teorema 1. (Teorema Lehto-Virtanena ([12])) Za meromorfnu funkciju /  na krugu 
A sljedeći uslovi su ekvivalentni:

(i) /  e  Ас ;
(ii) sup(l- |z|21/#(z )< C f < +co.

zeA

Dokaz: Kako je orbAutJ  invarijantna familija meromorfnih funkcija na krugu A u

odnosu na grupu Aut  A i kako je za ep e Aut  A, cp{z) = е‘в Z W , w e A, 0 e R,
1 - w z

( / ° g ) #(0) = (1- | 4 2) / #(w)- (7)

tada tvrđenje teoreme 1 direktno slijedi iz (7) i teoreme 2 prethodnog poglavlja.

Ako se u definiciji 1 krug A zamijeni prosto povezanom oblašću G, dobijamo 
meromorfne funkcije koje su normalne na G. Za te funkcije važi tvrđenje teoreme 1 kada 
se A zamijeni sa G (pogledati ([12])).

Dalje u ovom poglavlju dajemo rezultate V. I. Gavrilova iz ([7]).

Definicija 2. Niz (zn), zn e A, n e N ,  je i3-niz za funkciju / : A -> C ako 
zadovoljava sljedeće uslove:

1) Hm|z„| = 1;
п—>00

2) za svaki podniz (znj) niza (zn) i svako £->0 funkcija /  na U A k . s )
IceN

beskonačno mnogo puta uzima sve vrijednosti iz C osim eventualno najviše dvije.

Iz definicije 2 direktno slijedi daje  svaki podniz (z ) P-niza (zn) funkcije /  sam 
za sebe P-niz funkcije/:

Lema 1. ([7]) Neka je (zn)P-niz funkcije /  : A -» Ć. АЈсоје (z'n) n izu  krugu A za 
koji je limdh(zn ,z'n)= 0, tada je (z'n) P-niz funkcije f.
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Dokaz: Iz lim dh (zn, z'n) = 0 i lim Iz 1 = 1 slijedi daje lim Iz'1 = 1.
rt—>oo rt—>co rt—>oo '

Neka je(z 'j )proizvoljni podniz niza (z’n) i s > 0  fiksiran broj. Iz uslova \\mdh{zn,z'n) = 0

dalje slijedi da postoji K, K e N, da za svako k > K hiperbolički krug Dh

rt—>oo
/
z»t ’ 2 sadrži

član z„t niza (zn).Podniz (z„J niza (z„) jeP-niz funkcije / , ј е г ј е  (zn)P -n iz z a /  Otuda 

slijedi da funkcija /  na (ЈД , z„k,— beskonačno mnogo puta uzima sve vrijednosti iz Ć,
keN

osim eventualno najviše dvije. Kako je Dh Znt ’ 2 Dh[z'n >£\  za k>  K,  tada funkcija /

na skupu ( j£ )A(zj, ,£■) beskonačno mnogo puta uzima sve vrijednosti iz Ć osim
keN

eventualno najviše dvije. Time je pokazano da proizvoljni podniz (z' ) niza (z ') ima 
svojstvo 2) iz definicije 2. Otuda slijedi daje (z ') P-niz funkcije /□

Ističemo da se P-nizovi mogu definisati za proizvoljne funkcije /  : Д —> Ć . Tada bi 
lema 1 važila za proizvoljne funkcije.

Teorema 2. ([7]) Meromorfna funkcija /  : Д —> Ć u krugu A ima P-niz ako i samo

(8)
ako je

tj. ako i samo ako f  <£ ■

lim sup (l -  \z\ ) / # (z) = +oo, 
bH

Dokaz: Neophodnost. Neka je (wn) P-niz funkcije/u krugu A . Tada u svakoj okolini

tačke 0 podniz [ f ° g w ) niza [ f ° g w 1 g w (z)= -  , n e N ,  uzima beskonačno
" l-w „z

mnogo puta sve vrijednosti iz Ć, osim eventualno najviše dvije. Otuda i iz leme 3 
prethodnog poglavlja slijedi da je 0 iregularna tačka familije orbAutAf ,  tj. / г з \ [ ,  odakle i
iz teoreme 1 ovog poglavlja slijedi (8).

Dovoljnost. Neka je (z„) niz iz A koji zadovoljava uslov (8), tj.

lim ll-lz I J / #(z J  = +co. (9)

Dokazaćemo da je (z„) P-niz za funkciju f. Pretpostavimo suprotno, tj. da (zn) nije P-niz 
za f. Tada postoji s > 0 tako da u svakom hiperboličkom krugu Dh(zn,e), n e  N, funkcija/

ne uzima tri iste vrijednosti iz Ć. Otuda slijedi da niz ( /  ° £z„) gZl (z) = Z. l n , n e  N,
1 -z„z

na krugu D(0,s ) ne uzima tri vrijednosti iz C, odakle na osnovu teoreme 4 prethodnog
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poglavlja slijedi da je {/ °g ,J  n e vv} normalna familija na D(0,e). Tada iz Martijevog
kriterijuma za normalnost meromorfnih funkcija (teorema 1 prethodnog poglavlja) 
slijedi da za kompaktan skup K c  D(0,s), 0 e K ,  postoji M >  0 daje

( / ° g." ')H{z)<M, z e K , za svako n e N  .

Specijalno je

( / o g ,  )* (o) < M  < +oo, n e N . ( 1 0 )

Kako je ( /  ° )# (o) = f*  (zn )(l -  \zn |2) n e N ,  to (10) protivurječi (9), čime se dobija da
je (zn) T-niz za funkciju f  □

Iz dokaza teoreme 2 slijedi sljedeće tvrđenje:

Posljedica 1. Neka za niz (zn), zn e A, n e N ,  i meromorfnu na Д funkciju /  važi 

limfl -  \zn 12 (zn) = +co. Tada je (zn) T-niz funkcije f.

Obrnuto tvrđenje posljedice 1 ne važi. To pokazuje primjer meromorfne funkcije

1
Ж )  = ехр -  ехр

V v l - Z ) J
iz [7],

Za dokaz naredne teoreme 3 potrebno je sljedeće tvrđenje:

Lema 2. ([7]) Za svako M > 0 i proizvoljne tačke a,b e Д za koje je dh(a,b)<M,
vazi

— —̂ (l-|Z>|2)< l- |t f |2 <(l + a w)(l-|h |2) ( 1 1 )

gdje je aм
2 thM  

T - th M

Teorema 3. ([7]) Da bi niz (zn), zn e Д, n e N ,  takav da limlzl = 1, bio P-niz

meromorfne na krugu Д funkcije /  potrebno je i dovoljno da postoji niz 
(тЛ £n > 0, n e N ,  lim sn = 0, daje

( i \ \
lim sup (l - |z |2
n~>CO\ D h(z „,s „)

= 00. (1 2 )
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Dokaz: Dovoljnost. Neka važi (12). Tada postoji niz (z '), z'n e Dh (zn,en), n e  N, da 

je lim(l -\z'n 12 ) / #(zj,) = +co. Tada iz posljedice 1 slijedi daje  (z ') P-niz z a /  Otuda i iz leme 

1 slijedi daje i (zn) P-niz za/
Neophodnost. Pretpostavimo da je (z„) P-niz za /, a da za (z„) ne važi (12), tj. da

važi

lim sup (l -  |z|2 ) / #(z)
n_MV* (*„.*.)

< M < +co (13)

za svaki niz (<£■„), £n > 0, n e N ,  takav da je lim р.п -  0
/2->со

Za svaki podniz (z^Jniza ( z j  funkcija /  na » 4  0<£-<+oo, uzima
keN

beskonačno mnogo puta sve vrijednosti iz Ć, osim najviše dvije. Kako je niz (z„) sam za 
sebe podniz, naprijed rečeno važi i za sam niz (zn). Otuda slijedi da familija 
{ / ° g zJ  n e N } nije normalna na krugovima P>(0,r) za svako r e (0,l), jer je tačka z - 0  
iregularna tačka za familiju { / °  g zJ  n e N }. Iz Martijevog kriterijuma za normalnost 
familije meromorfnih funkcija slijedi da postoji niz (z'), lim z j= 0 , da je

k —> oo

° Szk )# (z 'k) = °°- Neka je sada (z-n) proizvoljan niz za koji je 0 < s n <l, n e N ,

lim£-n =0 i neka je e'n =th п1 — |z„,
- £ n, n e N .  Tada je lims' = 0 i postoji N  e N  da

\ - s l \ z 'n \ n I
je za svako n > N  z /  e D(0,<), tj. n > N. Ako je

wn = tada je wn e Dh(z„t ,£п] Koristeći nejednakost (11) iz leme 2

dobijamo da je lim(l-|wn|2) / #(vrn)= oo, wn e Dh[z4 , f n]j n> N, što je suprotno sa (13). 

Znači, važi (12). □

Teorema 4. ([7]) Neka za meromorfnu funkciju /  : A -> Ć važi lim f { zn) = a, a  e Č ,
/2 —>oo

zn e Д, n e N ,  limlzj = 1. Ako postoji niz pozitivnih brojeva (An), limc5'„ = 0, takav da
п—>00 n—>00

u svakom hiperboličkom krugu Dh (zn,б ), n e N ,  postoje tačke z' da je | / ( z ') -  a\ > £, za 

svako n e N ,  ako je c reC , odnosno | f(z'n )| < — za svako n e N  ako je a  = oo, gdje je 

£ > 0, tada niz (zn) sadrži podniz koji je P-niz za funkciju/.
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2.3. NORMALNE MEROMORFNE FUNKCIJE U ODNOSU NA
HIPERBOLIČKE, PARABOLIČKE I ELIPTIČKE PODGRUPE GRUPE AUT Д

V. I. Gavrilov i E. F. Burkova u ([8]) definišu i izučavaju klasu meromorfnih na 
krugu A funkcija normalnih u odnosu na podgrupu Н в, в  e [о,тг) fiksirano.

Definicija 1. Meromorfna funkcija /  na disku A pripada klasi „ ako je 

°rbHof = { / ° <p|ep e Н вЈ ,  normalna familija na A u smislu Montela.

Sljedeća tvrđenja daju potrebne i dovoljne uslove da meromorfna funkcija /  
pripada klasi 9јн0.

Teorema 1. Meromorfna funkcija /  na jediničnom disku A pripada klasi %Сн о ,  

0 e [0,;г) fiksirano, ako i samo ako za svako r, 0 < r < + o o ,  postoji konstanta 
Cf (r), 0 < C / (r)<+co,  daje sup (l- |z |~ )/#(z) = СДг)< +oo.

z e A „ (e ,r )

Teorema 2. Meromorfna funkcija /  na jediničnom disku A pripada klasi 9јн<),
ве[0,7г) fiksirano, ako i samo ako funkcija / n i  u jednoj oblasti A н (д,г\  0 < r < + o o ,  
nema P-nizova.

Dokazi ovih teorema su dati u ([8]).

U([8]) se pokazuje da su klase 9јн0, в e [0,л") fiksirano, šire od klase Takođe je 
pokazano da funkcije iz klase 9{_н0 imaju ista granična svojstva kao i funkcije iz klase 7/.

G.D. Ljovšina u ([13]) definiše i izučava klase meromorfnih na krugu A funkcija 
normalnih u odnosu na podgrupe Рв i Ez° , в e [o,2л)  fiksirano i z0 e A fiksirano.

Definicija 2. Meromorfna funkcija/na jediničnom disku A pripada klasi ako 

je orbp„f = [ /  ° <p|<p e Рвj ' normalna familija na A u smislu Montela.

Sljedeća tvrđenja daju potreban i dovoljan uslov da meromorfna funkcija /pripada 
klasi 9ip0.
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Teorema 3. Meromorfna funkcija /  na jediničnom disku Д pripada klasi 
9tp0,9 e [0,2тг) fiksirano, ako i samo ako za svako r, 0 < r < +co postoji konstanta CAr),

0<Cf (r)<+co daje sup ( l- |z |2) /#(z) = Cf (r) < +co..
ze A p  (ć?,r)

Teorema 4. Meromorfna funkcija /  na jediničnom disku A pripada klasi „,
9 e [о,27г) fiksirano, ako i samo ako /  ni u jednoj oblasti Ap(9,r), 0 < r < +oo nema P- 
nizova.

Definicija 3. Meromorfna funkcija/na jediničnom disku A pripada klasi , 

20 e A fiksirano, ako je orb£Z0 f  = [/ o <p| ep e E z°\ normalna familija na A u smislu 
Montela.

Sljedeća tvrđenja daju potreban i dovoljan uslov da meromorfna funkcija /pripada 
klasi 9i£Z0

Teorema 5. Meromorfna funkcija /  na jediničnom disku A pripada klasi ,
z0 eA  fiksirano, ako i samo ako za svako r, 0 < r < +co postoji konstanta Cf (r), 

0 <Cf (r) <+oo daje  sup (l - |z |2) /#(z) = Cf (r) < +co.
z e D h (z0,r)

Teorema 6. Svaka meromorfna funkcija na jediničnom disku A pripada klasi fA[

Dokazi teorema 3, 4, 5 i 6 dati su u ([13]).
Eliptički slučaj nije interesantan zbog teoreme 6.

2.4. NORMALNE MEROMORFNE FUNKCIJE U ODNOSU NA HIPERBOLIČKE I 
PARABOLIČKE CIKLIČNE GRUPE

Za proizvoljni elemenat g e Н в ,g Ф i,0 < 9 < тс, neka je H eg = {g"| n e z}, gdje je 

gn = g o g o . . . o g , n e N , g °  = /д, g~n = g~l o g~' ° •.. ° g~], n e N. Lako se vidi da skup H g u 
odnosu na operaciju kompoziciju preslikavanja čini dinamički sistem - kaskadu, odnosno 
cikličnu podgrupu hiperboličke grupe Н в, odnosno grupe Aut  A.

Iz teoreme 3 poglavlja 1.7 slijedi daje  ili е1в ili -  e'^privlačeća (atraktivna) tačka za 
g, tj. za svako z e A limg"(z) = е'в ili limg"(z) = - е ‘в . Ako je е,в privlačeća tačka za g, tada

/ I —>oo n —> co

je - е ,в odbijajuća (repulzivna) tačka za g, odnosno - е ,в je privlačeća tačka za g -1.
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Neka je Ag(d,r) = Џ ^ ”(£>л(0,г)), r e (0,+oo).
neZ

Lema 1. Ag (в, r) = Џ Dh [gn (o), r \  r e (0,+oo)
neZ

Lema 1 direktno slijedi iz tvrđenja da je hiperbolička metrika invarijantna u odnosu 
na g e Aut A.

Lema 2. Za svako r e (0,+co) postoji r, e (0,+oo) daje  A н (в ,г )а  Ag(0,rl), dok je za 
svako r e (0,+oo) A Jf),r)<z A н {в,г).

Dokaz: Neka je z e A H{d,r). Tada postoji a e (0,+co) d a je  z e Dh{ae,e,r\  Kako je 
ае,в e А д i kako je g ”(0)e Л0 za svako n e Z ,  to postoji N e Z  da se ае,в nalazi između 
tačaka g N (o) i g N+1 (o) ili se poklapa sa jednom od njih. Neka je 0 < M  - d h (0, g(o)) < +oo. 

Tada j e M = dh(g" (0)g”*' fO)i neZ,pa je

dl,(gn(0 ) ,z)<dh{g"(0 ),aeiS)+dll{aeie, z ) < d N 4 0 l g h'"(0 ))+‘l h(aeM,z )< M  + r.

Znači, za svaku tačku z e Ан (в,г) postoji N e Z  da je

dh(gN {0),z)<M + r (14)

M  i r iz (14) ne zavise ni od z ni od N.
Kako je po lemi 1,

Ag(0,M + r)= \ j D h{gn(o\M + r) a Dh(gN (o),M + r)cz Ag(d,M + r), to je z e Ag(9,M + r).
neZ

Znači, uzimajući r, =M  + r, M  = dh(0,g(6)), dobijamo da je Ан (в ,г )а  Ag{d,rx).
Da za svako r e (0,+co) važi Ag(e,r)a  Aн (в,г) direktno slijedi iz leme 4 poglavlja 

1.3 I glave i leme 1 ovog poglavlja.D

Definicija 1. Meromorfna funkcija / :Д - » С  je normalna u odnosu na cikličnu 
grupu Hg ako je orbH„ f  = \ f  °<p\ °g"| n e  z) ,g  e Н в ,g ф i, normalna familija

na krugu Д u smislu Montela. Oznaka: /  e 9feg .
Iz definicije 1 poglavlja 2.3 i definicije 1 ovog poglavlja direktno slijedi da je 

$Снв ^ N i g , g e H 9, g Ф i, 0 <6 <л. Naš glavni rezultat u ovom poglavlja tvrdi da
je za svako g e Н в, g ф i, 0 <в <л, Х.но - Н . eg , tj. klase koje smo mi izučavali
poklapaju se sa klasama koje su izučavali Gavrilov i Burkova. Znači dovoljno je ispitivati 
normalnost u odnosu na proizvoljnu cikličnu podgrupu hiperboličke podgrupe grupe 
Aut Д.

Jela Šušić: "Dinamički sistemi i granična svojstva funkcija"



2. Normalne familije i normalne funkcije 40

Teorema 1. Za meromorfnu funkciju /  : A -> Ć sljedeća tvrđenja su ekvivalentna:
(i) / е < ;
(ii) Za svako r e (  0,+oo) postoji konstanta Cf (r), 0 <Cf (r)<+oo, d a je

sup II
д ,(в,гУ

gdje je g e Н в, g ^ i, 0 < в < л .

A )T { z ) ^ c f{r)

Dokaz: (i) => (ii). Neka je Tada po Martijevom kriterijumu (teorema 1,
poglavlje 2.1) za svaki kompakt K, K a  A, postoji konstanta Cf (K), 0 < Cf {K)< +oo, da

Je ( /  ° g ” )# (z) < Cf  (к), n e  Z, z e K. Otuda slijedi da za proizvoljno r, e  (0,+oo), postoji 
konstanta C7 (d  ̂) = C7 (r,), 0 < Cf  (д. ) < +oo, da je

sup_ ( f ° g n) \ z ) < C / (rl). (15)
(n ,:)eZxD n

Kako je

( / (16)

i kako za proizvoljne w e Ag(&,r) postoje z e Dh(0,r) i n e Z  da je w = g"(z), to iz (15) i 
(16) slijedi da za svako r e (0,+oo) postoji r, e (0,+oo)da je

sup (1
we Ag(e,r) IS .z

sup
]e H t xDh{0„

sup_ ( l - \ z \X f°g nJ(z)< sup__
(n,z)eZxDn (n,z)£ZxOn

(ii) => (i). Neka za svako r e (0,+oo) postoji konstanta Cf  (r), 0 <Cf (r) < +oo, da je

sup li

Kako za svaki kompakt K, K c  A, postoji r e (0,+oo) daje K a  Dh(0,r), i kako je
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| / 'И 4 ), sup ( / •  g")*(z)= sup
{n , z ) eZxDh{0,r) ( n , z ) eZxDh (0,r) j _|_\ f i g n ( z ) \

И ( 4

| / V ( 4 )  i - И Т  (g-(z)= sup ------^ -----!------
(n , z) eZxDh(o,r) j +  m g " | z )jj 1 -  |z| уц е А г^ ) у

= sup
“sas(M1 + |/ ( u)| 1
zeD h(0,r) ' Ј  4  71

1 - \u\
1 - |z|

<

s  c , ( +  — L s  C/W - - г - ^ п  = м(г)1 - 2  l~C (r)
< +oo,

gdje je C(r) = шах |z|, 0 < C(r) < 1, to iz prethodno dobijene ocjene i Martijevog 

kriterijuma za normalnost familije funkcija slijedi d a jе /  e .□

Teorema 2. Neka je в, 0 < 6 < к ,  fiksirano. Tada je Ai e = Aieg za svako 

g e Н в, g ф i, tj. meromorfna funkcija /  :Д -+ C je normalna u odnosu na hiperboličku 
grupu Н в, О<0<7г, ako i samo ako je normalna u odnosu na proizvoljnu cikličnu 
podgrupu H eg, g e Н в, g ф i , grupe Н в, 0 < в < п .

Teorema 2 direktno slijedi iz teoreme 1 poglavlja 2.3, teoreme 1 i leme 2 ovog poglavlja, 
jer je Ag{e,r)czAH(e,r) za svako r e (0,+co), a za svako r e (0,+co) postoji r, e (0,+oo) daje
A w(0,r)<= д Д0,Гј).

Za proizvoljni g e P$ ,g ф i,Q <0 <2л, neka je P° = |g"| n e z}, gdje je 
g" = g ° g ° . . . ° g , n e N , g 0 =iA, g~n = g~] ° g~] ° ...o g~\ n e N. Lako se vidi da skup Pg u 
odnosu na operaciju kompoziciju preslikavanja čini dinamički sistem-kaskadu, odnosno 
cikličnu podgrupu paraboličke grupe Рв, odnosno grupe Aut N

Iz teoreme 3 poglavlja 1.2 slijedi da je е1в privlačeća (atraktivna) tačka za g tj. za 
svako z e Д je \imgn{z) = е1в.

П-+ 00

Neka je Ag(0,r)= lJg”(A(0>r)), r e (  0,+co)., g e Рв, g * i .
neZ

Lema 3. Ag(e ,r )= [ jD h(gll(0 \r \  r e (0,+co)., g e Рв, g * i .
neZ

Lema 3 direktno slijedi iz tvrđenja da je hiperbolička metrika invarijantna u odnosu 
na g e Aut A .
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Lema 4. Za svako r e (0,+co) postoji r, e (0,+co) da je Ар{в,г) c  Ag(<9,/j), dok je 
дД<9,/-)с дД<9,г) za svako r e (0,+oo).

Dokaz: Neka je 0 ? = < z e  Az s A

\)1N

1 2 2J
z e A Р(в,г)

proizvoljno. Za svako n e  Z  je g"(o)e O f. Neka je w tačka presjeka geodezijske krive 
koja prolazi kroz z i O f . Tada postoji N  e Z  takvo da se ili w nalazi između tačaka 
<?W(d) i gw+1(o) ili je w = gA'(o) ili je w = gA'+1(o). Posmatrajmo hiperbolički krug 
A fe W(0),^), gdje je JR = ^ ( g A'(0 U w+1(0))=d/l(gN-1(0),gw(0))=rf/;(0,g(0)). Tačke 
gW4(0), gN{0), w i gN+1(0) leže na luku oricikla Of koji leži u Т>л(^л'(о),7?), zato što je

(o) e Dh(gN(o),i?). Otuda slijedi da je i g^^O), g"(o), vv e Znači,
w e А , И 0 \R )  , iz čega slijedi daje

dhfe"(°!U) A dh(gN(0),w)+dh(w,z)<R + dh(w,z)< R + r = rx.

Dakle, z e Dh [gN(o),r,) e  [ j D h(gn(o),rx), gdje je г, = R  + r , R  = dk(0,g{o)) i r2 ne zavisi
neZ

od n, N, z, w. Dakle, Ар{в,г) e  ( jD A(gn(o),/j) = дД(9,/ј). Iz definicije slijedi da je
neZ  „

д,(»,г)=> i M s ' t o p )  = Ag{0,r) za svako r e (0,+oo).
neZ

Definicija 2. Meromorfna funkcija / : Л - * С  je normalna u odnosu na cikličnu 
grupu Р / ako je o r^ , /  = {/ ° p e P/}= {/ o g”| и e z},g e P*,g * i ,normalna familija na 

krugu A u smislu Montela. Oznaka: /

Iz definicije 2 poglavlja 2.3 i definicije 2 ovog poglavlja direktno slijedi da je 9fp„ c  
g e P e, g ф i, 0 < в < 2 л .

Teorema 3. Za meromorfnu funkciju /  :Д -> C sljedeća tvrđenja su ekvivalentna:
(i) / е < ;
(ii) Za svako r e (0,+oo) postoji konstanta Cf (r), 0 < C / (r)<+oo, d a je

sup (l-\z\2)f«(z)<Cf (r)
&s(e’r)

gdje je g e P9, g ф i, 0 < в < 2к .

Dokaz teoreme 3 je analogan dokazu teoreme 1.
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Teorema 4. Neka je 9, 0 < 9 < 2к, fiksirano. Tada je A/j , = 9{ј za svakoI oЛ a
g e P  , g ф i, tj. raeromorfna funkcija /  :Д ->С  je normalna u odnosu na paraboličku 
grupu Pe, 0 <9 < 2ж, ako i samo ako je normalna u odnosu na proizvoljnu cikličnu 
podgrupu P°t g e P 9, g , grupe Рв, 0 < в < 2 n .

Dokaz teoreme 4 direktno slijedi iz teoreme 3 poglavlja 2.3, teoreme 3 i leme 4 ovog 
poglavlja.

2.5. NORMALNE MEROMORFNE FUNKCIJE U ODNOSU NA
HIPERBOLIČKE IPARABOLIČKE CIKLIČNE POLUGRUPE

Za svaki elemenat g, g ф i, grupe H 9, 0 <0 <л,  neka je Н в = {gn| n e N  u  {o}}, 
gdje je g° = i, gn = g ° g ° . . . ° g .  Ako g ima privlačeću tačku е‘в , tada ćemo 9T°g označavati 
sa t t +ge, aak o g  ima za privlačeću tačku - е ' в tada ćemo Н в označavati sa H~g .

Skupovi t t +ge\ 9{~в sa operacijom kompozicijom preslikavanja obrazuju polugrupe, 
odnosno dinamičke sisteme-kaskade.

Za neka je Ag(+0,r) = { ] g n{Dh{o,r)),
neN

a za g{-e neka je Ag( - 0 , r ) = [ j g n(Dh(o,r)).
neN

Lako se vidi da za svako g e H 9, g *i,  0 < 9 < л, važi: ako je 9Рв = H ~в , onda je 
Л  =g(+i ,  a ako je Н ве = , onda je Н в.х = #"?,.g  џ J  g g J  g g

Takođe se lako vidi daje Af ( + 0 / ) u A ?,  {- 6 ,r) = A g{9 ,r).

Dalje ćemo se baviti izučavanjem normalnosti meromorfnih na Д funkcija u 
odnosu na polugrupe T(+ge . Dobijeni rezultati za !Н+в važe i za !H~ge .

Definicija 1. Meromorfna funkcija / :Д - » С  je normalna u odnosu na kaskadu 
(polugrupu) H +g ako je familija orb^^ f  = |/°^ |< р  e Mge}= { f ° g n\n e iVujo}]

normalna na Д u smislu Montela. Oznaka: f  e 9Qe ■

Teorema 1. Za meromorfnu funkciju /  :Д —> Ć sljedeći uslovi su ekvivalentni:

(i) f ^ K 9-
(ii) Za svako r e (0,+co) postoji konstanta Cf  (r), 0 <Cf  (r) < +co da je

sup ij-\z\2] f #( z )< c f {r).

(iii) Za svako r e (0,+co) funkcija /  u A {+9,r) nema P-nizove, 
gdje je g е Н в> g* i ,0 < 0  < л
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Dokaz: Dokaz daje (i) <=> (ii) je isti kao dokaz teoreme 3 prethodnog poglavlja.

(ii) <=> (iii). Dokazaćemo da za svako r e (0,+oo) funkcije / u АД+<9,г) nema P-nizova. 
Naime, pokazaćemo daje za svaki niz (sk), £к >0, к e N, lim sk = 0, i svaki niz

{ZA zk ^  Ag(+0,r), k e N , lim sup ll
* -Ч о*(**а )

<  + 0 O .

Neka je {sk) proizvoljni niz za koji je sk > 0, k e N, lims* = 0, i (zk ) proizvoljni niz iz 

Ag(+9,r) za koji je limzk =e‘e. Neka je dalje s  = supj^ | k e n ). Kako je

zk e Ag(+0,r)~  UH>A (g -"(0 X to Је zk e Dh(gnt (0),r\ k <= N .  Ako je r, =r + s ,  rx e (0,+a>)
neN

tada je Dh (zk ,sk) a D h (gn> (o), r,) za svako k e N, jer za z e Dh (zk, sk) važi

dh (°)>г) ̂  dh (g"‘ (0), z„)+ dh (z„, z) < r + < r + £■ = r,.

Otuda je Dh(zk,sk) c  A?(+ 6»,r,), k e N. Kako je f  e 9i+ge, to iz (ii) slijedi da postoji

konstanta C, 0 < C < +co, daje sup ( l- |z |2) / #(z)<C, pa je
M+£?'ri)

sup ( l- |z |2) / #(z)<C, k e N .  (17)
Dh (zk <ek )

Iz (17) slijedi

lim
k—>co

/
sup

\ D h(zt ,sk )
(18)

Iz (18) i teoreme 2 poglavlja 2.2 dalje slijedi da (zk) nije P- niz funkcije/

(iii) => (ii). Pretpostavimo da iz (iii) ne slijedi (ii). Tada važi suprotno od (ii), tj. postoji 
r e (0,+co) da je sup ( l- |z |2) / #(z) = +oo. Otuda slijedi da postoji niz (zn), zn e A (+в,г),

n e  N  daje  l im (l- |z j2 ) / #(z ) = +co. Tada iz leme 2 poglavlja 2.2 slijedi da je ( z )  P-nizп—>co ̂ I I /  J \  n /

za funkciju/, što protivurječi (iii).D

Posljedica 1. Meromorfna funkcija /  : A -» Č pripada klasi Nj® g e Н в, g ^ i A ’

ako i samo ako funkcija /  u skupovima А{в,а)гл |z z - e ,e\< rl  a e 71 71
A  2 ’ 2 )

r e (0.2),
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odnosno skupovima Ан (+в,гх) = (Jg^O .fk r,)), Н +в = jg(z) = /' +te' [ te (0 ,l) l,
geH+° { 1 + te 1 z j

/ј € (0,+oo), nema P-nizova.

Dokaz: Posljedica 1 direktno slijedi iz prethodne teoreme, leme 7 poglavlja 1.3 i 
leme 2 poglavlja 2.3.

Teorema 2. = 9iH„ je pravi podskup od 9£+ge (л[ 5,), g e Н в,g Ф i,0 < в < n .

Dokaz: Iz definicija klasa 9£н„, 9£°g i 9Cge i teoreme 2 prethodnog poglavlja 
slijedi d a je  9iH, =9£eg c  ■ Pokazaćemo d a je  9tH„ pravi podskup od C\[+ge . Naime, 

konstruisat ćemo meromorfnu funkciju/ takvu daje / е  a /  <t 9{_нв.

Neka je zk = - p ke‘e, p k > 0, k e N ,  izabrano tako da je limp k = 1 i
k—> co

\imdh{zk,zk+x') = 0. Članovi niza (zk) su elementi skupa А в гл A Л-0,г).  Dalje izaberimo
k —> oo S

niz (sk) tako daje:

1) 0< £ k+l < sk, k e N ;
2) lim sk = 0;

A:—»co

3) Krugovi D{zk,sk\  k e N, se međusobno ne sijeku;

4) lim sup dh(z,zk)
k-*xyẑ D{zk,ek)

=  0;

5) Z <  +CO.
k =1

Neka je a, = £*3, k e N , i / 0 (z) = (z -  zt ). Funkcija / 0 je meromorfna na krugu Д
k =1

čiji su polovi tačke zk, k e N .  Kako je f Q(zk) = oo, k e N , | / 0 (zt + )| < C , k e N ,  i
lim dh (zk, z; + зк) = 0, to iz teoreme 2 poglavlja 2.2 slijedi da je (zk) P- niz za /„.K ako
k —>oo

su zk e д((9,г), r > 0, k e N, to otuda slijedi da / 0 č • Međutim, kako je za svako 

z ’,z" e A \ { jD { z k,sk) | / 0( z ') - / 0(z " J< |z '-z " |2 ]^  =C<+co, i kako Ag(+0,r),
k =1 ir=l

r e (0,+oo), sadrži konačan broj tačaka zi5 i kako je Ag(+6*,r) invarijanta od

g", n e N ,  to se lako pokazuje da je niz ( f  ° g nJ , n e N ,  ograničen na kompaktnim 
podskupovima od Д, odatle i iz Martijevog kriterijuma za normalnost familije 
meromorfnih funkcija slijedi daje / 0 e 9Qe.

Teorema 3. Za svako в, 0 < в < л, važi 9{1в в\ -  ■t> g ti  б
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Dokaz: Kako je Ag{d,r) = Ag(+ в , г ) и  ( - 0 , r \  r e (0,+oo), to tvrđenje teoreme 

3 slijedi iz teoreme 1 poglavlja 2.3 i teoreme 1 ovog poglavlja.

Za svaki elemenat g, g Ф i, grupe P 9, 0 < 6 < 2n, neka je T9 = |g"| n e N  u  {o}}, 
gdje je g° = i, g n = g ° g ° . . . ° g .  Skup P9 sa operacijom kompozicija preslikavanja 
obrazuje cikličnu polugrupu, odnosno dinamički sistem-kaskadu. Kako g ima privlačeću 
tačku е,в to ćemo P9 označavati sa Pg° .

Neka je Ag(+0,r) = g e p<>» g * i •
neN

Definicija 2. Meromorfna funkcija /  :A C je normalna u odnosu na polugrupu 
ako je familija o r b ^ f  = {/°<p \(p e P g+e} = { fo g n\n e N  u  {0}} normalna na Д u

smislu Montela. Oznaka: f e 9 f +ge.

Teorema 4. Za meromorfnu funkciju /  : A -> C sljedeći uslovi su ekvivalentni:

(i)
(ii) Za svako r e (0,+oo) postoji konstanta Cf (/'), 0 <Cf  (r ) < +<x> da je

sup ( l - |z\2] f #( z )< c f {r).
\ ( r 0 . r )

(iii) Funkcija f  za svako r e (0,+oo), u A,, (+ 0,r) nema P-nizove, 
gdje je g e Рв, g ф i, 0 < в < 2 n .

Dokaz teoreme 4 je analogan dokazu teoreme 1.

Teorema 5. Za svako <9, 0 < 9 < 2n, važi 9jg° n  9ј~в, = Aiip0 = A[_9.

Dokaz: Kako je Ag{e,r) = Ag(+9,r)u  Ag_, { - в , г \  r e (0,+oo), to tvrđenje teoreme 

5 slijedi iz teoreme 3 poglavlja 2.3 i teoreme 4 ovog poglavlja.
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3. GRANIČNA SVOJSTVA NORMALNIH MEROMORFNIH
FUNKCIJA

U ovoj glavi, poglavlje 3.1, su formulisane i dokazane teorema Lindelefa za 
ograničene holomorfne funkcije i teorema Lehta i Virtanena za normalne meromorfne 
funkcije o ugaonim graničnim vrijednostima, kao i teoreme Bagemila i Zajdela koje 
predstavljaju "poboljšanje" teoreme Lehta i Virtanena.

Naši rezultati su dati u poglavljima 3.2 i 3.3. U njima su izloženi rezultati koji 
rješavaju za nas postavljeni glavni zadatak. Naime, glavni zadatak koji se izučava u ovom 
radu je izučavanje graničnih svojstava proizvoljnih funkcija i meromorfnih funkcija, 
definisanih na jediničnom krugu A = jz e C | |z |< l}  kompleksne ravni C. Dokazana su
tvrđenja koja daju potreban i dovoljan uslov da proizvoljna funkcija definisana na 
jediničnom krugu kompleksne ravni C, ima ugaonu i oricikličnu graničnu vrijednost u 
terminima graničnog skupa i normalnosti funkcije. Glavnu ulogu u postojanju ovih 
graničnih vrijednosti ima normalnost funkcije u odnosu na hiperbolički i parabolički 
dinamički sistem-kaskadu-polugrupu koju rađa hiperbolički, odnosno parabolički elemenat 
grupe konformnih automorfizama kruga A s privlačećim tačkama na jediničnoj kružnici. 
U dokazima smo se koristili rezultatima geometrije diskretnih grupa i teoremu 
jedinstvenosti kompleksne analize, a nijesmo koristili teoriju harmonijske mjere kako je do 
sada rađeno u dokazima klasičnih rezultata tog tipa za holomorfne i meromorfne funkcije 
(teorema Lindelefa, teorema Lehta-Virtanena, teoreme V.I. Gavrilova i dr.)

Posebno ističemo rezultate poglavlja 3.2 koji pokazuju da proizvoljna funkcija ako 
ima ugaonu graničnu vrijednost u tački е,в mora biti normalna u odnosu na cikličnu 
hiperboličku polugrupu koju rađa hiperbolički elemenat grupe konformnih automorfizama 
jediničnog kruga čija je privlačeća tačka е1в. Iz tih rezultata, naprimjer, slijedi tvrđenje da i 
za meromorfne funkcije iz Nevanlinine klase kao i za holomorfne funkcije iz Hardijevih 
klasa važe teoreme tipa Lindelefa-Lehta-Virtanena a što do sada nije bilo poznato. Otuda 
dalje slijedi da za funkcije iz tih klasa važi ocjena sfernog izvoda

f k(z) -  | /  (z)|^l + |/'(z)| j  = C ^(l-|z |2)" j  na hipercikličnim oblastima.

U poglavlju 3.3 smo dokazali rezultate koji se odnose na dobijanje oriciklične 
granične vrijednosti (tangencijalno granično svojstvo) iz postojanja asimptotske granične 
vrijednosti u oricikličnim oblastima. Koliko je nama poznato rezultati toga tipa do sada 
nijesu dobijeni.

3.1. LOKALNA I GLOBALNA GRANIČNA SVOJSTVA MEROMORFNIH FUNKCIJA

U ovom poglavlju navodimo osnovne rezultate za harmonijsku mjeru koji će nam 
biti dalje potrebni, (pogledati ([9]) ili ([11])).

Neka je D prosto povezana oblast kompleksne ravni C čija je granica dD dio po dio 
glatka kriva i neka je E  najviše prebrojiv skup lukova granice dD. Tada na osnovu
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rezultata za harmonijske funkcije poznatog pod nazivom Dirihleov zadatak (problem), 
postoji harmonijska funkcija oblasti D koja je jednaka 1 na £  a 0 na dD/E. Ona je 
neprekidna u tačkama neprekidnosti karakteristične funkcije skupa E, E cz dD,

<p(š) =
fl,
[0, ^ e d D / E

Ta harmonijska funkcija se označava sa co{z,E,D), z e D, i naziva se harmonijskom 
mjerom skupa E, E cz dD, u odnosu na oblast D i tačku z, z e D.

Iz principa maksimalnosti i minimalnosti za harmonijske funkcije slijedi

0 < <X)(z, E, D) < 1, z e D.

Teorema 1. Ako je E  najviše prebrojiv skup, tada je co(z,E,D) = 0, z e D. Ako je 
dD/ E najviše prebrojiv skup, tada je co{z, E,D) = \, z e D.

Teorema 2. Ako su i Ег disjunktni skupovi granice dD koji se sastoji od lukova, 
tada je co{z, £j u  E2,D) = co (z, EX,D) + co{z, E2, D).

Teorema 3. Neka je w:D -» D'konformno preslikavanje oblasti D na oblast D' i 
neka je w(e )=E'.  Tada je co{z,E,D) = co(w(z), E', D').

Teorema 4. (Princip raširenja) Ako se oblast D povećava na račun dijela granice 
ĐD/E, tada se harmonijska mjera co{z,E,D) povećava, a ako se oblast D povećava na 
račun dijela granice E, EczdD, tada se harmonijska mjera co(z,E,D) smanjuje.

Povećanje oblasti D na račun dijela granice dD/ E podrazumijeva da se oblast D 
zamijeni oblašću D', D cz D', tako da je E cz dD'. Na isti način se definiše povećanje 
oblasti D na račun granice E.

Teorema 5. (Teorema o dvije konstante) Neka je /  :D —> C holomorfna funkcija na 
oblasti D. Ako je za svako ^ c E, EczdD,  i svako r jedD/E,  limsup|/(z)| < m i

z->£,zeD

limsup|/(z)j < M,  tada je za svako z e D
z-^7],zeD

ln|/(z)| < a)(z,E,D)lnm + (l-co(z,E,D))lnM. ( 1 )
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Iz prethodne teoreme slijedi sljedeće tvrđenje.

Teorema 6. Neka je /  :D -> C ograničena holomorfna funkcija na D i neka je 
za svako ^ e E , E a d D ,  i za svako r/edD/E,  limsup|/(z)| < m < +oo i

z~̂ ,̂zeD
limsup|/(z)| < M  < +00. Tada za svaki zatvoren skup K, K a D ,  postoje pozitivne
z—угј, z&D

konstante 2, i Л2, Л1+Л2 =1, koje ne zavise od funkcije/ј takve da je za svako z e K ,  
\f{z\  < тх' ■ M *2.

Sa J + označavaćemo gornju poluravan kompleksne ravni C, tj. skup 
{ z = х + iy\x e R, у  e R+J.

Sa Dr, r > 0, ubuduće ćemo označavati skup D(0,r), tj. Euklidov krug sa centrom 
u koordinatnom početku poluprečnika r.

Primjer: Neka je /  interval nax-osi. Pokazuje se (pogledati npr. ([6]) ili ([9])) daje

co(z,I,J+) = — , gdje je a  ugao pod kojim se interval I  vidi iz tačke z. 
n

Lema 1. Neka je Br =Dr c \ J +, r > 0, a r interval (0 ,r) na x-osi i 
D° = (z| z e Dr, 0 < argz < n - в \  0 < 0 < л ,  kružni isječak u Dr. Tada postoje 
C, C > 0, i r', 0 < r '< r ,  daje co(z,ar,Br) > C > 0 za svako z e D er .

Dokaz: Funkcija w = 4rz-— preslikava Br na / +, ar slika na pozitivni dio х-
[ z - r \

ose koji ćemo označavati sa Х +,а z -  0 preslikava u w -  0. Iz teoreme 3 ovog poglavlja 
slijedi daje

co(z, at , Br) = co(w, X +, J +) . (2)

Iz (2) i rezultata iz prethodnog primjera slijedi daje

Otuda je

o)(z,ar,Br): лг-argvr . 1----------- , w = 4rz-------—, z e B ,
к { z - r f  ’

a)(z,ar,Br) = 1 - —arg
71

4 z 1 z e B„

K V r j  J
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Neka je u(z) = ---- -—-  i z e De. Kako je 0 < arg4z < п - в  za svako z e D9, to je

мV r )

arg u(z) < arg 4z + arg u(z) < n -  0 + arg u(z), z e D9,

odnosno

0 < argu(z) < arg4z---- -— -  < n - 6  + argw(z), z e D9.
f l - ^ 1
v >v

(3)

Iz (3) slijedi

1 - — (^•-6l + a rg n (z ))< l-— arg4z-——-у < 1 -  — argu(z), z e D6r 
П 71 ( z \ Kf  Z  3 

1 - -  

V r)

t
0 \ 1------- arg u(z) < co(z, a r,Br)< 1-----arg u(z), z e D6r
n n n

(4)

Kako je lim w(z) = l, to je lim (argw(z)) = 0. Otuda i iz (4) slijedi da postoji
z-»0, ZeŽtf z->0,zeDf

r', 0 < r '< r ,  daje

0 < -^ -< ty (z ,a r,5 r) < l - —  , z e D 9. 
2тт V r 2тг (5)

Uzimajući C = —  iz (5) dobij amo tvrđenje leme 1.
2 7t

Lema 2. Neka je Евг = {z| z e Dr, в < arg z < л), 0 < 6» < n. Tada postoji C, C > 0, 
i r', 0 <г' <r, da je za svako z e E 9, co(z, fir,Br)> C > 0f gdje je J3r interval (-r,0) 
sa x-ose.

Lema 2 se dokazuje na isti način kao lema 1.

Definicija 1. Neka je / :£ > -»  Ć, D a  C, e dD. Ako je D' c  D i Č, e SZ)', tada se

skup A = Ć ( z j c  D', limz„ = lim /(z„) = w j  naziva graničnim skupom funkcije
г  I  4  '  /?—»00 « - > 0 0

f  u tački £ po skupu Z)'. Oznaka: T = C(/,£,Z)').
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Neka je д(х,<9) = {z = x + pe'ej p  e R+,0 < (p < n - 9 , 6  e (0,тг),х e r ] . Skup А(х,в) je

ugao iz J + sa tjemenom u tački х x-ose i kracima koji u tački х sa pozitivnim dijelom x-ose 
zaklapaju uglove в  i п - в .

Definicija 2. Neka je /  :J+ -> Ć .  Ako je za svako <9е(0,ж) С ( / ,  х, д(х, #)) = {w} cr Ć ,  

tada kažemo da u tački х funkcija /  ima ugaonu graničnu vrijednost vv a х se zove 
Fatuovaom tačkom funkcije/ Oznake: х e F ( f )  iliC(f ,x)  = {w } i Л х) = w.

Lako se vidi da je za х e F ( f ) i f (x )  =,w, {w} = U  C(f,x,A(x,e)).
е̂(0,лг)

Sljedeći rezultati se mogu naći u ([9]) ili ([11]).

Teorema 7. (Teorema Lindelefa) Neka je /  :J~ -> C ograničena holomorfna 
funkcija i neka je у Zordanova kriva, у cz .Г koja se završava u 0. Ako je 

lim f ( z )  = w, tada je 0 e F ( f )  i C (f ,0) = {w}.
z->0,zey

Dokaz : Bez smanjenja opštosti dokaza može se uzeti daje  w = 0 i | / ( z |  < 1, z e J +. 
Neka je s, 0 < s < 1, fiksirano. Izaberimo r, 0 < r < I, tako da je za svako 

z e J +r\D r r \y  \f{z\ <s. Takvo r postoji, jer je lim f ( z )  = 0.
1 1 z—>0,zey

Neka je y r = J + n  Dr n  у. Kriva yr dijeli polukrug Br = J + n  Dr na dvije oblasti B'r i 
B". Neka je B'r ona koja naliježe na negativni dio x-ose. Ako na B'r primijenimo 
nejednakost (1) poglavlja 3.1 dobijamo daje

1п1/ ( 2Ј ^ ^ ( а г г,в ;)1п^. (6)

Dalje će se ocjenjivati harmonijska mjera co(z,yr,B'r) luka (krive) y r . Neka je 
fir = дВ[ / у r, y'r = дВг / fir i у" interval (0,r) x-ose.

Iz principa raširenj a (teorema 4) i teoreme 2 ovog poglavlja slijedi d a j e

®(z,y r,B'r)>co{z,y'r,Br)> o>(z,y”r,Br). (7)

Iz leme 1 ovog poglavlja slijedi da postoje Cj, Cx > 0, i r', r' > 0, da je za svako 
z G D* a>(z,y"r,Br)> Cj > 0, pa iz (6) i (7) slijedi daje | f ( z]  < eCl za svako z g Der, n  Br
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Slično kao naprijed, se pokazuje se, koristeći lemu 2 ovog poglavlja, da postoje 
C2, C2 > 0, i r", r" > 0, da je za svako z e  Евг. n  B" |/(z ) | < s c'2.

Neka je C = max{Cj,C2} i б -  mm{r',r",r\ Tada je

\ f(z \ < £C za svako z e Ееб u  D9. (8)

Kako je E es u  D? = д(0,#), tada iz (8) slijedi da je lim / ( z )  = 0, 0 < 6 < тг, iz
z->0,zeA(0,ć?)

čega slijedi da je [ J c ( / ,0 ,д(0,#)) = {o}, tj. 0 je ugaona granična vrijednost funkcije/ u
ве(0 ,л)

tački 0. □

Kako je krug A konformno ekvivalentan poluravni J +, i kako je harmonijska mjera 
konformno invarijantna (teorema 3), tada iz teoreme 7 slijedi sljedeće tvrđenje:

Teorema 8. Neka je /  :Д -* C ograničena holomorfna funkcija i neka je у 
Žordanova kriva iz Дкоја se završava u tački e'9 e оД. Ako je Hm /(z )  = w, tada je

z—>ei0 tzey

U  c ( f , e ' 9,A(e ,«))= {w}., tj. funkcija / u tački e‘° ima ugaonu graničnu vrijednost vv, pa
7t K

— <a<—
2 2

je ew e F(f).

Sljedeće tvrđenje je rezultat O. Lehta i I. V. Virtanena iz ([12]) koji se odnosi na 
ugaone granične vrijednosti normalnih meromorfnih funkcija. On predstavlja prenošenje 
rezultata Lindelefa (teorema 7) sa ograničenih holomorfnih funkcija na širu klasu 
normalnih meromorfnih funkcija.

Neka je G prosto povezana oblast kompleksne ravni C i G* ograničena podoblast 
oblasti G čija se granica dG' sastoji iz lukova у granice dG i analitičke krive у' iz G.

Teorema 9. ([12]) Neka je /  :G —> C normalna meromorfna funkcija na oblasti G 
koja zadovoljava sljedeće uslove:

(i) Za svaku tačku č, e у je limsup|/(z)| < m ;
z-»£,zeG

(ii) Za svako z e G* je |/(z)| < M ;
(ih) Postoji z0 e у' daje \ f (z0] = M .

Tada važi

m> M  ехр Cf  Л0
f  i Y м  + -
V м (9)
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gdje je C, = supsup(l - |z])/#(z), Л0 = A(z0), Л(г) = dâ [ d0}(Z,r,G )
zeG \đZ\ ОП

дсо  . . ,—  ie izvod 
д п

funkcije &>(z,/,G*) po unutrašnjoj normali krive у' oblasti G ' , a d a G(z) je element 
hiperboličke dužine krive oblasti G.

M
Dokaz: Funkcija ln ,  ̂ je pozitivna i harmonijska na G*, isključujući

\ f \z)I

logaritamske singularitete. Na у je ln , gdje je \ f(£l  = limsup|/(z)| i
I f { z \  m z-*š,zeG

ln

ln

M

/ И
M

A z )

> 0 na у'. Iz teoreme o dvije konstante (teorema 5) slijedi da je

> CD{z,y,G* )ln — 
m

z  e G ', pa je

j f G < M
' m , z e G* ( 10)

Kako je/norm alna meromorfna funkcija na G,  tada postoji Cf , 0 < C f < +oo, da

je

zeG
sup (l- |z |2) / #(z) = C/ . (И )

Sferno (tetivno) rastojanje između M  i \f{z\  je

p(M,\f(z])= f -- - - - -  arctg------ \
1 1  Ј .Л  + f2 l + M\f(z]

( 1 2)
1/0)1

gdje je uzeta ona grana funkcije a r c t g w ,  za koju je < —. Iz (11) dobijamo

p(M,\f(z])< °\f*{z\dz\<Cf  ]daG (z). (13)

Za tačke z e G ' koje su dosta blizu tački z0, desna strana u nejednakosti (13) je manja
nod —.O tuda i iz (12) i (13) slijedi

M - t g

l /M  ^ ■
1 + M  • tg

Cf ]d vc (z)
, _______

Cf \dcjG{z)
(14)

V
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Iz (10) i (14) za tačkez iz G* koje su dosta blizu tački z0, dobija se

M - t g
"0

Cf  \dcjG{z)
\  * <

1 + M  -tg
o

Cf  jd<rG(z)
\ M  * м

m
\ м )

(15)

V z

Računajući izvod u tački z0 e у' po unutrašnjoj normali oblasti G*, iz (15) se dobija 
nejednakost (9). □

Neka je sada oblast G teoreme 9 gornja poluravan J +, a oblast G* kružni odsječak 
sa tetivom у na x-osi kojoj odgovara periferijski ugao a , 0 <a <к. Ako su krajevi tetive

у, r i -r, tada je co(z,y,Ta) = —-— arg^—- - a  , dok je Л(г) = ——— . Za naprijed
n - a  _

navedeni slučaj, nejednakost (9) postaje
2 sin a

m> M  ехр n - a  
2 sin a

C t м  +
м

(16)

Desna strana u nejednakosti (16) teži 0 kada M  -» +<x>, dok dostiže maksimum za

1 + 1 +
f  C2-л - а

‘с /v sm a j
л - a л-1

■Ct
f  sm a j

(17)

Navedenu vrijednost iz (17) 
koje se dobija iz teoreme 9.

označićemo sa M{a,Cf \  Tada važi sljedeće tvrđenje

Teorema 10. ([12]) Neka je /  normalna meromorfna funkcija na J"  i neka je 
limsup|/(z)| < m za svakog s у, gdje je/odsječak na x-osi. Tada je
z-*£,zeJ+

m> M  ехр л - а  
2 sin a

C t ( 1 'јм  + —  , 
{ M

(18)
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gdje je M  proizvoljan pozitivan broj takav da je M  < sup[/(z)j kada je
zeTa

sup|/(z)j < м(а,Cf) Ako je sup|/(z)| < м ( а ,с Д  tada se u (18) dobija najbolja ocjena
zeTa zeTa

kada je M = sup|/(z)|, dok se za sup|/(z)j >Al(a,Cf ) dobija najbolja ocjena kada je
z e 7 0  zeTa

M = м(а ,Сг )

Dalje će naše izlaganje, osim formulacije tvrđenja, imati heuristički karakter.
Kako su harmonijska mjera i normalnost meromorfnih funkcija prosto povezanih 

oblasti konformno invarijantni, tada teorema 2 ovog poglavlja na krugu Д daje sljedeći 
rezultat: Neka je f  normalna meromorfna funkcija na krugu A i neka je Ba oblast kruga A 
koja je ograničena lukom у kružnice дА i lukom kružnice koja sa lukom у obrazuje ugao 
a, 0 < a < тс. Tada za svako s, s > 0, postoji pozitivan broj б = б{а,е\  takav da ako je 
limsup|/(z)| < б za svako f  e у, tada je sup |/(z)| < s.
Z-»£,2€A zeBa

Naprijed formulisani rezultat se koristi za dokaz tvrđenja Lehta i Virtanena ([12]) o 
ugaonim graničnim vrijednostima normalnih meromorfnih funkcija. Sam dokaz pripada 
Pomerenkeu ([21]) i on se razlikuje od dokaza Lehta i Virtanena iz ([12]). Međutim i Lehto 
i Virtanen u dokazu tog tvrđenja koriste rezultate koji se dokazuju tehnikom teorije 
harmonijskih funkcija i harmonijske mjere ( pogl. ([12])).

Teorema 11. (Teorema Lehto-Virtanena) Neka je /  normalna na A meromorfna 
funkcija, tj. /  e , i neka je у Žordanova kriva iz A koja se završava u tački ew e дА. 
Ako je _ lim f ( z )  = w, tada je ( J c ( f , e ie,A(e,a))={w}, tj. ew e F( f )  a w je ugaona

z-»e ,zey
—<a<— 

2 2

granična vrijednost funkcije/u  tački e .

Dokaz: Ne narušavajući opštost dokaza možemo uzeti da je lim f ( z )  = 0. Za
z-»e,e ,zey

proizvoljno б, б >0, neka je уб dio krive у , na kojoj je |/(z)| < б . Neka je dalje z = <p(s) 

konformno preslikavanje kruga As = {s e СЈ| s| < 1} na oblast A \ y s i neka je 

F(s) = f(<p(s)). Tada krivoj уб iz A odgovara luk 1б sa dAs i za svako s e 1б je \F(s] < б. 
Neka je a, 0 < a < л  , fiksirani ugao. Tada za dosta malo r = г{б), r > 0, inverzna slika

oblasti а(6,,^1,̂ >2) п  jz e C z - e ,e\ < rl  za svako 9 x̂ 2  e
f  71 тг̂

, preslikavanja z = (p{s),
v 2 2 j

će ležati u nekoj oblastiBa = Ва{б) sa granicom 1б c  dAs za fiksirano a . Funkcija F ( s )  je 
normalna na As i važi CF < Cf , gdje su CF i Cf konstante iz tvrđenja (ii) teoreme 1 
poglavlja 2.2. Tada iz naprijed formulisanog tvrđenja za normalne na A meromorfne 
funkcije slijedi da je | F(s)| < e za svako s e Ba, ako je б izabrano dovoljno malo.

e C \z -  е1в\ < r i \ f ( z ) < s ,  iz čega slijediOtuda slijedi da je za svako z <e  A(б’,^1,^2)п  |z

daje lim /(z ) = 0, tj. C{f,e‘e,A(e,<pl,<p2))= {o} za svako (px,cp2 e
z-^-e'0 ,zeA(d,ipl ,ip1) 4  7

71 П^
2 ’ 2 у

.□
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Upoređujući dokaz teoreme 11 (teoreme Lehto-Virtanena) sa dokazom teoreme 7 
(teorema Lindelofa) vidi se da su ideje koje se u njima koriste iste.

Analizirajući dokaz teoreme 11, vidi se da se ona dobija kao posljedica nejednakosti 
(9) teoreme 9, a nejednakost (9) se dobija kao posljedica nejednakosti

zeG
supll -  |z| )• / # (z) <Cf < +co, koja ima lokalni karakter jer je vezana za oblast G*, odnosno

ugao Д($, <£>!, <p2) n  iz e C ie\\ z - e  \<r-)

Sljedeća dva tvrđenja, koja su dokazali američki matematičari Bagemil i Zajdel 
([2]), daju precizniju (finiju) formulaciju rezultata Lehta i Virtanena o ugaonim graničnim 
vrijednostima normalnih meromorfnih funkcija (teorema 11). Međutim, ta tvrđenja se 
dokazuju korišćenjem samog rezultata Lehta i Virtanena. Interesantno je istaći da se ti 
rezultati mogu dobiti i iz rezultata V. I. Gavrilova ([7]).

Teorema 12 ([2]). Neka je /  :Д -> Ć normalna meromorfna na Д funkcija, (tj. 
/еГД/ј) takva da je za svako г е Д  f ( z ) ^ w ,  we Č.  Ako postoji M , M >  0, i niz 
(z„), A e A > n e N, za koje važi: lim zn =e‘e, dh(zn,zn+]) < M, n e N  i lim /(z„)=w ,

п —> °o  n—>oo

tada je ei ee F { f ) ,  a w je ugaona granična vrijednost funkcije /, tj.
Џс(/,е'5,д(<9,а))= {w}.

K JZ
— < a < —  

2 2

Dokaz: Iz uslova teoreme slijedi da je 3  = (g n(z) = / f  £  + A Л
l + ž nz j

n e  N \  normalna

familija meromorfnih funkcija na Д i limgn(o) = w. Koristeći teoremu Gurviča (teorema
n-> 00

5, poglavlje 2.1) i svojstva ravnomjerne konvergencije koja važe za familiju 3 ,  pokazuje 
se da niz (gn (z)) ravnomjerno na kompaktnim podskupovima od Д konvergira konstanti

w. Posmatrajmo kompakte D'l = ( z e Д dh(zn,z)< — ln ^ -^ L  gdje je t h M< A <  1, n e N.
2 1 - A j

Skupovi Dnx, n e N ,  su zatvoreni hiperbolički krugovi sa hiperboličkim centrom zn i
\ 1  +  / ^ ,  / \ Z  Z  ( ____ \

poluprečnicima — ln -— - . Ako je <pn(z) = -— n e N ,  tada je (pn[Dx)= D”, n e N ,  i
2 1 - Л 1 + z „ z '

g„ (^) = f{(pn (z)). Neka je Tn L-kriva koja spaja tačke z„ i zn+l, n e N .  Tada je P = Џ  Гп
n=1

Žordanova kriva koja se završava u tački е,в. Kako iz prethodnog slijedi da 

/(<p„(z))^>w, to otuda, dalje slijedi daje  lim f ( z )  = w, pa iz teoreme 3 (rezultat Lehta
Dx z-+e'e ,zeP

i Virtanena) slijedi da je е,в e F ( f ) ,  a w> je ugaona granična vrijednost funkcije /  u 
tački е‘в. □

Teorema 13 ([2] ). Neka je /  :Д —» Č normalna na Д meromorfna funkcija i (zn) niz 
iz Д za koji je limzn - e ,e i l i m ( z n,zn+1) = 0. Ako je lim f ( z n) = w,  we C,  tada je

n~><x> n—>cQ n—>00
a iv je ugaona granična vrijednost funkcije/u tački е,в.
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Za dokaz teoreme 13 Bagemil i Zajdel koriste sljedeći rezultat.

Lema. Neka je

w e C, zn g A, n e N, 

lim/ ( z») =

/ : A -» Ć normalna na A meromorfna funkcija i Н т / ( 2и) = гг, 

i limb 1 = 1. Ako je limdh(zn,z ’n)= 0, z' e A, rc e V, tada je
И —» c o ' A?—>co

Lako se vidi da rezultat naprijed formulisane leme direktno slijedi iz teorema 2 i 4 
poglavlja 2.2. koje je dobio V. I. Gavrilov ([7]). Ističemo da se dokaz leme koju su dali 
Bagemil i Zajdel u ([2]) razlikuje od dokaza koji slijedi iz naprijed datih teorema 10 i 12. 
Inače teorema 12 predstavlja bolji rezultat od rezultata naprijed date leme. Ta teorema 
će nam omogućiti da dokažemo tvrđenje analogno tvrđenju teoreme 13 ovog poglavlja za 
meromorfne na A funkcije koje su normalne na ciklične hiperboličke polugrupe 9Св
hiperboličkih grupa Н в .

Dokaz teoreme 13. Neka su Г„ L-krive koje spajaju tačke zn i zn+l, n e N. Neka
oo

je dalje P = [J  Гл . Skup P  je Zordanova kriva koja se završava u tački ew. Dokazaćemo da
n=1

je lim f ( z )  = w. Pretpostavimo da to nije tačno. Otuda slijedi da postoji niz
z-+e10 ,zeP

(z'k), z'k eP ,  k  g  N, daje

lim f ( z[  ) ^ w  (19)
k —>-oo

Iz z'k g  P, k g  N, slijedi da postoji nk e N  daje z'k e ГИј za svako k e N,  tj. z'k je 
između tačaka z„t i -krive- Kako je dh (z„k, z 'k) < dh (z„k, z„m ),
a limdh[zn , zn ) = 0, to je i limdAz ,z !)=  0. Iz uslova teoreme 5 slijedi da je 

= pa na osnovu gornje leme slijedi da je lim f (z[  ) = w, što je suprotno sa (19). 

Znači, za svaki niz (z ’k), z ’k eP ,  k e N ,  važi limf(z'k) - w ,  iz čega slijedi da je
k-+ oo

Цр . / W  = w. Otuda i teoreme 11 (rezultat Lehta i Virtanena) ovog poglavlja slijedi da
z-+e'e ,zeP

jew ugaona granična vrijednost funkcije/u tački е,в i daje е,в e f ( / ) .  □

Bagemil i Zajdel u ([2]) konstruišu proizvode Bljaškea koji pokazuju da se uslovi za 
hiperbolička rastojanja dh (zn,zn+]) niza (zn) u teoremama 12 i 13 ne mogu oslabiti.

Analiza rezultata koji se koriste za dokaz teoreme 11 (rezultata Lehta i 
Virtanena) kao i samog dokaza te teoreme, pokazuje da ocjena sfernog izvoda

/ * ( 9 = о
1-

(20)
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koja važi na skupovima о(е'в )n  Д, gdje su о{е‘в ) neke okoline tačke е'в e дА, ima ključno 
mjesto u dokazu tih rezultata i teoreme 11.

Nije teško vidjeti da se, zahvaljujući rezultatima leme 7 poglavlja 1.3, leme 1 
poglavlja 2.4 i tvrđenja (ii) teoreme 1 poglavlja 2.5, može na isti način kao i teorema 11 
(rezultat Lehta i Virtanena) dokazati sljedeći rezultat.

Teorema 14. Neka je /  e , g e H  , g ^ i ,  i neka je у Žordanova kriva koja

leži u nekom uglu А{в,(рх,(р2\  (px,cp2 e  ̂ л  л ^ , a koja se završava u tački e . Ako je
V 2 2 /

lim /(z )  = w, we C,  tada je е,в e F( f ) ,  a m je ugaona granična vrijednost funkcije f
z-+e ,zey

tj. U  с { / ,е ‘в,А{в,а)) = w
— <a<— 

2 2

Ističemo daj e u teoremi 11 Žordanova kriva у proizvoljna kriva kruga A koja se 
završava u tački е1в , dok je u teoremi 14 ovog poglavlja Žordanova kriva у kriva koja leži

u nekom Štolcovom uglu А{в,(рх,(р2), <px,(p2 e
2 2

. Naime taj uslov je potreban jer

rast sfernog izvoda koji je dat sa (20) za funkcije iz klase £АЛ važi samo u Štolcovim
uglovima čija su tjemena tačke е,в (teorema 1, poglavlje 2.5). Iz leme 2 poglavlja 2.4 slijedi 
da se uslov u teoremi 14 da kriva у leži u Stolcovom uglu л((9,<p,,<p2) može zamijeniti 
uslovom da kriva у leži u skupu AH{0,r), odnosno skupu A {+6,r\  za neko r e (0,+oo).

Teorema 15. Neka je f e 9 Q e, g e H 9, g * i ,  i neka je (zn) niz za koji postoji 
r e (0,+co) da je zn e A (+<9,r)j n e N ,  l imz„=e' 6 i \\mdh{zn,zn+l) -  0. Ako je

°  п—>00 П—>00

lim /(z„) = w, w e Ć ,  tada je е‘в e F( f ) ,  a vv je ugaona granična vrijednost funkcije /  u
п—>CO

tački e'9, t j .  \ J c { f , e ,e,А(в,а))= {w}.
JZ 71

— < a < —  
2 2

a  g f  л  л ^  
~ 2 ’ 2

Dokaz: Iz leme 7 poglavlja 1.3 i leme 2 poglavlja 2.4 slijedi da je uslov 
zn e Ag(+ в , г \  n e N ,  iz teoreme 15 ekvivalentan uslovu гп еА(в ,а )  za neko

N, odnosno zn e A н (+в,г) za neko r e (0,+oo), n e N  . Neka su, kao

i u teoremi 5 prethodnog poglavlja, Г„ L-krive koje spajaju tačke z„i zn+1 niza (z„) i neka
co

je P = | J  Г„. Skup P je Žordanova kriva koja se završava u tački е,в.
n=1
Iz uslova lim dh (zn, zn+l) = 0 teoreme 15 slijedi da je

r t —» oo

sup{<iA(zn,z„+1)| n e n }= A < +co. Tada je P c  AH(+9,r + Л). Naime, ako je z e P ,  tada je
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zst Ги za neko n e N .  Kako su zn e Ан (+ 9 ,r \  n e N ,  tada za svako n e N  postoji 

kn e N da je z.n e Dh (gk" (o),r ), n e N, jer je Ag (+ в, r) = Q  Dh [gk (o), r ) Pokazaćemo da je
k=\

r , c D , ( s M « h  + i )  za svako n e N . Neka j e z e  Г„. Tada je

dh [gK (0), 2 ) < dh [gK (O), zn)+dh (z„, z) < dh (gk" (O), z„)+ dh (z„, zn+] )< r +A. (21)

Iz (21) slijedi da je z e Dh(gk" (o),r + л )  Iz naprijed dobijenog slijedi da je 
Г„ c  Dh{gk" (o),r + A), a otuda da je P a  Ан (+в,г + A). Znači, Žordanova kriva P leži u 
skupu AH(+9,R), R = r + A e (0,-+oo). Pokazaćemo da je

iim /(z )  = w (22)
2 - > e  ,zeP

Pretpostavimo da ne važi (22). Tada postoji niz (wk), wk e P, takav da za niz (f{wk)) w 
nije granična vrijednost. Za svako wk, k e N , postoje nk e N  da je wk e ГП;, tj. da je wk 
između z i z . Otuda slijedi da je Yim.wk = e,e, lim zn = е,в,

k k+l k—> 00 k —>00 k

lim f ( z n ) = w, limdh\zn ,wk)=0, i lim f{w k) ^  w. Iz naprijed dobijenog i teoreme 4
k-> 00 4 k k-±  00 4 k '  k-±  00

poglavlja 2.2 slijedi da niz (znt) sadrži podniz koji je P-niz za funkciju/. Kako je niz (z„t ) 
iz AH(+0,R), to Ah(+9,R) sadrži P-niz funkcije /  što je suprotno sa tvrđenjem
posljedice 1 poglavlja 2.5. Znači, imamo da je P c  AH{+d,R) i lim /(z )  = w. Tada iz

teoreme 14 ovog poglavlja slijedi da je vv ugaona granična vrijednost funkcije/ u tački e '° , 
a ew eF( f ) .  □

Teorema 16. Neka je /  e 9Cge, g e Н в, g ф /д, i w e C tako da je f{ z )  * vr za 
svako z e A. Tada su sljedeći uslovi ekvivalentni:

(i) Postoji z0 e A daje lim f(g "{z0))= w;
n —>CO

(ii) Za svako z e A je lim f ( g n (z))= w;

(iii)  ew e F ( f )  i \ J c { f ,e w,A[e,e,a}j={w}, tj. w je ugaona granična
TU л  — «x<—
2 2

vrijednost funkcije/u tački е,в.

Dokaz: Kako je dh(gn~l (z0),g"(z0))= c, c> 0 n e N ,  to c ne zavisi od n, pa 
dokaz da je (i) <=> (iii) izvodi kao i dokaz teoreme 12 ovog poglavlja,
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uzimajući u njemu da je familija 3  = {/ ° g" | « e N u  {0}}, za niz (z„) z„ = g n(z0), n e N , a  

+ c, M e (  0,+co). Dalje, (ii) => (i) je trivijalno. Da važi (iii) => (ii)
1 1 + z0

M = -  ln 10
2 H zo,

1 1 + |z|
slijedi iz činjenice da za svako z e A, uzimajući r > — ln— pj

2 1 — f |
gn (z) e A (+ 6, r), n e  N ,  i svojstva daje е'в atraktivna tačka za g.

slijedi da je

Normalne meromorfne funkcije imaju dobra lokalna granična svojstva (postojanje 
ugaonih graničnih vrijednost: iz postojanja asimptotskih graničnih vrijednosti), a neke 
druge klase meromorfnih i holomorfnih funkcija imaju dobra globalna granična svojstva. 
Najpoznatije od tih klasa su Nevanlinina klasa meromorfnih funkcija na jediničnom disku 
Д i Hardijeva klasa holomorfnih funkcija na jediničnom disku A.

Definicija 3. Holomorfna funkcija /  : A -» C pripada Hardijevoj klasi H p ako je
1к ^  0

sup ј]/(ге"?)Г— < +co, gdje je p  proizvoljan pozitivan realan broj. Oznaka: f  e H p.
0<Г<\ д 2 Л

sup f- \\(f"(z)Jdxdy dt = lim f- f f dxdy
0Sr< 1» ^ | z | < r  J  , - И " ° о ^ | 2 | < г

Definicija 4. Meromorfna funkcija /  : A —> Č pripada Nevanlininoj klasi BC ako je
i \ \

dt < +co. Oznaka: /  e B C .

Sa H “ označavamo klasu ograničenih holomorfnih funkcija na jediničnom disku A.

Poznato je ([33]) da za pozitivne realne brojeve p  i q, ako je 0 <q < p ,  važi 
H m a  H p cz Н ч a  B C , gdje su inkluzije prave.

Teorema 17. ([33]) Funkcija koja pripada klasi BC ima ugaone granične vrijednosti 
skoro svuda na jediničnoj kružnici.

Kako je H°° cz H p cz BC za svako p e R + to teorema 17 vrijedi i za klase H x i 
H p, p e R +.

O Hardijevim i Nevanlininim klasama 
([10]),([33]),([34]) i ([35]).

napisano je više monografija (pogl. npr.
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3.2. LOKALNA GRANIČNA SVOJSTVA PROIZVOLJNE FUNKCIJE NA 
JEDINIČNOM DISKU

U ovom poglavlju dokazujemo tvrđenja koja daju neophodan i dovoljan uslov da 
proizvoljna funkcija definisana na jediničnom krugu A = |z e  C||zj < l} kompleksne ravni C
ima ugaonu i ori cikličnu (tangentnu) graničnu vrijednost u terminima graničnog skupa i 
normalnosti funkcije. Pokazuje se da glavnu ulogu u postojanju ovih graničnih vrijednosti 
ima normalnost funkcije u odnosu na hiperbolički i parabolički ciklični dinamički sistem- 
kaskadu (polugrupu) koji rađa hiperbolički i parabolički element grupe konformnih 
automorfizama kruga A s privlačećim nepokretnim tačkama na jediničnoj kružnici 
8A = jz e Cj|z| = lj. Za njihove dokaze koriste se rezultati geometrije diskretnih grupa i
teorema jedinstvenosti kompleksne analize, a ne koristimo rezultate teorije harmonijske 
mjere, kako je do sada rađeno u dokazima klasičnih rezultata tog tipa (teorema Lindelefa, 
teorema Lehto-Virtanena i dr.( [8], [12] [13] [14],...).

Neka je

Д к ( М =  U  Dh(aeie’r) &н(в >г)= U  Dh{aeie>r)
e s [0 ,l ] a e [ - l ,0 ]

( noie > ( noie \at
. J s A p{9,r)= U  Dh

ae
. J

<2 e [ 0 ,+oo) ya + i j ае (-о о ,0 ] [̂ a + i J

Oblasti Ан (д,г) i Ан {в,г) zvaćemo hipercikličnim oblastima kruga A, a oblasti 

A Р{в,г) i АР(в,г) zvaćemo oricikličnim oblastima kruga A.

Lema 1. Za svako ga e H ° ,
co

r>0, postoji rh rj>0 tako da je (J
n=0

ga Ф i, za koje je е1в privlačeća tačka i za svako r, 

ga (Đh (0, r)) c  Ан {в, r) c  U  gna (Dh (o, rx)).
п = 0

Lema 2. Za svako ga e Р в, g Ф i, i za svako r, r>0, postoji rh г2>0 tako daje 

U Sa iD h (0, /•)) £Z A p (e,r) C U 8a iD h (°Z,)), ^ > 0  i
n = 0  n= 0

U Sa (Dh (o, r)) c A f ( 0 , r ) c |J  gna (Dh (o, rx)), a<0.
n= 0  n= 0

Dokazi lema 1 i 2 se izvode kao i dokazi lema 2 i 4 iz poglavlja 2.4.
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Teorema 1. Neka je / :Д - » С  proizvoljna funkcija, ga proizvoljni hiperbolički
element grupe Н в za koji je е,в privlačeća tačka i K proizvoljan kompaktan podskup od 
A. Sljedeća tvrđenja su ekvivalentna:

(i) f ° g na =  c, c e Č .  
к

(ii) C f , e w,{J g na{K)
n = 0

Dokaz: (i) => (ii): Ako je c e C, tada iz (i) slijedi 

(V* > 0) (3N, = N ^s)) (Vn > Nj) (Vz e K ) ( | ( /  ° gna \ z ) ~ c| < s ) ,

tj-

/ l № ) c  \w e C \w -  c < s
\ n = N\ /

Poznato je da za svaki kompaktan podskup K od C (i od 

teoremu 3 iz poglavlja 1.2). Znači,

A) važi

(1)

8a = е‘в (vidjeti
K

(V«5 > 0) (3 N, = N2(S)) (Vn > ЛГ2) (Vz s  ( |£ ( z ) -  смI < s), (2)

tj-

VZE U * ."W
V n=N2 )

\ z - e w\ < б (2)

N e k a  je  (z ) p ro iz v o ljn i n iz  iz  I Jgn(K) z a  k o ji j e  lim  zn = е,в. T a d a  iz  (2) tj. ( 2 )  s lijed i
ч i,. > - /  и —л т  J 4n=1

(3 A t,= N 3((zJ,/V2))(v n > iV ,) z„ e (3)
V ;

Ako je N ] < N 2, tada je 0£«(Д)> odakle i iz (3) slijedi da j e e
n= N7 n=N, n-N i

za \/n> N 3. Otuda i iz (1) dobijamo

(Vn > N 3)( \f(zn)-c \ < s) (4)
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Ako je TVj < N 2, tada iz niza (zn) osim z,, z2,...,zNj odbacimo i one članove koji se 

nalaze u Njih je konačno mnogo. Znači postoji JV4 takvo da je z„ e (Jg" za
&=1 n=Nj

\/n> N a. Tada ponovo iz (1) dobijamo

(Vn > N 4) ( |/(z„)—c| < s). (5)

Znači, iz (4) i (5) dobijamo da je lim f ( zn) = c .
n—> 00

*>1
Kako smo za proizvoljni niz (zn) iz dobili da je lim f ( z n) = c, to znači da je

n=0
(

c f ,e “ ,L № )
п=0 у

Ako je c = 00 e C , dokaz se sprovodi na isti način, samo što Euklidovu metriku zamijenimo 
tetivnom metrikom.

f  00 \
(ii) = (i): Neka je c e C  i C f , e ‘e,[Jg*(K) ={c}. To znači da je

п = 0  У

v (zJ e  l № ) ,  limz« = eW lim/(zJ = c > *ј- /(2)= c , tj
n=0 л->°° У 2_>e

л= 0

(V* > 0) (35 = г(£)) ( Vz € U « :(^ ) ]  ( Iz- е ш\ < б  => |/ (z ) -c | < s).
\  n = 0

(6)

Iz (6) dobijamo

/  и * " ( * М г е Д
\ n = 0

|z - e ‘H < с> C= ји> € c l \w-c\ < s \ . (7)

Kako gna — е1в, to za б > 0 postoji N  = N (S ) takvo da za svako n>JV i z е K važi 
к

k ( 4 - e '1 < č >  tj.

Q g : W c  {z e a
;x = N

|z - e ‘u < б (8)

Iz (7) i (8) dobijamo

/ f u ^ ( ^ ) ] c  {w eC [|w -c| < e\, pa je
\л=0 )

(Vn > N \\/z  e K )j/(g"(z))- c| < s). Znači /  ° g" — c, c e Ć

Ako je c = 00, dokaz se sprovodi na isti način, samo umjesto Euklidove metrike na C treba 
uzeti tetivnu metriku na sferi C .
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Teorema 2. Neka su / :Д - » С  proizvoljna funkcija i ga proizvoljni parabolički 
element grupe Рв , ga ф i iK  proizvoljan kompaktan podskup od A. Tada su sljedeća 
tvrđenja ekvivalentna:

(i) f ° g " = c ,  c e Ć .
K

(ii) C \f ,e “ , \ J g:(K )  = H
n = 0

Dokaz teoreme 2 se izvodi na isti način kao i dokaz teoreme 1.

Teorema 3. Neka je f  :A —> Č proizvoljna funkcija, ga proizvoljni hiperbolički 
element grupe Н в ,ga ф 1,za koji je е,в privlačeća tačka. Sljedeća tvrđenja su ekvivalentna:

(i) Tačka c g Ć je ugaona granična vrijednost funkcije /  u tački е1в, tj. f{e ie) = c .

(ii) (Vr e (0,1)) c ( f , e w, Q  §1 (Dh (0, ̂ ))1 = W
V v n=o

( r  ̂ 4
(iii)(V X cA ) C f , e “ , \ J S:(K) ={c}

V V n=0 J  J
, gdje je K je kompaktan podskup od A.

(iv) (3r0 е (0,1)) (Vr g (r0,1)) C f , e w\ J g" (Dh(0,r)) = {c}
V V Л=o z У

(v) (V re(05l)) ( f ° g na ------: c
I  Dh(0,r) 2

(vi) (VK c  A) /  o g” _  c .

(vii) (3r0 g (0,1)) (Vr e (r0,l)) /  ° g"
Dh(0 ,r) )

Kako za svaki kompakt K a  A postoji r, r e (0,l) takvo da je K a  Dh(0 ,r)a  Dh(().r) to 
teorema 3 neposredno slijedi iz definicije ugaone granične vrijednosti, leme 1 i teoreme 1.

Definicija 1. Ako se unija [ ј с { / , е 1в,АР(в,г]) po svim oricikličnim uglovima 

Ар(в,г), r>0, sastoji iz jedinstvene tačke, tu tačku nazivamo gornjom poluoricikličnom 
graničnom vrijednošću funkcije /  u tački е‘в i označavamo je sa /  (е1в).
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Definicija 2. Ako se unija Ар(в,г)ј po svim oricikličnim uglovima

Др\в,г), r>0, sastoji iz jedinstvene tačke, tu tačku nazivamo donjom poluoricikličnom 

graničnom vrijednošću funkcije /  u tački е‘в i označavamo je sa /  (е‘в).

Definicija 3. Ako se unija ( J c ( f ,e w,A F(e ,r)) po svim oricikličnim uglovima 
Ар(в,г), r>0, sastoji iz jedinstvene tačke, tu tačku nazivamo oricikličnom graničnom 
vrijednošću funkcije /  u tački е,в i označavamo je sa fQ (<г‘в).

Posljedica 1. Da bi proizvoljna funkcija /  :Д -> C imala ugaonu graničnu vrijednost 
u tački е1в neophodno je da ona bude normalna u odnosu na cikličnu hiperboličku 
polugrupu {g" I n e N  u  {o}}, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe Н в za koji je е‘в 
privlačeća tačka.

Posljedica 1 neposredno se dobija iz teoreme 3.

Postoje primjeri (holomorfnih) funkcija koji pokazuju da uslovi iz posljedice 1 nijesu 
dovoljni.

Pošto je normalnost meromorfnih funkcija u krugu A u odnosu na cikličnu 
hiperboličku polugrupu (kaskadu) {gna | n e N  u  {o}j, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe
Н в za koji je е1в privlačeća tačka, ekvivalentna normalnosti te funkcije u odnosu na 
polugrupu Н +в ={ga\ga G Н в,a e (0,l)}, to iz posljedice 1 dobij amo da meromorfna 
funkcija u krugu Д koja ima ugaonu graničnu vrijednost mora biti normalna u odnosu na 
polugrupu Н +в.

Iz teoreme 1 poglavlja 2.5 i posljedice 1 ovog poglavlja dobij amo sljedeće tvrđenje.

Posljedica 2. Ako meromorfna funkcija /  na krugu Д ima u tački е1в ugaonu 
graničnu vrijednost, tada za svako r, r>0, postoji konstanta C = C(f,r),  0 < C < +oo,

takva da je sup ( l- |z |2) /* (z )<  C < +co.
z eA H (e ,r )

Iz teoreme 17 poglavlja 3.1 i posljedica 1 i 2 ovog poglavlja dobijamo sljedeća 
tvrđenja.

Posljedica 3. Za svako /  e BC postoji skup E  = E(f),  E  a  бД, Lebegove mjere 
2 ti takav daj e f  e Q .

e^eE

Posljedica 3 pokazuje da za meromorfne funkcije sa ograničenom Nevanlininom 
karakteristikom važi tvrđenje tipa teoreme Lindelef-Lehta-Virtanena, tj. da iz postojanja 
asimptotskih graničnih vrijednosti slijedi postojanje ugaonih graničnih vrijednosti.
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Posljedica 4. svako f  e BC postoji skup E  = £’(/)• E  cz дА, Lebegove mjere 
2 ti takav da za svako Aн {д,г), r>0, postoji konstanta C ~ C ( f , 0 , r ) tako da je

sup (l - |z |2) / #(z) < C < +oo .
z e AH(e,r)

Teorema 4. Za proizvoljnu funkciju / :А - » С  postoji oriciklična granična 
vrijednost f 0 (e‘e) ako i samo ako je ispunjeno:

a) postoje gornja poluoriciklična granična vrijednost f {e ' e) i postoji donja

poluoriciklična granična vrijednost /  (e‘° ) i

b) / И =  / И

Tadaje f 0 {e“ )= / И  = f (e"),

Kako je Aр{в,г)— AР(б,г) u  AР{д,г), r>0, teorema 4 neposredno slijedi iz 
definicija 1, 2 i 3.

Teorema 5. Neka je / :  A —» Ć proizvoljna funkcija, ga proizvoljni parabolički 
element grupe Pe , ga Ф i, za koji je a >0. Sljedeća tvrđenja su ekvivalentna.

(i) Tačka c e Ć je gornja poluoriciklična granična vrijednost funkcije f  u tački 
е‘+ tj. f { e w)=c.

f \
(ii) (Vr E (0,1)) C f , e ” ,{Jg:(D h(0,r)) = (c)

V V n=0

Л

2 J

( r
(iii) (V K cA ) C f, ,gdje je K kompaktan podskup od A.

V V n=o /  i

(iv) (Br0 e(0,l)) (Vr e (r0,l)) C f , e ie, \J g na{Dh(0,r)) = {c}
V V П=0 )  )

(v) (Vr e (0,1)) /  o
Dh(Đ.O У

(vi) (УК c  д) [ /  ° g” — c
к у

(vii) (3r0 6 (0,1)) (Vr € (r0,l)) i f  o gna
D„(0,r) )
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Teorema 6. Neka je / :Д - » С  proizvoljna funkcija, ga proizvoljni parabolički 
element grupe Рв ,ga * i ,  za koji j&a<0. Sljedeća tvrđenja su ekvivalentna.

л  ■ n(i) Tačka c e C je donja poluoriciklična granična vrijednost funkcije /  u tački e , 

tj- ?(<=“ )= C.

(ii) (Vr e (0,1)) c \ f
\  \

V V n=o
= C

(iii) (уК  c A) C
v V n=o J  J

, gdje je K kompaktan podskup od A.

(iv) (3r0 E (0,1)) (Vr E (r0,l)) f c f / . e M,U«,"(t)»(0,r))j = {C}
V V л=о J  J

(v) (Vr e (0,1)) /  o gna
Dh(0,/) у

(vi) (VX c  A) /  o gna — c
К J

(vii) (3r0 e (0,1)) (Vr e (r0 ,l)) /  °
Dh(O.r) ;

Kako za svaki kompakt K a  A postoji r, r e (0,l), takvo da je 
K  c  Dh(0,r)cz Dh(0,r), to teorema 5 i teorema 6 neposredno slijede iz definicija 1 i 2, 
leme 2 i teoreme 2.

Koristeći teoreme 4, 5 i 6 ovog poglavlja, dobij amo sljedeće rezultate.

Posljedica 5. Da bi proizvoljna funkcija /  :Д -» C imala gornju poluoricikličnu 
graničnu vrijednost u tački ew neophodno je da ona bude normalna u odnosu na cikličnu 
paraboličku polugrupu (kaskadu) {g"\ n e N  u  {o}J, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe

Рв ,a>0.

Posljedica 6. Da bi proizvoljna funkcija /  :Д -> C imala donju poluoricikličnu 
graničnu vrijednost u tački e‘e neophodno je da ona bude normalna u odnosu na cikličnu 
paraboličku polugrupu (kaskadu) {gna | n e N  u  {o}|, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe

Рв ,a<0.
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Posljedica 7. Da bi proizvoljna funkcija / : A —» C imala oricikličnu graničnu 
vrijednost u tački е1в neophodno je da ona bude normalna u odnosu na cikličnu 
paraboličku podgrupu (kaskadu) {g"|neZ }, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe
Р \а Ф  0.

Posljedica 8. Ako meromorfna funkcija /  na krugu Д ima gornju poluoricikličnu 
graničnu vrijednost u tački е1в, tada za svako r, r>0, postoji konstanta 
C = C(f,r),  0 < C < +co tako da je sup (l - |z |2| / #(z) < C < +<x>.

z e Д p {в ,r)

Posljedica 9. Ako meromorfna funkcija /  na krugu A ima donju poluoricikličnu 
graničnu vrijednost u tački е1в, tada za svako r, r>0, postoji konstanta 
C = C(f,r), 0 < C < +co tako da je sup ( l- |z |2) / #(z)< C < +co .

zeA P (e ,r )

Posljedica 10. Ako meromorfna funkcija /  na krugu A ima oricikličnu graničnu 
vrijednost u tački е‘в, tada za svako r, r>0, postoji konstanta C - C ( / , r ) ,  0 < C < +co

tako da je sup ( l- |z |2) / #(z)< C < +oo .
zeA p (e ,r )

3.3. LOKALNA GRANIČNA SVOJSTVA MEROMORFNE FUNKCIJE NA
JEDINIČNOM DISKU-TEOREME TIPA LINDELEFA-LEHTA-VIRTANENA I 
BAGEMIL-ZAJDELA

Teorema 1. Neka je /  : A —> C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikličnu 
hiperboličku polugrupu jg"| n e N u  {o}j, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe H° za

koji je е‘в privlačeća tačka. Ako funkcija /  ima asimptotsku graničnu vrijednost c e C u 
tački е1в duž krive у , koja leži u nekoj oblasti Aн (в,г),г> 0 , tad a /im a  ugaonu graničnu 
vrijednost u tački е1в,X.]. f (el9)=c.

Dokaz: Neka je 0 < r < rx < 1 i х c: Ан (в,г) . Skup у n  gna (д_ \ Dr) sastoji se iz

dvije krive, gdje je Dr = [z e C| |z| < rj, Dr = {z e C| |z| < /јј. Sa yn označimo onu od tih

krivih koja je bliža tački е,в i neka je Гл = g~n{yn)- Pošto je funkcija /  normalna na A u 
odnosu na ( ^ |n e i V u  {o}J, tada za Dh = {z e C| |z| < r2j ,  гг < r2 <  1, postoji podniz 

[ f ° gnak) takav da /  ° £ ‘ =  — ep, gdje je (p meromorfna funkcija na Dr_
Dn

Za svako p e N  možemo izabrati podniz (z)j ) takav da je (zj4 ) c: ГПј i

lim z pn = z l . Posmatrajmo podniz ( / ° gakm ) niza ( / 0 gnak). Tada /  o gnakm -----. ep.
m-> oo кт v —
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Dokažimo da je <p(z0p)= c  za svako p e N .  Za proizvoljno £->0 pokažimo da je 
\д>Џ$)-с\<£.

Kako je ep neprekidna funkcija i lim z pn -  z l , to za
m —>00 km

važi

3М г tako da za Vm > M 2

Kako je /  ° gnak
Dri

f ° g na m (Z)~(p{z) 

dobij amo

ep, to za 

Pošto je

£
— > 0, ЗМј tako da za Vm > M j, 

z pk za svako p e N ,to stavljajući

(2)

Vze D.

f ° g , < £
3 ' (3)

Dalje je (z£ )= vvf e i lim wp = е1в е у , jer je е1в privlačeća tačka za
'  km ' km km km

Sga. Tada, pošto je c asimptotska granična vrijednost funkcije/; slijedi da za — > 0, 3M 3 

tako da za svako т > М г važi

(4)

Iz (2), (3), (4) i (1) dobij amo \(p{z%)- c| < s , za svako s > 0, tj. <p(z£) = c .

Kako je (z^) cz Д . , p e N  to niz (z0p) ima u D c  D graničnu vrijednost. Tada iz 
teoreme jedinstvenosti za meromorfnu funkciju dobijamo da je cp(z) = c = const na D , 
pa je i q>(z) = c = const na Dh . Dokažimo da je tada i

D,
c

Pretpostavimo da (5) ne važi, tj.

(a* > ф к  e N)(3nt e W)(bz4

(5)
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Tada posmatrajmo niz f  ° gnak . Kako je {/ ° g"} normalna familija na A ,tada niz f  ° gnak 

ima podniz /  ° gnakm za koji važi /  ° g km ---- - c , pa imamo kontradikciju. Dakle, važi
Dn

/ o g ” . c . Tada iz teoreme 3 ((vii)) poglavlja 3.2 dobijamo da je c ugaona granična 

vrijednost funkcije /  u tački е‘д, tj. f(e  ie) =c .  □

Teorema 2. Neka je /  :Д -> C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikličnu 
paraboličku polugrupu (g*| n e N  u  {0}j, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe P° ,a>0. 

Ako funkcija /  ima asimptotsku graničnu vrijednost c e Ć u tački е,в duž krive у , koja 
leži u nekoj oblasti Ар{в,г), r>0 , tad a /im a  u tački е,в gornju poluoricikličnu graničnu 
vrijednost c e Ć , tj. f ( e l0)= c .

Teorema 3. Neka je /  : Д -» C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikličnu 
paraboličku polugrupu [gna | n e N  u  {o}j, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe P° ,a<0. 

Ako funkcija /  ima asimptotsku graničnu vrijednost c e C u tački е1в duž krive у , koja 

leži u nekoj oblasti Ар(д,г), r>0 , ta d a /im a  u tački е'в donju poluoricikličnu graničnu 

vrijednost c e Ć ,  tj. f ( e ,e)=c.

Kako za ga &Pe, аФ 0, imamo topologiju kao i za ga e H 9, аФ 0, a za 
meromorfnu funkciju važi teorema jedinstvenosti, to se dokazi teorema 2 i 3 izvode kao i 
dokaz teoreme 1.

Iz teoreme 4 poglavlja 3.2 i teorema 2 i 3 ovog poglavlja slijedi sljedeće tvrđenje.

Teorema 4. Ako je /  :Д -> C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikličnu 
paraboličku podgrupu {g"\n e z ] ,  gdje je ga proizvoljni elemenat grupe P 9 , a *  0 , ia k o

postoje krive yx i y2 takve da je yx c  Ар(в,г), r > 0, y2 a  Ар(в,г1), rx > 0 i /  ima istu 
asimptotsku graničnu vrijednost duž krivih yx i y2, koja je jednaka c e C , tada funkcija /  
ima u tački е'в oricikličnu graničnu vrijednost c, tj. fQ (e'°)=c.

Teorema 5. Ako je /  :Д -» Ć meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikličnu 
hiperboličku polugrupu {gna\ n e  N u  {o}}, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe H° za

koji je еш privlačeća tačka, tada za svaki niz (zn) а А н (в,г), r> 0 ,z a k o j i je  lim zn = е,в
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i l im /( z J  = c e Ć ,  važi da je za svaki niz (xn), lim x„=0 za koji je
/ 7 - >  OO /7 —>00

U A ( Z n ’ Х П ) C ') Za nek0 Г> C \  / » > U D h ( z n )l = W •
/7=1 n=l

Pomoću teoreme 5 i teoreme 1 moguće je dobiti sljedeće tvrđenje tipa teoreme 
Bagemil-Zajdela.

Teorema 6. Neka je /  : Д -> Ć meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikličnu 
hiperboličku polugrupu | n e N  u  {ojj, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe Н в za 

koji je е1в privlačeća tačka i neka je niz (zn) <= Ан (в,г) za neko r takav da je
1) lim zn =ew,

2) lim /(zn) = c, c e Č ,
п — >C O

3) Hm dh (zn,zn+])~  0.
/ 7 - >  oo

Tada je c ugaona granična vrijednost funkcije /  u tački e'^,tj. f ( e ‘e) =c .

Dokaz: Neka je xn =2dh{zn,zn+l). Tada je limxn = 0. Posmatrajmo
п — >C O

Dh(zn,xn) = {z e ДI dh(z,zn)< xn), tada iz teoreme 5 slijedi da je

C
\

f ,e ‘e,[ jD h(zn,x n) = {c}. Kako je kriva у  = zxz2...zneie podskup skupa ( Ј Dh(zn,xn) to
n - 1 /  n=l

funkcija /  ima asimptotsku graničnu vrijednost c e C u  tački е1в duž krive у koja leži u

\ jD h(zn,xn). Pošto je moguće odabrati r tako da je \ jD h{zn,xn) <z Ан {в,г), to je c
n=l /7 =  1

asimptotska granična vrijednost funkcije /  u tački duž krive у  koja leži u Ан (в,г). 
Tada iz teoreme 1 ovog poglavlja slijedi da je c ugaona granična vrijednost funkcije /  u 
tački ew,t]. f ( e ,e)=c.

Teorema 7. Neka je /  :Д —> C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikličnu 
paraboličku polugrupu jg" | n e N  u  {о}1, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe Р в ,a>0, i 

neka je (zn) niz takav da je (zn)czAp{e,r) za neko r i koji ispunjava uslove:

1) lim zn =
/ I —>00

2) lim /(zn) = c, c e Č ,
п —>00

3) limdh{zn,zn+l)= 0.
Л —>co

Tada je c gornja poluoriciklična granična vrijednost funkcije /u  tački e,<9,tj. / ( e ‘e)= c .
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Teorema 8. Neka je /  : Д -» C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikličnu 
paraboličku polugrupu { g " |« e iV u  {ojj', gdje je ga proizvoljni elemenat grupe Рв ,a<0,

i neka je (zn) niz takav da je (zn) a  AР(в,г) za neko r i za koji je ispunjeno:

1) lim zn = еш,
п~> CO

2) lim /(zn) = c, c e Ć ,
n—> 00

3) \imdh{z„,zn+l)~  0.
П - »  CO

Tada je c donja poluoriciklična granična vrijednost funkcije /  u tački , tj. f ( e ,e) - c .

Teorema 9. Neka je /  :Д -» C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikličnu 
paraboličku podgrupu [gna\n e z\, gdje je ga proizvoljni elemenat grupe Р в , a ф 0, i 
neka je (zn) niz takav da je (zn) cr AР(б,г) za neko r i za koji je ispunjeno:

1) limzn = е,в,
n —»CO

2) lim /(z  ) = c, c e Ć ,
/2  —»CO

3) lim dh {zn,zn+])= 0.
П —»CO

Tada je c oriciklična granična vrijednost funkcije f  u tački , tj. / 0 (e"9) = c .

Dokazi teorema 7, 8 i 9 izvode se analogno kao dokaz teoreme 6 i zato ih izostavljamo.
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SUMMARY

Тћеогу of normal families of functions plays very important role in the Function 
theory. Normal meromorphic functions were firstly studied by K. Yosida ( [2 0 ])  and K. 
Noshiro ([1 6 ] ). Results of Lindelf ( [9] and [11] ) , O. Lehto and K.V. Virtanen ([1 2 ]) 
show that bounded holomorphic functions which are proper subset of the set of normal 
holomorphic functions as well as normal meromorphic functions have good boundary 
properties themselves. The results obtained in motivated further studying of normal 
meromorphic functions. Numerous results dealing with this subject permitted V.I. Gavrilov 
([8 ])  to investigate the normality of meromorphic functions on (hyperbolic and parabolic) 
subgroups of the group of ali conformal automorphisms of the open unit disk. Namely, it is 
shown that these meromorphic functions constitute wider classes than already examined 
classes of normal meromorphic functions by O. Lehto and K.V. Virtanen, and that 
functions from these classes have the same properties as meromorphic functions which are 
normal with respect to the group of ali conformal automorphisms of the open unit disk.

In this dissertation we investigate boundary properties of an arbitrary meromorphic 
function defined on the open unit disk A of the complex plane. In Chapter 3 we prove the 
assertions which give necessary and sufficient conditions for an arbitrary meromorphic 
function on A to have an angular and oricyclic boundary value in terms of the cluster set 
and the normality of a function. The main role for the existence of these boundary values 
has the normality of meromorphic functions with respect to the hyperbolic and parabolic 
dynamical system (cascade)-a semigroup which is generated by a hyperbolic or parabolic 
element of the group of ali conformal automorphisms of the disk A with the attractive 
point in the unit circle. In the proofs we use results of the Тћеогу of the geometry of 
discretes groups and the uniqueness theorem of the complex analysis, and we not use the 
Theory of harmonic measures the so far used in the proofs of the corresponding classical 
results for holomorphic and meromorphic functions (Lindelo 's theorem, Lehto-Virtanen's 
theorem and Gavrilov's theorems).

In Chapter I we give preliminary notations, definitions and results related to the 
Theory of Mobius transformations and the hyperbolic geometry.

In Section 2.4 we show that the normality of a meromorphic functions with respect 
to the hyperbolic (parabolic) dynamical system-cascade that constitutes a cyclic group 
which is generated by an element of hyperbolic (parabolic) group, implies the normality of 
this function with respect to the whole hyperbolic (parabolic) group. This result has 
motivated our further investigations dealing with the examination of the influence of 
algebraic, analytic and geometric groups structure, as well as in the examination of the 
influence of analytic and geometric structure of meromorphic functions on its normality 
and boundary properties.

Results obtained in Section 2.5 show that the meromorphic functions which are 
normal with respect to апу hyperbolic (parabolic) dynamical system-cascade-semigroup 
which is generated by some element of hyperbolic (parabolic) group, constitute wider 
classes than from the so far investigated classes of normal meromorphic functions. It is 
proved that for functions from these classes are valid theorems of the type Lindelćf- 
Lehto-Virtanen and the type Baghemil-Seidel related to the angular and oricyclic



boundary values. The proofs of these results are based on the normality of these functions 
with respect to the hyperbolic and parabolic semigroups.

We pointed out that results from Section 3.2 show that an arbitrary function that 
has the angular boundary value at a point е'в must be normal with respect to the cyclic 
hyperbolic semigroup which is generated by some element of the group of ali conformal 
automorphisms of the disk Awhose е‘в the attractive point. As an application, we obtain 
the assertion which consists in the fact that for meromorphic functions from the 
Nevanlinna class as well as for holomorphic functions from Hardy class are valid theorems 
of the type Lindelćf-Lehto-Virtanen. It follows from this result the estimation

/ #(z) = |/'(z)|fl + |/'(z)|2Nj = o f ( l - |z |2)" 1 concerning to the spherical derivative on

hyperbolic domains.
In Section 3.3 we prove that from the fact on the existence of the asymptotic 

boundary value follows the existence of the oricyclic boundary value.
We draw attention that many results concerning the bounđary behaviour of 

functions have locally character. They may be obtained owing to the fact that cyclic 
semigroups are embedded in the cyclic hyperbolic groups, and these are embedded in the 
group of conformal automorphisms of the disk A which "properly functioning" within the 
hyperbolic geometry of the open unit disk.
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