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UvOD

Jedan od centralnih problema koji se izuc¢ava u teoriji funkcija je vezan za grani¢na
svojstva funkcija.

Jo§ u XIX vijeku francuski matemati¢ar VajerStras, ruski matemati¢ar Sahocki i
italijanski matematicar Kazarti dobili su rezultat o granicnom ponasanju holomorfne funkcije
u taCkama esencijalnog singulariteta. Taj rezultat sada predstavlja klasi¢no tvrdenje
kompleksne analize.

Pocetkom proslog vijeka francuski matematicar Lindelef ([9] ili [11]) je dokazao da za
ograni¢ene holomorfne funkcije iz postojanja asimptotske grani¢ne vrijednosti slijedi
postojanje ugaone granicne vrijednosti.

Nakon pojave ovog rada matematicari nijesu dobijali nove rezultate iz ove teorije sve
do 1957g. kada su finski matematiCari Lehto i Virtanen ([12]) dokazali da normalne
meromorfne funkcije imaju ista graniCna svojstva kao i ograni¢ene holomorfne funkcije.
Znacaj tog rezultata, izmedu ostalog, se ogleda 1 u tome $to ograni¢ene holomorfne funkcije
na jedinicnom krugu ¢ine pravi podskup skupa normalnih meromorfnih funkcija.

InaCe, normalne meromorfne funkcije prvi su definisali i izucavali japanski
matematicari Yosida [20] 1 Noshiro [16] (1934g.). '

Tek nakon pojave rada Lehta i Virtanena ([12]) veliki broj matematicara Sirom svijeta
poceo je da se intenzivno bavi izu€avanjem svojstava tih funkcija .

Posebno isticemo rezultate ruskog matematicara V. I. Gavrilova i njegovih ucenika,
koji su normalnost meromorfnih funkcija prvi poceli izucavati na podgrupama grupe
konformnih automorfizama jedini¢nog kruga A. Naime, pokazali su da te meromorfne
funkcije Cine Siru klasu od klase koju su izucavali Lehto i Virtanen i da meromorfne funkcije
koje su normalne u odnosu na hiperbolicke podgrupe imaju ista grani¢na svojstva kao i
meromorfne funkcije koje su normalne u odnosu na ¢itavu grupu konformnih automorfizama
jedini¢nog kruga 4 tj. dokazali su da za njih vazi teorema tipa Lindelefa-Lehta-Virtanena.

IstiCemo, da rezultati iz teorije grani¢nih svojstava funkcija imaju primjenu u teoriji
diferencijalnih jednacina, funkcionalnoj analizi, klasi¢noj analizi, kompleksnoj analizi i dr.

Glavni zadatak u ovom radu su izucavanje grani¢nih svojstava proizvoljnih funkcija i

meromorfnih funkcija, definisanih na jediniénom krugu A = {z eC |I |z| < 1} kompleksne ravni

C. Dokazana su tvrdenja (treca glava) koja daju potreban i dovoljan uslov da proizvoljna
funkcija definisana na jedinicnom krugu kompleksne ravni C, ima ugaonu i oricikli¢nu
grani¢nu vrijednost u terminima grani¢nog skupa 1 normalnosti funkcije. Glavnu ulogu u
postojanju ovih grani¢nih vrijednosti ima normalnost funkcije u odnosu na hiperbolicki i
parabolicki dinamicki sistem-kaskadu-polugrupu koju rada hiperbolicki, odnosno parabolicki
elemenat grupe konformnih automorfizama kruga 4 s privlateé¢im tackama na jedini¢noj
kruznici. U dokazima smo se koristili rezultatima geometrije diskretnih grupa i teoremu
jedinstvenosti kompleksne analize, a nijesmo koristili teorijju harmonijske mjere kako je do
sada radeno u dokazima klasi¢nih rezultata tog tipa za holomorfne i meromorfne funkcije
(teorema Lindelefa, teorema Lehta-Virtanena, teoreme V.I. Gavrilova i dr.)

U poglavlju 2.4 ovog rada pokazuje se da normalnost meromorfnih funkcija, u
odnosu na hiperbolicki, odnosno parabolicki dinamicki sistem-kaskadu koji €ini cikli€nu grupu,
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a koju rada samo jedan elemenat hiperbolicke, odnosno parabolicke grupe, dovodi do
normalnosti te funkcije u odnosu na ¢itavu hiperbolicku, odnosno parabolicku grupu ([31]).
Ovaj rezultat je motivisao dalja istraZivanja koja su se sastojala u izu¢avanju uticaja algebarske,
analitiCke i geometrijske strukture grupa, kao i analiticke i geometrijske strukture meromorfne
funkcije na njenu normalnost a takode i njena granicna svojstva.

Dobijeni rezultati u poglavlju 2.5 pokazuju da meromorfne funkcije koje su normalne u
odnosu na proizvoljni hiperbolicki odnosno parabolicki dinamicki sistem kaskadu-polugrupu,
koju rada jedan elemenat hiperbolicke odnosno paraboli¢ke grupe, Cine Sire klase od do tada
izu¢avanih klasa normalnih meromorfnih funkcija. Za funkcije iz tih klasa dokazali smo
rezultate tipa teorema Lindelefa-Lehta-Virtanena 1 Bagemil-Zajdela o ugaonim i oricikli¢nim
graniénim vrijednostima. Klju¢no mjesto u dokazima tih rezultata, kao Sto smo istakli igra
normalnost tih funkcija u odnosu na hiperbolicke i parabolicke polugrupe.

Posebno isticemo rezultate poglavlja 3.2 koji pokazuju da proizvoljna funkcija ako ima
ugaonu grani¢nu vrijednost u tacki e mora biti normalna u odnosu na cikli¢nu hiperbolicku
polugrupu koju rada hiperbolicki elemenat grupe konformnih automorfizama jedini¢nog
kruga ¢ija je privlaceca tacka €. Iz tih rezultata, naprimjer, slijedi tvrdenje da i za
meromorfne funkcije iz Nevanlinine klase kao i za holomorfne funkcije iz Hardijevih klasa
vaze teoreme tipa Lindelefa-Lehta-Virtanena a $to do sada nije bilo poznato. Otuda dalje
slijedi da za  funkcije iz  tih klasa  vazi  ocjena sfernog  izvoda

f'(2)=| f'(z)l[l +| f'(z)ﬂI = 0[(1 |2 T'] na hipercikli¢nim oblastima.

U poglavlju 3.3 smo dokazali rezultate koji se odnose na dobijanje oricikliCne granicne
vrijednosti (tangencijalno grani¢no svojstvo) iz postojanja asimptotske grani¢ne vrijednosti u
oricikli¢nim oblastima. Koliko je nama poznato rezultati toga tipa do sada nijesu dobijeni.

Skreéemo paznju, da naprijed navedeni rezultati koji su vezani za grani¢no ponasanje
funkcija imaju lokalni karakter. Oni se mogu dobiti zahvaljujuéi Cinjenici da su ciklicne
polugrupe "utopljene" u ciklicne  hiperbolicke grupe, a ove u grupu konformnih
automorfizama kruga A koje "dobro funkcioniSu” unutar hiperbolicke geometrije jedini¢nog
kruga.

Rezultati ovog rada izlagani su na seminaru Teorija funkcija Prirodno -matematickog
fakulteta u Podgorici, kojim je rukovodio prof. dr Zarko Paviéevié, na International
Conference of Generalized Functions - Linear and Nonlinear Prolems koja je odrzana od 31
avgusta do 4 septembra 1996. godine u Novom Sadu, na PRIM-u odrzanom od 3 do 6 juna
1996. godine u Budvi, na seminaru Granicni skupovi MehaniCko-matematickog fakulteta na
Moskovskom Drzavnom Univerzitetu "M.V. Lomonosov", kojim je rukovodio prof. dr V.L.
Gavrilov i Nauénom seminaru Odsjeka za matematiku i racunarske nauke Prirodno-
matematickog fakulteta u Podgorici.
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1. GEOMETRIJA HIPERBOLICKIH I PARABOLICKIH KASKADA

Ova glava ima pomo¢ni karakter. U njoj su date osnovne definicije i rezultati teorije
Mebijusovih preslikavanja, hiperbolicke geometrije i dinamickih sistema, koji su neophodni
za dobijanje rezultata druge i trece glave.

Opésirnije o ovim teorijama moze se naci, na primjer, u monografijama ([3]) i ([5]).

1.1. MEBLJUSOVA PRESLIKAVANJA

Nekasu N, Z, O, R i C, redom, skupovi prirodnih, cijelih, racionalnih, realnih
i kompleksnih brojeva, R" skup pozitivnih realnih brojeva, a
R"={x=(x,%,..%,)| X, %X, € R}, ne N, n-dimenzioni vektorski prostor sa

skalarnim proizvodom (x,y)= ixi- ¥, x,yeR". Tada je sa |x|=(x,x)"* definisana

i=l

norma u R". Prostor R" sa skalarnim proizvodom (-,-) je Euklidov vektorski prostor, a || se

zove Euklidovom normom u R". Skup S(a,r)= {x eR"| |x—d|= r}, aeR",reR", je sfera

sa centrom u tacki a i polupre¢nikom r.

Definicija 1. Inverzijom u odnosu na sferu S(a,r) naziva se preslikavanje
@:R"\ {a}—> R" definisano sa

r2

(x—a), xeR"\{a} (1)

e

Inverzija ¢ se jo§ naziva i1 simetrijom u odnosu na sferu S(a,r) . Dalje ¢emo za
inverziju upotrebljavati taj naziv.

Ako je u definiciji 1 a=0€R", a r=1, dobija se simetrija ¢ u odnosu na sferu
S(0,1), koja se zadaje sa

o(x)= ﬁz—x, x e R"\ {0} (2)

Jela Susi¢: "Dinamicki sistemi i grani¢na svojstva funkcija"
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. 1 . = . e - - n
Ako je x*=——x, xe R"\{0}, tj. ako sax* ozna¢imo simetriénu ta¢ku tatke x € R" \ {0} u
x

odnosu na sferu S(0,1), tada se iz (2) dobija
p(x)=x", xeR"\{0}, (3)
pa (1) postaje
plx)=a+r*(x—af, xeR"\{d}. 4)

Neka je R" =R" u{oo}. Tada se simetrija @ u odnosu na sferu S(a,r) moze
dodefinisati u tatkama a i « na sljedeéinadin: ¢(a)=c0 i @(o)=a.
Akoje ¢"(x)=0(p..(p(x))..), ne N, tadaje:
H—'

n-puta

1. goz(x)=x, xeﬁ";
2. ¢ je bijektivno preslikavanje skupa R";
3. ¢(x)=x akoisamo akoje xeS(a,r)..

(x,a)=t}u {o}, acR"\{0}, teRr

Ravan u R", odnosno u R", je skup P(a,t)= {x eR”
Definicija 2. Nekaje ae R"\{0}. Preslikavanje ¢:R" — R" definisano sa
p(x)=x+a, xeR", (5)

gdje je 1 R izabrano tako da je L(x+¢(x))e P(a,r) za x eR", naziva se simetrijom u

skupu R" u odnosu na ravan P(a,t).

Koristeci naprijed navedeno, iz (5) se dobija

(p(x):x—Z((;;a)—t)-a*, xeR". (6)

Ako se simetrija ¢ u odnosu na ravan P(at) dodefiniSe u tacki o tako da je
¢(e0) =0, lako se pokazuje da za ¢ vazi:

Jela Sugi¢: "Dinamiki sistemi i grani&na svojstva funkcija”
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1. ¢2(x):x, xe]%";
2. o je bijektivno preslikavanje skupa R";
3. ¢(x)==x akoisamo ako je x e P(a,t)

Iz (1) slijedi da je simetrija ¢ u odnosu na sferu S(a,r) neprekidno preslikavanje na
R" \{a}, a iz (6) slijedi da je simetrija ¢ u odnosu na ravan P(a,t) takode neprekidno
preslikavanje na R". Pri tome je neprekidnost razmatrana u odnosu na metriku (topologiju)
koju radja Euklidova norma na R".

Dalje ¢emo se baviti Euklidovim vektorskim prostorima R’ i R’, skupovima R? i
R’ isimetrijama u odnosu na sferu i ravan u tim skupovima.

Na R? se moze definisati metrika tako da simetrije u odnosu na kruZnice i prave u
R? budu neprekidna preslikavanja na R’. Naime, neka je w:R? — R* preslikavanje
definisano sa

0, X =00

‘//(x)={ (.x20) xer’ |

Neka je e, =(0,0,1)e R’. Skup P(e,,0) je ravanu R*. Preslikavanje y slika R? bijektivno

na ravan Pe,,0). Preslikavanje n: P(e,,0) —» R® definisano sa

N

2 222 o -1 e Ple ) foo
7r(x)= L“x“z +1’ )c”2 +1’ x“2 +1J’ P( 330)\{ }

| e,=(0,0) , X =00

je bijektivno preslikavanje ravni P(e,,0) na sferu S(0,1) iz R>. Preslikavanje m se naziva
sferna projekcija ravni P(e,,0) na sferu $(0,1) iz R*.

Kompozicija 7o i je bijektivno preslikavanje skupa R? na sferu 5(0,1), S(01)c= R*.

Na sferi S(0,1) moze se posmatrati metrika d koju indukuje metrika iz Euklidovog
vektorskog prostora R*. Metrika d se zove tetivnom metrikom sfere S(0,1).

Ako je p(x,y)=d((mow)x)(zowXy)) x,ye R?, tada je sa p definisana metrika
na R’. Metrika p se naziva tetivnom metrikom na R*. Skup R? sa topologijom koju rada

metrika p naziva se Rimanovom sferom. Otuda slijedi da se R? sa topologijom koju rada
metrika p topoloski mozZe identifikovati sa sferom S(0,1) na kojoj topologiju rada metrika
d. Niame, preslikavanje 7oy je homeomorfizam tih topoloskih prostora.

Pokazuje se da je

Jela Susi¢: "Dinamicki sistemi i grani¢na svojstva funkcija"
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2x - ¥ e
(l . ..2\.[0!1 . ”2)\/2> X,y e
+||x +
ox,y)=- ||2|| ) U+l )
aukl o o
)

Iz (7) se vidi da je metrika p ekvivalentna metrici koju rada norma || na R*. Otuda

slijedi da su preslikavanja iz R* u R’, koja su neprekidna u topologiji koju rada metrika p
takode neprekidna u topologiji koju rada norma || u R*. Vazii obrnuto.

Kako je R? kompaktan skup u odnosu na topologiju koju rada metrika p, tada R’
predstavlja kompaktifikaciju skupa R” sa jednom tatkom. Kako je preslikavanje ¢
neprekidno na R’, njegovu neprekidnost je dovoljno ispitati u tackama a i « ako je ¢
simetrija u odnosu na kruznicu S(a,r) i u tacki « ako je ¢ simetrija u odnosu na pravu
P(a,t). Da su navedene simetrije neprekidne u tatkama a i o moze se direktno dobiti iz (7)
1 definicija tih preslikavanja.

Iz naprijed recenog slijedi da su simetrije ¢ homeomorfizmi skupa R> u odnosu na
tetivnu metriku. '

Ubuduce ¢emo za svako x € R” koristiti oznaku || =|x].

e

1+|x

Na skupu R® se uvodi i takozvana sferna metrika. Naime, neka je ds= 5

xe R*,i y neprekidno-diferencijabilna kriva koja spaja tatke x,,x, € R>. Tada se

| x|

Lly)= |ds =
(7)J o

naziva sfernom duZinom krive y.
Neka je dalje I' = { |7 je neprekidno - diferencijabilna kriva koja spaja tacke x,ix, .

Sferno rastojanje tataka x,,x, € R? je

s(x,,x,)=1inf L().

yel

Pokazuje se da je za svako x,,x, € R* vazi

A

2P(x1 ,Xz)-<- S(XI ’xz)-<— ”p(xl » Xy )’

Jela Susi¢: "Dinamicki sistemi i grani¢na svojstva funkcija"
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iz Cegaslijedidasu p 1 s ekvivalentne metrike. Otuda slijedi da je sasvim svejedno u
kojoj od njih e se ispitivati neprekidnost, odnosno konvergencija.

Definicija 3. Kompozicija konac¢nog broja simetrija u odnosu na prave i kruznice
naziva se Mebijusovim preslikavanjem u RY.

Za Mebijusova preslikavanja vazi:

1. Svako Mebijusovo preslikavanje je homeomorfizam R* na R?.

2. Kompozicija dva Mebijusova preslikavanja je Mebijusovo preslikavanje.

3. Inverzno preslikavanje Mebijusovog preslikavanja je Mebijusovo preslikavanje
(akoje p =@, 0@, 0o, , gdje su ¢, simetrije, tadaje ¢~ =@, o0, 0@, ).

4. Identi¢no preslikavanje R? na R? je Mebijusovo preslikavanje.

Iz 2, 314 slijedi da skup svih Mebijusovih preslikavanja sa operacijom kompozicija
preslikavanja ¢ini grupu.

Definicija 4. Opstom Mebijusovom grupom nazivamo grupu svih Mebijusovih
preslikavanja definisanih na R*. Oznaka: GM (Iéz )

Razmotrimo sada neke primjere Mebijusovih preslikavanja.

Primjer 1. Translacija x> x+a, aeR’ je Mebijusovo preslikavanje. Ona se moze

o : : la|’
prikazati kao kompozicija simetrija u odnosu na ravni (x- a)=01i (x-a)= T :

Primjer 2. Rastezanje x> k-x, k>0 je Mebijusovo preslikavanje. Ono se moze

prikazati kao kompozicija simetrija u odnosu na sfere §(0,1)1 S(O,«/’lz )
Primjer 3. Preslikavanje :,z/(x): r-x +a je Mebijusovo preslikavanje. Za njega vazi

daje p=wop*oy™, gdiesugi ¢* redom simetrije u odnosu na kruznice S(a,r) 1 S(0,1).

Teorema 1. Svaka Euklidova izometrija u R’ je kompozicija ne vise od dvije
simetrije u odnosu na prave.

Jela Susi¢: "Dinamicki sistemi i grani¢na svojstva funkcija”
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Dokaz: Posto je svaka simetrija u odnosu na pravu izometrija, dovoljno je razmotriti
izometriju ¢ za koju je ¢(0)=0. Za nju vazi

[o()]=lo(x)-0] = | o(x)- 00} = | x - 0] = | x|

2(p(x)- o)) = 0| +| e = o) 0O)" =] x|" +| 2" =] x-»|" =2(x- ),

tj. Cuva duZinu vektora i skalarni proizvod. Tozna¢i da su vektori ¢le,) i
ple,) ortogonalni, pa su i linearno nezavisni (e, =(1,0), e, =(0,1)). Kako ih ima 2,
oni obrazuju bazu vektorskog prostora R*. Tada je za svako x =(x,,x,)e R?

o(x)=4 p(e))+ 2, 0(e,), A, A, € R.
Otuda je
(0(x)-ole)=4 i (px)ole))=(¢)=x, pajed =x, i=12.
Na taj nacin dobijamo da vazi
o(x)=2,-p(e)+ 2, -0le;)=x-ple)+x, -¢(e,) za svako x e R?,

. @(x, e +x,€,)=x-¢(e,)+x, p(e,). To pokazuje da je ¢ linearno preslikavanje R
(el)
e

4
na R’. Ako je A matrica preslikavanja ¢ u odnosu na bazu e,,e,, to je 4 =l ¢( )], paje
\go 2

/!

o(x)=x- 4. Dalje je

Dakle, matrica 4 je ortogf)nalna. .

Sada dokazimo da je ¢ kompozicija ne viSe od 2 simetrije u odnosu na prave.

Neka je a, =¢(e,)—e,. Ako je a,#0, uzmimo da je y, simetrija u odnosu na
ravan P(a,,0), a ako je a, = 0 neka je y, identi¢no preslikavanje. Tadaje v, (o(e,))=¢,.

Preslikavanje ¢, = v, o ¢ je izometrijai ¢,(0)=0, ¢, (e, )=e,.

Neka je dalje a, = ¢,(e,)~e,. Ako je a, #0 uzmimo da je y, simetrija u odnosu na
pravu P(a,,0), a ako je a, =0 neka je y, identi¢no preslikavanje. Neka je ¢, =y, o ¢,
Tada vazi: ¢, je izometrija, ¢, (0)=0, ¢,(¢e;)=¢, 1 @,(e,)=e,. Prema ve¢ dokazanom ¢,
je linearno preslikavanje, pa je ¢, identino preslikavanje i. Dakle, y, oy, cp=1i, tj.
p=y oy, 0

Iz teoreme 1 slijedi da je svaka izometrija u R’ Mebijusovo preslikavanije.

Jela Susié: "Dinamicki sistemi i grani¢na svojstva funkcija"
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Teorema 2. Preslikavanje ¢ je Euklidova izometrija ako i samo ako se moze
predstaviti u obliku ¢ (x) = x- 4+ x,, gdje je A ortogonalna matrica, a x, € R*.

0

Dokaz: Neka je ¢ Euklidova izometrija. Tada je i ¢ (x)-¢(0) FEuklidova
izometrija, pa se kao i u dokazu teoreme 1 moze zakljuciti da je matrica preslikavanja
w(x) = @(x) — @(0) ortogonalna, tj. w(x)=x-4, gdje je A ortogonalna matrica. Otuda

slijedi da je ¢ (x)=xA+¢ (0).

Neka je sada ¢(x)=x-4+x,, xeR’, gdje je A ortogonalna matrica i x, € R”.
Tada je |(x)-@(y)|=]x -4-y 4| =|(x=-y)-4]|=|x-y]|, jer A Cuva duZinu vektora.
Slijedi da je ¢ Euklidova izometrija. O

Teorema 3. Svaka simetrija mijenja orijentaciju i cuva ugao.

Dokaz: Neka je @, simetrja u odnosu na pravu P(at), to jest
9,(x)=x—-2|(x-a)-t]-a*. Diferenciranjem dobijamo

,‘_|2:a,_2‘ —2a;a2\
2 |
' !a !al
X )= 3
7. () -2a,a, 1_2(122
(el =
paje o' (x)=E-2-Q, edieje
% B
2 2
a a
ol
a, -a, a;
2 2
)

Primijetimo da je Q7 = Q,. Otuda je

0,()-(0,®) =lo,(x)) =(E-2-0,) =E-4.0,+4-0, =E.

Dakle, ¢, (x) je ortogonalna matrica. Otuda slijedi da je ¢, konformno preslikavanje.
Neka je D(a)=detg’ (x). Tada je +1=D(a)#0. Medutim, D(a) je neprekidna

funkcija iz R*\ {a}. Poito je R*\{a} povezan skup, toje D(a) stalnog znakau R*\{0}.

Za a=e, imamo da je ¢(x,,x,)=(-x +2t,x,), pa je D(a)=dety', (x)=-1. Odavde

Jela Susi¢: "Dinamicki sistemi i grani¢na svojstva funkcija"
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zaklju€ujemo da je D(a)<0 za svako a#0. Dakle, svaka simetrija u odnosu na ravan
mijenja orjentaciju.
Analogno rasudivanje primjenjujemo i u slucaju simetrije u odnosu na kruZnicu.

Neka je ¢ simetrija u odnosu na kruznicu §(0,1), tj. o(x)= x} .Tadajeza x#0
x
(x2 - x} ~2x,x, | 1 2x} =2xx,
R T U
' x)= = = E - 2 s
#x) - 2x,x, x} —x? -2x,x, 1 _2x32 ‘xg ( 0.
4 4 4 2 4
X I X M

gdje je
xooxn%
W
h XX, x22
1.2 2
)

odakle kao u prethodnom slucaju slijedi da je ¢'(x)-(¢'(x))’ =E> pa je ¢ konformno

preslikavanje. Kako je D = det(p’(x) = —% <0, to ¢ mijenja orijentaciju. Dokaz za slucaj
x

simetrije ¢ u odnosu na S(a,r) dobijamo primjenom jednakosti ¢ =y o @ * oy ™', gdje je ©*
simetrija u odnosu na kruznicu S(0,1) a w(x)=r-x+a (primjer 3). 0

Iz prethodne teoreme slijedi da proizvod parnog broja simetrija ¢uva orijentaciju, a
proizvod neparnog broja simetrija mijenja orijentaciju.

Dakle, Mebijusovo preslikavanje u R? je konformno preslikavanje. Vazi i obrnuto
(pogledati [18]).

A,

{a
Definicija 5. Mebijusova preslikavanja iz GM \Rz) koja Cuvaju orijentaciju ¢ine
grupu koju ¢emo zvati Mebijusovom grupom. Oznaka: M (R2

)

Mebijusova preslikavanja slikaju kruZnice i prave u kruznice ili prave (pogledati [3]
il1 [18]). Zbog toga ¢emo, radi kratkoce izlaganja, ubuduce koristiti termin "kruznica" za
oznacavanje kruznice ili prave. Pri tome ¢emo kruznicu S(a,r) zvati Euklidovom kruznicom
ili prosto kruznica tipa S(a,r).

Teorema 4. 'Neka je ¢ Mebijusovo preslikavanje 1 3 proizvoljna kruznica. Tada je
¢(2) kruznica. '

Jela Susi¢: "Dinamicki sistemi i grani¢na svojstva funkcija"
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Dokaz:  Kruznica Y predstavlja skup tadaka x iz R’ definisan sljede¢om
jednadinom:

8|x]3—2(x-a)+t=0 e,teR, aeR”. (8)

Po dogovoru uzimamo da z= c« zadovoljava jednacinu (8) ako i samo ako je &£=0. Ako
je x ez, tj. ako x zadovoljava jednacinu (8), stavljajuéi y=x*= l—)lc—z , dobijamo
X

e-2(y-a)+1y|" =0, to je jednatina sfere ¥, Ako je ¢*(x)=x* dobijamo da je
¢*(Z)cZ,. Analogno razmatranje pokazuje da je ¢*(Z,)cZ. Dakle, ¢@*(£)=%,.
Saglasno (4) i koristeéi prethodno redeno vidimo da je ¢(2) kruznica kada je ¢ simetrija
u odnosu na Euklidovu kruznicu. Ako je ¢ simetrija u odnosu na pravu iz R?, lako se vidi
da je ¢(Z) kruZnica. Takode je pri preslikavanju ¢(x)=kx, k >0, ¢(T) kruznica. Kako je
Mebijusovo preslikavanje proizvod simetrija to dolazimo do trazenog rezultata. O

Svako Mebijusovo preslikavanje ¢ definisano na R? na jedinstven nadin se moze
prosiriti do Mebijusovog preslikavanja ¢ definisanog na R>. Naime, neka je
x=(x,x,) xeR® i ¥=(x,x.0), ¥eR’ Zasvako preslikavanje ¢ definisano na
R? neka je preslikavanje @ definisano na R* na sljededi nacin: ako je ¢ simetrija u
odnosu na S(a,”), ae R?, tada je ¢ simetrija u odnosu na S(@,r), a akoje ¢ simetrija u
odnosu na P(a,t), tada je @ simetrija u odnosu na P(a,r).

Akoje xe R? i y=¢(x) tadaje

q"ﬁ(xl,xz,O)=(yl,yz,O)z((p(x))N. )

Ako R’ identifikujemo sa R*xR', tada (9) mozemo zapisati u obliku
7(x,0)=(p(x)0).

Posto je svako Mebijusovo preslikavanje ¢ definisano u R? proizvod konacnog
broja simetrija ¢, t. @=@ c@p,...0p,, tada Mebijusovo preslikavanje

)g’ﬁ =, P, o...o p, predstavlja prosirenje preslikavanja ¢ sa R? na R* u smislu (9).
(
Definicija 6. Puankareovim proSirenjem preslikavanja ¢eGM (1%2) naziva se
preslikavanje ¢ € GM (I§3 )
Ako su (o,(//eGM(ﬁz), t]. p=@,0...00, 1 y=y,o...oy,, to je Puankarevo

m

prosSirenje za ¢ o i preslikavanje

Jela Susi¢: "Dinamicki sistemi i grani¢na svojstva funkcija"
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(pey) =(po.co,cwioncp) =G 0. 0p, oifo.

[az;k =Qoy.
Otuda slijedi da je preslikavanje ¢+ @ injektivni homomorfizam GM (1%2 ) uG

Gm(>)

Ako je ¢ simetrija u odnosu na sferu S(ﬁ,r), ac R’ toje

7 1/2
50)-3le) =) ~e-) || L 2em@omg), 1|
a -aly-a  -ar,

Oznacimo j-tu komponentu od @(x) sa [@(x)],. Posto je @(x)=a +r*(x-a)", toje

2
[65(3»’)]3 :O+ ’ i.] i
|x aj

: o y-of
Lako je sada pokazatidaje ——
V3X3

Neka je @ simetrija u odnosu na ravan P(a,r), aeR?.Ona je Euklidova

invarijanta preslikavanja ¢ .

| 5imlid 2
izometrija, pri ¢emu je [@(x)], =x,.Otuda slijedi da je i u ovom slucaju L
Y3Xs
=
invarijantno za ¢ . Otuda dalje slijedi da je | invarjjantno u odnosu na sva
YiX3

Puankareova proSirenja. Kao neposrednu posljedicu te invarijantnosti dobija se da je za
svako ¢ € GM (ﬁz) Puankareovo prosirenje ¢ izometrija prostora H® = {x € R’| x; > O}
dx
snadbjevenog metrikom p koja se definiSe formom ds, = I—'
X3 .
Prostor H°predstavlja model hiperboli¢kog prostora sa hiperboli¢kom metrikom
p . Prostor (H s p) sluzi za izucavanje podgrupa grupe GM (1%2) Naime, obrazujuéi za
svako ¢ iz podgrupe G grupe GM (Rz) Puankareovo proSirenje, tada grupu G mozemo
izucavati kao grupu izometrijau H°>.

Kvaternion je kompleksna matrica drugog reda oblika

Z W\
q=( ol (10)
- W Z]

Jela Susi¢: "Dinamicki sistemi i graniéna svojstva funkcija"
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Skup svih kvaterniona oznaCavamo sa H. Sabiranje i mnozenje kvaterniona
obavljamo kao sabiranje i mnozenje matrica. Za skup H vazi:

1) H je Abelova grupa u odnosu na sabiranje.
2) H\{0}je grupa u odnosu na mnozenje.

3) H je realni vektorski prostor s bazom

1 0) (i 0 0 1 0 i
1=| J i=|" = , k:L‘ .
0 1 0 -1 -1 0 i1 0

Primijetimo da je:
iP=jl=kt==Y i-j=k; j-k=i k-i=];

~.

jri=—k; k-j=-iy i-k=-].
Skup kvaterniona sadrzi kopiju C, zato §to preslikavanje x+i-y —>x -1+ y-i

iz C u H cuva sabiranje i mnozenje.
Akojeu (10) z=x+i-y a w=u+i-v,dobijamo

g=(-1+y-i)+@-j+v-k)=(x-1+y-i)+(@-1+v-i)-j, qeH. (11)

Uzimajuéi u obzir (11), podesno je (kvaternion) g zapisati u obliku ¢ =z + w - j . Proizvod
dva takva izraza (kvaterniona) tada je definisan na sljededi nacin:

(2, +w, ) (zy +w, - )=z, 2, —w, -, )+ (2, -w, +w, - Z,) j.
Uslucajuda su z iw iz C, tadaje
jrz=zogs (zrweiNe-we )=(l 4 o)
Posljednja jednakost omoguéava nalazenje inverznog kvaterniona, tj.

(z+w-j)' = Ehw'J; , gdjeje det(z+w-j):|z|2 +|w|2.

7+

Ako R’ posmatramo kao kompleksnu ravan C, tada nam algebarska struktura od
C daje mogucnost da Mebijusova preslikavanja izu¢avamo pomocu algebarskog jezika.

Identifikujemo ta¢ku (x, y,7)e R® s kvaternionom

x+yi+1j, (12)

Jela Susi¢: "Dinamicki sistemi i graniéna svojstva funkcija”
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a proSirenu kompleksnu ravan é:Cu{oo} indentifikujemo sa R’. Tada u terminima
kvaterniona imamo H° = { z+4|zeC,t>0 }, pri cemu granica od H* u R” je skup C.

Mebijusova preslikavanja za C obino se uvode kao preslikavanja oblika

az+b
A

= , a,b,c,de C, ad-bc#0 (13)
cz+d

Uslov ad -bc+#0 garantuje da g nije konstanta, tj. da c id nijesu istovremeno

jednaki nuli. Na taj nacin g je definisanona C zac=0ina C \{i} akoje c#0.
c

Uzimamo daje g(wo)=cw za ¢c=0, a g(—):oo i g(oo):E za c#0.
G 5
Dakle, g je uzajamno jednoznacno preslikavanje C na sebe. Pokazuje se da je g~
preslikavanje oblika preslikavanja g. Skup M preslikavanja oblika g ¢ini grupu u odnosu
na kompoziciju preslikavanja. Pokazuje se daje M = M(f%z .

Kvaternion (12) se moze zapisati kao z+14, gdje je z=x+iy. Tada je Puankareovo
prosirenje g od g dato formulom

(az +b)cz +d)+act® +|ad —be |y

‘cz+d|lz+icizt2

gz+1)= (14)

Skup regularnih matrica tipa 2x2 s elementima iz C ¢ini grupu u odnosu na

operaciju mnozenja matrica. Ona se naziva opStom linearnom grupom i oznacava sa
GL(2,C).

Podgrupa SL(2,C) grupe GL(2,C), &iji elementi su kompleksne matrice 4 za koje

vazida je det(A) =1, naziva se specijalnom linearnom grupom.
™

iz grupe GL(2,C) indukuje preslikavanje g, (z)= Y

) cz+d

: a
Svaka matrica 4 :(
C

g.eM.

Neka je @: A+ g, preslikavanje sa GL(2,C) na grupu M . Lako se pokazuje da je
g.(g,(2)=g.,(2), zeC, gdje je AB proizvod matrica A i B . Otuda slijedi da je @
homomorfizam grupe GL(2,C) na grupu M. Kako se jezgro K homomorfizma @ sastoji iz

matrica 4 € GL(2,C)za koje je ®(4)=g,(z)= ié(z), gdje je i. (z)=z, za svako ze C,to je

‘a 0
K = Ker (D:{‘ g W |a¢0]>. Otuda slijedi da je grupa M izomorfna sa GL(2,C)/K .
WVoa,

Jezgro restrikcije ® na SL(2,C) je K,=KnSL(2,C)={I,-1}. Kako je GL(2,C)/K
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izomorfno sa SL(2,C)/{1,—1}, to je M izomorfno sa SL(2,C)/{1,—]}. Dalje ée nam biti
potrebne sljedece dvije funkcije definisane na M:

. A
tracez(g)=——— 1 ”g”z‘lge:ll‘:i”)-{ﬁ,

‘a
gdje je A=| a’) odgovarajuca matrica (predstavnik) za g i
\c /

det(4) = ad - bc, r(d)=a+d, ||A||=,/|A,A|, [A,A]:tr(AA')=Ia[2 +|b]2 +‘c]2 +[dl:

Kako izucavamo Mebijusovu grupu M, a M je izomorfna sa SL(Z,C)/ {1 —1 }, to
¢e nam ubudude 17’ (g) oznacavati trace’(g), jerje ’(g)=trace’(g) za geM.

Neka je O proizvoljna oblast iz C. Bijektivno preslikavanje ¢:0 — O zove se

automorfizam oblasti O . Lako se pokazuje da skup svih automorfizama oblasti O, u
oznacl Aut O, ¢ini grupu u odnosu na operaciju kompoziciju preslikavanja.
Ubuduce ¢emo za oznaku grupe upotrebljavati oznaku koja se odnosi na skup te
grupe. U prethodnom dijelu teksta to je veé radeno za Mebijusova preslikavanja.
Kanoni¢nom oblaS¢u zvaéemo jednu od sljede¢ih skupova: jedini¢ni krug

A= {z| || <1}, kompleksnu ravan C i prosirenu kompleksnu ravan C = R?.

Poznato je da je svaki konformni automorfizam kanonince oblasti neko Mebijusovo

az+b

preslikavanje, tj. preslikavanje oblika rE gdje je ad —bc = 0.([18]).

Takode je poznato ([18]) da su grupe konformnih automorfizama kanoni¢nih oblasti
u oznaci Aut(.) sljedece grupe:

zZ—=Ww

AutA ={e'°
1—wz

lwe A, fe [0,27[)};

AutC={az+b|aeC\{O},beC};

AutC =M .

Iz prethodnog slijedi da su AurA i AurC podgrupe Mebijusove grupe AutC =M.
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1.2. DINAMICKI SISTEMI
Postoje dva tipa dinamickih sistema: tok i kaskada.

Definicija 1. Algebarska struktura (D,, ), gdje je o kompozicija preslikavanja, a
D, = {g“g‘ su preslikavanja definisana na skupu M, t e Rilit € R™ , zove se fokom ako je:
1. g0=1y -identi¢no preslikavanje
2. ¢ "S=glogs zasvako f,seR (t,s€ R").

Lako se vidi da ako je u toku ¢e R, tada je tok grupa, a ako je e R", tada je tok
polugrupa.

Ako se u definiciji 1 skupovi R i R* zamijene sa skupovima Z i Z+, redom, dobija se
diskretni dinamicki sistem koji se naziva kaskadom.

Dalje navodimo neke karakteristicne podgrupe grupe Mebijusovih preslikavanja M
koje ¢e nam u ovom radu biti potrebne. One su podgrupe grupe AutA .

[ 10 1 )
Naime, H’ = isf (z)= 12+—aig lae (- l,l)JL, 6 [0,7) fiksirano, je hiperbolicka
+aez

podgrupa grupe AutA.

N6
P’ = {{(Z‘j = (;‘+L); ue_m lue(- oo,+oo)JL, 6 [0,27) fiksirano, je parabolicka
—(u—-i)+ue*z
podgrupa grupe Aut A
' 1=z 12 — 5 (1 — ¢
BE = ’ 58 = (_ 2 ? )z ZO( ej)e € [0,2%)'», z,e A fiksirano, je elipticka
| zo(l—e“g)z+e“9—|zo\' :

podgrupa grupe Aut A.

Navedene podgrupe predstavljaju dinamicke sisteme-tok.
Za nas Ce biti interesantni sljedeéi dinamicki sistemi-kaskade:

Neka je g e H®,g #i,0 <6 < x, proizvoljno. Tada je (Hg,o) jedna hiperboli¢ka kaskada,

gdje je Hﬁz{g”neZ}, g =gogo..og, g'=i,ag"=g"oglo...ogl,neN. Lako

se vidi da skup ng u odnosu na operaciju kompoziciju preslikavanja ¢ini cikli¢nu
podgrupu hiperboli¢ke grupe H?, odnosno grupe AutA.

Nekaje ge P% g#i,0<86 <2r,proizvoljno. Tada je (Pg@,o) paraboli¢ka kaskada, gdje je
Pg" - {g" e Z}, g =gogo..og, g’ =i,g" " =g"ogle...ogneN. Skup P; u

odnosu na operaciju kompoziciju preslikavanja ¢ini cikliécnu podgrupu parabolic¢ke grupe
P?, odnosno grupe AutA.
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U ovom poglavlju ¢emo razmatrati odnos izmedu nekih algebarskih pojmova i
geometrijskih ideja koja se ticu nepokretnih tacaka. U pocetku ¢emo o tom odnosu
govoriti uopsteno , pa se neemo ogranic¢avati na Mebijusova preslikavanja.

Neka je X neki neprazan skup. Permutacijom skupa X zvaemo uzajamno
jednoznacno (bijektivno) preslikavanje X na samog sebe. Tako na primjer, simetrija u

odnosu na sferu S(a,”)c R? je permutacija skupa R?.
Nepokretna tacka permutacije g:X — X je tacka xe X za koju je g(x)=x. Ako

je x nepokretna tacka za g, govoriemo da g ostavlja nepokretnom (fiksnom) tu tacku.
Skup permutacija skupa X ¢ini grupu u odnosu na kompoziciju preslikavanja. Neka je G
grupa permutacija skupa X. Stabilizatorom tatke xeX u G naziva se  skup

G, :{geG]g(x)=x}. Lako se pokazuje da je G, podgrupa grupe G. Orbitom (ili G-
orbitom) tacke x naziva se skup G(x)= {g(x)eX ] geG}. Postoji prirodno pridruzivanje
izmedu skupova lijevih klasa G/G, i orbita G(x). Ako su g ik elementi iz G, tada je
h(x)=g(x) ako i samo ako je hG, = gG, . Iz prethodnog tvrdenja slijedi da je hG, 1> h(x)
uzajamno jednoznacno preslikavanje sa G/G, na G(x). Iz iskazanog takode slijedi da
lijeve klase hG, predstavljaju skup svih elemenata g € G koji preslikavaju x u h(x).

Dvije podgrupe G, i G, grupe G su konjugovane ako postoji he G tako da vazi
G, =hG h™". Kako g fiksira x ako i samo ako hgh™' fiksira h(x), to je G, =hG, h'. Otuda
slijedi da ako x 1y imaju jednake orbite, tada su G, i G, konjugovane podgrupe grupe G .
Konjugovane podgrupe su izomorfne. Nas ée prije svega interesovati geometrijsko dejstvo

podgrupa iz M. Uopste, mi ¢emo dalje dati rezultate u oblicima koji su invarijantni u
odnosu na konjugovanje.

Neka je F,skup svih nepoketnih tacaka zag. Ako je gh=hg,tadaje
g(F)=F, i HF)=F,. (15)

Naravno, ako je xeF, tada je h(g(x))=g(h(x))=g(x), tj. g(x)e F,. Znadi
g(F,)c F,. Zamjenjuju¢i gsa g”' dobijamo g™'(F,)c F,, odakle slijedi da je F, = g(F,),
pa je g(F,)=F,. Analogno dobijamo da je h(Fg)= F,. Kasnije ¢emo vidjeti da u slucaju
kada je G grupa Mebijusovih preslikavanja vazi i obrnuto tvrdenje.

Vratimo se sada izucavanju preslikavanja iz M. Mebijusovo preslikavanje g u C
moze imati ili jednu ili dvije nepokretne tacke ili je identi¢no preslikavanje. Ovo daje jednu
klasifikaciju preslikavanja iz M. Medutim, moZe se dobiti detaljnija klasifikacija
Mebijusovih  preslikavanja grupe M koristei se nepokretnim tackama njihovih
Puankareovih proSirenja. Ta nova klasifikacija je invarijantna u odnosu na konjugaciju. Na
taj nacin se dobija bolja (finjja) klasifikacija koja daje klasifikaciju po konjugovanim
klasama.
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Uvodimo normalizovana Mebijusova preslikavanja. Naime, za proizvoljno
keC, k#0,nekaje m,(z)=kz akoje k=1 i m/(z)=z+1.Ova preslikavanja nazivaju

se standardnim formama. Primijetimo da za svako k (ukljucujuéi & = 1) vazi

er(mk):k+%+2. (16)

Akoje geM, g=#i, tada ili g imau C tatno dvije nepokretne tacke «, S ili
jednu nepokretnu tacku «. U posljednjem slucaju izabraéemo tacku S koja je razli¢ita od
a. Neka je sada i Mebijusovo preslikavanje za koje je  h(a)=co, h(B)=0 i h(g(B))=1
akoje g(B)# 4. Tadaje

0, g(B)=7p
L, gB)=p’

hgh™ (0)=c0 i hgh"(O):{

Ako g fiksira @ i f, tada hgh™' fiksira 0 i o, pa je hgh”' =m, za neko
k=1. Ako g fiksira samo «, tada hgh™ fiksira samo oo, pri ¢emu je hgh™'(0)=1, paje
hgh™ = m,. Ovo pokazuje da je svako Mebijusovo preslikavanje g € M, g # i konjugovano
jednoj od standardnih formi m,. Ovo omogucava da se jednostavno dokaze sljedeci
rezultat.

Teorema 1. Neka su f,geM, f#i i g=i.Tadasufig konjugovani ako i samo
ako trz(f)=tr2(g).

Ako su fi g konjugovana preslikavanja, tada ¢emo to zapisivatisa f ~ g .

Dokaz: Da iz [~ g slijedi #*(f)=1tr’(g) dobija se na osnovu poznatog rezultata iz
teorije matrica.

Neka je sada #*(f)=1r*(g). Kako su fi g konjugovani nekim od standardnih
formi, neka je f~m, i g~m,. Tadaje trz(mp):trz(f)ztrz(g)ztrz(mq), pa iz (16)
slijedi daje p=gq ili p=1.Kakoje m, ~m, (3tojetrivijalnoza p=1,aakoje p=#1 tada

P
je hm,h™ =m,, gdie je h(z):-l), tada je m, ~m, . Kako je konjugovanje relacija
5 z

ekvivalencije, slijedi daje f ~ g.0

Sada cemo klasifikovati Mebijusova preslikavanja iz M u terminima nepokretnih
tataka u R’ njihovih Puankareovih prosirenja. Prirodno je prvo poceti izucavanja
nepokretnih tacaka u slucaju standardnih formi. Koriste¢i (14) (iz poglavlja 1.1) dobijamo
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m(z+4)=ke+klyi, k=1, m(z+8)=z+1+y.

Ovo omogucava nalaZenje nepokretnih tacaka za svako m, u R*. Ogigledno vazi

1) 7, fiksira oo, ali ne fiksira druge tacke u R*;
2) i, ,gdjeje |kl #1, fiksira 01i o, ali ne fiksira druge tacke u R’;

3) usluéaju #,, [k|=1, k=1, skup nepokretnih tatakaje {tj| s e R} {oo}.

Definicija 2. Neka je g, g # i, Mebijusovo preslikavanje iz M. Kazemo da:

1) gje parabolicko ako g ima samo jednu nepokretnu tacku u C (ili §to je
ekvivalentno da je g ~m,);

2) g je loksodromsko ako njegovo Puankareovo proSirenje g ima tacno dvije

k| #1);

3) g je elipticko ako njegovo Puankareovo proSirenje g ima beskonaéno mnogo

nepokretne tacke u R (ili §to je ekvivalentno daje g ~ m, za neko k,

nepokretnih tazaka u R*® (ili §to je ekvivalentno da je g~m,, za neko k,
k| =1, k=1).

Klasu svih loksodromskih preslikavanja moguée je razbiti na dvije podklase u
zavisnostida li ima invarijantan krug ili ga nema.

Definicija 3. Neka je g loksodromsko preslikavanje. g se naziva hiperboli¢kim
Mebijusovim preslikavanjem ako je g(D)= D, za neki otvoreni krug ili poluravan D iz C.
U protivnom ¢emo reéida je g strogo loksodromsko Mebijusovo preslikavanje.

Data Kklasifikacija Mebijusovih preslikavanja  invarijantna je u odnosu na
konjugovanje. Teorema 1 omogucava da se dokaZe tvrdenje kojim se pomocu #*(g)
ustanovljava kojoj klasi pripada Mebijusovo preslikavanje g € M . Naime vazi

Teorema 2. Neka je g, g # i Mebijusovo preslikavanje. Tada vazi

1) g je parabolicko ako i samo ako je tr’(g)=4;

2) gje elipticko ako i samo ako je 1r2(g)e[0,4);

3) g je hiperbolicko ako i samo ako je #2(g)e (4,0);

4) g je strogo loksodromsko ako i samo ako je #’(g) e (0,).
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Neka je g parabolick Mebijusovo preslikavanje sa nepokretnom tackom «.
Tada je za neko h, h(a)=c, (hgh'fz)=z+1, t+0. Otuda slijedi da je
(hg"n' Xz)=z+nt, neN, paje g"(z)=h"(h(z)+nr), neN. Otuda se lako vidi da
(hg"h"')z) > 0, kada n—»c, za svako zeC, iz ega dalje slijedi da za parabolicko
Mebijusovo preslikavanje g je g"(z) — @, kada n—> w0, zasvako ze C.

Ako preslikavanje g nije parabolicko , tada g ima dvije nepokretne tacke , npr. « i
p.Zaneko hje h(a)=cwo i h(B)=0,paje (hgh™ Nz)=1z, t#0],izéegaslijedi daje
(hgh‘I Xz)z t"z, neN,tj. g"(z)= h"(t"h(z)), neN.

Ako je preslikavanje g loksodromsko, tj. |21, a z=a i z# 3, tadaje g"(z)# a i
g"(z)# B, ne N. Iz naprijed izlozenog sada nije tesko vidjeti da g”(z) konvergira ili « ili
f, kada n->o. Ako recimo g"(z)—>a, n—>w, zgC\{B}, tada se a naziva
privlateCom (atraktivnom) nepokretnom tackom za g , dok se S zove odbijajuéom
(repulzivnom) tatkom za g. Tada je g (z) > S, n >, zasvako ze C\{a}.

Ako je g elipticko Mebijusovo preslikavanje (|| =1), tada g ima invarijantni krug. U
sustini proizvoljan krug, u odnosu na koji su tacke a i # inverzne, je g-invarijantan krug i

svaka orbita koja je definisana (odredena) za stepen g mora da leZi na jednom od tih
krugova.

Iz naprijed izloZenog dobijamo sljedece tvrdenje:

Teorema 3. 1) Neka je geM parabolicko Mebijusovo preslikavanje sa
nepokretnom tatkom «. Tada g"(z) > a, n—» o, za svako ze C, gdje je konvergencija
ravnomjerna na svakom kompaktnom podskupu iz C \ {a}.

2) Neka je geM loksodromsko Mebijusovo preslikavanje. Tada jedna od
nepokretnih tacaka ili « ili £, naprimjer a, posjeduje svojstvo g"(z) > a, n—w, za
svako z=# 8, pri tome je konvergencija ravnomjerna na proizvoljnom kompaktnom
podskupu iz C\ {B}.

3) Neka je g e M elipticko Mebijusovo preslikavanje sa nepokretnim tackama « i
p. Tada g ostavlja invarijantnim svaki krug u odnosu na koji su @ i # uzajamno inverzne
tacke.

6

Iz teoreme 3 slijedi da je za g e H, g=i ili €’ ili -eprivlateda (atraktivna)

tacka za g, tj. ili g" —e"ili g" —-e'’, gdje je K kompaktan podskup od A. Ako je e
K K

priviadeéa tacka za g tada je -e'’ odbijajuca (repulzivna) tacka za g, odnosno —e" je
privlaceca tacka za g!. Dalje , iz teoreme 3 slijedi da je '’ privlaceca (atraktivna) tacka za
geP’ tj. g" —e", gdje je K je kompaktan podskup od A.

K
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1.3. GEOMETRIJA HIPERBOLICKIH I PARABOLICKIH KASKADA

Neka je da—Lz'—, hiperbolicki elemenat duzine luka u A. Ako

2]
jeyr={reA|z=z(t)re [a,b] } neprekidno-diferencijabilna kriva, tj. z = z(r)= x(r)+ iy(r),

gdje su  x(r), »(rf) neprekidno-diferencijabilne funkcije na [a,b], tada se hiperbolicka
duZina A(y) krive y racuna na sljedeéi nacin:

(17)

Nekaje w=d(z)=e" Z__a ,aeA, 6 €[0,27). Po Svarc-Pikovoj lemi (pogledati
] | 722 ] pog

npr. [9]) vazi sljedeca jednakost:

o) 1

1-|o(z)

zeA. (18)

Iz (17) i (18) slijedi

Aop)- - - [ =)

ol =W’

Znaci, hiperbolicka duzina krive y je invarijanta elemenata grupe

AurAzle"gz—:a! aeA,86[0,27r)L.
| 1-az J

1
Neka je /,, 0<r<l, segment [o,r] sa x-ose, tj. [ ={ze Al z(t)=1+i0, tefo,r]]

o d 1 . g ;
[ t, Ll Ake je 7 proizvoljna
21— 2 1-r

neprekidno-diferencijabilna kriva koja spaja tacke 0 i r, tada je:

Hiperbolicka duzina segmenta /, je A(l, )=

y:{zeA{ z=2(t)=x(t) + iy(t), te[O,r]}
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Znadi, dobijamo da je A(l,)< A(y) za svaku neprekidno-diferencijabilnu krivu y iz
A koja spaja tactke 0 ir . Jednakost vazi ako isamo ako je y(t)=0 na [0,r].

Iz prethodnog slijedi da najmanju hiperbolicku duzinu od svih neprekidno
diferncijabilnih krivih koje spajaju tacke 0 i r ima kriva-segment [ =[O,r], 1to je
jedinstvena kriva sa tim svojstvom.

Neka su z, iz, proizvoline tatke kruga A i neka je ®(z)=e¢" lz—&_z] Tada je
-7,z
D(z)=0 i |D(z,)= IZi —%2_y, 0<r<I. Kako je hiperbolitka duzina krive 7, koja
-2z,

spaja tacke z, 1 z,, invarijantna u odnosu na Mebijusova preslikavanja kruga A na samog
sebe, tada Ce najkracu hiperboli¢ku duZinu imati kriva y koja spaja tacke z, i z, za koju je
®(y)=[0,r]. Otudaje

e
: s
)= A@() =40 )= Lin Ly =iléoly
2 1-r 2 {_|Ai=2
=2

Znadi, kriva koja spaja tacke z, i z, i koja ima najkracu hiperboli¢ku duzinu (izmedu
tacaka z, 1 z,) je kriva y Cija je hiperbolicka duzina

o

-2,z

Ay)==ln—— 22
2 l_z,—%

| =5z,

Kako se segment [0,7] nalazi na x-osi, a x-0sa je ortogonalna na kruznicu 0A:|z| =1,

1 kako Mebijusovo preslikavanje Cuva uglove (to je konformno preslikavanje) a prave i
kruznice slika u prave i1 kruznice, to je kriva y sa najmanjom hiperbolickom duzinom
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izmedu tafaka z, i z, ili prava ili kruznica koja je ortogonalna na kruznicu 6A i prolazi
kroz tacke z, i z,.

Definicija 1. Hiperboli¢ko rastojanje izmedu tacaka z, i z, jednako je hiperbolickoj
duzini geodezijske krive izmedu tacaka z, i z,, tj.

1+ 2 =22

1 =2z,
dh(21,22)=51n—ﬁ 2,52, eA. (19)

1- 1 - 2

L= 2

Pokazuje se da je d, metrikana A (pogledati npr. [18]).

Definicija 2. L-kriva koja prolazi kroz tacke z, i z, kruga A je neprekidno-
diferencijabilna kriva koja spaja tacke z, i z, i koja ima najmanju hiperbolicku duZinu.

Pokazuje se (pogledati [5]) da su L-krive geodezijske krive kruga A za
hiperbolicku metriku koju rada forma do .

Iz prethodnog slijedi da su geodezijske krive u krugu A za formu do dijelovi
pravih i kruZni lukovi kruZnica koje su ortogonalne na kruznicu A, a leze u krugu A.

Dijelovi pravih u krugu A su geodezijske krive ako i samo ako te prave prolaze
kroz koordinatni pocetak, tj. ako i samo ako su precnici kruga A.

Znaci hiperbolicko rastojanje izmedu dvije tatke u A jednako je hiperbolickoj
duzini dijela L - krive koja spaja te tacke.

Definicija 3. Funkcija o0,:AxA->R'U{0} definisana na sljede¢i nacin:

2 —Z

1-2z,

o,(z,,2,) = , naziva se pseudohiperbolickim rastojanjem izmedu tacaka z,i z,iz A.

1, 1+0,(z.2,)

Iz definicije 2 i definicije 3 slijedi da je d,,(z,,zz)zgln odnosno,

1—0’1(2],22)’

QZdh(zl,ZZ) 1
o*,(z],zz)= m = th(dh (21’22))'

Skup D, (z,,7)= {z eAld, (z,2,) < r}, 0 <r <+, zove se hiperboli¢kim krugom sa
centrom u tacki z, € A i hiperbolickim polupre¢nikom r.
Skup A(z,,r)= {z € Alo, (z,z,)<n }, 1, € (0,1) zove se pseudohiperbolickim krugom

sa centrom u tacki z, i pseudohiperboli¢kim polupre¢nikom v,.
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Lako se vidi daje Al(zy,r )= D,(z,.7), gdjeje r =thr.
Pokazuje se da je pseudohiperbolicki krug A(z,,7 ) Euklidov krug
D(c,R):{zeA|[z—c|<R}, gdje je c-—-—l—_’—Lz—-z0 a =——1ﬁ|—2—-r1.
] l—r;!zﬁi 1—7',2i20=
Hiperboli¢ka metrika na krugu A daje Puankareov model geometrije Lobacevskog,
(pogledati [3], [5] ili [8]).

Definicija 4. Kruznica koja lezi u A a sa 0A nema zajednic¢kih tacaka naziva se
ciklomu A.

Cikl predstavlja granicu hiperbolickog kruga u A.

Definicija 5. Kruznica koja leziu A isa 0A ima jednu zajedni¢ku tacku naziva se
oriciklom u A.

Definicija 6. Precnici kruga A i krive u A koje su kruzni lukovi kruznica iz C koji sa
OA imaju dvije zajednicke tacke, nazivaju se hiperciklom uA.

Definicija 7. Skup ¢iji su elementi hipercikli koji imaju dvije zajednicCke tacke sa oA
zove se pramenom hipercikla.

Lema 1.([5]) Skup ¢iji se elementi nalaze na konstantnom hiperboli¢kom rastojanju
od hipercikla H je hipercikl koji pripada pramenu hipercikla koji je definisan
hiperciklom H.

Lema 2.([5]) Neka je p hiperbolicko rastojanje hipercikla H od precnika P kruga A.

Tada je ugao koji zaklapaju hipercikl H i preénik P« = %‘ arctg 27"

Lema 3. Skup A,(0,r)= | D,(aé’,r) re(0+<), je oblast kruga A ogranicena sa
ae(-1,1)
dva hipercikla koji su na hiperbolickom rastojanju r od pre¢nika A, kruga A koji spaja

tacke e'’1 —e'”. Ti hipercikli sasa imaju zajednicke tacke e'?i —e'.

Lema 3 je direktna posljedica leme 1.
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Lema 4. Ay(0,r)= [g(A(0,thr)), re(0,4c0).

geH O

Akojezasvako ge H’ g(4)=A4, AcA,tadasekazedajed stabilizirajuéi
skup za grupu H°.

Lema 5. Za svako ge H* je g(A,)=A,, tj. preénik A, je stabilizirajuéi skup
hiperbolicke podgrupe H°.

Lema 6. Skup A, (6,r),r € (0,+), je stabilizirajuéi skup za hiperboli¢ku grupu H° .

Leme 51 6 neposredno slijede iz definicija grupe H° iskupova A, i A,(8,r), kaoi
svojstva da elementi hiperbolicke podgrupe H° cuvaju hiperboli¢ku metriku.

b

Neka je A’, ae(—%,% , tetiva kruga A koja sa pre¢nikom A, u tacki e’
\ /

6

—a)

zaklapa ugao «. Sa A(f,a) ozna¢imo Stolcov ugao kruga A &iji su kraci tetive #° i h° ,a

[

sa Al0,9,,9,) oznagimo Stolcov ugao kruga A &iji su kraci A’ i h’ a tjeme tacka

e’ € A .

Lema 7. Za svako ae(—%,% postoje r € (0,40) i 1 €(0,1), takvi da je
7

AN
{z‘ z-e’|<r, }mA(@,a)c iz‘ ‘z—e‘9'<r1}mAH(z9,r). Za svako r e (0,+), postoji

,takodaje A,(0,r)c A (6,a).

7 N
Tz
ae[——,—
\ 22

Lema 7 direktno slijedi iz leme 2.

I
Lema 8. Skup A,(6,r)= UD{ = _.r], re(0,1), je oblast kruga A ogranicena
a+i

ae(-c,+m)
sa dva oricikla koji prolaze kroz tacku e itacke thre' i -thre'® redom. Za proizvoljno
r € (0,1) oricikli i oblast A,(6,r) su invarijantni u odnosu na preslikavanja iz grupe P’.

Definicija 8. Skup ¢iji su elementi oricikli koji imaju jednu zajednicku tacku sa 0A
zove se pramenom oricikla.
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Lema 9. ([5]) Skup ¢iji se elementi nalaze na konstantnom hiperbolickom rastojanju
od oricikla O je oricikl koji pripada pramenu oricikla koji je definisan oriciklom O.

Lema 10. A,(6,r) Ug A0,thr)), r e (0,+w).

geP’
Lema 11. Skup A, (6,r), r € (0,4+0), je stabilizirajuci skup za parabolicku grupu P°.

Leme 10 i 11 neposredno slijedi iz definicije grupe P® i skupa A,(8,r), r € (0,+), kao i
svojstva da elementi parabolicke grupe P° ¢uvaju hiperbolicku metriku.

%}

Lema 12. Nekaje ge P° .Tadaje g"(0)e Of zasvako ne N.

r i
Ozna¢imosa O? ={ze A z—ae"’

Lema 12 neposredno slijedi iz definicije grupe P’ i skupa Of.

LCKA 4
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2. NORMALNE FAMILIJE I NORMALNE FUNKCIJE

U poglavljima 2.1, 2.2 i 2.3 se daju poznati rezultati za familije normalnih
meromorfnih funkcija, normalne meromorfne funkcije kao i za meromorfne funkcije koje
su normalne na hiperboli¢kim podgrupama grupe AutA, a koje imaju nepokretne tacke na
OA . Vecina tih rezultata je data sa dokazima s ciljem da se ukaZe na tehnike koje se koriste
u njima, kao i da se obezbijedi kompletnost izloZene teorije. SluZe i za uporedivanje
novodobijenih rezultata sa njima.

Nasi rezultati su dati u poglavljima 2.4 i 2.5. Posebno isticemo rezultate iz poglavlja
2.5. Naime, u tom poglavlju se pokazuje da su klase meromorfnih funkcija koje su
normalne na polugrupama grupe AutA Sire od dotada proucavanih klasa normalnih
meromorfnih funkcija, kao i da za njih vaze sli¢ni rezultati koji se odnose na do tada
izuCavane klase normalnih meromorfnih funkcija. Takode se dokazuje, u poglavlje 2.4 da se
klase meromorfnih funkcija normalnih na cikliécnim podgrupama hiperboli¢kih i
parabolickih grupa poklapaju sa klasama meromorfnih funkcija normalnih na samim
hiperbolic¢kim i parabolickim grupama, koje su izucavane u ([8])1 ([13]).

2.1. NORMALNE FAMILLJE FUNKCIJA

Neka je G proizvoljna oblast kompleksne ravni C , i 3={f(z)} proizvoljna

familija funkcija f .G —>C. Konvergencija familije 3 izucava se u odnosu na tetivnu

(ili sfernu) metriku p(x,y), x,ye é,kojaje definisana u poglavlju 1.1 I glave.

Definicija 1. Za niz funkcija (f,(z)), f,(z)eS, n=12,.. kaze se da ravnomjerno
konvergira u oblasti G funkciji f,(z), ako p(f,(z), f,(z)) > 0, kada n — o, ravnomjerno
na svakom kompaktu K, K c G, tj.

(Ve > 0)3N = N(e))(vn 2 N)vz e K)p(f,(2). £, (2)) < ).

Definicija 2. Familija S ={f(z)} se naziva normalnom familijom u tacki z, € G, ako

o~

svaki beskonaéni niz {f,(z)} funkcija iz 3 sadrzi podniz {

ny

(z)} koji ravnomjerno

konvergira funkciji £,(z) u nekoj okolini U tacke z,.

Definicija 3. Familija 3 se naziva normalnom familijom u oblasti G, ako je ona
normalna u svakoj tacki z, € G.

Definiciju 3 je dao G. Zilia ([15]).
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Definicija 4. Familija 3 je normalna familija u oblasti G ako svaki beskona¢ni niz
(f.(z) funkcija f,(z)e S, n=12,. sadr# podniz ( £ (2)) koji ravnomjerno konvergira u
oblasti G meromorfnoj funkciji £, (z).

Definiciju 4 je dao P. Montel ([15]).

Iz definicija 1, 2, 3 1 4 slijedi ekvivalentnost definicije 3 sa definicijom 4. Za
normalnost familije 3 date tim definicijama uobicajeno je da se kaze da je to normalnost

o~

familije 3 u smislu Montela.

Lema 1. Familija 3 neprekidnih funkcija f u oblasti G je normalna familija u toj
oblasti ako i samo ako je ravnomjerno neprekidna u svakoj tacki iz G, tj.ako i samo ako za
svako £ >0 isvako z, € G postoji okolina U tacke z, da je p(f(z),f(z,)) <& za svako
zeU izasvako fe 3.

Lema 2. Familija 3 holomorfnih funkcija f u oblasti G je normalna familija u toj
oblasti ako i samo ako je ravnomjerno ograni¢ena u oblasti G, tj. ako i samo ako za svaki

kompakt K, K < G, postoji konstanta M = M(K), 0<M <+ takva daje [f(z)<M za
svako ze K i svako fe 3.

Dokazi lema 1l i2 mogu se naéi u ([15]).

Definicija 5. Sfernim izvodom za meromorfnu funkciju f(z), koja je definisana u
oblasti G kompleksne ravni C, naziva se funkcija

7@ =17+ reE), zea.

#
U polovima meromorfne funkcije f po definiciji se uzima daje f*(z)= (—] (z).

Sferni izvod je prvi definisao A. Ostrovski ([17]), i koristio ga je za izuCavanje
normalnosti familija meromorfnih funkcija.

Kasnije sferni izvod postaje jedan od osnovnih objekata teorije meromorfnih
funkcija, pomocu kojeg se izucavaju svojstva tih funkcija.

Sljedeée tvrdenje je u literaturi poznato kao Martijev kriterijum za normalnost
familije meromorfnih funkcija. On daje potreban i dovoljan uslov za normalnost.

Teorema 1. (Martijev kriterijjum) Neka je 3 familija meromorfnih funkcija
definisanih u oblasti G. Familija 3 je normalna u oblasti G ako i samo ako je familija
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{f”(z)[ fe S} ravnomjerno ogranicena u oblasti G, tj. ako i samo ako za svaki kompaktan
skup K, K c G, postoji M =M(K), 0<M <+w, dajezasvako fe€3 i svako zeK
ffz)s M.

Dokaz: Neka je familija 3 normalna u oblasti G i pretpostavimo da familija
{f “(2)] f e S} nije ravnomjerno ograni¢ena u oblasti G, tj. da postoji kompaktan podskup

E od G i postoji niz (Z,,), z, ek, n=12,.,1 fn(z)e 3, n=12,..,takav da vazi

lim /*(z,) = +oo (1)

n=s»x

Ne mijenjajuéi mnogo niz (z,), mozemo dobiti da f,(z,)# o za svako m, n i
z,——=2,, Z, €E i f, (z,) - w, gdje je w kompleksan broj ili w=c. Primijetimo da

je funkcija f*(z) neprekidna u svim tackama gdje je f(z) regularna. U polu z, funkcije

f(z) uzmimo da je f(z)= _(1—5’ gdje je ¢(z) regularna u z,. Pretpostavimo da podniz
o(z

f, () > f(z) ravnomjerno u krugu |z-2z,[<&. Tada f, (z) - f'(z) ravnomjerno u

ERF-ARS g Na taj nacin dobijamo

fi (2)=f(2)+0() £ (2)=f'(z)+0(1) kada p >0, |z-z|<—

p

I\JQQ

iz Cega se dobija

I, (z "(z)+oll f(z S
fnp#(z): Xz: ‘f(x ()2 | X ()_0(1)’ p —> o, 12_20|55
1+1fn,,(zj 1+(}f(z)l+0(l)) 1+\fz)‘
1 1
a to je kontradikcija sa (1). Analogno dobijamo protivurjecnost ako - —
] J (D g ] P 1] RO
ravnomjerno u krugu |z —z,|< 5.
Pretpostavimo sada da je
f”(z):MSM, f(2)e3, |z-2z,|<6. (2)

1+|f(z)‘

Tada za z=z,+re’’, 0<r<d&, dobijamo
f If z,+pe’ )‘

dp < Mé.
01+‘fzo+pe“9)|

‘arctg‘f )i arctg\f z0 S.
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Prvo pretpostavimo da je [f(zoXsl 1 izaberimo & < . Tada je

12M

<4.

arctg[f(z){é%fr+l—12—;r:%7r, [f(zXSJg, ‘z—z0

Analogno, ako je |f(z,) 21, tadaje arctg|f(z) > %, pa slijedi | /(z) > —j? za |z-z,|<6.Na

taj nacin, ako je uslov (2) ispunjen u krugu |z-z,[<5, tada imamo |f(z}<+3 ili
}(f(z))'l’sx/g u ‘z—z0

mozemo naci beskonacni podniz (f,,F (z)) za koji je

< 54— Za dati niz f,(z) funkcija iz S koje zadovoljavaju uslov (2)

() <3 (3)
111

(£, @) |< V3 )

Iz (3) zaklju¢ujemo da postoji podniz I, (z) = gp(z) koji je konvergentan u svakoj tacki
niza (z,) svuda gustog u |z—z,|<6. Lako se provjerava da niz (gp(z)) ravnomjerno

konvergira na |z-z,/<&. Neka su z,,z,,...,z, N tadaka iz svuda gustog niza (z,) u

|z—z,| <6 takvih da za svaku tacku ziz |z - z,| < & vazi |z -z,

£ I .
< T Posto je niz (gp(2)>

konvergentan u svakoj od tacaka z,,z,,...,z,, to vazi

1
(Ve > 0)(3p0 e N)\Vp,q > po)‘gp(z)—gq(zv)‘ <55, v=12,...,N.

Tada za 2e05(20)={z! |z—zo\Sé‘} izaberimo z, tako da bude |z-z |< i\/f Tada

dobijamo

8,(2)=1,, (2)> flz)  ze0°(z)

P

Analogno ako je ispunjen uslov  (4), moZemo na¢i podniz  (f, (z)) takav da

(f,, '(z)% - (f(z))" uskupu 0°(z,).0

DL

Navedeni dokaz je iz ([10]). Dokaz Martijevog kriterijuma moze se naciiu [19].

Definicija 6. Neka je 3 familija funkcija definisanih na krugu A. Za familiju 3
kaze se da je invarijantna familija grupe Aur A akoje foge3JI zasvako feJ iza
svako ge Aut A.
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Teorema 2. Familija 3 meromorfnih na krugu A funkcija, koja je invarijantna u
odnosu na grupu Aut A, normalna je na A ako i samo ako postoji konstanta M,

0<M<+w, daje  f*(0)<M zasvako fe3.

Dokaz: Neka je 3 familija funkcija meromorfnih na krugu A, koja je invarijantna i
normalna na krugu A u odnosu na grupu AurA. Tada iz teoreme 1 ovog poglavlja slijedi

da za svaki kompaktan skup K, K <A, postoji M =M(K), 0<M <+wo, da je za svako
fe3 iza svako zeK f*(z)<M. Uzimajuéiza K = {0}, dobijamo daje f*(0)< M za
svako fe 3.

Neka je sada 3 invarijjantna u odnosu na grupu Aur A familija meromorfnih na A
funkcija za koju je f*(0)< M, 0<M <+w, za svako f e J. Kako je foge T za svako

ge Aut A, tadaje (fog)'(0)<M zasvako feJ iza svako ge Aur A. Otuda je

(fog)ﬁ(O)Z(1—‘\4"2)f#(w)SM, wed, feg3, (5)

jer je

Neka je sada K proizvoljan kompaktan podskup od A. Tada iz (5) dobijamo

£ s —

< —-M, zeK, fel.
l—|z|'

Otuda je

fi(z)sC<+w, zeK, fe3, (6)

gdije je c:%, dzmin(l—]ziz)_ 0<d<l.

zek \

Iz (6) 1 teoreme 1 slijedi da je 3 normalna familija meromorfnih funkcija na krugu A. O

~

Teorema 3. Neka je 3 familija holomorfnih funkcija na oblasti G, G < C. Ako
svaka funkcija familije 3 ne uzima dvije vrijednosti iz C, tada je 3 normalna familija.

Teorema 4. Neka je I familija meromorfnih funkcija na oblasti G, G < C . Ako
svaka funkcija familije 3 ne uzima tri vrijednosti iz C, tada je 3 normalna familjja.

o~

Teorema 5. (Teorema Gurvica) Neka je 3 normalna familija meromorfnih funkcija
u oblasti G i neka je w e Ctako da je f(z)# wza svako z € G. Tada za svaku meromorfnu
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funkciju f za koju postoji niz  (f,), f, €S, ne N, koji na kompaktima K, K cG,
ravnomjerno konvergiraju funkciji f vazi: 1li je f(z) #w zasvako zeG ilije f(z)=w
na G.

Dokazi teorema 3,415 mogu se na¢iu ([15]) iliu ([19]).

Definicija 7. TaCka z, € G se naziva iregularnom tackom familije I ako familija 3
nije normalna u tacki z, u smislu definicije 2.

Lema 3. Ako je z, € G iregularna tacka familije 3 meromorfnih funkcija na G,
tada postoji niz (f, ), f, €3, neN,takav da funkcije f,, meN u okolinama
O(z,), O(z,)c G,tatke z, uzimaju sve vrijednosti iz C, osim eventualno dvije vrijednosti
a,be C.

Lema 3 je direktna posljedica teoreme 4.

Lako se vidi da funkcije f,, ne N, iz leme 3, u okolinama O(z,), O(z,)c G,
tacke z, uzimaju beskonacno puta sve vrijednosti iz C, osim eventualno dvije vrijednosti
a,be C.

Lema 4. Familija 3 je normalna u oblasti G ako 1 samo ako u G nema iregularnih
tacaka.

Lema 4 direktno slijedi iz definicija 31 6.
2.2. NORMALNE MEROMORFNE FUNKCIJE U ODNOSU NA GRUPU AUTA

Normalne meromorfne funkcije prvi su izu€avali japanski matemati¢ari K. Josida
([20]) 1 K. Nosira ([16]).

Rezultati koje su za te funkcije dobili finski matematicari O. Lehto i K. V. Virtanen
([12]) stimulisali su mnoge matematiare da ih intezivno izucavaju (pogledati ([14]),

((191)).

U ovom poglavlju da¢emo rezultate koje su za normalne meromorfne funkcije
dobili O. Lehto i K. V. Virtanen u ([12]) i V. L. Gavrilov u ([7]).

Definicija 1. Meromorfna funkcija f:A—)é je normalna na krugu A ako je
orb,,..f = {fo(pl Qe AutA} normalna familija funkcija na krugu A u smislu definicije 3

(odnosno definicije 4), tj. u smislu Montela. Oznaka: f e N\ .
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Znaci, A ¢e nam ubuduce predstavljati oznaku za skup svih meromorfnih funkcija
na krugu A, koje su normalne na tom krugu u smislu definicije 1.

Iz teoreme 3 prethodnog poglavlja 1 definicije 1 slijedi da su funkcije holomorfne
na A koje ne uzimaju dvije vrijednosti iz C normalne funkcije na A. Otuda dalje slijedi
da su ograni¢ene po modulu holomorfne funkcije na A normalne funkcije na A.
Obratno tvrdenje ne vazi (pogledati ([14]) ili ([19])).

Teorema 1. (Teorema Lehto-Virtanena ([12])) Za meromorfnu funkciju f na krugu
A sljedeci uslovi su ekvivalentni:

(i) fea;
(ii) Szl:Ap(l —|z‘2)f“(z) < C; <+,

Dokaz: Kako je orb,, ,f invarjjantna familija meromorfnih funkcija na krugu A u

odnosu na grupu AutA 1 kakojeza ¢ € AutA, (o(z) =it 2 —_w ,WeA O eR,
-wz

(fog)(0)= =)/ " (w) | (7)

tada tvrdenje teoreme 1 direktno slijediiz (7)1 teoreme 2 prethodnog poglavlja.

Ako se u definiciji 1 krug A zamijeni prosto povezanom oblaséu G, dobijamo
meromorfne funkcije koje su normalne na G. Za te funkcije vazi tvrdenje teoreme 1 kada
se A zamijenisa G (pogledati ([12])).

Dalje u ovom poglavlju dajemo rezultate V. I. Gavrilova iz ([7]).

Definicija 2. Niz (z,), z,€A, neN,je P-niz za funkciju f:A—>C ako
zadovoljava sljedece uslove:

1) lim

h—>0

z,|=1;

2) za svaki podniz (an) niza (zn) 1 svako ¢>0 funkcija f na UDh(zm,g)

keN

beskonacno mnogo puta uzima sve vrijednosti iz C osim eventualno najvise dvije.

1z definicije 2 direktno slijjedi da je svaki podniz (z”J ) P-niza (z,) funkcije f sam

za sebe P-niz funkcije f.

Lema 1. ([7]) Nekaje (z,) P-niz funkcije /:A — C. Akoje (z/) nizu krugu A za
kojije limd,(z,,2,)=0, tadaje (z,) P-niz funkcije f.
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Dokaz: 1z limd,(z,.z,)=0 i lim|z,|=1 slijedidaje lim|z/|=1.

IR
n—w n—wo

Neka je(z: )proizvoljni podniz niza (z!)ie >0 fiksiran broj. Iz uslova lim d(z,,z.)=0

¥ n—ao

dalje slijedi da postoji K, K € N, da za svako k > K hiperboli¢ki krug D, (z;k —Z— ] sadrzi
AN W
Clan z, niza (Zn)' Podniz (an) niza (z,) je P-niz funkcije f, jer je (z,) P-niz za f. Otuda

. . € : : g oA
slijedi da funkcija f na UDh(Zn,, > I beskonacno mnogo puta uzima sve vrijednosti iz C,
keN /

osim eventualno najviSe dvije. Kako je Dhl Z,, ,% | c D, (z,’“ ,5), za k 2 K, tada funkcija f
\ /

~

na skupu | IDh(zj, ,g) beskonatno mnogo puta uzima sve vrijednosti iz C osim
k
keN

eventualno najviSe dvije. Time je pokazano da proizvoljni podniz (z,’“) niza (z) ima
svojstvo 2) iz definicije 2. Otuda slijedi da je (z.) P-niz funkcije f.00

Isti¢emo da se P-nizovi mogu definisati za proizvoljne funkcije /:A — C . Tada bi
lema 1 vazila za proizvoljne funkcije.

Teorema 2. ([7]) Meromorfna funkcija f:A — C u krugu A ima P-niz ako i samo
ako je ] .
limsup ‘\1 —2* )" (z) = +o, (8)
[z]=1

tj. akoisamo ako f & N .

Dokaz: Neophodnost. Neka je (w,) P-niz funkcije f u krugu A. Tada u svakoj okolini

tacke 0 podniz (fogw_l ) niza (fogw ), g, (z)= lz_j‘” , ne N, uzima beskonacno
¥ " ” -w,z

mnogo puta sve vrijednosti iz C, osim eventualno najviSe dvije. Otuda i iz leme 3
prethodnog poglavlja slijedi da je 0 iregularna tacka familije orb,,,, f,tj. / & N\, odakle i

iz teoreme 1 ovog poglavlja slijedi (8).
Dovoljnost. Neka je (z,) niz iz A koji zadovoljava uslov (8), tj.

lim(:l - |z”!2)f” (z,) = +o. (9)

n—yo0 }

Dokazaéemo da je (z,) P-niz za funkciju f Pretpostavimo suprotno, tj. da (z,) nije P-niz
za f. Tada postoji ¢ > 0 tako da u svakom hiperbolickom krugu D, (z,,¢), ne N, funkcija f

: S A o : z—z
ne uzima tri iste vrijednosti iz C. Otuda slijedi da niz (fo g:n), g, (z)= = ., neN,
! -z z

n

na krugu D(0,¢) ne uzima tri vrijednosti iz C, odakle na osnovu teoreme 4 prethodnog
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poglavlja slijedi da je {fog:"| ne N} normalna familija na D(0,¢). Tada iz Martijevog

kriterijuma za normalnost meromorfnih funkcija (teorema 1 prethodnog poglavlja)
slijedi da za kompaktan skup K < D(0,¢), 0e K, postoji M >0 daje

(fog:")d(Z)SM, ze K, zasvako neN.
Specijalno je
(Fog. J(0)sM <+, neN. (10)

Kako je (fo g. )” (0)= f*(z, )(1 —|an2) ne N, to (10) protivurjedi (9), ¢ime se dobija da
je (z,) P-niz za funkciju f. O

Iz dokaza teoreme 2 slijedi sljedeée tvrdenje:

Posljedica 1. Neka zaniz (z,), z, €A, ne N, imeromorfnu na A funkciju f vazi

lim(l —|z,I’ )f“(z,, ) = +c0. Tada je (z,) P-niz funkcije f

n=—sw "

Obrnuto tvrdenje posljedice 1 ne vazi. To pokazuje primjer meromorfne funkcije

N

f(z)= exp{— exp(LU iz [7].

1-z

Za dokaz naredne teoreme 3 potrebno je sljedece tvrdenje:

Lema 2. ([7]) Za svako M >0 i proizvoljne tacke a,b e A za koje je d,(a,b)< M,

vazi
1 2 2 2
= )<1-a]* <+ a,, o - o
o U1l <0 -1} (1
dicie o = 2thM
BAIE S = M

Teorema 3. ([7]) Da bi niz (z,), z,€4A, neN, takavda limlz,| =1, bio P-niz

n—rox

meromorfne na krugu A funkcije f potrebno je 1 dovoljno da postoji niz
(e,), &, >0, ne N, lime, =0, daje

lim( sup (l—lzlz]f#(zﬂ = o0 (12)

\
"2\ Dy (z.80) J
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Dokaz: Dovoljnost. Neka vazi (12). Tada postoji niz (z,), z. e D,(z,,¢,), neN,da
je lim(l —[z,',fz)f”(z;): +0, Tada iz posljedice 1 slijedi da je (z/) P-niz za f. Otuda i iz leme

1slijedidajei (z,) P-niz zaf.
Neophodnost. Pretpostavimo da je (z,) P-niz za f, a da za (z,) ne vazi (12), tj. da
vazl

N

liﬁ[ sup (l—\z\z)f”(z)]sM<+oo . (13)

=S Dy(2,.6,) p,

zasvakiniz (g,), &,>0, neN, takavdaje lims =0

n—c

Za svaki podniz (zn )niza (z,) funkcija f na UD;, (7 5), 0 < & <+o0, uzima

3 chy
keN

beskona¢no mnogo puta sve vrijednosti iz C, osim najviSe dvije. Kako je niz (z,) sam za
sebe podniz, naprijed reeno vazi i za sam niz (z,). Otuda slijedi da familija
{fogz"‘n € N} nije normalna na krugovima D(0,7) za svako r e (0,1), jer je tacka z=0
iregularna tacka za familijju {fogznlrze N}. Iz Martijevog kriterijjuma za normalnost

familije meromorfnih funkcija slijedi da postoji niz (z}), llfimz,’( =0, da je
}im(foglk )”(z,’()zoo. Neka je sada (e,) proizvoljan niz za koji je O0<e, <1, neN,

1-|z | .
lime, =0 1 nekaje &/ =fh¢'—,;5n> ne N. Tada je lime, =0 i postoji Ne N da

n—so 1—53 z | n—so

n|
je za svako n2N z; €eD(0e,) t. g, (z;_"]eDh(z,,}".c,,) n>N. Ako je

kn

w, =g, (z;). nzN, tada je w, e D, (Zn‘. ,5n) Koriste¢i nejednakost (11) iz leme 2

dobijamo da je lim(l— w, 2)f”(wn)= ©, w, € Dh(znk“ ,5,,1 n2 N, §to je suprotno sa (13).

Znaci, vazi (12). O

Teorema 4. ([7]) Neka za meromorfnu funkciju f : A — C vazi II’I_I:IOIO fiz)=a, ae C,
z, €A, neN, },T;}!Zni =1. Ako postoji niz pozitivnih brojeva (5, ), lim§, =0, takav da
u svakom hiperboli¢kom krugu D, (z,.5), ne N, postoje tacke z, daje |f(z})~a|> ¢, za
svako ne N, akoje aeC,odnosno |f(z,) <é za svako ne N ako je a =, gdje je

€ >0, tada niz (z, ) sadrzi podniz koji je P-niz za funkciju f.
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2.3. NORMALNE MEROMORFNE FUNKCIJE U ODNOSU NA
HIPERBOLICKE, PARABOLICKE I ELIPTICKE PODGRUPE GRUPE AUT A

V. L. Gavrilov 1 E. F. Burkova u ([8]) definiSu i izucavaju klasu meromorfnih na
krugu A funkcija normalnih u odnosu na podgrupu H?, 6 € [O,;z) fiksirano.

Definicija 1. Meromorfna funkcija f na disku A pripada klasi N,. ako je

orb,,f = {f ° ¢>l Qe H"’}, normalna familija na A u smislu Montela.

Sljedeca tvrdenja daju potrebne i dovoljne uslove da meromorfna funkcija f
pripada klasi A(, .

Teorema 1. Meromorfna funkcija f na jediniénom disku A pripada klasi N,

96[0,7[) fiksirano, ako 1 samo ako za svako r, 0<r <+, postoji konstanta
C,(r), 0<C,(r)<+w, daje sup (l—|z|2)f”(z)=Cf(r)<+oo.

zeh, (6.r)

Teorema 2. Meromorfna funkcija f na jedinicnom disku A pripada Kklasi N o 5

6 €[0,7) fiksirano, ako i samo ako funkcija f ni u jednoj oblasti A, (6,7), 0<r<+w,
nema P-nizova.
Dokazi ovih teorema su dati u ([8]).

U([8]) se pokazuje da su klase A(,,, 6 € [0,7) fiksirano, $ire od klase #(. Takode je

pokazano da funkcije iz klase A’ , imaju ista grani¢na svojstva kao i funkcije iz klase (.

G.D. Ljovsina u ([13]) definiSe i izuCava klase meromorfnih na krugu A funkcija
normalnih u odnosu na podgrupe P° i E*, @ € [0,27) fiksirano i z, € A fiksirano.

Definicija 2. Meromorfna funkcija f na jedinicnom disku A pripada klasi A( , ako

jeorb, f= {f ° (p](p € PG} normalna familija na A u smislu Montela.

Sljedeca tvrdenja daju potreban i dovoljan uslov da meromorfna funkcija f pripada
klasi A, .
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Teorema 3. Meromorfna funkcija f na jedinicnom disku A  pripada klasi
N, ,0 € [0,27) fiksirano, ako i samo ako za svako 7, 0 < r <+ postoji konstanta C,(r),

0<C,(r)<+ daje sup (l—|z‘2)f#(z)=C/(r)<+oo.‘
(6.r)

zeAplB,r

Teorema 4. Meromorfna funkcija f na jedinicnom disku A pripada klasi Npo »

0e [0,27r) fiksirano, ako i samo ako f ni u jednoj oblasti A,(6,r), 0<r < +w nema P-

nizova.

Definicija 3. Meromorfna funkcija f na jedininom disku A pripada klasi &(_., ,
z, € A fiksirano, ako je orb.. f = {fo(p](p € E“} normalna familija na A u smislu

Montela.

Sljedeca tvrdenja daju potreban i dovoljan uslov da meromorfna funkcija f pripada
klasi A(,.,

Teorema 5. Meromorfna funkcija f na jedinicnom disku A pripada klasi N,

z, € A fiksirano, ako 1 samo ako za svako r, 0<r<+w postoji konstanta C,(r),

0<C/(r)<+o daje sup (1—\z|2)f“(z)=Cf(r)<+oo.

zeD,(z4,r

Teorema 6. Svaka meromorfna funkcija na jedini¢nom disku A pripada klasi A(_., .

Dokazi teorema 3, 4,5 16 datisuu ([13]).
Elipticki slucaj nije interesantan zbog teoreme 6.

2.4. NORMALNE MEROMORFNE FUNKCUE U ODNOSU NA HIPERBOLICKE I
PARABOLICKE CIKLICNE GRUPE

ne Z}, gdje je

Za proizvoljni elemenat ge H®, g #i,0<6 <7, neka je Hy = {g"
g"=gogo..og,neN,g’=i,,g" =g ogle...og” , ne N. Lako se vidi da skup H! u
odnosu na operaciju kompoziciju preslikavanja ¢ini dinamicki sistem - kaskadu, odnosno
ciklicnu podgrupu hiperboli¢ke grupe H°, odnosno grupe AutA.

Iz teoreme 3 poglavlja 1.7 slijedi da je ili €'’ ili - e privlaceca (atraktivna) tacka za
g tj.zasvako z € A li_r)gg"(z) =" ili l{r}r;g"(z) =—¢'’. Ako je e“privlaceca tacka za g, tada

je —e'’® odbijajuéa (repulzivna) tacka za g, odnosno —e' je privlaceéa tacka za g~'.
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Neka je Ag(é?,r) = Ug"(Dh (O,r)), re (O,+oo).

neZ

Lema 1. Ag(ﬁ,r) = UDh (g"(O),r), r € (0,4e0).

neZ

Lema 1 direktno slijedi iz tvrdenja da je hiperbolicka metrika invarijantna u odnosu
na ge Aut A.

Lema 2. Zasvako r e (0,+) postoji r, € (0,+e) da je A, 0,r)c Ag(é?,r, ), dok je za
svako re(0,4) A,(0,7)cA,(6,r).

Dokaz: Neka je ze A, (6,r). Tada postoji ae (0,+) daje ze D, (ae’®,r) Kako je
ae'’ € A, i kako je g"(0)e A, za svako ne Z, to postoji N e Zda se ae’’ nalazi izmedu
tacaka g”(0) i g"*'(0) ili se poklapa sa jednom od njih. Neka je 0 < M = d,, (0, g(0)) < +o.
Tadaje M =d,(g"(0)g""(0)) neZ. paje

d,(g"(0)z)sd,(g"(0)ae” )+ d,(ae?,z)< d,(g" (0), g (0)+ d, (ae’®, z) < M + .

Znadi, za svaku tacku z € A, (6,7) postoji N € Z da je
dh(gN(O),z)<M+r (14)

M1 r 1z (14) ne zavise niod z ni od N
Kako je po lemi 1,

L6.M+r)= D, (g"( M+r) a D,(g" (0 M+r)ca,(0,M+r), toje ze A, (60,M+r)

neZ

Znadi, uzimajuéi r, = M +r, M =d,(0,¢(0)), dobijamo daje A, (0,r)c A, (6,r,).
Da za svako r € (0,+c0) vazi Ag(ﬁ,r) c A, (0,r) direktno slijedi iz leme 4 poglavlja
1.3 1 glave 1leme 1 ovog poglavlja.0

Definicija 1. Meromorfna funkcija f:A—)(:’ je normalna u odnosu na cikli¢nu
grupu H, ako je orb,., f = {fogo[ pe Hf_,’}: {fog"\ ne Z},g e H,g #i,normalna familija
na krugu A u smislu Montela. Oznaka: f e 9\[5.

Iz definicije 1 poglavlja 2.3 i definicije 1 ovog poglavlja direktno slijedi da je
NyocN,, geH’ g=i, 0<f<nm Naj glavni rezultat u ovom poglavlja tvrdi da
je za svako ge H’, g=#i, 0<f<z, N,, =N, tj. klase koje smo mi izucavali

poklapaju se sa klasama koje su izucavali Gavrilov i Burkova. Znaci dovoljno je ispitivati
normalnost u odnosu na proizvoljnu cikliénu podgrupu hiperboli¢ke podgrupe grupe
Aut A.
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Teorema 1. Za meromorfnu funkciju 7 :A — C sljedeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) fen;
(ii) Za svako re(0,+) postoji konstanta C,(r), 0<C,(r)<+e, da je

51(16p)( ’zl) ()SC/(r)

8

gdieje ge H?, g=i, 0<6f<ux.

Dokaz: (i) = (ii). Neka je /e ;. Tada po Martijevom kriterijumu (teorema 1,
poglavlje 2.1) za svaki kompakt K, K c A, postoji konstanta C, (K), 0< C, (K) <+, da

je (fog")# (z)sCf (K), neZ, ze K.Otuda slijedi da za proizvoljno r e (O,+oo), postoji
konstanta C/(E,] )=Cf(r,), 0<C (D )< +o0, daje

sup (feog")(2)<C,(n). (15)

(n,z )erD

Kako je

V_’(g"@_)l_.l(g")' of - LEOL 1

(fog ) (Z):1+‘f(g"(z)}2

2 (16)

1 kako za proizvoljne we Ag(H,r) postoje ze D,(0,r) i neZ daje w= g"(z), to iz (15) i
(16) slijedi da za svako r € (0,+e0) postoji 7, e (0,+c0)da je

2

P, rle)]
w6l ] 1+|f(g"(2))

sup \l—jw[)f sup N )[1_

wed, \‘g z)eH xD, (0,

sup |z]Xf gT < sup (fog"T(z)sCr

(nzeZD nzeZD

(i) = (i). Neka za svako r e (0,+e) postoji konstanta C,(r), 0<C,(r)<+w, daje

sup |l~|z| ) Hejeo,[r).

zeh, (@.r)

Kako za svaki kompakt K, K c A, postoji r € (0,+0) daje K < D,(0,r), i kako je
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sup (fog"f(z)=  sup M(g")’(Z)F

(n,z)erD,,(O,r) (".Z)EZ"D;.(O»’)I == }f(g"(z‘)}.“
FeC) 1ol :(g"<z)=u J G 1l
2 2 ueAg(Q,r) 'z‘iﬁ,j((ﬁ;:{lﬂf(“)‘z l—lzl

2

= M(r) < 400,

]—|z ‘I—C(r)

gdjeje C(r)= max }]ZI’ 0 < C(r) <1, to iz prethodno dobijene ocjene i Martijevog

kriterijjuma za normalnost familije funkcija slijedi da je f/ e 9\[: 0

Teorema 2. Nekaje 6, 0<6<z, fiksirano. Tada je N, =N za svako
g€ H?, g=i, tj. meromorfna funkcija f:A—C je normalna u odnosu na hiperboli¢ku
grupu H®, 0<@ <z, ako i samo ako je normalna u odnosu na proizvoljnu ciklicnu

podgrupu H;, geH’, g=i,grupe H®, 0<f<r.

Teorema 2 direktno slijedi iz teoreme 1 poglavlja 2.3, teoreme 1 i leme 2 ovog poglavlja,
jer je Ag(e,r) c A,(6.r) za svako r € (0,+), a za svako 7 € (0,+) postoji 7, € (0,+c0) da je

A, 6,r)c Ag(é?,r,).

Za proizvoljni ge P’,g#i,0<60 <27, neka je P’ = {g”| ne Z}, gdje je
g =gogo..og.neN,g' =i, g"=gogo...0g”, ne N. Lako se vidi da skup P’ u
odnosu na operaciju kompoziciju preslikavanja ¢ini dinamicki sistem-kaskadu, odnosno
cikliénu podgrupu paraboli¢ke grupe P, odnosno grupe Aut A.

Iz teoreme 3 poglavlja 1.2 slijedi da je e privlaceda (atraktivna) tacka za g tj. za

svako z e A je limg"(z)=e".

Neka je Ag(@,r)= Ug"(Dh (O,r)), re (O,+oo). , §€ P?, g#1i.

neZ

Lema3. A (6,r)=D,(g"(0hr) re(04w), geP’, g=i.

neZ

Lema 3 direktno slijedi iz tvrdenja da je hiperboli¢ka metrika invarijantna u odnosu
na ge AutA.
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Lema 4. Za svako r e (0,+0) postoji 7 € (0,+0) daje A,(0,r)c A,(0,1), dok je
A, (6,r)c A,(6,r) za svako r e (0,+00).

Z___eii?

Dokaz: Neka je Of = {z e A

:%} oricikl i neka je zeA,(6,r)

|
proizvoljno. Za svako ne Z je g"(0)e O’. Neka je w talka presjeka geodezijske krive
koja prolazi kroz z i O;. Tada postoji N e Z takvo da se ili w nalazi izmedu tadaka
g"(0) i g"'(0) ili je w=g"(0) ili je w=g""(0). Posmatrajmo hiperbolitki krug
D,(g"(O)R), gdie je R=d,(g"(0)""(0))=d,(g"" (01" (0)=4,(0.5(0). Tacke
g"7(0), g"¥(0), w i g"*'(0) leze na luku oricikla Of koji lezi u Dh(gN (O),R), zato §to je
¢"(0)e D,(¢”(0)R). Otuda slijedi da je i g"'(0), g"(0), we D,(g"(0)LR). Znadi,
we D, (gN({):]l, R}, iz Cega slijedi da je
dh<gN(O),z)S dh(gN(O),w)+ d,(w,z)<R+d,(w,z)SR+r=r.

Dakle, ze Dh(gN(O),r,)c UDh<g"(O),r,), gdieje n=R+r, R= dh(O,g(O)) 1 r; ne zavisi

neZ

od n N, z w. Dakle, 4,(6.r)c|JD,(g"(0)1r)=2,06,5). Iz definicije slijedi da je
neZ .
A0,r) o UDh(g”(O),r): A,(0,r) za svako r € (0,+00).

neZ

Definicija 2. Meromorfna funkcija f:A—)é je normalna u odnosu na cikli¢nu

grupu pg“? ako je Orbpg” = {foqg Qe ng}: {fogn‘ ne Z},g e P’,g # i,normalna familija na

krugu A u smislu Montela. Oznaka: f e A(;.

Iz definicije 2 poglavlja 2.3 i definicije 2 ovog poglavlja direktno slijedi da je N,po :7\[;’,
geP’, g=i, 0<0<2r.

Teorema 3. Za meromorfnu funkciju 7 :A — C sljedeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) fea;
(ii) Za svako re(0,+) postoji konstanta C,(r), 0<C,(r)<+ew, da je

sup 1-12f ') <, )

g \0r

gdjeje ge P’, g=#i, 0<0<2r.

Dokaz teoreme 3 je analogan dokazu teoreme 1.
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Teorema 4. Neka je 6, 0<60 <2z, fiksirano. Tada je N e :9\[;9 za svako

ge P’ g=i, tj. meromorfna funkcija f:A—C je normalna u odnosu na parabolicku
grupu P°, 0<6 <2z, ako i samo ako je normalna u odnosu na proizvoljnu cikliénu
podgrupu P/, geP’, g=#i,grupe P°, 0<6<2r.

Dokaz teoreme 4 direktno slijedi iz teoreme 3 poglavlja 2.3, teoreme 3 i leme 4 ovog
poglavlja.

2.5. NORMALNE MEROMORFNE FUNKCIJE U ODNOSU NA
HIPERBOLICKE I PARABOLICKE CIKLICNE POLUGRUPE

fo}}

gdieje g" =i, g" =geogeo...og. Akog ima privladecu tacku ', tada éemo %, oznacavati

Za svaki elemenat g, g#i, grupe H’, 0<6 <, nekaje #, = { ?

sa H;°, aakog ima za privlaéecu tacku —e'’ tada éemo #? oznacavatisa #°.
Skupovi H ;ei H ;‘9 sa operacijom kompozicijom preslikavanja obrazuju polugrupe,

odnosno dinamicke sisteme- kaskade
Za #}° neka je A (+6,r)= Ug

neN

a za 9{; neka je A, Ug

neN
Lako se vidi da za svako ge H, g=i, 0<6 <z, vazi: ako je #] =%’ onda je

}[g_, =}[;_’], aakoje #, = #;° onda je }[:_, - ﬂ';f’..
Takode se lako vidi da je A, (+8,r)u A (-6,r)=4,0,r)

Dalje ¢emo se baviti izuCavanjem normalnosti meromorfnih na A funkcija u
odnosu na polugrupe #;°. Dobijeni rezultati za #,° vaze i za #°.

Definicija 1. Meromorfna funkcija f:A — C je normalna u odnosu na kaskadu
(polugrupu) #:? ako je familija orbﬂge f= {fo gol Qe }[g"’}= {fo g lneNuU {O}}

normalna na A u smislu Montela. Oznaka: f e ﬂ\[;a

Teorema 1. Za meromorfnu funkciju f:A — C sljedeci uslovi su ekvivalentni:
(i) feng’.
(ii) Za svako r € (0,+w) postoji konstanta C,(r), 0<C,(r)<+w daje

sup )(1 —|z|2)f#(z) <C, (r).

As{ﬁ-ﬂ,r'

(iii) Za svako r € (0,+0) funkcija f u A JJ,(+ 6,r) nema P-nizove.

gdieje ge H?, g#i,0<0<x
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Dokaz: Dokaz da je (1) <> (ii) je isti kao dokaz teoreme 3 prethodnog poglavlja.

(if) <> (iii). Dokazaéemo da za svako r € (0,+c0) funkcije fu A, (+6,7) nema P-nizova.

Naime, pokazacemo da je za svaki niz (¢,), ¢, >0, ke N, lim g, =0, 1svaki niz

=0

'

(zk), zkeAg(+0,r), keN, llmL

k—»>o0

sup ‘1—]2‘ ) ()jSC<+oo.

Dy (2, 5()

Neka je (¢,) proizvoljni niz za koji je &, >0, ke N, lime, =0, i (z,) proizvoljni niz iz
A,(+6,r) za koji je lim z, =e”. Neka je dalje &=suple, |k e N} Kako je

zkeAg(+0,r)=UDh( 0)r)toje z, € D,(g" (O)r) ke N. Akoje r =r+s, r, € (0,+0)

neN

tadaje D,(z,,,)cC D,,(g"‘ (O),r,) za svako ke N, jer za zeD,(z,.¢,) vazi

a’h(g"‘(O),z)Sdh(g" (0),z )+d (z,,z)<r+e, <r+e=r.

Otuda je D,(z,.6,)cA,(+6,r), keN. Kakoje feN:?, to iz (ii) slijedi da postoji
konstanta C, 0<C <+w, daje  sup (1—|z|2)f#(z)<C, paje

8+ »h

sup (1 —}z)z)f“(z) <C, keN. (17)
Dy(z;.,6,)
Iz (17) slijedi
Il{lm( sup (l—lzlz)f#(z)js(]. (18)
22\ w2 .80)

Iz (18) i teoreme 2 poglavlja 2.2 dalje slijedi da (z, ) nije P- niz funkcije f.

(iii) = (ii). Pretpostavimo da iz (iii) ne slijedi (ii). Tada vazi suprotno od (ii), tj. postoji
r € (0,+) daje sup (1 —|z|2)f”(z)= +o0. Otuda slijedi da postoji niz (z,), z, e Ag(+ 6,r),
A, (+8,r)

ne N daje lim(\l ~|z,|* )f”(zn)= +0, Tada iz leme 2 poglavlja 2.2 slijedi da je (z,) P-niz

za funkciju f, Sto protivurje¢i (iii).0

Posljedica 1. Meromorfna funkcija f:A — C pripada klasi A%, geH’, g=i,,

bl

( & By
ako i samo ako funkcija fu skupovima A(6,a)n {z‘ ‘z _e'B! > ,,L ae L_% %J, re(0,2),

L
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i - e
odnosno skupovima A, (+6,r)= | Jg(A(0,ir)), H* = {g(z) = ﬁ?e[e—z] le (0,1)},

—1ff
geH " +0

r, € (0,+), nema P-nizova.

Dokaz: Posljedica 1 direktno slijedi iz prethodne teoreme, leme 7 poglavlja 1.3 i
leme 2 poglavlja 2.3.

Teorema 2. NJ =(,, je pravi podskup od A(;° (N;ﬁ ), geH,g#i,0<0<x.

Dokaz: 1z definicija klasa A(,,, N 9\[;9 1 teoreme 2 prethodnog poglavlja
slijedi da je A, =A(, c A[;°. Pokazacemo da je A(,, pravi podskup od A(;’. Naime,
konstruisat éemo meromorfnu funkciju f takvudaje fe 9\(;" a feN,..

Neka je z,=-pe, p, >0, keN, izabrano tako da je limp, =1 i
}ii?odh (2,,2,.,) = 0. Clanovi niza (z,) su elementi skupa AgNA (- 6,7). Dalje izaberimo

niz (¢, ) tako da je:

1) O0<¢,, <&, keN;
2) llmgk—O

3) Krugovi D(zk,gk ), k € N, se medusobno ne sijeku;

4) limL sup dh(z,zk)

k—eo zeD(z;,6,) Y,

:O;

5) Z—gﬁ < +o0.
k=1

Nekaje a, =¢., keN, i f,(z Zak z-z,). Funkcija f, je meromorfna na krugu A
k=1

Giji su polovi tatke z,, ke N. Kakoje f(z,)=c, keN, |fi(z, +&,)<C, keN, i

}imdh(zk,z, +3k)=0, to iz teoreme 2 poglavlja 2.2 slijedi daje (z,) P-nizza f,. Kako

su z, € A(6’,r), r>0, ke N, to otuda slijedi da f0 ¢ N,.. Medutim, kako je za svako

lez'IEA\OD(Zk’Ek) lfo( ) fo ")<\Z—

k=1
re(0,+40), sadrzi konaan broj tataka z,, i kako je  A,(+6,r) invarijanta od

=C<+o, i kako A, (+6,r),

g", neN, to se lako pokazuje da je niz (fog")#, ne N, ograni¢en na kompaktnim
podskupovima od A, odatle i iz Martijevog kriterijuma za normalnost familije
meromorfnih funkcija slijedi da je f; € 9\[;5.

Teorema 3. Zasvako 6, 0<@<m, vazi N°n 9\[ =N, =

&
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Dokaz: Kako je Ag(e,r) = Ag(+ 0,r)u A (- 0,r), re (0,+00), to tvrdenje teoreme

3 slijediiz teoreme 1 poglavlja 2.3 1 teoreme 1 ovog poglavlja.

Zasvaki elemenat g, g =i, grupe P’, 0<6 <2z, nekaje B’ = {g"| neNu {O}},
gdie je g°=i, g"=gogo...og. Skup .’Pf sa operacijom kompozicija preslikavanja
obrazuje ciklicnu polugrupu, odnosno dinamicki sistem-kaskadu. Kako g ima privlacecu
tacku e’ to cemo ® oznaCavatisa 2,

Nekaje A,(+6,r)=|]g"(D,(0.r)), ge P’ g=i.

neN

Definicija 2. Meromorfna funkcija f:A— ¢ je normalna u odnosu na polugrupu

#"  ako je familija orbfg.gf = {fogo‘ pe 2,;9}: {fog"|n e Nu {O}} normalna na A u

smislu Montela. Oznaka: f e A’

Teorema 4. Za meromorfnu funkciju f:A > C sljededi uslovi su ekvivalentni:
Q) fen’.
(i) Za svako r & (0,+%) postoji konstanta C,(r), 0<C,(r) <+ daje

sup( ]zl) “(z2)scC (r)

(iii) Funkcija f za svako r e (0,+),u A, (+6,r) nema P-nizove.

gdieje ge P, g#i,0<6<2r.
Dokaz teoreme 4 je analogan dokazu teoreme 1.

Teorema 5. Zasvako 6, 0<6 <2z, vazi N, 9\[;‘_’] =N,o =25

Dokaz: Kako je A,(0,7)=A(+6,r)u A (-0,r), re(0,+x), to tvrdenje teoreme

5 slijedi iz teoreme 3 poglavlja 2.3 1 teoreme 4 ovog poglavlja.
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3. GRANICNA SVOJSTVA NORMALNIH MEROMORFNIH
FUNKCIJA

U ovoj glavi, poglavlje 3.1, su formulisane 1 dokazane teorema Lindelefa za
ograni¢ene holomorfne funkcije i teorema Lehta i Virtanena za normalne meromorfne
funkcije 0 ugaonim graniCnim vrijednostima, kao i teoreme Bagemila i Zajdela koje
predstavljaju "poboljSanje" teoreme Lehta i Virtanena.

NaSi rezultati su dati u poglavljima 3.2 i 3.3. U njima su izloZeni rezultati koji
rjeSavaju za nas postavljeni glavni zadatak. Naime, glavni zadatak koji se izucava u ovom
radu je izuCavanje graniCnih svojstava proizvoljnih funkcija i meromorfnih funkcija,

definisanih na jediniénom krugu A = {z eC| || <1} kompleksne ravni C. Dokazana su

tvrdenja koja daju potreban i dovoljan uslov da proizvoljna funkcija definisana na
jediniénom krugu kompleksne ravni C, ima ugaonu i oriciklicnu grani¢nu vrijednost u
terminima grani¢nog skupa i normalnosti funkcije. Glavnu ulogu u postojanju ovih
grani¢nih vrijednosti ima normalnost funkcije u odnosu na hiperbolicki i parabolicki
dinamicki sistem-kaskadu-polugrupu koju rada hiperbolicki, odnosno paraboli¢ki elemenat
grupe konformnih automorfizama kruga A4 s privlae¢im tackama na jedini¢noj kruznici.
U dokazima smo se koristili rezultatima geometrije diskretnih grupa i teoremu
jedinstvenosti kompleksne analize, a nijesmo koristili teoriju harmonijske mjere kako je do
sada radeno u dokazima klasi¢nih rezultata tog tipa za holomorfne i meromorfne funkcije
(teorema Lindelefa, teorema Lehta-Virtanena, teoreme V.I. Gavrilova i dr.)

Posebno isticemo rezultate poglavlja 3.2 koji pokazuju da proizvoljna funkcija ako
ima ugaonu grani¢nu vrijednost u tacki e mora biti normalna u odnosu na cikli¢nu
hiperboli¢ku polugrupu koju rada hiperboli¢ki elemenat grupe konformnih automorfizama
jedini¢nog kruga ¢ija je privlaceca tacka e'. Iz tih rezultata, naprimjer, slijedi tvrdenje da i
za meromorfne funkcije iz Nevanlinine klase kao i za holomorfne funkcije iz Hardijevih
klasa vaze teoreme tipa Lindelefa-Lehta-Virtanena a Sto do sada nije bilo poznato. Otuda
dalije slijedi da za funkcije iz tih klasa vazi ocjena sfernog izvoda

f(z)= |f'(z)’(l + {f'(z)lz)—I = 0((1 - |z]2>]) na hipercikli¢nim oblastima.

U poglavlju 3.3 smo dokazali rezultate koji se odnose na dobijanje oricikli¢ne
grani¢ne vrijednosti (tangencijalno grani¢no svojstvo) iz postojanja asimptotske granicne
vrijednosti u oricikliénim oblastima. Koliko je nama poznato rezultati toga tipa do sada
nijesu dobijeni.

3.1. LOKALNA I GLOBALNA GRANICNA SVOJSTVA MEROMORFNIH FUNKCIJA

U ovom poglavlju navodimo osnovne rezultate za harmonijsku mjeru koji ée nam
biti dalje potrebni. (pogledati ([9]) ili ([11])).

Neka je D prosto povezana oblast kompleksne ravni C ¢ija je granica 6D dio po dio
glatka kriva i neka je E najviSe prebrojiv skup lukova granice 0D. Tada na osnovu
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rezultata za harmonijske funkcije poznatog pod nazivom Dirihleov zadatak (problem),
postoji harmonijska funkcija oblasti D koja je jednaka 1 na £ a 0 na dD/E. Ona je
neprekidna u tackama neprekidnosti karakteristiéne funkcije skupa E, E < oD,

1, £€E

?l)= lo, ecan/E

Ta harmonijska funkcija se oznacava sa w(z,E,D), ze D, i naziva se harmonijskom
mjerom skupa FE, E c 8D, uodnosu naoblastD itacku z, ze D.
Iz principa maksimalnosti i minimalnosti za harmonijske funkcije slijedi

0<w(z,E,D)<1, zeD.

Teorema 1. Ako je E najvise prebrojiv skup, tada je w(z,E,D)=0,ze D. Ako je
dD/E najvise prebrojiv skup, tada je w(z, E,D)=1,z € D.

Teorema 2. Ako su E, i E, disjunktni skupovi granice 8D koji se sastoji od lukova,
tadaje w(z,E, UE,,D)=w(z,E,,D)+w(z,E,,D).

Teorema 3. Neka je w:D — D'konformno preslikavanje oblasti D na oblast D’ i
neka je w(E)= E'. Tadaje o(z, E, D)= o(w(z), E',D')

Teorema 4. (Princip rasirenja) Ako se oblast D pove€ava na racun dijela granice
8D/ E, tada se harmonijska mjera w(z, E,D) povecava, a ako se oblast D povecava na

racun dijela granice E, E c 8D, tada se harmonijska mjera w(z, E, D) smanjuje.

Povecanje oblasti D na racun dijela granice 6D/ E podrazumijeva da se oblast D
zamijeni oblaséu D', Dc D', tako da je Ec éD'. Na isti nacin se definiSe povecanje
oblasti D na racun granice E.

Teorema 5. (Teorema o dvije konstante) Neka je /:D — C holomorfna funkcija na
oblasti D. Ako je za svako ¢eE,EcdD, i svako nedD/E, limsup|f(z)<m i

z—¢,zeD

limsup|f(z) < M, tada je za svako z € D

z—-1n,zeD

In|f(z) < @(z, E,D)lnm+(1- w(z, E,D))In M. (1)
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Iz prethodne teoreme slijedi sljedece tvrdenje.

Teorema 6. Neka je f:D— C ograniCena holomorfna funkcija na D i nekaje
za svako feE,EcdD, i za svako 1nedD/E, limsup|f(z)<m <+ i

z—>¢&,zeD

limsup|f(z) < M < +w. Tada za svaki zatvoren skup K, K c D, postoje pozitivne

2-1,2eD
konstante 4, 1 A4,, A4, +4, =1, koje ne zavise od funkcije f, takve da je za svako ze K,
|f(z}$m’11 M* .

Sa J" oznaCavaCemo gornju poluravan kompleksne ravni C, tj. skup
{z=x+iy|xeR,yeR+}.

Sa D,, r>0, ubuduée éemo oznacavati skup D(0,7), tj. Euklidov krug sa centrom
u koordinatnom pocetku poluprecnika r.

Primjer: Neka je [ interval na x-osi. Pokazuje se (pogledati npr. ([6]) ili ([9])) da je

a)(z,I,J‘)= B , gdje je a ugao pod kojim se interval I vidi iz tacke z.
pia

Lema 1. Neka je B, =D ,nJ", r>0, «, interval (0,r) na x-osi i
Y = {z[ zeD,, O<argz<rm- 6’}, 0<6@<m, kruzni isjecak u D,. Tada postoje

C, C>0,i r', 0<r'<r,daje w(z,q,,B)=C>0 zasvako ze D’.

Dokaz: Funkcija w = 472( preslikava B, na J*, «, slika na pozitivni dio x-

z-r)

ose koji éemo oznacavati sa X*,a z =0 preslikava u w=0. Iz teoreme 3 ovog poglavlja
slijedi da je

a)(z,a,,B,)=a)(w,X‘,J+) 3 )

Iz (2) i rezultata iz prethodnog primjera slijedi da je

T —argw 1

a)(z,a,,B,)-: - : Z_r)

Otuda je

~
-

w(z,a,,B,): 1 —larg 4z
P/

I
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Nekaje u(z)= 1 - izeD] Kakoje O<arg4z<z-6 zasvako ze D/, toje

1-=
,

argu(z) < argdz +argu(z) <z -0 +argu(z), zeD?,

odnosno
0<argu(z)<arg4z 5 <z -0 +argu(z), zeD’. 3)
1z
B
Iz (3) slijedi
1 1 1 1 p
1——(ﬂ—9+argu(z))s 1-—arg4z 5 <l-—argu(z), ze D!,
T T 1 z T
r
tj.
6 1 1 &
Z ——argu(z)<w(z,a,,B,)<1-—argu(z), ze Df. (4)
T 7 T
Kako je lim u(z)=1, toje lim | (argu(z))= 0. Otuda i iz (4) slijedi da postoji
r', O0<r'<r,daje
e &
0<-—=<wlza,,B,)sl-— , ze DS,
? colna,B)s1-o , zeD) ©

Uzimajuéi C = 2£ iz (5) dobijamo tvrdenje leme 1.
7T

Lema 2. Nekaje E’ = {zl zeD, @O<argz< ﬂ'}, 0 <68 <x. Tada postoji C, C >0,

’

i r, O0<r'<r, dajezasvako ze ES, w(z,ﬂ,,Br)Z C >0, gdje je p, interval (— r,O)
sa x-ose.

Lema 2 se dokazuje na isti nacin kao lema 1.

Definicija 1. Nekaje f:D—C, DcC, £edD. Akoje D'c D i¢edD', tadase
A 1 . o .
skup A={we C‘ (z")c D', limz, =¢&, limf (z,)=w | naziva grani¢nim skupom funkcije

futatki & poskupu D'. Oznaka: 4=C(f,&,D')
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Neka je A(x,0)= {z =x+pe’lpeR,0<p<n-6,0€(0,7)x¢ R} Skup A(x,6) je

ugao iz J* sa tjemenom u tacki x x-ose i kracima koji u tackix sa pozitivnim dijelom x-ose
zaklapaju uglove 6 1 7 6.

Definicija 2. Neka je f:J* — C. Ako je za svako 6 € (0,7) C(f,x,A(x,0)) = {w}c C,
tada kazemo da u tacki x funkcija f ima ugaonu graniénu vrijednost w a x se zove
Fatuovaom tackom funkcije f. Oznake: x € F(f) iliC(f,x)={w}i f(x)=w.

Lako se vidi dajeza xe F(f) i f(x)=

Il
=
)

Il
-
=
=
=
B
=
S

Sljedeci rezultati se mogu naéi u ([9]) ili ([11]).

Teorema 7. (Teorema Lindelefa) Neka je f:J° — C ograniena holomorfna
funkcija i neka je y Zordanova kriva, y cJ' koja se zavriava u 0. Ako je

lim f(z)=w,tadaje 0 F(f)i C(f,0)={w}.

z0,zey

Dokaz : Bez smanjenja opstosti dokaza moze se uzetidaje w=01 [f(z) <1, zeJ".
Neka je ¢, O<e<l, fiksirano. Izaberimo r», 0<r <1, tako da je za svako
zeJ' ' nD,ny |f(z)<e Takvor postoji, jer je lim f(z)=o.
2—0,zey

Nekaje y, =J" N D, ny.Kriva y, dijeli polukrug B, =J* n D, na dvije oblasti B! i
B’. Neka je B! ona koja nalijjeze na negativni dio x-ose. Ako na B! primijenimo
nejednakost (1) poglavlja 3.1 dobijamo da je

In|f(z) <@(z,7,,B.)Ine. (6)

Dalje ¢e se ocjenjivati harmonijska mjera (z,7,,B!) luka (krive) y,. Neka je
B, =8B ly,, y. =06B, /B i y" interval (0,7) x-ose.

r

Iz principa raSirenja (teorema 4) i teoreme 2 ovog poglavlja slijedi da je
a)(za}/rsB;)Za)(z’}/:’Br)Za)(z’}/:’Br)‘ (7)

Iz leme 1 ovog poglavlja slijedi da postoje C;, C,>0,1 r', r'>0, da je za svako
zeD’ olz,7,B)2C >0, paiz (6)i(7)slijedidaje |f(z) <& za svako ze D’ B,
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Sliéno kao naprijed, se pokazuje se, koriste¢i lemu 2 ovog poglavlja, da postoje
C,, C,>0,ir", r">0, dajezasvako ze E.NB; |f(z)<e™.

Nekaje C=max{C,,C,}i 6= min{r',r",r}. Tada je
f(z) <&  zasvako ze E] UD;. (8)

Kako je EZ U D? = A(0,0), tada iz (8) slijedi da je  lim ) f(z)=0. 0<O<m, iz

2—0,ze4(0,

gega slijedi da je | JC(£,0,4(0,6))= {0}, tj. 0 je ugaona granitna vrijednost funkcije f u

8¢e(0,7)
tacki 0. O

Kako je krug A konformno ekvivalentan poluravni J*, i kako je harmonijska mjera
konformno invarijantna (teorema 3), tada iz teoreme 7 slijedi sljedece tvrdenje:

Teorema 8. Neka je f:A— C ograni¢ena holomorfna funkcija i neka je y
Zordanova kriva iz Akoja se zavriava u tacki e’ € 6A. Ako je lim f (z)=w, tada je

z—e'’ zey

Sljedece tvrdenje je rezultat O. Lehta i I. V. Virtanena iz ([12]) koji se odnosi na
ugaone grani¢ne vrijednosti normalnih meromorfnih funkcija. On predstavlja prenoSenje
rezultata Lindelefa (teorema 7) sa ograni¢enih holomorfnih funkcija na S§iru klasu
normalnih meromorfnih funkcija.

Neka je G prosto povezana oblast kompleksne ravni C i G* ograniena podoblast
oblasti G ¢ija se granica G sastoji iz lukova y granice oG i analiticke krive y' iz G.

Teorema 9. ([12]) Neka je /:G — C normalna meromorfna funkcija na oblasti G
koja zadovoljava sljedece uslove:

(i) Zasvakutacku &ey je limsup|f(z) <m;

z¢,26G
(ii) Zasvako ze G’ je |f(z) s M;
(iii) Postoji z, € 7' daje |f(z,) =M.

Tada vazi

mZMexp[—Cflo(M+ﬁ)-J, 9)

i
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edieie €, =supli-i)" (e 2 = 2(e,) a(e)= 270l aa’(izw)l, %9 je izvod
zeG IdZ! on an

\
funkcije w(z,y,G') po unutra$njoj normali krive y' oblasti G, a do.(z) je element

hiperbolicke duzine krive oblasti G.
Dokaz:  Funkcija lnm je pozitivna i harmonijska na G, iskljuCujudi
1AV

I f(z)i%’ gdie je. |/(£) =limsupl/(z) i

lnizo na y'. Iz teoreme o dvije konstante (teorema 5) slijedi da je

1/ (2)

lnlf% Za)(z,y,G°)ln%, ze G, paje

logaritamske singularitete. Na y je In

\ w(:.;r.G') )

, zeG . (10)

1 /m
lz)y = M| —
|f\ZM [\M

A

Kako je f normalna meromorfna funkcija na G, tada postoji C,, 0<C, <+w, da

je
supl( -2} )r*(z)=c,. (11)
z2eG

Sferno (tetivno) rastojanje izmedu M i |f(z) je

& - =arclg %—M _ ‘f(z)I (12)
1+1¢

P, T+ M7G)

/(z))= MI
[7(z)

gdje je uzeta ona grana funkcije arcigw, za koju je |arcigw| < % Iz (11) dobijamo

p(M,

f(z)|) -1 :jf” (z)ldz| <C, ::'.dO‘G (2) (13)

Za tacke z € G koje su dosta blizu tacki z,, desna strana u nejednakosti (13) je manja

od % Otudaiiz (12)i(13) slijedi
s 2 N
M —tg‘ C, Ia’ao (z)
7(z) > L (14)
1+M.szC, [dog(2)

A
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Iz (10) i (14) za tacke z iz G koje su dosta blizu tacki z,, dobija se

I b

M—tgLCf:deG(Z)' r ol
i z:o /\S'f(z]SM‘L%
1+M-tgLCf Idoo(z)

(15)

/

Racunajuéi izvod u tacki z, € ' po unutra$njoj normali oblasti G*, iz (15) se dobija
nejednakost (9). O

Neka je sada oblast G teoreme 9 gornja poluravan J*, a oblast G" kruzni odsjecak
sa tetivom y na x-osi kojoj odgovara periferijski ugao «, 0<a <z. Ako su krajevi tetive

y,ri-n tada je  o(zy.T,)= l {argz_r—a}, dok je A(z)=2—%. Za naprijed
T-a zZ+r 2sina
navedeni slucaj, nejednakost (9) postaje
mZMexp—ﬂ__a C,lM+Ll . (16)
2sina 7\ M

Desna strana u ngjednakosti (16) tezi 0 kada M — +o, dok dostize maksimum za

§ 2 }5
T-a

1+ — ¢
sina

ve -1
M=11+ »L”-OCCJ,J . (17)

Navedenu vrijednost iz (17) oznaci¢emo sa M (a,C f) Tada vazi sljedeée tvrdenje

koje se dobija iz teoreme 9.

Teorema 10. ([12]) Neka je f normalna meromorfna funkcija naJ i neka je
limsup[f(z)| <m zasvako¢ € y, gdje jey odsjeak na x-osi. Tada je

z2¢,2eJ”

szexp—ﬂ__a C,(M+L) 3 (18)
2sina M,
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gdje je M proizvoljan pozitivan broj takav da je M < sup|f(z) kada je

zeT,

sup|f(z) < M(a,Cf) Ako je sup|f(z) < M(a,Cf), tada se u (18) dobija najbolja ocjena
zeT, zeT,

kada je M =sup[f(z}, dok se za sup|f(z] > M(a,Cf) dobijja najbolja ocjena kada je
zeT,

zeT,

M = Mla,C,)

Dalje ¢e naSe izlaganje, osim formulacije tvrdenja, imati heuristicki karakter.

Kako su harmonijska mjera i normalnost meromorfnih funkcija prosto povezanih
oblasti konformno invarijantni, tada teorema 2 ovog poglavlja na krugu A daje sljedeci
rezultat: Neka je f normalna meromorfna funkcija na krugu A i neka je B, oblast kruga A
koja je ogranicena lukom y kruznice OA i lukom kruznice koja sa lukom y obrazuje ugao
a, 0<a<z. Tada za svako €, ¢ >0, postoji pozitivan broj 6 = &(a,¢), takav da ako je

limsup|f(z) <& za svako & e y, tada je sup|f z) <e.

z-¢.z€h

Naprijed formulisani rezultat se korlstl za dokaz tvrdenja Lehta i Virtanena ([12]) o
ugaonim grani¢nim vrijednostima normalnih meromorfnih funkcija. Sam dokaz pripada
Pomerenkeu ([21]) i on se razlikuje od dokaza Lehta 1 Virtanena iz ([12]). Medutim i Lehto
1 Virtanen u dokazu tog tvrdenja koriste rezultate koji se dokazuju tehnikom teorije
harmonijskih funkcija i harmonijske mjere ( pogl. ([12])).

Teorema 11. (Teorema Lehto-Virtanena) Neka je f normalna na A meromorfna
funkcija, tj. f € A, i neka je y Zordanova kriva iz A koja se zavrSava u tacki e’ € 0A.

Ako je 11m f(z) w, tada je UC(f e? A0.a))=w}, ti. e’ cF(f)aw je ugaona

Leal
2 2

grani¢na vrijednost funkcije f u tacki e.

Dokaz: Ne narusavajuci opstost dokaza mozemo uzeti da je  lim f(z)=0. Za

z—»e ,ZEY

proizvoljno 6, ¢ >0, neka je y, dio krive y, na kojoj je |f(zl < & . Neka je dalje z = ¢(s)
konformno preslikavanje kruga A, = {s € C| |s|<1 } na oblast A\y; i neka je
F(s)= f(e(s)). Tada krivoj y, iz A odgovaraluk I; sa 0A, izasvakc sel; je |F(s)<s.
Neka je @, 0 <a <, fiksirani ugao. Tada za dosta malo r = r(5 ), r > 0, inverzna slika

: r 6 E 7 . .
oblasti A(9,¢,,¢2)m {z € C\ ‘z—e‘ | <r{ zasvako @,,P; € ——2',5 , preslikavanja z = (p(s),

¢e lezati u nekoj oblasti B, = B,(5) sa granicom [, c 0A, za fiksirano «. Funkcija F(s) je
normalna na A, ivazi Cp<C,, gdje su C; i C; konstante iz tvrdenja (ii) teoreme 1
poglavlja 2.2. Tada iz naprijed formulisanog tvrdenja za normalne na A meromorfne
funkcije slijedi da je |F (s} < & zasvako se B,, ako je ¢ izabrano dovoljno malo.

Otuda slijedi da je zasvako ze A(&,go,,qo)m{z e CI !z —e"“’! < rf |f(z) < &, iz Eega slijedi

daje  lim f(z)=0, tj. C(f,e""’,A(e,w,,(pz))= {0} za svako ¢,,p, € [—Z,E .0

z¢e' zeA(6.0,,0,) 2°2 J

Jela Susi¢: “Dinamiéki sistemi i graniéna svojstva funkcija”



3. Grani¢na svojstva normalnih meromorfnih funkcija 56

Uporedujuci dokaz teoreme 11 (teoreme Lehto-Virtanena) sa dokazom teoreme 7
(teorema Lindelofa) vidi se da su ideje koje se u njima koriste iste.

Analizirajuci dokaz teoreme 11, vidi se da se ona dobija kao posljedica nejednakosti
(9) teoreme 9, a nejednakost (9) se dobija kao posljedica nejednakosti

sup(l —]z| ) "(z)<C, <+, koja ima lokalni karakter jer je vezana za oblast G, odnosno

ugao A(6,,,9,)N {z € C‘ ilz —el < rf.

Sljedeca dva tvrdenja, koja su dokazali americki matematiari Bagemil i Zajdel
([21), daju precizniju (finiju) formulaciju rezultata Lehta i Virtanena o ugaonim grani¢nim
vrijednostima normalnih meromorfnih funkcija (teorema 11). Medutim, ta tvrdenja se
dokazuju koriS¢enjem samog rezultata Lehta i Virtanena. Interesantno je istaéi da se ti
rezultati mogu dobiti i iz rezultata V. I. Gavrilova ([7]).

Teorema 12 ([2]). Nekaje f:A > C normalna meromorfna na A funkcija, (tj.
fenN) takva da je za svako zeA f(z)=w, weC. Ako postoji M,M >0,i niz
(z,), z,e4, neN,zakojevazi: limz, =e“, d,(z,,z,.,)<M, neN i limf(z,)=w

n—wx

tada je e’ cF(f), a w je ugaona grani¢na vrijednost funkcije f, tj.
Uclr.e”.a0.a))= ).
—5<a<3

( ]
Dokaz: 1z uslova teoreme slijedi da je 5=4lgn(2)=f (lz-” )|neN J} normalna
1+2z,z

familija meromorfnih funkcija na A i limg,(0)=w. Koristeé¢i teoremu Gurvi¢a (teorema

5, poglavlje 2.1) i svojstva ravnomjerne konvergencije koja vaze za familiju 3, pokazuje
se da niz (g,(z)) ravnomjerno na kompaktnim podskupovima od A konvergira konstanti

(
w. Posmatrajmo kompakte D] ={ze Ald (z,,2)< 51n1+—/1|L gdjeje thM <A<, neN.
L

Skupovi DJ, ne N, su zatvoreni hiperbolicki krugovi sa hiperbolickim centrom z, i

poluprec¢nicima llnH/l. Akoje o,(z)= z+ﬁz” . neN, tada je (pn(ﬁl):D,'._’, neN, i
2 1-2 1+Z.z '

ne N . Tada je P=UFn

n=1

g,(z)= f(p,(2)).. Neka je T, L-kriva koja spaja tacke z, i z

n+l?

Zordanova kriva koja se zavriava u tacki . Kako iz prethodnog slijedi da

flo, (z))b—> w, to otuda, dalje slijedi daje lim f (z)=w, pa iz teoreme 3 (rezultat Lehta
i Virtanena) slijedi da je e € F(f),a w je ugaona grani¢na vrijednost funkcije f u
tacki e”?. O

Teorema 13 ([2] ). Neka je f :A — C normalna na A meromorfna funkcijai (z,) niz
iz A zakojije limz,=e” i limd,(z,z,,)=0. Akoje limf(z,)=w, we C, tada je

¢ e F(f), aw je ugaona grani¢na vrijednost funkcije f u tacki e'®.
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Za dokaz teoreme 13 Bagemil i1 Zajdel koriste sljedeci rezultat.

Lema. Neka je  f:A - C normalna na A meromorfna funkcija i lim f(z,)=w

=

weC, z,eA, neN, ilimlz,|=1. Ako je limd,(z,.2,)=0, z/ €A, neN, tada je
lim f(z:,)= w.

n—sx

b

Lako se vidi da rezultat naprijed formulisane leme direktno slijedi iz teorema 214
poglavlja 2.2. koje je dobio V. I. Gavrilov ([7]). Isticemo da se dokaz leme koju su dali
Bagemil i Zajdel u ([2]) razlikuje od dokaza koji slijedi iz naprijed datih teorema 10 i 12.
InacCe teorema 12 predstavlja bolji rezultat od rezultata naprijed date leme. Ta teorema
¢e nam omoguciti da dokazemo tvrdenje analogno tvrdenju teoreme 13 ovog poglavlja za
meromorfne na A funkcije koje su normalne na cikli¢ne hiperbolicke polugrupe «(;°

hiperboli¢kih grupa H°.

Dokaz teoreme 13. Neka su I', L-krive koje spajaju tacke z,i z,,,, ne N. Neka

je dalje P = U T, . Skup P je Zordanova kriva koja se zavrsava u tacki e'®. Dokazacemo da

n=1

je lim f(z)=w. Pretpostavimo da to nije tatno. Otuda slijedi da postoji niz

2% zep

(z;), z,eP, keN,daje

lim f(z}) = w (19)

k—o0

Iz z, e P, keN, slijedi dapostoji n, € N daje z, €I’, zasvako ke N, tj. z; je

n

izmedu tacaka z, 1 2z, L, -krive. Kako je dh(znk,z,’()s d,,(z,,k,znm),

a limd,(z, .z, )=0, to je i limd, (z,, .2, )=0. Iz uslova teoreme 5 slijedi da je
P_,r{laf(z"t )= w, pa na osnovu gornje leme slijedi da je ;l(i_r.llf(z,’( )= w,3to je suprotno sa (19).

Znadi, za svaki niz (z,), z,e€P, ke N, vazi lim f(z})=w, iz Cega slijedi da je
Hlei,p‘qzep f(z)=w. Otuda i teoreme 11 (rezultat Lehta i Virtanena) ovog poglavlja slijedi da

je w ugaona grani¢na vrijednost funkcije f u tacki e’ i daje e’ € F(f).0
Bagemil 1 Zajdel u ([2]) konstruiSu proizvode Bljaskea koji pokazuju da se uslovi za

hiperboli¢ka rastojanja d, (z,,z,,,) niza (z,) u teoremama 12 i 13 ne mogu oslabiti.

Analiza rezultata koji se koriste za dokaz teoreme 11 (rezultata Lehta i
Virtanena) kao i samog dokaza te teoreme, pokazuje da ocjena sfernog izvoda

f)=0 (20)

N
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koja vazi na skupovima O(e"’ )r\ A, gdje su O(e‘e) neke okoline tacke e'® € 6A, ima kljuéno
mjesto u dokazu tih rezultata i teoreme 11.

Nije teSko vidjeti da se, zahvaljujuéi rezultatima leme 7 poglavlja 1.3, leme 1
poglavlja 2.4 i tvrdenja (i1) teoreme 1 poglavlja 2.5, mozZe na isti nacin kao i teorema 11
(rezultat Lehta i Virtanena) dokazati sljedeci rezultat.

Teorema 14. Neka je f e 9\[_;3, ge H’, g#i, inekaje y Zordanova kriva koja
lezi u nekom uglu A(0,0,,0,), @0, € (—%,%), a koja se zavriava u tacki e . Ako je

lim f(z)=w, weC, tadaje e’ e F(f),a w je ugaona graniéna vrijednost funkcije f,

z—e™ zey

4. KU(TZ’(f,e’e,A(H,a))={w}.

B iR
2

2

Istiéemo da je u teoremi 11 Zordanova kriva y proizvoljna kriva kruga A koja se
zavriava u tacki e'’, dok je u teoremi 14 ovog poglavlja Zordanova kriva y kriva koja lezi

%
. Naime taj uslov je potreban jer
2°2) :

rast sfernog izvoda koji je dat sa (20) za funkcije iz klase A’ vazi samo u Stolcovim

u nekom Stolcovom uglu A(6,0,,0,), @,,¢, €
N

i

uglovima ¢&ija su tjemena tacke e’ (teorema 1, poglavlje 2.5). Iz leme 2 poglavlja 2.4 slijedi
da se uslov u teoremi 14 da kriva y lezi u Stolcovom uglu A(6,9,,9,) moze zamijeniti

uslovom da kriva y leZiu skupu A, (6,r), odnosno skupu A_(+6,r), za neko r e (0,+c)

Teorema 15. Nekaje fedN’, geH’, g=i, inekaje (z,) niz za koji postoji

re(0,+») daje z, e A (+6,r), neN, limz, =e” i limd,(z,,z,.,)=0. Akoje

lim f(z,)=w, weC, tadaje e e F(f), aw je ugaona grani¢na vrijednost funkcije fu

n--»co

tacki ¢, tj. | JC(f,e®.A0,a))= {w}).

b4 b4
-—<a<—
2 2

Dokaz: 1z leme 7 poglavlja 1.3 i1 leme 2 poglavlja 2.4 slijedi da je uslov
z,€A,(+6,r), neN, iz teoreme 15 ekvivalentan uslovu z,eA(f,a) za neko

ae (—%,%), ne N, odnosno z, € A, (+6,r) zaneko r € (0,+), ne N.Neka su, kao
b s

i uteoremi 5 prethodnog poglavlja, I', L-krive koje spajaju tatke z,i z,,, niza (z,) i neka

je P= U T, . Skup P je Zordanova kriva koja se zavriava u tacki e'.

n=|

Iz uslova limd,(z,,z,,)=0 teoreme 15 slijedi  da  je

neN}=/1<+oo. Tada je PcAH(+49,r_:+/1). Naime, ako je ze€ P, tada je

ZTT
TACKA £,

Sup{dh (Zn H Zn+l )
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zel, za neko neN. Kako su z, €A, (+6, r), neN, tada za svako ne N postoji
k,eN daje z, € D,,(g"" (0),;') ne N, jerje A (+6,r) UD (g*( ) Pokazademo da je

r,cD,(g" (0),r+/1) za svako ne N . Neka je z el“,,.TadaJe

dh(gk"(O),z)sdh(gk (0).2 )"’d (2,2 )Sdh(gk (0).2 )+d (20,2, ) <r+ 4. (21)

Iz (21) slijedi da je zeD, (g"" (0),r +/1) Iz naprijed dobijenog slijedi da je
T, cD, (g"" (0),r + 1), a otuda da je P cA,(+6,r+A) Znadi, Zordanova kriva P lezi u
skupu A, (+6,R), R=r+21e(0,+0) Pokazaéemo daje

lim 7(z2)=w (22)

2" ,2eP

Pretpostavimo da ne vazi (22). Tada postoji niz (w,), w, € P, takavda zaniz (f(w,)) w
nije grani¢na vrijednost. Za svako w,, k € N, postoje n, e N daje w, €[, , tj. daje w,

10

b

izmedu z 1 z . Otuda sljedi da je limw, =e'’, limz, =e

1y Mt ke koo
ll(l_rgf( ) w, li_{{)odh(znk,wk)=0, 1 Il(i_)n‘)of(w,()i w. Iz naprijed dobijenog 1 teoreme 4
poglavlja 2.2 slijedi da niz (an ) sadrzi podniz koji je P-niz za funkciju f. Kako je niz (an )
iz A,(+0,R), to A,(+6.R) sadrzi P-niz funkcije f, §to je suprotno sa tvrdenjem
posljedice 1 poglavlja 2.5. Znadi, imamo da je Pc A, (+6,R) i '_’l‘:iigr.zEPf(z) = w. Tada iz

teoreme 14 ovog poglavlja slijedi da je w ugaona grani¢na vrijednost funkcije f u tacki e

a e’ eF(f)O

Teorema 16. Neka je feﬂ\[;e, geH’, g#i,,i weC takodaje f(z)=w za
svako z € A. Tada su sljede¢i uslovi ekvivalentni:

(i) Postoji z, € A daje lim f(g"(z,))=w;
(if) Za svako z € A je lim f(g"(2))= w;

(iii) e e F(f) i UC(f e, (‘9 a))={w}, tj. w je ugaona grani¢na

TealZ
2 2

vrijednost funkcije f u tacki e'.

Dokaz : Kako je d,,(g”"(zo),g"(zo))=c, c>0 neN, toc ne zavisi od n, pa
dokaz da je (i) < (ili) izvodi kao i dokaz teoreme 12 ovog poglavlja,
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uzimajuéi u njemu da je familija 3= {fog"[ne NU{0}} zaniz (z,) z, =g"(z,), ne N, a

z
M=—2-l |'°|+c, M e (0,40). Dalje, (i) = (i) je trivijalno. Da vazi (111) = (ii)
Zq)|
. N L 1+l .
slijedi iz ¢injenice da za svako zeA, uzimajudi r>§1nl —, slijedi da je

g"(z)e A, (+6.r), neN, i svojstvadaje e atraktivna tacka zag.

Normalne meromorfne funkcije imaju dobra lokalna grani¢na svojstva (postojanje
ugaonih grani¢nih vrijednosti iz postojanja asimptotskih grani¢nih vrijednosti), a neke
druge klase meromorfnih i holomorfnih funkcija imaju dobra globalna grani¢na svojstva.
Najpoznatije od tih klasa su Nevanlinina klasa meromorfnih funkcija na jedini¢énom disku
A 1 Hardijeva klasa holomorfnih funkcija na jedini¢nom disku A.

Definicija 3. Holomorfna funkcija f:A - C pripada Hardijevoj klasi H? ako je

Ossup] I I f re‘9)| g <+, gdjeje p proizvoljan pozitivan realan broj. Oznaka: f e H”.
r< 0

Definicija 4. Meromorfna funkcija f:A — C pripada Nevanlininoj klasi BC ako je

O<r<|,\

supI L H(f (z )zdxdyjdt= hm f L _ﬂ z))dxdy)d,t <+w.Oznaka: f e BC.

z|<r |z|<r

Sa H” oznacavamo klasu ogranicenih holomorfnih funkcija na jedini¢cnom disku A.

Poznato je ([33]) da za pozitivne realne brojeve p i g, ako je 0<q < p, vazi
H” c H? ¢ H? c BC, gdje su inkluzije prave.

Teorema 17. ([33]) Funkcija koja pripada klasi BC ima ugaone grani¢ne vrijednosti
skoro svuda na jedini¢noj kruZznici.

Kako je H” <« H” < BC za svako pe R" to teorema 17 vrijedi i za klase H” 1
H?, peR".

O Hardijevim i Nevanlininim klasama napisano je viSe monografija (pogl. npr.

([10]),([331),([341) 1 ([35D)-
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3.2. LOKALNA GRANICNA SVOJSTVA PROIZVOLJNE FUNKCIJE NA
JEDINICNOM DISKU

U ovom poglavlju dokazujemo tvrdenja koja daju neophodan i dovoljan uslov da
proizvoljna funkcija definisana na jedini¢nom krugu A =iz € C||z| <1y kompleksne ravni C

ima ugaonu 1 oriciklicnu (tangentnu) grani¢nu vrijednost u terminima grani¢nog skupa i
normalnosti funkcije. Pokazuje se da glavnu ulogu u postojanju ovih grani¢nih vrijednosti
ima normalnost funkcije u odnosu na hiperbolicki 1 paraboli¢ki cikli¢ni dinamicki sistem-
kaskadu (polugrupu) koji rada hiperbolicki i parabolicki element grupe konformnih
automorfizama kruga A s privlaéeim nepokretnim tackama na jedini¢noj kruZznici

OA = {z € C“z] = 1}. Za njihove dokaze koriste se rezultati geometrije diskretnih grupa i
teorema jedinstvenosti kompleksne analize, a ne koristimo rezultate teorije harmonijske

mjere, kako je do sada radeno u dokazima klasi¢nih rezultata tog tipa (teorema Lindelefa,
teorema Lehto-Virtanena i dr.( [8], [12] [13] [14],...).

Neka je
A, 0.r)= | |D,(ac”.r), ZH(G,r)= D,(ae”.r)
ae[O 1) ae-1,0]
50n= Up| i0.)- Ub| s
ae[O o) \ @ + l ae(-»,0] \ &4 +1
Oblasti  A,(6,r) i A ,(6,r) zvaéemo hipercikli¢nim oblastima kruga A, a oblasti

Ay.r) i A,(8,r) zvademo oricikliénim oblastima kruga A.

Lema 1. Zasvako g, e H’, g, #i, za koje je e privlateca tackai za svakor,

r>0, postoji r;, r;>0 tako da je Og:(Dh(O,r))c Ay (0.r)c gl (D,(o,1))
n=0 -

Lema 2. Zasvako g, € P°, g=#1i, 1 zasvakor, r>0, postoji r;, r;>0 tako da je

Usi0.0r)< 5,00 < JaiDor). a>0

Dgf(Dh(O’ c 4,(60 Ug,, .(0,1)), a<0.

Dokazi lema 11 2 se izvode kao i dokazi lema 2 i 4 iz poglavlja 2.4.
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Teorema 1. Neka je  f:A —> C proizvoljna funkcija, g, proizvoljni hiperbolicki

element grupe H° za kojije e privlaceca tacka i K proizvoljan kompaktan podskup od
A. Sljedeca tvrdenja su ekvivalentna:

A

(1) fogl—c ceC.
K

4 N

() d £ Ugi(k)

e}

/

Dokaz: (i) = (ii): Akoje ce C, tadaiz (i) slijedi

(Ve >0) (3N, = N,(e)) (vr 2 M) (vz e K) (| (Fo g2 Yz) | < 2), )
tj.
f ggZ(K)J ciwe Clw-d< g}.

Poznato je da za svaki kompaktan podskup Kod C (i od A)vazi g' — e (vidjeti
K

teoremu 3 iz poglavlja 1.2). Znadi,

(V5 > 0) (N, = N,(8)) (v 2 N,) (vz e K)([g7(z)- €| < 5), @)

f.

Lw e g (K)] (lz-€?| < 5). )

n=N,

Nekaje (z,) proizvoljniniziz | JgZ(K) zakojije lim z, = e. Tada iz (2) tj. (2) slijedi

n=1

(BN, = Ny(2.),) (vnzw[z,, . LmJg:':(K)]- @

k=N,

Akoje N, <N,,tada je Og:(K)c Og:(K), odakle i iz (3) slijedi da jez, € | Jg(K)
n=N,

n=N, n=N,

za Vn 2 N,.Otuda 1 iz (1) dobijamo

(vn 2 N;)(|f(z,)-d| <&) (4)
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Akoje N,<N,,tada izniza (z,) osim z, 25,....zy, odbacimo 1 one ¢lanove koji se
Ny @

nalaze u | Jg; (K). Njih je konaéno mnogo. Znaci postoji N, takvo da je z, e | Jg! za
k=1 n=N,

Vn > N, . Tada ponovo iz (1) dobijamo

(vn 2 N,)(|f(z,)-d <e). (5)
Znadi, iz (4) i (5) dobijamo da je lim f(z,)=c.
Kako smo za proizvoljni niz (z,) iz U gk(K) dobili da je lim f(z,)=c, to znadi da je
= n—sw

Cff Ug (K )J - {c}.

Ako je ¢ = e C, dokaz se sprovodi na isti nacin, samo $§to Euklidovu metriku zamijenimo
tetivnom metrikom.

(i) = (i): Neka je ceC i C(f,e"e,Ug;’(K))={c}. To zna¢i da je
\ n=0

s

H=a0

v(z,)c Og:(K), limz, = e”’"J limf(z,)=c,t. lim f(z)=c,{
r ze

) e zeOg;’
(Ve >0)(36 = 5(5))LV2 = Og:(K)W ( !z—e‘p‘ <6 =|flz)-c| < g). (6)
Iz (6) dobijamo
f(Og:(K)m{z € AHz—e"si <o"}\ = {we C!|w—c| <g}. (7)

Kako g —e'’,toza §>0 postoji N =N(5) takvo da za svako n2N i ze Kvazi
K

g;'(z)—eigl <6, .

cc)g",’(K)c{zeA‘‘!z—e"’i<5}. (8)
% :

Iz (7) i (8) dobijamo
frUg:(K)) c {w € C||w—c| < s}, paje

\n=0

A

(VnZN)(VzeK)qf(g"(z))—c|l<£). Znadi feog, —c¢, ceC.

Ako je ¢ =, dokaz se sprovodi na isti nacin, samo umjesto Euklidove metrike na C treba
uzeti tetivnu metriku na sferi C.
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Teorema 2. Neka su f:A—» C proizvoljna funkcija i 8. proizvoljni parabolicki

element grupe P’, g, =i i K proizvoljan kompaktan podskup od A. Tada su sljedec¢a
tvrdenja ekvivalentna:

A

(1) fegl —c, ceC.
K

- o 3\
(i) € f.e“, [ JsgrK)
\ =0

~ ).

/

Dokaz teoreme 2 se izvodi na isti nacin kao 1 dokaz teoreme 1.

Teorema 3. Neka je  f:A— C proizvoljna funkcija, g, proizvoljni hiperbolicki

element grupe H,g, # i,za koji je e privlaceéa tacka. Sljedeca tvrdenja su ekvivalentna:

(i) Tacka ce C je ugaona grani¢na vrijednost funkcije f u tacki e, tj. f (e‘9)= c.

@ (re) [ c[ren Jaio00)- .

J J
(iii) (VK < A) (C(f,eie,Ug;’(K)J = {C}J, gdje je K je kompaktan podskup od A.
n=0

T

@) @ e0a) (re) [ renJertoon) - {c}}.

@ (re (1) [fog: )
D, (0,r)

() (WK ca) (fosgr =c)

(vii) (3, € (01) (o7 e () [fog: —].

Kako za svaki kompakt K — A postoji r, re(0,1) takvo da je K < D,(0,r)c D,(0.7) to
teorema 3 neposredno slijedi iz definicije ugaone granicne vrijednosti, leme 1 i teoreme 1.

Definicija 1. Ako se unija UC (f,e'e,z,,(é?,r)) po svim oricikliénim uglovima
A.(0,r), r>0, sastoji iz jedinstvene tacke, tu tatku nazivamo gornjom poluoricikliénom

grani¢nom vrijedno$éu funkcije f utacki e ioznalavamo jesa f (e“’).
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i 2 \
Definicija 2. Ako se unija UC[f,e”},A,,(e,r)J po svim oricikliénim uglovima

AB,r), r>0, sastoji iz jedinstvene tacke, tu tacku nazivamo donjom poluoricikliénom

grani¢nom vrijedno$¢u funkcije f utacki e ioznatavamojesa f (e‘a).

Definicija 3. Ako se unija UC(f,eig,AP(G,r)) po svim oricikli¢nim uglovima
Ay(6,r), r>0, sastoji iz jedinstvene tacke, tu tacku nazivamo oricikliénom graniénom
vrijedno$éu funkcije f u tacki e i oznadavamojesa f,(e”).

Posljedica 1. Da bi proizvoljna funkcija f:A > C imala ugaonu granic¢nu vrijednost
u tacki e neophodno je da ona bude normalna u odnosu na cikli¢nu hiperbolicku
polugrupu {g:|n e Nu {O}}, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe H? za koji je e

privlaceca tacka.
Posljedica 1 neposredno se dobija iz teoreme 3.

Postoje primjeri (holomorfnih) funkcija koji pokazuju da uslovi iz posljedice 1 nijesu
dovoljni.

Posto je normalnost meromorfnih funkcija u krugu A u odnosu na cikli¢nu
hiperboli¢ku polugrupu (kaskadu) {g;' lne NuU {0}}, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe
H’ za koji je e privlateda tatka, ekvivalentna normalnosti te funkcije u odnosu na
polugrupu H*° ={ga 8. eHe,ae(O,l)}, to iz posljedice 1 dobijjamo da meromorfna

funkcija u krugu A koja ima ugaonu grani¢nu vrijednost mora biti normalna u odnosu na
polugrupu H™*’.

Iz teoreme 1 poglavlja 2.5 i posljedice 1 ovog poglavlja dobijamo sljedeée tvrdenje.

Posljedica 2. Ako meromorfna funkcija f na krugu A ima u tacki e’ ugaonu
grani¢nu vrijednost, tada za svako r, r>0, postoji konstanta C = C(f,r), 0<C < +w,
takvada je  sup (1 —|z|2)f”(z)s C < +w.

zeby,(6,r)

Iz teoreme 17 poglavlja 3.1 i posljedica 1 i 2 ovog poglavlja dobijamo sljedeca
tvrdenja.

Posljedica 3. Za svako f e BC postoji skup E = E(f), E c A, Lebegove mjere
27 takav daje fe (|N;°.

eleE

Posljedica 3 pokazuje da za meromorfne funkcije sa ogranicenom Nevanlininom
karakteristikom vazi tvrdenje tipa teoreme Lindelef-Lehta-Virtanena, tj. da iz postojanja
asimptotskih grani¢nih vrijednosti slijedi postojanje ugaonih grani¢nih vrijednosti.
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Posljedica 4. Za svako f e BC postoji skup E = E(f). E c 8A. Lebegove mijere
27 takav da za svako A,(6,r), r>0, postoji konstanta C =C(f,0,r) tako da je
sup (l—|z|2)f”(z)SC < 400,

zeA;,(6,r)

Teorema 4. Za proizvoljnu funkciju f Ao C postoji oriciklicna  grani¢na
vrijednost  f, (em) ako 1 samo ako je ispunjeno:

a) postoje gornja poluoricikli‘cna grani¢na vrijednost f(e"e) 1 postoji donja
poluoricikli¢na grani¢na vrijednost ?(e“’) i

b) ()= Fle*)
Tadaje f,(e”)= f(e‘ )= f(e‘e).

Kako je A,(0,r)= A,(0,r) U XP(G,r), r>0, teorema 4 neposredno slijedi iz
definicija 1, 21 3.

Teorema 5. Neka je f:A— ¢ proizvoljna funkcija, g, proizvoljni parabolicki

element grupe P°,g, #i,za koji je a>0. Sljedeca tvrdenja su ekvivalentna.

(i) Tacka ce C je gornja poluoricikliéna graniéna vrijednost funkcije f u tacki

¥, t. f(e‘e)z @

@) (vre() |fog

o) (K ca) (feg!

alll
o
~—

\
cJ.
Dh(O,r)

(vil) (3, € (0.1)) (vr e (,1)) lkfo g
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Teorema 6. Neka je [ A —» C proizvoljna funkcija, g, proizvoljni parabolicki

element grupe P’,g. #1i,za koji je a<0. Sljedeca tvrdenja su ekvivalentna.
grup a 11 ) ]

(1) Tacka ce C je donja poluoricikli¢na grani¢na vrijednost funkcije f u tacki e,

tj. ]?(e“")=c.

i (r<00) [ £ Qeetos0)] -
(i) (VK < A) LCL e g:(K)J " {c}J , gdje je K kompaktan podskup od A.

) G @) (re) (c[f,ew,Og:wh(o,r»j . {c}}

n=0
N
€.
D, (0,r)

N

(vi) (VK c A) (fog: %cJ.

) (vr e () [fog:

' B

(vii) B € O1) (7re(ol) | fogl = J

Kako za svaki kompakt K cA postoji r  re(0]), takvo da je

K < D,(0,r)c D,(0,r), to teorema 5 i teorema 6 neposredno slijede iz definicija 1 i 2,
leme 2 i teoreme 2.

Koristeéi teoreme 4, 5 1 6 ovog poglavlja, dobijamo sljedece rezultate.

Posljedica 5. Da bi proizvoljna funkcija f :A —>C imala gornju poluoricikli¢nu
graniénu vrijednost u tacki €'’ neophodno je da ona bude normalna u odnosu na cikli¢nu
parabolicku polugrupu (kaskadu) {; ne Nu {0}}, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe
P? . a>0.

n
a

Posljedica 6. Da bi proizvoljna funkcija f :A—> C imala donju poluoricikli¢nu
graniénu vrijednost u tacki e neophodno je da ona bude normalna u odnosu na ciklicnu
paraboli¢ku polugrupu (kaskadu) {;’; ne Nu {O}j, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe
P?  a<0.
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Posljedica 7. Da bi proizvoljna funkcija [ :A —C imala oricikli¢nu grani¢nu
vrijednost u tacki e neophodno je da ona bude normalna u odnosu na cikli¢nu
paraboli¢ku podgrupu (kaskadu) {g: neZ}, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe

P’ a#0.

Posljedica 8. Ako meromorfna funkcija f na krugu A ima gornju poluoricikli¢nu

graniénu vrijednost u tacki e, tada za svako r, r>0, postoji konstanta

C=C(f,r), 0<C <+ takoda je sup (1—|z|2)f”(z)sC<+oo.

zebp(6,r

Posljedica 9. Ako meromorfna funkcija f na krugu A ima donju poluoricikli¢nu
graniénu vrijednost u tacki e, tada za svako r, r>0, postoji konstanta

C=C(f,r), 0<C<+w takoda je sup (1—|z|2)f“(z)sC<+oo.

zehp(6,r)

Posljedica 10. Ako meromorfna funkcija f na krugu A ima oricikliénu grani¢nu
vrijednost u tacki e, tada za svako r, r>0, postoji konstanta C =C(f,r), 0<C <+

tako da je sup (l—lzlz)f”(z)sC<+oo. '

zehp(8,r)

3.3. LOKALNA GRANICNA SVOJSTVA MEROMORFNE FUNKCLJE NA
JEDINICNOM DISKU-TEOREME TIPA LINDELEFA-LEHTA-VIRTANENA I
BAGEMIL-ZAJDELA

Teorema 1. Nekaje f:A—>C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikli¢nu
hiperboli¢ku polugrupu {g;’

ne Nu{O}}, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe H’ za
koji je e privlaceéa tacka. Ako funkcija f ima asimptotsku grani¢nu vrijednost c e Cu
tacki e duz krive , koja leZi u nekoj oblasti A,(6,r), >0, tada f ima ugaonu grani¢nu
vrijednost u tacki e, tj. fle)=c.

Dokaz: Nekaje O<r<r<1li ycA,(6,r) . Skup ymg:(D,' \D,) sastoji se iz
dvije krive, gdje je D, = {z € C||z| <ri, D, = {z € C“Z| < r;}. Sa y, oznaéimo onu od tih
krivih koja je bliza tacki ¢ i nekaje T, = g,"(y,). Posto je funkcija f normalnana A u

neNu {O}}, tada za D,

n

odnosu na {g;’

= {z e Cll7 < rz}, n <r, <1, postoji podniz
(f ° g:*) takavda fog* — ¢, gdjeje ¢ meromorfna funkcija na D,
Dr,

Za svako pe N mozemo izabrati podniz (z,’," ) takav da je (z,’l" )CF i

n‘m

limz? =z/. Posmatrajmo podniz (f o grtm ) niza (f ogm ) Tada fog —— o.

m-—c m =
Dr:
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Dokazimo da je (p(z(f):c za svako pe N. Za proizvoljno & >0 pokazimo da je

\(p(z(f)—c’ <g.

oled)-d|=|ples)-olez, )+ Fogin (e, )-rogin (e Jroler, )-d <
1
<lpleg)-olez_ ) +loler, )-fosieler, ) +lfogiez. )

Kako je ¢ neprekidna funkcija i limz} =zJ,toza g >0, 3M, takodaza Vm2 M,

m-—»co

vazi

CE- )

Kako je  foglx — ¢, to za §>O, dM, tako da za Vm2>M,, Vzel_)a,
3 2

5'2

2
m

foghn(z)- go(zx < —;i Posto je z! eD, za svako pe N to stavljajuéi z= =

dobijamo

o gl (z,i’km S @(Zi’km )

< g €)

Dalje je gl (z" J=wf ey, cyi limw? =e“ecy,jerje e priviateéa tacka za

ny
tu nm—ro0

g.- Tada, poSto je ¢ asimptotska grani¢na vrijednost funkcije £, slijedi da za % >0, 3IM,

tako da za svako m 2> M, vazi

| £z, )] <= )

Iz (2), (3), (4) 1 (1) dobijamo ’(o(zg’)—c‘ <¢,zasvako ¢>0,tj. (p(zg’)= c.
Kako je (zé’ )c l"il, peN to niz (zg’ ) ima u D—,I c D, grani¢nu vrijednost. Tada iz
teoreme jedinstvenosti za meromorfnu funkciju dobijamo da je ¢(z)=c = const na D ;

pa je i ¢(z)=c=const na D, .Dokazimo da je tada i

f°gZ;C (5)

D,

Pretpostavimo da (5) ne vazi, tj.

(3& > 0)(VK € N)(3n, € N)(Elznk eD, )(’f o gk (an )~ c‘ > 5)
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ny

Tada posmatrajmo niz fo g, . Kako je {f ° g:,'} normalna familija na A, tada niz fog*
ima podniz fog.‘~ za koji vazi fog." —_c, pa imamo kontradikciju. Dakle, vazi
Dn

fogs —— c. Tada iz teoreme 3 ((vii)) poglavlja 3.2 dobijamo da je ¢ ugaona grani¢na
Dsy

vrijednost funkcije f utacki €, tj. f (e“’)=c.D

Teorema 2. Neka je f:A — C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikli¢nu

S
parabolicku polugrupu {g ne Nu {O}], gdje je g, proizvoljni elemenat grupe P a>0.

Ako funkcija f ima asimptotsku grani¢nu vrijednost c e C utacki e du krive ¥, koja
lezi u nekoj oblasti A ,(6,r), r>0, tada f ima u tacki e gornju poluoricikliénu grani¢nu
vrijednost ceC, tj. fle?)=c.

Teorema 3. Neka je f:A—> C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikliénu

paraboli¢ku polugrupu {g: ne Nu {O}}, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe P’ ,a<0.

Ako funkcija f ima asimptotsku graniénu vrijednost ¢ e C u tacki e duz krive , koja
lezi u nekoj oblasti A,(6,r), r>0 , tada f ima u tacki ¢ donju poluoricikliénu grani¢nu

vrijednost ¢ e C, tj. f(ei5)= c.

Kako za g, e P’ a=#0, imamo topologiju kao i za g,eH’ a=#0, a za

meromorfnu funkciju vazi teorema jedinstvenosti , to se dokazi teorema 2 i 3 izvode kao i
dokaz teoreme 1.

Iz teoreme 4 poglavlja 3.2 i teorema 213 ovog poglavlja slijedi sljedece tvrdenje.

Teorema 4. Ako je f:A — C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikli¢nu

paraboli¢ku podgrupu {g: neZz }, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe P°,a#0,i ako

postoje krive 7, i 7, takve daje 7, c A,(0.r), r>0, y,cAp(0,r) r>01 fimaistu
asimptotsku graniénu vrijednost duz krivih y, i y,, koja je jednaka c e C, tada funkcija f
ima u tacki e oricikliénu grani¢nu vrijednost ¢, tj. f, (e‘6)= c.

Teorema 5. Ako je f :A —->C meromorfna funkcija normalna u odnosu na ciklicnu

hiperbolicku polugrupu {g: neN u{O}}, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe H’ za

kojije e privladea tacka, tada za svakiniz (z,)c A,(0,r), r>0,zakojije limz, =¢”
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i limf(z,)=ceC, vazi da je za svaki niz (x,), limx, =0 za koji je

ODh(zn,xn)c A,(0.r) zanekor, C f,e"‘”',OD,,(zn,x”))={c}.

n=1 N, n=1 Vi

Pomocu teoreme 5 i teoreme 1 moguce je dobiti sljedece tvrdenje tipa teoreme
Bagemil-Zajdela.

Teorema 6. Neka je f:A— C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikliénu
neN u{O}}, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe H’ za

hiperbolicku polugrupu {g:
koji je ' privladeca tacka ineka je niz (z,) < A,(6,r) za neko r takav da je
1) limz, = e’
2) li_{I}of(Zn)=C, ceC,
3) limd, (z,,2,,,)=0.

Tada je ¢ ugaona grani¢na vrijednost funkcije f utacki e”,tj. f (e"g)= c.

Dokaz: Neka je x, =2d,(z,,z,,,). Tada je limx, =0. Posmatrajmo

n—,wo

D,(z,.x,)={z € Al d,(z,2,)<x,}, tada iz teoreme 5 slijedi da je

C|f ,e"g,ODh (z,,x, )) = {c}. Kako je kriva y = z,z,..z,¢" podskup skupa DDh (z,,x,) to

% n=} J n=l
funkcija f ima asimptotsku grani¢nu vrijednost ¢ e C utacki e duz krive y koja leziu
UD,(z,.x,). Posto je moguce odabrati r tako da je | JD,(z,,x,) <= 4,(6,r), to je ¢
n=l1 n=1
asimptotska grani¢na vrijednost funkcije f u tacki ¢’ duz krive y kojaleziu A,(6,r).
Tada iz teoreme 1 ovog poglavlja slijedi da je ¢ ugaona granic¢na vrijednost funkcije f u
tacki e, j. f(e"9)= c.

Teorema 7. Neka je f:A — C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikli¢nu

parabolicku polugrupu {g;’ ne Nu {0}}, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe P?,a>0, i

neka je (z,) niz takav da je (z,)  A,(6,r) zaneko ri koji ispunjava uslove:

1) limz, =€,
n—coo

) limf(z,)=c, ceC,
3) limd, (z,,2,,,)=0.

Tada je ¢ gornja poluoricikliéna grani¢na vrijednost funkcije f u tacki €, tj. f(e)=c.
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Teorema 8. Neka je f:A— C meromorfna funkcija normalna u odnosu na cikli¢nu
neNu {O}}, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe P’ a<0,

parabolicku polugrupu {g

ineka je (z,) niz takav daje (z,)c XP(H,r) za neko r i za koji je ispunjeno:
1) limz, =e“,
2) limf(z,)=c, ce C,
3) limd, (z,,z,,,)=0.

Tada je c donja poluoricikli¢na grani¢na vrijednost funkcije f u tacki e, tj. f(e’e)z c.

Teorema 9. Neka je f:A —> C meromorfna funkcija normalna u odnosu na ciklicnu
parabolicku podgrupu {g:|n e”Z }, gdje je g, proizvoljni elemenat grupe P°, a=#0, i
neka je (z,) niz takavdaje (z,)c A,(,r) za neko r i za koji je ispunjeno:

1) limz, =€,

2) limf(z,)=c, ce C,

3) limd, (z,,z,,,)=0.

Tada je ¢ oricikliéna grani¢na vrijednost funkcije f utacki e, tj. f, (e“’): c.

Dokazi teorema 7, 819 izvode se analogno kao dokaz teoreme 6 i zato ih izostavljamo.

.. N . B A . . ] &
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SUMMARY

Theory of normal families of functions plays very important role in the Function
theory. Normal meromorphic functions were firstly studied by K. Yosida ([20]) and K.
Noshiro ([16]). Results of Lindelf ([9]and [11]), O. Lehto and K.V. Virtanen ([12])
show that bounded holomorphic functions which are proper subset of the set of normal
holomorphic functions as well as normal meromorphic functions have good boundary
properties themselves. The results obtained in motivated further studying of normal
meromorphic functions. Numerous results dealing with this subject permitted V.I. Gavrilov
([8]) to investigate the normality of meromorphic functions on (hyperbolic and parabolic)
subgroups of the group of all conformal automorphisms of the open unit disk. Namely, it is
shown that these meromorphic functions constitute wider classes than already examined
classes of normal meromorphic functions by O. Lehto and K.V. Virtanen, and that
functions from these classes have the same properties as meromorphic functions which are
normal with respect to the group of all conformal automorphisms of the open unit disk.

In this dissertation we investigate boundary properties of an arbitrary meromorphic
function defined on the open unit disk A of the complex plane. In Chapter 3 we prove the
assertions which give necessary and sufficient conditions for an arbitrary meromorphic
function onA to have an angular and oricyclic boundary value in terms of the cluster set
and the normality of a function. The main role for the existence of these boundary values
has the normality of meromorphic functions with respect to the hyperbolic and parabolic
dynamical system (cascade)-a semigroup which is generated by a hyperbolic or parabolic
element of the group of all conformal automorphisms of the disk A with the attractive
point in the unit circle. In the proofs we use results of the Theory of the geometry of
discretes groups and the uniqueness theorem of the complex analysis, and we not use the
Theory of harmonic measures the so far used in the proofs of the corresponding classical
results for holomorphic and meromorphic functions (Lindelo 's theorem, Lehto--Virtanen's
theorem and Gavrilov's theorems).

In Chapter I we give preliminary notations, definitions and results related to the
Theory of Mobius transformations and the hyperbolic geometry.

In Section 2.4 we show that the normality of a meromorphic functions with respect
to the hyperbolic (parabolic) dynamical system-cascade that constitutes a cyclic group
which is generated by an element of hyperbolic (parabolic) group, implies the normality of
this function with respect to the whole hyperbolic (parabolic) group: This result has
motivated our further investigations dealing with the examination of the influence of
algebraic, analytic and geometric groups structure, as well as in the examination of the
influence of analytic and geometric structure of meromorphic functions on its normality
and boundary properties.

Results obtained in Section 2.5 show that the meromorphic functions which are
normal with respect to any hyperbolic (parabolic) dynamical system-cascade-semigroup
which is generated by some element of hyperbolic (parabolic) group, constitute wider
classes than from the so far investigated classes of normal meromorphic functions. It is
proved that for functions from these classes are valid theorems of the type Lindel¢f-
Lehto-Virtanen and the type Baghemil-Seidel related to the angular and oricyclic



boundary values. The proofs of these results are based on the normality of these functions
with respect to the hyperbolic and parabolic semigroups.

We pointed out that results from Section 3.2 show that an arbitrary function that
has the angular boundary value at a point ¢ must be normal with respect to the cyclic
hyperbolic semigroup which is generated by some element of the group of all conformal
automorphisms of the disk Awhose e the attractive point. As an application, we obtain
the assertion which consists in the fact that for meromorphic functions from the
Nevanlinna class as well as for holomorphic functions from Hardy class are valid theorems
of the type Lindeléf-Lehto-Virtanen. It follows from this result the estimation

f“(z):|f'(z)l_(1+|f'(z)m_]=0((1—|z|2)1) concerning to the spherical derivative on

hyperbolic domains.

In Section 3.3 we prove that from the fact on the existence of the asymptotic
boundary value follows the existence of the oricyclic boundary value.

We draw attention that many results concerning the boundary behaviour of
functions have locally character. They may be obtained owing to the fact that cyclic
semigroups are embedded in the cyclic hyperbolic groups, and these are embedded in the
group of conformal automorphisms of the disk A which "properly functioning" within the
hyperbolic geometry of the open unit disk.
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