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AKBTRACT

T h e  w:i.dcU»r a p p l i c :a ' t : i .o n  o f  m icro iM ave  e l e m e n t : : :  i"e<:iu:i.r(••?:•> moi- e

c:0MPl.ex s h a p e s r  T h i s  r i s e s  i .he  n e c c e s s i i i j  o f  r e l i a b l e  and  

a c le c iu a t e  methochs f o r  the : i . r  a n a 1 :.-.i : i . a n d  :s:..mi hes:i.::>, A l t h o u s j h  

a l a r s e  v a r i e i u  o f  n u f n e r i c a l  meihodsv i s  a v a i a b l e  ( a s u r v a a  

o f  t h e ::>(•:' methochs :i.::> sri.ven i n  t h e  f:i.r:;>i. c h a p i e r  o f  ih:i.:;> uiork ) 

a f u r t h e r  r e s e a r c h  o f  more  s o f  i s t  i c a i e d  methocls> ::>l: :i. 1 ]. 

r  ema i  n ::> a n :i. mp o r  t. a n i  t  a ::> k ,

This> worl< clefnons>trate:;> i .h e  a r p i .  ic :a b i  I  i i n  o f  bounc laru  

c o n d i t i o n  e x p a n s i o n  on bas>is f u n c i i  o n s  u ::::i.n:;j le a s > i  s c i u a r e  

m e t h o d i ’ wh:i.c:h :i.::i bec: om:i. n s p o p u l a r  :i.n i. he la:;>t d e c a d e . 11.

has> b e en  s>hown t h a t  t h e  met.hod* clevel .  oped :i.n i. he m ic : r o w a v e  

dom ain>  c a n  e f f e c t : i . v e l y  be us;ed :i.n o t h e r  areas> o f  e l e c t r : i . c : a  1 

e?n s  i n e e r  i  n :;i > w h e r  e  i  t  ha s> n o i  been  u ::>ed y e t  ( e  1 ec: 1 1- o s>t a t  i  c: s> x 

©clcla c u r r e n t s ) ,  T h e  p a r i i c u l a r  a t t e n i i  on ha:s b e en  pa:i.d t o  

t  h e  a p p  1 i  c a b i  1 i  t  >.-j o f  1. h e  m e t. h o d i  n t  h e  a n a 1 >.j s> i  s  o f  i  ii e  

c: omp l e x  c:r os>s>~s>ec t  :i. on luave su  :i.cle::>, Some c r  o:;>:s-:;>ec:t :i. ons> 

d i f f e r e n t  f r o m  thosae u s > u a l l a  us>e?d ( R and H wavesju ides> ) has> 

he>en s > tu d ie c l , 11. a p p i e r s  l .hal .  :;>ome o f  i l iem> s u c h  a:;> r o u n d

r i d s e  w a v e s j u i d e > l'ia:;> b e i i . e r  p e r f o r m a n c e s  i h a n  i h e  com m onla  

us>ed :sha i>e::>, Bes>:i.de:s > 1. he:i.r r>r a c: 1. :i. c:a 1 r  ea  1 :i. xa 1. :i. oi"i s e e m s  1. o 

be 1 es>s> c: o mr> 1 :i. c: a 1. ed ,

I n  t h e  s>econd p a r t  o f  t h e  work  1.1 ie mod :i. ■(■':i. c:a l :i. oi"i o f  1. he 1 ea :;> 1. 

s c i u a r e  b o u n d a r e  m e ih o c h  u s i i n a  1. he Fa : : ; i  F o u r i e r  T r a n s f  orm 

( F F T  ) > ha:;> b e en  i n i r o d u c e d  . Two i> o : i .  b. le v a r i a n i s  o f  l .h i s i

m o d i f i c a i i o n  has> been o f f e r e c h  bol. h o f  i l iem e n a b l i n s  1. he



ve?ry  sn.ibs t.an t . i o n a I  s a v i n s i  :i.n c: okipu l.a t  :i. or? t. :i.ine > wlri.c:li .i.<:> ch.Mr? 

t o  t h e  a c l v a n t i r . :i c s  o I F R '  .■] mdi - i t hnici. 1 I ■ i c> n u m e r i c a l

a p p r o a c h  ha£> t ieen  annJ.  i.ecl t. o t. I ie d i. F F r a c t .  i. on oP

e l e c  t  r  otna s ine t. i.c: w a v e s  l i 'om cvome on en  anc.l c locvec l  r->er i  o c l i c  

s t r u c t u r e s ,  T h e  c.1 i . f  l ' i ' a c i . e d  f ' i e  J.d has> t ieen  i ' e p i ' e c v e n t e d  i n  

t  h e  R a y  l e i . a h  ' <:> ('orm > wlri.c: I ■ im' o i Ii i c c h I vei'M a c c u r a l e  r e s u l t s >  

e v e n  i n  d e e p  s t r u c t u r ' e s r  f'or  whic : t i  t h e  R a y l e - ? i y h ' s  f o r m  ie> 

u s u a l s  b e l i v e c l  i n a d e c i u a t e , t t ie  new n u m c r  i.c: a I  m eth oc l  hae> 

b e e n  a p p l i e d  t. o t  he wa ve<:n.i i. cle a n a b j s i s .  Foi-  a l l  s t u d i e d  

s h a p e s »  f r o m  c l a s s i c :  e l i p t i . c . a l  t o  t he  rnoi'e c: omp  J.ex f o r r n s  

s>uch a s  e l  .i.pt i . ca  I  w i t h  r o u n d  r i d s e .  n - s o n a l  a n d  r e c t a n s u l a r  

o n e s  w i t h  c i i f f e r e n t  r i c l s e s .  t h e  methocl  h a s  b e e n  f o u n d  a s  a 

v e r y  a c : c : u r a t e  a n d  e f  f e c t i .  v e .  Some o l' t. t i o s e  c : o w p l e x  f o r r o s  

o f f e r  .vjoocI a d v a n t a s e s  :i.n c o n i p a r  i s o n  w i t h  c f l a s s i c a l  o n e s ,

T h e  w o r k  a l s o  o f f e r s  an  a p p r o a c h  t. o t.tie <:>yirt. h e s i s *  o f  

v r a v e g u i . d e  w i t h  a g i . v e n  c u t - o  f l '  f r e c i u e n c s  ancl o u t t e r  

d i o n e n s i  o n s , I n  s u c t i  a way  s e v e r a l  c r o s s  - s e c t  i. o n s  h a v e  tie en  

f o u n d  a n d  a l s o  t h e  c o m p a r i s o n  o f  t h e i r  a t t e i H . i a t . i o n  h a s  b e e n  

P e r f o r m e d  . T h e  worl< a l s o  p o i n  t s  cii.i t. tlu:.' f u r t h e r  w a y s  o f  

t  he  vja v e g  u i. d e  s y  n t. h e s  i  s  ,

T h e  n u m e r i c a l  rnet.tiocl d e v e i . o p e c l  h e r e  h a s  rnore g e n e r a l  

s i s n i f i c a n c e ,  s i n c e  i t  c a n  be e a s i h i  t r a n s f e r e d  t o  t h e  

ot. h e r  c l a s s e s  o f  d i . f  f  erer r t .  i a  1 e n u a t i o n s  no t. o n i y  i n  

e l e c t r o m a g n e t c s  b u t  a i . s o  :i.n o t. h e r  f i e l d s  o f  p t i y s i c : s  a n d  

en.g i . n e e r  i.n.g .



L .l Y 0 D

LJ r a  d u i  e  i  7 ve d  en a m o d i  P i  k a c: i  J a met o d ox n a J ma n j  i  h k va  dp a t  a 

k o r i s t e ć i  a l s j o r i t m e  b r z e  F o u n e r o v e  t r a n s - P  ormac. i  de < F F T  

a 1 s  o r  i  t  m i  ) ,  K o r  i  s  t  e  ć i  m e t  o d n a d m a n i  i  h k v  a d r  a t  a i  n i  e  ?;j o vu  

ftiod i  f  i  kac: .i. i u  i  z v r  <I>ena i e  a n a  '.L i  za  t  a 1 a <:;o vod a  s ]. o žen  og 

p o p r e č n o s  p r e s ; i e ? k a ,  P r  i .mien I  i  i  v o s t  metocla i e  c l e i n o n s t r i r a n a  i. 

n a n e  k i. m cl r u  s i. m e  1 e  k t. roma sj n et. n i. m p  r  o b 1 einiioa ,

Eiana ćn  i e  v r  i. i e me i e  o ka r  a I: t. e r  i. <.:>a ri o zna  ć a i n  i.m i. veoma b r z i m  

n a p r e d k o m  u svi .m o b 1 a s t  i.ma nau  ke  i. i .ehn o 3. osj i  i e  >• a p  os et)n o 

e l e k t r o n i k e  k o i a  p o s t a i e  o b i l i e ž i e  doba u kome ž.i.vimOv 

U r a z v o i u  e l e k t r o n i k e  b i . tn o  m i e s t o  z a u z i m a i u  m i k r o t a l a s n e  

s t r u k t u r e »  č i i a  p r i m i e n a  i e  s v e  č i r a  p o s e b n o  s a  o s v a i a n i e m  

n o v i h  p o d r u č i a  p r i m i e n e  e l e k t r o m a s n e t n i h  t a l a s a ,  l.Ji:>oreclo 

s a  r a z v o i e m  p r i m i e n e  m i k r o t a l a s n i h  e l e m e n a t a  p o s t a v l i a  s>e 

j. z a d a t a k  p r o č i r e n i a  č i . r  o k op  o i a  sn  o s t  i. >■ s m a n i e h i a  t e ž i n e  i  

d i m e n z i i a  e l e m e n a t a  p o s e b n o  za  r a d  u n e s t a c :  i  o n a r n  im 

u s  1 o v im a , Ti. za h t  i e v i  v o d e  I:a s v e  z n a č a  i n  i. iem u s  1 o žn i a  v a n  i u  

m i  k r  o t  a 3. a s  n i. h e  3. e m e  n a t a »  a s  a m i. m t. i. m i. k a i. z s  r  a d n i  i. 

t a l a s o v o d a  i. o s t a l i h  s t r u k t u r a  k o i e  s e  k a r a k t e r i č u  s l o ž e n i m  

s r a n i č n i m  p o v r ž i n a m a ,  Samim ti.m i. p r e d  t e o r i i o m  s e  

p o s t a v l i a  z a d a t a k  i z n a l a i e n i a  e f i .  k a s n i .  h i  p re c : i . z n i .h  metocla

i.k o i  i  ć e  da t  i. adeI :  v a t a n  mod e 3. m i. k r  o t  a 3. a sn  i. h e l e m e n a t a



o m c< b  li ć: i  t  i  n d i  h o v  u f  i  z i  č k u i  I ; v & n 1 1 1 a t  i  v  n u a n a 1 i  z u .

B e z  o b z i r a na t o  č t. 0 de 0 bda v3. den 0 v e ć d o s t a  r a d o v a

p  0 s  v e ć  en .i h t  e 0 r  i. d s  I ; 0 01 i. e  k s p  e r  i. men t  a 3. n 0 m j. s p  i  t  i v a n  du

t a l a s o v o d a  i  o s t a l i h  e l e m e n a t a  s a  s l o i e n i m  o h l ik o r i i  s r a n i č n i h  

p o v r ž i n a ?  r a s t u ć a  potre. 'ba za mi k r  o t a  l a s n i m  erl.ement ima  

7. a h t  i  d e v  a d a 1 d i  r  a z. v 0 d i  t  r ■ a ž i  n 0 v  e p  u t  e v e  1- d e  £> a v  a n d a 

e l e k t r o M a s n e t n i h  p r o b l e m a  v e z a n i h  za o c l r e č l i v a n d e  p o l d a  

u e le /v ie n t im a  s a  s l o ž e n o w  k o n f i s u r a c : i  dom.

IJ o k v i r u  mi k r  ot  a l a  sn  i  h e l e m e n a t a  s>a s>], o ž e n i m  p o p r e č n i n t  

p r e s d e k o m  n a d z n a č a d n i d e  m d e s t o  z a u z i m a d u  t a l a s o v o d i  d o b i d e n i  

d e f  o r m a c i  dom p r a v o u s a o n i h .  N a d č e ć ć e  su  a n a l i z i r a n i  11 i  H 

t a l a s o v o d i  ( l i t .  / 1 . / - / 5 / ) k o d i  s e  z b o s  s v o d i k i

k a r a  k t  e r  i s t .  i  ka već. i  k 0m e r c i d a l n  0 k 0r  i  s t  e za  p r  0 i  z v 0dn du 

k o m p l e t a  m i k r o t a l a s n i h  e l e m e n a t a  <f i r m e  P h i l l i p s r  L i t t o n  ) 

kao č t  0 siu J č:i.r 0 k 0p  o d a s n  1 o s c  i  l . a t  o r  i  . c i r k u 3 . a t . o r i r

u s m d e r e n i  f i l t r i r  a t e n u a t o r i  > k o a k s i d a I n 0—t a l a s o v o d n i

p r e l a z i  i t d .  Z n a č a d a n  k o m e r c i d a l n i  e f e k a t  p r i  p r i m d e n i  o v i h  

e l e m e n a t a  s ê o s l e d a  u tom e da o v i  e l e m e n t i  im adu  znat .no  š i r i  

p r o p u s n i  o p s e s  i mosu z a m i d e n i t i  č a k  i n e k o l i k o  k o m p o n e n t i  

sia č  i  n d en i  h o cl s t  a n cl a r  d n i. h p r  a v  0 u s> a 0 n i  h e 3. emen a t. a „ n ± 1-1

t a l a s o v o c l i  imadu uz  i s t e s p  0 3. d ačn  de d im e n z i - d e z n a t  n 0 č  i. r  i

p r o p u s n i opse.g i  n i č u k r  i. t  i. č n u u č e s t a n o s t . a 3. i  i. v e ć e

s u b i t k e r ka 0 i. k 0n c e n t r  i s a n o  p  0 1 de na i v i c a m a u r  e z a r č t  0

z n a t n o  s m a n d u d e  m a k s im a l .n u  s n a s u  r r i  kodod s e  mosu 

k 0 r- i  s  t  i  t  i  . N e  k e m 0 d i  f  i  k a c i  d e  0 v  i  h o b 3. i  k a r  a d i.

p r  i  1 a a o d a v  a n d a p r  a I: t  i. č  n i. m u s  3. 0 v i. m a r  a d a s  u a n a 3. i. z i. r  a n e i.

p r  ecl 3. 0 ž en e u 3. i. t  e r  a t  u r  i. . Za p r i m d e n u  kod č  i  r  0 k 0 p  0 d a s n  i. h



Đ u n n o v i h  o s c i l a t o r a  s u  ana  1 i  z :i.ran i  [”1 i  M t a l a s o v o c l i  s a  

d v o s t r u l d M  u r e i i m a  l i t .  , / 6 / »  a u 3. :i. t. , / / /  j e  p r e d l o ž e n a  

m o d i f  i k a c i  »ia u r e z a  u obl:i.l-:u s l o v a  T r a d i  p o b o l i š a n o a

k a r a  k t  ei- i s t .  i  ka i  s>man i e n  i a  t e ž i n e ,  U ovom r a d u  su  p r e d  3. o žen  i  

i  a n a . l . i z i r a n i  ob3. i c i  k o J i  uz z a d r  i a v a n  i o  n o z i t i v n i h  

ka r  a I; i. e?r- i. st. i  k a * :T> :i. r  o i: op  tj d a s n  o s t  :i. :i. n :i.1; e? k r  i. t  i. čne?

u č e s t a n o s t i r  u b l a ž a v a i u  n e c l o s t a t k e  u s l .e d  k o n c r . e n t r a c i . j e  p o l d a  

i  p o v e č  a n J a ?j u i.) i  t  a k a ,

O s im  t a l a s o v o d a  i z v e c l c a n ih  i.z p r v o u s a o n i h  o b l i k a  s a  

i. n t  e  n z i. v  n im r a z v o i  e  m l. e  h n o 3. o sj i  J e z n a č a d n o m j  e  s  t  o z a u z i. m a j  u 

i  t a l a s o v o d i  i z v e d e n i .  i.z k r u ž n o s j  o b 3. i .ka > r o s e b n o  

e l i P t i č n i  t a l a s o v o d i  k o d i  z a d r ž a v a J u  s t a b i . J .n u  p r o s t o r n u  

p o l a r i z a c i i u  duž  p r a v c a  p r o s t . i r a n i a >  a uz  t o  m o s u  i m a t i  i. 

m a n i e  s u b i t k e ?  uz  i s t i  ob im i  od p r a v o u g a n i h  i. od k r u ž n i h  

< 1 i t , / 8 / - - / 1 1 /  ) ,  U r a d u  ,ie a n a l i z i r a n  u t i c a j  d e f  o r m a c i  ,ic? 

o b l i . k a  e l i p t i č n o g  t a l a s o v o d a  u c : i l o u  p r o š i r e n i a  p r o p u s n o s  

o p s e s a  i. s m a n i e n i a  k r i t  i č n e  u č e s t a n o s t i ,  A n a l i z i r a n i  

s u  i  d r u s i  o b l i c i  za  ko,ic? sc? možc? r e ć i .  da s u  i z v e d e n i  i z  

k r u ž n o s  u c i  3. ,iu c l o b i j a n o a  s t a b i l n e ?  p o l a r i . z a c i . j e ? ,

8 a  p  o v e ć a v a n  Jem s l  o ž e n o s t i  e l e m e n a t a  r a z v i d a j u  s e  i. 

n u m e r i č k i  m e t o d i  za r , i c ? č a v a n ,ie? e l e k t r o m a g n c e t n i h  p r o b l e m a ,  

M e t o d i  p o s t .a d u  s v e  e f i k a s n i d i  s a  r a z v o i e m  m o ć n i h  d i g i t a l n i h  

r a č u n a r a , Neka veoma i n t e r e s a n t n a  t . c ? o r i , i s k a  r a z m a t r a n d a  s u  

b i l a  p o z n a t a  v e ć  d e c e n i d a m a  a l i  i  b e s k o r i s n a  u n e d o s t a t k u  

n u m e r i č k i h  a l g o r i i a m a  za t a č n o  i. z r a č u n a v a n  ,ie?, T a k o  s a d a  uz  

r a z v i  j a n d e  n o v i h  a l g o r i t a m a  z.a č t o  t a č n i d a  i  z r a č u n a  v a n  ,ia uz  

S t o  man,i:i. b rod  r a č u n s k i .  h o p e r a c i d a  imamo i  a k t u e l  i. z i r a n  de?



nek.i. h m e tod a  kodi. su  p o z n a t i .  od r a n i i e .  a 1 i. kodi . s>u b i . l i .  

b e s k o r i s n i  zbog n e d o s t a t k a  m o ć n i h  r a č u n s k i h  M a š i n a ,

K r a  t  a k p r  eg 3. ed nume?r i. č: k j. h met. o d a k o j  i  <j>e k o r  i. s t  e  z a

r i e š a v a n i e  e 3 . e k t r o m a y n e t . n i h  n r o b l e m a  de d a t  u d r u s o d  y3.avi.

U t r e ć o d  y 3.av i .  r a d a  i . z l o ž e n  de metod nadm andi .h  k v a d r a t a  . 

F 'r imdenom t o s  m etoda de i z v r š e n a  a n a l i z a  t a l a s o v o d a  k o d i  sie 

d o b i d a d u  d e f o r m a t i d o m  p r a v o u . y a n i h .  a p o k a z a n o  de da mosu 

z n a t n o  u b l a ž i t i  n e d o s t a t k e  s t a n d a r d n i h  t a l a s o v o d a  sia 

s l o ž e n i m  p o p r e č n i m  p r e s d e k o m ,  i i e t o d  de p r o š i r e n  i  na  

p r o b l e m e  s ik in  e f e k t a .  ras iP  od de3.e e 3 . e k t r  o s t a t .  i . č k o y  kao  

i  v r e m e n s k i  p r o m i e n 1 d i v o s  h a r m o n i d s k o s  i  n e h a r m o n i d s k o s  

p o l d a .  s  d d e  do s a d a  n i d e  b i o  k o r i č ć e n .  U s v i m  ov im  

s l u č a d e v i m a  metod s e  p o k a z a o  kao d e d n o s t a v a n  z.a k o r i č v ć e n d e  

i  veoma p r e c i z a n ,

LJ č e t v r t o d  s l a v i  de? i z v e d e n a  modi.fi .  k a c i .  da m etoda  

n a d m a n d i h  k v a d r a t a  k o r i s t e ć i  a3 .yo r i . tm e  b r z e  F o u r i e r o v e  

t r a n s f  orm ac  i  de i  p o k a z a n o  de da s;e ve?oma t a č n i  r e z u l t a t i  

mosu d o b i t i  u z  b i t n o  s m a n d e n d e  b r o d a  n e o p h o d n i h  r a č u n s k i h  

o p e r a c i d a ,  M o d i f i k o v a n i  metod de p r i m i d e n d e n  na rdeč-avande?  

p r o b l e m a  t a l a s o v o d a  d o b i d e n i h  de?f o r m a c id o m  p r a v o u s a o n i h .  

e a l i p t i č n i h  i  k r u ž n i h  o b l i k a ,  I J k a za no  de na p r e d n o s t i  i  

n e d o s t a t k e  kod e  o v i  o b 3 . i c i  t a 3.as>ovocla im adu  u o d n o s u  na  

s t a n d a r d n e  o b l i k e ,  F'r imdenom m o d i f i k o v a n o s  m etod a  r i . d e č e n i  

s>u i  p  r  o b3. emi d i  f  r  a k c: i  d e e  1 e k t  rom ayn e t .n o  y t. a 3. a s>a s>a

pe?r i o d i č n i h  i  dea  3. n o p r o v o d n i h  o t v o r e n i h  i  z a t v o r e n i h

si t .ru  k t u r a  ,



l.J p e t o j s.i l a v i  d e  o b i - n u t i m  r e d  om n a  o s n  o v n  20. t : l a t e  k r  i t .  : i . č n e

u č e r i t a n o s t i  i  s p o I d a i n . ' i i h  d i me n  z i  .ia >• oc l r e č l e n o b l i k

t a l a s o v o d a ,  I . z v r v t e n  0 ,'ie p o r - e d e n j e  k o e f i c :  i  . i e n a t a  s l a  b l j e n , ' i o

cl0 1) i  ,'ie 1 "1 i  I"i t.a 1 a s o v o d a  u 7. de d  1 "1 o k e  n a p 1 "■ i  , ied p 0m e n u t e  i"'ar a m e i'.re  ..

M a k r  a d u d e  p  r  i  3. o z e n 1- a č u n a 1" s  I; i  p  r- 0 .v.i 1 - a m :<: a a n a 3. i  z u i  

s i n t e z u  t a l a s o v o d a  s l o z e ; n o g  p o n r - e č n osj p r e s , i e k a  ,. P r i 3.o ž e n  

de i  p r o s r a m  za r d e č a v a n d e  m-obl .ema d i f r a  kc: i  de t a l a s a  s a  

s a v r š e n o  m - o v o d n e  p e r i o d i č n e  i - e č e t k e ,  P r o s r a m i  s u  n a p i s a n i

na p rog r amskom d e z i k u  VAX--11 FORTRAN 0 3 . 0 ,



P R E G LE D  NUMERI Č K 1H METODA

b. .1. e  k t  r • omfl s  n e  t. n e  r> r  o h 3. e m e  m o ž e m o n a j  o p  T t  :i. j  e  p  o d i  j  e  3. i  t  i  n a 

d v  i  j  e  k a t  & s  o r  i  ,i e  * de?t. enm j. n i  sl'. i č  ke  p r  o b.l. eme i  p  r' o b 1 eme 

s o p s t  v en  i  h br  o deva  , U p p  vo  j  ko t.esj o r i  i  i  e 3.e k t r  omasnet .na  

v e l i č i n a  s e  o d r e d u d e  cl i rekt.no>- a li d r u s o . i  s e  p r v o  odr ec l ua u  

p a r a m e t r i  p r o b l e m a  za ko. i e  p o s t o a i  n e t r i v i d a l n o  r i e š e n i e ,  a 

oncla s e  o d re d l u J e  samo r i e š e n i e ,  I za ,-jednu i  za  d r u s u  

katesr  or  i  du r r o b l e m a  n u m e r i č k e  me t o d e  za n i i h o v o  r d e č a v a n j e  

možemo p o d i d e l i t i  na r a z n e  n a č i n e  u z a v i s n o s t i  od t o s a  kooa  

n a s  o s  o b i  n a o d r  e  d e  n o s  m e t. o d a i  n t  e r  e s  u d e . ri e t  o d i  s e  

medus obno  mosu r a z l i k o v a t i  p o  tome da l i  s e  e l e k t r o m a s n e t n i  

p r o b l e m i  r i e š a v a  i u  d i r e k t n c u  na o s n o v u  Ma >:we3.3. o v i  h

d i f e r e n c i d a l n i h  o e d n a č i n a  i l i  n d i h o v i h  e k v i v a l e n t n i h  

i n t . e s r a 3. n i h  f o r m i  i 3. i  b i 3. o k os  e k v i v a  3.e n t n o s  o b3. i k a  k o d i  

t r a n s f o r m i č e  t e  d i f  e r enc :  i  da I n e  i  3. i  i n t . e s r a l n e  o e d n a č i n e  

r a z n i m  m a t e m a t i č k i m  m o d e l i m a  u s i s t e m  l i n e a r n i h  d e d n a č i n a  

k o j i  s e  onda r j e č a v a  s t a n d a r d n i m  m e t o d i ma  l i n e a r n e  a l s e b r e ,  

R a z l i k a  s e  može u o č i t i  i  na o s n o v u  t r e t i r a n j a  p r o b l e m a  s a  

t ) e s k o n a č n i m  s r a n i c a m a .  Meci lutim,  n a j c ž e č ć e  s e  p o d j e l a  met od a  

v r č i  u z a v i s n o s t i  od o b l i k a  r j e č e n j a  d a t o s  c a l e k t r o m a s n e t n o s  

p r o b l e m a  , LJ oclnosu na o b3. i k  r j e č e n j a  s v e  me t o d e  možemo 

p o d i j e l i t i  u t r i  v e l i k e  k l as c aJ  p r v a  d a j e  i - j e č e n j e  u o b l i k u  

s k u p a  v r i j e d n o s t i  t r a ž e n e  v e l i č i n e  u d i s k r e t n i m  t ač k a ma , -



d r  ii b a d a de r  d e č e n  ;i e u o b 3. i  k u s;. k u p a 1 1  r  a z a o d k o d :i. h s v a  k :i. 

važ. i  za od re c le nu  p o d o b l a s i  p o s m a i r a n e  o b l a s t i  u k o j o j s e  

' t ra  ž i  r  d e <!>en de x a t r  eć.a k l a s a  da d e t  r  a že nu  v e 3. i ć  :i.nu u o b 3. i  ku 

i z r a z a  k o d i  v a ž i  u č i t a v o d  p o s m a t r a n o d  o b 3 . a s t i .

LJ c: 3.3. d u p  o b o 3. d č a  n d a t. a č n o::: 1 3. p o ded :i.n 3. h numer :i.č k i h  m etod a

r a  z v i  den de v e l j .  k i br  o d l"i 3. br i d n i h  metoda k o m t) 3. n u d u ć 3.

p  o d ed 3. n e k l a s e  t a k o cla su d o b 3. d e n i  n e k i  veoma e f i k a s n i  3.

d e c l n o e t a v n i  3 i i b r 3.d n i  m e t o d i ,

U p  r  v  u k 3. a s  u m e t. o cl a k o d a d a d e r  d e  :!> e n d e  u o b 3. i  I; u n u m e  r  :i. č I: j. i i 

v r i d e d n o s t i  t r a ž e n o s  r d e š e n d a  u d i s k r e t n o m  s k u p u  t a č a k a  

s p a d a  metocl k o n a č n i h  r a z  3. i k a  i  s v e  v a r i d a n t e  n d e g o v o s  

p o b o l d č a n d a , Metod k o n a č n i h  r a z 3 . i l : a de n a d s t a r i d a r  a i  

n a d č e č ć e  k o r i č č e n a  t e h n i k a  r d e č a v a n d a  s r a n i č n i h  p r o b l e m a  

1 i  t . /  3.2 /  -  /  3.7 /  , Z a s  n 3. va  :v>e n a a p  r  o k s  i  m a c i  d j. p a r  c: i  d a 3. n i. h 

d i f e r e n c i d a 3 . n i h  d e d n a č i n a  d i f e r e n c n i m  d e d n a č  in a m a  i  

r  d e š a v a n  d u t  a k o d o b i  den os s i  s t  e m a ,

U c: i  1 du e f  i  k a s n  i  de p r  im d e n e  o v o b me t  oda r a z v i  den o de n 3. z 

v a  r  i  d a n t  i  k o r  3. s t  e ć  3.; i  t  e r  a 1 3. vn e  p  o s t  u p  I: e  > n ep r  a v  3. 'i n 3. 

r  a s  p  o r  e  d t  a č a k a » v  a r  3. d a c: 3. o n i  p  r  3 s  t  u p  3. t  cl , 3.3. t  ,. /  3.5 /  v

U d r u s u  k l a s u  s p a d a d u  m e t o d i  k o n a č n i h  e l e m e n a t a  k o d i  s e  

veoma b r z o  r a z v i d a d u  i  č e s t o  k o r i s t e  za r d e č a v a n d e  b r o d n i h  

e l e k t r o m a s j n e t n 3.h i  f i z i č k i h  p r o b l e m a  u o p č t e .  G b l a s t  u kodod  

s e  t  r  a ž i  r  d e č e n  d e  d 3. d e 3.3, s e  n a v e  3.3.1; 3. br  o d n a d č e č ć  e

t r o u s a o n i h  e l e n ie n a t a >  a v e l i č i n a  koda s e  t r a ž i  p r e d s t a v l d a  

s e  onda skupom p o l i n o m a  > a z a t i m  s e  p o s t a  v'J. da du . s r a n i č n i



u

u s l o v i  na d c d i r n i m  p o v r ž i n a m a  r a z l i č i t i h  e l e m e n a t a ,  

K o r  i s t . e ć i  v a r i d a c i o n i .  o b l i k  Maxwel  l o v i h  a e d n a č i n a  i l i  

J ecl n a č :i. n a i. z v e d  en i. h i. z n J i  h d o I:) i  j  a s e  ::: :i. e t  em :.i ed n a ć i. n a k o j  i. 

s e  r i e s a v a  s t a n d a r d n i m  met. odi.ma I  i . t . ../ 1 7 / - - / 2 0 /  ..

Dok J e  v a r i  Jac::i. oni. nr  :i s t . u r  u met.odu k o n a č n i h  r a z 1. i .ka J e d n a  

od v a r  i. Jant.  i  m e t o d a ,  d o 1 1 e  J e  v a r  i. Jac: i. on i  p r  i .s t .u p  k ocl met. ocla 

k o n a č n i h  e l e m e n a t a  n e o p h o d a n ,  l ' ' o s t o J e  v a r i . J a c i . o n i .  p r i . s t .u p i .  

k o j  i  u k a z u J u cl a s  u p  r  e t. h o d n e cl v i  J e k 1 a s  e m e t. o cl a u o d r  e  d e  n i. m 

s  1 u č a  Jev.i.ma .i.der11 . i .čne, ka o na p r  i .m Jer  u je dno d i .m enz i .on i .m  

p r o b l e m i m a  i. d v o d i m e n z i o n i m  p ro b le m i .m a  s a  p r a v o u s a  onim  

s r a n i c a m a  l i t . /!<?>/. R a z v i .  J e n  J e  v e l i . k i .  b r o J  var-i. Jac: i  Ja  u 

o v  o j  k 1 a s  i. m etod a  u c i. 1 J u n J e n o ?> p  r  i. l a a o d  J a v  a n j  a u 

r  J e č a v a n  j u  p r o b l e m a  s a  b e s k  onačni .m sr  an i .cama , a v e l i .  I: i. b r o J  

v a r i J a n t i  J e  r a z v i J e n  i. u ci . U u  e l  i.mi.n i.s>an Ja n e p r a v i h

r% J e t, e  n J a k o J a s> e  m o s u d o b i. t  i. k a o r  e  z u 3. t  a t  p  r  i. m J e  n e m e  t. o d a i. z

o v e  k l a s e  l i . t . / 2 1 / .

T r e č u  k l a s u  m etod a  3. i t . . / 2 2 /  k o J o J  p r i n a d a  i  metocU  

k o r i č ć e n  i. p r e d l o ž e n  u ovom r a d u ,  an a  1 i  z i r a ć e m o  n e č t o  

d e t a l J n i J e .  P o s m a t r a J m o  d i . f e r e n c i .  J a I n u  J e d n a č i n u t

L [ u ( r ) ]  = G (r )  . . . ( 2 . 1 )

H'cl J e  J e  L. 3. i . n e a r n  i. v e k t . o r s k i .  d i. Per  enc: i  Ja I n  i. o p e r a t o r  u

n e k  o j  o b 3.ast .  i. U ,  uz  s r a n  i .čni . u s 3. ov i

l [ u ( r ) ]  = g ( r )  . . . (  2 . 2  )

r-'dJe J e  3. o n e r a t o r  cIc-j P in  i. s a n  na s r a n i č n o J  p o v r č i .  ni. S .

R J e č e n J e  J e d n a č i n e  ( 2 . 1 )  uz  s r a n i . c n i .  u s l o v  ( 2 . 2 )  t r a f i m o



9

u o b l  i k u  z b i r a  l i n e a r n o  n e z a v i s n i h  f u n k c i  da - f 'k (F ) ;

uM( r )  = 2  Bkf k ( r )  
k=l

. ( 2 . 3  )

ff.idje? s e  l< o e f  i. c: i. J e n t  :i. 

f u n k c  : i .onala J

i "• a 7. v o J a l. r  a e  m :i. n :i. m :i. z :i. r  a n J eon

I iL fu ^ frJJ -G fr )  | l^ + k j 11 [u^C?)J-g (?) | |g . . . ( 2 , 4 )

k-t e:' t e ž i n s k i  k oef:i.c:i. J e n t  z a d o v o i .  Jen  Ja s r a n i č n i h  u s l o v a  

i  b i r a  s e  u za v i s n  o s t  i. od t  osa  da .1 i. nam 1 1'eb a  l".ačn i. J e  

r  J e č e n  J e  b l i .  zu s r a n i c e  :i. 1 i. u u n u t r a č n  J o s t  i  .

U o k v i . r u  o v e  k l a s e  moiemo d a l J e  r a  :?: 3. i  k o v a t  i. d v i  J e  s r u p e  

met oda 5 v a r  i. J a c i  onu s r u p u i. ar 'up u met  oda r a z v o  Ja  p  o 

b a z n i m  f u n  kc: i. Jama . Kod v a r i .  J a c  i. oni. h rnetoda f u n k c i .  J e  f k ( F )  u 

r a z v o J u  ( 2 . 3 )  i d e r r t i č k i  z a d o v o l  J a v a  Ju . a r a n i č n i  u s l o v  ( 2 , 2 )  

i  n a J č e č č e  s e  k o r i s t e  u s l u č a J u  h o m o se n o s  s r a n i č n o s  u s ’i o v a

t J .  k a d a  J e i

1 [ u ( r ) ]  = 0  . . . (  2 . 5  )

LJ tom s l u č a J u  s v a k a  f u n k c i J a  f k ( F )  z a d o v o l J a v a  u s l o v i

= 0  . . . (  2 . 6  )

R J e č e n  J a s e  t. r  a i  e  i. z u s  1 o va  d a f  u n k c: i. o n a 3. i

I |l [um(7 ) ] - G ( ? )  I Iv . . . ( 2 . 7 )

b ude  rnin i.ma 3,an .

e k v i  va 3. en t  n e X. vXl-‘ o t. p  u i "i o a n a 3. o s  n o imamo x met ode



1 0

odrećl  i  v a n  i e  r  o e e n  i a  r a z vo j em p  o b a z r t i «  Pun l<c: .i. j a m a ,  

R b e š e n  ,i e s e  t  r  a ž i  u o b 1 i  k u eu me f  u n k c: i  J a k o i  e  z a c! o v  o 1 j  a va  j u 

d i f  e r  e n c  i  j a 1 nu j e d n a č  i n u  ( 2 , 1 )  a k o e f  ic: i  j en t  i  s e  odreć lu  j u i. z 

u s l o v a  da suma š t o  b o l  ,ie z a d o v o l  , iava f j r a n i č n i  u s l o v  ( 2 , 2  ) ,  

t  j  , i  7. u s  1 o va  d a f  u n k c i  o n a 1 :

I | l [uM( r ) ] - g ( r ) |  |s , , , ( 2 . B )

b u d e  m i n i m a l a n .

LJ za  v i s n  o s t  i  od t o s a  k o J i  s c  f  u n k c i  ona 1 k o r i s t i >  r a  z 1 i  ku jemo  

u o k v i r u  o v e  k l a s e  s l j e d e ć e  m e t o d e t

J. ) Ga 3. j  e r  k i  n o v  met o d < Ga 3. j  e r  k i  n — R i  t  z o v ) »  p  r  ed 3. o ž en  

veoma cla vn o od s t r a n e  r u s k  os i n  i en , i e r a  Ga 3. , ie r  k i n a  k o j  i  7.a 

odrećl  i  v a n  i e  k o e f i c i j e n a t a  r  a z v  o j  a k or  i  s  t  i  s  i  s  t  e  m 3. i. n e  a r  n i  h 

j e d n a č i n a t

M

^ Bk ( L tf k ( 7 ) ] ' f i ( f ) )  = ( G ( r ) . f . ( r ) )
k=i  k k J J ----- ( 2 . 9 )

j = l » 2 , . . . ,M

& d j  e  j  e  s>a ( f  m( "r )» f  j  ( F  ) ) o z n a č en s  I: a 3. a r  n i  p  r  o i  z v  o d f  u n k c: i  j  a 

f m C r ) i  f j C r  ) p o  z a p r e m i n i  9 .  A n a l o s n o  ako  k o r i s t i m o  r a z v o j  

p o  b a z n i m  f u n k c i j a m a  j e d n a č i n e  ( 2 , 1 )  imamo s i s t e m *

M

^ - Bk ( 1 ff k ( f ) ] , f i ( f )   ̂ = ( g ( r ) . f . ( r ) )  . . . ( 2 . 1 0 )
k=l  K k J J

j = l , 2 ........ M

s c l j e  i e  s a  m a l im  zasrac. lama s a d a  o z n a č e n  s k a l a r n i  p r o i z v o c l  

f u n k c i i a  p o  s r a n i č n o  j  p o v r č i n i  , P r i m i e n a  ovosj m e to d a  u 

r  j e š a v a n  j u  e l e k t r  o m a s n e tn  i  ii p r o b l e m a  i e  veoma č e s t a  

3. i  t  . / 1 /  - /  ■4 /  x /  6 /--/'// r / 2  3  /  .

2 ) M e t  o cl T r  e f  t  z a » k o d k o s a s  e  p o s  t  a v  3. i  a t  a k a v



•(• u n k c: :i. o n ;x 1 l<od:i. d osj-t :i. Jo? (fl:i.n:i.Muw pr-.i. r  J R Š a v a n  ju  d <-:■? cl n & č i  n (••;

( 2 , 1. ) u z u s l o v  ( 2 . 2 ) . Na p r i M d e r  za 1... a p 1 a c: e  o vu decl i "i a č  i  n u

*i*. oi k v* •f'u r:11 < c: i. o n a 1 m o i  e b i . i i i. z a b r a n  u o b 1 i. k u i

2
|grad u ( r )  | dV ___ ( 2 . 1 1  >

V '

a k o e  f':i.c :i. d(•:■:• n t  :i. s e  o n d a  o c l r e d u d e  :i. z s i s t e w a  ;

«  3 f  ( r )  3 f . ( r )
^ \ ( f k { 7 ) ' T -------- } ----- ~— ) . . . ( 2 . 1 , 2 )
k=l S n  S n

3 )  Metod n a d m a n d i  h k v a d r a t a  1 i t  . /24/--/2<f>/ kod k o s a  

de f u n k c i o n a l  i n t e g r a l  k v a d r a t n e  s r e š k e  p o  z a p i - e m i n i  U . a 

k o e t ' i c i  j e n t i  r a z v o i a  s e  d o b i d a d u  i z  s i s t e m a  s

M

^ Bk ( L ff k ( ? )  ̂ ’ L ff j ( ? ) i  ) = (G(r )  ,L  f f j  ( r )  ] )

j = l , 2 , . . . , M

a u e ].u č a o u  r a z v o i a  p o ba zni . w ('unl<c: i. dama i .z <;<j.<:rt.erna i

( r ) ] )  = ( g l D . l t f j C r ) ] )  . . . < 2 .14>
k=l

j = l  »2 ........ M

4 ) K o ]. o k a c: i  o n i. met. o cl j  e  n a d st. a r  i. d i . , n a d d ecl n o s t  a vn i. d i. 

i  n a d č e & ć e  p r i m d e n d i . v a n  metod i z  o ve  k l a s e  1 i . t . . /1 .3/--/1 .5/y  

/ 27 /  kod k o s a  s e  k o e f i c i . d e n t i  o d r e d u d u  i z  u s l o v a  da r d e ž e n d e  

z a d o v o l d a v a  d i f e r e n c  i. da I n u  d e d n a č i n u  u M t a č a k a  u n u t a r  

z a p r e m i n e  V t d . ;

M
= G( r  )K K J J , )

j = l  , 2 ......M

oclnosno da z a d o v o l  di. s r a n i č n i  u s l  ov u M t a č a k a  na s r a n i č n o d

p o v r č i i



M

k=l
Bk1[ f k ( r j |] "  e ( = j )

.< 2 . 1 6  )

j = l »2 ........ M

) M et od frtomenttta l i  t. , /  2 3 /  k o j  :i. u s t v a r i  o b u h v a t a  

s v e  n r e t h o c l n e  m e t o d e  i  z a  odrc?đ i  v a n  i e  I: o e f  ic: i  j e n a t a  k o r i s t i  

s i s t e m  o b l i  k a s

M

k=l
( L [ f"k ( ^ ) 3 >B [ f j ( r r) ]  ) = ( G ( r ) , B [ f  . ( r ) ]  ) 

j = l » 2 , . . . , M

< 2. 17 )

& cl j  e  j  e? E< p  r  o i z v o l  j  n i  o p  g? r  a t. o r  k o j  i  z a d o v  o 1 j  a v  a u I  o v  e i B 

o s  r  a n i  č  en . a o p e r a t o r  < )B 1 n e r  r  e  I: i  d a n o p e r  a t. o r  .

-1

U z i m a j u ć i  da j e  B je>din : i . čn i  o p e r a t o r  d o b i . j e  s:e G a l j e r k i n o v

m e to d r  za  B~L d o b i j e  s e  metod na jman j:i.h k v a d r a t a .  a

u z i m a j u ć i  B [ f  . C r  ) ]-6< Tr- F .  ) d o b i j a  se? k o l o k a c i o n i  m e to d r
J J

0
o d n o s n o  u z i m a j u ć i  B -  -=■— d o b i j a  metod T r e f t z a  za  s l u č a j

d n

L a p l a c e o v e  j e ^ d n a č i n e . A n a l o s n o r  u s l u č a j u  r a z v o j a  p o  b a z n im  

f u n k c i  jam a o v a j  metod k o r i s r t i  s i s r t e m  o b l i k a i

M

k=l
Bk ( l [ f k ( r ) ]  , b [ f . ( r ) ]  ) = ( g ( r ) , b [ f . ( r ) ] ) . . .< 2 . 1 8  )

p r i  čemu s e  j e d n o s t a v n o  rnože v i d j e t i  da s v i  p r e d h o d n i  

o b l i c i  i  u ovom s l u č a j u  mosju b i t . i  i  z v e d e n  i  i z  o v o s ,  

u z i m a j u ć i  da o p e r a t o r  b irna odrcodeni  o b l i k .

U ovu k l a s u  m etod a  s e  mote  u v r s t i t i  i  r j e č a v a n j e  s i s t e m a  

k o r i s t e ć i  j e c ln a č  i n u  k o i a  s e  d o b i j a  zao'ijenom sume i n t e s r a l o m s

u ( r )  = F ( r ) + Q (r )K (r )đV

V
. . .< 2 . 1 9  )



Q(r)K(?)dS = F(?)

s c l d e  s u  F'< i" ) i  I« r  ) da  t.e f ' u n k c i  d e  a Q( r  ) n e p o z n a t a  

t e ž i n s k a  f u n k c i d a  k o d a  s e  o d r e d u d e  i z  d e d n a č i n e  \ 2 . 2.0 ) ,  a 

o n d a  s e  r d e S e n d e  d o b i d a  na  o s n o v u  d e d n a č i n e  ( 2 , 1 9 ) .

f i r e č k a  koda  so? r r - a v i  r d e č a v a d u ć i  c.l i f e r e n c :  i  da I n u  d e d n a č i n u

( 2 . 1 )  uz  s r a n i č n i  u s ' l o v  ( 2 . 2 )  k o r i s t e č i  ovu k l a s u  m etoda  

de>dnaka de r a z l i c i  z a d a t e  i  i z r a č u n a t e  v r i d e d n o s t i .  A p r i o r n o  

o d r e đ i v a n d e  v r i d e d n o s t i  s r e č k e  b i l .o  b i  t e o r i d s k i  m o s u ć e  u 

v e ć e m  b ro d u  s l u č a d e v a .  a'J.i s e  u s l a v n o m  k o r i s t i  a r o s t e r i o r n o  

o d r  e  ćl e n a s  r  e  č  k a k o d a s e  d o b i  d a r  a č u n a d u ć i  i  z r  a z o

e = |L [uM( ? ) ] - G ( ? ) |  + k j l f u ^ ? ) ] ^ ? ) !  . . . ( 2 . 2 1 )

Na o s n o v u  k o r e k t n o s t i  z a d a t o s  p r o b l e m a  u v i r l u  d e d n a č i n e

( 2 . 1 )  i  s r a n i č n o s  u s l o v a  ( 2 . 2 )  Može s e  z a k . l d u č i t i  cla de za

m a l e  v r i d e d n o s t i  s r e š k e  d a t e  i z r a z o m  ( 2 . 2 1 )  i  s r e č k a  koda s e

pravi a p r o k s i m a c i d o m  t a č n o s  r d e č e n d a  f u n k c i d o m  u ( T7 ) m a l a .
M
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3 ,  RAZVGJ GRANIČMIH USL.DMA PC) BAZNIM FUN KCUAM A  
METOLiOM NAJMANJIH KUADEATA

G r u p a  mc-'t ocla kocia s e  z a s n i v a  na r a z v o d u  s i r a n i d n i h  u s l o v a  p o  

b a z n iM  f'un kc: i  ,ja ma ana  I  i  z i r  a na u p r  e t  h odn om r.> o3 1 a v  1 i u  u

o k v i r u  t r e ć e  k l a s e  m etod a  ima n i z  p r e d n o s t i  u o d n o s u  na

o s t a l e  n u m e r i ć k e  i r te tod e ,  K a 0 i  ć i t a v a  k l a s a  o v i h  m etoda  

da j e i f lo s u ć n o s t  r i e ž a v a n i a  ka k o  u n u t r a & n a i h  t .ako i  s p  0 1 da&ni  h 

sjr a n i č  1 "1 i  h p r  o b l e m a ,  F 'red n  o s t  0 v e  .3 r u p e met 0da j e u t 0me č,10 

d a j  e  i e d  n ost .a  vn u m o s u ć n o s t  a p o s t e r i o r n o s  odrecKi i  v a n  i a  g r e š k e  

ci e r  7 p  0 č t  0 j  e  cl i  f  e r  en c: i. j  a 1 n a d ed n a č i  n a t  a č n 0 z a d 0 v  0 1 j  en a 7 

j e d i n i  u z r o č n i k  s r e š k e  de n e  s a s v i m  t .ačno  z a d o v o  1 j e n , i e  

s r a n i č n i h  u s l o v a ,  £>ledeča p r e d n o s t  o v i h  m etod a  i e  u tom e  

š t  0 omosjuča va  i u  r  i e č a  v a n  ,ie s r a n i č n i h  p r o b l e m a  a k o  s r a n i č n a  

v r i o e d n o s t  n i i e  z a d a t a  na p o i e d i n i m  d i e l o v i m a  s j r a n i c e ,  Os-'a 

s r u p a  u o d n o su  na v a r i i a c i o n u  s r u p u  m e t 0da i s t e  k l a s e  č t . e d i  

z n a t n o  v re m e n a  p o t r e b n o s  za  r a č u n a n i e  k o e f i c i i e n a t a  i e r  s e  

k o e f i c i i e n t i  r a č u n a i u  na o s n o v u  s k a l a r n o s  p r o i z v o d a  p o  

p o v r š i n i ,  a n e  p 0 z a p r e m i n i  ka 0 č t  0 i e  s 1u č a i  u p r v 0 i  s r u p i  

m e t o d a ,  T r e b a  i s t a ć i  i  v e l i k u  p r e d n o s t  k o i u  d a i u  r i e š e n i a  

d o b i i e n a  u o b l i k u  k o n t i n u a l n i h  f u n k c i i a ,  Ako s e  tom e d o d a i u  

i  r e l a t i v n o  i e d n o s t a v n i  i  r u t i n s k i  a I sj or  i t mi za n i  i h o v u  

i  fn p  1 e  m e  n t  a c: i  i  u 0 n d a n i  i  e t  e š  k 0 u v  i  d i  e t  i  p 0 3 0 d n o s  t. k 0 r  i  s  č e n i  a 

m e tod a  i z ove  k l a s e ,  od n o sn o  s r u p e  m etoda k o i i  s e  z a s n i v a i u

vana r  a z v  0 j  u s  r - a n i  č n i  h u s  1 0 p  o b a z n i  01 f  u n k c: i  i  a in a ,



K  o 1 o k a  c: .i. o n  :i. m e t  o d d e  n a ;i <:: t  r  i. ;i :i. i. n a ;i č  e č  ć  e  I: o r - :i. č ć  e n 17 . o v e

-ir  u p  e  , I< i. t  a n ned  o st. a t. a k o v  o s met. o d a d e u s  1 a b o >i p o d e š e n  o s t  i. 

m a t  r  i. c: e  k o J a <:> i. u i  i. 2 a o d r  e cki i. v  a n d e I : o e f  i. c: i. ,i e n a t. a r  a z v  o ,i a .. 

Met. o cl ,ie  v e  o ma o s  >i e t  ]. ,j i. v n a i. z b o r  t. a č a I; a u I; o ,i i. ma ć e  

s r a n i č n i .  u s l o v  b i .t . i  z a d o v o L i e n ,  R a z v i i e n o  ae  n i .z. v a r i , i a n t . i  

o v  o s m e t  o d a u v  o d e  ć i. n e p r  a v  i. I  a ri r  a s p o r  e  d t. a č a k a u c: i. 1 ,i u 

pobo 1 a č a n , i a  t a č n o s t i  - MecKiutim >■ met.ocl ,ie zbosj t i h

n e d o s t a t a k a  č e s t o  k r i t i . k o v a n  a p o k a i a n o  de da u n e k i m  

s l u č a d e v i m a  i. n e  d a . i e  k o r e k t . n e  r e z u l t a t e  3. i t  ../ 2 8 / - - / 2 9 . / ,

Meto d n a d m a n d i h  k v a d r a t a  kodi .  r r i . P a d a  ovo d s r u p i. m e t o d a  de 

u v e d e n  kao  m o s u ć n o s t .  p o b o l d č a n d a  k o l o k a c i o n o s  m e t o d a ,  Za 

r d e č a v a n d e  p r o b l e m a  c l i f r a k c i . d e  o p i s a n  de u l i . t r / 25 /  i. n a z v a n  

" p o b o l d č a n i .  k o l  o k a c i o n i  met.od" , Za r - d e č a v a n d e  p r o b l e m a  

k a r  a k t  e  r  i. s  t. i. č n i  h b r  o d e v  a d e r> r  i. m i  d e ri d e n u 3. i. t. ,• /  2 4 /  i. /  3 5 /  , 

Me to d de k o r i š ć e n  u s p  a e č n  o r > r i  r d e č a  v a n  du d i e l e k t r  i č n i h  

t a l a s o v o d a  l i t . , / 30 / r  z. a r d e i č a v a n d e  p r o b l e m a  p r o s t i r a n d a  

z v u č n i h  t a l a s a  l i t  , / 31 / x  a n d e s o v a  p r i m d e n a  z.a r d e č a v a n d e  

e l e k t r o s t a t i č k i . h r  h a r m o n i  d sk  i. h i  n e h a r A io n i. d s k  i .h r a s n o d d e l a  

p o l d a  de o p i s a n a  u 1 i t .  , / 32 / - - / 33 / , P r i m d e n o m  o v o s  m e t o d a  s e  

e l i m i n i č e  p r o b l e m  s l a b e  p o d e š e n o s t . i .  m a t . r i . c e ,  J e d n o s t a v n a

p r i m d e n a č i. n i. metocl veoma atr-a  k t. i. vn i.m za č  i. r  o k u k l a s u

e l e k t r o m a s  n e t. n i. h p r  o b l e m a , G o t o v o  ded i .na t. e č k  oća d e u

p  o s  o d n o m i. z. b o r u b a z n i . h  f u n kc i .d a  mada d e i. ovad i. z b o r

o s r a n i č e n  l i t  , / 3 4 /  i. s o t o v o  u v i d e k  de d a s a n  na o s n o v u  

p r i r o d e  p r o b l e m a  , N ad čečrće  s e  b a z n e  f u n k c i . d e  b i r a d u  t a k o  da  

ilrto b o l d e  o d s o v a r a d u  k o n f i . s u rac:  i. di. p r o b l e m a  i. e v e n t .u a  I n o  

i d e n t  i č k i  z a d o v o  3. da va du s r a n i č n e  u s l  o ve  na P o d e d i n i m  

d d e  3. o v  i. m a s  r- a n i. c: e  , 0 i. z. b o r- u b a z n i. h f  u n k c: i. d a ć e  b i. t. i. v  i. č  e



U p  r  v  ofrt cl "j. Jc-?]. u o vc> s  1 a v e  j  c? d a t. o t. e? o r  j. j  I: o j. z v o d  d i"i j e  m e t  o d a  

n a j m a n  j i h  k v a d r a t a  (,i s i u č a  i u  d v o  j n  os  j-i r  & n j. č n o 3 u s l o v a  , Dal.  a 

0e  a n a  .1. j. 7.a 0c.: j e n e  s r e k e  t: 0 j a  :::■  e  p r  a v  j. r>r j.(>'1 j e n  0m 0v 0s  met. 0cla

U c l r u s ofn d : i . j e l u  s l a v e  p r i k a z a n a  j e  p r i m j e n a  me i . o d a  na 

a n a  1 i  z u  r a s p o d  j e l e  e  1 e I :t r  0e t a t .  j .č k 0s  p 03. j a  y ka 0 j. na

0 cl r  e  d j  j. v  a n j  u r  a s  p  0 d j  e  3. e  e  1 e  k t  r  0 m a 3 n e  t  n 0 s  p  0 1 j  a k 0 j  e  s  e  

m i  j  e  n j  a p r  0 s  t  0 p e  r  i  0 d i  č  n 0 i  a p  e  r i o d i č n c p  a 0 p  č  j. r  n :i. j  e  s  u 

a n a 1 j. 2 j. r' a n j. t. a 1 a s  0 v  0 cl i  s  3.0 i  e  n 0 s  p  0 p r  e  č  n 0 s  p r  e  s  j  e  k a

3 . 1 .  T E O R I J S K A  OSNOUA

P o s d i a t r a  jfno homosenu d j. Perenc:  i  j a  1 nu j e d n a č i n u «

L [ u ( r ) ] = 0  . . . (  3 . 1  )

sclje je L. l i n e a r n j .  ve k to rs> k j .  o p e r a t o r  d e f i n i s a n  u n u t a r  

z a p r e m i n e  V koja je o s r a n i č e n a  P o v r č j .n o m  S .  G r a n i č n i  u s l o v  

Može b i t i  z a d a t  u 0 b 3.:i.ku D j . r j . c : h l e t o v o s  t j . p a  na c l j . j e l u  

s r a n i č n e  p o v r č i  S l J

u ( r )  = g ^ r )  na S^ . . . ( 3 . 2 )

j. Neumrrtan0v o s  t.j .pa na d i j e l u  s r a n i č n e ?  p o v r š i n e  S 2s

= g ^ F )  na S2 . . . ( 3 . 3 )

P r i  čeMU s-u p o v r ž i n e  S1 i  92  d j e l o v j .  p o v r č i n e  S .  Alco j e  

S1-~S. a S2--0 onda j e  s r a n i č n i  u s l o v  na č i t a v o j  P o v r S i . n l  s>aim) 

D i r  ic: h l e t  0 v o s  t i p a  i. o b r n u t o .  Ako s e  p o v r š i n e  S 1 i  S 2  

p r  e 1:1 a p  a j  u o n d a n a z a j  e d n :i. č I: 0 m d i. i  e  3. u p 0 v  r ■ č :i. n a S :l. j. S  2 i. m a m 0
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(.Ivo Jn  :i. a r a n i t n i  u b I o v , t.ln .i. Ja 5.11' a11 :i. čn  :i. h p ovn l' i ina B .1. ;j. B2

ne  m0r a  b i  t. :i. j e c ln a  l:a t. i  , na nek  :i.m d :i. j (•:■?]. 0 v.i.ma f i ro n ice ?

s  r  a n i. č n i  u s  J. o v  n e  m 0 r  a b i  L 1 7. a d a t ,

□ z n a č i m o  s a  Fk< 1- ) < k I .  »2 , , , . , M ) s I<u p  ba z n i l a  P u r i k e i j a  ocl

k 0 j  i  h s v a k a  z a d o v o i  j a v a  d :i. f e r e n o :  :i. j a  3 nu i e d n a č i n u  t i  .

L [ f k (F ) ]  = 0

0 n cl a i  n i  i  h 0 v  a u m a o

UH(?)

M

. , . < 3 . 4  )

. < 3 » 5  )

7.acl 0v o .1. i a  va  d i  I- e re n c :  i  i a  .1.nu j e d n a č i n u  . l\oe P:i 0: i  i e n  t e  čemo 

oclred i  t  i  i z  u s l o v a  da :i. 1 1 a 7 <3 . - 5)  <J> t o boJ. i e  z a d o v o l  i a v a

s r a n i č n e  u s l o v e  < 3 . 2 )  i ( 3 . 3 ) .  I) n e k o i  t a č k i  t l e f i n i s a n o j  

r a c l i u s ;  v e k i o r o m  F" k v a d r a i  .<.:ire<J;ke i e  ola t <:;a!

o ,  p 0UM(?) ?
e ( r )  = ( uH( r ) — ( r ) )  +kn ( -----g j p - g ^ r ) )  . , . < 3 . 6 )

s d i e  i e  kn i e ž  in<:;l< :i. k oe Pic: i  i e n  t Neummanovos u s l o v a  ci oclriosu 

na I J i r  ic: hJ.ei. ov .

M n o ž e č i  s r e S k u  <:;a e.l .ementom P o v r J i i n e  clB i  s a b i r a j u ć i  p o  

p o v r ž i n i  s c l j e  <.:;u d e P in  i  <:;an i. p o j e d i n i  s a b i r c i  d o b i  jamo ukup nu  

k v  a d r  a t n u ;;j r  e  :T; k u n a ;;i i ' a n i  č n 0 j  r> 0 v r  <J; i  n i  c

2e = (uM( r ) - g  ( r ) )2dS + kM 1 r
0 u „ ( r )
(-

M

0n
g ^ f r ) ) 2dS . < 3 . 7  )

1 °2
Ako u p p  e t  hodn om i  z r a  zu za m i  j e n i m o  a r r  o k s i m a t i v n o  r je < J ;e n je

u <r>  i z r a z o m  ( 3 . 5  ) r o s l i e  k v a d r i r a n i a  i  za m i e n e  r e d o s l e d a
M

s u m i r a n  i a  i  i n t e s r a  3. i e n  i a  d o I>i i a mo  =

M

k=l
2e = g2 (r )dS  + kf)

M M
g ^ D đ S  -  2 ^ _Q kbk + >  f l,f l ,a

S k=l 1=1 k 1 k l < 3 . B )
'J



sjckie j e  s a  cxk l  o z n a č e n a  v r  :i. j e d n o s t  :

\ l  = f  ( r ) f  ( r )dS  + k k 1 n

9 f k ( r ) 0 f^ ( r j  

9 n 0 n
dS

a cia b k 0 7 n a č e  n a v  r  i  j  e  d n o s  t  :

bk = ^ ( r j g .  ( r )dS  + k k  i  n 9 n
g^ rOdS

U c: :i. J. 3 u

. . ( 3 . 9 )

. .< 3 . 1 0  >
1 2

m i  n J. m j. 7 i  r  a n d a :i. n i. e  & r  a 'l. a k vj a d r  a t, n e  s  r  e  <■> k e

k o e f  ic: i  i e n t . e  B  ̂ ćemo ocli-eclit. i  j.z u s l o v a  da n i e a o v  p r v i  j. zvod  

p o  k o e f  i c i  d e n t  ima ra7 .vo . ia  bude  niin ima l a n  , t. j  . j .7 u s l o v a J

9 b .
= 0 k = l , 2 , . . . ,M . < 3 . 1 1 >

čit. o v  o d j. k a s  j. s t  emu 1 i n e a r n  j. h d ed n a č  i  n a :

M

1=1 Jl \ l  = k = l ,2, .< 3 . 1 2  >

l< o d j. m o i e  b j.t. j. 7 ap  j.s a n  u m a11- j.c:n om o b .1 j. ku :

11 . . a1M

^Ml * * * ^MM BM M

.< 3 . 1 3  >

U s  ]. u č a j  u d a j  e  r  3 e č e n  j  e  n e  o r> ti o d n 0 i  7 r  a 7 j. t. j. u n e č t  o

s l o ž e n i j e m  o b l j . k u  k o r i s t e ć i  d v a  s k u r a  ba7.nj .h f u n k c i j a o

k=l
. .< 3 . 1 4  >

onda s e  j. o v a k a v  p r o b l e m  može  t r e t i r a t i  u z  j e d n o s t a v n e  

m0c li.f  i .k ac . i  j e  ka 0 i  p 1- et. h 0dni. s  1 u č a  j  . U v 0cleć i. n 0vu f  u n k c i i u :

. ( 1 ) ,

f k ( r )  = -I

(r) l=£ksM

r ( 2 ) . * .
f k-M( r )

. . . < 3 . 1 5  >

M+1-k-2M

pri čemu k može imati vri jednost i k - l >2.....2H a r d e č e n d e  se 

m 0 ž e n a p :i. sa t i u 0 b 1 i k u :



1 9

2M
U2M( ? )  = 2  \ f k ( r ) . . . < 3 . 1 6  )

k=l

IJ o p ?>te.'m s J .u č a  Ju a k o  koris't. :i .mo N s k u p o v a  b a z n i h  Pun kc::i. oa

m o ž g m o  f o r m i r a t i  e k v i v a J . e n t . n i  s k u n  b a z n i  h f u n k c i a a *

f k ( r ) f  k—M r

1± k-M 

M+l-k-2M

(N) (? )k - ( N - l ) M l J (N -1)M+l-k-NM

. . . ( 3 . 1 . 7  )

a r d e č e n j a  s e  onda t r - a ž e  u o b l i k u

NM
UNM(? )  = 2 ‘ t V ? l  k=l

18 )
r a z l i k u  od m e t o d a  k o n a č n i h  e J . e m e n a t a  i  J. j, k o n a č n i h  r a z l i k a  

r  c i e č e n  J e  k o d e  s e  d o b i . d a  p r  im;i(?n om o v o g  i r tet oda u p o t p u n o s t i  

7.a d o v o  1 da v a  d i  t  a?r e n  e i  j  a J. nu  d e d  n a č i  n u ( a d e d  i  n i  i  7. v o r  sj r  ečl< e  

de n e p o t p u n o  z a d o v o l  d e n  d e  sjr a n  i č n  o sj u s l  o v a  t a k o  da  s e ,  č t o  

de v e l i k a  p o d o b n o s t  o v o s  o i o t o d a , s r e č k a  m o ž e  d o b i t . i  

o d r e d  j u d u ć i  r a z l i k u  ar»r o k s i f t i a t  i v n o s j  i  t a č n o s  r d e č e n d a  t  d * 

r a č u n a d u ć i  i . z r a z  ( 3 . 6 ) ,  Z a  ma J.e v r i d e d n o s t i  s r e č . t ; e  i  r a z l i k a  

t. a č  n o £• i. p r  i. t) J. i. ž n o s  r  d e  č, e  n j  a d e? m a J. a č t. o s  e? m o ž e  z a k ]. j  u č  i. t  .i. 

n a  o s n  o v u  k o r e k t . n  o s 't  i  z a d a t o s  p r  o bJ.ema u v i d u  d i . f  e r e n c  i. j a  J.ne

d e d n a č i n e  ( 3 . 1 )  i. n j e n o s j  s r a n i č n o s  usJ. ova ( 3 . 2 )  i. ( 3 . 3 ) .

F‘r i  a n a J . i . z i  s r e S k e  možemo r a z  1 i. k o v a t  i. d va  n d e n a  i z v o r a .  

G r e š k a  p r i  r a č u n a n  du k o e f  ic: i. d e n a t  a koda  n o n o v o  može b i t i  

p o s l e d i c a  dva  f a k t o r a :  . s r e č k a  u s l e d  r a č u n a n d a  i n t e s j r a l a  i.

s r e č k e  u r e & a v a n d u  l i n e a r n o s  s i s t e m a . G r e ć k a  u s l e d  r a č u n a n d a  

i n t e s r a l a  s e  može s>r»ianj it i  u z i .m a n jen i  dovoJ. dnosj b r o d a  p o d e o k a  

i  i  z b o r  o hi p  o sj o d n o s  a J. s  o r  i. t. i>i a z a n u m e i- :i. ć I; u i. n t. e sj i- a c: :i. j  u .



Gr  eč>ka p r  i  r  deč>a v a n d u  ;;ii ema 3. : i .nearn :i. h ;.iednač :i.na mo f.e b 3.i'. 3. 

v e l i k a  ako  s e  n e  3. 7. v r  č> 3. p o e o d n a  n o r / n a l i z a c i  j a  k o e t i c :  3. d e n a t a  

.i up o t  r  3. ,3e b i  odgo v a r  a auć  3. met. od z a r  .3e č a  vari ,3e  s 3.e t  ema

U k o l i k o  s e  z a n e m a r i  p o s t o d a n d e  H irečke  p r i  o d r e d  ,33.v a n d u  

k o e f  i c : i ,3 e n a t .a  onda nam p r e o s t a d e  d r u s i  3. z v o r  s j r e š k e  ko,3a s e  

s a s t o i i  u a r  o k s i m a c : 3. ,33. b e s k o n a č n o s  r e d a  k o n a č n i m  redom

k o j  i  3. ma M č 3. a n o va  r Gva d cl 3. o b r  e č  I: e  m o č e b 3.1 3. 3. a n a 'J. 3. t  i  č k 3. 

i z r a č u n a t ,  U c i l , 3 u  p o ,3edn os;t. a v l  ,3en ,3a 3. z vod ,3en ,3a o z n a č i m o

s r a n 3.č n i  u s l o v ,  b 3.1 o da ,3e on D i r 3.c h  1 e t o v o g  3.J.3. Neummanovog  

tipa sr>a ?

i f u ( ? ) ]  = g ( r )
. . , ( 3 , 1 9 )

S i s t e m  ( 3 , 1 2 )  n a p 3.č 3.mo u o b l i  kut  

M
^ B k ( l [ f k ( ? ) ]  . l f f ^ ? ) ]  ) = ( g ^ F J . l f f ^ ? ) ] )  . . . ( 3 . 2 0 )
k=l

čt. o j  e  e  k v  3. va  1 en t. n o o b 13. k u :

M

^ V ^ f V r ) ]  -  g ( r ) , l [ f  ( r ) ] )  = o , , , ( 3 , 2 1 )k=l K 1

IJkupna k v a d r a t n a  s i r e š k a  s e  može n a p i s a t i  u e k v i v a l e n t n o m  

o b 1 i  k u i  k a o s  k a 1 a r  n i  p r o i z v o d :

2 M M
e = C E Bk ( l [ V r ) ]  -  g ( r ) f^ B  l [ f  ( r ) ]  -  g ( r ) ) , , , ( 3 . 2 2 )

k=l K k=l k k

o d n o s n o  m n o č e č i  č'J.an p o  č l a n  3. i m a i u ć i  u v i d u  i z r a z  (3,212?)  

d o b i i a  s e t

2 M
e = (g ( r ) . g ( r ) )  -  ] > S  ( l [ f  ( r ) ]  , g ( r ) )  , , , ( 3 , 2 3 )

k=l  k k

d o d a i u ć i  ovu i e d n a č i n u  <_:;i;:;tem u  i e d n a č i n a  ( 3 , 2 1 0 )  d o b i i a  s e  

M t-1 ,3eclna č 3. na , Da b 3. s  3. s i  em 3. ma o r  ,3e č e n  i  a r  a n b p r  o č  3.r  e?ne



2.1.

m a t r i c . e  s i s i t e m a  k ome . u ' d o d a t a  ,.i ( m:I r i a (': :i. n ;» < 3 . 2 3  ) mo r a  b i t  i  M> 

t  i  »

b d j  c> d e  1 P :i. I  [ f  :i. < r  )] .

. . . <  3 . 2 4  )

i z  p r e d h o d n e  i e d n a č  i n e  ne d o b i i a  :i / 1 a r za n r e č k u

2e =

( l r 1 - 1f 1 ) • • • < M - j . i V  d r ^ . g )

<lr« ' l r i>
( f i . i f j )

<f« ’ l f M> < lfM-fi>
( f l . ( r  ) (f'..i;)

( l r ^ . i f j ) < lr i ' l f M)
< 3 . 2 5  )

<lV l r i> • ' ' < V l r M>

Dva j  s e  i ' J i raz  mote  k o r i s t i t i  za a p r i o r n u  oc:Jenu n r  e č  l< e  > 

M e d j u t i m /  r.>otT>to j e  i  z a ove  v r  i  jecln  o s t  i  n e o r h o d n o  i z r a č u n a t i  

s v e  s k a l a r n e  P r o i z v o d e  b a z n i h  f u n  kc: i  j a  t o  s e  i  p a l< z n a t n o  

č e š č e  k o r i s t i  a p o s t e r i o r n a  o c i e n a  k o i a  u k i i u č u i e  i  o s t a l e  

f a k t o r e  kao <!>to i e  s r ' e č k a  uci iecl  r a č u n a n  j a  k o e f  ic::i. i e n a t a  . U 

d a l i e m  r a d u  kad a  i e  r i  i e č  o s r e č c i  b i  t i  r i j c i č  o n i e n o i  

a p o s t  ei' i  or  in o i  z r  a č un a t. o i  v r  i  i e d n  o s t  i. . ()c: j e n  a k on v e r  s e n c  i  j e  

r e d a  s e  mof.e d o b i t i  p o s m a t r a  .juč  i  z a v i s n o s t .  s r e č i k e  u f u n k c i i i  

b r o i a  č i a n o v a  r e d a  M.



Na k r a d u  Možemo s i i m i r a t i  p o ' i t u p a k  pr i m j e n e  metoda r a z v o j a  

s r a n i č n i  h u s  1 o v a  p  o ba zn im Fun k c  i  dama I; o r  i <;>i .e č  i  m i n i m i  z a c i  j u  

u k u p  n e k v a d r  a t  n e s  r  e  <T; k e

1 )  T r e b a  i z a b r a t i  p o s o d a n  skur-> b a z n i h  f u n k c i d a  k o d e

z a d o v o l i a v a j u  d a t u  d i t ' e r e n c i  da 1 nu j e d n a č i n u  i  <?>to b o l j e  

o d s  o v  a i - a j  u k o n F j. s  u r  a c j. j  i  p  i- o b ]. e  m a ,

2 )  I z r a č u n a t j .  k o e f i c ;  j. j e n t e  s i s t e m a  1 i n e a r n i h  J e d n a č i n a  

r a č u n a  j u č  i  i n t e s r a  1 e  p r o i z v o d a  b azn  j. ki f  un kc; j. j a  p rema  

j e d n a č i n a m a  ( 3 . 9 )  i  ( 3 . 1 0 )

3  ) I  z v  r  č  i  t. j. n o r  m a 1 i  z a c: j. j  u k o e  f  i  c: i  j  e n a t  a d a b j. s  e j. z b j  e  s  a o 

r a č u n  s a  p r e v e l  i k i m  i  X j. p r e m a l  j.m k o e f  i c j .  i e n t  ima .

4 )  Po.sodnim metodom r j .  j e č j . t i  s i s t e m  l i n e a r n i  h i e d n a č i n a  

( 3 . 1 3 )  i  t a k o  o d r e d i t i  n e p o z n a t e  k o e f  i  c: i  o e n t e  r a z v o i a  ( 3 . 5 ) .

5 )  I z r a č u n a t j .  s r e & k u  na s r a n i c i  j. ak o  n e  z a d o v o l J a v a  ž e l i e n u  

t a č n o s t  p o v e ć a t i  r e d  a p r o k s i m a c i i e  t j .  M i  p o n o v i t i  k o r a k e  

od 2 ) d o 5 ) .

<f>) I z r a č u n a t i  o s t a l e  v e ? l i č j . n e  d a t o s  e l e k t r o m a s n e t n o s

p r o b l e m a  neor>hodne za  n i e s o v u  a n a l i z u  k o r i s t e č i  v e č  d o b i i e n o

k o n t i n u a l n o  r j e č e n a e .



3 , 2 . F'RIMJENA l.l EL EKTF : OS TATI0 I

F: Je<?> a va n J e  e  ]. e?I; t  r  o s  t. a t  :i. T |< :i. | , 

o cl r  e d J :i. v  a n J e  p  o t. e  n c: i  J a !l. a j. 1 i

n e  k o J o b 1 a s  t. i  V . K a o <T t. o

P o 't. e  ri c: j. J a 1 u 'j. 7. o 't. r  o n o J <:;. r

d j. f  e  r  e  n c: j. J a 1 n u J e  cl n a <T: j. n u t

p r o b l e r n a  s e  u <:>u*T>'t. i n i  s v o d i  na  

v  e  k 't. o r  a e  1 e  I: t. r  :i. č n o s  p o 3. J a u 

a e  r> o z i "i a t. o e  ]. e  I: t  r  o r  t. a t  :i. č k j. 

d j n j. a cl o v  o I J a v  a F‘ o :i. s; s;. o n o v  u

A V ( r )  = -  S S I . . ( 3 .2 6  )

Za <•> 1 i.i č: a J da u o b l ast:i. 

J ednač j. n a ( 3 .2  6 ) p r  e  ] a z j.

0 nerna s l  o b o d n i h  n a e i e k t r  :i s a n  Ja 

u l._a p ]. a <:: e  o v u  J e d  n a č :i. n u o

AV ( r )  = 0  . . . ( 3 . 2 7  )

U e c l n o z n a č n a  r - J e č e n J a  o v i h  J e d n a č i n a  <.:>e o d r e d J u J u  ria o s n o v u  

a r a n i č n o s  u s l o v a  koJ j .  može  b i t  i  u vj.clu z a d a t o g  P o t e r i c i  J a l a  

na d i  J e  1 u s r a n i . c e  S 1 t  J . I )j .r  :i.c ti].e t  o v o .<;.< t  i.p a s r a n i č n o g

u s l o v a  k a o t

V ( r )  = Vs ( r )  na . . . ( 3 . 2 8 )

i l i  u v i d u  z a d a t o s i  p o !  Ja  na d i J e i u  s r a n i c e  8 2  t J .  

Neummanovog t  j.p a t

V V ( r )  = -  ES (T)  na . . . ( 3 . 2 9 )

l\ao č>t.o J e  j .7 ]. o ž e n o  u prec lhodnom p o s l a v l  Ju r J e č e n J e  ćetno 

t r a ž i t j .  u o b l i k u  z b i r a  b a z n i h  f u n k c j . J a  d i f  e r e n c  i  Ja I n e  

J ecl na č: j. n e  ( 3 . 2 7 ) .  U p r  a v 0 u b a 0 ri 0 m k 0 0r  d i. ria n t  n om s  j. st. emu 

b a z n e  f u n k c i J e  L . a p l a c e o v e  d i. f  e re n c :  i  Ja I n e  J e d n a č i n e  mosu 

t) i  t  i  u z e t  e u 0 b ]. j. k u t

f  ( x .y )  = ( sink x + Bcosk x) (Cshk y + Dchk y)  . . . ( 3 . 3 0 )k x x x x



2 4

b  cl o e  e>u / B , C 7 D p i -  o i  z vo U n e  k o n s t a n t e ,

A li r> o .1. a i- n o m l< o o r' cl :i. n a n t n o m :i.::: t. o> m u u o b I  :i. |< u <

f , ( r , z )  = (J (k r )  + BN (k r )  (Cshk z + Dchk z)  . , , ( 3 , 3 1  ) k o x o x x x

j-'clde ;.ie J o (  x ) I t e s s e 3. o v a  f'un I: c: i  ;.ia p i "v c > v r s t e  n u l t o s  re?cla » a 

No( x ) N euM M aniva fu n  l<c: i  Ja  n u l t  os r e d a , I  Jec lan i  d r u s i  o b l i k  

m o s u  b i t . i  u p p  0 ‘lić  en i  ako  p p  o b l  erin im a oclpc»d J e n i  ::>t. c>Pc?n 

s i m e t r ' i o e  S t o  oc> u P i - a k s i  č e s t .  s l u č a J .

Đ p e t k a  na g p a n i c i  u ovom s l u č a J u  ima o b l i k s

M M
e ( r )  = (Vg (F) -  2 Bkf k (F ) ) + kr J \ (F)  + ^ \ V f k ( F ) l * . * < 3 . 3 2 )  

k=l k=l

l . n t e s p a  l e ć  i  k v a d p a t n u  s p e č k u  p o  n p a n i c i  > m i J e n d a j u ć i  

r e d o s l e d  s u m i p a n J a  i  i n t e s p a  1 jc»n Ja i  d i f e p e n c i r a n  Jem p o  

k o e f i c i J e n t i m a  p a z v o d a  d o b i a a  s e  s i s t e m  j e d n a č i n a s

11
. a1M

s d d e  sus

‘k l

®M1 * ‘ * ^MII

f  ( r ) f  ( r ) d S  + k k 1 n

M

V f  k ( r  ) V f  ̂  ( F ) d S

( 3 . 3 3 )

< 3 . 3 4  )

b k = f .  ( r ) V  ( r ) đ S  + k k S n -Vfk ( F ) E s ( F ) d S . . ( 3 . 3 5  )

1 2
a )  P o sm a tr 'a Jm o  p l a n p a p a l e l . n o  p o I J o unut.ar'  domena o i v i č e n o s  

s a  t p i  z i d a  * x«0»- x~d » i  w~0 na nu 11. om p o t e n c  i  J a 1 u i  č e l  v p t  i ai 

z i  d o m n a r-> o t en c: i  ,i a 1 u 0 č i  J x J e o b 1 i  k d e  f  i  n i  s  a n i  z p a z o m 

y = l< x ):= 0 .7 5 (-0 . 25c: os< 2 7i x /d  ) k o d i  J e  p p i k a z a n  na s l i c i  3 . 1 .



y

h
V

0 x

d

S 1 .  3 .  :l. . F‘ o p i " c' č  n i  p r  e  s  d c? k e 1 e k t  r  o s  t  a t  x c7: k o s
s i s t e m a

F;dei?vc?nje u ovom s l u č a d u  inožc? b i t i  t r a ž e n o  u o b l i k u  z b i r a  

■Funkcioa k o . ie  i d e n t i č k i  zad  ovo 1 da va ou s r a n i c n i  u s l  ov na  

p r a v i l n o m  d i d e l u  s r a n i c a  t j »  u o b l i k u s

l- 'r i r a č u n a n j u  k o e - P i c : i d e n a t a  P o v r č > i n s k i  i n t e s r a i i  u ovom 

s l u č a o u  p r e l a z e  u l i n i d s k e  k o d e  r a č u n a m o  samo d u ž  n e p r a v i l n e  

i v i c e r  p o š t o  i e  s r a n i č n i  u s l o v  i n c l e n t i č k i  z a d o v o l o e n  d už  

p r a v i h  i v i c a ?

R i e š e n i e  s i s t e m a  1 i n e a r n i h  j e d n a č i n a ?  a samim t i m  i  

k o e f i c i o e n t i  r a z v o  j a  > dc? o d r e d d e n o  k o r i s t e ć i  G a u s s o v  metocl  

u z  i t e r a t i v n a  p  obo 1 d?>anda , r  :i. d ec ln o st  s r e č I : e  u f  u n k c i  d i

b r o d a  č l a n o v a  r e d a  M de c la ta  na s l i c i  3 . 2 ,

U z i m a d u ć i  M=:9 n a c r t a n e  s u  ek v i p  ot.ranc i  da I n e  l i n i d e  k o d e  su

3 . 3 7  )

( 3 . 3 8 )

o d r e d d e n e  k o r i s r l e ć i  r a z v o d  p o  b a z n im  f u n k c i d a m a  ( 3 . 3 6 ) .
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č l a n o v a  r e d a  M

S 1» 3 . 3 .  E. k v  :i. p  o t  isn c :i. j  a ]. n e  1 i  n :i. ;.i e

t) > U d r u s o m  p r i m j e r u  i e  r a j i m a t r a n  s l u č a d  m d e č o v i t o s  

g r a n i č n o s  u s l o v a ,  LJzet de d v o ž i č n i  vod  u n u t a r  u z e m l o e n o g  

p r a v o u s a n o s  i  1 i e b a » I i i .m e n z i  ;ie n r o b l e m a  s u  o d a b r a n e  t a k o  

da de u v e l i k o d  m d e r i  i z r a ž e n  e f e k a t  b l i z i n e .

y
V( r )=0

h -

V(r)= V  V (r )=—V

L2 L2 L2

a

X
L1 L1 X

d

j  e k o 1:1 o p  il. ;i e n o s  d v  o i  :i. č n o sB !l. . 3 . A . P o p  r  e  č n i  p  i- e i:
v  o d a
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l-'r o b l e m  >.ie r  j e š a v a n  t.ako št.o J e  p o s m a t r a n a  sarno p o ], o v i n a  

s t v a r n o s  domena , B i r a . i u ć i  b a z n e  f u n k c i d e  u o b l i k u t

f  r \ ■ t ( 2k -l )jt x . ,(2k-l>57y.
f k X , y  = s l n -̂--------- d—  Sh -̂----------- d

{ ~r. 7 0 )T » Y \ t V.J / /

s  r  a n i  č n i  u .1. o v  :i. s u  z a d o v  o 1 ;.i e n i  n a i  r  i  z i  d e. d o k J e n a

č. e t  v r  t. o m d i  J e ]. u s r  a n i  c  e d u ž 1 i  n i. J e I... 1 z a d a t  D i  r  i  c h I  et. o v

s r a n i č n i  u s l o v  V( r  )== V , a d už  1 i n . i . J e  I...2 Neummanov s r a n i č n i  

0V
u s l o v  l:_x( r  ):::: — g”y " ::0 '- K o ef ' ic :  i  J e n t  i  u ovom s l u č a J u  i m a J u  o b l i k s

\ l  = ^ ( » . K ^ J J f j f j . K ^ J J d l  + k
L_

3 f k ( x , l ( x ) )  S f ^ . K * ) )

0 y 0 y
dl

( 3.40  )

Uz i  m a J u ć i

r e z u l t a t i

Vfk ( x , l ( x ) ) d l

d i m e n z i  J e  d 2 , h / d ;::;:|., a :;;:0 

s:u d o b i  J en i  v e ć  p  r  i  M---5 .

2 5 j. r 0.2  5 v  e o m a 

EI: v  i  p o t  en c: i  J a 1 n e

d o b r  i  

1 i  n i  J e

s u  n a c r t a n e  na s 1 i c i  3 . 5 .

c ) E f i k a s n o s t  metocla J e  p r o v J e r e n a  j. u c : i ).i n d r i č n o m  

k o o r d i n a n t n o m  s i s t e m u  na p r o b l e m u  d u s o s  c i l i n d r a  i  a k s i J a l n o s  

t  o r u s a  ( s  1 . 3 . 6 ) č i  J e  r  J e č,a v a n  J e  d r u s  im met od i ma n i  J e

J e d n  o s t a v n o .

S ). . 3.5  . E k v  j. p o t  en c: :i. J a 1 n e 1 :i. n :i. J e o k 1 o p I  J en o s
d v  o 1: :i. č n o s  v  o cl a
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S l .  3 . 6  F ' o p r e č n i  p r e s d e k  c i l i n d r a  u č i J o j  
u n u i. r  a <}, n J o s  t  i  j  e  t  o r  u s  d o v  e  d e  n n a p  o t  e  n c: i  i  a 1 U

R J e č e n J e  p r o b l e m a  oe  t r a ž e n o  u f o r m i s
M

^ ( r . z )  = ^  BkJ 0 (xkr/R)eXp{_Xk Z/R) . . (  3 . 4 1  )
k=l

b d j e  s u  x^ n u ].e  B e s s e l  c v e  Pun kc: i  J e  n r v e  v r s t e  n u . l t  o s  r-eda . 

O v i m  o b l i k o M  r j e č e n o a  i s p u n j e n  oe z a h t d e v  s i m e t r i d e  u o d n o s u  

n a  z o s u r  a s r a n i č n i  u s l o v  na c i l i n d r u  ; ie i d e n t i č k i  

z a d o v  o 1 j  e  n . I  s  t. o t  a k o o e  i  s  p  u n ;> e  n u s  1 o v  d a v  r- i  o e  d n o s  t  

p o t e n c i o a l a  t e ž i  n u l i  k a d a  z  t e ž i  b e s k  o n a č n  ost.  i . K o e f i c d e n t e  

t r e b a  o d r e d i t i  i z  u s l o v a  da  z k o m p o n e n t a  p o l o a  d u ž  l i n i o e  I..1 

b u d e  J e d n a k a  n u l i  i  da p  o t e n c  i  ,ia 1 p o  p o v r č i n i  t o r u s a  b u d e

S  .1. . 3 . 7 . E  k v  i  p  o t  en  c: i  J a 1 n e  3. i  n i  j  e  n a e  3. e k  t  r  3. s a  n o b  t  o r  u s a  
u n u t  a r  u z e m 3. a e  n o s  c: i  3. i  n cl r  a
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Jeđnal: zadatoJ vri jednoBti . Pri M ~9 i za dimenzi Je R - 2,4

cl ::= .1 . 1. a :“ 0,4 i 7. r a č u n a t i. :r> u I: o e :i c. i J e n t i r a z v 0 J a p 0 i;> r e d h 0 cl n o 

op i sa n 0 J p i ' 0c: ed u r i :i n a c: r t a n e e I: v i p 01 en c i J a 1. n e 1 :i. n i J e n a

s l i c i  3 , 7 ,

3,3 0DRE:DJI0ANJLr RASPODJIELE L'RENENSK'I 
P R O M J E N L  JIUOG POI...,.IA

Odre d J i van Je rasPodJel.e vremenski promJenl Jivos m a s n e t n o s  

p 0 ]. J a J e J e d a n 0 d n a J č e č ć i h p i- 0 b 1 e m a u e I e I: t. r 01 e h n i c i , Z b 0 s 

t osa je ra zvi jen ve 1 i I: i br 0 j tehn i I:a za n Jes 0v 0 r ješ avan j e , 

R ješavan je skin e f e k t. a u vičepr ovodn om s i st. eim.i J e 

ana 1 i 2 iran 0 u l i t ,/36/ k 0r isteć i met. 0d k 0načn ih e 1 eme 11 ata , 

Pr imJena int.esra In i h Jednačina pri r Ješavan Ju ovos problema 

je data u .1.i t , /37/» a nrimjena t e h nike s r a n i č n i h  e l e m enata u 

l i t , /38 / ,

F ' r o b le m  s e  s v o d i  na r  Ječ>a v a n  J e  d i f ' e r e n c  i  Ja  I n e  J e d n a č  i n e  i

A H- -  = 0 , . , < 3 , 4 2  >

1.12: 2:a c l a t e  p o č e t n e  i  s r a n i č n e  u s l o v e .  Za s l u č a J  p r o s t o -  

p e r i o d i č n i h  P r o m J e n a  u v o d e ć i  k o m o l e k s n u  J a č i n u  m a s n e t n o s  

p o l J a  H ( r  ) d o b i J a m o  J e d n a č i n u ;

A  H — jo^uSH = 0 . . . ( 3 . 4 3  )

R J e iL e n  J e  prema o p i s a n o m  met.odu =:e ' t r a ž i  u o b l i k u  l i n e a r n e  

k o m b i n a c i J e  b a z n i h  F u n k c . i J a  J e d n a č i n e ?  ( 3 . 4 3 )  k o J e  mosu b i t . i  

u z e t e  u o b l i k u i



. , . ( 3 . 4 4 )V x ,y )  = (s ink x + Bcosk x ) (Cs ink  y + Dcosk y)
x 2 2 X y  y

k  ̂ + k  ̂ = — jujuf)

U z i m a i u č i  da :ie Ho( r  ) z a d a t a  v r i i e d n o s t  n o l i a  na s r a n i c i  

k o e f i c i i e n t i  r a z v o d a  s e  đ o b i i a d u  i z  s:i s t e m a  l i n e a r n i h  

i e d n a č i n a  ( 3 . 3 3 )  u kome suo

^kl H ^ r j H ^ r J d S
S

(\<?» >s
l< o e  f' i  c: i  i  en i'. i  u z n e r  o z. n a i'. e  7 a o

3 . 4 5  )

b
k H ^ r j H ^ t D d S

S
(Ho<?),Hk- < F » s

s  1 o b o dn i  k o e f  i  c: i  i e n t  i  .

. . . (  3 . 4 6  )

Ka o p r i m i e r  p o s m a t r a  jmo p r o v o d n u  c r e c l i n u  č e s t  o u sa  o n ob o b l i k a  

k o i a  ima p o p r e č n i  P r e s i e k  r r i k a z a n  na s l i c i  3 , 8 ,  i  n a l a z i  s e  

u p r  o s t  op e r  i  od i  č n om p  o I  i u  k o i  e i  ma s a  mo z k omp o i i ei"i t  u . Ba z ne  

f u n k c i d e  su  u z e t e  u o b l i k u «

f k ( x ,y )  = cos ( ^ - ^ x cos\/-jeyud -  ( ^2^ 1^ ) 2 y . . . (  3 . 4 7  )

F o r m i r a i u č i  i  r a č u n a  d u ć i  k o e f  i c : i  i e n t e  5i:i.stema na o s n o v u  

d e d n a č i n a  ( 3 , 4 5 )  i  ( 3 . 4 6 )  i  r d e č a v a i u č i  s i s t e m  l i n e a r n i h  

d e d n a č i n a  o c l r e d d e n i  s u  k o e f i c i d e n t i  r a z v o i a ,  Za s l u č a d  

^ 6 w a 2 ~5 s r e č k a  m a n ia  ocl 0 . 5 %  J e  d o b i i e n a  za  M-~9 a e k v i -  

a m p l i t u d s k e  l i n i d e  s u  n a c r t a n e  na s l . 3 . 8 a .  Za s» Iučad  k a d a  

yu6oJa - 2 5  u z e t o  de M -13 a e k v i a m p I i t u d s k e  l i n i i e  s u  

n a c r t a n e  na s l i c i  3 . c ib . Na s l i c i  3 . 8 c .  i  3 . 8 c l . s>u d a t e  

v r  i  ,iecln o s t  i  a mp J. i  t  ud e p o J. ,i a du 1  1  i  n i  ,'ie >.j- 0  z a pi- ed hodn e

s l u č a o e v e



3.1.

|H(x,0)|

S 1 , 3 . 8 2 E k v j .  amp ]. i tuch; : l :e 1 j n j J e  za  š e s l o u s a o n j .  
a ) p6ua  =5» b >2 p 6 u az= 2 5r  c )  v r i  o e d n o s t  a m p l i
d u i  ij ::::0  7. a îCoia -■■■■'5 , d ) v r  j. J cd n o st. a mp  ]. j. t  ud e p  o ].

za yu6(ja2 ::::2'3

p r e s j e k  
t  u d e  p o 1 ;i 
J a d u ž y :::: o 

r
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Kor isrteći j. s>t e bazne f u n k c :i. d e i isito s:-p o 3. d a in d e p o 3. d e

odreddena de vridieđn osi t p o 3. da r> o POPrečriOM p11 • (_- s> ,i e 1; u p r o v o d n e

siredine č :i. d a d e s:>p o 3. d a :T>n da i. v:i. ca def i.n :i siana f un kc i. d OM 5

( x2ty2 ) 2-2=2 (x2- y 2 ) = a4- c 4 • < 3,48 )

Za p6(*)a ~ 25 srežka (rtanda od 0,5% clobiaena de sa M~13, a

e k v i a m p 1 i t u d s k e 1 i n i j e s> li d a i. e n a s> 1 i c :i. 3,9 ,

81, 3,9. Ek vi a irtp 1 i t u d s> k e 3. i n i j e i vr i j ed n o s>t 
polda za az ::=25

amp 3. i t ude?

Kada p o I je na sranici nije p r o s t o p e r i o d i č n o  Mosuiia s>u dva 

p r i stu pa  r je<T>avan ju problema, F'rvi s>e sasto ji li tome da s>e 

bazne f u n k c i j e  odaberu tako da zadovo 3. da va ju jednačinu 

< 3,4 2 ) x a 7. a t i m s> e r j e ;T> e n d e t r a ž i u o b 3. i k u ;

M M

HM(F , t )  = ^  ^ Bk l Hk l ( ~ ’ t }  , . , < 3 , 4 9 )
M k=l 1=1 ki ki

pri čemu bazne f u n kcide mosn.i biti izabrane u ob.l. i kus
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k ik
-  t

Hk i ( x , y ,  t) = ( cosk^x * Hsink^x) (Ccosk y -c Dsink y )  e 6A* . . . ( 3 . 5 0 )
y ,y

kx » ky> n > c > D p ro izvo l jne  konstante

K o e f i c i .  j e n t  :i. r a z v o j a  0 o c l r e d  Ju Ju <:;e :i. z u s l o v a  cla u k u p n a
k

s r e & k a  na s r a n i c i  U UDKIr.IiJENUM UREMENSKUM iN  I ERUAI...U bude  

M i n i m a l n a  , l.Jkol:i.ko b a z n e  f u n k e i J e  ne  zad  o v o l i a v a  Ju n o č e t n i  

us,.l.ov onda t r e h a  dodai :  :i :i ukup nu  l : v a d r a t n u  <:jr e <■;I:u po  

p o s m a t r a n o j  o b l a s t i  u t r e n u t k u  t = t o  , Ako :i n :i c: i  Ja I n  i  u s l o v  

o z n a č i. rn o <.:> a 11 o ( "r , l. o ) o n d a .j e  c

2e = (H ( r , t ) - H  ( r , t ) ) "dSdt+k
M O t ( ,1M( F ' t o )- " o ( ? ' t o )) dV' ( 3 . 5 1  )

S T V

s d J e  J e k t  t .e t  :i.ns>k i  k o e f i c :  i  J e n a t  p  o <t: e t. n o b u s l o v a  u oclnosu na  

j j r a n i č n  i  . (.h-.načava .iiK': :i. <.:>;* ( I Imn .1 II: I ) ..... s  l i a l a r n e  i.ii o :i z v o d e
l) 1

f u n k c i . i a  Hmn( r  , t  ) i  I II: 1. ( r  , t. ) p o  <jr  a n :i.c: i  :i. v r e m e n u ,  a raa

(Hmnri lk i .  ) s k a i . a r n e  p r o i z v o d c :  f u n k c i . i a  limn('r > t o ) i  i l k i . ( r r , t o )  

p  o p o s i i i a t r a n o j  o b .1. a <;> t  i  j. <:> a ( H m n J l k l  ) 7 I > i r ov:i. h <:>(: a i .a r  n i  h

p r  o i  7. v  o d a t , i c

(Hmn ' ' k l 5 (l,mn ’ ^kl }ST ^ t (l,mn ’^kl }V ( 3 . 5 2  )

onda i  z u s i o v a  da ?-irevT>ka d a t a  <:;a ( 3 . 5 1  ) laude minirna i.na na

o s n o v u  i  7 l a s a n  j a  u p  o .<;j i.av.l ,iu 3 ,1 . dolri  .ia s e  <:>:i. t.em c

• • • ' " n ' " « « 1

" ' kh ' " ! ! 1 • • • (1W'W

J 1

MM

( " i i ' " „ >

,l ,HH'"o)

. . . ( 3 . 5 3 >

Na o s n o v u  s istema ( 3  

k o e f  :i. <:: :i. ,i e n 1. :i. ,i e d n a <’: i n e  (

5 3  ) <•::<' m o .vju

. A'? ) • a l i iiie

0 d r  e d i t  :i. n e p  o z n a t  i.

1 i a i  en o p  o I -i < •. Ka o

p r i m . i e r  p o s m a t r a  ,irim p r o v o d i  n :i I: r  omI:><:• :i.cln o ,<;j p  n p r o f n  oi:i p r e s  j e k a
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.i. s p o I  J a S n i e  P o l i e  l< o J s e  M i ; i e n  i a  p o  j a k o n u

H (ir .t )  = ( l - e x p ( - 5 t ) )  o . . , ( 3 , 5 4  )

l.J r i. ma d u ć .i. ba x n e f  u n k c: i. ;i e u o b 1 i. I; u

= c o s i S i z P B  e o s ( 2 i - D ! r y  e-
KJ- 2a 2b

, j2 k - l ) i r .2  (21-1)7T2
2a ’ + ( 2b ’ 

6m t  . . < 3 , JD )

forwi.rai"ii. su skalarni proi.zvodi. i. r i. J(■:■?•■■■ en s:i.st.em (3,53) 7.a 

sluča.i :::2, j , Kezu 11.arrtn o pol.ie u trenut ku t :::(), .1 ;.ie clato

na s 1 . 3vlOa. r a Promiena Pol.ia u centru u funkc:i.,ii. vremena 

na s 1 , 3,10b, Grečka na siranici. ,ie pri fj~7 ma n J a od 2 % „

S 3. . 3 . 1 0 . a )  O r i . j e d n o s t  p o l d a  u t r e n u t k u  t - 0.1 
b ) Po 1 J e  u c:en t r u  u f  un k c: i  j  i. v r e m e n a

D r u u  i. p r i l a z  r  i e i a v a n  j u  p r - o b l  ema s e  s a s t o j i  u r a z v o j u  

v r e m e n s k i  p i - o m je n  1 j i . v o s  p o l j a  na s r a n i c i  u F o u r i e r o v  r e d  u 

i . n t e r v a l u  k o i i .  s e  p o s m a t r a  a onda <:;e p r o b l e o i  i - j e č a v a  k a o  

r-> r  o s  t  o p  e r  i  o d i  č n i. s  1 u č a i  . a r  i  e č e n d e s  e d o b i  d a k a o s  k u p



p r  o s t  o p  e r  :i. or.l :i. č: n :i. h I; o mr o n en  t  i  „ D :i. f  e r  en  r: i  ;i a ]. n a r.i e rl n a č i  n a

k —t i  ha r  m o n i  k i  ma o b 1 i  k i

A Hk -  = 0

z a

5 6  )

n d J e  v'i e sa  Hk( r  ) o značen k-i.  i  ha rmonik  i r a ž e n o s  P o l J a .  

f r a ž e ć i  r  Jetei ' iJe u o b l i k u  sume b a z n i h  •Punkciaa j er.1 nač:i.ne 

( 3 , 5 6 )  i  oclreckiu Ju ć i  k o e f i c i J e n t e  i z  u s l o v a  cla H k ( r )  buckj 

č t  o b 1 i  ž e v r  i  j e d n o s t  i  k --1 o g l"i a r  m o n i  k a p o 1 j  a n a s  r  a n :i. c: i  

d o b i d a  s e  ukupno p o ]. j e ;

_  M ^
H^Cr.t)  = IH^C?) I c o s fk u r . t + ^ C F ) )  . . . ( 3 . 5 7 )

k=l

rl dc? Je I h ^  r  ) f a z a  l i ^  ( K  ) ,  Na ovao n a č i n  s e  r  Ječa  van Je u 

s  1 u č a J u s  1 o ž e n e p o b u rl e s v  orl i  n a r  J e č a v a n J e  s  i  s  t. e  m a s  a 

p r  o s t  o p e r  i  o d i  č n i  m p o bu d a ma .
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3 . 4  A N A LIZA  TAL..ASDUOI1A

U 0v 0m P O E i l a v l  Ju ć e  b i t i  p r i k a z a n a  p r i m i e n a  r a z v o i a  

b r a n  i č n  i  h u s l o v a  p  0 ba zn im Tun I: c i  iama na p r i m o e r i m a  

i'. a 1 a s  0 v  0 d a s  1 0 ž e  n 0 3 p 0 p r ■ e  č n 0 g p r  e  i  e k a * d 0 b i  i  en i  h

d e  f  0 r  m a c i  i  o m p r  a v o u s a o n  0 3 t  a l a s o  v  oda . Ii e P 0 r  m i  s  a n i

p r a v o u s a o n i  t a  ]. a s o v o d i  >■ kao § t  0 i e  r e č e n o *  i m a i u  p r a k t i č n u  

p r  i  m i  en u i  1 0 u 3 1 a vn 0 m u 0 b 1 i  k u f] i  H t. a I  a s  0 v  0 d a » za  

i  z 3 r  a dn i u  t § i r  0 k o p o i a s n i h  Gun n 0 v i  h osc: :i. 1. a t  0 r  a 1 i  t . / 3 9 / - - / 4 0 /  y 

s rp r e ž n  i a  ka l i t . / 4 1 / »  t.a l a s o v o d n  i  h t r a n s f o r m a t o r a  l i t . / 4 2 /  i  

mi k r  01. a l a  sn  i  h f i l t a r a  l i t . / 4 3 / .  U p r  v  0 m d i i e l u  ovo s  

p 0 3 ].a v  1 i a  d a t  i e  k r a t a k  p r e s l e d  t e o r i i e  n e o n h o d n e  xa a n a l i z u  

' t a l a s o v o d a .  U d r u s o m  d i i e l u  i e  o n i s a n  p o s t u p a k  p r i m i e n e  

r a z v o i a  s r a n i č n i h  u s l o v a  p o  b a z n im  - P u n k c i ia m a  k o r i s t e ć i  

me?tod n a i m a n i i h  k v a d r a t a  za  a n a l  i z u  t a l a s o v o d a *  a u t r e ć e m  

s u  d a t i  n u m e r i č k i  r e z u l t a t i  za  n e k o l i k o  p r o f i l a  t a l a s o v o d a .

3 . 4 . 1  P R E G L E D  T E O R I J E

R i e č a v a n i e  pr oblema prosti r a n i a  talasa duž talasovoda spada 

u 3 r u p u p r 0 b 1 e m a s 0 p s t v e n i h b r 0 i e v a . P r i i e 0 d r e d i i v a n i a 

polia ne op hodno ie odrediti kara kter ist. ični broi t alasovoda 

koii def:i.ni§e opses u kome ie mosuće p r o s t i r a n i e  odredienos 

tira talasa. Sve talase kao S t 0 ie poznato možemo



J>/

por.li  J e l i t  i  n a !  t r a n s v c - i r z a l n e  e'l.ok t.r otncawne t.ne 11."M k o J i  im a J u  

s a w  o k omp on en 1. e  n o r  ma .1. n e n a p r a va  c: p> r  o s  t. :i. r  a n j  a i

P r e d s t  a v l  Ja  Ju o s n o v n e  o b l i k e  t a l a s a  kod l i n i d a  s;a p o v r a t n i m  

p r o v o d n i k o m r  t r a n s v e r z a l n e  e l e k t r i č n e  T E  t a la < s e  ( H - t a l a s i  ) 

k o d i  i  ma ,-j u v e  k t  o r  e 1 e  t; t. r  i  č n o s  p o 1 ,-j a n o i-ma ]. an n a p i- a v a  c 

p r  o s>t. i  r  a n da a wa s n e t  n i  v e  k t  o i" i  ma k omr> on en t. u u p r  a vc:u 

p r o s t i r a n o a » t r a n s v e r i a l n e  m a s n e t n e  TM ( E - t a l a s > i  ) kod k o d i h  

samo v e k t o r  e l e k t r i č n o s  p o l a a  ima kom ponentu  u p r a v c u  

p r o s t i r a n d a  i  h i b r i d n i  t . a l a s i  kod k o d i h  i  v e k t o r  e l e k t r i č n o s  

i v e k t o r  m asnetnos p o I aa im aa u  kom p onentu  u p r a v c u  

p r o s t i r a n J a  ,

Kod t a l a s o v o d a  s u  g o t o v o  u v i J e k  d o m i n a n t n i  t a l a s i  H t i p a  pa  

č e  n j i h o v o d  a n a l i z i  b i t i  p o s v e č e n o  n a J v i č e  p a ž n d e ,  A n a l i z a  

E  t i n a  t a l a s a  m o ie  b i t i  i z v r ž e n a  pot.puno a n a l o a n o r  dok s>e 

h i b r i d n i  t a l a s i  moau d o b i t i  s l a s a n J e m  H t i n a  i  E  t i p a  t a l a s a ,

Za s l u č a j  H t i p a  t a l a s a  u z i m a d u č i  da ?:e os>a p r o s t i r - a r i d a  

pokla na  s a  z - o s o m  k o mp o n e n t a  p o l a a  u p r a v c u  pi-o s t i i - a n ,-ja m o i e  

b i t i  n a p i s a n a  u o b ' l i k u  Hz==( Or Or H z o  ) ,  K o r i s t e č i  M a x w e l l o v e  

j e d n a č i n e  može se d o b i t i  da ,je v e k t o r  Hz p o v e z a n  sa 

v e k t o r i m a  H i  E  p r e k o  r e l a c i a a *

__ —
E = J^rotHzo e

. . . ( 3 . 5 8  )

H = -  - ( g r a d  divHp. zo
2 — , i<ot+ ui ć_uH )eJ

' zo

s d J e  v e k t o r  l iz ( k o d i  s e  n a z i v a  H e r t z o v i m  v e k t o r o m  )
\

z a d o v o l j a v a  d e d n a  č i n u 5

32h 32h 32hZO
3x2

ZO
3y2

+ -- -f2 + o?2£kH = 0- ,2  J  z o3 z

. . . ( 3 . 5 9 )
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t.Jz :i. ma Juć i da se pol je clu 1 z. ose miJencia p o  eksip onenc: :i. Ja In oin

z a k o n u  s

Hzo H e - Jir* e e * ( 3  v 6 0  )

d o h) :i. J a <■:>& J ed n a č :i. n a i

s 2X
+ k2Hz 0 v »( 3 »61 )

s d J e  J e  k2~—fi2+ oo2£ s>op«>tveni b ro d  cl i f e r e n c :  :i. Ja  1 n e  d e d n a č i n e  

( 3 »63. ) » Može rs>& v i d d e t i  da za i: i^v'E; j e k s p o n e n t .  u

< 3 »6 0 ) i  m a r  e a 1 n e  v r i o e d n o s  t. i. t  j ,  e  n e  t- s i  j  a s  e  n e p  r  o s> t  i  r  e  

d u ž t a l a s o v o d a ,  F r e k v e n c i  j a  p r i  k o a o j  J e  i:::=2 JT f /c :  n a z i v a  s e  

k r i t i č n o m  f r e k v e n c i j o m  za d a t i  t a l a s o v o d ,  Da b i  o d r e d i l i  

s o p s t . v e n  i b r  o j k > odn osn o v e  l< t. o r  H z na o sn  o vu d i  Per  enc: :i. Ja  1 n e  

d e d n a č i n e  < 3 . 6 1 )  t  r  eba k or  i  <r>t. i  t. i. J oč  i  s r  an :i.čne u s  1 o v e  k o d i. 

s>u za  H tin> t a l a s a  d e f i n i s a n i .  kao ?

S h
— -  = 0 
Sn

na p r o v o d n o  j povrčini.» odnosinoi

»62 )

H . = 0 z

n a magn e  t  n o m z i. d u .

. . . <  3 . 6 3  )

O s t a l e  ko MP on e n t e  PolJa sie mosli odrecliti na osnovu dednačina 

< 3 . 5 8 )  k o d e u razvi jenoo formi ima.iu obliki

H = x

H =
y f  ay

< 3 . 6 4  )



3 9

E x
0 H

*
k2 S y

E
y

7& s  1 u č. a J E. ‘tir>a 'ta 1. asa H 0 pi. zov vt;k't or j.wa ot)l .i. k E z = ( 0 » 0 » E z  ) 

a ostale koMPoneivte p o .I. Ja se dobi.i&ju na osnovu relaciia s

H j  oT rotE■ ej lJ t  z
» . * ( . Č)\.i )

E =
_  2 — -jĉ t(graddivE^ + c? E^E^Je r ( 3 »<?>6 )

Ue-? 1 i  <v: i n a  E z  s;.e o d r  ed j l i j  e  n a o <;>n o vu de d n a č: :i. n <-:■' |< o da d e

e k v i v a l e r r t n a  j e d n a č i n i  ( 3 . 6 1 )  i  ima o b l i k o

32e 52e '

+ 7. + k E = 0  . . r ( 3 T 6 7  )
0 E 0 y 2 z

d o l< b r  a n i  č n i  u s  1 o v  i  j.ma d u o b 1 i  k ;

E = 0 z

na P ro v o d n o m  z i d u »  o d n o s n o J

9 E
= C 

0 n
na m a s n e t n o «  z i d u .

3 . 6 8  )

. . . ( 3 . 6 9 )

S t r u k t u r a  p o l d a  m o ie  b i t i  o d r e d J e n a  na o s n o v u  č i n d e n i c e  da  

1 i  n i  j  e  H z ( >: y a ) c  o n s  t  . p r  e  d s  t  a v  1 d a i  li ]. j. n i  ,i e  e  1 e  k t  r i č n o  s  p o 1 d a 

u s l u č a d u  H t.i .pa t a l a s a >  a l i n j .  ,ie E z (  >py ):= c : o n s t . l i n i . i e  

M a s n e t n o g  p o l d a  u s l u č a . i u  E t i p a  t a l a s a  , 1 i t  . / ! / .

G u b i c i  e n e r s i  de p r i  P r o s t  i r a n i u  t a l a s a  k a r a k t e r i ž u  se-.' 

k o e f i c i  dentoM s l a  b l  ,)en ,ia . U opt i iem s . l .uča , iu  k o e f ' i c  J e n a t



4 0

13 J d 7 k a o J. s  ti t) :i. c: i  r j  e r> o £> 1 ed :i. c: a n e I: o 1 :i. I; o f'a k t. o p a s 

s  1 a t) 1 j e n  j a  u s  1 ecl n e s a v r š e n e  n r o v o d n c B t  i  •/ :i. cl o va  r s  1 a b 3. j e n  ,-ja 

u s l e d  n e s a  v r ž e n  o s t  j. s r e c l i n e  kr-oz kodu s e  t a l a s  n r o s t i r e  j. na  

k r a a u  r a z n i h  r a s i p a n d a  e n e r a i .  j e  u s l e d  n e s a v r ' ^ e n i h

p r i l a s  od j en j a  na sn  o j e v i .w a  , Ak o jca s r e c l  :i.na p r  o s t  :i.i"■ an j a

v a  zdu h oncla s e  d r u s a  kornp onen ia  s l a b l  j e n  j a  može z a n e m a r i t i  , 

T r e ć a  n e ć e  b i t i  t r e t i r a n a  u ovorn r a d u  t a k o  da ć e  s e  s r n a t r a t i  

da s u  j j u b i c i  p o s l e d i c a  sarno n e s a v r ć e n e  p r o v o d n o s t i  z i c l o v a .

F' o t  p  u n o t. a č  n o t. e  o r j. j  s  k o t. r  e  t  j. r  a n j  e  n e s  a v  r  č  e  n j. h z i  d o v  a b i  

b i l o  veoma s l o ž e n o  j e r  b i  t r e b a l o  u z e t i  u o b z i r  cla p o s t o j i  

•t a n s e n  c: j. j  a I n  a k omp o n en t. a e  1 e k t  r  j. č n o s  p  o ]. j a  n a z j. du 

t a ].a s o v o c ia  pa s r a n i č n  j. u s ]. ov j. dat. j. r>red hodn j.rn r e  1 ac: i  jama n e  

b j. v  a ž i  I  i  , M e d j  u t  i. m , p  o č  i. o j  t' u s  v  :i. rn r> r  a I : i. j. č n i  m s  I  u č a j  e  v j. m a 

t a n 3 e n c i . j a  1.na komponeni.a z n a t n o  manda od norrna 1 n e  t o  s e  

' o d r e d j i v a n d e  p o l d a  može i z v r č i i i  k o r i s t e ć i  s r a n i č n e  u s l o v e  

k a o u j. d e a  I  n o m s  ]. u č a d u a o n d a p  r  i. r  a č u n a n j  u k o e-P j. c: i  d en t. a 

s l a b l d e n d a  u z e t i  u o b z i r  k o n a č n u  p r o v o d n o s t ,

P ro m d e n a  s n a . s e  u f u n k c i  d i  z k o o r c l i n a t e  de da t a  u o b l i k u *

P = PQ e~2cLz , , , ( 3 , 7 0 )

s d d e  de? cL ~--Im [ k o e f  j.c:i  denat. s l a b l j e n j a  u t a l a s o v o d u  i . ,

u z  p r e d h o d n e  kom e rvta re  i  o s r a n  i č e n  d a , može b i t i  r a č u n a t  i z  

p o z n a t  e  f  o r m u l e :

b cl de j e  l l t  u k u p n a  t a n s e n c i  da I n a  k o m p one nta  ma.snet.n og p o I  da
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đuž  7. :i. d a t a  l a s o  vo d a  « a H t r a n s v e r z a l n a  k o m p o n e n ta  p o  

p  o p  r  e  č n o m p  r  e s  J e  I: u t  a 1 a <s o v o cla.

3 . 4 . 2  PRIMJENA METODA NAl..iMANv..lIH KVAtHtATA NA ANAI...IZU
TALA30UGHA

(.)clr ed  J :i. va  n j e  e  J. e  k t  r  o ma .<-i ri e  t n o s p o ]. J a u i "i u t  a r  t a 1 a <••• o v  o d a z a 

s l u č a j  H—t i p a  t a l a s a  s v o d i  s e  na r j e č a v a n j e  c l i f e r e n c i  j a l n e  

j e d n a č i n e  < 3 . 6 1 )  uz  s r a n i č n e  u s l o v e  < 3 . 6 2 )  i  < 3 . 6 3 ) .

R j  ečven j  e  t  r  a ž i  m o u o b 1 :i. k u r  ed a s

M

V x.y) = ^EBmfm(x,y) . . . < 3 . 7 2 )
m=l

•S c! j  e  j  e  f' k < x . y ) s  k u p  f  u n k c: :i. j  a k o j  e z a d o v  o 1 j  a va j  u 

cl i  f  e  r  e  n c i  j  a 1 n u j  e  d n a č i  n u < 3 . 6 1 )  i  m o ž e  b i  t  i  u z e  t  u o b 1 i  k u t

f  ( x , y )  = (cosk x + Bsink x) (Ccosk _y + Dsink y )  . . . < 3 . 73 ) m x x jr  y
2 2 2

k + k = k . . .< 3 . 7 4  )
x y

U s l u č a j u  da s e  k o r i s t i  p o l a r n i  k o o r d i n a n t n i  s i s t e m  s v e  

p r e d h o d n e  j e d n a č i n e  t.re.'ba t . r a n s f o r m i s a t i  u p o  1 a r n u  f o r m u .  a 

b a z n e  f u n k c i j e  f k < r . a ) mosu b i t i  u z e t e  u o b l i k u *

f  ( r , 0 )  = (J ( k r ) + BN (kr) ) (Ccosm0 + DsinmO) . . . < 3 . 7 3  )
m m m

I n t e s r a l  l< v a d r a t n e  s r e f t k e  d u ž  s r a n i c e  j e :

2e =
3 h M M

' a . , d l = 2
m=l n=l

_ a _ j. 7. V o d P 0
0 n

. n o m s  j. s ie m u  mc1 ■}. e

B B m n

9f m(x «y ) 3 fn (x , y )
3 n 3 n dl - < 3 . 7 6 )
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a f n.(« - r )
0~n = ( - l ’ (x)-

3 f  ( x , y )  B f  ( x , y )

8 X 0 y )/\f\l + l ’ (x-) , . ( 3 . 7 7 )

s.'clde de .!.( x ) f u n k c i J a  k o i a  op-j .suJe z i d  t a l a s o v o d a .

Za o r e d d i v a n d e  koepj.c: j. oenat .a  B j. s o p s t v e n e  vn:i J e d n o <:>t j km

i z  u s l o v a  da i n t e s r a l  k v a d r a t n e  a r e š k e  d u i  s r a n i c e  bude

m j. n j. m a 1 a n d o b j. ,i a m o s  :i. s  t  em o d M l  i  n e a  r  n i  h J e  d n a ć': i  n a .

s d d e  su

ai l  * • • ^IM

= 0

^Ml ’ ’ * M̂M

. . . ( 3 . 7 8 )

amn

B f  ( x , y , k )  B f  ( x , y , k )  
_ _ 5 ---------------- D-----------d l

0 n 0 n
. ( 3 . 7 9 )

. 2K o e p j . c : i  i e n t  i  a i  e  ■Punkcide c>u s o p s t v e n o s  b r o J a  k k o d i  s>e mn

Može o d r e d i t i  i z u s l o v a  da l i n e a r n i  h o M o s e n i  s i s t e M  ( 3 . 7 8 )

iMa n e t r i v i j a l n a  r c i e ž e n . i a  t  j . da J e  det|  |a I h O .  M e d J u t iM
mn

z b o s  v e l i k i h  r a z l i k a  u v r i j e d n o s t i.Ma k o e - P i c j . J e n a t a  r a č u n a n . i e

d e t e r M i n a n t e  za v e l i k i  r e d  s i s t e M a  ; ie f e s t o  veo m a n e s t a b i l n o

pa u o v o m  r a d u  n i J e  t r a ž e n a  n u l a  c le t .e rm i .n a n te  v e ć  J e

r a č u n a t a  v r i J e d n o s t  i n t e g r a l a  k v a d r a t n e  s r e č k e  ( i z r a z

( 3 . 7 6 ) )  u f u n k c i J i  s o p s t v e n o s  b r o J a  k i  o d r e c l J i v a n  M in im u M  
2f u n k c i J e  e  u z a v i s n o s t i  od k .

3 . 4 . 3  N U M ER IČK I REZLJLTATI

Za t a l a s o v o d e  pr:i. k a z a n e  na s l i c i  3 . 1 1 .  uzet .o  J e da s>u 

c le f in i . s i .a ne  v e l i ć i n e :  č i r  i n a  t a l a s o v o c l a  a > v i s i n a  d . d u b i n a
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u r e z a  c: ( i  1 i  v i s i n a  h )  i  £>:i.rina u r e z a  b» Na o s n o v u  •(. o*ua s>u 

odrecl  J e n  i  p a r a m e t r  i  f u n k c i  ;ia kode  d e f  i n  :i. šu  o b l i k  z i d a  .. 

h l a z m a t r a n i  s u !  k r u ž n i r  k o s i n u s r i i  > 1 i n e a r n i  > i  p  o 1 i n  omi da 3. n i  

u r e z i ,  Rad .i. a p r  o I: sri.mac: i. de o b1 i. ka s t a n d a r d n  i. h |~| i. |-|

t a l a s o v o d a  r a z m a t r a n i  su  i. s l u č a d e v i .  s a  k o s i n u s n  i.m i  

p o l i n o m i d a i n i m  u r e z i m a  v i č e s  r e d a . P r o r a č u n a t e  s u  

k a r a k t e r i s t i . k e  i  J e d n o s  o b l i k a  t a  1 a s o v o d a  s a  ' i s p u p č e n i e w .

l (x )=h+c| ( x - a /2 )/b| l ( x )= h —c / 2 ( l—cos (x—a/2) /b)

S 1 . 3 . 1 1 .  P o p r e č n i .  p r e s d e c i  t a l a s o v o d a  s a  dedni.m i  dva
ureza < is p u p č en da )

Z.a H'J.O t i .P  t a l a s a  b a z n e  f u n k c i . d e  s u  u z e t e  u o b l i k u «

f  ( x , y , k )  = cosk xcosk y/exp(k  d) . . <  3 . 8 0  )



4 4

& d j  e  j  e

kx
(2m-l )7i 

a
. . . (  3,81  >

Ova k o : u a b r a n e  Fun I; t: :i, J e

>'i ed n a č. :i. n u < 3 , 6 1 ) ,  a o s  i  m i  o s  a 

< 3,62  ) n a z i  d o v  i  ma >: ::=<), 

x -  o s  i  :i e u 7. e t  a u o b 1 :i. k u

7.a d o vo 1 Ja  va  Ju 

z a d o v o 1 i a v a J u  

::::a i  y ;::;0 ,

Fun kc: :i. ,ie  o v a  k\

d :i. f e r e n c :  i  J a  I n u  

i  s  i" a n i  č n i  u s  3. o v  

Z a v i s n o s t  p o

'•o ;.:j t: i .pa ,'ier >ie

7. — k o ftip o n en t  a H 3.0 t  .i. p a t  a 3. a s  a n e p a r  i "i a F u n i: c i  >.i a u o d n o s u  n a

x ~ a /2  o s u .  F ' r i i f l i e n o m  a e d n a č i n e  ( 3 . 7 9  ) o d r e d d e n i  s u

k o e f i c i o e n t . i  a m n, a z a t i m  na o s n o v u  s i s t e m a  < 3 . 763) u z i m a d u č i

da cie p r v i  k o e - F i c i  c ienat u r a z v o d u  b a e d n a k  a e d i n i c i1
o d r e d j e n i  s u  o s t a l  i  k o e f i c i  j e r r t  i  r a z v o j a  a onda i  v r i j e d n o s t  

k v a d r a t n e  g r e & k e  u f u n k c i j i  k i  n j e n  m i n im u n i  na o s n o v u  i z r a z a  

< 3 . 7 6 ) .  'v’r i j e d n o s t  k v a d r a t n e  s r e č k e  u f u n k c i j i  s o r s t v e n o s  

b r o j a  k za s l u č a j  k r u ž n o s  u r e z a  i  a := 2 ,  d ~ l ,  c:::= 0 .4  i  b = l  j e  

d a t  a i "i a s  3. i  c: i  3 . 1 2 .

L O G C ] Q / 3 * e d )

k /  (7C/čl)

S l . 3 . 1 2 . O r i j e d n o s i t  k v a d r a t n e  s r e č k e  u f u n k c i j i  s o p s t v e n o s
b r o j a  k za a :;= 2 , d ::= l ,  c ::::0.4  i  b::=l

P r i m j e n o m  p r e t h o d n o  o p i s a n o a  metocla o d r e d j e n i  s u  s o p s t v e n i  

b r  o j  e v  i  I; z a i ' a z n e d i  men z i  i  e i  t  i  p o v e u r  e z a z a I■■! 1 0  t  i  p

t a l a s a  i  d at .e  u t a b l i c i  3 . 1a .i. 3 . 1b .



TABL. IOA 3 . 1  v\ M J. 0 1 :i. i"' t  a 3. a s a  b /a  :r:0 . 5

o b 1 i  I: 

k r' u i  n .i. 

k o <r> i  n . 

t  r  o u <•> . 

p o 1 i  n .

4 5

TABI... I C A  3 . 1 b  M10 t  :i. p  i. a 1 a :::■ a b/ e. 0 . 3

! h / d  0 . 9 0 . 8 0 . 7 0 . 6 0 . 5 0 . 4

k r  u i. n i  ! 0 . 9 6 9 0 . 9 2 9 0 . 8 8 3 0 . 8 3 1 0 . 7 7 4 0 . 7 2 1

k o s i n .  ! 0 . 9 7 2 0 . 9 3 6 0 . 8 9 1 0 . 8 4 4 0 . 7 9 3 0 . 7 3 2

t. r  o u s). ! 0 . 9 7 5 0 . 9 4 6 0 . 9 0 4 0 . 8 8 0 0 . 8 6 9 0 . 8 4 3

p  o 3. i  n . ! 0 . 9 6 4 0 . 9 2 2 0 . 8 7 3 0 . 8 1 6 0 . 7 4 2 0 . 6 9 1

C OS V:V: 12 ! 0 . 9 6 5 0 . 9 2 1 0 . 8 6 7 0 . 8 0 9 0 . 7 3 8 0 . 6 8 5

P 1 . / 2 / ! 0 . 9 6 2 0 . 9 1 3 0 . 8 5 6 0 . 7 9 5 0 . 7 2 8 0 . 6 5 4

Norma ]. i z o v a n a  v r  i  J e c l n i s t  s o p s t v e n o g  b r o d a  k/( fH / a  ) 7.a r a z n e  
o b l i k e  t a l a s o v o d a  s a  d ed n im  i  dva  u r e z a  u F u n k c i d i  d u b i n e  i

t  i. r  i. n e  u r  e 7. a

0 . 9 0 . 8 0 . 7 0 . 6 0 . 5 0 . 4 0 . 3

0 . 9 7 8 0 . 9 5 1 0 . 9 2 1 0 . 8 8 7 0 . 8 4 7 0 . 8 0 2 0 . 7 4 9

0 . 9 7 2 0 . 9 3 9 0 . 9 0 0 0 . 8 5 5 0 . 8 0 5 0 . 7 4 8 0 . 6 9 3

0 . 9 7 8 0 . 9 5 1 0 . 9 1 9 0 . 8 8 1 0 . 8 3 8 0 . 7 8 0 0 . 7 2 6

0 . 9 8 2 0 . 9 6 1 0 . 9 3 5 0 . 9 0 3 0 . 8 6 3 0 . 7 8 6 0 . 7 2 9

K a r a k t e r i s t i č n i  b r o d e v i  za M20 t:i.p t a l a s a  :::-u o d r e d d e n i  

k o r  i s t . e ć i  n a p r  i  ded i z l o i e n i  met. od p r  i  čemu de> ima d u ć i  u 

v i d u  da de z - k o M P o n e n t a  1120 t i p a  t . a l a s a  p a r n a  f u n k c i d a  u 

o dn o s u  n a x::=a/2 o s u  r r  e č e n  d e  t. r  a ž en o u o b I  i  k u ;

/ . — „ 2m7l
Hz ( x -y) = >  B[t cos— xcoskyy . . . ( 3 . 8 2 )

m=l

K o e f  i  c i  d e na  t. č i  r  o k op o da s n  o st. i  o d r  ed d u d e č i  r  i  nu op  s e s  a u k ome 

de m o s u ć e  p r o S t i r a n j e  samo d o m i n a n t o g  t i r a  t a l a s a *  d e f i n i S e  

Sie kao  o d n o s  k r i t i č n i h  f r e k v e n c i d a  > a t i m e  i  o d n o s  

s o p s t v e n i h  b r o d e v a  o s n o v n o s  i  p r v o s  s l e d e ć e s  t . ip a  t a l a s a  t  d .

T - k 2 / k 1 U n ačem  s l u č a d u  de t.o o d n o s  s o r s t v e n i h  b r o d e v a  HIO
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i  H 2 0  i : i .pa  t a l a s i a  k o i i  j e  z a n e lc e  od p r e d h o d n o  a n a l i z i r a n i h

o b l i k a  d a t  u t a b 1 i  c :i. 3 . 2 .

TABL I C A  3 . 2 K G E F I C I J E N A T Š IE O K O P O J A S N O S T I b / a - O

! h/cl
i — ........ .......1 ...... .......

0 . 9 0 . 8 0 . 7 0 v v'f) 0 . 5 0 . 4

! k r  u ž n i  ! 2 . 0 6 9 2 . 190 2 . 2 9 5 2 . 4 5 8 2 . 66 2 2 . 8 7 5

! k 0 s  i  n . ! 2 . 0 7 5 2 . 1 4 7 2 . 26 7 2 . 4 0 5 2 . 5 7 2 2 . 8 0 1

! t  r  0 u 3 . ! 2 . 0 5 1 2 . 1 2 1 n '*>'■*>••?v a‘„ a'.. V./ 2 . 2 8 9 794A.* Y V.. «\». V 2 . 4 0 2

! p  0 1 i  n . ! 2 . 0 7 4 2 . 1 9 1 2 . 3 3 6 2 . 5 2 4 2 . 7 3 3 3 . 0 3 9

! F' 1 . / 2 / ! 2 . 0 7 9 2 . 1 9 1 2 . 33 7 2 . 5 2 9 2 * 7 6 5 3 . 0 8 2

K o e - F ic  i  d e n a t  š i r o k o p o d a s n o s t i  za  r 
s a  d e d n im  i  dva u r e z a  u P u n k c i d i

a z n e  t. i  p 0 
d u b i  1 "i e i.

v e  t  a 3. a 
č  x r  i  n e

s  0 v  0 cl a 
u r  e z a

T r e b a  n a p o m e n u t i  da sru s o p s t v e n i  b r o i e v i  i a I a s ; o v o d a  na s l i c i  

3 . 1 1  s a  d ed n im  i  d va  u r e 7.a i s l . i  s  o b z i r o m  na s i m e t r i i u  

o b ’i i k a  i a l a s o v o d a  u o d n o su  na x - -o su .

O r i d e d n o s i i  s o p s i v e n o s i  b r o d a  za  Fl i  l-l i a l a s o v o d e i  d a i e  u 

z a d n d o d  v r s t i /  s u  r a č u n a t e  p o  o b r a s c i m a  < 3 . 8 3  ) i  ( 3 . 8 4 )  i z  

l i t . / 2 / .

tgkb hc tgk(a/2-b )  2 00 s in 2s h ctgp (a/2-b)
za  H IO  ______ = __________________  , n ____________ . . . ( 3 . 8 3 )

k kd hd n=l s  2 pn n

ctgkb hctgk(a/2-b)  2 00 s i n  s^g ctg pn (a/2-b )
za  1-120 -------  + -------------------  = —  ---------------------------- . . . < 3 . 8 4 )

k kd hd n=l s^ p^

2 2 2s = 7 l n / d  s  + p  = kn n n
I  o v e  v r i d e d n 0s l i  k a r a k t e r i s t i č n i h  b r 0 d e v a  za s > i a n d a r d n e  l l  i  

H 1. a 1 a s  0 v  0 d e m 0 s  u č e de cl 0 b i  i  i  p r  i  m d e n i  m m e t. 0 d a n a d m a n d i  h

k v a  cl r  a t  a v r  č e č  i  i  n i. e s r  a c i  d u p 0 x i  \> k 0 0 r  d i  n a t  i  d u ž 3 r  a n i  č n e

i v i c e  l i t . / 44 / .
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Na o s n o v u  r e z u l t  a t a i  z t. a t> .1. :i. c: e  3 . 1 a  mote  s e  za k ]. ciuč :i.'t. i  da j e  

k a r' a k t  e r  i  s t  i  č n .i b r o i  u s  3. a vn 0 m 0 cl r  ed i  en d u b i  n 0m ž 1. i  eba I  p a k 

m 0 ž e  s  e p  r  i  m i  i  e  t  i  t  i  cl a p  r  1 i  s  t. 0 i  d u b i  n i  p 0 s  t  i  i  i  r  a z 3. i  I: a 

m e d iu  v r i i e d n o s t i m a  k a r a k t e r i s t i č n o s  b r o i a  u z a v i s n o s t i  od 

o b l i k a  z i d a  t a l a s o v o d a  . Dva č i n i e n i c a  može b i t i  3.a k o  

p o v e z a n a  i  o b i a č n i e n i a  i m a i u č i  u v i  du t.ab3. ic:u 3 . 1 b  s d i e  s u  

d a t i  k a r a k t . e r i s t i č n i  b r o i e v i  za u ž e  u r e z e .  D i d i  s e  da s e  

v r i i e c . l n o s t i  k a r  a k t e r  i s t .  i č n  i  h b r o i e v a .  a t  im e  i  k r i t i č n e  

t 're k  v e n c  i  i e  sman i u  i u  s a  sman i e n  iem :!;• i r  i n e  u r  e z a  .

P o s m a t r a i u č i  o b l i k  k o s i n u s n o s  u r e z a  u predhoclnom s 3 . u č a i u  

v i d i  s e  cla i e  on z n a t n o  u ž i  p r i  dnu i  od p o l i n o m i i a l n o s  i  od 

k r u ž n o s  pa o t u d a  i  m a n ia  k r i t i č n a  u č e s t a n o s i  za o v a i  o b i i k  u 

t a b l i c i  3 . 1 a .  I z  i s t o s j  raz3 .  o s a  i  p  0 1 i n  omi i a  3,n i  u r e z  4 - t o s  

r e d a  p o č t o  i e  n e ž t o  č i r i  ocl o s t . a l i h  ima v i č u  k r i t i č n u  

u č e s t a n o s t .  M e c l iu t im r  s m a n i e n i e  č i r i n e  u rez .a  ne  v o d i  ka 

monotonom s m a n i e n i u  s o p s t v e n o s  b r o i a  v e č  p o s t o i i  n e  k a 

o p t i m a l n a  č i r i n a  i z n a d  k o i e  v r i i e d n o s t  k a r a k t e r i s t i č n o s  

b r o i a  p onovo  r a s t e .  Do p r e d h o d n o s  z a l i u č k a  s e  može d o ć i  

p o s m a t r a i u ć i  s o p s t v e n e  b r 0 i e v e  11 3. H t a l a s o v o d a  c l a t e  u

l i t . / l /  i  / 2 / .  Na o s n o v u  t i h  r e z u l t a t a  v i c l i  s e  da i e

o p t i m a l n a  č  3. r  i  n a u r e z a  r e d a  p o l o v i n e  u k u p n e  f t i r i n e  

t a l a s o v o c l a .  To s e  može v i d i e t i  i  na o s n o v u  r e z u l t a t a  i z  

t a b l i c e  3 . 1 b  3 d i e  k o s i n u s n i  u r e z  z b o s  m a l e  š i r i n e  za  s l u č a i  

b /  a = 0 . 3  n e s  a m 0 d a n i  i  e d 0 m i  n a n t  a n v  e  ć i  m a m a n i  e  s  n i  ž e n i  e  

k r i t i č n e  u č e s t a n o s t i  od o s t a l i h  o b l i k a .  M a la  ć i r i n a  u r e z a  

p r  i  dnu u r  e z a  i e  i  r a z  3.0s  č t  o t  r  0u 3 a 0n i  u r  e z  ma 3.0 u i  i  č e  na  

sma n i  en i  e k a r  a k t  e r  i  s t  i  č n 0 3 b r  0 i  a .

Na o s n o v u  t a b l i c e  3 . 1 b  s e  t a k o d i e  može v i d i e t i  da k r i t i č n a



48

i.i č e t a n o s t z a o b 1 i I: I; o s :i. n u s a 12 -1 o a

4 — t o s v e o h'i a malo o cl s t u n a o c.l k r :i. t i č n e 

tal as o v o d a  koda ,ie da ta u zadnio j vrsti 

osn o vu obrazaca < 3,83 ),

s  t  e  r> e n a i  p  o .1. i  n o m a 

u č e s t a n o s t i  11 i  l-l 

a r a č u n a t a  J e  na

I m a J u ć i  u v i d u  d o t  j. k o e f i c :  i  J e n a t  č i r  o k op  o J a s n  o s t  i  rriože s e  

z.ak  1 j u č i t i .  cla z a o b l d a v a n J e  i v i c a  s t a n d a r d n i h  u r e z a  veoma

m a lo  u t i č e  na s m a n J e n J e  k r i t i č n e  u č e s t a n o s t i  i  p r o p u s n o s  

o p s e s a  ?>t o ,ica b i t n a  č i n  , ienic.:a ako  cua ima u v i d u  da s>ca t i m e  

u b l a ž a v a  n e d o s t a t a k  u s l e d  k o n c e n t r a c i J e  n o l J a  na i v i c a m a  kocl 

s t a n d a r d n i h  P i l i  H t a l a s o v o d a > a o s im  t o s a  b i ć e  p o k a z a n o  da

s e  i  k o e f i c i J e n a t  s u b i t a k a  z n a t n o  s m a n J u J e ,

Na o s n  o vu o d r  ed J en i  h v r  i. J ed n o s i  i  s  op  s t  v e n  os b r  o J a k i

u z i m a J u ć i  da J e  p r v i  k o e f i c i J e n a t  r a z v o J a  B “ 1 o d r e d J e n a  J e
3 HZ 1

v r i J e d n o s t  —— r a d i  p r o v J e r e  t a č n o s r t i  r e z u 3.i . a t a  v P o k a z a n o  J e
3 n

„„i„„„ 3HZ/0HZ cld J 0 o d n o s  — / t  , j , o d n o s  t  a n a en c i  J a 1 n e  i n o r m a 1n e3 n 9 t

k o m p o n e n t e  e l e k t r i č n o s j  p o l J a  na z i d u  t a l a s o v o d a  ma 1 i  > č t o

zn a č i  da s e  t a  n s en c i J a 1n a k om p o n e n t a  e I e k t  r i č n o s  p o 1 J a

može  z a n e m a r i t i  o d n o sn o  da r j e č o n J e  veoma d o b r o  z a d o v o l J a v a

3 Hz • 0Hzs r a n i č n i  u s r lo v  ( 3 , 6 2 ) ,  U r i J e d n o s t i n a z i  d u3 n ' 31
t a l a s o v o d a  s a  p o l i n o m i J a l n i m  u r e z o m  4 - - to s  r e d a  d a t e  su  u 

t a b l i c i  3 , 3  za s l u č a J  kad a  Jca a~ 2 r  d = l ,  h=0,'6> b ~ 0 , 6  i  

za  r a z n e  v r i J e d n o s t i  r e d a  a p r  o ks imac:  i  J e  H,

I s p  i t .  i  v a n  Jem k o n ve rsca n c :  i  J e  r e d a  p o k a z a l o  se> da z a

z a d o v o l j e n J e  s r a n i č n o s  u s l o v a  t r e b a  u z e t i  v i č e  č l a n o v a  z a  

d u b l J e  i  už.e u r e z e ,  K a o  z a d  ovo 1 J a v a  J u ć  i  rcad a p r o k s i m a c i  J e  

n a J č  e  č, ć  c? J c? u z j. m a n b r  o J H i  n t  < c /  b « 2 0 i- 2 ) ,
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TABL. I C A  3 . 3 0 Hz
a t1 -

:i. »A x ii“-4 M~8 M-.1.2 M -16

j I 0 . 0 7 1 1 - 0 . 0 4 9 7 - 0 . 0 3 4 4 0 . 0 0 2 3 0 .0 0 0 0  !
! P 0 . 0 4 8 4 0 . 0 2 3 2 0 . 0 5 0 3 - 0 . 0 0 2 4 0 . 0 1 4 5  !
j 3 -0 •• 0 0 3 6 0 . 0 5 5 8 - 0 . 0 3 5 6 0 .0 0 0 0 0 . 0 1 8 4  !
! 4 ■"0.0469 6 o K rn CO 0 . 0 2 3 8 0 . 0 0 2 8 0 . 0 3 2 9  !
! ‘o - 0 , 0 4 4 8 - 0 . 0 2 5 7 - 0 . 0 0 7 2 —0 . 0 0 3 7 0 . 0 3 6 5  !
! 6 0 .0 1 2 1 0 . 0 8 0 6 0 . 0 0 7 7 - 0 . 0 0 2 2 0 . 0 2 7 1  !
! 7 0 . 0 9 3 1 - 0 . 0 9 1 5 - 0 . 0 4 4 6 0 .0 0 0 0 0 . 0 3 6 9  !
I 8 - 0 . 0 0 6 3 0 . 0 1 1 3 - 0 , 0 1 9 9 0 . 0 0 0 3 0 . 0 5 8 2  !
! 9 0 . 0 0 2 4 - 0 , 0 3 1 1 0 . 0 1 9 5 0 . 0 0 3 3 0 . 1 8 4 8  !
! 10 0 ,0 .1 6 1 0 . 0 1 5 2 0 . 0 0 7 4 - 0 . 0 0 2 5 0 . 2 8 7 3  !
! 11 - - 0 . 0 0 1 2 0 . 0 2 6 0 - 0 . 0 0 8 1 0 . 0 0 2 7 0 . 3 6 7 9  !
! 12 - 0 . 0 3 7 7 0 . 0 1 0 7 - 0 . 0 2 5 1 - 0 . 0 0 0 6 0 . 4 1 2 9  !
! .13 - 0 . 0 7 1 2 - 0 . 0 0 3 7 - 0 . 0 2 6 1 - 0 . 0 0 2 0 0 . 4 2 9 0  !
! 14 - 0 . 0 8 6 1 - 0 . 0 0 5 1 - 0 . 0 0 1 5 0 . 0 0 1 6 0 . 4 2 1 6  !
! 15 - 0 . 0 7 6 6 0 . 0 0 1 4 0 . 0 3 0 2 0 .0 0 1 2 0 . 4 0 4 3  !
j
1 -

16 - 0 . 0 4 5 0 0 . 0 0 4 4 0 . 0 3 4 0 - 0 . 0 0 2 3 0 . 3 9 5 0  !

!
!_

2e 0 . 0 0 2 5 0 . 0 0 1 3 0 . 0 0 0 9 0 .0 0 0 0 0 5 !
i

Ur  i  dedno s t  i z v o d a pC'l da p o  n o r m a l i i  i n t e s r a l a  k v a d r a t n e
s r e š k e  u f u n k c i o i  r e d a  a p r o k s im ac  i  j  e M

IJ t a b l i c: i  3 . 4 s u  c la t e ma l< s  i  ma ]. n e v r  i  J ed n o s t  i  e  1 ek  t  r  i  čn  o

p o lc ia  na z i d u  t a l a s o v o d a  za  HIO t i p  t a l a s a  n o r m a l i z o v a n e  u

o d n o s u  na m a k s i m a l n u  v r i d e d n o s t  e l e k t r i č n o s  p o l d a  kod  

p r a v o u s a o n o s  t a l a s o v o d a  s a  i s t i m  d i m e n z i d a m a .

Može s e  p r i m j e t i t i  da m a k s i m a l n o  p o l d e  kod t a l a s o v o d a  veoma  

z a v i s i  od š i r i n e  u r e z a  i  da s e  d o b i a e n o  s m a n j e n ; i e  k r i t i č n e  

u č e s r t a n o s t i  i  p o v e ć a n j e ?  p r o p u s n o s  o n s e s a  o s t v a r u o e  u z

p o v e ć a n d e  m a k s i m a l n o s  p o l j a  i  d i r e k t . n o  p r o u z r o k u j e  s m a n o e n d e  

m a k s i m a l n e  s in a s e  p r i  k o d o j  s e  t a l a s o v o d  može k o r i s t i t i .

TABL.ICA 3 . 4 a  HIO t i p  t a l a s a  b / a = 0 . 5

!
i

h/d  0 , 9 0 . 8 0 . 7 0 . 6 0 . 5 0 . 4

k r  u ž n i j 1 . 0 7 4 1 . 1 3 1 1 . 176 1 .2 0 1 1 . 2 1 3 1 . 2 1 4

k o s  i  n . !
i 1 . 1 4 1 1 . 2 7 0 1 . 3 8 0 1 . 4 6 9 1 . 5 5 1 1 . 6 4 2

t  r  o u s . !
i

1 . 1 8 1 1 . 3 8 7 1 . 5 9 5 1 , 7 4 8 1 . 9 0 2 2 , 0 1 3

p o 1 i  n . ! 1 . 0 2 8 .1. . 0 3 6 1 . 0 4 3 1 . 0 3 3 1 .0 2 1 1 . 0 1 7
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H 'l 0 t  i  p> t. a ] oi ;::-ox b /a  ===0.3

! h/d  0 . 9 0 . 8 K►O

0 . 6 0 . 5 0 . 4

k r  u 1 n i. ! 1 . 1 2 4 1 . 3 6 0 1 . 3 9 4 1 . 4 4 5 1 . 5 0 4 1 . 5 7 5

k 0 s  i. n . ! 1 . 2 8 2 1 . 5 4 9 1 . 7 5 5 1 . 8 6 5 1 . 9 8 7 2 . 0 6 1

t  r  0 u s  . ! 1 . 2 8 8 1 . 6 4 1 2 . 0 5 5 O . 23 9 2 . 4 2 1 2 . 6 0 8

p 0 J. i. n . ! 1 . 2 5 5 1 . 2 5 8 1 . 2 9 2 1 . 3 1 9 1 . 3 5 1 1 . 4 2 0

c:os 12 ! 1 . 1 8 4 1 . 2 3 0 1 . 3 5 0 1 . 4 1 7 1 . 4 1 7 1 . 4 8 5

N o rma ’J. i. z o va  n a v r  i ;i ed n i  s: t  ma k s  i  ma J. n o s  p o J. J a u o dn o su  na  
niak<r>iftialnu v r i J e d r i o s t  p o J. Ja kod p r a v o u a a o n o s  t a l a s o v o d a >  
2 a t.a J.as>ovode s a  J d n  im i dva  I: r u  žna  u r e z a  u f  un kc: i  J.i.

d u b i  n e  i  t  :i. r  i. n e u r  e  z a

L i n i J e  e J . e k t r i č n o s  p o J.Ja 2 a 1110 t i .p  t a l a s a  su  d o b i J e n e  

c r i a  J u ć  i  1 i.n i. J e  Hz( x > y )::= c 0n <::• t  . 1. r>i" i. I: a 2a n e  s u  2a d va  s  J.uča Ja  

u r  e 2 a n a e J. i  c i  3 . 1 3 .

Na o s n o v u  i .2 r a 2 a 2a HIO t i .p  t a l a s a  d a t o s  J e d n a č i n o m  ( 3 . 7 2  ) 

u 2 o d r e d J e r i e  k o e f i c i J e n t e  r>o p r e t h o d n o  o p i s a n o m  metodu  

i z r a č u n a t a  J e  k o n s t a n t a  s l a b l J e n J a  t a l a s o v o d a  k o r i s t e č i  s e  

op£t i .m o b r a s c e m i

Or i. J ecl ri 0 s t  i. o s t  a J i. h k 0 mp 0 n en t  i. p> 0 J. Ja  k 0 J e s e  k 0 r  i. st. e  u i. 2 r  a 2 u 

( 3 . 8 5 )  r a č u n a t e  s e  na o s n o v u  r e l a c i J a  ( 3 . 6 4 )  k o r i s t e ć i  i z r a z  

za  Hz .

O r i . J e c l n o s t i .  k o n s t a n t e  s i l a b l  J e n J a  s:-u dat .e  na s l i . k a m a  3 . 1 4 .  i.

3 . 1 5  . 2 a r  a z n e 0 b J. i  k e u r e z a  s a J e d n e  i. d v i i e  s t r a n e

t  a 1 a s o v o d i i .  R a d i  p o s »matran Ja p r o m J e n e  1: 0 n s t  a n t. e s l a b l J e n J a  u

f  u n I : c: i. J i cl u b i. n e i. č  i. r  i. n e u r  e z a n a s  J. i. k a m a 3 . 1 6 . x  3 . 1 7 . r



v ^ v i  3 - i 9 » J e  i-'i- i  k a z a n a  l< ori«•.1 an t.a

t a l a s o v o d e  s a  k r u ž n i m  u i ' g z o m .

s l a b l j e n J a

G u b i c i  k o c l l l i. H t  a .1. a s  o v  o d a r a č u n a t i  su  prema o b r a s c u  <

1 i  t  - /  2 /  - i. cl a t  i  s  u n a s  1 i  c i  3 .. 2 0 .

S 1 .  3 . 1 3 .  L i n  i  J e  e  1 e k t r  i č n o s  p  o 3. da z a II10  t  i p  t a  3.a s a
t a l a s o v o d a  s a  u r e z o m

za

5 . 8 6  )

kod



oC [ l /k m l l

9 1 .  3 . 1 4 .  K o n t  a n t  a s  1 a b 3. d e  n d a 
za  t a l a s o v o d  s a  d e d n im  u r e z om
i  dime?nz id am a  

h:~ 0 .6  za r a z n e
a=:2 ,  d~ .1.. b==l,

o b 1 i. k e t'. a ]. a s  o v o d a

cL [ 1 / k t n ]

:l.•"I ; o s i n u s n i  u r e z
2 - k r u ž n i  u r e z
3 -  p  o 1 i  n o i-fi i  d a 3. n :i. u r  e
4 1 1"- o u b a o n i  u r  e z

f / 3
k r

33. . 3.15. Konstanta s>3.a b 3. den da
za talasovod sa dva ureza i 
d imen z i  jama a~2» d~l x b 1 . h::::O ,. 6 

z a r a z n e-> o t > 3. i I; e t a 3. a s> o v o d a
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c t . [ l / k n i ]

k r
5 1 .  3 . 1 6 ,  K o n s t a  n t a  s 1a b 1 j e n d a  za 
t. a 1 a s  o v  o d s  a e d n i  m l< r  u i  n i  m u r  e z o m 
i  d i m e n z i d a m a  a=:2 ,  d~.1.» b ~ 0 . 6
za  n a z n e  v r i . l e d n o s t i  d u b i n e  h .

cL [ 1 ,'"k rii ]

1 . 3 . 1 7 .  K o n s t  a n t  a s  1 a b 1. d en d a 
z a t  a 1. a s  o v o d s  a d v  a I < r  u i  n a u r  e z a 
i  d i m e n z i  dama a=:2 ,  d = l ,  b::::0 . 6  
za r a z n e  v r  i  dedn ost. i  d u b i n e  h ..
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o L  C l / k r n ]

s 1» 3 . 1 8 ,  K o n s t a n t a  s 1a b 1 j e n J a  za  
't.ala s o  vod  s a  j edn im I: r  u i n  im u r 0 z 0m 
:i. d i m e n z i  jama a-~2, d “ l , tv” l  .0  
z a r  a 7. n e  v  r  i  j  e  d n 0 ::: t  i  d u b i  n e I "1.

^  [ 1 'i.rn]

S 1 .  3 . 1 9 .  K o n s t  a n t  a s  1 a b !l. ,.i en 5 a 
7 a t  a 1 a s  o v 0 d s  a d v a i: r  u ž n a u r  e z a 
i. cl i  m e  n 7 i  d a m a a 2 . d :::l » b ■-■1. 0
z a r  a 7 n e v r  i  d ecl n 0 s t  i  d u b i  n e h ..



U = a +
2 2sm2kb k s in  kb 

2k +
d2s in 2 (k (a / 2 -b ) )

(a/2_ b_£H| k (a / 2 -b ) )

. v < 3 . 8 6  )

V =
2 2 h cos kb

2 2
d s in  k(a/2—b)

,.sin2k(a/2-b) . c> ,
 ̂ + 2 (d + (d -h )co s  k ( a / 2 - b ) ) ) -  - l n2kk

t = 24tmi(b + -sin2kb + 
2k h! in2kb (a/2 -  b -  B i n ž k t a ^ - b ) ^  

d s in  k (a/2 -b )  2k

d. C l / k m ]

8 1 .  3 . 2 0 .  K o n s t a r r t a  s > la b ld e n d a  za  
H t a l a s o v o d  sia d va  p r a v o u s a o n a  u r e z a  

i  d im enz i J a m a  a - 2 /  d 1 .  b - 0 . 6  za  
r a z n e  v r i  j e d n o s t  i  d u b i n e  h .

Up o r e d i u i u ć i b r  a f" :i. I: e  z a v  r  :i. i  e d n o s  t k o n s> t  a n t  e

i:i e a <::• ai a n i  e n i  e 01 t  :i. r  i  n e u r  e z a m a n i  u i  u1 a b 1 i  e  n i  a v  i  d i  :;> e  d a



i  s u b i c i  kod t a l a s o v o d a , O s i m  t o s a  m o ž e  s e  z a k l i u č i t i  da s u  

® n1 ) i t: i  k o d t  a 1 a s- o v  o d a <:> a d v  o s  t  r  u k i  m u 1 ' z o m z n a t  n o m a n ;.i :i. n e  s  o 

a u b ic :  .i. k od t.a 1 a s o v o d a  s a  a e d n i m  u r e z. om> d o I: o s i a  1 :i. p a r a m e 1 1' i. 

o s t a J u  i s t  i. r P o r e d  Jer i  j e m  t a i a s o v o d a  s a  p r a v o u s a o n i m  i.

z a o b i J e n i m  u r e z i m a  m o ž e  s e  z a k l i i č i . t i  da s u  za  i . s t e  d i . m e n z i . j e  

č- i  r  i- n <a :i. d u b i. n e  .s u b i. c: i. k o cl p r  a v  o u s  a o n i. h t. a I  a s  o v  o d a v  e  c': i. .

N a k r  a d u d e  a n a 3. i. z i. r  a n i. ;.i ed a n o b 3. i. k p r  a v  o u s a o n o <:■> t  a 3. a s  o v o d a 

s a  i s p u p č e n i e m  kodi. cie n r i k a z a n  na s l i c i .  3.13 . . .  V r i i e d n o s t  

k r  i-1 i. č n o s b r  o i a  z a H .1.0 t  i. p t  a 3. a s a  >i e  r  a č u n a t  a i. s t  o k a o i. u 

p r e d h o d n i m  s l u č e J e v i m a  i  d o b i i e n a  j  e  v r i J e d n o s t

k / (  JT / a .1 .064  o d n o sn o  n e č t o  v e č a  n e s o  kod p r a v o u s a o n o g  

t a 3.a s o v o d a  . H a k s i m a l n a  v r i c i e d n o s t  p o l i a  u ovom t a l a s o v o d u

j  <a s  v  e s a 0 >• 3 b 9 o cl v  r  i. d e d n o s  t  i. m a I : s  i. m a 3. n o s p o I  ,i a p  r  a v  o u s a o n o s 

t  a 3. a s  o v o d a r a i. s  u b i. c: i. s  u z n a t  n o m a n >i i  S t  o s> e m o ž e v  i. cl >i e t  i  

s a  s l i k e  3 . 2 1 .

oC C 1 /kml

1 .0  4 . 0  7 . 0  f/f.k r

S 3. . 3 . 2.1 . K o n s  t  a n t. a s  3. a b 3. J e  n j  a z a 
t  a 3. a s  o v  o d s a  i  ed n i. m i. cl v a  i. s p  u p  č  en  >1 a 
i. d i m e n z i  Jam a a :--2> d :=: l » b:::: 1 . 0  ? h:=: ;l. . 4
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3 . 5  ZA K LJU Č A K

U o v o d  r-Ll.avi ; ie i z l o ž e n  m e i  od n a d i r t a n d i h  k v a d r a t a  p p i  

r a z v o d u  s r a n i č n i  h u s l o v a  p o  b a z n i M  f u n k c i d a i v i a , .  U k a r . a n o  de  

n a  p r e d n o s t i  k o d e  n r u ž a  p r i i n d e n a  o vo g  mt/i. oda u o d n o s u  n a  

o s t a l e  n u m e r i č k e  m e t o d e  n r i  r d e S a v a n d u  e l e k t r o m s n e t n i h  

p r o b l e m a  » E f i  k a s n  o s t  m e t o d a  i e  p r o v d e r e n a  n a  p r  :i.irtcier im a  

r  a s  p  o d d e  1 e  e  le z k t . ro  s: t  a t  i  č  k o s  p  o J. :i a , o d r  ez d d :i. v  a n j  u r  a s  p  o dd ez J. e  

v r  einen s  I: i  p  r  o m d ezn J. d .i. v  o s  k a I; o p  e r  i  o d i. č  n o s  t. a k o i. a p  e r  i  o d i. č n o g  

p o l d a .  Posezbna  p a ž n d a  de r o k l o n d e z n a  p r i m d e n i  o v o g  meztoda n a  

a n a  1 i 2 u t a  1 a s 0v 0da s J . 0 žezn0s  p 0p r e ? č n 0s  p r e s d e k a ,  A n a J . i . z i r a n 0 

de n e z k o l i k o  o b l i k a  d e f o r M i s a n i h  p r a v o u s a o n i h  t a l a s o v o d a  k o d i  

s e  r a z  1 i . k u d u  ocl s t a n d a r d n i h  i. u k a z a n o  na  n d i h o v e  p r e d n o s t i  i  

n e d o s t a t k e  u o d n o s u  na  H i  H t a l a s o v o d e .



4 FtoZVCkJ GRANIČNII-I UE5L.OUA F't) BAZMIM F'UMKCIJAMA 
K O R I 3 T E Ć I  F F T  ALGOEIT ME

LJ p r e t h o d n o J  s l a v i  J e  i z l o ž e n  r a z v o j  s r a n i č n i h  ue>Iova p o  

b a z n i m  f u n k c : i J a m a  mert.odom rta jfi-ianoih k v a d r a t a ,  F 'o k a za n o  ,je-? 

da m etod  on iogućava  veonta e f i k a s n o  r  a e š a v a n  ,je v e l  i k o s  broaia  

e l e k t r o m a s n e t n i h  p r o b l e m a ,  J e d i n i  n e d o s t a t a k :  meatoda de b i o  

li i . n t e n z i v n o m  r a č u n a n  ,ili k o e f  i c  i  ,ie:na t a  s i s t e m a  k o r  i s t e ć  i  

s k a l a r n e  p r o i z v o d e a  b a z n i h  f u n k c : i . j a ,  U c: i l . ' ju  s k r a ć e n a j a  

vreamena r a č u n a n d a  k or  i č ć e n e  s u  t r  a n s f  ormac: i  de b a z n i h  

' f u n k c i d a . U r a d u  / 4 5 /  ,'ie p r i k a z a n a  ,'jedna m o s u ć n o s t

i t r tP le m e ntac : i» ie  mestoda na .iinan 6 i  h k v a d r a t a  ko ja >  u c i l d u  

s  k r  a ć  e?n d a v r  eemen a r  a č u n a n ,i a » t r  a ri s f  o r  m i  <I>e t)a z n e  f  un k c: i  d e u 

p r a v o u s a o n e  im r-> u lse ,

LJ ovoci s l a v i  ć e  b i t i  p r i k a z a n  p r i s t u p  k o d i  s e  b a z i r a  na  

a l s o r i t m i m a  za b r z o  r a č u n a n d e  F o u r i e r o v i h  t r a n s f ' o r m a c i d a  

< F F T  a l s o r i t m i ) ,  Z a h v a  1 , i u d u ć i  t i m  a l s o r i t m i m a  m o s u ć e  de 

s k r a t i t i  v r i d e m e  r a č u n a n  ,ia t  d v b ro d  o p e r a c i d a  n e o p h o d n i h  za  

oclrecl d i  v a n  ,ie  k o e f  i  c  i  ,'i ena  t  a s  i  s t  ema I  i  t  , / 4 6 /  - / 4 7 /  .■

U p r  v  o m d i  d e l u  o v  e  s  ]. a v e s  u i  z 1 o ž e n e  t  e o r  i  j  s  k e o s  n o v  e  d v  a 

p r i s t u p a  k o d i  k o r i s t e  F o u r i e r o v e  t r a n s f o r m a c i d e  b a z n i h  

f u n k e i . ' i a  za  cl o b i  ,'ian ,ie  s i s t e m a  na o s n o v u  k o s a  s e  o d r e d  ,iu ,iu 

k o e f  i  c  i  ,jent. i  r a z v o d a ,  LJ clrusom d i . i e l u  s l a v e  ,ie p r i k a z a n a
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n d :i. 1'iC'va or i c iu e n a  p p  i  r  je<T>a v a n  c.in nek  o 1 :i. I; o e l e k t r  oma snetn : i .  h 

Pr' o b 1 ema , Ana 1 :i. z : i . ran i  su  p r  o b I  em:i. d i  f  r  a kc: i  i e

e  1. eI: l: r  oma <:jn e t  n i  h i: a .1. a s; a r>a r»er :i o d :i. č:n :i. I"i c;a v r  ben o p r  o vod  n i  h 

s t r u k t u r a  , Ka o clrus.ia s r u p a  P r i m i e r a  na k o j i m a  J e  p i ' o v  a e r e n a  

e f  i. k a s n  o s t  m o d i  •(■ i  k a c: i  j  a rnet o d a I; o i "• :i. 5 ć en :i. su  i. a I  a s  o v  o d i  

s  1 o ž e  n o s  p  o p  r  e  cT: n o s  p  r  e  s  d e k a . A n a 1 i  z :i. r- a n :i. <;;. u e I  :i. p i; i  cT: n :i.

t  a 1 a s  o v  o d i  u c: i  1 j  u p o r  e  d d e  n j  a d o b i  j  e n i  h r  e  z. u 1 i. a i: a s  a

a n a l i t i č k i m  r e z u  I t a t  ima , či:  o s e  č e s t  o č i n i  » n r r ,  u 

l i t e r a t u r i  / 9 / —/ 1 0 / ,  U c: iJ .du p ro m d e n e  k a r a k t e r i s t i k a  p r i d e  

s v e s a  sm a n d e n d a  k r i t i č n e  u č e s t a n o s t i r  p r e d l .  o ž e n i  s u  j. 

a n a J. i  z J. r  a n i  e  J. i  p  i: :i. <T: n j. t  a J. a s  o v  o d :i. s  a u r- e  z o m. 0 s  :i. m ca J. i. p  t  i. cT: n i. h

t a l a s o v o d a  s a  i. bez  u r e z a  , a n a l i z i r a n i  s u  i. n - t o  u s a o n i  

t a l a s o v o d i  k o d i  i m a d u ,  s a  p o v e č a n d e m  b r o d a  s t r a n a  n , 

k a r  a k t  e  r  i. s  t. i. k e  b J. i. s  k e k r  u ž n i  m „ a za  r  a z 1 i. I: u o d n j  i. h i. m a j  u

s t  a b i. J. n i  d u p r  o s i :  o r  n u p  o J. a r  i. z a c: i  d u d u ž p r  a vc: a r> r  o s t  i. r  a n d a ,

Na k r a d u  de d e m o n s t r  i . r a n a  Pr j .m dena m o c l i f i k a c i  da na  

d e f o r m i s a n e  p r a v o u s a o n e  t a J . a s o v o d e  s a  u r e z o m  o kodi.ma de  

b i l o  r i d e č i  u p r e d h o d n o d  s l a v i .

4 . 1 ,  T E O R I J S K A  RAZMATRANJA

P o s m a t r a  dmo homoscanu d i . f  e r e n c  i. da J.nu dcad nač inu  dcaf i.n i . s a n u  u 

domenu S d i . f e r e n c :  i. da 1 n im  o p e r a t o r o m  L  i

L [ u ( x , y ) ]  = 0 , , , < 4 , 1  )

G r  a n i. č  n e u s  J. o v e  , b i. J. o d a s u  D i. r i. c: h J. e t  o v  o s  i  J. i. Neu mma n o v o s  

t  i  p a o z n a č i. m o s  a t

1 [ l l ( x ,  J (X) )] = £>(x)6 ---- ( 4 , 2  )
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;.:.icl J e  de  s a  .1.£•( x ) o z n a i e n a  f u n  kc: i  ;.ia lcoJa op:i.su J e  sjr a n :i.čnli 

i v i c u .

K' d e £ e n  d e  č emo i. r  a ž :i. i. :i. , k a o i  u p r e d  h o d i "i o j  s  1 a v:i. , u o t) 1 :i. I< u 

sume b a z n i h  i ' u n k c i . i a  'fm( i u h  ) d:i.fer-enc: i  ,:ia I n e  a e d n a č i n e  ( 4 ,. .1. )

M
uM( x , y )  = B )p (x , y )  

m=l

rie>l' i  n i  ć  j. in o Pun k c: j. j  e  f  m( x ) k a o i

f  (x)  = l [ f  ( x , l  (x) )] . . . (  4 . 4  )m m g

I-’o <J>t o t:«a z n e  Fu n k c: j. j e r  a z ina t  r  a n e  u p  r  ed 11 o d n o d s 1 a v  :i. >■ ka o j. 

n d j. h o v e  t  r  a n s f  or  ma c i  d e pi- -j. rn d en o m o r>c<r a t  o r• a s r  a n j. č n o s u s  ]. o va  > 

7. a cl o v  o ]. j  a va  d u u s  ]. o v e  z a r a z v o  d u F  o u r  :i. e r  o v  r  ed , t  o :i. ti 

možerno n a r > j . sa t j>  z a d r ž a v a d u ć i  s e  na n r v i h  N h a r m o n i k a r  u

o b 1 j. k u i

f  (x)  m

N /2 - l  j — )x

i=-N/2 m

s d j e  de s a  a o z n a č e n a  d u ž i n a  i v i c . e  koda s e  p o s r n a t r a  

o s e .  K o e f i c i d e n t e  Fm( V ) na o s n o v u  v r i d e d n o s t i  f u n k c i . d e  

rnožemo r a č u n a t j .  pomoču F F T  a ] . s o r i t a m a  i

( 4 . 5 )

d u ž x 

fm( X )y

F ( i )  = F F T [ f  (n)]  
m m

. , . ( 4 . 6 )

s d d e  de

f  u n k c j. d e

f  m( n ) - f  m( x )

na s r a n i c i .

o z n a č e n ri t  j. o d b :i. r  a k m - 1. e  b a 7. n e

O c l s t u p a n d e  od s r a n i č n o s  u s l o v a  des

N /2 - l  j —  ix
e (x )  = F ()l )e  ̂ ~ g ( x ) . . . ( 4 . 7 )

i =—N/2 m

O z n a č a v a d u č i  s a  F s ( V )  F o u r i e r o v u  t r a n s f o r m a c i d u  f u n k c : i d e

s  i- a n i. č  n o s  u s  1 o v  a s  ( x ) t



*3*
 , ̂

6.1.

K (i>) -  KKT[i-(n)]
g

:i. p o s i l i  j e  r a m jo i  ic  i'ed o s l e c l a  s u m ip a n  Ja r-cm!> l< a m o ie  b:i.t:i.

r i a n i s a n a  u o b l  :i.l:u :

N/2-l M
:(x)  = ^  ( 2 «  F ( f )  -  F ( n ) c

0 = ^ / 2  ^ mm «

j - M *ci
. . ( 4 . 9 )

Nepoznat .  :i. I< o e f i c :  :i. Jent. :i. r a z v o J a  f3 m mogu b i.t. :i. :i. z r a č u n a t  i  

uz im a. iu ( ! : i  da J e  n r 'v i l i  i i  iiai'inon i  l:a ni-ei'd: o (•:•:■( >: ) J e d n a k o  n u l i ,  

IJ t  om s  I u č a .i u d o !:< :i .i a m o s  i  st. em .1 :i n ea r  n i  ii ,i ed n a č. i  n a c

L(—M/2) F2 (-M/2) . K ( -M/2) M
(—M/2+l) F (-M/2+l)  . . . F (—M/2+l) 1 <L M

F^(M/2—1) F2 (M/2- l )  • • • Fm(M/2-1)

BL

BM

K (—M/2)
g

F (—M/2+l)
g

F (M/2- l )
g

( 4 , 1 0  )

Za M;::;N swo nr a I; I i (T:n o olo/rl i. olo v a r i  jant .c :  l< o I  o i< ac: i  ,i on oi:J

m e t o d a ,  iied  ,iu t. i  m , ova. i  oir l . i l :  ,ie znat .no  p o vo  1 ,in i  .) .i. od

s t  a n ol a r  d n o ?) . I::. .1. eiiie n t. i  iiia 1. r  :i c:e l:od +> l anclar'dn <> ?.:i l< o 1 o kac: i  onos  

met.oda s e  malo  iiied J u s o  bn o r a  z .1. i. I:u ,iu , t.e ,ie P i ' im . ie n a  ovog  

met.oda kod s i s t e m a  v i s o k o f )  rec la  veoma n e s t a b i  I n a  , Za r a z l i k u  

od s t a n d a r c l n  o:.:.i metoda m at . r i  c:a u s:i •> l emu ( 4 . 1 0 )  ,ie  p ocle<T>en i  ,ia 

:i. numer  i č  I: i  p o s t  una k. n J e n o n  r a d u n a i > ,ia ,ie st: a b i  I n  :i J :i. , p o š t  o 

,ie r'a z l i  ka med.iu k o e f i c r i  .'ient ima i z r a i e n a  » Os.i.m I. o sa  » z.a 

r a z l i k u  od s t .an d arc ln  os I: o I  okac::i. onofi met.oc.la, o vd . ie  ,ie m o su će  

J e n o s t a v n o  sman,i : i t . i  i-ed s i s t . e m a  uz:i.ma;iut':i da ;ie M(N» Na

t.a;j n a č  i n  s e  mo že  i  z l::<;i<::•(': i  r ad s a  ',/(•.•> 1 :i k :i m mat:r ic:ama mada 

J e  i  ovd ; ie  za t a č n i a e  r e z u l t . a t . e  i> ot . reb n  o u z e t i  d o v o l  Jan o  

v e  I. i  k i. br  o ;j I la r  m o n i  I: a »

Po b o 1 ;.i <ta n ;.i e p r- et  I > o d n e r> r- o c: ed < i r  e  s e  m o } e r> o st; i. :i.

m in i .m i  z. i.i an ;iem k v a d r a t . n e  s r ' e S k e  um.iest: o :i z. J e d n a č a v a n . i a
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k oef j.t. i  J i a  t.a i-iti nu .1, ofn. b n s d n  j a  v r i .  j e d n  os  l’, k v a d r a t n c ?  sr'oi-iktr?

i"ia i n t  e?r va  J.u ! 0  > a ) .■ierdnaka sium:i. s r e d n  ,1 :i. h vr% i  declnn o s t  1

s v i h  h a r m o n i k a .

|e(x)  |2
N/2-l M m

S  b F N )  -  F ( ] ) ) ( B * F * ( ) ) -  F * ( \ 0 )  
/=—N/2 m=l m m g m m fi

>. < 4 . 11 :>

K o e F i c :  i  d e n t e  r a z v o  Ja  derno o d r e d i t i  i  z u s l o v a  da d e s n a  s rhrana  

i z r a z a  bude  r n in im a ln a . .  I z  usv lova da i z v o d  i z r a z a  ( 4 , 1 1 )  p o  

r  e  a 1 n o m d i  ,i e  1 u k o e  f  i  c: i  ,i e  n a t  a r  a z v  o ,i a B rn b u c! e ,i e  d n a k n u 1 i

d o b i d a  s e *

N/2-l M N/2-l

l) =—N/2 1=1 J' " ) =-N/2

A n a l o s n o  s e  za  i z v o d  p o  i m a s i n a r n om c l i d e l u  d o b i da *

R e f B / ^ i j F ' O ) ]  =  ̂ , , , ( 4 , 1 2 )

N/2-l M
I m t B ^ F ^ n F O O ]

N/2-l
. (  4 , 1 3  )

-N/2 1=1 * * ■" i =—N/2

j e d n a c T: i n e  ( 4 , 1 2 )  i  ( 4 , 1 3 )  era mo.su n a p i s a t i  u s a ž e t o J  • f o r m i i

M
B,A , = B m=l ,2 , . . .M . . . ( 4 . 1 4 )

■*— 1 ml m

s c lo e  siu s>a Aml i  E<m o z n a f e n e  v r  i  cieclnosrt i  *

ml
N/2-l

y=—n/2
f  ( i ) F * ( y )1 m

N/2-l
B = F ( i  ) F * ( j  ) . . . ( 4 . 1 5 )

m i=^N?2 g m

t a k o  s e  za  o d r e d j i  v a n d e  n e p o z n a t i h  k o e f  i c : i  d e n a t a  r a z v o d a  

d o b i  oa s  i  s t  em 1 i  n ea r  n i  h ,iecln a č  i  n a i

A A „ . .11 12
A A _ . .21 22

A , A „ . .M1 M2

k od k ob a ,ie A m l - A lm  .

. . . ( 4 . 1 6 )

U s l u č a d u  da s r a n i č n i  u s l o v  s (  x )-C> mote  s e  pr i m i  ,ien it . i  i s t i
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rt'iet ocl u z im a  duć i  da J e  B±  -■ 1 od n osin o , da de s.i( x >-■ f  1 ( x ) i

od r  ed du dli cf: i  o s i  a 1 e  k o e-P i  c: i  i  en t  e p i- ema p i- ed h o dn o o p i  s a  n om 

met oclu -

V e z a  i  zmecl du p r o c e d u r - a  o p i s a n i h  Pormulama ( 4 , 1 0  ) i  ( 4 , 1 . 6  ) 

m o ž e  b i  t  i  n a d d e n a t  r  e 1 1 r  a d u ć i  o b d e v  a r  i  d a n t  e  k a o v  a r  i  d a n t  e  

(rtet oda momena t « ,  Za h t  dev  e ( x )=:0 mo ž b i t  i  n a p  i  s a n  u o b 1 i  ku t

M
B f  (x )  = g ( x )  , . . ( 4 v l 7 )— m m 

m=l

Ako kao t e ž i n s k u  f u n k c i d u  uzmcamo k o n d u s o v a n o  k o m p l caksnu  

v r  i d ed n o s t  samo d ed a n o s  ha r  m o n i  k a m -1 e  ba z n e Pu n k c: i  d e  

Ffv>( V ) w e  x p ( & k- v ) n a o sn  o vu  ( 4 v 17 ) p o s  1 e cl i  d e  1 o en j  a s a

lr m( V ) d o b i  d a m o s  i. <::t em ( 4 . 1 0 ) .

S  d r u s e  s t r a n e  a k o  kao t e ž i n s k e  Punkc:ide> uzmemo k o n d u s o v a n e  

v r  i  d e c ln s t  i  ba zn i  h Pun kc: i. da du ž s r a n  i.c:e t  d . P'.I.( x ) d o bi. damo 

s i s t e m i

M
^ Q ( f  ( x ) , f * ( x ) )  = ( g ( x ) , f * ( x ) )  
m=l

1 = 1 , 2 , . . . ,M
. . . (  4 . 1 8  >

sidde de s a  ( Pm»-PD. ) o z n a č e n  s k a l a r n i .  p r o i z v o d  -P un k c id a  P1 i  

fm u i n t e r v a l u  ( o > - a ) .  S i s t e m  ( 4 . 1 8 )  de e k v i v a l e n t a n  z a h t d e s ' u  

da de s r e d n d a  k v a d r a t n a  s i r e š k a  m i n i m a l n a .  I J v o d e ć i  F o u r i e r o v e  

t r a n s f o r m a c i d e  b a z n i h  f u n k c i d a  i  s j r a n i č n o s  u s l o v a  u ( 4 . 1 8 )  

u z  o r o t o s o n a l n o s t  m o n ik a  u i n t e s r a c i o n o m  i n t e r v a l u  

dobidamio s i s t e m  ( >.

T a k o  smo d o č l i  do z a k l d u č k a  da de s i . s t e m  ( 4 . 1 6 )  opčt.:i. di. 

p o č t  o u z i. ma u o b z i. r  k o mp .1. e t  n e  F T  ba z n i. h f u  n k c: i. d a k a o 

t e ž i n s k e  f u n k c i . d e /  a s i .s t .em ( 4 . 1 0 )  de s p e c i d a l a n  s l u č a d  k o d i  

u z i m a  samo declan harmoni.  k b a z n e  f u n k c i . d e  kao t e ž i n s k u



•Fun kc: :i. Ju . IJz :i. m duć i  :i st. .i. r e d  s i s t e m  ( 4 . 1 6 )  ć e  d a t i  b o l d u  

t a č n o s t  n e s o  s i s r t e m  ( 4 >■ 10 ) y a 1 i  uz z n a t n o  v:i .če v r e m e n a  p r i  

r a ć u n a n j u .  U c : i . l . iu  p o s t i z a n j a  t a č n i j i h  r e z u l a t a  i n t e r v a  1 

i. n t  e  g r  a c: 1. J e  t  r  e b a p  o d i  o e 1 i  t  i  n a v  e 1 i  I; i  b r  o .j p  o d e o k a r t  d . 

t r e b a  u z e t i  v e l i k i  bro.'i o d b i r a k a  p r i  r a č u n a n . i u  F o u r i e r o v e  

t r a n s P o r m a c :  i  J e . Med J u t  im •/ u s u m i  ( 4 . 1 6 )  m o s u ć e  J e  u z e t i  

samo N1 č l a n o v a  k o J i  n a d v i č e  d o p r i n o s e  nd en o d  v r i J e d n o s t i . 

U sm i. s  1 u p r  e d h o cl n e d i  s  k u s  i  J e t  o z n a č i  u z e  t  j. N .1. h a r  m o n i  k 

b a z n e f  u n k c: i  J e k a o t  e 11 n s  k u f  u n k c i  J u . U t  o m s  1 u č a J u N1 

č l a n o v a  sume ( 4 . 1 5 )  .i s g r u p i s a n o  oko f r e k v e n c :  i  J e  za  kodu  

p r o i z v o d  F m( \) ) * F ] . * (  \) ) ima t n a k s i m a l n u  v r i .  J e d n o s t ,

0 d r e d J i  v a n e  o v i h  f r e k v e n c i J a  u s 1u č a  du b a zn  i  h f u n  kc i  Ja  

i  z 1 o ž e  n i  h u p  r  e  d h o d n o m J a 1 a v  i  J e J e  d n o s  t  a v  n o . A k o u z m e m o 

N l —0 onda clobidamo v a r i d a n t u  ( 4 , 1 0 ) .  K o n v e r  s e n c  i  Ja

r e z u l t a t a  u o d n o su  na N1 de veoma b r z a »  t a k o  da u z i m a  J u ć  i  

samo n e k o l i k o  n a d b l i ž i h  h a r m o n i k a *  d o b i J a m o  r e z u l t a t e  g o t o v o  

i n d e n t i č n e  r e z u l t a t i m a  kada  uz imamo s v i h  N r a č u n a t i h  

harmon i  k a .

Ako uzmemo da J e  N b r  o J o d b i . r a  ka b a z n i  h f  u n k c : i  Ja  ( p o d e o k a  

p r i  r a č u n a n J u  i n t e s r a l a  u s t a n d a r d n o m  metodu n a d m a n d i h  

k v a d r a t a  ) onda p r i  k o r i č č e n d u  s t a n d a r d n o g  m e tod a  n a J m a n d i h  

k v a d r a t a  za  M č l a n o v a  r e d a  ( t d .  M k o e f i c i J e n a t a  r a z v o J a )  

t r e b a  i z v r č i t i  uku p n o  M»M«N m noženda i  s a b i r a n d a .  LJ n a š o J  

m o d i  f  i  k a c .i. J i. s a  N o cl b i  r  a k a i. M k o e  f  i. c: i. J e  n a t  a r a z  v  o J a br  o J 

r a č u n s k i h  o p e r a c i d a  za  d o b i d a n d e  F o u r  i e r o v i h ,  k o e f  i c i  J e n a t a  

J e  M N «1 o .«i ̂  N . A z a t  i. m. u z i. m a J u (': :i. M1 k a o b r  o J č 1 a n o v  a k o J i. 

n a J v  i. č  e  d o p  r  i. n o s  e  s  u m a m a ( 4 . 1 5  ) t  r  e  b a i. z v  r  š  i. t  i. J o č  d o d a t  n i. h 

M)(M«N1 o p e r a c i J a .  S v e  z a d e d n o .  o d n o s  b ro . ia  r a č u n s k i h  

o p e r a c i . d a  u mod i f  i  k o van  om metoclu i  s t a n d a r c ln o m  metodu Jeo
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log^N
Rt = iT  + M .< 4 . 1 9  >

Ako uzwemo samo J e d a n  harmonik kao t e ž i r i s k u  funkc i  ji.i; t  J . 

s i  st. eivi ( 4 .10 ) o n d a d e o d n o e J

Rto

log^N
M ■ ( 4 . 2 0  :>

P r e d h o d n i  o d n o s i  d a t . i  i i r a z i m a  ( 4 . 1 9 )  i  ( 4 . 2 0 )  n e  u z i m a d u  u

o b z. i  r  b r  o i  r  a č u n s  k i  ln o p e r-a c i  d a p  o 1 1- e b n i  h z a r  i  e  f> a v a n J e

s  i  s t  ema 1 d. n e?a r  n i  h j  cad n a č i  n a ( 4 . 1 6  ) . P o č t  o j  e o va  d br  o d r  ed a 
3

M / 3 t. o e  z a u I; u p n i  o d n o s  t) r  o j a r  a č li n I: i  h o p e i- a c: i  j  a d o b i  J a o

M N1 1oS2n

R . 3N + N + M
M_
3N + 1

( 4 . 20 a  )

T r e b a  p r i m i d e t i t i  da j e za  r e a l n e  p r o b l e m e  b r o j  č l a n o v a  r e d a  

M z n a t n o  m a n j i  od b r o j a  o d b i r a k a  N ( i n t e s r a c i o n i h  p o d e o k a  u 

o r  i  s  i  n a 1 n o m m e t  o d u n a j m a n j i  h k v  a d r  a t  a ) .  č  a I : i  a k o j  e  M ~ N i. M 

v e l i k i  bi-Ovj p o k a z u o e  s e  da j e  u š t e d a  u r a č u n a n d u  z n a t n a .

l.J s l u č a o u  da s u  d a t  i  d v o s t . r u  k i  s r a n  i č n  i  u s  1 o v i  i 3. i  pa k j e d a n  

s r a n i č n i  u s l o v  cluž d v i J e  s r a n i č n e  l i r r i d e  I b 1 ( x ) i  l s 2 (  x ) 

oncla s e  p r e d h o d n i  metod može k o r i s t . i t .  i  u z  o d r e d d e n e  

f r t o d i f i k a c i  j e . U toni s l u č a d u  sca f o r m i r a  e k v i v a l e n t n i  

s k u p  od d va  s k u p a  b a z n i h  f u n k c i j a *

^ m( x , y ) =<

^ l m(x »y ) lžm^M

^2m-M( x , y  ̂ M+l—m̂ 2M

( 4 . 2 1  )

a r  je?>en j e  s e  t  r  a ž i  u o b 3. i  k u

2M
u2„ ( * , y >  = 2 v i . , , ]

m=l
. .  ( 4 . 2 2  )

Neka  de dat. c l v o s t . r u k i  s r a n i č n i  u s l o v  na a r a n i c i  o r i s a n o j  s a
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.1.j.j( x ) .  (:Si' e k t i  <:">>i s  1. o J :i. :i. /. dv:i. j<:> k o i t ip o n p n lc d

2M
j f'e ( x . :

gei (x) = 2 V i f * ffl( x ' V x , , ]  -  gi (x)m=l

2M
2p(x) = ^>13 l . f ' e  ( x , l  ( x ) ) l  -  <> (x)  2 m 2 1 rn p J ' 'm=l ^

( 4 . 2 3  )

i  I :i >.i ob.l. i k u  F o u r  :i. e r  o vojj r eda

N/2 2M
ei (x )  = _

fl=—N/2 m=l m lm
( >  B F. (9)  -  F. ( 9 ) ) e  ig

j ^ xa . . . ( 4 . 2 4 )

j-i<:l jc-;? <;>u 1:1. i  12 o p e r a l  or-i s r o n i č n o j j  u s l o v a  du 1 l i n i  j<» I « a ( x ) .  

Nep o i  n *  t  e  k o e f  :i. <:: i  j  en I. e B <„ ( m « 1 >• 2 , . , , , 2M > m o i  em o d o b i  t. i  

i  7. j e d n a č a  va j u ć  i  p r v i h  M h a r m o n i k a  s i r e š k e  e.l.( x ) i  p r v i h  M 

h a r m o n i k a  sr'eiT>ke e2( x ) s a  n u l o m .

F i i (-M/2) F i 2 (-M/2) . . . F 1M(-M/2)

F 11(M/2_1) f 12 (M/2_1) • F (M /2-l)1M

F 2 i (—M/2 ) F2 2 (-M/2) . . . F2M(-M/2)

F21(M/2_1) F2 2 {M/2~ 1) * • * F2M(M/2_1)

B.

M+1

2M

F (—M/2)
lg

F̂  (M /2 -l) 
l g

F_ (-M/2) 
2g

F„ (M /2-l)
2g

( 4 . 2 5  )

Ako s e  k o r i s t i  m:i.n i.mi /. :i r-an j e  s r e c l n j e  k v a d r a t n e  ,yre<T>l<e duž  

s r  a n i. c: e  o n cl a <:; e m :i n :i. m :i :i i a n j  e iij :i z  i a z  a ;

I e ( x ) |2 = | ( x ) |2 + Ie2 ( x ) |2 • ( 4 . 2 6  )

c l o b i j a  s i s l . e m  a n a l o s a n  s i s t e m u  ( 4 . 1 6 )  kod k o s a  

k o e f  ic: i  j e n  t  + t

Aml
N / 2 ^  „  N/2-l

+ k N jE  f  ( h
=—N/2 11 im ^=-N/2 21 2m

S>U

N/ 2 -l ^  N/2—1

B = Fl g ( } ) F lm())) + ^N Ž  Fn J ^ F^ ( h

( 4 . 2 7 )

l)=-N/2 i?=-N/2 2g 2m'

jac.lje j e  l<N t.e 1 i n <.;>I; i  k .oef :i.c: i  j e n a t  di • u <+ o <;■> u od n o su n a p r v a.
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?i.ir an :i. čn .i. us.1. ov :i. a k o drusač :i, de n:i. ,ie na nač: en 0 inet.o ie cla 

i. nia vi' i ,i ec.ln 0 st ;j edn a k u i ed i. n 1 c: i .

4 . 2 .  P R IM JEN A  MGDIFIKOUANOG MEIGDA

U ov om  POf.d.av.l.ju c':c? I:j i. t  i. i. i J o t e n a  p p ■ i. mdena mocl i. fi. k 0 v a n  0 *=« 

fnetoda na aovan 0 i. h kvaclr-a t.a prsi. a n a l i s i .  p p  0 b lema d i. f r a  l:c: i. de  

e l e k t r  oo'ias.inetn i  h t a J  a s a  «>a p e r  :i. od i .čn i. h s t r u k t u r a  > kao i  

t. a ]. a s  o v  0 d a s  ]. 0 f. e n o s  p 0 p r- e  č n o s  p r  e  s  j  c? I; a .

4 . 2 . 1  I i I E E A K C I J A i  FI. ..EKTE0MAGNETNIII TAI...ASA SA P E E IO D . IČ N IH
EOOEŠJTJA

D:i.f r a  l<c: .i. .ia  t a l a s a  s a  pc-?r i. oc.l i. i’:n i. h s t r u k t u r a  de? veo m a  

i n t e r e s a n t n a  z a  p r o u č a v a n j e  z b o s  š i r o k e  k l a s e  p r o b l e m a  u 

kodi ff ia  i e  n e o p h o d n o  a na I  i. z i . r a  t  i ovu p o i a v u .  U t u  k l a s u

s p a d a d u J  d i f r a  kc:i. one? r e & e t k e  k o d e  s e  k o r i s t e  u 

s p e k t r o s k o p i  , i i  / 4 0 / ,  d i f r a k c i d a  s a  a t o m a  u k r i s t a l n o . i  

s t r u k t u r i  / 4 9 /  i  d i . f r a k c i . j a  t . a l a s a  s a  n e p r a v i l n i h  p o v r š i n a  

( o i e t a l n i h r  v o d e n i . h  / 5 0 /  i  ]. i  d r u s i h  r o v r š i n a ) .  T e o r i  j s k o  

p r o u č a v a n d c ?  o v i h  p r o b l e m a  p o č i n d e  od L o r c l a  EayIc-?: i . st ia k o d i  dc? 

p r e d p  0s t  a v i .  0 da  s e  u k u p n o p  0 3. je? 010 1  e? p i - e ? d s t a  vi .  t  i. sumom  

d i s k r e t .  n i h  k omp  onent.  i  r e f l e k t .  o v a n o a  i. t r a n s m i t  o v a n o s  t a l a s a .  

N a č i n  k 0r  i č č e n  J a  o v i .h  k o m p o n e n t i  ocl p o s t a v l j a n d a  

p  r  e  d p  0 s t  a v  k e d 0 d a n a s  i  e  v e  0 m a č e  s  t  a t  e  m a m n 0 s  i. h r  a cl 0 v  a r j  e r  

s e  u s l u č a i u  r e č e t  k e  na  s l  . 4 . 1  . r  e t . r i . k t . n o  s  0v o r e ć  i. >■ m o ž e  

t v r d i t i  cla sa m o r e f  l e k t  o v a n e  k omp o n e n t  e  p o s t o i e  u p r o s t o r u  

i z n a d  n a i v i č e  t a č k e r  o d n o s n o  t r a n s m i t o v a n e  k o m p o n e n t e  u 

p r  o s t  o r u  i  s p  od na i n  :i. i. c? 1: ač  k c? i;>c?r :i. od i č n e  s t  r  u I: l u r e  .
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IJ mnos.i:i.m r  a d o v im a de o k a z a n o d a d (•:•:■ p i" e•cls:ta v 1 d & in d e t  a ]. a s>a

sumom d :i. s;. k r  e-'L. n :i. Li k o/vip o n e n t i o cl r :> i  vo ded :i. 1 1 0 x .  ( :X p  r os; t  o r :i. z n acl

na d v i ć e > o cl n os;n o i s>P o cl na d i"i :i I  e •L. a č 1: 0 y ći da t a k vo

p r  cjd srL. a v  ];. d a i "i d e :i. zme•ddu ove c.lvi d e t  a č I: e v  a i  :i. :i ed 'i. 1 "1 0 7. a ma l e

o cl n o s; c; v  :i. s> i  n e i  p e r  :i ocle r e š e t 1: e t  d r.e i. 2 iL i/cl< 0.. 44 8 ]. :i. t  . / 5 1 /

:i. / '5 2 / . U 11 :i. z  u ra d o v a  !*•l'" o 1 •1 em:i r <■:■?<!;o t k e s:*u 7 tl 0 .9 t  0b a

r o e S a v a n i  k o r i s t e ć i  r a z n e  v a r i i a r r t e  r a z v o d a  f u n k c i o e  t a l a s a  

u o b 'J. a s  t  i  i  7. m o cl :.i u n a :j v  i  <?> e :i. n a :.i n :i ž o i. a č: I: o s  :.i o d i"i o <::• t  r  a n o i  

o s t a l 03 p r o s t o r a  s a  d r u s e  s t r a n e >  a z a t i w  rsu r a z n i n t  /viotodima  

i  z  :i ecl n a č  a v a  n :i om .u r  a ri i  <!: n i  h u s  J. o v a  cl o b i  :i en  a r  :i o t o n  :.i a 7 5 3 /  > :i. 'j. i  

s>e p o l d e  d o b i d a  o d r a d  d:i .van Jem nu s t : i . n e  ' s t r 'u d e  na p o v r & i r i i  

J. i. t. , /  '5 4 / —/  5  5 /  , U r a <1 u /  2 3 /  :i o r  o i: a 7 a n o d a s  e  p o L'i o ']. :i č  a n i  m 

k o 1  o kac: i  on im m eto d o m  m o i e  c l o b i t . i  z a d o v o l  j a v a d u ć e  r d e š e n d e  

k o r i s i t e ć i  d i . s k r e t n e  h a r m o n i  l-:e u ć i t a v o m  p r o s t o r u  i  za  

s> 1 u č a :i e  v e i: a cl a :i e  2 TLi /  d >0.. 4 4 8 .•

B i ć e  p o k a z a n o  da s e  k or  i & ć e n  dem mod i f i  l< o v a n  os m etod a  

n a d m a n d i h  k v a d r a t a  > koda de p r e d l  o ž e n a  u P i -ethodnom  

p o s l a v l d u  o v o s  r a d a  r doLn.da veoma p r e c i z . n o  r e š e n d e  za v i s i n e  

r e č e t  ke  k o de r:u zna  t  n o v e ć e  od h: : ( ) , 4 4 8 d /< 2 JTh ) > t  d , od v i  <r>ine 

hi za  kodu s e  do s a d a  nrec lp  o s t a  v l  da 1 o da p r  eclst .a v  1 :ian :ie p o l d a  

R a u e i s h o v i m  d i s r k r e t n i m  s i s t e h i o m  k o m p o n e n t i  os:tadez u 

v a ž n o s t i ,

4 , 2 . 1 , 1  T E O R U S K I  OSORT NA D I F R A K O I J U  SA P E R I O D I Č N I H
STRUKTURA

F'roist  ir-n de e l e k  t  r  oma .sjnet n :i. Li t a l  as>a> kao s: l  o de r o k a z a n o  u

p r e t h o d n o d  s r l .av i  može s:c? o n i s a t i  d e d n a č  i n  o/vJ

. . < 4 . 2 8 >



£i d j  e  j  o' l..l n o p o 7 n a i . o. t un 1: c: i. ■i  a 1, o j  a m o ž e i •1 ( •dst 0. Vii. j  a t  i  1::i :i. 1 o

e  I  e  k t  r  i. č n o . bi. 1 o M a s n e t .n  o p o 1 j  e u z a ' :i. sn  o s t  j. o cl t i. p  a

p o 1 a i ' i. z a c: i. ,:i e t  a .1. a s a . F u n k c i  ■i a  U s e (Y i 0 1 0 (■ d r  ecl i. t i i. m a j  u (‘: i. u

v i . d u  d o b r o p o 7. n a t  e 5,i i a n :i. ć n <•:•:■ u s l o v i :•:•:■ n a p i ■ o v  o cl n o j p o v  r  č  i . i "i i. r

odn o s n  o r a  zckv o j  n o j  p  io v r s i .  ni. i. / m':•■:.! ,'u.i i::l v :i. . i •::: r e d  i . n e .
13

Na t a l a s  k o d i  im a  k o M P o n e i r t u  p r o s t i r a n  i a  li p r a v c u  

k o n s t a n t o M  k ~ - k s i n 8  r u t i ć e  p e r  i  ocličnon s t r u k t u r a  

R J e š e n o e  p r e m a  R a a l e i s h o v o i  a r r  o k s im a c :  i  i i  t r a ž  in'io u

x o s e  s a  

r e š e t  ke

o t) 1 :i. k u i

s a  d 

k o j  i

u - jk s in Đ x  «c— 
e - >  a

n=~ co n
. . . <  4 . 2 9  )

J e  o z n a č e n a  p e r i o d a  r e i t e t k e ,  a s a  a <z> k o e f  ic: i  d en t  in
c le f  i.n ič»u u t  ic :a ,i p e r  i  od i č n e  s t r u k t u r e  na t a  1 a s  du ž >:

o s e .

Z a m i e n  i u i u ć i  i z r a z  LJ u dec lnač i n  i  < 4 . 2 8 )  d o b i d a  s e  oec lnač  i n a  i

0 2a ( z )  - j  ( k s i n 0 + ~ n )x
3> (--------+ (k -  (k s in 0  + x -n ) )a (z )  )e = 0 . . < 4 . 3 0  )3 2 d nn=- oo o z

i. 7. j  e  d n a č a v  a j  u ć  i. sr v a k i. č 1 a n s  a n u I  o m d o b i  j  a s e i

3 2a (z )  2
---- -----  + k cos 0 a (z)  = O . . .< 4 .31 .  )2 n nO z

<y d j  e  j  e  i

2o cos 0
nx1 -  ( s in0  + =1/1- a i n ‘02.

< 4 . 3 2  )



pvi imamo :

a (z) 
n

-jkcosO z 
u e n
n 4 v SS )

odnoiij.no zam J e n  Ju J u ć  i  ovu vr:i. j e n o s t  u :i. z r' o . z a  u  d o b i a a  s e !

03 -jk(sin0 x-co:;fi z)
'c- n n

u L- >  u c . v ,(  4.,.34 )■*-— nn=-°o

rjddta sc? z n a k  u z im a  z a k o w p o n e n l e  r e f  l e k t o v a n o s  t a l a s a r

a ••- za kom P onentG  t r a n s m i t  ovan  o?j t a l a i i a .

T r e b a  nan  omenut i  da pr-et. hodn :i. i z r a z  P r e d s t a v l d a  p o I J g i  znad  

na j  v  i  t  e 7 o d n o sn o  i s p o d  n oi a n :i. ž ca t a č k e  na r - e S e t k i  , a da

p i t a n d e  n aesi o v e  k o n v e r s e n c j .  J e  uru.rl.ar- ovj. h s r - a n i c a  z a v i s i  od 

p r  i  m i  d e n o e n o s  m e t  o d a ,. L) ]. e  d e ć :i. m r> a r  a s  r- a f  :i m a ć e  b :i. t  i  

p o k a z a n o d a p p  e d s  t  a v 1. ,j a ,'j u ć i  t  a .1. a s  i  z r- a z. o m ( 4 ,■ 34 ) d o b i. ,j a m o 

veoma dobr-e r e z u l t a t e  u s v a  Ja  J u ć  i  da ,-ie po l . : ie  i s t o s  o b l i k a  i  

u u n u t r a š n  ,j o s t  i  r e ^ e t k e ,  tJvo p r u ž a  v e l i k u  p  o so d n  o s t  p r i .  

r  J e  a v a n j  i. r> r  o b 1 e m a o v i  m m e t  o d o m ,

4 . 2 . 1 - . 2 .  MODII- IK OOANI METOD U PEODL.EMIMA D I F E A K C U E

E je ili-a v a n d e  p r o b l e m a  d i f r a k c i j e  s e ,  uz u s v a j a n j e  E a s i l e i s h o v e  

a p r o k s i . m a c i . j e  u č i t a v o m  p r o s t o r u ,  c ;vo d i  na o d r e d  j  i. van  j e  

k o e f  i c  .i. j e n a t a  Un u j e d n a č i n i .  ( 4 , 3 4 ) ,  P r e d r  o s t a v i ć e m o  da j e  

i  n c i  d e  i "i L a 1 n i. e 1 e  k t  r  o m a b  n e  t  n i. t  a 1 a s  n o r  m a 1 n o p o 'J. a r  i. z o v a n 

i .m a ju ć i .  u v i .du da ,ie a n a l  i z a  p a r a l e l n o  p o 3.a r  i. z ovan i. h 

t . a l a s a  p o t p u n o  a n a l o s n a .  LJ s i u č a j u  nor-maJ.ne p o l a r i z a c i d e  

r  j e & e n d e  za  r e f  .1.e k t  ovani .  t a l a s  t r i i m i o  u o b l  i. ku sume

k omp onervL :i t

E
r

M
= 2  = 

m — M rin

-jk(sin0 x+cos0 z) 
m m

e )v v v ( 4
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U adu s a  t e o r i  j B k i m  i. 7. .1. a ?.:,i a ri .i :i. mtt i 1 p o g l a v l  ju 4 .1 ha 7. n e

•f' un kc: i. ,ie u ovom s l u č a đ u  i.ma.iu o b l i .  k i

f m( x , y )
- i k ( s i n 0  x+cos0 z) rn me v v . ( 4 v 36  )

a •(■ u 11 k (.. i ,ia u r  a n i. č n 0 ?.:.i u <;> .1. 0 va  <: (•;• d 0 |;j :i ,;i a :i, 7. u ?;;. i. 0 va  da ,ie  

i: a n s  e  n c: i. ,i a 1  n a k 0 m p  0 n e n i. a e I e k t  r  :i. č n 0 b  p 0 1  ;.i a n a 9 r  a n i  c: i

J e d n a k a  n u l  i. >• i. d c

E . + E = 0 
1 r na g r a n ic i  lg ( x ) ( 4 . 3 7 >

p a <;>e cl 0 b i. 3 a cl a , i e :

g(x) = -  E^ = -e
- j k ( s in 0x+ co s0z)

. . . ( 4 . 3 8 >

K o e f  i.c..i. i e n t e  L-.rm preona n a p r  i. .iecl op i.?;;a 1 r om rnei odu možemo 

d o b i i . i  i. 7. u s l o v a  da p r v i .  h harmon i. ka f j r e č k e  bude d e d n a k o

i 'u i i i  r č t  0 da.ic? 1; is tefr t  ( 4 . 10 >> odnonno i. 7. u s l o v a  da s r e d n i a  

k v a d r a t  na s j r e š k a  b ude  mi.n i.ma I n a  , r r i  čemu s e  cl 0 b i. ,i a s i s t e o i  

( 4 . i.6 ) .  S v i  k 0e f  i.c: i  ,ien t  i. u p 0menu t  :i m c;:i s t  emi.ma F m( V > >■ Am'.I., 

mosu s e  o d r e d i t i .  na o s n o v u  f u n  kc: i  Ja  fm( x , l s (  x > > i  <;j( x > na  

v  e  ć o p i  ?;; a n i. n a č i  n .

T a č n o s t  cl o bi. j e n  i. h r e z u l t a t a  ?:;e može p p  o v  J e r  i. t  i.

i z r a č u n a  v a n  ciem j j j r e č k e  na s r a  n i. čn  0 ,i p o r  či. n i. i. 1 i. s l .  0 <;>e z n a t n o

č e č č e  č i n i . r  p r o v i e r o m  e n e r s e t s k o s  b i l a n s a ,  t  , i . p r o v i e r o m

u s l o v a  da e n e r s i  Ja  i.nc: i d e n  l . a l n o s  t a l a s a  bude Jcadnaka s u m i

e n e r  o i  ,ia r e f  l e k t .  o v a n i  h k o m p o n e n t i  ko , ie  s e  p r o s t i . r u  ( kod

k 0 đ i h  ,ie I s i n B  |( 1 ) .  Uz ima ,iuć i. da ,ie  amr 1 i t .u d a  i .nc i . d e n t a  1 n os  
m

t a l a s a  j e d n a k a  , i e d i n i . c : i  onda i. e n c j r - s id a  r e f  l e k t  ovani .  h 

k o m p o n e i i t i  t r e b a  da bucle a e d n a k a  .iec.l i.n :i.c: i. , t. ,i . da , ie ;

m
COS02 m
COS0 1 . . . ( 4 . 3 9  >



.‘•iclJe s e  si iMii 'r in  >.ie v r  š i  po  l :o e f : i  c: :i. je r r l  :i wa m a k o je  j e  |s: :i.nB I < 1 

K o e  f  i. c: i  j  e n t  i  r  e  f  1 e k «:> :i. j  e u d a t. :i :i :<• r  o z o m ?

R = m |E„
COU0 in
COS0 v < 4 ,. 4 0  >

4  »2 , 1 . 3  . NUMERIČKI  REZLJLTATI

a ) K a o r  e P e  r- e n t  n j. c< b 1 :i. I<

k o r  x s  t  j. s  j. n u s  n a n o v r  t  :i. n o.

d e f i n i s a n  s;a ;

z  a p o r  ecl dc:<n , ie Met c<da na ,.ič c š ć  e s e  

1 j. t  . /  ’ < 0 /  ■■•■ /  5 5 /  č. :i. ,i j. ,.i e  o l::< 1 j. k

z , . 2,7h s in —- x d . . . < 4 . 4  :i. >

j. d a t  n a s> 1 j. c: j. 4 . 2 .

S  '.I.. 4 . 2  S j. n u s  n a r  e  ;!:■ e  t. k a

l.J t  o m s  I  u č a J u p r  :i. m j  e nom p r  e t  ki o d n o c< p i  s a n o .<■> m e t  o cl a i  z r  a č u n a J. j. 

smo k o e f  i c  i  . i e n t e  r e f  1 e k s i .  ,ie .i p r o v i e r i l i  e n e r s e t . s k  i  b i l a n s .

7. a s  J. u č a 3 d /> :r-: 2 :i. h / X “•■ 0 . 5  l< o e f  i. c: i. ,.i e  n i. :i. r  e  f  J. e  k s  i. d e  s  u

p r  j. k a z a n i. n a s  J. . 4 . 3  . a v r  i. ,i e  c.l n c< s i. i. e n e r  s e t  s  k o .<;.> b i, j. a n s  a z a 

r a z n e  v r i  j e d n o s t i  b r c . i a  s u s i e d n i h  h a r m o n i  ka N.1. ,ie  da t a  u

r a b e .1. i. 4 .1  .



Rm
/

23
.. 0

't /*v..
•v 2 R ,'-■1 -1
/ s.. ' __^—3

. -----t-------  •
0 ^  ^ 9 0- 0

S 1 . 4 . 3 K o f" :i. c: i  >.i t-:n i  :i r  e-F ii. e k :i. J (■:■:

brc:: !:ka j e  manJa od 0 . 3 %  za N i ;::;0 :i. M:-:.ed i j .  u e l u č a J u  kac.la :::c: 

k o r i s t i  e i s t e m  < 4 . .1.0 ),. Za N.1.::: 31 g r e š k a  oe m a n ja  ocl 0,-002%.. U

d i  t'i" a k c: i  ,i a <:;.a <.: i  n u o  :i. cl a 1. n c: r  e:!:et !•; e
cl /.X:::: 2  . h. ■',A::: 0 .. 5 M=":J. 5

N :l ::::3 1 N1 • 3 NJ. ==o
u 5.i a o e n e r g , b i l . u 5.i a o er u " 9  . b: i . l . u 3 a o e n e r s i .  b i . ’

0 0 r c>999 9 2 9 0 1 . 0 0 0 0  J.O 0 0 . 9 9 8 1 3 7 3
1 0 0 . 9 9 9 9 9 5 2 1 0 1 . 0 0 0 2 4 1 J. 0 J. . 0 0 0 7 9 5 0
2 0 0 . 9 9 9 9 8 4 6 2 0 1 . 0 0 0 7 7 2 2 0 0 . 9 9 5 6 0 1  J.
3 0 0 . 9 9 9 9 9 0 1 30 1 . 00067.1 v.'> 0 J. . 0 0 0 0 0 0 0
-'40 0 . 9 9 9 9 9 7 1 4 0 1 . 0 0 0  J. 07 4 0 J. . 0 0 0 3 8 4 0
5 0 0 . 9 9 9 9 9 3 3 50 1 . 0 0 0 0 8 8 50 J. . 0 0 1 8 0 5 0
60 0 . 9 9 9 9 8 9 1 60 1 . 0 0 0 0 2  J. 60 J. . 0 0 2 2 2 9 0
70 0 . 9 9 9 9 9 0 2 70 1 . 0 0 0 4 0 7 70 1 . 0 0 0 3 7 6 0
80 0 . 9 9 9 9 9 7 3 80 1 . 0 0 0  3.04 80 0 . 9 9 7 8 6 2 4
89 0 . 9 9 9 9 9 7 9 89 J. . 0 0 0 0 2 9 89 J. . 0 0 0 5 4 7 0

T a b o? 1 a 4 . 1  E  n e r 5.i e t  <:> k i o i  :i a n s  I; o d ::: i  n u s  o i  c! a 1 ne  r e O e t  kc-

p rv o m  s l u č a j u  kad a  j e  N l - O  k oe-Pic: i  j e n t  i  s i s i e m a  s e  d o b i j a j u

5 . J. 8 n u t  a br že nes.i o k o r  i. s i  ec': i o r• i s  in a  J.n i  met od na jman ,j :i. h

k v a d r a t a . Iz Tabca le  4 . ■ 3. v x cl X M 0 da u x :i. ivia jucf: i  NJ. ::::3 s r  e  č k a j  e

veoma b l i s ■ ka v r :i. j e d n  o <:: : t i  p r i  N l ::::3; i . U s  1 u č a j  u k a c:1a i e  N l ::::3

r  a č u n a n j  e 0 4 (:>uta b r• x (■:•; n c : ,<..i o k o r XS"(.eC: i  or  :i.s.i in a  .1n :i. mcat od .

K o e  f' i  c: i  j  en i  i  r  (• ( i c: k ::: :i. j  e a <:; 1 u d a j  e'/e d , 'A :::: I 33  i  h/,\ ■~ 0 ,. .1.35 :i. 

d / A ::::2 i  h/'/V::::0 3 7 3  su  i>r :i I: a / a n :i. na <:: I , 4 , 4  >• a v r  i  j e d n  o s t
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e n e r g p  t s  i: <• 5..» b i l a n s a  j (> (I > *. i a u I n I •< • I i 4 . 2

S I . 4 . 4  K o e f  i c: :i J (• n l i i' P .1 e k s  :i. ,i e
a )  h 77,-0  . .1.333 d / A ::::l . 3  l> )p,/.\: 0 .3 7 1 )  d / A ::::2 . 3

d :i. Pra  kc: :i. Ja s a  s  i nusno- i'(.'/<• I I:c? 
d / A ::::2 . 5  h / \  O  . ,.v/S Pknl S

u j.:.i a o 
0 

I 0
20
30
40
30
60
70
00
09

ener?:) . b:i. I ,.
0 . 9 9 9 3 7 6 1  
0 . 9 9 9 4 0 4 4  
O . 9 9 9 / 6 3 3  
0 . 9 9 9 3 / 9 /
0 . 9 9 9 0 3 3 0  
0 . 9 9 9 6 4 4 3  
0 . 9 9 9 3 3 6 6  
0 . 9 9 9 3 0 9 0  
0 . 9 9 9 9 9 3 4  
O . 9 9 9 9 0 1 2

Tv.i b e l a  4 . 2  P.nei ‘i c  I. <>k i b:i l a n s

GreiTjka ,ie manda od 0 . 0 6 %  za s  :i n 11 r> o :i < I a I. n :i r r o f l l  s a  h / A ::::2 . 5 .  

Ova t a č n o s t .  ,Jcc p o s t i f i n u t a  za M::::13 i  N::"64 o d b i r k a .

Norma 1 :i. z ov a n a  vr-:i. decln os  t č . l .anova u s u m i  koda d e P i  n :i.<T>e

k oel'i.c: :i. d e n i e  Aml de i>r i l:n /.ai u  na s.l , 4 . 3 .

V i d i  s e  da de u sum i clovcJ. dno uzet.  i  s v e o a  nekcbl. :i. ko h a i ' M o n i k a  

oko c : e n t r a  J.n:i. h v r i  decln o s l . i  kod e  su  t u n k c i d e  r e i k i  harmon i  ka i  

usJ.a 0 .  Na m i mdei' za B :::;0 i'nn J. č.l.an :i ma ma ks:i.ma J.nu v r  i  dec.ln o s t  

( m i I ) 4 o • i h a r m o n . ik a .  Ucima.iu i '  i I /> <d: o I n i I* č J a n o v a .  t d .o k o



N l :=:1 3 , vr-emonsk :i koef:i.c:i.,ieirt .K' h"t . 4 §to z n a č i  t.la de 

uiTiteda u vremenu 2 . b  puta, a r e z u  I t a t i  su sotovo :i. st:i. v

h ) l::.t i. t<asn o s t  m etod a  J e  p p  o v J e r e n a  :i. na znat .no  sil. o žtan :i. ;.i :i.rn

p r o b l e m i m a  n o l u k r u t n o s  ott l i .ka  r e š e t k e  l;o.o :i. o b l i k - a  i n v e r z n o g  

o v  o o'i o b 1 :i. t; u I: o 3 :i. ,.i e p i ' :i I; a z a n n a o- ]. , 4 v 6 , a a n a 1 i  z :i. p a n ,i e u

7 5 0 /  v

S l . 4 , 6  P o l u k r u ž n a  r e i i e t k a

Koe-Pic: i  je rv t  i  r e f l e k s i  ,ie s u  d a t i  na s l v4 v7 ,  a p r  o v d e r a

e n e r s e i s k og b i l a n s a u T a be ]. i. 4 v 3 v

G r e i s k a  ,ie manda od 2 % 7. a p o .1 u k r u  :<:nu rt:rTet  ku i • i 1 N.'l a ć a k

manda od 0.-3% 7. a Nl -•=31 v Ovo J e  p o s t . i g n u t o  s a  M-.1.5 i N -2 5 6

o d l:> i. r  a k a d u i  7. i  d a t. ,i .■ u :i. n t e r  va '.1. u ( 0 , d ) .■ Uz i.ma -iuć i. N.l==0



/ 6

S 1 r 4 . 7 K o e - f ' i c i  i  e  n t  i  r  e f' 1 e  I: s  i  d e  
a ) i  n v  e r  z n a r  e e i. I; a b ) p  o 1 u I; r  u ž n a r  e  š  e t  k a

n i d e s i u  s>e m o s i l i  d o b i t i  zad  o vo I  ;.ia va j u i .': i  r e z u l t a t i  za  s v e  

u s l o v e  i n c i d e n c i  J e  na nj. ;ie s u  n i  d a t i .  Za N"256>- M=15 i  Nl==31 

o d n o s  p o t  r  e bn i  h r  a č u n s  i: i. h o p ei ' a c i  J a J e 0 . 5  s t  o z n a č j. d a J e

rn o d i  f  i  k o v a n a v a r  i. J a n t  a 2 p u t  a b r  ž a o d o r  i  s :i. n a 1 n o s  rn e  t  o d a . a

za  Nl==5 č a k  3 . 5  p u t a  b r ž a .

d :i. f' r  a k c.: i. J a s  a r  o 1 u k r  u ± n e r  e  č: e t  k e
d/A"=2. h/y\ ==0. 5  M==15

N l= 5  N1 ==31
u s a o e n e r s . b i l . u s a o e n e rs j  . b i l

0 3. . 0 0 4 7 2 8 0 0 1 . 0 0 2 1 2 5 0
10 0 . 9 9 0 8 0 9 9 10 3... 0 0 0 6 9 2 0
20 0 . 9 8 3 7 3 9 2 20 0 . 9 9 7 0 3 1 0
30 1 . 0 1 8 1 5 7 0 30 0 . 9 9 7 5 7 8 6
40 0 . 9 9 5 5 9 7 1 40 1 . 0 0 0 4 1 6 0
50 0 . 9 8 2 7 8 9 3 50 3. . 0 0 0 7 5 7 0
60 0 . 9 8 6 3 3 7 5 60 3. . 0 0 2 0 2 7 0
7 0 1 . 0 0 1 6 8 6 0 70 3. . 0 0 2 8 0 0 0
80 0 . 9 9 2 9 0 3 5 80 1 .0 0 2 2 1 3 . 0
89 1 . 0 0 1 2 5 3 0 89 3.. 0 0 0 5 4 7 0

T a b e 1 a 4 . 3  E  n e  r  s e i:. s  I : i  h i  3. a n s



c: ) Kao t r o ' ć i  

p  r  :i. I: vi 7. a i "1 a n a s  1

p r  :i. M ..1 e r  r  a z nrivi 1 r  a n a j  e t  r 0 u s  a o n a r  eSoat. k

k o J a  s e  i>r a l:t :i čn  o na : i ć e š c e  I: or  i  st. :i. ,.

S .1. , 4 . 8 T r  0 u b a 0 n a r  e ć  e t  I;;

Koe-Fi  c: i  d e n t  i  r e - F l e k s i  ae  i  e n e i - u e t s l :  i  b i l a n s  su  dal.:i. na s l . 4  

i  u T a b e i i  4 . 4 ,

S 1 . 4 . 9  K o e  F i  c: 1 J ta n t  i  r  e F ]. e I; s, i  e  
a ) h/'T ::::0 . 1 3 3 3  cl/T :=:!l. . 3 b ) h / A - :0 . 3 7 5  d /3 ~-2. 5

d i f r a k c i J a  s.h t  r  0 u b a 0 n e r  e <5 e 1 1:
d/X~-2. 5 h / ' T - 0 . 3 7 5  M:=:15

u 3 a 0 e n e r a .  b i 1 .
0 0 . 9 9 0 7 5 1 4

10 0 . 9 9 2 3 1 7 9
20 0 . 9 9 1 0 8 8 1
30 0 , 9 9 0 8 3 1 1
40 0 . 9 9 6 9 5 9 8
50 0 . 9 9 5 0 7 7 4
60 0 . 9 9 5 0 8 5 3
7 0 0 . 9 9 8 8 4 8 7
80 0 . 9 9 9 1 0 1 0
8 ? 1 ,. 0 0 0 2 5 3

T a b e 1. a 4 , 4  E n e r  s <:■ t . 1: :i. b :i. 1 a n

80 e



7 8

G r e & k a  J e  m arua  od 1 %  k or :i ( e ć  i 

za  s  1 uč  a J d / /  ■■■■2, 5  i  h / A ::- 0 , 3 7 5  y a

M-.1.5 :i N:;::64  o d b i r k a  clu ž z i d a

:::a d / \ :;::l  -3 i  h / A —0 v 13 3  č a k  i

z n a t n o  manJa u z i m a J u ć i  M:::; 10 ..

O i d i  s e  da u s v i m  p r e t h o d n i m  s: l u č a  J e v i rn a  u p r k o s  r e l a t i v n o  

v e l i k o J  d u b i n i r  d o b i o e m  su veoma d o b r i  r e z u  l i a t  :i. k o J i  s e  u 

p o t p u n o s t i  s l a č u  <:>a p o z n a t i  m i-e:n.i].tat:i.ina n a v e d e n i m  u

1 i t e r a t u r  i  v U č t e d a  u vremeonu u o d nosu  na s t a n d a r d n i  rnetod 

n a J m a n J i h  k v a d r a t a  J e  veoma z n a č a J n a , .

4 . 2 . 1 . 4  F' R' QIII... E MI D I  l:r R A K C I J  E SA 0 T U O R E NIH  
P ER '! 011 ] ČNIH  STRUKTURA

U ovom p a r a s r a f u  ć e  b i t i  r a z m a t r a n  p r o b l e m  d i  Pra  kc: i  J e  kada  

o s i M  r e f l e k t o v a n o s  t a l . a s a  imarno i  t r a n s m i t  o v a r i i  t a l a s ,  

P r o b l e m  J e  u tom s l u č a J u  z n a t n o  sl.  o !:en i  J i  i  r a r . m a t r a n  J e  uz  

o d r e d o e n a  o s r a n i č e n  Ja» n n r  , u l i t ,  / 5 7 /  samo za norm a' ino  

n a i  1 a z eć: i  t  a 1 a s  n a t  r  a k a s t  u s t  r  u k t  u r  u ,

P r i m J e n a  m o c l i - F ik o v a n o s  m etod a  ć:e b i t i  p r i k a z a n a  na r e š a v a n J u  

o v i h  p r o b l e m a  i  t  o u veoma s l o ž e n i m  s l u č a  J e v i m a  r k ak o  za  

t r a k a s t e  r e č e t k e  p r i  s v i m  u s l o v i m a  i n c i d e n c i J e >  t a k o  i  

s t r u k t u r a  s;a c i l i n d r i č n i m  p r o v o d n i c i m a  č i J e  su  d i m e n z i J e

i s t o s  r e d a  v e l i č i n e  s a  r e s t o J a n J e m  medJu n J i m a ,

U ovom s l u č a J u  imamo i  r e T l e k t o v a n i  i  t r a n s m i t o v a n i  t a l a s  

k o J e  m o i  e m o n a p i  s  a 1 1 u o b 1 :i I: u (

N ik(sin© x + cos© z )—— J m m
E r ( x , y )  = ^ E ^ e

m=— N

N jk(sin© x + cos6 z ). . ■v ~  m mE t ( x , y )  = E tme
m=-N

, , , ( 4 , 4 2 )
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£i c:l 5 e  s i . i :

sin© = sinO -  mX/d m cosG = m l - s in ^9
r r r ( 4 v 4 3  )

S 1 . 4 . 3 , 0  C i  1 i n d r i č n a  i  i r a k a s r t a  s i r u k t u r a  r e č e t k e

1 z H a x w e l  1 o v e  j  e  d n a č i  n e  n e p. o s  r  e  d n o s  e m o <-i u o d r  e  d :i. t. i

t a n s e n c i o a l n e  k o m p o n e n t e  m a s n e t n o s  p o l d a t

M - i k ( s in 9  x + cos9 z)u r  »  - m m
H ~  -5 ----  = >  —cos9 E er t  0 z . m rtnm--M

0E M - j k ( s i n 9  x -  cos9 z)
t  "»g~* „ ^ m m

H ~  "o---- = >  cos9 E et t  oz  m tmm=—M

. . (  4 . 4 4  )

G r a n i č n i  u s l o v  za  e l e k t r i č n o  p o l d e  na t r a k a m a  z a h t i d e v a  

d a j  e o

E + E = 0 i  E = 0 za 0 *<x^ai  r  t . . . (  4 . 4 5  )

č t  o clade

M - j k ( s i n 0  x + cos0 1 , ( x ) )  - jk (s in 0 x  -  cosGl „ ( x ) )
—  m m g l  _ _ e g lE

m=—M rm

M - j k ( s i n 0  x -  cos0 1 _ ( x ) )
>  E e m m g l  = 0tmm=—M

. . .< 4 . 4 6  )

S d r u g e s t r ane k o n t i n u a l n o s t e 3.ekt.r oma s n e t n o .<;• p o 3. j a cluž 

otvora r e š e t k e  z a h t i d e v a *

E .
i + Er H. + H = H .l t  r t  t t

l a^x^d -----< 4 . 4 7  )



8 0

odn o<:: n o

M

m=—M
E e rm

- jksinO x m M

m=-M

M

-jksiriO x . _„ rti - jksin0xE e = - et.m

M - jk s inO  x M - jksinO x
cos0 E e + cosO E e m = cos0e.. m rm •* ■ m t.mm=—M rn=—M

. v v C 4 . 4 8  :> 

-jksin0x

K e t if lv a n  j e  p ro b ie m a  svo d :i. i::e i . ;•>. ko rra n a la ž e n  j e  2M t :l.

nep  o z i"r a t  :i. ii i; o <•:■?•(■ :i. c :i. j  en a i. a i' - e f  t. e I; L o va  n o n r> o ]. j  o Ifr+ri ;i. :i. o

i a "i a n j  :i. i i o v  o n a 1 a ž en d e

F' o s  fvi o 'i. r o ;i u ć :i. r> o e 1;;. n o

n :i. mo9 u b:i. t  :i. o p is a n i

t  o 1 i  I; o k o e f i c :  i  j e n a  t a Ir.l'.frt r t a k o d a

frt o r- a (rt o ifiia t  't e i c i .  erri od 2M1 .'iednač :i n a

s> i - a n :i. č n e  u s l o v e  ino ie iri o z a k 1 ,'i u č :i. t  :i. <:l a

s a  d va i  s t  eina fu n  kc: :i. j a t

- j k ( s i n 0  x+cos0 1 , ( x ) )  - jks inG  xm m g l  m , n = l , . . . , M le 0*x+a l  e a*x<đ

f l n ( x )  =<

f 2n ( * ) H

- jk s in 0  x
0 ^X0  i - e  a+x<d

—jk ( s i n0  x cos0 1 _ ( x ) )  -jk sm O  xm m p2 „ . me 0^x<a i e

m=-M, . . . , M

n=M l+ l , . . . , 2M1 
m=-M, . . . , M

. . . ( 4 . 4 9 )
- jk s in 0  x

0 <rx<a i cos0 e a*.x<dm

a^x<d

o d n o s n o  f u n k c i  iam a j j r a n i ć n o s  u s l o v a !

—jk ( s in 0 x  — cosOl ( x ) )  - jk s in0x
g^(x) = —e 0^x^a l  - e a^x-d

. . . ( 4 . 5 0  )

g2 (x) = O 0 ^ x ^ a  i  cosOe J^cos®x a^x^đ

C = i n

k oef i <:: i.denata p o ! jat

E n=l, ... , Mrm 1

E n=M,+1,...,2Mtm 1 ’
. . (  4 . 5 1  )



o v a k o  d e  (' :i. n i  sa  n e  fu n  l<c: :i. dihoslk': a va Ju r n l a t n o  l a k o  :i. b r z o

n a j. a i. e n J e  n j  i  h o v :i. h F i: I i. d :i. i- e i: t  n u i > i- :i. m.) e n u s  :i. <;> l. e m a ( 4 . :l. 6 ) u z 

k o e f . i c i  J e n l e  Am.l. i  Km odi-ed Jei  ie :i.7.ra?. ima ( 4 , 2  7 ) .

O p i s n i  p o s t .u n a k  p i-  :i. m Jen  J :i van  J e  z a t.i-a kas t .u  reii>et.ku «>a t . r i  

r a z l i č i  l a oc lnosas  a / d - 0 , 2 5 >  0 , 5  i  0 , 7 5 ,  pr:i. čemu J e  u s v a

t . r i  s . l . u č a J a  b i o  o d n o s  k o n s t a n t e  i - e č e t k e  i t a l a s r i e  d u ž i n e  

C I / / - 2 , Ka o rezu.1 .t .at  i -aču n a  p o s m a t . r a n i  s u  k o e f  i c i  Jent. i

r  ef 1 e k s  i  J e ,i. 1 1- a n sm i. s  i J e  ;

Rm
2

cosGm
COS0 T = m

COS0m
COS0

P r  i k a z a n i  za s v a  t r i  s i u č a J a  na s i  i.kama 4 .  :l. i a ,  4 , : l . i b  i  4 , i i c  

i  4 . 1 2 a ,  4 . 1.2b i  4 . 1 2 c .

b t e p e n  t a č n o s t i  d o bi. Jen  i. h r e z u l t a t a  p i-  o v  Je i-a  v a n  J e  na o s n o v u  

en e r  .g et. k o g b i. I. a n s a  ;

2 ( | e rm |E tm
COS0 _______m

COS0 . . . ( 4 . 5 3 )

s  d j  e  s  e  s  u m i. r  a n J e  v i- č  i. z a o n e  k o e f  i. c: i. J e  n t. e  m i. a k o J e  d e  

I s i n 0 m  I < .1. . Kao <!;t o s e  i i. I a be 1 e 4 . 5  v i . d i  z a d o v o l  Jeri J e  u s l o v a  

( 4 - 5 3 )  o s t v a r e n o  J e  u v r l o  v i s o k o m  s t e p e n u .  G r e č k a  ne  p r e l a z i .  

0 . 7 % ,  a za v e č i n u  u s l o v a  i.nc i d e n c  i J e  J e  zn a i .n o  i s p o d  t e  

v r i  j e d n o s t . i . , S t o  J e  znat .no v e č a  t a č n o s i .  n e s o  u ma k o je m  

p o s t u p k u  koJi .m J e  t r e t  i. r a n  o v a J  r>r o b l e m .

O v i  r e z u  .1. t.at. i. s u  p o s i i s n u t i  s a  M::::3.l. k oe f'i.c: i. J e n a t .a  i - e f i e k s i J e  

i  t r a n s m i . s i . j e ,  P r  i. tome J e  u z e t o  64 o d b i r k a  b azn i .  h f u n k c i J a  

i  11 č. l .anova s u m e .  l - i -o račun  J e  v r č e n  i <:>a samo Jedni.m č l a n o m  

sum e ( 4 . 1 5 ) ,  a l i  clobi Jen.i. r e z u i t a t i ,  i a k o  za n e k e  i n c i d e n t a l n e

u 9 1. o v  e  s a s v  i. m p  i- i. h v a i  I J i v i. , z a o d r  e d J e n e u g I. o v e z a k o J e  s u 

Jako i z r a i e n e  d i li  a I.c i oi a ■ a n oma 1. i. Je > ne mosu <;>e s m a t r a t i

z a d o v  o 1. J a v a J u č i. m .



S l . 4 . 1 1 K  ci e'P i c i J e n t  i 
r ef' ]. e k s i ,j e 

a )  a / d - 0 . 2 5

90

b ) a / d ~ 0 .

90 0

1 , 4 .  .1.2 Koe-f'ic:i J e n t  i 
t r a n s m i s i d e  

c: ) a / d - 0 . 7 5



l-'osfna t r a ć e f n o  t. a k o d j  e  i  lc o e F i  c :i. Jenat .  e k r a n i z a c i i e  k o J i  ć emo 

c le f ' in  i s a t  i  kao o d n o s  t r a n s m i t o v a n e  e n e r g  i  :ie  p rem a e n e r s  i  ,j i  

i  n c  i  <:l en t  a 1 n 0 s  t  a 1. a s  a c
„ CO50

K = ^ ; i e 4 i 2 — m
6 m ^  cos0 . . , ( 4 . 5 4 )

k 0 d i  J e  p  r  i  k a 2 a n n a s  l . 4 .. J. 3 .

D i f ' r a  kc: i  ,ia s>a t r a k a s t e  r e < t e t k e  
c l / 3 - 2 .  M=31

a/c .k -0 .2 5
u b a o en e r s . sum a u s a 0

a / d “ 0 . 5
e n e r s . suma

vA /
u & a 0

d ~ 0 . 7 5  
e n e r s . suma

0 0 . 9 9 8 1 9 6 0 1 . 0 0 3 1 1 8 0 J. . 0 0 1 8 3 7
6 J. . 0 0 3 5 8 9 6 0 . 9 9 9 3 7 9 6 J. . 0 0 6 0 2 5

12 1 . 0 0 3 5 2 8 12 0 . 9 9 9 0 0 9 12 J. . 0 0 6 7 9 7
18 J. . 0 0 2 6 3 6 18 0 . 9 9 9 3 7 9 18 J. . 0 0 6 7 6 5
24 1 . 0 0 1 7 9 0 24 0 . 9 9 9 9 8 6 24 J. . 0 0 6 3 3 9
3 0 0 . 9 9 0 3 2 8 30 0 . 9 9 9 1 0 1 30 J. . 0 0 5 9 5 5
3 6 0 . 9 9 5 4 9 5 3 6 1 . 0 0 2 3 2 0 36 J. . 0 0 4 4 5 0
4 2 0 . 9 9 6 0 2 1 42 1 . 0 0 1 5 9 4 42 J. .0 0 3 3 3 5
48 0 . 9 9 5 9 3 0 48 J. . 0 0 0 9 0 4 48 J. . 0 0 2 6 2 9
54 0 . 9 9 5 7 5 3 54 J. . 0 0 0 5 0 7 54 J. . 0 0 2 2 4 4
6 0 0 . 9 9 5 7 2 6 60 J. . 0 0 0 4 4 3 60 J. . 0 0 2 0 7 5
66 0 . 9 9 6 0 1 9 66 1 . 0 0 1 2 1 3 66 J. . 0 0 2 0 0 6
7 2 0 , 9 9 6 7 8 1 72 1 . 0 0 1 0 3 7 72 1 . 0 0 1 9 0 5
7 8 0 . 9 9 8 0 5 0 78 1 . 0 0 1 3 2 9 78 J. . 0 0 1 6 4 1
84 0 , 9 9 9 4 7 2 84 1 . 0 0 1 1 6 7 84 1 . 0 0 1 0 5 8

T a b e l a  4 . 5 E n e r s e t s k i  f.) i  1 a n s- k 0 cl t  r  a k a s t e r e s e t k e

8 1 . 4  . J. 3 . K o ef' i  c: i  3 en t  i  e  k r  a n i  7. a c: i  ,:i e
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U s  1 u <!: a d u c i  1 i  n d r  i  c1: n i  h p  r  

r  e  -f' 1 e  k s  i  j  e i  t  r  a n s  m i  s  i  j  e  

za r a z  n e  v r  i  jc?dn o s t  i  o d n o s

sli d a t  i  u T a be 1 i  4 . 6  v

a / d 0 . 1 0 . 2 0

R--1 0 . 0 0 0 2 0 . 0 0 5 5 0
R 0 0 . 0 0 0 3 0 . 0 0 7 0 0
R+1 0 . 0 0 0 2 0 . 0 0 5 5 0

T - 1 0 v 0 0 0 3 0 . 0 0 5 4 0
T 0 0 . 9 9 8 3 0 . 9 6 9 1 0
T+1 0 . 0 0 0 3 0 . 0 0 5 5 0

r a b e .1. a 4 . 6 K o e f i c i :> en t.
z a c i  J. i  n

o d n i k a  J. i  t  8 /  k oe-f'ic: i  d e n t  i  

a s  J. u č a 3 n o i - m a J. n e i  n c: i  d e n c: i  ;.i e  ) 

p o J. u p r  e  č n i  I: a :i. p e r  :i. o d e r  e  č, e  t  k e

0 . 4 0.. 5 0 . 6

31 0 . 1 1 5 7 0 . 1 1 8 8 0 . 1 2 1 2
66 0 v1841 0 . 1 9 2 6 0 . 2 3 5 5
88 0 . 1 1 7 7 0 . 1 1 2 1 0 . 1 0 1 7

03 0 . 1 1 7 0 0 . 1 1 9 5 0 . 1 0 9 6
34 0 . 3 2 2 5 0 . 2 7 5 2 0 . 2 3 8 7
65 0 . 1 1 9 4 0 . 1 3 9 0 0 . 1 1 6 1

ef j . e I: s  i  d e i t r a n s m i s i j  e
i č n u  s t r u k t u r u

o v

< z

a

3

06
08
05:

05
65
05

i-
d r
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4 . 2 , 2 ,  A N A L IZ A  TAI...ASOUODA 8L0ŽEM0G POPEEČNOG  
P E E S J E K A  P E 1 iiJENOM MODIFIKOOAMOG METODA

( J s n o v n a  leor : i .  J a  n e o p h o d n a  za a n a l i z u  ta l a s o v o d a  :i. z ] o ž e n a  Je? 

u P r e d h o d n  0 .-i sK l .a v i ,  u p o s l a v l j u  I: o de i r e t i r a  t a l a s o v o d e  

s l o i e n o g  p o p r e č n o g  p r e s l e k a , Kao i l u s t r a c : i r i a  p r i m o e n e

m od i  t' i  k 0 v a n  os  met. o d a b :i. (': (•:•? a n a I  i  z :i. r  a n i  ; e  I  i  p  t. i  č n i  t. a I  a s o  v  od i  

s a  u r e z o m  i  n —to u s a o n  j. t . a l a s o v o d i  x a b i ć e  u k a z a n o  i  na  

m o s  u ć n o s  t  p  r  i  rn d e  n e  o v o ,?j ni e  t. o d a n a a n a I  i  z u t. a I  a s  o v  o cl a I; a cl a :.i e  

n e o p h o d n o  u z e t i  d v o s t r u k i  s r a r i i č n i  u s l o v ,  U o k v i r u  z a d n d e  

s  r  u p  e  p  o s  m a t. r  a n i  s  u (1 t  a 1 a s  o v  o d i  s a  u s  k i  m u r  e z o m i  T 

t  a 1 a s  o v  o d i  .

4 . 2 . 2 . 1  E L J P T I Č N I  TAI...ASOUGDI SA LJEEZOM

E a z l o s  r a z m a t r a n d a  e l i p t i č n i h  t a l a s o v o d a  de u tom e A to  s u  

o v i  t a l a s o v o d i  veoma i n t e r e s a n t n i  za p r a k t i . č n u  p r i m d e n u r  

b u d u ć i  d a r  za  r a z l i k u  od k r u ž n i h  t a l a s o v o d a , im adu  s t a b i l n u  

p r o s t o r n u  p o l a r i z a c i d u  duž  p r a v c a  p r o s t i r a n d a .  O s im  t o s a  

p o k a z u d e  s e  3.i t . / 2 /  cla o v a k a v  o b l i k  p o p r e č n o s  p r e s d e k a  

t a l a s o v o d a r  p r i  i s t o m  o b im u r  j.ma mandu v r i d e d n o s t

k o e f i c i d e n t . a  s l a b l d e n d a  i  od k r u ž n o s  i  od p r a v o u s a o n o s ,  

Uz s v e  o v e  p r a k t i č n e  p r e d n o s t i  e l i p t i č n i  t a l a s o v o d  de

j. t e r i . d s . k i  i n t e r e s a n t a n  z b o s  s v o s  n e p r a v i l n o s  o b l i k a  r a l j .

o b 1 j. k a k o d j. o m o s  u ć a v  a d o b i  d a n d e  a n a I  :i. t  j. č k o s r  j  e č  e n d a . I  z

t. o s  r  a z 1 o s  a s  e  č e  s  t  o k o r  i. s  t  j. I: a o r  e  f  e r  e n t  n j p  r  i. p  r  o v  d e r  j.

e f  i k a s n o s t .  j. i. t a č n o s t i  p o d e d i n i h  n u m e r i č k i .  h m e t o d a .

P r o p u s n i  o r s e s  e l  :i.pt i č n  i. h t a l a s o v o d a ,  a n a l o s n o  kao j.
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p r a v o u s a o n i h r  s e  m o ie  P o v e ć a t i  k or :i <;:teć :i. u r e : ; e ,  

j  e  u o v  o m p o s 1. a v  3. d u p  o r' e  cl a n a 1 i  7. e e 3. i  p  l. i  č n o s

r a c l i  p r o v j e r e  e f i k a s n o s t i  met oda v a n a l i z i r a n  

t a l a s o v o d  so  u r e z o m  s I  , .4,3 t  < 1 i t . ,./ 6 0 / ) >.

U l. o m c: i  i  ;i u

t  a 1 a s- o v  o d a 

i  e 3. i  p  t  i  č n .i.

83. . 4 . 1 4  P o p i-e č r ii  p r e s j e k  e l i p t i č n o s i  t a l a s o v o d a  s a  u r e z o m

D : i . f e r e n c : i  d a l n a  d e d n a č i n a  koda o p i s u i e  l o n a i t u d i n a l n u  

k o m p o n e n tu  M a s n e t n o s  p o 3. da u s l u č a d u  H t i n a  t a l a s a  de c la ta  

s a  < 3 . 6 1 )  u z s r a n i č n i  u s l o v  d a t  s a  < 3 . 6 2 ) .  3! ovclde ć e  b i t i  

a n a l i z i r a n  saoio H t i .P  t a l a s a  p o š t o  de H l l  oiod d o m i n a n t a n .  

A n a l i z a  E  t.i.pa t a l a s a  ;ie p o t n u n o  a n a l o g n a .  u z z n a t n o  

p o d e c l n o s t a v l d e n d e  z b o s  t o s a  <J:t.o « i r a n i č n i  u s l o v  n i d e  zad at .  u 

o b l i k u  i z v o d a  t r a i e n e  f u n k c i . d e  v e ć  sao ie  f u n k c i d e .

Do m inantn i .  mod t a 3.a s a  o z n a č e n  sa  H11 č emo t r a  1 i t i .  u ob3.:i.kui

H° = 0 X ( x , y )  = *^> B s in -^^—— xcosk yz l l  —- m m •*-— m a vm=l m=l J
. . .  < 4 . 5 5 )

k2 + = k2
y  a

F u n k c i . d e  fm< x ) č i . d e  F o u r i e r o v e  t r a n s f o r m c i . d e  o d re d d u d e m o

im ad u  o b l i .  k«

3 ' ć „ ( x .y )  /
n /  jif  (x) = - o,m O i y = l ( x )

0^  ( x , y )m______
0 X /

0"t (x >y)
.< 4 . 5 6  )

1,<x) + y . i u ) ) l/1+1’ 2 (x )y = l ( x )



f:Si S't. em z a o d r e d J i  v a n  J e  n e p o z n a t i h  k o e f ' i  c i. J e n a i. a r a z v o J a  

u o v  o m s  1 u č a ;j u i  m a o b 1 :i. k ;

= 0 . . . ( 4 . 5 7 )

£' d J e? <■» k o e  P :i. c: i  J en t. i  Amn m o & u r  a č u n a t. i  k o r  i  s t  e ć  :i. p  r  o c: ed u i- u

o p i s a n u  b i l o  s a  ( 4 . 1 . 0 )  b i l o  s a  ( 4 . 1 6 ) .

U s  1 o v  d a homo b en i  s  i  s t  em ( 4 »57 ) i  ma n et. r  i  v i  Ja  1 n o r  J e č e n  j  e  

J e  J

d et * * Amn I I = 0 . . . ( 4 . 5 8  )

11

>51

1M

MM

Po č>t. o su  s v i  k oe-Fi c: i  Je n  t. i  Amn Fu n l< c: i  J e  s. op «>t. v e n  ob b r  o J a k 

J edn a č i  n e  < 3 . 6 1 )  t. o s e  s  o p  st. v en  i  b r o J e v  i  m o «>u cl o b i  t. i  k a o 

r  J e č e n  Ja  J e d n a č i n e  ( 4 . 5 8 ) .  I m a J u ć i  u v i d u  n e n e s a t .  i  vn ost. 

d e t e r m i n a n t e  u J e d n a č i n i  ( 4 . 5 8 )  i  n u m e r i č k a  o d s t u p a n J a  P i- i  

r  a č  un a n Ju k o e  F i c  i  J e n a  t  a Amn t  o J e  i  p a k o p r  a vd a n i  J e b o v  oi- i  t. i  

o m in imumima d e t e r m i n a n t e  n e s o  o n u l a m a .

N a l a ž e n J e  s o p s > t v e n ih  

s l e e l e ć i  n a č i n .  I)a 

< 4 . 5 7  ) uzmimo d a J e  

o cl r  e  d J e  n o k . n a cl J e  m o

v r  i  J edn  o s t  i  m o I  e  b i  t. i  o st. va  r  en o i  na

b .i. i  z b J e b I  i  t. r  i  v  i  J a I  n o r  J e č  e  n J e  s  i  s  t. e  m a

p  r  v i  k o e f  i  c i  J en a t. r  a z vo J a B  ̂ ~ 1 i  z a

i. z < 8 ) o s t  a I  e k o e  F i  c i  J en t. e  B ( m~ 2 . . . . . .  M ) .m
Z a t i m .  i z r a č u n a J m o  d e v i J a c i J u  s r a n i č n o s  u s l o v a  e->( >: ) u 

t a č k a m a  x i ;:na i / N  u n u t a r  i n t e r v a l a  ( O . a  ) .  u k o J i m a  s u  r a č u n a t e

v r i J e c l n o s t i  F u n k c i J a  Fm( x ) r a d i  o d r e ć l i v a n J a  F u r i J e o v e  

i r a n s f o r m a c :  i  J e . T r a i e n a  s o p s t v e n a  v r i J e d n o s t  J e  ona  

v r i J e d n o s t  k za  k o J u  n a J v e ć a  v r i J e d n o s t  e( x ) d o s t i i e  minimum  

i l i  ona v r i J e d n o s t  za k o J u  i n t e s i r a l  k v a d r a t n e  s r e č k e  d o s t i ž e  

m in im u m .  T a k v a  p r o c e d u r a  k o r i č ć e n a  J e  u ovom P o s I a v I J u .
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V r  i  dedn o s t  i n t e s r a l a  k v a d r a t n e  grei!;l<e d už  g r a n i c e  u f'un kc: :i. d :i. 

o p  s  t  v  e  n o b b r  o d a ,-j e  d a t  a n a s  1 .. 4 . 15 .. 

lo g (e  2 )

0.7 S 1.69 6 2.25

8 1 , 4 . 1 5  U r i J e d n o s t  i n t e a r a l a  k v a d r a t n e  ^ r e š k e  u 
f u n k c i d i  s o p s t v e n e  v r i d e c l n o s t i  a-::2 b==0.6  r ~ 0 . 3  c :~0 . 7

P r v i  n a r e d n i  triod o r n a č e n  s a  1-1.1.1 t r a ž e n  de u o:> b .1. :i. ku

,,S ' s r  o 2(m-l  )fi . ,H = >  B cos-----------xs ink  yz l l  m a ym=l J

• ( 4 . 5 9  )

Na 3. a z e ć  i  na d p  r  i  d e  F'F'T l< oc?f i  c: i  d e n t  e f  un k c i  d e f  iyi( x ) na  

i n t e r v a l u  ( O . a )  k o r i s t e ć i  N o d b i r a k a  i  s l i d e d e ć i  v e ć  o n i s a n u  

p r  o c e d u r u  o d r e d e n  de s o p s t  v e n  i  br o d na dp r  i  de za  Hz 11» a 

z a t i m  za  F l z l l  t i p  t a l a s - a .  R a č u n  de s p r o v e d e n  za dva  s k u p a  

p a r a m e t a r a  u r e z a . a za e l i p t i č n i  p r o f i l  berz urcaza r e z u l t a t i  

s u  p o r e c l e n i  s a  a n a l i t i č k i m .  S o p s t v e n i  b r o d e v i  i  č i r i n a  

p r o p u s n o s  o n s e s a  za  s v a  t r i  s l u č a d a  d a t i  s u  u T a b e l i  4 . 5 .

! EL..J P T I Č N J ! El... JP TJČiNJ SA UREZOM
!
!

j
|

I r==0. 3 c ==0.7 ! r==0 . 3  c:~0 . 6 ;

j
|

a n a 1 i  t . ¥: ■«•«• ! w •«■•)<• j •)<• -x- ■><■ !

H l l !
i

.1 .8 6 8 1 . 3 6 3  1 . 3 6 8 ! 1 . 6 9 6 1 . 6 9 6  ! 1 . 5 6 0  1 . 5 3 7 !

H i r l
E

2 . 9 3 5 2 . 9 7 3 ! 3 . 2 0 4 ! 3 . 3 1 4 !

r  cz z u J. t  a t  i d o b i d e - n i i  «• -- s i  s t  c-?mom 10 ) •)>:■•)<• s i s t e m o m  ( 9 )

T'ABELA 4^.5 Norma 1 i  z p v a n a  v r i d e d n o s t  k r i t i č n o o  b r o d a  
l< / (  2 / a ) H1.1 m o d a i. ITil. 1 m <:> cl a k o d <•:■:• 1 i  p  l. :i. č n o s  t  a 'J. a o v  o d a

bez  u r e z a  a ::::2 b::::0 . 6  M::::l  1 N:-:64s a  u r e z o m  :i.
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F ' o s m a t r a n i  u r e z  i  p r o u z r o k u  j u  p r o š i r e n ; i e  p r o p u s n o a  o u s e g a  od 

3 5 %r o d n o sn o  od 57 % ,  l.Jz o s t a l e  p r e d n o s t i  k o j e  p o s c i e c l u j e  

e l i p t i č n i .  p r e s j e k »  o v a k o  z n a č a  jn o  p o v e ć a n i e  p r o p u s n o s  o p s e s a  

p r e p o r u č u  j e  o v a  j  p r  o F i  1 z a p r a  k t  ič .n u  p r  :i. m j e n u  ,

V r i d e d n o s t i  s o p s t v e n i h  b r o J e v a  p o l u e l i p t i č n i h  s t r u k t u r e  s u  

r  a z um i. j  e  s e  i  s t  e  I: a o :i. I: o d p u n :i. h s t  i" u I: t  u r  a i  ei ' j  e s r  a n :i. č n i. 

u s l o v  d u ž  l i n i o e  >.-j::=0 i s t . i  za o b i j e  s t r u k t u r e .

Ta  č n o s t  d o b i  j  en h r  e  z u 11 a t  a ino i  e s e  oc :i. j  en i  t  i  p  r  ewa

v r i j e d n o s t i  src-?čke e< >: ) k o j a  j e  p r i k a z a n a  na s l , 4 , . 1 . 6 ,  P r i  

to m e  s u  p r i m j e n j i v a n i  oba p r i k a z a n a  p  c s t u p k a  t j , »  d va  

r a z l i č i t a  s i s t e m a  k o e f  i c i  j e n a t a  Aml d a t a  s a  < 4 , 1 . 0 )  i  

< 4 , 1 6 ) ,  K o r  i . č ć e n  o j e  N--64 od b i .r  a ka i. M~.1.1 k o e f  i.c  i. j e n a  t  a 

r  a z v  o j  a m, K a o č,t o s e  v  i. d i. s  a s  1 , 4 , 1 6 ,  3 r  e  č I: a d 0 b i. j  e n a i. 7.

s i s t e ? m a  < 4 , 1 . 0 )  i.ma v e ć u  a m p l i t u d u  i. vc?ća j e  na dobrom  

d .i j  e I  u i  n t  e r v a  1 a < 0 ,  a ) ,  0 d s r  e č  I: e d 0 1? 1. j  e n e  p  01 p u n i. m

s i s t e m o m  k o e f  i c i  j e n a t a  < 4 ,1 .6  ) ,  a l i  ni. ona n e  p r e l a z i .

v r i j e d n o s t  0 , 0 2 ,

S 1 , 4 , 1 . 6 ,  Gr  e? č  k a d u ž s r  a n i  ć n e  1 1. n i. j  e  a :::2 , b-- 0 , 6 ,  r :r-0 ,3 . ,  c - 0 , 7

R a z u m i  j e  s e ,  u v o ć l e n j e  u r e z a  d o v o c l i  do p o v e ć a n o s  s l a b l j e n j a .

K o e f  ic: i. j e n t

cL =

*ji 1 a t) 1. j  en j  a s  I  i. j  e  d i  i  7.

i/|Ht |2dl
^  2^J|HT |2dS

■j. 7. i ' a z a

Rs , , ,< 4 , 6 0  )
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sucide sve ostal.e kompon e n t e  PolJa sl i Jede i. z l-lz na uobiča jeni 

načiriv Slabl.iende je računato za dominantni mod i to kako za 

t a 1 a s o v o d s a u r e z o m t a I : o i z a p u n i e 1 i p t i č n i. p r o F i '! > 7. a I: o :i i.

j e r p o r e d e n :i a r a d i. » k o r i. č ć e n a i. a n a 1 i t i. č k a v r i :i e d n o s t 

k o e f  i c: i. :i en a t a s 3. a b 3. :i e n :i a ( s 3. v 4 .. .1.7 , >,.

oL [l/km]

3. - a  n a 3. i. t  :i. č  l< :i.
2 - -e 3. i. p  t  i. č  n i.
3 -  e  3. i. p  . s a  u r  e z o m
4 --p o 3. u e  3. i  p  t  i. č  n i
5 -p o Iu e 3. i .p  . s-a u r e z o m

5 .0  f / f ,k r

S 3 . . 4 . 3 . 7 ,  K o e f i c i  je n t . .i. s3.ab3. a e n d a  za e l i . p t  i č n i  t a l a s o v o d  
:i. t a l a s o v o d  s a  u r e z o m  a - 2 , b - 0 . 6 ,  c=:0 ,/>„ r ~ 0 , 3  za  l-fl.3. mod

A n a l i t i č k i  i. n u m e r i č k i  r e z u 3.t a t i .  za  s l a b l j e n d e  s u  veoma  

b l i s k i ,  Mi.ni.ma3.no s l a b l  j e n j e  p r i .  p o s m a t r a n i m  p a r a m e t r i m a  

u r e z a  p o v e ć a n o  j e  u o d n o su  na pun:i. e l i . p t i č n i  p ro f i .3 .  za 52% ,  

Kao č t o  s e  m o s l o  z a k l j u č i t i  i. za  k r u ž n i  u r e z  u p r a v o u s a o n o m  

p r o f i l u  l i t v /35 / r  i  o v d j e  :ie p r o c e n t u a 3 . n o  p o v e ć a n j e  p r o p u s n o s  

o p s e s a  p r a ć e n o  p r i b l i ž n o  i s t o  t o l i k i m  p r  o c e n t u a  I n  i.m 

p o v  e  ć a n j  e  m ::> 3. a b 3. j  e n :i a ,

K o e f i c i j e n a t  s l a b l  .ie n .ia  p o  3.u e l  i .p t  i č n i  h t a l a s o v o d a  j e , kao  

č'l. o s e  m o s l  o i. o č e k i v a t i ,  z n a t n o  v i  či. č t o  s e  v i d i  s a  s l  . 4 , 1 6 .
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4 » 2 r 2 r 2 N-TO UGANI TAI...ASOVODI

IJ c i l d u  s t a  b:i.I :i. :zac::i. J e  p r o s t o r n e  p o l a r i z a c i ; i e  r a z m a t r a n i  s u  

r a z n i  o b l i c i  t a l a s o v o d a  za koJc? b:i. e  u o p š t e n o  s o v o r e č i  

fttoslo r e ć i  da s u  d o b i J e n i  d e f o r m a c i  Jom k r u  žn i  h .. U r a d u  / 6 1 /  

d e  a n a 1 i  z i  r  a n u t  i  c a d s  <:■:• n m e n t  n o a u i- e  z a u I: r  u ž n o m t  c.i 1 a s  o v  o d u y 

a u / 6 2 /  r a z n i  o b l i c i  d o b i d e n i  k o n f o r m n im  p r e s l i k a v a n J e m r  LJ 

ovom d i d e l u  ć e  b i t i  r a z m a t r a n i  r r a v i I n i  n - t o  u s a o n i  

t . a l a s o v o d i  ć i d e  s u  k a r a k t e r  i s t  i k e  p o v e ć a n d e m  b ro d a  s t r a n a  

s v e  b 1 i  i  e  k a r  a k t  e r  i  s t  i  k a ma k r u  ž n i  h t  a 1 a s  o vo d a

K o r i s t e ć i  p r e d h o d n o  o r i s a n u  p r o c e d u r u  i  u z i m a d u ć i «

H H 10 = B s m ---------—xcosk y10 z ■*—  m a vm=l J
, ( 4 , 6 1 )

H01 H 01 = 2> B cos--------- L x s m k  yz •*—■ m a vm=l J

d o b i d e n i  s u  k a r a k t e r i s t i ć n i  b r o d e v i  š e s t o u s a o n o s  i

r-> o ]. u ć  e  c: t  o u a a o n o g  t  a 1 a s  o v  o d a p  r  i  k a z a n o a n a s  1 ,4 , . ] .  8

S 1 . 4 . 1 8 ,  P o p r e č  n i  p  r  e s  de k š e s t o u a a o n o s  t a 1a s o  v  o d a

K a r a k t e r i s t i č n i  b ro d  z a  HIO mod de . 2 , 007-K-2/a , a z a  HOl mocl 

2 , 010-><2/a , K o e f  i c i  d e n a t  s l a b l d e n d a  de r a č u n a t  p o  f o r m u l i  

( 4 , 6 0 )  i  d a t  de na s  1 , 4 , 1 9 ,  Na i s t o d  s l i c i  d e  d a t



I< o e - f ' i c i  j e n a l .  s l a  b"J. J e n  ;.ia k r u i n o s  t a l a s o v c ' d a  kao :i. 

P o l u š e s t o i i E i a o n o s ,  Sa s l i k e  s e  v:i.c:l:i. da š e s t o u s a o n i  t a l a s o v o d  

ima n e £ t o  v e ć e  H i . ib i t k e  i  k r i t i č n u  u č e s t a n o s t  od k r u i n o s u  a 1 i  

ova j  o b l i k  l a  r a z l i k u  od k ru ž n o s j  iioa s t a b i I n u  p o l a r i z a c i  i u ,  

cL [l/km]

k r

1 -■ I: r  u ž n i  
2 -§es> t o u s a  on i  
3 - p o 1 u t e s t  ou5.H a on i

S 1 ,  4 . 19 K o e  P i  c: i  J e  n a t  s  ]. a b 1 J e  n J a ž  e  t. o l.i b a o n o s r 
p o l u ž e s t o u s a o n o s  i  k r u ž n o s  t a l a s o v o d a

Za o s m o u sa  o n i  o b l i k  t a l a s o v o d a  k a r a  k t  e r  i s t .  ić:n i  b r o J e v i  s u  

r a č u n a t i  k o r i s t e ć i  i s t e  P u n k c i J e  kao i  za č e s t . o u s a o n i  . Za  

HIO mod J e  c lo b id e n a  v r i J e d n o s t  1 . 938)(-2/a >- a za  HOl 1 . 9 4 3 * 2 / a

4 . 2 . 2  23 PRAOOUGAONI TAL.ASOVOD SA LJREZOM

O p r a v o u s a o n i m  t a l a s o v o d i m a  s a  u r e z o m  J e  b i l o  r i d e č i  u 

p r e d h o d n o J  s l a v i .  O v d J e  ć e  b i t i  r a z m a t r a n a  J o ?: dva  o b l i k a  s a  

ta n k . im  u r e z i m a  k o J i  o m o s u ć a v a J u  u ć te c lu  m a t e r  i  Ja l a  . Ka o r r v i  

p r i m d e r  p o s m a t ra d m o  !1 t a l a s o v o d  s:.a veoma u s k i m  u r e z o m  

s 1 . 4 . 20. U k o l i k o  b i  i  u ovom s l u č a J u  u z e l i  bazne f u n k c i d e  

kao u r a n i J i m  r>r imJe i- ima onda zbos o s t r i h  i v i c a  d o b i d e n a



t a č r i o B t  ne  b i  b i i a  z a d o v o l  j a v a  j i . i ( ia .

S  1 . 4 . 2 0 .  P o p p e č n i  p r e s J e k  fl t a l a s o v o c l a  sa
u I: i  fi'i u r  e  z o m

Zb>ob t  oga ba i.n e  -Pun kc: i  de u o vom s> 1 u č a  Ju u zi«iawo u o b ]. i  ku t
M M

H = B cos-------------cosk y = >̂ B ^ ( x , y )z •*— m a y m mm=l m=l
, . U ,  6 2  )

g r a n i č n i  u s ). o v i  s u  u p o t p u n o s t  i  zad  o v o 3. d e n i  na 1 i n i  j a m a i  

>:” 0 r x == cl i  >.-j ”• 0 .  G r  a n i  č n i  u s  3. o v  t  r  e  b a p  r  i  t:> 1 i  i  n o z a d o v  o 1 d i  t  i  

d u ž  u r e z a »  dok u s l o v i  n e p r e k i d n o s t i  t i - e b a  da budu  

z a d o v o l d e n i  d u ž  p r e o s t a l o g  d i J e l a  1 i n i J e  a = a / 2 ,  To z n a č i

t r e b a  da J e 0 n "0 za x"  a /  2 i  h< u< d i  da de H z:;::0 i  E x ::sO

z a  x~&/2. i  0< y < d . F o r m i r a J u ć i  dva  s k u p a  b a z n i h  f u n k c i J a i

a 0£y^đ-h

f lm(y)  =

d t  ( x , y )  m
9 y  /x=7

9 *  ( x , y )
f  (y )  =m

m
0X -/ _ a  d-h^y^đ 

X—2

V X’y ) /x=a/2 ° -y ^ d -h

0

» r r < 4 » 6 3  ) 

d-h-y^d

:i. p r i m o e n d u  d u ć i  o p i s a n  i  p  o s t u p a  k za  ovad  o b l i k  P u n k c i J a  fm 

d o b id a m o  h o m o s e n i  s i s t e m  d e d n a č i n a  kod k o s a  s u  k o e f i c i d e n t i  

Anm f u n k c i d e  s o p s t v e n o g  b r o d a ,  H e p o z n a t a  v r i i e d n o s t  

s o p s t v e n o s  b r o d a  de o d r e d d e n a  prema p r e d h o d n o  o p i s a n o d  

p r  o c e  d u r  i  i  d a t  a u t  a b 1 e  1 i  4 »6» s  d d e  s  u r  a d i  p  o r  e  d d e n d a cl a t  e  

v r  i  d edn o s t  i  d o b i  d en e n a o s n  o vu i  z r  a z a < 3 »07 ) u z ima du ć i  l:>::= 0 » 

P r i  r a č u n a n d u  k o r i č ć e n o  de N:-64 o c l b i r k a  i  ri:; -11 b a z n i h  

» S l a s a n d e  s a  r e z u l t a t i m a  i z  l i t . / 2 /  de veoma d o b r of  u n k c .i. d a
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7 a ?r> v  e p r  a I; t  :i. <r: n o :i. n l. e  r • e  s a  n t  n e  cl u b :i. n e  u r  e  z a .

! h/d O . l  0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6  0 . 7 0 . 8 0 . 9

! k / ( / a  ) 0 . 4 5  0 . 5 8 0 . 6 2 0 .71 . 0 . 7 9 0 . 8 5  0 . 91 0 . 9 4 0 . 9 9

! l i t . / 2 / 0 . 4 9  0 . 5 8 0 . 6 4 0 . 7 1 0 . 7 9 0 . 8 4  0 . 90 0 . 9 4 0 . 9 9

T a b e l dl A . 6  N o r m a l i z o v a n a v r i d e d n o s t  s o p s t v e n 03 br o j  a k /(fJT/a )
Icocl t . a l a s o v o c l a  s a  u s k i m  urtozoM u •f'un I;c: :i. o i  d u b i n e  u r e z a

Ka o v e  oma i  n t. e r  e s a  n t  n o r  j  e e n  j  e t. a 1 a <•> o v  o d a s a  u r  e  7 o m I; a o čt. o 

, ie  p o k a z a n o  u l i t  . / 1 / - / 7 /  de T t. j.p t a l a s o v o d a  ( s  1 . 4 . 2 1 .  ) 

k o j  i  d e  u o b a r  a d a a n a l i z i r a n  p r  i  m ;i e n o m R j. I. z -  G a j. j  e  r  I: i n o  v  o g

met oda . F‘o ka 7an o J e  > Tt. o č  e :i. o vd ;.ie f):i. I. i  p ot. v r d  j o?n o > da o v i  

t  a 1 a s  o vo d i  i. ma j  u n i  žu k r  i. t  i  č n u u č. e s t  a n o s t  o d st. a n d a r  d n i  h 

t a l a s o v o d a .  Na p r  im j e r u  T t.a 1 a s o v o d a  ć e b i t  i  r> o I: a zan o ka k o 

s e  metod n a a m a n d i h  k v a d r a t a  može n r i m i d e n i t i  i  u s l u č a i u  

t  r  i  s k u p  a b a z n i  h f  u n k c i  ,i a .

U c i l . a u  e f i k a s n i d e g  r d e b a v a n J a  p r o b l e m a  p o d i d e l i m o  p o p r e č n i  

p r e s j e k  na t r i  o b l a s t i .  U p r v o j  čemo r a e č e n d e  t r a ž i t i  u

o b 1 i  k u t

M f l

m=0
nI  m JfB cos—— vcosk x m d x

Mi- 1

m=0
B1 Y 1 (x , y ) m m . . . . ( 4 . 6 4 )

l< o j  i  z a d o v  o 1. j  a v  a s  r  a n i  č n e  u s  1 o v e n a 

R o e č e n a e  u d r u s o a  o b l a s t i  n a p i č i m o
m2- i

H11 = flH cos—  ysink (a/2 -x ) =z ■*-— m n x
m=0

z :i. d o v  :i. ma

u o b I  i. I : u

Mp—1

m=0

■ n  nB v m m

x :::: 0 7 y=-0 i  .v.i -d .

(x ,y )  . . . , ( 4 .6 5  )



9 5

l< o j  i  7. a d o v o l  j a  va  .vjr  a n j. č n e  u s l  o v e  na z j. d o v  j. ma x a  / 2  ? y h j.

^“-O r

LJ t r  e  ć o ,i o b 1 a i:; t. j . ;

M3- i  M^-l
H™‘ = T>~ Bm  cos~-~ (y -h ) cosk (a/2 -x ) = ^z — m d-h x •*-

m=0 m=0
(x ,y )  v v v( 4 -6 6  >

i z r a z  z a d o v o l d a v a  s r a n i č n e  u s l o v e  na x:::a / 2 ,  j-i-d j. y :=h,
. I I INep o z n a t  e k o e f  ic: i  j e n t e  fl1 , fl11 i  B ćemo o d r e d i t i  j. zm m m

li s  .1 o v  a da n a b r  a n i  c a m a p  o d o b 1 a s  t. j. b u d u z a d o v  o 3. ,j e n j. u s  1 o v  j.

n e p r e k  i d n  o s t  i. i

Z/x»a/2-b-0  Z/x-a/2-b+0

0 H 0 H , ( 4  v67 >

— / = — /0x x a/2-b-0 0 x x a/2-b+O

G r e & k a  u z a d o v o l  j e n  j u  L i s l o v a  ( 4 , 6 7 a  > duž  za ,iedn  j . č k e  1 in i.> ie  

o b l a s t i  i e i

M M
e i = >  c . y u . y ) /l  —- m m x -m=0 x=a/2-b - ^ : Bmf lm^y ^m=0

v v , ( 4 , 6 8 >

s d d e  de?i
M = M + M̂  + M̂  -  1

'«m <x’y )/ x=a/2-b

I I ,
<y) > -'m-M <* ' * )/x=a/2-b

0

0

I I I ,

za 0^y^h O^m^M^—1

za 0=y^h

za h-=y^d

za 0^y-=h

Ml “ m ~M1+M2-1

v( 4  v 6 9  >

" V Ml-M2 ( x ’y )/ x=a/2-b Za ° ^ đ

M]l+M2 £ m M^+M^+M^-l



e i
m

Bm B
II

'm—M.

m
Bm—Ml—

Gp  e  & k a b  r  a n :i. č: n o s  u s  1 o v  a

Ô m̂ M̂

M^m^M^  ̂ M2- l

M1+ M 2̂ m ^M1+ M2+ M^-l

( 4 . 6 6 b )  J e  d a t a  s a :

e2 (y)
M

m=0

d v m(x ,y )
m 3 x / x=a/2-b

*y d d e d e  P2m( y ) d e f  :i. n i  s>a n a a n a 1 o s n o k a o P1 m( y ) .

. . . ( 4 . 7 0  )

. . . . (  ' 4 .7 1  )

P r i m j e n o M  opisanos metoda za dva granična uslova dobidamo 

k r  i t  i č n e v r  i. d e c.1 n o si t i d a t e u t a b e '.I. i. 4 ,. 7 .

! b /a 0 . 0 5 0 . 1 0 0 . 1 5 0 . 2 0 0 . 2 5 !

! k / ( J T / a  ) 0 . 7 2 0 . 6 7 0 . 6 3 0 . 6 0 0 . 5 6 !

T a b e l a  4 . 7 \ a r a  k t .e r  
a - 2  d

i. s-t. i. č n i. 
= 1 h -0

b r o d e v i  kod T
u:*

r  vJ

t. a 1 a s o v  o d a

Kao  61.o s e  vi .di .  6 i . r e n J e m  T u r e z a  i. k r i t i č n a  u č e s t a n o & t .  s e  

sma n du ,i e  61. o ,i e i  r  a n i  d e  k o n s t  a 1. o va  n o .

P r  o 6 i  r  en J e  ure?za  s e  m o ie  o s t v a r i t i  i. za o b l  j a v a n i e m  ppj. dnu»  

kao  6 t o  de p r i k a z a n o  na . 4 . 2 2 .  A n a l i z a  o v o s  o b l i k a  m o ie  

b i t i  i z v r 6 e n a  p o t p u n o  a n a l o s n o  kao i  o b l i k a  s>a s l . 4 . 2 0  

k o r i s t e ć i  i s t i  s k u p  b a z n i h  T u n k c i d a  i. i s t e  s r a n i č n e  u s l o v e .  

K a r a k t e r i s t i č n i  b r o j  za p o l u p r e č n i k  z a o b l d e n d a  r ^ O . l  ,ie d a t  

u t a b e l i  4 . 8 .

. 2 2  . P o p r e č n  i. p r  e s , i e k  t a l a s o  vod a  s a  
k r  u 1 n i. m z a v  r  6 e  1.1: o m u r  e z. a

S l. .4



h 0 ,1 0 , 2 0 , 3  0 , 4  0 , '5 0 , 6  0 , 7  <;>, 8 0 , 9  1 ,0

k / ( 3 f / a  > 0 ,3 6 0 , 4 7 0 , 5 6  0 , 6 4  0 , 7 1  0 , 7 9  0 , 8 7  <) , 9 4  0 , 9 8  1 , 0

T a b e  I  a 4 , 8  K r  :i. t  i  č n i  b i "• o ,i i: a 1 a s  o v  o d a s  a k r  u ž n i  m z a v  r  e  11-: o m
ur- e 7. a a r-:2 * d --1 ,■ i- - -0 ,1

M:i.đ:i. <:>e na o s n o v u  t a b e l e  4 , 8  da o v a k a v  o b l i k  u i -e za  7 nat .no  

s  m a n d u ,'.i e k r  i  t  i  č: n u u č. e s  t  a n o s  t  u o d n o s  u n a u r  e z b e  z z a o b I  d e  n ,\i a 

a o S- i  m t  o g a i  o b 1 i  k rm.i ,i e  p  o 3 o d n i  ,i i  >■ s  o b z i  r  o m n a 

p o v o l c i n i d u  I: o n c e n t r a  c i  ,iu p o !  da n e s o  kod T u r e z a >  a n a r o č i t o  

u s k o s  n  u r e z a .

ZA KLJU ČA K

u o v  o j  s  1 a v  i  ,i e  i  z v  e d o> n a m o d :i. f  j. k a c: :i. d a m e t. o d a n a ,i m a n ,:i :i. hi 

k v a d r a t a  k o r i s t e č i  a l . 3 o r i t . m e  b r z e  F o u r  i  , ie r  o v e  t r a n s f  o rm ac  i  , i e , 

P o k a z a n o  de da s e  p r im d e n o m  o v e  m o d i f  i  kac: i  de m o ie  o s t v a r i t i  

z n a č a c in a  u č t e c l a  u v rem e n u  r a č u n a n d a ,  E f i k a s n o s t  

m o d i f i k o v a n o s  m e tod a  ,ie p r o v d e r e n a  ria p r o b l e m i m a  d i f r a k c i d e

e l e k t r o m a s n e t n i h  t a l a s a  s a  z a t v o r e n i h  i  o t v o r e n i h  

n e p r a v i l n i h  s t r u k t u r a ,  P r i m d e n a  metocla de d e m o n s t r i r a n a  i  na  

p r o b l e m i m a  t a l a s o v o d a  s l o i e n o s  p o p r e č n o s  p r e s d e k a , P o r e d  

s t a n d a r d n i h  n e n r a v i I n  i  h o b l i k a ,  u c i l d u  p o b o l d č a n d a  

p o d e d i n i h  k a r a k t e r i s t i k a » a r i a l i z i r a n i  s u  i  n o v i  o b l i c i

t  a 1 a s  o v  o d a



0  S I N T E Z I  T A L A S O U O H A  S L O Ž E M O G  F’O F 'R E Č N O G  F ' R E E J J E K A

l-‘rob3.em  s i r r t e z e ?  t a l a s o v o d a  ? uz z a d a t e  oc lrec ldene p a r a m e t r e r  

Min i m i  z i r a r t  dem c l r u s i h  P a r a M e t a r a  de veoma s l o t e n  ,■ Do s a d a  n a  

't.Ofn p o 3.du n j .d e  r a d j e n o  s o t o v o  n j . t a ,  Z b o s t.o;.:.ia ć e  c:j.3.j  

o v o 3 k r a t k o 3  o s v r t a  na s j . n t e z u  b i t i .  p r i j e  s v e s a  u k a z i v a n j e  

na n e k e  od m o .su ć ih  p u t e v a  s i n t e z e ,  bez  p re r t e n z . j . j a  da rse cla 

je c ln  a c: j e 3. o v i. t  a t e o r i .  j  a , N a r a v n o r  n e I : i. j e d n  o s t  a vn i  j  i. 

a 3 . s c i r j . t m i  ć e  b i t i  i z v e d e n i  u p o t p u n o s t i ,  B i ć e  p o k a z a n o  kako  

si e m o ž e d o b i  t  j. o b 3. i. k t  a 3. a s  o v  o d a k o d k o s  a s  u z  a d a t. e

o 3. j a ć n  j e  d i m e n z i . j e  j. k r i t i ć n a  u ć c a s t a n o s t . O s im  t o s a  b i ć e  

i z v r & e n o  p  o r e d  j e n  j e  k o e f  i c : i  j e ? n a i a  s 3.a b 3. j e n  j a  t a  k o do bi. j e n i .  h 

o b l i k a .

5 . 1  T E O R IJ S K A  OSNOOA S IN T E Z E

P o s m a t . r a jm o  d e f o r m i . s a n i .  p r a v o u s aoni.  t a 3.a sovoc l  k o j j .  j.ma t r j .  

p r a v i l n e  i v i c e ,  a č e t v r t a  može  j .maij .  p r o i z v o l j a n  o b l i k  

1:>3 . . 0 . 1 T O v a k a v  o b l i k  j .ako n a i z s l e o d  s p e c i . j a 3 . a n r  porec l  t o s a  

č>to j e  p r a k t i č n o  i n t e r e s a n t a n  r o m o s u ć a v a  3.ako p r o ž i r e n  j e  

't. e  o r  i. j  e i. n a o p  ć t  j. j  e  3. u ć a j  e  v e  I:j j. r  a j  u ć i. o p  ć  t :i. j  e  ba z n e

f  u n k c i  j  e j. z 3. o ž en e  u 3 3. a v  j. 3 .

Z a d a t a k  k o j j .  smo P o s t a v i .3 .  i. u ovom s  3. u č a j u  j e *  u z  z a d a t u

v  i. s  j. n u i  č  i. r  i. n u t  a 3. a s  o v  o d a o cl r  e  d i. t  i. o b 3. :i. k s  o r  n d e  j. v  i. c: e  t  a k o
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B :i. . 'vi. :l. . I::< o p i c'(r: n :i. p  r  er> J <:.' I< t a I a s  o v  o d a c>a v.iocln o m
i  v  :i. c: o m i > i' o j. z v o 1 ,i n o y o b I j. I: a

da t. a l a s o v o d  :i. ma /a d a  t. u v r  :i. Jt?cln ocrt. c> o crt. ve n  o m b r o d a  k z .

l-'oisto z a d a v a n  vjem o v i  li p a r a o i e t a r a  obl. j. k n i d e  dedn o z n a č n o  

° d r e d  J e n  t  o t r e b a  :i <;;p :i. t. a t. :i. ut.:i.c:aj proM j e n e  s l o b o d n i h  

p a r a m e t a r a  na k a r a  k t e r  i s t  j. ke clob. ivienoa t a  l a s o v o d a  .

B a z n e  -P i.i n k c: :i. de* kao :i. do i;;ada> i!:emo uzet.:i. u o lo l ik i . r

f  ( x , y ) = s i n  m a
(? m - l ) j t x  i, 2 ;(2m-l)5T,2-----  cosjj kz -  ( ------------- ) y . ( 5 . 1 )

Jfdde de k 7. / a d a  ta v r i  dedno«;>t s o p s  t.venosi b r o d a .

->I<u p  mo«yuč :i. la rde<T>enda t.a .1. a s n e  d :i. ('erenc: j. da l.n e  d e d n a č in c ?  ?>e?

m ože u z e  t, :i, u o b I  :i. k u c

Mz

M

m=l
B f  (x ,y )  m m

Z :i. d t. a 1 a «:> o v  o d a w:::: 1 ( x ) e  moJ c' o d r  e  cl :i. t. i  i  z u <:; 1 o v  a cl a i  z v  o d p  o

n orma 1 i  f  un kc:: j. d e 1 "1 Z ( X > >:J ) bu d e ,j ed n a k n u J. :i. cl u }. 3 r' a n j. č  n e

p ovr<?>ine > t  d . :i. z u >:: ]. o va c

9^z

3 n
3 " z

= ( -  o - 5 y*(jx
9 ^ z  

+ 3 y
) / / l + y ' 2 = 0 . . . ( 5 . 3 )

I a k o cl o b:i. dam o d :i. -fer en c: :i. j  a I  n u d ed n a <r: :i. n u c

a^ z
a y

<3 x

. . . ( 5 . 4 )
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£'a r  Jeilien  J e  j e ' c l n a f i n e  ( tvj, 4 ) mosjlo o p  :i.s:i. va't. 1 z:i.d

't & 1 a s> o v  o d a n © o p  I "i o d n o J e cl o .i e z a y :;r- d i  > ;+„ a ./ 2 p r  v  i  n. z v  o d

■Punkc i  Je? z i d a  k o n a č a n ,  F ' o i r e b a n  u s l o v  .;.ie cla J e

t a č k i  p o ž t o  j e
3 x

~0 u t o d

::::0 . Os io i  t o s a  i  f:i. z i č k i  s i n i s a o  o v o s

u s l o v a  J e  u 'toMB da J e  ri orma .1. na kofnponenta  e  1 eI:'l:r- i č n  os p o I  Ja

u t  a č I: i  < d »_.a / 2  ) .i ed i "i a k a n u I. i  >■ t  , i .

l H o Ha Hz a Mz a nz , r  2 
z = ( + y ’—^r. ) / y i + y ’ = 09 t  9 x 3 y . . . ( ti , ti )

P o č t  o :i e

oe
3 y

l ! i
9 x

= 0 V

-0  s l i J e d i  da J e  s o i"• n J a  d e d n a k o s i  i s p u n i e n a  ako

Odr ecl J i  va  n J e  k oe-P i  c: i  .i en a t  a G i  7. u s  1 0 vam

3 h5
3 y x=a/2

y=d
0 . ( 5 . 6  )

d a j e  d e d n a č i n u «

. ( 2m -l)JT . / , 2 , ( 2m—1) ,2 . ,/ 2 , (2 m -l )  ,2 ,  „ , ,>  B sm -1--- — — • / kz - ( -------------) s in l/kz - ( --------- ) d = 0 . . , c 5 . /  )- m 2 V a » am=l

U z i m a d u ć i  p r 0 i z v 0 1 j n 0 M-1 k o e P i c : i J e n a t a  Gm i  r a č u n a J u č i .

J e  d a n t  a k 0 d a b u d e 7. a d 0 v  0 3. J e n u s  1 0 v  ( 5 . 7 )  d 0 b i. j  e  n a s  u v  e 0 m a

r'esta t> i. 1 na r J e ž e n J a .  U z r o k  t o s a  s e  može - P i z i č k i  p r o t u m a č i t i  

n a 0 s  n 0 v  u č i  n j  e  n i  c: e d a b e s  k 0 n a č n 0 m n 0 3 0 z i  d 0 v  a m 0 ž e  b i  t  i

d o b i J e n o u z i  m a J u ć i. J e  c.l a n s  k u p p a r a r t ie t & r & B r po  m č t o  za j e d a n

d a t  i z i d t a l a s o v o d a  j. s v a k a 1 j. n j. J a m a s  n e  i'. n 0 3 p 0 3. J a i.sp  od

t  0 3 z i  d a t a k o d J e  z a c l o v o l J a v a u s l o v e  da bj. b i  l a zi. cl

t  a 3. a s  0 v  0 cl a r p 0 č t 0 j  e  n a s v a  k 0 J a Hzocl n J i h  ---- ::::0 .3 n

Na 0 sn  0 vu p r  ed h 0 d n o3 s  3. i  J ed i  d a s e  ka 0 n a J 0p  č t  i  J i  z i  cl z a da t  

r e d  M može u z e t i  m a k s i m a l n o  r a v a n  z:i.d.. B v i  o s t a l i  z i d o v i  

i s p o d  su  saino d J e l o v i  o v o s  t a l a s o v o d a ,  a 1 i n i J e  k o J e  b i  i č l e  

n a v i š e  n e  zad  0vo I  . iava  Ju p i - e t p o s t a v k u  d a t i h  s P o l J a č n J i h
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(.11 ftu-.'n 7. i  d , hta i  ema t  :i. (v: l< :i. t. o / n o <T: :i cla Jc? > i y:::: !l. y ( x ) Jcodnako n u 1 i

u . n e k  o J obla<:; l. :i. -ci/ll< >:<- a/'A ( i' :i a / 2 —r < x < a / 2 ,  Odi'ocl Ju J u ć  1
d ukoe(' ic : :i  Jcont.e i z  u s l c v a  da J<v —- -  :<) u M:l. t .adaka u o v o J
C/ J

obla<r>t:i. d o b i J a  sc? <;> i  s  t.em c

Aj + i , i  ‘ • • am, i

Aj+ 1 ,M -j ' ‘ ’ AM,M-j

<u d J e  <:>u J

° j  + l

M-j

( 5 . 0 )

3 f m( x >y)
Ix=a-(n - 1 ) r / j  
|y=d

B = - >  B, A 
n \Py 1 fn ( 5 . 9 )

U z im a  J u ć  1 cla J e  ::::1 :i. M1 ::::M m o s u  <_:>e o c l r e d i  t. i  o s t . a l i
3 H

k oef'ic : i  J e n t  i  B . O s im  to.c.ia m o s u ć e  Jc? zad  o vo 1 J i  t  i  u s l o v  -?r— - 0
m 3 y

ti M- J t a č a k a  i  uzet .  i  i>r o i  /. vo 1 Jn  o J k oe P:i.t: i  J e n a t .a  r a z v o i a  0. •

Ka o <T>t o 

n e k i  o d 

j- a 1 a !;> o v  o cl a

<:>e v i d i  moiemo m i J e n J a  t. i  i r  1 nu r a v n o o  d i  Jcala r  i  

<:> J. o l:>oc.ln :i. 11 P a r a m e  t.ai'a u c: i. J. Ju op l  :i.m:i. zac: i  je? o b l i k a  

ti p  o ,<y J. ed ti k o e (' :i. c: i  J e? n t. a <:> J. a b J. J e? n J a .
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Za  r  a 7.n e  v r  :i. Je d n  0 =;t. i  <!> :i r  i  n e r  a vn 0 <:■> d i  j  e 1 a r  u / i  ma J u ć. i  ••=< 1.

i  o d r e d  Ju .iuć i  o s t a l e  k oe Pic: i  oent.e na o s n o v u  s i s t e m a  < 5 , B )  

d 0 b :i. J en i  s u  o b I i  c: i  t  a I a s  o v  o d a p r  i  l< a z a n i  n a s  I  . 5 . 2 . i  s  3. , 5 . 3a .

S I . 5 . 2 ,  0 b I  i  c: i  t a l a s o v o c l a  s a  I  i  n i  Jama
e I  e k t. r  i. ć n 0 <■> p 0 3. ,j a / a I; / == 0 . 8  5 w3T/ a

a ) r  = 0 . I  M==3 b ) r  •"•=<). 6 M<=< 15

Za i!>:i.r:i.nu r a v n o s  c l i J e l a  r==0.3 :i. M<=<7 s u  t .a koc lJe  u / :i.ma Juc': :i.

<=<:l. o d r e d  J e n  :i. o s t a l i  k oe-Pic: i  J e n t  i  i  ob.l. :i.k t a  l a s o v o d a  clat.

na s  1 . 5 , 3 a .  Za d ru .o i  k o e f i c :  i  J e n a t  J e  u ovom s l . u č a J u

dob:i. J e n a  v r i J e c l n o s t .  0 . 1 9 .  IJz n r e d  b odne  d im en / i  J e  :i. b r o J  

č l a n o v a  r e d a  i s p i t i v a n  J e  ut . . ic :a j  m i J e n J a n J a  d r u s o s j  

l< oe-Pic: :i. J e n t a  t.J/:i.ma Jck': i  vi- i  Je d n  ost. :i. B  ̂ = = 0 . 1 .  B  ̂ :;:!0  i

B  ̂ ==0.3. oclr'ed Jen  i  su  o s t . a l i  k o e f  ic: i. J e n t  i  n a r a v n o  uz B  ̂ ==]. i  
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k a r a k t e r  i s t  :i.ke> a osi.m t .o sa  nek i .  > kao n m - ,  t.a J .a s o v o d i  sa  

k r u ž n i m  u r e z i m a r  p o r e d  veoma d o b r i .  h k a r a k t e r i . s t i k a  i

P r a k t . i č n o  s e  mo.su veoma J e d n o s t a v n o  r e a  J.i.z o v a t i  .

l.J d r u s o m  d i J e J . u  rac la  J e  i z v e d e n a  moc.l i. f  i  kac: i  Ja metoda

n a J m a n J i h  k v a d r a t a  k oi- i .s  t .eć  i. F o u r  i e r o v e  t r a n s f  oi-mac: i. J e  . Dat.e 

s u  c l v i J e  p r o c e d u r e  k o J e  omosuća va Ju znat .nu utVI.edu u

r a č u n a n J u  z a h v a  J. Ju J u ć  i. p r i .m Jen i .  F F T  aJ . s io r i t .a m a ,  P r im Je nom  

m o d i f  i  k o v a n o s  met.oda r  i  J e č a  v a n i  s u  p r u b J e m i  d i f  r a  kc: i. J e  s a

p e r  i o c l i č n i h  z a t v o r e n i h  i. o t v o r e n i .  h s t . r u  k t .u ra  . P r e d s t a v l  Ja J u ć  i
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Po .1. J(v? > p re iiia  K'ay . 1 . ?;i ho vo J h:i.i> o t.ez i  , sumom ol !•:>!<r e tn :i .  h

k o M P o n e n l i  d o b i J e n i  soi veoma d o b r i  r e z u l i a t i  i  za o b l i k e  s a  

vel:i.k:i.frt doformac:  i  jan ia  za  k o J e  <;»e p r e t p o s t a v l  J a l o  ola o v a k a v  

o b l i k  p r e d s t a v L i a n . i a  n o i  .ia ne  d a d e  l:ačno> r e / u l t a t o ? ,  i i e t o d  de  

P r i m i  J e n  J e n  i  na a n a l i z u  l.a l a s o v o o la  . Ana 1 i 7.i r a n i  «»u 

c? 1 i  i > t  i. č  n i  t  a I. a s  o v o ol i  r  a ol i  r> o r  e  ol J e n J a r  <a z u 11 a t  a s> a 

a n a l i t  i č k i f n r  a o<;»:i.m t o a «  ureol  1 o t e n  i  *;>u i  n o v i  o b 1. i  c: i  

t  a 1. a <;> o v  od a 5 e 1. i. r> t  i  č n i. s a  u r  e z o e » n - 1 o u g a o n i  i. p r  a v oug a o n i. 

s>a r  a 7 n :i. fn o b I  i  c: i  m a u r  e  z a > u o: :i. i. j  u p o b o i. J <T; a n J a p o j  ecl i  n i  ti 

k a r  a k t  e r  i. s t i. k a u o ol n o su  n a o b J. i. k e k o J i. su  u u i:> o 1 1" e b i. -

Na k r a d u  J e  clat  o s v r t  na s i n t . e z u  t a a l s o v o d a , LJkazano j e  na  

Mosući .  n u t  d o b i  J a n J a  n> o n r e č n  oa p r e s d e k a  uz  zadat .u  k r i t i č n u  

1 r e k v e n c :  :i. du :i. s p o .1. Ja<T>n de ol :i.menz. :i. J e  . I z v r u t e n o  j(» P o r e o l J e n J e  

k o e f  i. c: i  J en a t  a <;> I. a b 1. j  en J a o.l o b i. J en i. h o b I. i. k a . P r  o b 1 em

s>intezo? s v a k a k o  z a s l u i u  de v:i.<T;e p a i . n J e  t a k o  o.la loi je c lan  ocl 

p r a v a c a  d a l . J e s  rac la  t r e b a o  bi .t i .  s i n t e z a  t . a l a s o v o d a  uz

P o t  p  u n i. J o? a n a 1 i  t  i  č k o t  r  e t  :i. r  a n j  e  tn i  n i  fn :i. z i. r  a n d a <:■> u b i. t  a k a >

n a r a v n o  uz  z a d a t .e  precl  hodne  p a r a i i i e t r e .

E i a l J a  : i .s t r a  I  i  v an  Ja  de rno.<»uo':e u s m j e r i t . i  i  ka p r  o<?>:i.rendu

p r i m d e n e  m etod a  n a J m a n J i h  k v a d r a t a >  o d n o sn o  n d e g o v e  

mod:i.-Pi kac::i. de na a n a l i .  zu ol i e l e k t r  i č n i .  h t a l a s o v o d a  k o d i  s u  

zbog s v o d i t i  veoma d o b r i h  o s o b i n a  č e s t o  k o r i č ć e n i  u

m i  k r  o t  a 1 a <;> n i  m k o J. i. m a .

i z l o ž e n i  m etoc l i  omogućavadu  veoma e f i k a s n u  a n a l i z u  i.

r  J e S a v a n  J e  p r o b l e m a  <1 i li a kc i de <j;a o tvorc/n  i. h s t r u k t u r a  > kao i  

ra sp o o l  d e l e  v r e m e n s k  i. r>rom J e n l  j  :i. vo.g poJ.da |<oj:i. <:>u *;>amo

d J e l i m i č n o  o b r a c l d e n i  u ovom radu> a k o J im a  bi. t r e b a l  o 

P o s v e t i t i .  v i  <.?;e  r> a }. n d e .
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7 .  L  I  T E  R A T U ft A

/ ! /  Z a r s a n o  G . F . r  L .e r o r  A .M ,  I J a r i n  U .  P .  : 
s l o z n i h  s e č e n  i  j  " F'ajst o v s k  i  LJn i  v e r  z i t e t  J.983

i  p e r e d a č i

/ 2 /  I  . E  v E  P i. m o v r CJ r A . Sei  "• m :i. n «a s " y  o ]. n o v  o d i  e 
M o s  l< v  a S v  3 a z 19 7 cy .

.1. i n  :i. "i. p e r e d a č  i

/ 3 /  S . H o p f e r J  "The c l e s i s n  o-P r:i.<:lse<cl wa v e s u  i .c ie s " I lt E  T r a n s ,  
on MTT v o l - 3  O k t . 1 9 5 3 .

/  4 /  J  . P . M on t  a o m e r y i  " 0 n i. I ic: c: o mp ]. e?t. e e i. s  en va  1 u & s  o 1 u t  i. on 
o-P r i đ s e c l  w a v e s u i . d e s “ lEEIE: T r a n s .  on MTT v o l - 1 9  J u n e  1 9 7 1 .

/ 5 /  Y .  U t s u m i s  " V a r i a t i o n a l  a n a l s s r i s  o-P r  i. c.1 a ecl wja v e a u  i. d e s  
friocles" I E E E  T r a n s .  on MTT v o l - 3 3  F e b .  1 9 8 5 .

/ 6 /  D . D a s g u p t a ,  P .  K .  Sa ha i " R e c ta n s iu  l a r  w a v e s ju i c !e s  w it .h  
two d o u b l e  r i d s e s "  I E E E  T r a n s .  on MIT v o l - 3 1  Nov.. 1 9 8 3 .

/  7 /  G . G . M a J m u cl a r  r P . K . S a h a * " A n o v  e ]. r  e c: t. a rr a u 1 a r
w a v e s u i . d e  w i . th  d o u b l e  T - s e p t u m s "  lEIEIE T r a n s .  on MTT v o l - 3 3  
N o v . 1 9 8 5 .

/ 8 /  B .  M. A .  Rahman? J .  B . D a v i s *  " F i . n i t  e l e m e n t  a n a I s s i s  o-P 
o p t i c a l  and m:i.c:rouiave p r o b l e m s "  lE IE E  T r a n s .  on MTT v o l - 3 2  
J a r r . 1 9 8 4 .

/ 9 /  P .  D a l y i  “F i n i t e  e l e m e n t  a n r o a c h  t o  p r o p a s a t i o n  irr 
e  1 ]. i. p t. i. c  a 1 a n cl p a r a b o l  i. c: wa v e s  u i. d esr “ I  n t . . J  . Nu mer i. c a .1.
M e t h .  i n  E n s i n .  v o l - 2 0  1 9 8 4 .

/ 1 0 /  K r e t z s c h m a r  I .  G . s " P r o p a s a t i o n  i.n h o l l o w  e l l i . p t . i c a l  
w a v e s u i d e s " I E E E  T r a n s .  on MTT v o l - 1 8  A p i - . 1 9 7 0 .

/ U /  L .ew in  L. . t " A t t e r r u a t  i. on irr e l l i p t i c a l  w a v e s u i . d e s "  E l e c .
I . . e t t e r s  v o l - 9  1 9 7 3 .

/ 1 2 /  G . D . Sm i.t h J “N u m e r i c a l  so  1 u t  i. on o P p a r c  i a  1 c li.f  f  e r e n t  i.a 1 
e c i u a t i o n "  L.ondon O x f o r d  M a t h .  ITarrdbooks 1 9 6 9 .

/ 1 3 /  J .  
o f  t h e  
v  o 1 — 119

B . Davi .  s  t " ftev i. ew 
l" r o 11 o w w a v  e s  u i .de  
J a r r . 1 9 7 2 .

o f  m e t h o d s  f o r  
p r o b l e m s  " P r o c

n u m e  r  i. c: a 1 e o 1 u t  i. o n 
I n s t .  E l e c . E n s .

/ 1 4 /  F .  L . . Hs i " T a b u l a t i . o n  o f  m e t h o d s  f o r  numer i .ca 1 s o l u t i o n  
o f  h o l l o w  w a v e s u i . d e  p r o b l e m "  I E E E  T r a n s .  on MTT v o l - 2 2  
Mar . 1 9 7 4 .

/ 1 5 /  S .  M. S a a c l i  " R e v i .e w  o f  n u m e r i c a l  m e t h o d s  f o r  t .lre  
a n a I  s  s  i. s  o f  a r  b :i. t. r  a r  i. 1 s  Lr a p  e  d m :i. c: r  o w a v  e  a n d o p  t  i. c: a 1 
d i. e ]. e  c: 1 1- i. c: w a v  e  s  u i. d e  s  “ I E  E E T r  a n . o n M T T v  o I  3 3  0 c t  . 1 9 8 5  .
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/!<?>/ E’ - S h aw e : i .n 3 , W. B ,  B r i d n e s :  "Comm.iter  a n a l a s i s  o f'
d i e l e c t r i c  wa v e s u  i d e s  s f  i n  i t e  d i f f e r e n c e  m e th o d '1 I E E E  T r a n s ,  
on MTT v 0 1 - 2 2  May 1 9 8 4 .

/ 1 7 /  0 .  Pv I l J i n s  " Č i s l e n n i e  ft ietodi  r e i e n i J a  z a d a č  
e l e l c t r o n i k i  " M oskva  Nauka  1 9 8 5 .

/ 1 3 /  C .  A .  B r e b b i a s  “T h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  n'iethod f o r  
e n s i n e e r s "  L.ondon P e n t e c h .  P r e s  1 9 7 8 .

/ 1 9 /  M. K o s h i b a r  K .  I l a s a t a r  i l ,  S u z u k i J  " F i n i t e  e le m e n t.
f o r m u l a t i o n  i n  t e r m  o f  t  he e l e c t r i c a l ...f ' i e l d  v e c t o r  f o r
e l e c t r o m a s n e t i c  w a ve H u i .d e  p r o b l e m s "  I E E E  T r a n s ,  on MTT 
v o l - 3 3  O kt . . 1 9 8 5 .

/ 2 0 /  J .  B .  D a v i s r  E .  A .  E e r n a n d e z ; 
o f' or->t. :i.c:a 1 and  m ic : ro w a v e  l u a v e s u :i.de 
MTT v o l - 3 2  J a n .  1 9 8 4 .

" l - i n i t e  e l e m e n t  ana lys> isr  
p  r  o t) 1 e m s  “ .1E  E E T r  a n s . o n

/  21 /  B . M. A . Rahman r J  . B . I'.i a v  i  s  s " p e  n 11 y •(•' u n c t. i. o n
i m p r o v e m e n t  o f  w a v e s u i d e  s o l u t i o n  bu f i n i t e  e l e m e n t s  " IE E E  
T r a n s .  on MTT v o I - 3 2  Au s j . 196(4.

/ 2 2 /  M. A .  A l e k s a n d z e i  "Reš-ienie s r a n  i č n i  h z a d a č  metoclom 
r a z l o ž e n i a  p o  n e o r t o s o n a l n i m  f u n k c i d a m i  " Nauka> M oskva  1 9 7 9 .

/  2 3 /  M . N . N e y i “ M e t  h o d o f  m o m e  n t  s
e l e c t r o m a s n e t i c :  p r o b l e m s "  lE E E i T r a n s .  
O c t . 1 9 3 5 .

a s  a p p l i e d  t o
on MTT v o l - 3 3

/ 2 4 /  H.  L o r i v i e r e .  J . B .  D a v i s ;  "'T'he s o l u t i o n  o f  
e l e c t r o m a s n e t i c :  e i s e n v a l u e  p r o b l e m s  by l e a s t - s n u a r e  b o u n d a r s  
r e s i d u a l s "  I E E E  T r a n s .  on MTT v o '1 -2 5  May 1 9 7 5 .

/ 2 5 /  1-1. I k u n o r  K .  Ya s u u r a  < “ im p ro vec l  p  o i n t - m a c  h i n s  method  
u j i t h  a p p l i c a t i o n  t o  s c a t t e r i n s  f r o m  p e r i o d i c  s u r f a c e "  I .E E E  
T r a n s . on A n t . and  P r  o p a s a t i o n  vo 3.—2 .1. Sept. . 3.9 7 3  .

/ 2 6 /  3 .  J o v i ć e v i ć r  
r e s  i  du a 1 met h o d i  n 
T i t o s r a d  196(63r racl

L J .  S t a n k  o v i ć  * "The  l e a s t - s c i u a r e s  b o u n d a r y  
e 1 e?c:t.r o s t a t  i c  and e c l d s - c u r r e n t s  p r  o b 3.em s " 
p r i d a v L i e n  u I E E E  T r a n s .  on M a s n e t i c s .

/ 2 7 /  Cap F . F . t  
l i n e a r  p a r t i a l  
M e c h .  6 6 r No 6 .

" B o u n d a r u  v a l u e s  p r o b l e m s  o f  u n s e p a r a b l e  
d i f f e r e n t i a 1 e n u a t i o n " Z .  a n s e w .  M a t h .  und

196(6.

/  2 8 /  L .. Lew  i. n ; “ C) n t  Ti e i. n a d e  ci u a c y o ■(•' d i. s  c: r  e  t  e m o d e  -  m a t  c h i  n s  
t e c h n i c i u e s  i n  some w a v e s u i . d e  d i s c o n t i n u i t s  p r o b l e m s "  I E E E  
T r a n s . on MTT v o l -  18 May 1 9 7 2 .

/ 2 9 /  R .  F .  M i l l a i - ; "  On t h e  R a y l e i s h  a s s u m p t i o n  i n  s c a t t e r i n s  
t)y p e r  i. o d i. c: s u  r  f  a c: e " P r  o c: . Ca m br i. cl s  e Ph i. 3 . 8 oc: . vo 1 - 6 9  .1.97 3. .

/ 3 0 / J . A t  e  c: h i. a n . H . B a u d r  a n d a n d J  . P a h n ; " C o m p o s i  t  e
d i e l e c t r i c  w a v e s u i . d e " E l e c t r o n .  L.et.t. . v o l - 2 0  F e b .  1 9 8 4 .

/ 3 1 /  J .  B .  D a v i . s ;  " S u r f a c e  a c o u s t i c  w a ve  pi- o r a s a t  i  on on a 
p i e z o e l e c t r i c :  s u b s t r a t e  w:i.th a p e r i o c l  :i.c: m e t a l  . s r a t i n s ”
E 3 . e c . t r o n .  I...ett . v o l - 2 0  Aus  . 196(4.
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/32./ S . J o v i ć e v i ć  > L J »  S t a n k o v i ć !  "Razvo  i  s r a n i č n o g  u s l o v a  p o  
bazni .M -Fun Rc: i  jamai — P r i i t t i e n a  u eLI.ektr- osita t  i.c: i  " XXX ETAN 
s ; v e s k a  0 H e r c e s  N o v i  > iJun 1 9 8 6 ,

/ 3 3 /  L J  » S ta n ko v : i . ć>  S ,  J o v i ć e v i ć  i “O d re d  i i v a n  J e  r a s p o d  j e l e  
p r  o m J en J. J i. vo s  e 1 ek  t  r- o ma s n e t  n o s i-> o 1 Ja r  a z v  o Jein .<:i r  a n i  č n :i. h 
u s l o v a  p o  b a z n i m  Pun kc: i  Jama “ XXX ETAN s v e s k a  0 BIed>- 
J u n  .1.987,

/ 3 4 /  G .. Korn.v T ,  K o r n s  " S p r o v o č n i k  p o  m a t e m a t i k e  d l J a  n a u č n i h  
r a b o t n i k o v  i  i n ž e n e r o v " ,  Nauka Moskva 1.978 s t r , 3 .1 .9-329

/ 3 5 /  L J , S t a n k o v i ć r  S» J o v i ć e v i ć i  "A r o u n d  r i d s e  u j a v e s u i d e "  
Ann a ]. e s  d e s  t. e  3. e c  omioun i  c a t  i  o n s  >■ r  a d p r  :i. hva ć en  z a
o b J a v  3. J i  v  a n J e »

/ 3 A /  A» K o n r a d r  M» U» K» C h a r i  > Z» J»  C s e n d e s *  "New P i n i t . e  
e le m e n t . t .e c h n .iq u e s  Por s k i n  erPPect. p r o b l e m s " ,  I E E E  T r a n s .  on 
Masn» V o l »  M aa-IG) No»2» M a r c h  1.982»

/ 3 7 /  M» 1-1, L e a n i  " Ap p  1 i c a t .  i  on o f  b o u n d a r s  i n t e s r a l  e a u a t i o n  
i  n e  3. e c  t. r  o ma s n et. j. c: s"> I E E E  T r  a n s  , o n Ma s  n , 9 o 3. . Ma s -21. No , '5 , 
S e P t ,  1 .985 ,

/ 3 8 /  vJ, P 1 o t. z r L  » Ku f  f  e 3. i " Ap  p 1 i  c a t  j. o n o f  Ij o u n d a r  y e 3. emen t  
t e c h n i c i u e s  f o r  2D eddu c u r r e n t  p r o b l e m s " ,  I E E E  T r a n s ,  on 
M a s n ,  U o l ,  M as-21. N o . 6 ,  N o v ,  1.985,

/ 3 9 /  S ,  M isus>h ina  ancl T ,  O h u s a k a t  "The  R i d s e d  W a v e s u i .d e  
Ca v-j. t. y Osc: i. 3. a t. o r  P o r W i  d e  Ba n d Tun :i. n s  “ 1E E E  'T'ra n e , o n MTT 
v o l - 2 4  May 1.976,

/ 4 0 /  S ,  M i s u s h i n a , N» K u w a b a r a  and H , K o n d o h t  " T h e o r e t i c a 3. 
Ana 3. y &i  s  o f  a R i  d s  ed Wa v e s u  i  r.l e  M ou n t  i  n s  St.ruc:t. u r  e  " I E E E  
T r a n s ,  on MTT v o l - 2 5  Dec: , 1 9 7 7 ,

/ 4 1 ./  T ,  T a n a k a i  " R i d s e - S h a p e d  N a r r o w  W a l l  D i e c t i o n a l  C o u p l e r  
U s i n s  TE10>  T E 2 0 » T E 3 0  Modcas" 1E E E  T r a n s ,  on MTT v o 3. —28  
M a r c h  1 9 8 0 ,

/ 4 2 /  B o r e n e m a n  and A r n d t i  " M o d a 1 - S - M a t r i x  D e s i s n  o f  Optimum  
S t e n e d  R ic l se c l  and F i n n e c l  U a v e s u i c l e  T r a n s f  o r m e r s " IE E E ! T r a n s ,  
on MTT v o l - 3 5  J u n e  1 9 8 7 ,

7 4 3 /  K o n i s h i  and O e n a k a d a i  "The  D e s i s n  o f  a B a n d p a s s  F i l t e r  
w i t h  I n d u c t i v e  S t r  j . P - P l a n a r  C i r c u i t s .  M ounted  :i.n W a v e s u i d e  “ 
I E E  T r a n s ,  on MTT v o l - 2 2  O c t , 1 9 7 4 ,

/ 4 4 /  S , J o  v i ć e v j . ć  , L J . St.an k o v  j.ć 5 "0d r e d  J i  v a n  J e  s o p s v e n  i  h
b r o J e v a  t a l a s o v o d a  s l o ž e n o s  p o p r e č n o s  p r e s J e k a * X X I X  ETAN  
s v e s k a  9 N i s  1 9 8 5 .

/ 4 5 /  H» B a u d r a n d , M. B o u s s o u i s ,  J»  L» A m a l r i c i  " A n a l i s s s  o f  
som e p l a n a r  s t r u c t u r e s  bs t  he l e a s t —s c i u a r e s  b o u n d a r u  
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! 2 -  a k o  s e  k o r i s t i  m eto d a
! n a J m a n J i  h k v  a d r  a t  a 

p  i ~ 3  > 3.4 3 .3 9 2 6 5 3 3 8 9 7 9 3 2
e p k - ,0 .1 . ! t a c n o s t  k a r a  k t e r  i s t  i c n o s  b r o J a

re a c K  3. > 6 6 6  )a k s  
6 6 6  f  o r m a t (  f 4 , 2 )

a k s - . O O O O  
3. s  i~ - 2  
3. s  ~ 3. 
ms i  ~ 1 
mp o 3. J - 0 
M koef~2

z a k ~ a I; s> ! :<v a cl a t  a v  r  i  J e d n o s  t  k a r  a I: t  . b r  o J a
t  y p  e »■ > ' l:i r  o J c l a n o  v a r  e d a ' > i  > ' z a cl a t  o k ~ ' > z a k

d x ~ r / (  i~3. ,■ )



! k a c  u nan  J e  k ot/f' ic i  Jtana't a r a z v o j s  i. z us.1. ova da i z v o d  l-l z
! p 0 y — 1: 0 0 r - cl i  n a t. i  b u d e  i  e d n a k 0 d u z 1— d :i. j  e 1 a :: J. d a

d 0 .1.1 I: 1 , :i.
d 0 11 ,j d 1 :< :i.

!
r e ' - s  1 n< < 2 >>: I: k -1  )«r> i  / a  d ■«•< - a d / 2 , .  -t-< , j ; j - l  ) >< dx ) ) 
a r  s -<  -■< < 2 ,d 0 « k l< - : l .  , )><p :i./ad )-k-k-2 K  z a k * P i / a d  )•><•■><■ 2 ) 
a r  b um—d c mt> J :>: < a r  b  , 0  d 0 ) 
a k k -c: d s u  1- 1 < a r  b  u m )
I - e  - 1- e  ■>< a I: I: •><■ c d s :i. n < a I: I: •><• d ) 
r e - r e / d e x p <  < 2 . dO-K-kk- :l. )-><-Pi/ad-x-h ) 
a< ,j , j » k k ) - r e  

.1.1 <:: o n t. :i. n u e

5 0

4 0

c

•8

do 4 0  m—1 * i~nbrs>  
b< m )—0 .
do 5 0  i n b - K n b r s  
b< m )—b< m )™a< mr in b  )><a J.< i n b  ) 
do 4 0  n = l > i - n b r s  
a 2< m x n )—a < m n  i-n br  s  )

ei> s - . 0000001.
:i. m-3
n - i ~ n b r s  
n n - 2 9

c: a J. J. s  .i. e; 1 j  < a 2 >b>n,x  2 r :i. n d » n n >■ a 1. > t:> 1. > x 1. > ep s  > :i. t. , 1. m )

do 8 m—n brs+1. * i  
a J. < m ):= x 1 < m-n b r s  ) 
c: ont. in  ue

do 9 m~ 1. r i.
wr i. t.e< 6 , 7 9 9 7  )m >al< m )

7 9 9 7  f  ormat< 1. x , ' a ).( ' , i.2 , ' )~ ' , 2 f  1.8 . .1.4 ) 
9  c 0 n t  i. n u e

i. f  < a k 3 . e c i . 0 . ) b 0 t  0 1.21.3 
c a J. J. t. a 1 a s  < a k s>, a k s , J. b , e  p k ) 
b o t  0 1. .1.1. .1.

1 2 1 3  c a J. J. t. f  i  n < a I: s  , >.) g , a k a  )
1111  <:: 01 "11. i. n u e

end
c



1 1 6

s u  b r  ou t  i  n e  f  un s  r  ( x > y s  x y i:> >
! ')<• X X M- M •)(• X •)(■ •)(■ )(■ )(• )(•)’: •)<■ •)(■ )(• )(• )(• )(• )(• )(• )(■ )(• )(■ )(■ X•)(■ )(■ •)(• ■)(• •)(• ■)(■ ■)(■ ■)(■ ■)(■ •)(■ •)(■ ■)(■ •)(■ ■)■■ ■)(■ ■)(■ ■)>;. ■)(• ■)(■ ■)(■ ■)(■ ■)(■ ■)(■ ■)<• .)(■ ■)■■.)(..)(..)(..)(..)(..)(.
! *• F' o t  r> i" o ;.y r  am u I ; o m e  s  e  r  a c: u n a f  u n k c  :i. d a z i  d a i. a 1 a s  0 v  o d a *•
! 9 S  i  n i e n  i  2 \-'oc.1 yi> z a  z a d a t u  v r i d e d n o s t  x k o o r d i n a t e  •)<
! X •)<• )0 •)<• •)<• X- •)(■ •)<• •)<• •)<■ X- ■)<• X- •)<■ X- X X •)<• •)<■ •)<■ •)<• X- ■)<■ •)<■ X •)<■ •)<■ •)<• •)<■ ■)(■ ■)<• ■)<• ■)<• ■)<■ ■)<■ •)<• •)<■ •)<■ •)<• •)<• ■)<■ •)<■ •)<• ■)<• ■)<• •)<• ■)<• •)<• •)<• ■)<■ ■)<• •)<• •)< ■)<■ •)<■ ■)<• •)<• ■)<• ■)<■

0 mp J. e  >; -x 16 a 'J. ( 3 0  )
c ommo n mp 0 3. d r 2 a k r a L  3. s  :i. . a d r h r m l< 0 e f  r c'd d >• r  > c ? i  I; a ? p  :i. > ms  :i.
i" ea  3. Mfi 'l .1. ? x ? y ?;.-) s  ? *f' i; 3. ? f I-; 3 ? *f I-; >• *f* !■; A  >- f  k ? d x >• >.•) i:> ? x 3. y y (1)
s a v e
:i. s i :  a mr> j. s i .  a mp -i- 3. 
d x :=:a d ./ 2  , / k a  
>;::= >; - d  x
j. f  ( x . s e . -•. 9£35<:l0  >b  0 t. 0 3.00 
y -  3.. d 0  
y p :=:0 .
>;::= >; a-cl >; 
s o  t.o 5 5 5 9

3.00 j . f (  >:..3*t . " - . 9 3 5 d 0  >3 0 t.o 3.03. 
f  1 ~ 0 .
30  t o  3.02

3.0 3. <:: a 3.3. :i. z v  0 d ( x / y > f  3. >
3.02 P k 3. “sd x * f  .1.

c a l l .  i 2v 0d ( x + d x / 2 .  » y + f k .3 ./ 2 .  » f l  ) 
f  k 2 = d x * f  3.
<::a.l.3. j .2 v 0d ( x * c l x / 2 .  » y + f k 2 / 2 .  » f l  ) 
f  k 3 = d x * f  3. 
x 3. ~: x +• <:l x
<: a 3.3. i  2 v  o d ( >: .1. > y i - f  k 3 .  f  3. >
f  l<4:=:c l x x f  ].
f  k ::=( f  k 3.+2 . x( f  k 2 + f  k 3  ) + f  k 4 ) / 6 . 
y ~ y + f k  
x := x +d x
c: a 3.3. i  2 v  0 d ( x > 3 > y p  >

5 5 5 9  i f  ( i s i t a m p  . s t  . ka >3 0 t o  5 5 5 7
j . f (  j . s t a m p / 2 - i s t a f r t P / 2  . . eq  . 0 .  ) s  0 t o  5 5 5 7  
w r i  t  e( 6  y 8 8 8 6  ) x . 3 . y p

8 8 8 6  f  or<rtat( lx >  3 f  7 . 3  r < i  i d  i n t  ( 3 .00 . * y  ) >x r ' x- ' )
5 5 5 7  y s :=y

r e t u r n
encl

s u h r o u t i n e  j . zvo d(  x »y » f  ) 
c 0 mp  3. e  x «■ .1.6 a 3. ( 3 0  )
c. o Mfrt o n frtPol j r  2 a l<. a 3. > 3. s  i  > a d . ti. fn k 0 e f  > ecl > d r P r C r i r  I; a . p :i. . ms j. 
c 0 mp 3. ex x 3.6 f  b . f  b >: r f b y  
r  ea  3. x 8 x r y * y p j .» y p d > f  
s a v e

yp i :=:0 . dO 
y r> d ::=0 . cl 0

do (rt:n: 3.7 i
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a 3.3. ba z. f  u n ! m , j , z  a I ; , x , y r P b , P t) x , p by ) 
y p i  “ ).) p i + d r e a  J. ( a 3. < m )■)<■ f  by ) 
ypcl;= y p d + d r e ;a l (  a).< m )«Pbx ) 
end do 
•P=yp i / .yp d  
r  et. u r  n 
end

s u  b r  ou t  i  n e  ba z Pu n < m, j , a k , x ,  y , P t), P t) x , P t)y )
! )< X •)<• •)<• •)<■ ■)<■ X X X X X X X X X X X X X •)<• X X ■)<• X X X X X X X X X X X  X X X X X X X X  X X X X X X X X  •)>• X X X ■)(• •)( ■)(• ■)(• ■)(.
! *  P o t  p i" o s r  am 7.a r  ac :unan de ba i.n i  h f  un kc: i  j a  f  b i  n j  i  ho v i  h ■)<•
! «  i z v o d a  p o  x k o o r d i n a t i  f b x  i  p o  y k o orcl i n a  t  i  fb>j uz x 
! « 7. a d a t. e  k o o r  d i  n a t  e t  a c: k e  ( x , y ) ,  s  o p s t  v e n  i  b r  o d a k i  x
! «  r e d n i  b ro d  b a z n e  f u n k c i d e  m x
! X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

c omp  I e x * l 6 a 3.( 3 0  ) 
r  ea  3. * 8  a a , a k r , x ,  y 
c o mp 3. e  x x J. 6 a k a r  a k m , f  b „ f  b x , f  t>y
c ommon mp o 3. j  , za k , a 3., 1 s  i  , a d , I ) , ml< o e f , e c l , d , r  , c , i  , ka , p i  , ms i  
a a -- ( 2 x m -1  ) ■><• p  i  /  a d 
a k r  =:—a a *  •)< 2 ■*■ ( a k x p ;j. /  a d ) •><■ •><• 2 
a k a r  -=d c mp 1 x ( a k r , 0 ,  d 0 ) 
a k m:=:c: cl su  r  t. < a k a r  )
f  b:--d s in<  a a xx )xc: dc: o s < a I: m* y ) / d e x p < ( 2 ,■ cl0•)<• m--1. ) * p  j./ aclxh ) 
f  bx=:a a * d c o s <  aa-)<x )-xt::dcos( akm *y  )/c lexp( ( 2 . clOxm-]. )xp:i./ad«h ) 
f  b y :“--a kmxdsin< a a « x ) x c : d s i n (  akm *y  ) / d e x p (  ( 2 ,. d<)xm-1 )«p i / a d « h  ) 
r e t u r n  
encl

c:
su  b r out  i n e  t a  la s <  a k s , a ks  , 3.s , cjp k )

! x x x x x x x x x x x x x x x- x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x •)<• x x x  x x x •><• x- x x x x x 
• ! «  O d r e d j i v a n d e  min imuma s r e s k e  u f u n k c i d i  s o p s t v e n o a  x

! «  b r o d a  ak  < a k s ,  a k s ,  1 s  j. epk  s u  o b j a s n d e n i  u s l a v n o m  x
! *  p r o s r a m u  x
! x  x x  x x  x x x x x x x x  x  x x x x x x x x x x •)<• x x x X •)(• •)( x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x 

c o mp 3. e  x *  16> a 1 ( 3 0  )
c o mp 3. e  x *  16 sx< 3 0 , 2 0 0  ) ,a< 3 0 , 3 0  ) ,  l:>< 29  ) ,a2< 2 9 , 2 9  ) ,  v< 30 ) 
r e a 3 .« 8  s<i( 2 0 0  ) , e p s , a a  , a k  , x , y , a k r
r  e  a 1. *  8 y s  , y m j. n
c o m p l e x x ] . 6  al< 2 9 , 2 9  ) ,  t>l( 2 9  ),>:!< 29  ) ,  x2< 29  ) , a s (  3 0 , 3 0  ) 
c: omp 3. ex  x 16 f  < 2 0 0  ) ,  f  d < 2 0 0 , 2 0 0  ) ,  e , a k m , s , a k a r  
c ommon mp o 1 j  , z a k , a 1 , 1  s  i  , a d , h , mk o e f , ed , d , r  , c  , i  , ka , p  j . , ms i  
t  y p e  x , ' «  x x x *  *  x *  *  *  x *  x x x x x x x x x x x x x x ■><• x x x x x x x  x  x x x x x x x x  x ' 
y s = 1 0 , **< 15 )
y m i n :“ 1 0 , *x< 15 ) 
b rp  o d ~ 2 ,
a k s —a k s « 2 , xbrpoc l  
lm -1

2 0  a k s :=:a k s / b i - p  od
s t  e p :=a k s  * 2  , /  b r  p o d 

9 0  c o n t i n u e
clo 10 a k = a k s —lm«a ks  , a k s  <-3.mxa k s - K ) . .00001 , s t e p
y s :=:y s
c a 3.3. t  f  j. n ( a k , y s  , a k s  ) 
t . y p e « , a k , s s
i  f  < y s  , s  t  , y m j. n ) s o t  o 3.0 
y m :i. n :=:s s 
a k m in ::=a k
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3.0 c: o n t  i  n u e
:i. P( st. b p  . 1. e . er> k ')<:■> o t  o  30  
lm =2
a I ; l<m:i.n
s o to 20

3 0  :i. P( a k.<ii . ed . 0 . ) s o  t  o 80
a k ;-i ==0. 
a l< a k m i  n 
so  t o  90  

8 0  c: o n t  :i. n u e
en d

eu b r o u t  :i. n e t  f  i  n ( a k r y ;.:.i r a k ;.;.i )
! 'K* ■)(• ■)(• ■)(• )(■ -)(• •)(• •)(■ •)(■ •)(• •)(• ■)<■ ■)(■ -)(-K- •)(■ -)(• ■)(• K* •)(•)(- ■)(■ ■)(■ ■)(• ■)(■ ■)(■ •)( ■)(■ ■)( •)( ■)( •)( ■)(■ ■)( •)(■ ■)( ■)(• ■)( -)(■ ■)(• •)( ■)(• •)( •)( •)(- •)(■ •)( ■)(• •)( •)(• •)( •)( •)(• ■)( ■)(■ •)( •)( ■)( ■)( •)(
! *  R a c u n a n d e  k o e f'ic : i  d e n a t a  s i s t e m a  p o  metoclu n a d m a n d i h  *■
! *  k v  a d r  a t  a i  n d e s  o v  o d m o d i  ■!'■ i  k a c: i  d i  i  r  a c: u n a n d e i  n t e  s  r  a 1 a •>(
! *  k v a d r a t n e  s r e s k e  yg •)<•
! )( X )( X •)( •)(• •)( -K ■)( •)( •)(• •)( K-)(•)( ■)( •)( ■)( •)( •>(• K •)( •)(• •)( •)( K )(•)(• •)(■ ■)(■ ■)< K ■)(■ •)(• •)( •)(• K- •)( ■)(■ •)( ■)(■ •)( ■>( •)( •)( •)( •)( •)( ■)( •)(■ •)( •)( •)( •)(• ■)<• ■)(• K- •)( ■)( •)(

c: omr 3. e x * 1 6  a 1 ( 3 0  ) =■ a 2< 2 9  =• 2 9  ) r v( 3 0  ) 
c o m p  3. e  x * .1.6 s  x ( 3 0 y 2 0 0  ) r s  t  ( 3 0 r 2 0 0  ) r a ( 3 0 r 3 0 ) r b ( 2 9 ) 
i "• ea  3. x-8 sq  ( 2 0 0  ) r ep s  r a a r a k r x r y r a I; r  r y p 
r e a l * 8  s s r s m i n
c  omp 1 e  x *  1 6 a 1 ( 2 9  r 2 9  ) r b .1. ( 2 9  ) r x 1 ( 2 9  ) ,  x 2( 2 9  ) ,  a s (  3 0 , 3 0  ) 
c o m p  1 e  x )<• 1 6  f  ( 2 0 0  ) ,  •(■' d ( 2 0 0 , 2 0 0  ) ,  e , e  t , a k m >• s:-, a k a r  
c: o mm o n mp o ]. d , z a k , a 1 , 1 s  n., a d , h , m k o e f , ed  , d , i- , c : , i  , k a , p i ,  ms 

! R a c u n a n d e  b a z n i h  f u n k c i d a  u t a c k a m a  d u z  z i d a  t a l a s o v o d a  
do 1 0  m-: l , i  
do 10 d ~ l r k a
x-~ ~ acl/2 . d0 t a d / 2  . dO/ka-x-( d - l  ) 
c a ]. ]. f  u n s  r  ( x , y , y p  )
c . a l l  b a z f u n (  m, d , ak  , x , y , f  b , f  bx , f  by ) 
s x (  m,d )=( - y p * f  bx-(-f by ) / s q i - t (  l+ y p ■)(■)(■ 2 ) 
s t (  m, d )■-■( f  bx+yp-x-f by ) / s q r t (  l + y p * « 2  ) 
sq(  d ) = s q r t (  l+ yp««-2 )

10  c o n t i n u e

i  f  ( m k o e f . eq . 2 ) s  o t  o 2 0  3.
! R a c u n a n d e  F T  b a z n i h  f u n k c i d a

nka=:i n i n t (  a l o s (  f l o a t (  ka ) ) / a l o s (  2 .  ) ) 
do 203. M = l r i  
do 2 0  d = l , k a  

2 0  f (  d )= sx ( m, d )
c  a ]. 1 f f t ( f , n k a r l )  
do 2 0 2  d = l , k a  

2 0 2  f d ( m , d  )= f( d )
2 0 1  c o n t i n u e
! 0 d r  ed d i  va n d e k o e f  i  c: i  d en a t. a s  i  s t  ema

do 2 0 3  m - l , i  
do 2 0 3  n - l r i
i f  ( mk o e f  , eq . 0 ) s  o t  o 3 0 0 0
i  f  ( m. s  t . n )s  o t. o 2 0 9
a ( m, n )~dc:mp 1 x ( 0 .  r 0 .  )
do 2 0 3  d - l r k a
:i.f ( irtkoef , e q  , 2  ) s  o t. o 53.'515
a( m, n )—a( m , n )+fd(  m , d ))(clc: on d s( f  d( n , d ) )
s o t. o 20 3

5.1315 a( m ,n )::::a( m ,n )+•«•>x( m, d )x-dc:onds( s x (  n , d ) ) » a d / 2 . / k a  
s  o t.o 20  3
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209 a ( ni, n )::=d c: o n d b ( a ( n >• m ) )
s o  i.o  2 0 3

5 0 0 0  i  -P( n , g t  , i / 2  )g o t  o 5 0 0 1  
a( n x m ) :::: P(:I( m x n ) 
s o  t o  2 0 3

500.1. a ( n x m ):::: Pcl( m x ka —:i. *-n )
2 0 3  c o n t i n u e

clo 4 0  m=]. , 1 - 1  
b( m )::::a ( m x 1 ) 
do 4 0  n=: l x i - l  

40 a 2( m x n )= a ( m x n •(•• 1 )

e p s :=: , 0000001.
:i. m==3 
n :-: :i. - 1  
nn==29

c: a ]. 1 s  i. !•> 1 J ( a 2 x b x n x x 2 x i. n d x n n x a .1. x b 1 x x 1 x p p , j \  , j m ) 
v( 1 )==-! . 
d o cl m=:2 x i.
i. P< a k .g . g t  , 0 . ) g  o t. o 8  
w ri . te <  6 , 7 9 9 7  ) m , x l (  m-1 )

7 9 9 7  f o r m a t (  l x , ' v (  M 2 , '  )==' , 2-P.1.8.14 )
B v< m ) :=:x ).< m~1. )
! R a c u n a n i e  g r e s k e  i. i n t . e . g r a l a  k v a d r a t n e  s r e s k e

SrO-CmP 1  X< 0 . X 0 .  )
do 5 0  j := l , ka , k a / 2 0  
e=:c :m p lx (  0 .  , 0 .  ) 
et==c:mp).x< 0 .  , 0 .  ) 
do 60 m=:lxi. 
e=e+v< m )« s >:< m, j  ) 
et= et .+ v <  m )*st.<  m, J )

6 0  c o n t i n u e
!

u s = M 3 + r e a l<  e  ) » * 2 / 2 0 .  
i. P< a kg . s t . 0 . ) s o  t o  5 0  
t u p e * x d r e a l (  e  ) , d r e a l <  e t  ) , o

5 0  c o n t i n u e
i f  < a k s . s t . O .  ) s o  t o  3 4 3
t. y p e * , ' 3 r e :=' xreal< yg ),  ' I; n :=:' ,akx ' l<=/ ,ak*Pi/acl 
i f<  mpol j  ,eq .0 )go to  51 
c a l l  p o 1 de( v,al< )

5 1  i f <  m s i  , e q  . 0  )a o  t o  3 4 3  
c a  1 ]. s u  b i c  i.< v , a k , a l f a  )

!
3 4 3

!
i

c o n t. i. n u e
r e t u r n
end
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! L r i . a n J e  v r  :i. Jecln  osrt. :i. Hs:( x»y > p o  p  o p r e c n  ow preir> J e  l;u •:••:
! *• I: o r  i  ::> t. ec: :i. a !i. f  a n u m er' i  c I: e z n a k e - a t. i  m e i  o d i- e d J i  v a n j  e >t
! *  .1. :i. n i  J a p  o 1 J a ( s a  v ( m ) su  o z n a c: en  i  l< o e f  v i- a z v  o ;.i a >•;
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c: h a r  a c: t  e  r  •><• 1 f  i  ( 2.1 O 0 >• 2 0 0  )
c: o mp J. e  x >< .1.6 a I  ( 3 0  )
c: o frtP J. e  x x- j. 6 v( 30  )» P t> , f  t> x » f  t>y
i-ea J.x0 yy  » x >y , yp
c: o ifi p  J. e  x h h ( 2 0 0  » 2 0 0  )» h n
c: o ffifrt o n mp o .I. J .- z a I: » a J. » J. s  i  » a d » h > m I: o e f  >• e c l» cl >■ r  >■ c: » j. >. l-i a y p ...<><
t>n-:0 , 
d o J. J.-.1.»i

2 2 2 4

*. *- «. V.) 

!

c:a 1 J. ba z f  un( J. J..- J > a k > - a d / 2 . , 1 ,  » f  l:> - f  bx > f  t>w ) 
h n -h n + v ( J. J. ) « f b  
end do
do 2 2 2  frtirt— 1 r I: a •<•• 3. 
x - - a d / 2 . •♦•ad/2. /I<a>:( i r t r-1 ,  ) 
c a J. J. f  u n r  < x r u u - u r> ) 
d o 2 2 2  n n - 1 »I: a 
u-ti/ka>(( n n - 1  )
:i. f  ( u . s  t  . u u ) s  o t. o 2 2 2 3  
hh( mfrt - nn )~c mp J. x ( 0.  , 0 . ) 
clo 21224 j . i - l r i
c  a J. J. ba z f  u n ( i  i  , J , a k , x , u , f  b , •(■' t> >:, f  bu ) 
hh< mfrt, nn )-h h (  mfrtrnn )+v( i i  )«ft> 
c o n t  i  n u e  
u o t o 21221 
hh( frtfrtrnn )-h n  
c: o n t  i n u e

!

i

!

dc. 22126 frtm~:l. ,k a  + l  
do 3 2 2 2  nn = l , k a
f  i f - 1 . - a  bs(  r e a  J.( hh( frurt, nn ) /h n  ) ) 

i f (  f i f . l t  . 1 . / 5 0 .  ) f  i (  mfrt, nn )=: ' '
i f <f i f . l t . l . / 1 5 . a n d . f i f . s e . 1 , / 5 0 . ) f i (m m » n n  ) = ' . '  
i f  ( f  j . f . J.t.. 2 .  / 1 5  . and . f i f . s e  . 1 . / 1 5  . ) f  j.< mfrt, nn ) -  ' - '  
i  f  ( f  i  f  . 11 . 3  . / 1 5  . a n d . f  i  f  . s  e . 21. / 15 . ) f  i  ( mm, n n )■■■-' i ' 
j. f  ( f i f . l t  . 4 .  / 1 5 .  a nd . f  i  f . s  e . 3 .  / 1 5 .  ) f  j. ( mm, nn )~ ' / '  
i f ( f i . f . l t . 5 . / 1 5 . a n d . f i f . s e . 4 . / 1 5 .  ) f i ( mm, nn )-'•<-' 
j. f  ( f  j. f . 3. t  . 6 .  / 1 5  . a n d . f  i. f . s  e . 5 . / 1 5  . ) f  i. ( mm , n n )~ ' x '
i. f  ( f  i  f . 11 . 7 .  / 1 5 .  a n c l . f i f . s e .  6 .  /  .1.5. ) f  i  ( mm, nn ):=' o '
j. f  ( f  i. f . 11. . 8 .  / 1 5  . a nd . f  i. f . s  e . 7 . / 1 5  . ) f  j. ( mm, nn )~ ' 1 ' 
i  f  ( f  j. f  . 11 . 9  . / 1 5  . a n d . f  i. f  . s  e . 8 . / 1 5  . ) f  i. ( mm, nn )-'•>*' 
i f  ( f  i f  . 11 . 1 0  . / 1 5  . and . f  i f  . s e  . 9 »/:l.5 . ) f  i (  mm , nn ) -  ' Z.'
j. f  ( f  i. f  »11 »11 . / 1 5  » a n d » f  i f . s e .  J. 0 »/ .1.5 » ) f  i. ( mm , n n )==' 0 ' 
j. f  ( f  :i. f  »J. t  . 121» / 1 5  . a n d » f  j. f  » s  e . 11 . / 1 5 .  ) f  i  ( mm , n n ):= ' % '
i. f  < f i f . l t  . 13 . / 1 5 ,  a n d » f  i  f  » s  e . 12 » / 1 5  » ) f  i. < mm , nn )==' 0 '
j. f ( f  i . f  »11. . 14 » / 1 5  »and » f  i f  » s e  » 1 3 ,  /3.5 » )f  i.( mm, nn 
i  f  ( f  i. f  , s  e »14 » / 1 5  . ) f  i. ( mm, n n )==' :D: '
c  o n t  i. n u e 
c o n t  i. n u e

wr i.t.e< 6 , 2 2 2 7  X '. . . '  ,nn==l , ka )

d 0 lrtfrt:= 1 , k a + .1. r  21



.1.2.1.

wr i  t  e< 6 > 2 2 2 7  )< f  i < ih m  r n n ) ,  n n -1. ,l<a ) 
end do
clo frtfrt~1. 7 l:a  * l. r 2
wr i  te< 6 , 2 2 2 7  X f i<  kfri-2--ninwnn ) ,nn~ : l . k a  ) 
end clo

u»rite< 6 j 2 2 2 7  X ,n n ~ l. ,k a  ) 
2 2 2 7  f  orwat< 1.x , .1.00a .1. ) 

r  e t  u i" n 
encl 

i
!

s u b r o u t i n e  s u b i c : i < v , a k , a  1 f a  )
! X  «■ •M- X  •)(■ •)(■ •)(• •)(• •)(■ ■)(• •)(■ •)(• •)(• )(■■)(••)(••)(■)(• •)(■ K- )(■ •)(• ■)( •)(■ •)(■ ■)( •)(• •)(• •)(■ ■)(■ ■>(■ •)(■ K- ■)(■ •>(• •)(• •)(■ ■)(• )(• )(• •)(• •)(■ •){• •)(• •)(■ •)(• •)(■ •)(• •)( •)(■ •)(• •)(• •)(• •)(• ■)(• •)(• •)(•.)(..)(.

! *  R a c: u n a n d e l< o e f  i  c: i  j  e  n t  a e 1 a b 1 ,:i e  n :i a a 1 f  a •)>:•
! )c )(■ x- )(■ x •)(• ■)(• •)( )(• )(• •)(•)()(• X- X- x x )>• x X x x ■)(• x x x •>(■)(■>•:• )(■ x x x •)( •)(■ •)>; •)(• x X ■)>:■ x x x x x x x x x x x- x •)>:• x x x x x x

c: o m p  1. e  x x 6 a 1 < 3 0  )
c o m p  ]. e  x x 1.6 v  < 3 0 ) x h t  < 10 0 ).- h 11 < 1.0 0 )
r  ea  1. x-8 x a u  y p  x y s»
c o <rt m o n m p  o 1 j x z a k x a 1 x ]. 5) i x a d x b x m I: o e f r e cl x d x r x c , i. x k a x p :i. x m g j.

I<a=:25

cc= :3 x ] . 0 x x 8  
emi ::-4xp i x  , ]. 
s: i .sfrt-62. 9 
f k r ~ a k x c c / 2 / a d

120
c

c
c

1

wr i  te< 6 x 1.20 )
f  orfrtat< / / ' '  x 10x x '  a 1 f  a '  x 20:>: x '  a I f  ap '  r 20:>: x '  f  r  ' //  )

do 565 o i - 1x k a/2 
]. 1=:1
f r := fk r  + 1 0 x f  k r / k a x <  j i - , 9 9 9 9  )
sa(rta= sq rt<  < 2 x p i x f r / c c :  )xx-2--< al<x-p i / a d  )xx-2 )

d o 1. j  := 1 x k a 
h a - a d / 2 / k a
x := -  acl/2 . cK) ( ha x < j  ••-]., ) 
c a l ). f u n s r (  x , a , u p  )
c a 11 k omp< 1 x v  x a k x x x y x y p  x ha xht x  j  x sama ) 
c: o n t  i  n u e
c a ]. ]. i  nt. e< h t  x ha x k a x s  i  n t  ) 
s - s i n t

d o 5 j  =: 1 x l< a 
h a - a c l / 2 , / k a  
x ::::- a  d / 2 . clO+ha x< j  - 1 .  ) 
y - 0  .clO 
y p  =-0. d 0
c a 1. ]. k o mp < 1 x v  x a k x x x y x y p x ha r h t  x j  x s a irta ) 

5  c o n t i n u e
c a 13. i  n t  e< ht  x ha >• k a x s  i  n t  ) 
s p = s + s in t

d o 5 5 j  ••:: 1. x l< a 
l"i a :::: d / k a



y~;h a *  j-K-1.. dO 
x = - a d / 2 . d 0  
y p " 0 . dO
c: a 1. ]. k o m p  < 1 ? v  ? a k >• :>: >- m > y p ? h a > l"i t. . ,i > s  a m a )

5 5  c: o n t  :i.n u 0
c: a ]. ]. :i. n t  e( h t. > ha > k a > c> :i. n t  )
5 P := sp-ts i.  n t.
B -S 'i-s  i n t

:::: K  ,  5  •)(■ r ( )  () () ()  ()  | K <::. q  p  •(• (  m  ;j .),; V  X  p  ;j. •)(• f  |" /  2  /  1  <:l h'l )

s p = s p  k . '5■>(. 000001. )( sc ir  t  ( em i i  -M-fr /  2 / s i 3 m  )
d o 1.1 3 1 > k a 
h x = a d / 2 . / k a  
h;.r-: h / k a
>: :;= -  a d /  2 . d 0 h x •>< ( J -- j . . ) 
c: a 3. ]. f u  n s r  ( x> y s , ;j p  ) 
na = i n t ( y s / h » k a  ) 
do 18  3  3  ■-■■ 1 ,  n a 
y = hy x  J ,i x  1 .  d 0
c: a 1 1  k o mp ( 0 7 v  7 a k 7 x 7 u 7 y p  7 ha , h t , j  ,.i, s a ma )

1 8  c: o n t  i. n u e
do 12  j  o - :na-* l , ka  

1 2  h t (  J , i  ):-0
c: a ]. ]. i. n t. e (  h t . , hy > k a , s  i. n t. )

11 h tt .(  ,j ) = s i n t
c: a 3. ]. i. n t. e (  h t. t . , h x , k a , s  i. n t. )
s l = s i . n t / g a m a * 2 * - p  i . « f  r  «-emi.« . 0 0 0 0 0 1  
a I f a = s / s 1 
a l f a p = s p / s l
wr- i. t  e< 6  > 9 0  )a 1 f  a , a 1 f  a p  , f  r  

9 0  f o r m a t (  ' ' , e l 5 . 5> 1 0 x  , e ! 5 . 5 , 10>:, e ! 5 . 5  )
5 6 5  c o n t i n u e

r e t u r n  
e n d

!
!

s u b r  o u t i n e  k o m p ( 1 1 , v  , a k , x , y >• y p  , ha , I r t , , i , sam a  )
! X- ¥: ¥: ¥: ¥: ¥: ¥  ¥: ¥: ¥: ¥: ¥: ¥: ¥: ¥■  ¥  ¥: ¥  ¥: ¥: ¥  ¥  ¥: ¥: ¥: ¥  ¥: •)(■ K- ■)(■ «■ ¥: ¥  ¥  •)(■ ■>(■ ¥  •>(■ •)(• ¥  ¥  K ¥  •)(• ¥  ¥: ¥: ¥: ¥  ¥  ¥  •)(■ •)(• •>(• •>(■ •)(• ¥  ¥  ¥

! ¥  R a c u n a n i e  k omp o n e n t  i  H x ,  Hy> HT i. l-lt. x
! ¥  ¥  ¥: ¥: •)(• ¥: ¥  ¥  ¥: ¥  ¥  ¥: ¥: ¥  ¥  ¥  ¥: ¥  ¥  ¥  •)( K ¥  ¥  ¥  ¥  ¥: ¥  ¥  ¥  ¥  ¥: ¥  ¥  •)(• •>■ •)( •)( •)( ■)< •><■ •)(■ •>< •)(• •)(• •><• •)(• K •)( •)(• K ■)(• -K •)(■ ■)( -)<■ ¥  ¥  ■><■

co rrtP ] .ex« 16  a l < 3 0 )
c: omp 1 e x ¥.■ ].6 v( 3 0  ) ,  ht.( 1 0 0  ) ,  hx , hy , h 7. > a k a r ,  a km 
r e a l « 8  a k r 7 X 7 y , y p
c: o rrtmon mp o 3. J , z a k , a 1 , 1  s  i  , a d , h , m k o e f  > ed  > d > r  , c  , i. > k a > p i . , ms i. 
hx=() 
h 7. =0  
hy=()
d o 2 01= 1.7 i.
c a  13. ba z f  un( m, , i , a k , x , y , f  b > f  b>:, f  by ) 
hz = hz+v< m ) K f  b
hy = hy ~ v ( rn )Kyarrta/( a k - K p i / a d  )k k 2 k Pby  

2  h x = h x —v  ( rm ) k  g a m a /  < a k k  p i. /  a d ) x  x  2  •)<■ f  b x
ht< ,i )=< c d a b s (  h>: )K K 2 + c d a  b s (  hy ) k k 2+1 l  -Kcda bs( hz >k k 2 )k  

6 SC|rt.( 1 + 1 ] .X y p K K 2  ) 
r e t u r n  
e n d

i
i



su br ou t  :i. n 0 i n t e( P , ha / 1; a , y )
! X X V: X -)(• X -)(• -K X -)(■ ■)(• •)(■ ■)(• •)(■ ■)(■ •)(• •)(■ •)(■ •)(■ ■)(■ •)(■ ■)(• •)(• •)(• •)(■ •)(■ •)(■ ■)(■ •),; •)(■ ■><;■ ■)(■ ■)(■.)(..)(..)(. ■)(-.)(-.)(..)(..),;..),;..),;..),;..),;..),;..),;..)(..)(..)(..),;..),;..)(..),;.)(..)(..)(..)(.
! * R a c: u n a ri i e i 111 e s r ala »
! x- •)(• •)(■ •)(■ •)(• ■)(■ •)(• X )(• •)(• •)(• •)(■ •)(• )(■ •)(• ■)(• •)(• )(■ )(• ■)(■ )(• )(• )(■ )(■.)(.),;■ .),;■ ■>,;■ )(■ ■),; )(. ■)(.),;..)(. -)(..)(..)(. ■)>;.),;..)(..)(..),;. >,;.),;. .),;•.),;..),;..),;..)(..)(..),;..),;..),;.),;.)(..),;.)(..)(.

c: 0 mp 1 ex >(• 16 f< 100 ) 
a = 0
clo 3 0  j  = l , k a
i  f (  < . 1 / 2 , —i n t (  i / 2  ) ),e-?'-i , 0  )<;.i 0 t  0 4 3 0  
u - y  + h a / 3  , , x f'( i  )
90 t  0 30

4 3 0  a™ a + h a / 3 , x 2 , x-f( i  )
3 0  c o n t i n u e

r e t u r n  
end  

c

s  ub r  o u t  i  n e  P P t  ( s , m, i  d i  r  )
! •>(• •>(■ •)(• •>(• )(• •>(■ )(• >(• >(• ■>(■ ■)(■ X •)(• •)>; •)(• ■)(• •)(■ •)(• •)(• •)(■ )(• ■)( XX  X •)(• ■)(• •)(■ •)(• •)>• •)>- •)(■ -M- )>:- •)(■ •)(• •)(• •)(■ ■)(■ )>■ )(■ •)(• )(■ •),;•)(- ■)(• •)(.)(. ■)( .)(■ •>(..),; •),;.),;.)(. •>(. •>(.)(..)(
! x- R a c u r i a n i e  d i r e k t n e  i  i n v e r z n e  FF'T' n i z a  s  k o i i  ima 2>»xm •»:■ 
! x c: 3. a n 0 v a , P 01 p r  0 s r  a m p r  e z e t  i  7. " D j. 9 i  t a 3. s i  3 n a 3. •>(■
! x- p r o c e s s i n s "  A .  0 .  G p p e n h e i m ,  R ,  W. S c h a f e r  •- P r e n t i c e  x- 
! *  Ha'J.l 1 9 7 5  *
! xx- x •>(• ■)>:■ » x x  x  x •)>:■ x- -x- x- x X: x x  x x; x  x >:■ x x x  x  x x x x  x x x x  x x x x x  x  x x x x x x x  x x  x x x  x •)(• x x x x 

c omp le>: » 16 s< 128 ) .  u . w , t. 
n"2»:»:-m 
n v 2 - r i/ 2  
nm.1.=:n - l  
i « l
d 0 7 i  = •• 1 , n m 1
i  f  ( i  . 9 e . i  ) 30  t  0 5
t=s< i )
s( i )==s< i )
s (  i  )~t.

5  k= nv2
i f < k . 9 e . i ) 3 0 t . 0 7 
i::=i-k 
k =:k/2 
so 1 0 6 

7 i =: i •*• k
p  i:=4 . « a t a n (  1 .  ) 
clo 20  3. =: 1 7 m 
1.0—2 X- x 1 
1 e  1 =: 3. e / 2  
u :=( 1 . 0 , 0 . 0  )
w=c.mp].x( c:os< p i / f l o a t (  3.e l  ) ), 

x 3.cl irX< - - 1 .0  ) x s i n (  p i / f l o a t . <  l e l  ) ) ) 
cl 0 20 i  := 1 , 3. e 1 
d 0 10 i  = i  , n , 3. e  
i  p - i  ■*■ 3. e 1 
t = s (  ip  )«u  
s (  :i.P )=s< i  )~t.

10  s (  i  )=s< i  )+t.
2 0  u=u*w

:i. f  ( i  d J. r  . e c i . 1 ) r  e t  u r  ri 
d 0 27  k = 1 , n 
s (  k )=s( k )/n

2 7  c o n t i n u e
r  e t. u r  n 
end
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s u  b r  o u t  i n e  s:i.s  1. J < a r b ? n ? x ? :i.n d r nn » a 1. >■ b 1. >xl> e n <;>i  t  , :i.m )
! >• •)<• •)<• x- •)<• •)<■ •)<■ •)<- ■>: >:• >:• >:■ >■ >■ >• ■> >• >■ > > > >:■ >:■ >:■»•)(• >■ >■ >■ •> > >• > >• »■ > > > >■ > > > >• >■ > > > >■ >■ > > > > .)>; > > > >
! x R i e s a v a n  i e  s i s t e m a  1 i n e a r n  :i. h J e d n a c i n a  A x ::-Bx sjdae J e  n •><•
! > r  e  d s  :i. s  t. e  <yi a a e  ps  t a c n o s t , D s  t. a 1 o su  p omo c: n i  p a r  a m e t  r i ,  »•
! »  P o t. p r  o b r  a m p r  e u z et. i  z "Numer  c I: a a n a I i  z a " P ,. pe ,1 o v i  c >
! » Na u c: na k n J i  s> a Be  o sr' a d 19B 3  . »
! >•» » »■> •> •> ■> •> •> •> » »•> •> •> •> > ■> »•> »■> •> •> > ■> > •> ■> > »•> > ■> •> » > > > > > > •»■ ■> •)(■ >■ •)(■»; > •> •> > > ■)( > •)(. •)(■ ■)(. •)(.

c: o nip I  e x »1.6 a ( 2 9 , 2 9  ) ,  b< 29  ) ,  x ( 2 9  ) ,  a 1. < 2 9 , 2 9  ) ,  b :!. ( 29  ) ,  x 1 ( 29  ) 
d o u b 1 e p r • e  c i  s  i  o n «1 a x , e p s  
d o 1. i  1., n 
b:l.( i  )::=b< i  ) 
do 1 J ::::l , n

1 a 1( i  , ,'i ):=a( i  , ,i )

i  t  ::::0

c: a 1 ]. b  a u <;:•( a 1, b 1, n , x , i  n d , n n )

cio 2 3  i=:l , n  
2 3  x l ( i ) = x ( i >

5  i. t  ::= i. t. ■(• 1

cl o J. 3  i  =: 1 ,  n 
b 1 ( i. )“  b< i. ) 
d o 13 č 1 ,  n

13 a 1( i . , ,j )~a( i . , ,i )
c:

i  f'( i. l'., s  t  , i. «1 );;.i o 1 o 7

3

9

7
100
8

c:

cl o 2  i. =: J . , n 
clo 2  0= 1 , n
bl< i. ) = b l (  :i. ) - a l (  i  , J ) « x l (  J )

c : a l l  s a u s (  a l , b l  , n  , x , i n d  , n n  )

d o 3  i. =: 1 ,  ri
x l (  i. )=xl<  i. )+x< i  )

wax=;c d a b s (  x< 1 ) ) 
d o 9  i. = 1 ,  n
i f  ( a b s (  x( i  ) ) ,  l t , ma x ) s  o t  o 9  
ma x :=cda b s (  x( i. ) ) 
c: o n t. i. n u e

i f (  m a x , s t . , e p s  ) s o  t o  5
9 0 t  0 8
w r it.e< 6 , 1 0 0  )
f  ormat.< 1 x , '  ' )
r e t u r n
en d

s u b r o u t i n e  s a u s (  a , b , n  , x , :i.nd ,n n  ) 
c: o«1 p  ]. e  x « 1 6  a ( 1 ) ,  b< 1 ) ,  :>: ( 1 ) ,  r> 
d o u b ]. e  p r  e  c: :i. <:;■ :i. o n m a x

i  ,j( i  , J )=:i+< ,j- l  )«nn
c:



1 2 5

d o 4 0 k~ 1 , n — 1
nia x::=c:da bs< a< i  j< !,.(■; ) > )
l~l<
do 20  i ::~ I; i-1 y n
:i. f'< ma x v .9 L . cd a  bs< a< :i. i< i  , I; > ) > > <-i o t o 20  
ma x ::-cda bs< a< i  j< i  . |; ) ) )
1 :=: i

20 c o n t i n u e
i  P< ma x > n e . 0 ) ;.:.i o t  o 25  
i  n d ::= 1 
r e t u r n

2 5  i f  < 1 . e c i . I ; ) s o  t o  35
do 3 0  j = l ^ n  
P :-a< i  j< k r j  >) 
a< i-;i< k ? d ) )~:ca < i  ;i< 1 ,  d ) ) 
a< i  ;i< ]., d ) )~p 

3 0  c o n t i n u e
P :=b< k ) 
fa< k >~ b< 1 ) 
b< 1 >::=p

3 5  do 4 0  i = k + l , n
do 37 j  ~ I; +■ .1 x n
a< i  ;i< i  r d ) i - a < i  J< i ,  ;j ) )-a< i  ;.i< i  , k  ) ) * a (  i  ;.i< k , ;i > ) 

*- /a< i  ;i< k ,  k > >
3 7  c o n t i n u e

b< i  >-b< i  >~a< i  j< i  , k > )»b< k >/a< i  ;i< k , k > )
40 c : ont inue
c
c: i  z r  a c: u n a v  a n d e  v e  k t. o r  a r  e  s  e  n d a
c

x< n >~b( n )/a< i  d< n , n ) )
do 6 0  i = n ~ l r l r - - l
x < i  >~ b< i  >
clo 5 0  k ~ i. +1 v n
x< i  >~x< i  )~a< i  d< j . , k  ) )*x< k )

50 c o n t i n u e
x< i  >~x< i  ) / a (  id< i  , i  > >

60 c o n t i n u e
c:

i  n cl~2
r e t u r n
end



1 2 6
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! w P r o s r a m  za  r j e s a v a n j e  p r o b l e m a  d:i.-Prakc::i. j e  sa
! -)t p e r i o d i c n i h  s a v r s e n o  p r o v o d r i i h  s t i - u i i i . u r a  primdenom ■><■
! * me?t oda n a dma n d i  h k v a d r  a i.a n. mod :i. f j. I< o v a n os m e t  oda •»
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c omp 1 e  x ■» :|. 6 s  x < ‘50  r :l. 00  ) , a < 5 0  * 50  > r b< 4 9  > r a 2( 4 9 , 49 >, v< 50 > 
d o u bl e p r e c ision s q < 100 >reps
comp 1 e x •>:• 16 a:l.< 4 9 r 4 9  )r b:l.< 49  >r xl< 49 >, x2< 49  >,as< 5 0 , 5 0  ) 
coMp].ex«-.1.A f< 100 >,fd< 1 0 0 , 1 0 0  >,e , a d e , d e , ar , c J , ar 1 
j . n t e s e r  n s u (  10 >

! o p e  n < u n j. t 1 , f  i  1 e = ' r e  f  1 , d a t '  , s  t  a t  u s  ::=" n e w ' >
!

nsu< 1 0
nsu< 2 >=1 
nsu< 3 )~~3 
nsu< 4 )~:15

!

I
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do 9009 j.j"J.=:3r4

t s p e « ,  f<iif<f<f<f<f<f<f<i, , n s=  , nsu< j. j l  ) ,
t S P e « r  'f<f<f<f<f<f<f»f<f<f<f<f<f<f<f<f<f»f<f<f<f<fxfif<f<f<f<f<f<f<f<f<f<f<f<f,f<f<f,f<f<fIf<f<ftf<'
i~ 3 1  ! b ro d  c l a n o v a  r e d a
d:=2,  ! d u z i n a  p e r i o d e  r e s » e t k e
h=;0 , 2 5  ! max.i .malna v i s i n a  r e s e t k e
ka~ 64  ! b ro d  p o d e o k a
i f  < j. j  1 . en r 4 > t  iuan mb=: 100
m b“ 5 5 5  ! m b=0 i: o e f  j. c i. ;i en 1: i  s i .  s t  ema s u  j  ed n a k i.

! F o u r i e r o v i m  k o e f i c i d e n t i m a  
! m b :=5 5 5  k o e f  i. c . s  i. s  t  e m a s  e d o b i  J a i  u u z i. m .
! <r> u s  d e d n e  h a r  m o n i. k e

n s = n s u < i j 1 ) ! b r o j  s u s j e d n i h  h a r m o n i k a  p r i  r a c ,
! k o e f .  s i i s t e m a

i>ius:= 10 ! b r o j  r a z l i c i t i h  u s  1 ova r a v ,  i-a =>p o i- e d j e n i h  
! od 0 do 9 0  s i p e r i i

p i = 4 , « a t a n ( 1 .  ) 
wr i te <  6 , 1 1 0  >d , h
f o r m a t < / / '  ' , '  d= ' , f 5 . 3 , 3 x , '  h= ' , f 5 „ 4 / / >
t s p e « , ' b r o j  c l a n o v a  r e d a  n = ' , i
t s p e « ,  ' b r o j  s u s j e d n  j. h F o u r ,  koe  P i c .  n s ::::' , n s

clo 5 3  m t h = l ,m u 3  
t s p e « r ' '
t yp e ■», '«  •» >■ •>•)<• » «• ■»•»BINIJSNA R E S ETK A ■»■><• •»•»•»««• ■»•»:• •»•»" 
t  he=p i / 2 . «< mt.h--l . >/< mus--l  . ) 
type-»r  ' '
t  y p  e « , ' U G A 0 = ' , t  h e / p  j .«1 £10, ' u s t  ep en i. ma ' 
t y p e « ,  ' '

R a c u n a n j e  f u n k c i j a  r e f l e k t o v a n o s  t a l a s a  
do 10 m=:l , i
9 a = s i n (  t h e  >+< m --< j. + l  >/2 .  )/d  
a d e :=d c mp 1 x ( 1 . ~ s  a 2 , 0  . ) 
c l e - c d s q r t (  a d e  )

do 10 j = l , k a  
x=:d/ka><-j
c a  11 f  u n s r (  x , z , h , d >
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a r - 2 « p  j.«< 3a')(-x+de)fz ) 
c .j :-d c: mp 1 x < 0 v , •••■ 1 )
a r ~ :a i-K c  j
a i- 1 :;=2*p j. «< b  a k-cI i-cl e-K hi ) 
a r  1 :::a i- l * c  J
s  x < m x ,i ')■■- c  d e  x p  < a r • ••- a i ■ .1. )

10 c o n t i n u e

! R a c u n a n o e  f u n k c j . J e  j .nc i d e n t  a I n  os t a  l a s a
do 101 j ~ l , l < a  
x ~d /  k a *k j
c: a 1 J. f u  n s  r  < x » z , h , cl ) 
a r :::2 « p i * (  s in <  t h e  ) k x - c o s < t h e  )» z  ) 
c j-dcfrtP 1 x< 0 .  , - 1  r ) 
a r  :-a  r  » c  j
sx< :i. * l  7 j  )~cdexp< a r  )

101 c o n t  j. n u e

! Od r  ed j  j. va n j  e F T  f  u n k c: j. j  a
do 2 0 1  f r t - l r i i - l  
d o 2 0  j ~ l 7 ka

2 0  f  < j  ):::s x (  frt 7 j  )
c a l l  f f t < f 7 6 , l )  
do 2 0 2  j = l , k a

2 0 2  f  d< m, j  )= f  < j  )
201  c o n t i n u e

! R a c u n a n j e  k o e f i c  i  j e n a  t a  s i s t e m a
do 2 0 3  n = 1 , i  
do 2 0 3  irt=l, j. + l  
j . f < M b , e q , 0 ) s o  t o  1514  
j. f  < m b r eci r 5 5 5  )cj o t  o 5 0 0 5

j. f  < n . s  t  r m )s  o t. o 20 7  
a < n , m )=d c mp 1 x < 0 r , 0 r ) 
d o 2 0 5  j  = 1 , k a

2 0 5  a< n , m )=a< n , m )+ f  d( m, j  )» d c o n  jg< f  cl< n , j  ) )
s o  t o  20 3

2 0 7  a < n , m )=d c o n j  3 < a < iu, n ) )
s o  t o  2 0 3

i
1 5 1 4  i  f  < n , s t  r j. / 2  )3 o t  o 5 0 0 1

a< n , m )=f d< frt, n )
30  t. o 20 3

5 0 0 1  a < n , m )= f d < ni, k a ~ i  i-n )
30  t. o 2(03

!
5 0 0 5  a < n , m )=cl c: mp 1 x < 0 . , 0 r )

d o 5 5 0 5  j= n  -n  s , n +-n s  
j 1= 16—j
i. f  < j  1 r s  t  r 0 )s  o t  o 5 5 0 5  
j  .1. = l< a •♦■ j  1

5 5 0 5  a < n , m )=a < n , m ) +• f  cl< m , j  1 ) «• d c o n j  3 < f  d < n , j  .1. ) )
2(03 c o n t i n u e

do 4 0  fn=l, :i. 
b< m )=~a< m, j. i-1 )
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do 4 0  n = i , i
4 0  a2< n'ij-n )~a( Min )

e p s = »00000:1.
:i.
n :=: :i.
n n ;:::49

c: a 1 1 ]. d i  < a 2 / b >• n ? x 2 >■ :i. n d >• n n >- a 1 >• .1. / x :l. > er> s  > :i. I. >• :i. m )
I
! R a c u n a n d e  k o e f  :i.c::i. d e n a t a  r e f l e k s i  J e  i  p r o v d e r a
! e  n e r  s  e  t  s  k o 3 b :i. l a n s a  i  z a d o v o 1. d e n d a s i- a n i  <:: n o s u s  I  o v  a

rO ::::<).
do 8 nv” 1 7 i.
g a = s ; in (  t h e  )■: < m~< :i. * l  ) / 2 .  )/d  
i  f  < a bs< 3 a ) .  s  t  . i . . )s  o t  o 8 
md~m~< i + 1 )/2.
R ~ c d a b s (  x l (  m ) )•><■■)>:• 2 x s q r t <  1 .  ~sa  )<-)<2 )/c:os< t h e  )
t  ype>< r '  m~ '  >md> '  R:-: " . R
rO -rO + R

8  v< m )~x 1< m )
t y p e * > '
type>< > '  suma k v a d r a t a ~  " >rO> " -  ' > ' s r e s l < a ~ ' > a bs< 3.. ~ r 0 )
t y p e * > '
t y p e *> ' z a d o v o l d e n d e  s r a n i c : n o s  u s  1 ova ' 
do 5 0  d ~ l> k a > 8  
e=sx< i  + 1 > d ) 
d o 6 0  m:= 1 > i

6 0  e~e+v< m )*sx< m> d )
t  y p  e «  > clr ea 1( e ) > cl i  ma s  < e  ) > d

5 0  c o n t i n u e
5 3  c o n t  i  nu e
9 0 0 9  c o n t i n u e

s t  op 
encl

su  b r out. i  n e f u n s r < x > z > h > d )
x ■«• x- x x- x- x x x x x x x x x x x x  x x x x x x- x x x  x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x  x x x x  

! f u n k c i d a  r e f l e k s i o n e  p o v r s i n e  x
! x  x  x x  x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x  

p i ~ 4 . « a t a n (  1 .  ) 
z ~ h x s i n (  2 x p i x x / d )

6 1 7  r e t u r n
end
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