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Granic¢ni sloj u mehanicit fluida podrazumijeva tanak sloj
fluida, koji opstrujava spoljasnju pouvursinu tijela. Od toga da li
Je strujni tok laminaran ili turbulentan, =zavisi intenzitet otpo;~a
i prenoSe-n:je.'toplote na opstrujavano tijelo. Naime, kod laminarnog
granicnog sloja sa sredjenom slojevitom strukturom otport na
tijelu su 2natno manJji, doR kod turbulentnog granic¢nog sloja Jako
izrazena vrtloznost prouzrokuje znatno vece otpore. Zato je i cilj
svuth istrazivanja u teoriji granicnog sloja, da poloZaf tacke
ocduajun ja sloja od opstrujavane pouvursSine, bude nizvocdno pomjeren
Sto Je moguce vise. Posto je teorija granic¢nog sloja zasnovana na
uprosdcenim jednacinama Roli¢ine kRretanja t energije, smatralo se
do skoro da ona moz2e dati samo priblizne rezultate u poredjenju
Sa numerickim resenjima potpunith NAVIE/—-STO‘KES—-ouih Jjednacina koje
su danas resive zahvaljujuci mocnim elektronskim racunskim

masinama. Medjutim, svestranija analiza teorije granic¢nog sloja i

njena prakticna primjena pokazali su, da Jje ovo turdjenje
neopravdano it da teoriju granicnog sloja treba razmatrati 1 Rao
kRorektnu asimptotsku teoriju s obzirom na : Re-broj. Tako se
rezultati dobijeni posredstvom teorije granicnog sloja. pohlapaju

sa egzaktnim resenjima utoliko bolje ukoliko je Re-broj veci. a to
znadi da il rezultati u poredjenju sa numerickin resenjima potpunih
NAVIé—STOKES—ouih Jednacina, raspolaz2u znacajnim preimucstvom, jer
odgovaraju. tacno strukturi resenja =za velike Ra-brojeve, tj.
predstavljaju resenje koje posjeduje KkRarakter grani¢nog slo ja.
Zato je numericka metoda =za resavanje NAVIE?-—STOKES—ovih
Jjedndé¢ina, pri visokim Re-brojevima, samo onda svrsishodna., ako je
kod nje uzeta u obzir asimptotska struktura resenja. To enaci, da
Jje neophodno, da se Rod numericke integracije izvrsi pProvjera, da
li je algoritam sacinjen za resavanje potpunih’ NAVIé—STOKES—ovih
Jednaéina, sto se tice asimptotskih ponasanja, korektan, tJ. da li
on daje rezultate, koji se poRlapaju sa regsenjima " jednacina
granicnog sloja. Prema tome, na osnovu najnovijih saznanja dola=z=i
se do zakljucka [1] . mada to na prvi pogled izgleda raradoksalno,

da resenja granicnog sloja ne treba prouvjeravati posredstuvem
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/
numerickih resenja NAVIE-STOKES-ovih jednac¢ina, vec¢ da obrnuto za
/
testiranje tacnosti NAVIE-STOKES-jednacina treba Roristiti resenja

Jednadcina granicnog sloja.

U teoriji granicnog sloja, stacionarne’ pojave su, zbog
Svoje jednostavnije prirode, vise istrazivane, tako da teorija
nestacionarnth problema, u izvesnom smislu kasni. Ali kRako Je

prisustvo nestacionarnth problema u praksi veoma znacajno, to se
namece potreba n jihovog daljeg i paodrobnijeg istrazivanja.

Zbog toga se u cilju obogacenja teorije nestacionarnog
granicnog sloja, u ovom radu proucava nestacionarni laminarni
granient sloj nestisljivog fluida douvodjenjem njegovih osnovnih
dijferenctjalnih jednac¢ina na univerzalni oblik, njihovo resavanje
i primjena takvih univer=zalnih refenja na konkretne slucajeve
sStrujanja. Zato je neophodno da se u samom uvodu prikaze kratak
osvurt na razvitak teorije granicnog sloja od samog njenog
pocetha, tj. od 1904. godine, kada je PRANDTL [2] sSvo jim
Jednacinama udario temelj cvoj teoriji i time dao novi smisao 1i
sadrzaj mehanici fluida. Potev od tada, pa do danas, istrazivanja
su se kretala u smjeru trazenja matematickih metoda za refavanje
Jednacina definisanog problema grani¢nog sloja i u smjeru
matematickog modeliranja sve slozenijih problema granicnih slojeva
kao i1 stvaranju metoda za njihovo refavanje. Tako je do danas
objavljeno mnogo radowva, knjiga i studija - posvecenth ovim
problemima, sSto <¢int obimnu teoriju granicnog slo ja ko ja
predstavlja znacajni dio mehanike fluida i fizike uopsSte.

Kako nelinearne parcijalne diferencijalne Jednacine

visega reda sa slozenim pocetnim i grani¢niun uslovima matematicki

opisuju ove probleme, to se pri njihovom resavanju nai_l'azilo. 1
prije it danas, na znacajne matematicke teskoce. Ove teskoce su
uocl jivi je kod nestacionarnith problema, nego Sto su kod
odgovarajucih stacionarnih problema granicnih slojewva. Razlo=zi 2a
to su, £to u jednadinama nestacionarnog problema uporedo sa
&lanovima koji izraz2avaju Ronvektivno ubrzanje, postoji dopunski
¢&lan koji izrazava loRalno wubrzanje, i posto janje uporedo sa
granicnim jos i pocetnih uslova. Zbog toga teorija nestacionarnog

granicnog sloja u izvesnom smislu kasni u svojem razvoju u odnosu
na teoriju stacionarnog granic¢nog sloja., tako da je i broi radova

iz ove oblasti znatno manji.



Za refavanje diferencijalnith jednadina stacionarnog
granicnog sloja u prvo vrijeme su koriscene tzv. egzaktne metode,
ko je su imale zé cilj cdredjivan_je *‘tacnih’ resenja. U ovu grupu
spadaju: BLASIUS-ovo [3] resenje problema’ ravne ploce,
FALKNER-SKAN-ova [4]"sliCna" resenja na Rlinastim pro filima, redovt
BlL.ASIUS-cvog tipa za zaobljene profile, redovi HOWARTH-ovog [5:
tipa za slucaj linearne raspodjele spoljasnje brzine 1 TANI-jevi

(6] redovi, kao ucopstenje HOWARTH-ovih redova, Rao i svi ostali

postupci, Roji se svode na predstavljanje resenja u obliku
sStepenog reda razvijenog po poduznoj kocordinati sa tabelarno
sredjenim koeficijentima - funkcijama poprecne promenljive. Sve
ove rezultate objedinio Jje, uopLtio i metodoloski = usavrsio

1957 godine H. Ga-RTLER [7]. sa ¢ime su  bili  krunisani naporti
mnogth autora, Roji su =zastupali misljenje da je takavu nacin
resavanja jedino tacan i ispravan.

Medjutim, neekRonomicnosti egzaktnih metoda, koje su, =2a
proracun granicnog sloja, =zahtijevale odredjivanje 1 tabelarno
Sredjivanje sve veceg broja univerzalnih funkcija. razvijala se,
Sa druge strane, grupa metoda za priblizan proracun granicnog
sloja. Sve su zasnovane na refavanju itmpulsne jednacine, .dobijene
osrgdnjavanjem po presjekRu polaznih jednadina granicnog sloja od
strane KARMAN-a [8] 1921 godine, umjesto samih diferencijalnih
Jednacina razmatranog problema. Usled nedostatka Savrementh
elektronskih rac¢unskih masina, koriscene su, od 1921 do 1960
godine, za resavanje impulsne jednacdine, Jednoparametarske metode
POHLHAUSEN-ovog tipa [9_]. koje su dogradjivane od strane niza
istrazivaca, kao 3tc su HARTREE EIO:]. HOWARTH [1 1] + HOLSTEIN 1
'‘BOHLEN [12:], TANI [13]1'. drugi. Ugoredo sa razvojem Savrementih
racunskih masina, oko 1960 godine, podlinje se- sa intenzivnijim
korisdenjein viseparametarskih metoda, pri <¢emu se fpostepeno
prela2i na razmatranje neosrednjenog sistema diferencijalnih
jednacina granicnog sloja[14],[15],[t16),[17],[18]. Lou cuanski [19] Je
1965 godine: uspio, uvodeci nove bezdimenzijske Promenljive . a
zatim i svuvrsishodan skup parametara, da nadcini univerzalnim
Jjednacine grani¢nog sloja, tj. da iz njih eliminise raspodjele
velicina, koje karakRterisu po jedine konkretne slucajeve strujanja.
Dobijeno resenje se€, prema tome. moze jednom za sSsvagda, tabelarnc

srediti i koristiti pri  proracunu grani¢nog sloja za ma koji



partikularni problem. Koristecti osnoune ide je LOJCIJANSKCG,
S4LJNIKCV i OKA [20] su 1969 godine. uspjeli da na slican nacin
nacine sistem polaznih jednadina univerzalnim. U tom cilju su
najprije koriscene GORTLER-ove promenljive [7], a =zatim skup

parametara, ¢iji pruvi ¢lan predstavlja tzv, AQORTLER-ovu *glavnu'
Sunkciju. S obzirom, da GORTLER-ocve promenljive predstavljaju
uopsStene koordinate *slienih'® resenja, univerzalna jednacina se u
jednopar‘amétarshom priblizenju svodi na FALKNER-SKAN-ocvuu
Jednacinu. Medjutim, Kkasnije se pokazalo da uvod jen je
AQORTLER-ouih p?omenljivih prouzrokuje, da usvojeni skup parametara
ne ocbezbjed juje ocekivanu konvergenciju tacnom resenju. ‘Zato su
preduzeta dalja istrazivanja., u rezultatu Rojih j;e 1972. godine
objavljen rad [21] » a zatim 1978 rad f22] . U radu [21] pokazuje se,
da je za obezbjedjenje veoma povoljne kRonvergencije tacnom
resenju potrebno Roristiti skup parametara tipa LOJCJANSKOG [IQ] a
s druge strane, da bi se omogucilo njegovo uvodjenje, takodje je
pokazano da je potrebno da se kao poduzna promenljiva Roristi
netrans formisana fizicka Roordinata x pored poprecne GORTLER-oue
promenljive uopstene slicnosti [’7]. U poslednjoj fazi istrazivanja
ko je je pokazano u radu [22] posebna paz2nja .je bila posvedcena
poboljLanju e fikasnosti prvog parametra. takRo da Je dobijena

metoda sa dvjema znacajnim osobinama:r 1. da je vecd prvi parametar

tako e fikasan"' da resenje univerzalne Jednacine u
Jednoparametarskom priblizenju . postaje wveoma blisko tacnom
resenju i 2.. da sledeci parametri obezbjedjuju resenju veoma
povoljnu. brzinu kaocnvergencije. Na taj nacin je uklonjen 1 Jedan

bitan nedostatak, koji je otezavao prakti¢ni proracun i povecavaoc
utrosak vremena. Naime, za odredjivanje RarakRteristicnihh -velicina
graniginog sloja bilo je potrebno da se kRod svakog konkretnog
slucaja strujanja, posebno izursi dopunska integracija
odgouvarajuce impulsne jednacine. Medjutim, kako parametar f1 u
radu [22:] vec¢ ocltgledno predstavlja resSenje impulsne —Jednacine,
kod predlozenog postupka to vise nije potrebno. tako da je ovom
metodom omoguceno brzo i douoljno tacno sracunavan je granicnog
sloja, koristeci pri tome isRljucivo tablice univerzalnih resenja
i cdgovarajuce gotove Jormule.

Prua istrazivanja u oblasti teortje nestacionarnog

granitnog sloja izursio je BLASIUS [3] neposredno poslije pojave



PRANLTL-cue teorije, proucavajuci problem dovodjenja nepohkretnog
cilindricnog tijela u Jjednoliko kretanje i u jednako ubr-zano
hkretanje. BELASIUS-ava resenja, kasnije su dopunili GOLDSTEIN i
ROSENHEAD [23] proracunom sledeceg priblizenja. Ovu BL;&SIUS’—ovu
metodu je R ASKOVIC [24],[25],[_26].[2'7],[28] primijenio na razlicite
ravanshke probleme granicnog sloja i na probleme granicnog sloja na
obrtnim tijelima. GCRTLER {29] proucava I granicni slojy na
cilindri¢nom tijelu sa stepenim zakonom porasta brzine kretanja sa
vremenom, a WATSON [30] resava problem stepenog t ekRsponenctjalnog
z2akona porasta brzine sa vremenom, dok je veoma sloZzZen problem
dovadjenja u kretanje plode u svojoj ravni razmatraoc ROZIN [31].
Prvu opstu metodu za resSavanje nestacionarnih graniCniﬁ slojeva,
slicnu metodi GORTLER-a[?] 2a slaciconarne granicne slojeve, dao je
HASS AN [32] hod’hoje Jje sracunavanje univerzalnih funkcija dosta
kRomplikovano a pretpostavl jeni oblik bLrzine spoljasnjeg :.ltrn_jun_ju
rijetko se srece u praksi. DJURIC je, wuocavajuct ispoljene
slabosti ove metode, poslije niza svojih radova [33],[34],[;35],[36] na
problemima nestacionarnih granicnih slojeuva uspio da izur-si
prosuren je GORTLER-ove [7] metode na nestacionarne granicne slojeve
[37] pri cemu je brzinu na spoljasnjoj granici granicnog sloja
odabrao tako da razdvaja promenljive. Medjutim, ova DJURIC-eua
metodd zadrzala je sve slabosti GORTLER-ove [7] metode u teoriji
Stacionarnog granicnog sloja.

Prvo prosgirenje metode LOJCJANSKOG[!QJ Rao jedne opstije
1t brzo konvergentne metode u teortiji stacionarnog granicnog sloja,
na nestacionarne probleme izursio je DJURIC [38:] [39_] i to za slojeve
kada brzina na spoljasnjoj granicti granicnog sloja razduvaja
promenljive. Ovo prosS$irenje uspio je da realizuje sa tH~1 shupa
parametara, a resenje dobtijene jednacine odredio je razvijanjem
istog u red.

Daljal istrazivanja bila su usmjerena ka trazenju
pcgadnijeg oblika parametara i smanjenju broja skupova parametara
neophudnth =za dobijanje univerzalne jednadine. Tako Je  formirano
vise novih viseparametarskih metoda od strane SALINIKOV-a [40]
DJUKIC-a [41), [42]. SALINIKOV-a i DJUKIC-a [43], BUSMARIN-a i
BASIN-a [44], BUSMARIN-a i SARAJEV-a[45],BUSMARIN-a i STOLETOV-a
[46] i drugih. DJUKIC je u svojem radu [42] za brzinu na spoljaznjoj

granict granicnog sloja koristio Proizvol jnu diferencijabilnu



funkciju a univerzalizacija je postignuta sa dva skupa parametara
, dok je resenje u odredjenom priblizenju dobijeno razvijan jem
istog u red. U istrazivanju nestacionarnog granic<nog sloja
najdalje je otitao BUSMARIN sa svojim saradnicima Tako se u radu
[¢4] univerzalizacija postize sa jednim skupom parametara i1 sa
spoljasnjom brzinom u obliku protzvoljne di ferencijabilne
funkcije, ali sa jednom malom nedoslednoscu u izboru razmjere
poprecne koordinate. Ova nedoslednost se u radu [45] otklanja. ali
se suz2ava Kklasa funkcija spoljasnje brzine za koju je dobijena
untverzalna jednac¢ina tacna. Na kraju u radu [:46] uspljeva se, da
se pomenuta nedoslednost u izboru razmjere poprecne koordinate
othlonit, a da se Rlasa funkcija brzine na granici grani¢nog sloja
ne suz2ava.

Posto odvajanje granicnog sloja sa konture prate
nepozel jni e fekti [47], niz istraziva¢ca pockusava da utice na ovu
pojavu u smislu njenog odlaganja. Tako dolazi do pojarve razlicitih
teorijskih 1 eksperimentalnih nadina ‘‘upravljanja - granicnim
slojem" [:47_]. U vezi sa tim =zapazena su istrazivanja MHD
nestactionarnog granicnog sloja u radovima NIKODIJEVIC-a [48] 1
SALINIKOV-a, BORICIC-a i NIKODIJEVIC-a [:49],hao i u radovima niza
drugih autora [50|,[51][52]\[53][54][55]55].[57],[58],[59][c0][61],[64] -

" Prisustvo nestactonarnih problema granicnog sloja u
praksi i njihova nedovoljna itzuléenost ukazuje na neophodnost
njihovog daljeg izucavanja. Zbog toga se u ovom radu istrazuje
nestacionarnt lominarnit grani¢ni sloj nestisfljivog Sfluida, a =za
izucavanje ovog,problema primenjuju se viseparametarske metode
LOJCJANSKOG [19]i SALINIKOV-a[2Z]|koje daju mogucnost pracenja
opstih kRarakteristika razvoja granic¢nog sloja, kao i mogucnost

dobijanja resenja Ronkretnih problema relativno visoke tacnosti.



I - GLAVA

MATEMATICKO MODELIRANJE RAZMATRANOG PROBLEMA

1. SISTEM JEDNACINA NESTACIONARNOG LAMINARNOG
RAVANSKOG GRANICNOG SLOJA NESTISLJIVOG
FLUIDA

Kako Jje vedé¢ recdeno, u ovom radu se  prouéava
nestacionarno laminarno ravansko strujanje nestisljivog fluida u
okolini tijela. Za teorijsko razmatranje ovog problema, potrebno
jJe imati odgovarajudéi sistem diferencijalnih Jjednadina koji
matehatiéki opisuje posmatrano strujanje. Radi kompletnosti rada,
ovdje se taj sistem jednad¢ina izvodi, 1 pored toga Sto Je on
prisutan u literaturi [41],[?3]. .

Da bi se do3lo do sistema jednadina uolenog problema
polazi se od NAVIE—STOKES—ove jJednadine za nestisljive fluide [64]

i jedna¢ine kontinuiteta

d\? v - e —3
- + AwW Vw=0 (1.1.1)
gdt P+ M ) )
-
gdje je W vektor brzine kretanja fluida. Pisanjem u razvijenom

obliku izraza za totalni izvod

d;\’/ 3-\7\/’ —» —
W 2W L (RY)wW , (1.1.2)
dt 2+ v

i njegovom zamjenom u jednadinu kretanja (1.1.1), dolazi se do

sistedh jednadina
W N = =¥
i + §(WI)W =-Vp + AW, Yw=0, (1.1.3)

koji matematidki opisuje nestacionarno kretanje nesti%ljivog
fluida. .

Za dalju analizu pogodnije je sistem Jjednadina .(1.1.3)
napisati u skalarnom obliku u projekcijama na odgovarajude ose
DESCARTES-ovog pravouglog koordinatnog sistema, tako da =za

ravanski problem koji se u radu prou&ava, vektor brzine kretanja



—

—’
fluida W ima oblik

— =¥
W = AL ¢

-,
+Vy (1.1.4)
gdje su: u,v - projekcije vektora brzine kretanja fluida na ose x
-ty - - . . .
i v koordinatnog sistema, a i i j-ortovi koordinatnih osa x -i vy.
Zamjenom izraza (1.1.4) u sistem jednad¢ina (1.1.3) 1 sprovodjenjem
naznadenih operacija 1isti se transformi%e na sledeéi skalarni

sistem jedna&ina -

At 321
du b U A °p 5 ( wn
sk M — V 22 = - - = 4 + ]
3t ™Mt Ep) § 9x Yaxt | Ay
v LV -
EAANPRPTEC ) ARV ) AR, Ty i -;(_'a__+ ,
B{:+ ax + aﬂi Q ‘arz + Ix? 331) (1.1.5)
4L IV =0
_— e =
3 X 91 ?
u kome je v - koeficijent kinematske viskoznosti fluida.

Da bi se do%lo do jedna¢dina koje opisuju nestacionarno
strujanje nesti%ljivog fluida u okolini tijela, tj. u graniénonm
sloju, polazi se”od sistema jedna¢ina (1.1.5) i vr&%i procjena
njegovih &lanova. U tom cilju, kao %to je to radjeno u teoriji
stacionarnog ravanskog graniénog sloja[?S] uvode se bezdimenzijske

veli¢ine (oznadene sa "%X") posredstvom izraza:

x g X 2 L¥ ol Lo
= u — o = = — = — —
u=U, V= V_V y P=SUpP,t Ut ) X L“"‘i-—ﬁ"d (1.1.86)
Re o e
u kojima su: Ue - razmjera poduZ2ne komponente brzine, L-razmjera

poduZ2ne koordinate, a Re-REYNOLDS-ov broj definisan izrazom:

R, = =3

* (1.1.7)

Velidine (1.1.6) unose se u sistem Jjedna&ina (1.1.5) i poslije

Jednostavnih transformacija isti se svodi na oblik

- * * He *
2L * 3 v P, 43U s
+ _— - - ’
at X 34 ax  Re 2%? 24
- * * 1k RN (1.1.8
4/:\’; % 3V % IV op 1 Y 4 9V )
T \F tU Ve ) == 5+ mom T TE?
e X -y ay R, I e %Y
S v
U
e — =0 -
aXx



Dalje se prelaskom na granidni proces, Re—>®,u sistemu Jjednacgina

(1.1.8), isti svodi na

iy * x ~ L * » - &

* »* uw 2 9 AL 3 QU AV
3f+u9?+v3*=——i+ = 2 —F:..‘07 —¢+_«=O'(1-1-9)

Y ax ay  3X 24 2y Iax 9y

Druga jednadina sistema (1.1.9) pokazuje da pritisak p ne =zavisi
od popredne koordinate, tako da se moZe uvesti uvobi¢ajena
predpostavka, da je p=p(x,t), iako se promjena pritiska upravno na
graniéni sloj odredjuje redom velidine debljine graniénog sloja §
[ﬁSJ,Vraéanjem u sistemu (1.1.9) na dimenzione velidine on se svodi

na konaédni oblik:

— tu Al AV
LU STRCL SRILC S Bl ) y, S 4 2=0.(1.1.10)
PR3 S - D«J $ ox :ujz- X .813

Za potpuno matematidko definisanje problema neophodnn je
propisati 1 odgovarajué¢e podetne 1 graniédne wuslove koje traZene

velidine moraju zadovoljiti, 1 to:

W=0,V=0 za M =03 Us>U(xd) za Yoo

4 1 (1.1.11)
u=u“(x)‘j) za. £=tD; u:uo({,"j) 20L X:'-Xo .

Ovim graniénim i podetnim uslovima (1.1.11), propisuje se da, pri
strujanju fluida, poduZna i popredna komponenta brzine na povr$inu
tijela ,.koje se opstrujava dobijaju vrijednosti odgovarajud¢ih
komponenata brzine tijela. Zatim, da na spoljaidnjoj granici
grani¢nog sloja vrijednost poduZne komponente brzine tezi
vrijednosti brzine u spoljadnjoj struji. I takodje, da su poznati
profili poduZne komponente brzine strujanja fluida u nekom
trenutku vremena u cijelom granié¢nom sloju a u nekom popreé&nom
presjeku u svakom trenutku vremena. Prije nego 5%to se predje na
reSavanje sistema Jjednadina (1.1.10) sa 4dranié¢nim i podetnim
uslovima (1.1.11) trebsalo bi dokazati teoremu ‘o egzistenciji i
Jedinstvenosti njegovog reZenja. Hedjutim, mora se konstatovati
da u ovom trenutku takva teorema ne postoji i da se,jo% uvijek, sa
sada®%njim znanjima~matematike ne mo2e dokazati.

BERNOULLI-jeva Jjednad¢ina primijenjena na fluid u
spolja3njoj struji omogudava da se gradijent pritiska izrazi

relacijom

4.3 _3U 43V (1.1.12)
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Zamjenom gradijenta pritiska u sistemu jednadina (1.1.10)

relacijom (1.1.12) isti se svodi na oblik

22U cl AU v
[l ?LJ’. +V3£ —3..1:]. u +9

U = ’ +—=0. (1.1.13)

PR X 3y ot IxX Ixt ax ¥y
Prema tome, za izudavanje posmatranog problema neophodno Jje
rijegiti sistem Jjednadina (1.1.13) sa graniénim i podetnim
uslovima (1.1.11). Formiranje metode za nJjegovo reSavanje

izvriide se poslije analize metoda teorije ravanskog graniénog
sloja. Kako su 2za korisdenje tih metoda neophodni odredjeni
integralni odnosi, u nastavku d¢e se izvesti Jjedna¢ina 1impulsa i
jednaéina energije.

L

2. JEDNACINA IMPULSA

Slijeded¢i dobro poznatu KARMAN-ovu [8] ideju kod
izvodjenja Jjednadine impulsa stacionarnog ravanskog ¢granidénog
sloja, i za ovaj uodeni problem se polazi od prve _jednaéine

sistema (1.1.13) napisane u obliku:

aw 3wy aluv) U U L, L

1.2.1)
It Yy ot ax oyt (

i druge jednadine istog sistema pomno2ene sa U(x,t) 1 napisane u
obliku:

’a(Uu) a U
LR (Uv)_u 9 X

. (1.2.2)

Oduzimanjem Jjednad¢ine (1.2.2) od (1.2.1), dobija se jedna&ina
.._._(u u)+_ﬁ [w(u- u]+——[_vu W]=—(u- u)___y_ 5(1.2.3)
R

Cijom se formalnom integracijom po promenljivoj y od O do @ dobija
(00]

Sa(u “d‘J““S [ulu- “]dj+°uﬂ(u -wWdy =(32) -+ (1.2.4)
P2 au 1
o (o] J
Pri tome je izraz [V(U—u):]y=o izjednaden sa hulom Xto proizilazi
iz grani¢nih uslova (1.1.11). Istovremeno Jje uzeta u obzir i

¢injenica da za y— izvod poduzne brzine u po popre&noj
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3 : . .
koordinati y te2i nuli tj. ( ){—;9 koja predstavlja zahtjev

ErD
da brzina granidnog sloja neprekidno, bez shkokova, prelvzi u
brzinu spoljasnjeg strujanja. Ako se pretpostavi egzistencija
integrala =

OLfﬁa

©
¥ *
u(u-—u)du :lJQS* ) 5([}—U)d3=JJS y (1.2.5)
[¢)

i dopusti mogudénost zamjene reda integracije i diferenciranja u

njima, jednad¢ina (1.2.4) svodi se na jednadinu:

T
( + 3 _.___:x_
at\u G = (™) +us’ ¢ =0 (1.2.6)
u kojoj su:
% a
wu

$ ("’Jc)'—'g("‘ﬁ)dy (1.2.7)

(o]

debljina istiskivanja,

§*(x,4) = (u("—-)d‘j (1.2.8)

debljina gubitaka impulsa,

T (x,4) = m(22) (1.2.9)

i 31{ 140
napon trenja na tijelu.

Izvedena jedna¢ina (1.2.6) predstavlja jednaéinu impulsa
uvocdenog problema koji se u ovom radu proudava. Zavisno od potrebe,
ona se moZe napisati 1 u drugad¢ijim oblicima. Izostavljanjem prvog
¢lana, parcijalnog izvoda po vremenu, jednadina (1.2.6) prelazi u

Jednaé&inu impulsa za odgovarajudé¢i stacionarni problem.

3. JEDNACINA ENERGIJE

Prije izvodjenja jedna&ine energije slijedi se poznata
NIEGHARDT-ova ideja [SSJ kod izvodjenja jednadine energije
stacionarnog ravanskog graniénog sloja. U tom cilju polazi .se od
prve Jjednad¢ine sistema (1.1.13) prethodno pomnoZene poduZnom

komponentom brzine i napisane u obliku:
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AU 1u :;u A .
u w uv Ll— wU2= 4yu .
?t Tt 3‘3 3+_+ ax Y2 (1.3.1)

Zatim se iz druge jednadine istog sistema odredjuje popreéna
komponenta brzine u obliku

su dg N (1.3.2)

X

—ﬂ‘g

Vv =—

lo¢

i ista zamjenjuje u jedna&inu (1.3. 1), tako da se ona -svodi na

jednaé inu

_,ﬂff“*”g*“hmaﬂ_ﬁﬁﬁ

3 22U M (au U AU

=(u- Ww—-u—\—dy —ulU==yu 2t .

ust( U+ X 3y Jax d dx v ay? (1.3.3)
o

Formalnom integracijom jedna&ine (1.3.3) po promenljivoj vy od O do

om,ona se dalje svodi na
4
gu (u- U)d‘ﬁj(u3“_LL?.‘_*S°“d1—uU°U)dH 1_§u. (1.3.4)

Na kraju, uvodjenjem predpostavke o egzistenciji integrala (1.2.5)

i integrala
fee)

ju(ut-wdy=us

o

\ .
—)a'tj-_—.u e, (1.3.5)

i dopuitanjem zamjena reda integracije i diferenciranja u njima,
uz kori%denje graniénih uslova (1.1.11), jednat¢ina (1.3.4) svodi
se na jednadinu

*l

235 c) U -
USE + i( $7) ¢ +3U6 T 27U%e =0,  (1.3.8)
u kojoj Je: o
X% _ W
8¢ (x,4) = Sﬁ(i-‘“")d"j (1.3.7)
=]

debljina gubitaka energije, a

e(x,+)=5[:i(_:/i_y_)_]zdﬂ . (1.3.8)
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Op3tost ove jednad¢ine energije za nestacionarni graniéni sloj
(1.3.6) ogleda se u tome, %to zanemarivanjem parcijalnih izvoda po

vremenu, ona prelazi u Jednadinu enerdije za odgovarajuéi
stacionarni problem.



II - GLAVA
1ZBOR SAVREMENE METODE UOPSTENE SLICNOSTI ZA RAZMATRANJE
NESTACIONARNOG PROBLEMA

Kao 5to je u uvodu i re&eno, istovremeno sa razvojem
teorije graniénog sloja i metoda za njegovo reXavanje razvija se i
viseparametarska metoda, koja dobija puni razvoj pojavljivanjem
rada LOJCJANSKQOG [19] podstidudéi mnoge druge 1istraZ2ivade da se
pozabave njenim razvijanjem [2@],[2£], [22],[6i], [88], [69], [YQL

Kod metode LOJCJANSKOG l}SJ, osnovne jednadine graniénog
sloja, uvodjenjem novih promenljivih, se transformi%u na oblik
koji u sebi i graniénim uslovima ne sadr2i, eksplicitno,
karakteristike svakog partikularnog zadatka, tako da se dobijeni
oblik takve Jjedna&dine naziva univerzalnim. Univerzalni oblik
viseparametarske metode moZe biti integralno-diferencijalni 1ili
samo diferencijalni, zavisno od toga da 1i. se u univerzalnoj
jednadini javljaju integralno-diferencijalni funkcionall.. ili samo
diferencijalni funkcionali taZenog re3enja. Kako Jje univerzalna
jedna®ina sa graniédnim uslovima nezavisna od karakteristika
partikularnog problema (spoljainjeg strujanja), to se ona u nekom
pribliZenju moZ2e Jednom za uvijek rijeziti. Tako dobijena
univerzalna re3enja se na pogodan naé¢in saduvaju 1 koriste =za
proradun konkretnih zadataka. Pri kori%déenju oblika LOJCJANSKOG
ES] mora se za svaki konkretan slu¢aj 1zvr3iti 1 integracija
jednadine impulsa, dok pri kori%denju oblika SALJNIKOV-a [22] i
PAPKOV-a [88] ova integracija otpada.

1. INTEGRALNO-DIFERENCIJALNI OBLICI VISEPARAMETARSKE

METODE
Kroz analizu osnovnih radova, iznosi se razvoJj
integralno-diferencijalnog oblika viXeparametarske metode, koji
po&inje sa pokuXajem da se strujna funkcija w(x,y), tj. reZenje
transformisane jednad¢ine granidnog sloja i
S
5 & 2
A Y W 3 3
Y - ¥ _ i dU 9% (2.1.1)

9y 3x9dy  IX ;)«,1 3’* y3
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sa graniénim uslovima

Y = o,?ig‘ el %*U(x““ﬂ*”;%“o‘u)mx=’<o’ (2.1.2)

pretpostavi u nekom novom svrsishodnom obliku. Prve poku%aje u tom
smislu &¢ini FALKNER [4] , a na svrsishodniji na¢in, kasnije, to
dini SKADOV u radovima [14], [15] i [168)] . Na dana%njem stupnju
razvoja viieparametarske metode, pomenuti radovi imaju é&isto
istorijski karakter, ali se ipak mora konstatovati da v njima ima
interesantnih ideja koje su, i pored toga %to nijesu dovedene do
kraja, uticale na dalji razvoj ove metode.

LOJCJANSKI 1965 godine publikuje fundamentalni rad [19],
koji je do danas veoma aktuelan. U radu se uvode nove promenljive

u obliku:

8*!‘ Ur**
X =X, "j-‘:—ﬁ—"z ) \,/ 4)(7(,72) (2.1.3)
[+} o

u kome je De normirajudéa konstanta. Posredstvom novih promenljivih

(2.1.3) jednadina (2.1.1) transformi%e se na jednadinu

3 2 2 L
3p (F+28) , 2 _ & r,_ (3% _liifiiﬁ_ﬂﬁ“
e S e o B ARG
gdje Je:
#R ) #* % LR S**
F=Uz ,{=UZ2 , 2 =7 (2.1.5)

a graniéni uslovi (2.1.1) nakon ove transformacije postaju:

3 P 4,
0, 2 _o za. 03 ;——x1za — =17 zaX=X,.(2.1.8)
b=0. 5 =5 TEigy Ty e
Kori%éenjem uslova da se za sluéaj U=const, tj. f=0 Jjednadina

(2.1.4) svodi na BLASIUS-ovu jednadinu problema ravne plode [3] i
koriséenjem BLASIUS-ovih rezultata, dobija se =za normirajudu
konstantu De=0.470. Dalje se u svojstvu nezavisno promenljivih
uvodi beskona&ni skup parametara

k=1 d*y

K
* %
15K z (K=1,2,...) (2.1.7)

f .= U
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¢iji se prvi element f1 poklapa sa parametrom oblika
Jednoparametarskih metoda [12] , tako da se Jjednadina (2.1.4)

transformise na jednadinu

Pk (F+z;.)d,:d> _ r34> P _2¢ 3%+
91(5‘ Z 3‘2 D".'. )"] BZLKL;Z -223; -a;. a‘ZZJ (2.1.8)
u kojoj Je

9&=[("~"):&+K—F] $ o#E (2.1.9)

a graniédni uslovi (2.1.6) postaju

!

A 2
sl o 2.
b =0, 57202 7205 3124 50 7703 g )20 20 fera). (2:1.10)
Da bi Jjedna¢ina (2.1.8) bila . nezavisna od karakteristika
partikularnog strujanjaneophodno Jje velidinu F izraziti kao

funkciju parametara fkx, &¢ime i velidina 6k postaje funkcija istog
skupa parametara. U pomenutom radu se ona odredjuje kori&scé¢enjem

jednadine impulsa posmatranog problema tako da se dobija da je
F=2[7-(2+H)4&] (2.1.11)
gdje je
?(u./u)]
= )], =9 5 (2-1.12)

Sa funkcijom F odredjenom u obliku (2.1.11) jednadina (2.1.8) Jje
univerzalna, i ima integralno-diferencijalni oblik. Medjutim, tek
poslije integracije same jednad¢ine (2.1.8), mogude je odrediti
funkciju F (2.41.11). Poslije re%avanja jednadine (2.1.8) u nekom
pribli2enju, potrebno Jje integraliti obi&nu diferencijalnu

jednaé¢inu prvog reda
42 F(U™,uu’z L)
ax U(x)

&to ustvari predstavlja jednadinu impulsa posmatranog problema. Na

(2.1.13)

taj nad¢in se nalazi raspodjela 6**(x) i z**(x) 5to predstavlja

reSenje partikularnog zadatka. Refavanje jedna&ine (2.1.8) vr3eno
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Je u jednoparametarskom, dvoparametarskom-lokalizovanom i
dvoparametarskom-punom pribliZenju, i tako dobijeni wuniverzalni
rezultati kori%deni su za proradun graniénog sloja na kruZnom
cilindru. Uporedjivanjem sa ta&nim rezultatima TERILL-a [7ﬂ
zapaZ2a se da su 6dstupanja vrlo mala. Podstaknuti veoma dobrim
rezultatima koje daje metoda LOJCJANSKOG, mnogi istraZiJaéi Je
pfiméﬁjuju i prosiruju na razlié¢itim problemima granidnog sloja.
Izmedju ostalih, BORICIG [bé] vr3i pro3irenje na problem

stacionarnog MHD graniénog sloja nesti%ljivog fluida, SISKINA [7@

na problem granid¢nog sloja na poroznim povr3inama, KAPUSTIANSKI
[?{] na problem temperaturskog grani¢nog sloja, KARJAKIN [75] na
problem strujanja provodnog fluida u prostornom laminarnom
graniénom sloju pod uticajem popred¢nog magnetnog polja, ZOLOTOV

[?6], [77] na problem temperaturskog granidnog sloja pri prirodnom
konvektivnom strujanju oko vertikalne zagrijane plode.

I pored dobrih rezultata u teoriji nestacionarnog
graniénog sloja koje je DJURIC prikazao u svojim ranijim radovima
[33] . [84].[35]. [3s]. [37]. za dalje istrazivanje [38] on
prosiruje metodu LOJCJANSKOG na nestacionarni sloj tako 3to wuzima

da brzina na spolja3njoj granici grani¢nog sloja razdvaja
promenljive, tj. ima oblik

U(%,4) =V (E) (2.1.14)
u kome su V(x) ¢ Q(t) diferencijabilne funkcije. Ovdje se

univerzalna jednadina dobija wuvodjenjem tri beskona&na skupa
parametara u svojstvu nezavisnih promenljivih, a re%ava se tako

5to se reSenje razvija ured.0vaj oblik viSeparametarske metode,

kasnije pro&iruju, na razliéite nestacionarne temperaturske
granigne slojeve DJURIG [39] , CcIJaN [78] , [79] i SALJNIROV,
CIJAN, DJUKI¢ [80], a T.AsKovIic [81],[82] na nestacionarni MHD

temperaturski grani&ni sloj. U svim navedenim radovima brzina je
oblika (2.1.14), a reSenje univerzalne Jjedna&¢ine odredjuje se
razvijanjem istog u red.

Metodu LOJCJANSKOG, BUSMARIN I BASIN 1872 godine u
[}4], proSiruju na nestacionarni ravanski laminarni

radu

graniéni sloj
nestisljivog fluida tako 5to za brzinu U(x,t) u spoljainjoj brzini

uzimaju proizvoljnu diferencijabilnu funkciju poduZne koordinate x

i vremena t. Univerzalna jednadina dobija se korisdenjem jednog

beskona&nog skupa parametara u svojstvu nezavisno promenliivih
“LCK4 &
-

3 A
"oaroPuuA X
&

o

uz

ion:¢
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istovremeno koriiéenje Jednadine impulsa i Jjednad&ine enerdgije
posmatranog problema. Ovako dobijena univerzalna jednadina reSava
se metodom “progonke" u lokalno dvoparametarskom pribliZenju.
Pored jednog beskona&nog skupa parametara kori%éenog u 1izvodjenju
univerzalne jednadine nestacionarnog sloja, BUSHARIN i SARAJEV, u
svojem ne3to kasnijem radu [?5] uvode, uz koriséenje 1impulsne
jednaé¢ine, i jedan konstantni parametar, koji naZalost suzZava
klasu funkcija spoljainje brzine za koju je dobijena univerzalna
jedna&ina ta&na. Ovaj oblik viZeparametarske metode pro3iruje se
na problem nestacionarnog laminarnog temperaturskog graniénog
sloja [?3] i na periodiéni graniéni sloj sa velikim Struhalovim
brojevima [84].

Druga grupa istraéivaéa[?ﬂ], [2}], [22], [87] A [88]
uodavajuéi nesporni kvalitet ovoga oblika viZ%eparametarske metode,
2eli da ga uprosti u dijelu proraduna konkretnih primjera. Prvi u
tome uspijevaju SALJNIKOV i OKA u svojem radu [20] , u kojem
uod¢avaju da je od bitnog uticaja na konvergenciju re3enja upravo
izbor skupa parametara. Zato SALJNIKOV sa svojim saradnicima
nastavlja sa istraZivanjima sa ciljem da koristi iskustvo o
efikasnoj praktiédnoj primjeni univerzalnog refenja, sted¢enog u
radu [20] , i da =zadr2i skup parametara LOJCJANSKOG, koji
obezbjedjuje metodi dobru brzinu konvergencije. Put ka ovom cilju
trasira se u radu [?i] u kome se dobijena univerzalna Jjednad¢ina,
za konstantnu vrijednost uvedenog parametra B, svodi na Jjednaé&inu
LOJCJANSKOG (2.1.4) [}9], &to dovodi do zakljudka da je dobijeni
oblik viXeparametarske metode vuop3tenje metode LOJCJANSKOG.

Medjutim u pomenutom radu [21] ostaje otvoreno pitanje Jjedne
funkcije i Jedne konstante od kojih 2znad¢ajno =zavisi taénost
reSenja partikularnih primjera. U c¢ilju otklanjanja uoc¢enog
nedostatka SALJNIKOV 18978 godine, publikuje rad [22] u kome u
jednom .zacokruZenom obliku iznosi rezultate tih istraZ2ivanja. U

radu se najprije uvode transformacije

b,/ X b1 -3 X 4 -4
x=Xym=U z«j(aJ)SU dx) N » P = U 'P(w)(&‘?}u dx), (2.1.15)
o]

u kojima su ae i be proizvoljne konstante, tako da se jednad¢ina

graniénog sloja (2.1.1) svodi na novi oblik koji
parametara LOJCJANSKOG (2.1.7), u svojstvu

se uvodjenjem

novih nezavisno
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promenljivih, kona&no transformi%e na jednadinu

3%, 2[0.6+S(2. b)]4>°""z -"[4 a"’)_]_1 z (°¢°4’ °¢'94’) (2.1.16)

'a»ZB 2R ” '373:[ 2L ’J‘z
u kojoj Je o 4)
3 °
E)=( _i(q_—-———)aly ~
J o 7 (2.1.17)
b [
Graniédni uslovi (2.1.2) se, poslije sprovedenih transformacija,

poklapaju sa graniénim uslovima (2.1.10). Autor u pomenutom radu
odredjuje proizvoljnim konstantama ao 1 be konkretne Dbrojne
vrijednosti u iznosu

o = 0.4408 i b =5.714 - (2.1.18)
Poslije integracije univerzalne jednad¢ine (2.1.16), u odredjenom

pribli2enju, proradun konkretnih primjera svodi se na kori%denju

formula
X - b b
§=(U aw’SUq’iix)A S ( °a°v Ua-:ix) —/“'U(U CWSU dxl 341’7(1 (2.1.19)
0 )
gdje je
® -y 4
A=j(""’a—?) T (2.1.20)
o

i gdje su velidine A, B i @"(o) sradunate veé u procesu
integracije univerzalne Jednadine (2.1.16). Rezultati dobijeni
reSavanjem univerzalne jednad¢ine (2.1.16) u Jednoparametarskom 1
jednoparametarskom-lokalizovanom pribliZ2enju, koriste se za
proradun opstrujavanja kru2nog cilindra i1 tako dobijeni rezultati
se porede sa ta¢nim TERILL-ovim [?2] rezultatima. Lapaéa se da su
rezultati, sracdunati kori3denjem ove metode SALJNIROV-a, vrlo
blizu tadnih rezultata koje je TERILL dobio vr%edi, metodom
konaé¢nih razlika, direktnu numeridku integraciju odgovarajudih
jedna¢ina graniénog sloja. Ova metoda se proXiiruje i na druge
slo2enije modele stacionarnog granidnog sloja, tako %toc SALJNIKOV
i BORICI¢ u radu [85] prouc¢avaju strujanje stisljivog fluida, a

radu [86] magnetohidrodinamidka strujanja, SALINIKOV i DJUKI¢ [87]
strujanja "nenjutnovskih stepenih" tednosti, KUKIQ [?8] strujanja

u osnosimetri¢nom graniénom sloju na obrtnim tijelima, TUPURKOVSKA
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[ﬁé] strujanja u ravanskom granié¢nom sloju na tijelima sa poroznim
konturanma, NIKODIJEVICZ u radu [Qd] vrsi pro3irenje na
osnosimetri&ni MHD granié¢ni sloj na obrtnim tijelima, OBROVIG,
SALJNIKOV i BORICIG [91] prouc¢davaju =zamrznuto strujanje idealnn
disociranog gasa, a SALJNIKOV i IVANOVIC [92],[93) strujanje u MHD
graniédnom sloju na poroznim zidovima sa usisavanjem 11i
jzduvavanjem. Medjutim, zapaZa se da, do danas, pro3irenje ove
metode nije izvrXeno na nestacionarne probleme.

Potrebno je ovdje spomenuti i rad PAPKOV-a[?é] u kome on
¢ini poku%aj da odredi vezu izmedJju razlié¢itih oblika
viseparametarske metode u teoriji granidnog sloja. Uporedjujuéi
koeficijent trenja sradunat ovom metodom za primjer kruZnog
cilindra sa rezultatima dobijenim metodom LOJCJANSKOG [18], zapaza
se da u odnosu na taé¢na TERILL-ova relenja, ovaj oblik
viseparametarske metode daje tadniju vrijednost tadke odvajanja
graniénog sloja. Pored toga &%to Jje potrebno izvr%iti analizun
parametara PAPKOV-a od zna&daja bi, takodje, bilo uporedjivanje
rezultata SALIJNIKOV-a [?2] sa ovim rezultatima, ali kako sva ova
pitanja traZ%e i vrijeme i prostor, njima se ovdje ne posveduje
pa2nja, Jjer bi trebalo da budu predmet istraZ2ivanja Jjednog
posebnog rada, tim prije &to ova metoda nije pro3irena na

nestacionarne probleme graniénog sloja.

2. DIFERENCIJALNI OBLICI VISEPARAMETARSKE METODE

Na osnovu literature, moZe se zakljuditi da su
diferencijalni pristup u 1istraZ2ivanju viSeparametarske -metode u
teorijil graniénog sloja, medju prvima koristili SALJNIKOV i OKA
svom radu [2@]. U radu se koriste GBRTLER—ove promenljive [7] s
tako da se jedna¢ina graniénog sloja (2.1.1) transformiZe na novi
oblik u kome su karakteristike spoljasnjeg strujanja zastupljene
posredstvom GORTLER-ove “glavne funkcije". Dalje se, u svojstvu
nezavisnih promenljivih, uvodi beskonaéni skup parametara &iji je
prvi ¢&lan GBRTLER—ova "glavna funkcija® i tako se dobijena
jedna¢ina transformi3e na univerzalni oblik koji ne sadr3i ni
jedan faktor koji bi trabalo sradunati tek poslije refavanja same
jednadine, 3to smanjuje vrijeme rada elektronskog radunara.

Poslije re%avanja dobijene univerzalne jednadine u nekom
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pribliZenju , prora®un partikularnih primjera svodi se na direktno
korisédenje formula koje se u radu daju. Uporedjivanjem rezultata
uodava se da oni viie odstupaju od taénog TERILL-ovog [72] reSenja
nego 5to je to sludaj sa rezultatima LOJCJANSKOG [}9]. Uzrok ovog
odstupanja je nepovoljan izbor beskona&énog skupa parametara.

Koristeéi ovaj oblik viXeparametarske metode, SALJNIKOV
i DJORDJEVIS u radu [94] resavaju problem ravanskog temperaturskog
grani¢nog sloja, a u [95] temperaturski graniéni sloj sa
TANI-jevim raspodjelama spolja3snje brzine. DJUKI¢ u radu [4ﬂ
uspijeva da ovaj oblik pro%iri na nestacionarne probleme granidnog
éloja sa rasporedom brzine na spoljasnjoj granici koji razdvaja
promenljive, dok se univerzalna jednad¢ina, dobijena uvodjenjem dva
beskonadna skupa parametara, reiava razvijanjem re3enja u red.
SALJNIKOV [Qd]i SALJNIKOV i DJUKIC [43] dodatno wuopitavaju ovaj
oblik, i1 ako raspored brzine na spoljainjoj granici granic¢nog
sloja U(x,t) zadr2avaju istim. U radu [42] DJUKIC-u uspijeva da
sa brzinom U(x,t) u obliku proizvoljne diferencijabilne funkcije
proSiri ovaj oblik viseparametarske metode na problem
nestacionarnog granié¢nog sloja.

Imajudéi u vidu da je velidinu F kod oblika LOJCJANSKOG
[}Q]moguée odrediti tek poslije reXavanja same jednadine, kao i to
da je za resavanje partikularnih zadataka neophodna integracija
impulsne jednad¢ine, javio se razlog kod mnogih istraZiva¢a, pa 1

kod LOJCJANSKOG da se ovi problemi prevazidju, a narod¢ito poslije

publikovanja radova HISLAVSKE [6@] i BUSMARIN-a [?6] . Tako
LOJCJANSKI u [71] prevazilazi problem odredjivanja veli&ine F
tako ‘Sto se pored skupa parametara (2.1.7) uvodi i novi skup
parametara
K-1 K
K A |z

f=U"2" 2Z0 g (k=) L

" C,x a o
¢iji Jje prvi element velidina F. Tako dobijena univerzalna -

jednacdina je ¢isto diferencijalnog karaktera jer u sebi ne sadr2i
integralne funkcionale traZenog reXenja, kao %to je to bio sludaj
kod “stare" metode LOJCJANSKOG [18] . Zakljuduje se, na osnovn
poredjenja rezultata univerzalnih funkcija sradunatih u
odgovarajudim pribliZenjima koriid¢enjem jednog i drugog oblika, da
je ova "nova" metoda opitijeg karaktera. LOJCJANSKI ovaj
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diferencijalni oblik viXeparametarske metode preporuéduje za
slozenije fizitke modele, &to BUSMARIN i STOLETOV &ine u radu [46]
reSavajué¢i problem nestacionarnog grani&nog sloja. 3

Kako zbog op3tosti koju pruZa metoda SALJNIKOV-a [?2] i
taénosti koju je kod stacionarnih problema pokazala, sto se vidi
na osnovu udinjene analize, a imajudé¢i u vidu da na nestacionarne
probleme nije primenjivana, to je i razlog da se ona odabere kao
osnova za formiranje metode za reXavanje problema koji se u ovom

radu razmatra.



IIT - GLAVA
PRIMJENA USVOJENE METODE NA RESAVANJE NESTACIONARNOG
GRANICNOG SLOJA NESTISLJIVOG FLUIDA

1. UNIVERZALNA JEDNACINA RAZMATRANOG PROBLEMA

Pro%irenje viXeparametarske metode SALJNIROV-a [22] na
nestacionarni granid¢éni sloj, realizuje se tako 5to se pPrvo

uvodjenjem strujne funkcije w(x,y,t) relacijama

N 4 Y
= — V = - —= 3.1.1
w D\i ) ™ ( )

sistem jednadina (1.1.13) transformi%e na jednadinu

2 * s 2 i
Ny +-;~.|; Y IV Y =U+UU’+7’2_‘P- (3.1.2)
33y T Ty 3xay Ix Ay A

u kojoj je sa ", oznad¢en izvod po X a sa

izvod po vremenu t.

Granié¢ni i po¢etni uslovi (1.1.11) svode se sada na uslove

V=03 _a-—lP—O za-'\d U'?—‘P-QU(XH 2a y>o;
> "
(3.1.3)
Ei-_—u.({,'ad) zax=xo;,°q’ u(H) za + = 'l:
¥y ¥
Poslednji red grani¢nih uslova (3.1.3) ozna&dava da je, za

reSavanje jednadine (3.1.2) za t>to i x>xo, neophodno poznavanje
strujne funkcije ¥ u cijelom graniédnom sloju u momentu t=toe i 1
nekom poprednom presjeku x=xo za sve vrijednosti t.

Zatim se uvode nove promenljive u obliku

X_X ‘l: +7"Z Ua/ (avsub 1d)—1/2

. . vi 4/ 1.
(27,820 Y gtna (0¥ 0] @10

koji ustvari predstavlja pro%irenje oblika (2.1.5) iz rada
SALJNIKOV-a [?2] na nestacionarne probleme. Sa ovako uvedenim

novim promenljivim (3.1.4) jedna&dina (3.1.2) se, poslije veoma
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op3irnog matematidkog proraéuna, transformi%e na jednaéinu

& A IEH_‘?_:U_B’ *¥
b'z’.)rb: L ( ;?z].'. (—— 2' WA :':.‘ J¢
T r
A lt_Q:B w, 2P 343 Aerab 3 9P % 9 (4.1.5)
(r )7972 d m? K 3y 3y Iyl
u kojoj jePBdato sa (2.1.17), dok je velidina z " sa (2.1.19)
povezana izrazom
2
™ g *
£z = y ¢ (3.1.8)

Odgovarajudéi graniédni uslovi za jedna&inu (3.1.5) poklapaju se sa
grani¢nim uslovima (2.1.6).

Pretpostavljajud¢i dalje da Je funkcija U(x,t)
diferencijabilna uvodi se u razmatranje Jedan beskonadni skup

parametara

K+
I TN i
S-K,ﬂ- = Uu o Rom Z )(K:(Z(IZI-..5n=q1,z},_)(3_ 1.7)
! IX It
1z kojih se zapaZa da Jje
I, KX ¥ * ¥
$ =U'z ; f =H__;5 . (3.1.8)
4'0 o4 11

(] L=

Uvedeni skup parametara (3.1.7), koristed¢i ideju uvodjenja takvih
skupova u radovima BUSMARINA i BASINA [?4] i NIKODIJEVICA [48]

predstavlja proSirenje skupa parametara LOJCJANSKOG _ [19] i
SALJNIKOV-a [?Z]na nestacionarne probleme. Primjeduje se da se =za
n=o, skup parametara (3.1.7) svodi na skup parametara LOJCJANSKOG
(2.1.7) za stacionarne probleme. Sada se skup parametara (3.1.7)
koristi kao nove nezavisne promenljive umjesto x i t, pri ¢&emu u
pomenutom skupu nijesu istovremeno k 1 n Jjednaki nuli. Ovim
suZenjem iz razmatranja Jje eliminisan parametar fo.ec jer je
konstantan. Ovako formulisan skup parametara (3.1.7) izraZava
uticaj promjene po vremenu i po poduZnoj koordinati brzine na
spolja3snjoj granici grani®nog sloja, tj. uticaj dinami&kih sila sa
Jedne 1 predistorije strujanja u graniénom sloju sa druge strane

na karakteristike grani&nog sloja.
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Za transformaciju jednaé¢ine (3.1.5) na novi

nezavisno promenljivim datim skupom parametara (3.1.7)

oblik, sa
odredjuju

se prethodno izvodi koji u njoj figurisu, posredstvom izraza

=) 3% >F b 3% o
%_ < b Fun ) i T— $ i ) ¢ 3 = ¢ (3.1.8)
X 3 Ix Ix 3 “Z 7% 3x Iy :_?75 9t
Kn=0 Kkn k=0 K K'n.— Kn
Izvodi parametara fx.n po x i t, koji se Jjavljaju u (3.1.8)
odredjuju se neposrednim diferenciranjem skupa parametara (3.1.7)
i dati su relacijama: -
TURCE o o *,
D = . (3.1.9
uz .-+ = Pk‘n("‘r,n) +F ("*“)5nm = Dx.n(sm,F h )
*
"‘,‘?5“'-“ =Q ($,,.) + T (k+m)§ E (5‘ )T) 3.1.10)
‘a‘l' Kn ! KN
u kojima su
Pkn('s"( )—(K 1)" 5‘ J—K""ln 9 (3_111)
a () =% DS g ? (3.1.12)
* *_" ¥* - %4
F =U% , T =% . (3.1.13)
Stavljajudé¢i da jJe
. %xx ) ?
F — yz* _ &UB %%
B
A o Ny p ¥ .1.14
T agT AR, (3.1.143
i korisdenjem izraza (3.1.8) do (3.1.13), Jjednadina (3.1.15) se
transformise na jednadinu
2% e sb, Fryde, T oo
¢ ra J' A i 1 + {1__ —d>—+— 9P _
B ;,Z}'f‘f‘ol. +¢3?)_] o 2?)-‘-2' : :‘72 2 '?3 2
(3.1.15)
o 1 2
*
=) (BT ¢ D, PG TS
( Fn T e '(vlﬂhuIQQ:?ZJ

K,n.=D
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* K X . KX . - .
u kojoj su Jjedino F*, F , T 1 T eksplicitne funkcije nezavisno

promenljivih x i t, izmedju kojih na osnovu (3.1.13) i (3.1.14)

postoji veza

(3.1.186)

Da bi Jjednadina (3.1.15) postala eksplicitno nezavisna od
karakteristika spolja3njeg strujanja odnosno postala wuniverzalna,
neophodno je da se funkcije F*, F**, T* i T** izraze preko
velidina koje eksplicitno zavise samo od parametara fx.n, a to

zna&di da je neophodna egzistancija Jjednakosti
x* * *% w * X ¥ 3
— = = = ( — '}' -
F=F. ), F = F (“L.(;L)’T _‘j‘t,ﬁ)"T Ti(k.n) (3.1.17)

Za pokazivanje egzistencije Jjednakosti (3.1.17) i
odredjivanje njihovog eksplicitnog oblika koriste se jednadina
impulsa (1.2.8) i jedna¢ina energije (1.3.6) posmatranog problema
nestacionarnog granic¢nog sloja.

Medjutim, prije nego 3to se predje na pokazivanje
egzistencije (3.1.17), vaZno je napomenuti da 1linearna razmjera
popreédne koordinate (3.1.4) u granidnom sloju nije funkcija koja
se u istom obliku pojavljuje u skupu parametara (3.1.7) vedé je sa
njom povezana izrazom (2.1.18) i (3.1.6), dok Jje kod BOGDANOVE
[97) . BUSMARINA i BASINA [44]i NIKODIJEVICA [48] to bio sludaj.
Zato se, koristedi ideje u navedenim radovima [?7],[?4] i [48]

uzima da debljina gubitka impulsa & zadovoljava relacije

N 2%k 2** 3 *

2-(US )= (U787 ) + - (UsT) (3.1.18)
i

NUS ) 9(06 ")+ U °S'+3us—-zw“e. (3.1.19)
Ovakav nad¢in prilaZenja reXavanju problema, na osnovu relacije

(3.1.18) ograniéava istraZivanja nestacionarnih graniénih slojeva
na onu klasu strujanja kod kojih je tokom vremena zanemarljiva

promjena velic¢ine Ug. Sto d¢e se na konkretnim primjerima

pokazati.
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Uvodjenjem relacija (3.1.18) i (3.1.18) u Jjedna&inu

impulsa (1.2.6) i jedna&¢inu energije, one se svode, respektivno,
na

2 (U™ yuust - — o

3K (3.1.20)
i

us* +§I(Uzs** 0 (3.1.21)

. . q - .. . .. X xk .
Dalje se, u cilju odredjivanja funkeija F 1 F piZ%e u
razvijenom obliku izvod po x na lijevoj strani Jjednad¢ine (3.1.20)
i istovremeno zamjenjuje tangencijalni napon na tijelu 7w izrazom

(1.2.3) ¢ime se jednac¢ina (3.1.20) transformiX%e na Jjednac¢inu

2UUS +U S”+UU S —*)( 3 5 v (3.1.22)

Mno2edé¢i ovu jednadinu sa 6**/(UU) ona se transformi%e na oblik

U #w?
(?_+H”)U,Z"+-2—% -¢ =0, (3.1.23)
o Stk
u kome su: ax i S(’l"a—?)d?
H =% = =2 ] (3.1.24)
*¥ bz, D
' 6 —-—-(’1—5':')d"?
i S
24 (3.1.25)
{=B(3),

Iz izraza (3.1.24) i (3.1.25) o&¢igledno je da su veli&ine H** i L
funkcije samo uvedenog skupa parametara (3.1.7), tj. H**:H**(fhn)
1 {=L{(fx.n). Tako se iz Jednadine (3.1.23), korisdenjem prvih

parametara (3.1.8) i izraza (3.1.13) i (3.1.14) dobija da su:

—2[ 7 —(2+H")§,,] (3.1.26)

L 2[%-(2+H"™g JE———Z(K"»)J 321-4 P (s y3B

= l('rl.ﬂo K“ ¥.n=Q Kim,

_"'—Z(K"'“') ]‘i“ i(r.-rn)&xn% .

Kn=0 K.n=o

(3.1.27)
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da

Na ovaj nadin

5to pokazuje, takodje, su
parametara (3.1.7). Je
jednakosti (3.1.17) i odredjen nJjihov

Za pokazivanje egzistencije
t5. T i T i odredjivanie njihovih
u razvijenom obliku,
jednac¢ine (3.1.21),

(3.1.8) 1 (3.1.98) svodi na jednad¢inu

izvod po

koja se zatim,

- X
Ay

% (H +1)+z{,',+Zz

Kn=0

9t

Zatim se, korisdenjem 1izraza

transformi%e na novi oblik iz koga

(3.1.14) dobijaju

*

1_ =

Kn=0

-2

funkcije

vremenu

koriiéenjem

-a:;k"'b

(3.1.10),

o0
26+ ) Gt 5

samo uvedenog skupa

pokazana egzistencija prvih
eksplicitni oblik.

(3.1.17),
eksplicitnih oblika pise se,

t,

drugih jednakosti

lijevojg strani

(3.1.24),

na

izraza

=0 * (3.1.28)

jednaédina
(3.1.13) 1

prethodna

se posredstvom

i o AH** (3.1.29)
H +1+2 ) (kem)F ¢
n
IJ{;T=O ' K,
1 i )’QB 5;
- a :
K.n=0w 5{"1 [ (H +1) Z(K""");' ] ZQK“ v“g:g Z‘So‘l
.B_._Y(K+T")§‘ 1: Kh=0 Wi s
s a, ;T:\-‘-O K."\.'Jx.v\.
e :
ZK n)&i—B; H*"
1 it S 2
B < 2B ™ e
= — kn=0
7 Z('“")S.Z,n%f o
K n=0 kn
(3.1.30)

tJ.

su pokazane egzistencije jednakosti T*

eksplicitni oblici.
XX X

Sa funkcijama F*, F ', T i

(3.1.27), (3.1.28) i (3.1.30),

postala nezavisna od karaktera spolja3njeg

smatrati univerzalnom

funkcije samo uvedenog skupa parametara (3.1.7).

respektivno,

jJednadinom

Na ovaj nad&¢in
£ 9

i T , i odredjeni njihovi

* X

T u oblicima (3.1.28),
jJednac¢ina (3-:1.15) Je
strujanja i moZ2e se

posmatranog problema



29

nestacionarnog ravanskog granidnog sloja nesti%ljivog fluida.

Graniféni uslovi, takodje univerzalni, "imaju oblik

=0 3 %zo za7=0,§i;+1 za7+0074>=¢t(7) 2o :Lkm=0 ) (é, 1.31)
(K=04,...3n=04,::)
u kome Jje @®o(n) BLASIUS-ovo re3enje problema stacionarnog
granicénog sloja na ploéi.

Za slucdaj da je funkcija B(fk.n) konstantna i da 1iznosi
Do, jedna&ina (3.1.15) se svodi na univerzalnu jednadinu koju Jje
NIKODIJEVIC¢ u radu [ﬂB] dobio =za magnetni parametar gk.n=0, a
funkcije F*, F**, T* 1 T** koje su, respektivno, date 1izrazima
(3.1.26), (3.1.27), (3.1.29) i (3.1.30), se poklapaju sa
funkcijama F* i T* u pomenutom radu.

Univerzalnu jednadinu posmatranog problema (3.1.15) sa
funkcijama FX, F*Y, 7™ i 1** 4 oblicima (3.1.26), (3.1.27),
(3.1.29) i (3.1.30) i granié¢nim wuslovima (3.1.31) treba, u
odredjenom parametarskom pribliZ2enju, jednom za uvijek rijesiti.
1] procesu reSavanja Jednadine treba sracdunati odgovarajude
univerzalne funkcije, neophodne za proradune konkretnih primjera

sa zadatim funkcijama.

2. PARAMETARSKA PRIBLIZENJA UNIVERZALNE JEDNACINE
(3.1.15>

Dobijena univerzalna Jjednad¢ina (3.1.15) sadrzi, na
desnoj strani, beskonadnu sumu ¢lanova sastavljenih od svih izvoda
po parametrima fxn. Zato relavanje ovakve potpune jednadine nije
mogude, pa se zato 2za konkretno reZ%avanje 2zadatka koriste
odredjena parametarska, puna ili lokalna, pribliZenja.

Kako se 1 pri sradunavanju odredjenih parametarskih
pribliZ2enja na elektronskim radunarima pojavljuju veliki problemi
radunske prirode i da oni, sa povedanjem broja parametara naglo
rastu, znadajno je stoga rije3iti zadatak sa 3to manje parametara
a pri tome zadrZ2ati minimum razliéitih uticaja spoljainjeg
strujanja. Broj parametara mora biti takav da dobijena univerzalna
resenja budu, u pogledu tacdnosti, upotrebljiva =za prakti¢nu

upotrebu.

Uotava se da se u univerzalnoj Jjedna&ini (3.1.15)



50

pojavljuju dvije vrste nezavisnih uticaja spoljasnjeg strujanja na
razvoj graniénog sloja. Svaki od ovih vwticaja mora biti izraZen
bar sa jednim parametrom, tako da bi prvu, sa fizi¢ke strane
opravdanu aproksimaciju, predstavljala dvoparametarska JjednaZina
sa parametrima fi.o i fo.r koja se dobija iz Jjedna&ine (3.1.15)
zanemarivanjem svih ostalih parametara izuzev pobrojanih. Ako se
zadrZe 1izvodi po pobrojanim parametrima dobija se puna
dvoparametarska jednadina, a ako se zanemare izvodi po pojedinim

od njih dobijaju se jedna&ine u odgovarajudéoj dvoparametarskoj

lokalizovanoj aprokcimaciji. Tako se, za posmatrani problem, puna
dvoparametarska jednaéina Svodi na jednaéinu
3*1 011 I z Z 9{ .1 0.1323

* eh 2 o' ww Vb b b Slotiat.)

"‘Tz!';.,a-:;m: -5 (5.3 éf_a? P ho[ia 3; _::T E’z] 2
, Z‘p W0 o1 Z 7% o ?

u kojoj su sa F*Z, F*ﬁg, T**é i T-.z oznadene velidine F', F**, T*
1 T** u dvoparametarskom pribliZenju. Velicdina F*z dobija se iz

izraza (3.1.26) i njen oblik se ne razlikuje od oblika (3.1.26), a
velidina F ¥z se dobija iz izraza (3.1.27) i ima oblik

*'Nz "
S e e B HIHASE | e

Iz izraza (3.1.29) se dobija velicdina T*z u sledeé¢em obliku

2 .aH%%
% 235, = :Fo', Ston

T, =-2— gl f (3.2.3)
H +1+2(°'1-°T°‘ 403; )

dok se velidina T *z dobija iz (3.1.30) i glasi
(Y
(2 3B agtty, s 20 5"’“ Tt G““ =24 N+ )]

— 3
** 5 %1 L et ‘2 :fo.f ot 1304 40%%0
2 B L(H™+1) +4 ELIGPL. L (3.2
2 LX ;{ 102f
1,0
c oy . i . L . . . . . K B 3 * . *¥
Veli&dine £ i H koje figuri%u u izrazima za Fz2, F 2, T2 i T =2
su isto tako u dvoparametarskom pribliZ2enju. Graniédni wuslovi za

Jednadinu (3.2.1) dobijaju se iz graniénih uslova (3.1.31) i imaju
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oblik

. 9
b= O,M’_Oza7=oi%—>1 20 e d=p(y) 20 £, 20,4 =0 (3.2.5)

1

Da bi se umanjile teXZkoée matematidke prirode prilikom
reSavanja univerzalne jednadine (3.2.1) korisdéenjem elektronskih
radunara, ona se dodatno moZe uprostiti tako 5to se lokalizuje po
pojedinim parametrima. Tako, ako se izvrsi lokalizacija po
parametru fi.o, koja podrazumijeva zanemarivanje 1izvoda svih
velidina po parametru fi.o a zadrZ2avanje samog parametra u ulozi
obi¢nog parametra fi1.0, iz jednadine (3.2.1) dobija se jednadina u
dvoparametarskom’ pribliZ2enju lokalizovanom po fi.o. Na isti nadin,
ako se izvr3i lokalizacija po parametru fe.t, iz jednad¢ine (3.2.1)
se dobija jednadina u dvoparametarskom pribliZ2enju lokalizovanom
po fo.a. Mogude Je izvriiti 1lokalizaciju po dva parametra
istovremeno i tako dobiti dvoparametarsku Jjednadinu lokalizovanu
po dva parametra. IJ ovom radu se jednad¢ine lokalizovane po Jjednom
odnosno dva parametra ne pi%u, Jjer Je jednadina (3.2.1) op3tija od
njih, a mogude ju je, uz odredjene teXkode matematidke prirode,
rijediti.

Za slucdaj da je fo,1=0, a to zna¢i da 1 izvodi svih
veli¢dina po fo.1 takodje Jjednaki nuli, iz (3.2.3) 1 (3.2.4)
slijedi da su T* i T** jednaki nuli. Veli&ina F* i sada =zadrZava
istu vrijednost (3.1.26), a F** na osnovu (3.2.2) glasi

¥ D% a_2g 3By
F =F (‘1 B:a.oaf‘.o) (3.2.6)

Uz sve navedeno, kao 1 korisdenjem poznatog izraza =za F* iz [?2]
koji glasi

2
F* Cl B_(?,\:;tl.o
= : ’
1-2 ¢ 28 (3.2.7)
B 4a3§
jedna&ina (3.2.1) prelazi u dobro poznatu punu Jjednoparametarsku

univerzalnu jednadinu stacionarnog granié¢nog sloja

3¢ aprz-b o Saoly_ °¢' = Fﬁ ¢ b I W
o ed = )
3(3 2 B ' :)Zz. le- 9? = T '3y 3?35 25”'372 ?

(3.2.8)

koju je SALJNIKOV dobio u radu [22].
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Dobijeno pribliZ2enje (3.2.1) predstavlja tzv. "odsje¢ak”
univerzalne jednadine (3.1.15), %to zna&¢i da je jednadina (3.2.1)
sadrzana u jednad¢ini (3.1.15). Ta é&injenica navodi na zakljuédak da
¢de i re%enje ove jednadine biti “odsjed¢ak"” reZenja wuniverzalne
jednadine (3.1.15). Zato naé¢in formiranja ovakvih aproksimativnih
matematikih modela ima jednu vaZnu karakteristiku, koja 1 daje
osnovni kvalitet uvedenoj videparametarskoj metodi. Naime,
formiranje posmatranih pribliZ2enja, od automodelnih ka Jjedno 1
vi&eparametarskim punim ili lokalizovanim, mogudée Jje vrditi u
odredjenom redu, koji u sebi sadrZ2i preslikavanje formiranja
razli¢itih modela strujanja u granié¢nom sloju, od prostijih ka sve
sloz2enijim . To 2znad¢i da se reZenje svakog "viSeg"” parametarskog
pribliZ2enja direktno oslanja na resenje prethodnog, fizi¢ki
prostijeg slud¢aja. Tako koordinatni pocd¢etak (f1.0=0; fo.1=0) ravni
promenljivih (f1o 3’ fo.1) koja 1ima tadno odredjenu Ffizicdku
interpretaciju, predstavlja BLASIUS-ov problem granidnog sloja na
ravnoj plodi [3] . Koordinatna osa fi,o predstavlja stacionarni
grani¢ni sloj na tijelu proizvoljnog oblika, koordinatna osa fou
nestacionarni graniéni sloj na ravnoj plo¢i, a koordinatna ravan
(f1.0 j; fo.1) predstavlja nestacionarni granié¢ni sloj na tijelu
proizvoljnog oblika.

U ovom radu, se dalje, numeri¢ki reSava Jjednadina
(3.2.1) sa granicénim uslovima (3.2.5).



IV - GLAVA
NUMERICKO RESAVANJE UNIVERZALNE JEDNACINE |
ANALIZA REZULTATA

PRIMJENA METODE KONACNIH RAZLIKA NA JEDNACINU

1.
(3.2.1)

koristi se

metoda konaénih razlika, koja Jje -rezultate
kod niza autora prouéavajudédi razlidite modele grani¢nog sloja [19]

’ [2é], [48],.... U tom cilju se prethodno postavljaju graniéni

uslovi u obliku
$=0, %so za =0 ; ?%—»1 zo. 9 >0
(4.1.1)
Py (7,5, 22 4 = P =404, 2f=0;

koji imaju ulogu

za resavanje jednac¢ine (3.2.1)

U ovom radu,
dala =zadovoljavajude

Poslednja dva graniédna uslova (4.1.1),
pokazuju da se sa integracijom (3.2.1) moZ2e podi,

podetnih uslova,
ili od ordinatne ose - fo.1, nestacionarno opticanje ravne ploce
nesti%ljivim fluidom
%
2_’34;0 +5 (4 BD,\ Foﬁbacb To,’a‘i" ;.[#’j‘# ¢34‘91’
3 s 3y 0972 2 a{z 3?3; T, a(ag 3 a«lJ
2 DH**
. * 25 -
froay, Fe 2[R, Top o e
o - » b B 2 56.3}., B ETy QH“-
g H + 1425
el‘-J;o"

2B

H**
(238 [, S T3 — 20,003 43,

X%
' 3{0{

T=2
° B 1(}-1"+4)+{»0

-~

?Hii
13&
(4.1.2)

3,
=0 22 y=0; 3p > 1w ”I"W:¢-¢ o za £, =0,
proizvoljnog

¢)

ili od
nestid3ljivog fluida

apcisne ose-fi0, opticanje tijela

oblika
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[14495?1 3¢493h],
9 97’:’4,0 %40 37“

a%. 29, 34%
BZ _’?i‘}—{- 5'1'0[1—( D,Zz] 2 1 3‘?2

4%

-1
[\)
—
w~
-~

~

+

T
»

o
-~

e
lero

B SB ¥ #* %
&2[} ~(2+H ¢ ][I-S""Tim} ,T1=0,T,=0

:-_.a-di = 2a 7=0)
(-P‘l n( 0 7 '3‘2

_.1 ) N =f‘5 =O-
@ 42 100(7) s °c«,o (4.1.3)

Tokom integracije koriste se oba podetna graniédna uslova, i to =za
pozitivne vrijednosti parametra fi,0 (konfuzorna oblast) koristi
se funkcija @1 (n; fi10), a 2za negativne vrijednosti f1.0
(difuzorna oblast) funkcija ®o(m; fo.a). Pri odredjivanju funkcija
do(n; fo.r) 1 @1(n; f1.0) tj. pri redavanju jednaédina (4.1.2) i
(4.1.3) polazi se od BLASIUS-ovog reienja ®co(n) opticanja ravne
plocde.

Kao prvi korak u pripremi modela za numeric¢ku
integraciju je suZavanje reda jednad¢ine (3.2.1) uvodjenjem smjene

3P

= — 4-.1.4
9"& ( )
¢ime se ona svodi na sistem od dvije jednad¢ine niZ2eg reda

B’“f_;é*[(?ﬁ )+ 1) 2 7 Thel1-U) 5, W)= S (w3

D;f{'o
2% Ay (F. B3 sy e I +(T £§ 57 3
+(F-4 )4 ( Y
A %, 4o e
4 - - . . — (4.1.5)
$=0, =0 2o V=03 U120 p>®; u...uo(?,:f;’o}za. :%.’—O,
gdje su funkcije F , F *, T* i T** date, respektivno, izrazima
(3.1.27), (3.2.2), (3.2.3) i (3.2.4).
Aproksimacija nelinearnih diferencijalnih Jednadéina
(4.1.4) i (4.1.5) vrdi se sistemom diferencnih Jednaé&ina,

definisanih na diskretnom skupu tadaka integracione mreZe u prvon
oktantu prostora (f10; four; %), 1 to tako da se izvodi
zamjenjuju odnosima konaédnih razlika. Integraciona mre2a postavlja
se na tri skupa ravni paralelnih odgovarajuéim koordinatnim

ravnima, na medjusobnom rastojanju Afi.c, Afc. i An. Zatim se na

usvojenu integracionu mreZu postavlja integraciona shema od pet
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tacdaka (sl. 1) uz pretpostavku da postoje odnosi

Z 2
=r (A — (4.1.8)
Mg =N (A 5 Af =n (A",
u kojima su r1 1 rz, u odredjenoj mJeri, proizvoljne konstante.
Oznadavajudéi diskretne velidine u dvorovima, definisane
integracione mreZ2e, sa tri indeksa
K K | K
= ("Z 1,0 ’:&).1;1\.) - U"m;n ? 4)(? J:l,e 'n.) _d'bﬂm,n
x*
* —%y
— K
('5'0’01"1.) f_'n' ? F('SQo’o.in l:
T ( T*“v T T**K' (4.1.7)
40) 4.,-, - 'm ) (5‘014-04 "
i aproksimirajudi izvode odnosima razlika E
K+, ¢ K+4,( -, K44, < Krdy & K+, ¢
U Uonaa,mas = Womag, neg U _ Y~ 2 W, g Uom- Sial
= ] P
%) 2 A7 97t (am)?
] L KALE K Kti,¢ K+4
U u“m. .,:*Q—blm}ﬂa-q _AU u'm. e um,'n
—_— L 3
'354‘0 Ao .H'o,i = 5 0,1
LKAy i1, K KH, 0 ey
3P Pt ymas — Pom me 29 ch ntt — Poeym 3
— ,
o4 A
o A, o Fot (4.1.8)
]
dobija se sistem linearnih diferencnih jednad&ina
K+iy L K44, ¢ K1, ¢ Yin, - 1 x.ﬁ 1,01 "";'."'
LL.m-rq,-n-H _.2' m m+4 u'm..q,n.” + [(Fn¢1 )4""1. n+4 (m 4)A‘)Z_r’r't.ﬂ ]
2 x.u,.,—.\z KH,c-q 2
(A7) 2(8, 7" 2(8,.;
K+4,¢ K+, ¢ K+ .
MM Mt M 1,0 41— K4 «,—1 K+, ¢ ) o,g,‘n.ﬂ (_ Kide y
*1; 42. 'm'n-n 'm_nﬂ *1&1 A mnH
YA qu ( mn / E’nﬂ
,:*m,'o-a KH W ‘PKH -1, K Ktd, ¢ K4, ¢
"moty $a0 (LLKH s ,"1:01— ™, nte et~ B ey e Yony SILA Y
Kt L-hl m m+q - )
(B'n.ﬂ _ A:S-‘.O A"ﬂ,o 2 A"z
!F:*K*i'i—‘ rKf{ R u““‘)i e r K.'"Cﬂ &K*‘ “Kﬂ)(: __' K+‘3‘:
o[ Ut —Jo /u.""»"' nL, M Cmn LM T T M Tt T\

. \ +
( B::,o 4 ) 2 o4 Nt Mmi4 AJ-O.‘ A:f-o' q 2 A"z /
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il '40 m,n‘t{—. m, 4y + M4 _{51 n+1) '"'-""1-. m.,‘n,
K+ :.-4 AS Ked, (-4 o1:mry AE
(bo‘lﬂ e (B“** ) S ot (4.1.9)
sa graniénim uslovima
L Rr i KTy, ¢
= , U =0 za 'z =
0 M+ ©,n+4 o (4.1.10)
Ktd, ¢
u =1 za ‘?
M, 1y
(m=4,2,..,M=-2,M-13 k=0, F1,52,...; N=0,31,52,.; L=1,2,...)

-
) A1 ATtk el
*1—0__'—)/—_::—’;7/_ 7
P
Y

\,

- e
ﬂ,o"‘ﬁ,o)s S ///7

ol n+4
- S ~

—T
/// // .
— ~

> P
oo~ fio=(o) =K\ F*o

nd4
rne
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Funkcije Fm«q s 1, meq T » koje

odredjuju se posredstvom izraza

> . mt4
figurisu u sistemu (4 1.9),

* Kty K4,¢ #x k¥, L Ktdq
—ZEZMQ —(2 +H~m ):fu Jfoc (4.1.11)
K4, ¢ F 3 ) r B _'-;(M ¢ K, ( xﬂ
i K+4, v B
— mfj Meq un
F-M‘f4 - RK"‘ ¢ g [Zm¢a —(2* HM" )4.4 g ][ (0‘ 3t A'&
Tmryg O o4
S—
Kt,e K B )kt
S_ K¥4 Bmﬂ -onq)] + $ “:"_ mrqg _ m 1
+ Ja0 Afa A0

2 4.1.12

T'nﬂ =-2 i-:"&

Ayt (J'o.c jmEe

10 A
:F"p
v K#. ¢ ¥y K4 _1
H‘Hfl _ H"'\-
= 25-04 N A & (4.1.13)
] £oy 1.
D = K0 kea -
K+,¢ e ¢ Rt
* ( —_ K+4
Lo 2 (; )2 Bmﬂ B.. i(H" ’_:1 .
| m+9q BKM,(, 045Nty A§01 2 m+e )+ CANGE S|
Mty e : o
T g R, R4 \H“ KME ank i T Rk C g ke
Hoes “Hn K Try — Howes ] + [( e & nes = Hen
1,0 - LXELtY] -
AJO.Q ! A‘fﬂ,o v A§°o4
R‘M ¢ K*Q!Q: K4 K+, t
—2 :‘,: :”: ma - B'?HQ_Bfn + ;K’" Bmﬁ mﬂ):] [ (**K'Ns ;
45 Nt n ne 1,0 + )
M, N4 A;o“ ' mH
¥ Kt4,0  yy K4 N Y ‘-
m+q - H“ K+4 H'Rﬁ'f -— H:n..}‘ -1 "".
+ foaymea AL +:C” s (4.1.14)
o1 A‘I’ll,o
.. s = LAdq oo i o PR .
1 kojima se funkeije By H:::;* 1 E',::_'," aproksimiraju
izrazima
— : " e e ¢
KMo AY r K4, K44 ¢ K.M ¢
B T 2k ( — T ],
my T 2 L m,meq 3 ey / + 'mﬁ,v\.ﬂ( MLNQ\'M) (dplzlo)
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a ’ F
H - 7 . (Z_'u%ﬂ,b —'qu"g =

m,ntq g, N .,

(4.1.18)
1 . Ktq,¢ K44,¢ K14, ¢
Z Ko R, =3 My gy +4 My iy — Mg, mrq . (4.1.17)
mtq O met 249
. . . . .. K+4. ¢ .
Sastavljanje tablica za strujnu funkciju §7n+Lnfc' kao 1

sradunavanje njene vrijednosti na cijelom intervalu integracije po

zadatoj tablici podintegralne funkcije u::::“*‘ vrsl se tako &to
se za prve d&vorove do tijela (m=1), zbég velike vrijednosti

gradijenta u praveu integracije, koristi formula povecdane tadnosti

K+, o 3 7, Kt ¢ K, o K4, i K¢ A"Z wt
— 2 w _— 4,
4, m ¥4 — 8 A% { \U’o Tt 3!-!.‘ "L-H +3u'2 N4 ¥ 3,11-'*1) ( 1 Syt -
R.Tl l- 'k'-tl 1. I'!.TQ |.. (4 1 18)

A za ostale tactke (m) integraciocne mreZ2e, na svakom sloju (n+l),
SIMPSON-ova formula

s, ¢ A7, KL KAl < K44, ¢ Keg o
- ==Y = ’ Upnyz : (4.1.18)
™42, 44 3 \ mmnry 'm.-n,'n-n-'- "'“'2,"1"’1)+ cb‘m. e

Za reXavanje sistema Jjednad¢ina (4.1.9) sa graniénim
uslovima (4.1.10) koristi se metoda koja se u Ruskoj 1literatnri
naziva “progonka”, a u zapadnoj “Tridiagonal-Algorithm” ili
skra¢eno "TDA" 1istra2ivana od strane KELLER-CEBECI-ja (1971
godine), BLOTTNER-a (1975. god.) i CRANK-NICOLSON-a (1880 god.)
[?8]. Kako ova metoda ustvari predstavlja CROUT-ovu metodu =za
trodijagonalne sisteme, na% prikladan termin za nju bi bio metoda
premo&tavanja [98] , po&to konaédnim brojem elemenata treba
povezati date graniéne uslove na pod¢etku i1 kraju segmenta. Zato se

pomenuti sistem (4.1.9) najprije dovodi na oblik

$okthe That h ukth i _ <
Pmu'm—q-nq ZR '"\-‘n-f{+cm TRy G'-m 3 (4.1.20)

u kome su koeficijenti Pm, Rm, Cm i slobodni &lanovi Gm dati
izrazima

< ¢
P, =41-D

Mmooy

C;=’|+D; )
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. ¥ s
Db - AT r _12_!:11:1(.4-1,1.-4 $ KH)¢.I(11 (,-14‘ (m-ﬁA?T**mﬂ,i"‘l_'_
2(3“*' - “11" ! 10 m M 2 m4q ’
n+q .
SR K4, {4 K4
,,K.'fd, L" Kt (P")l ney ¢""'.7lﬂ +$ (F*K‘H’L -4 5'&"1) m"n*1“ m,m
nty :)' may
10 4 f40 o3+t A §°.1
RL 1 (A'z )2 [5 K‘i‘ukfh"t‘-ﬂ] + } 5_‘ ;‘( F K*‘ t.""ﬂ K*‘ J.-{ T*K*'J i1
m Z(BKﬂ t.—-iJ 19 Tmomty TR ,“' A{. m st mn4q ) +
mry 40
50', M4 l/ﬁ i-«, FRE K M N
( m nty \ KR —34'0 - IM.-H = o.“,‘h*ﬂ’.l ?
s :So,a
: 2 vt . Kf{
G (% (AnZ) ; el _C uk?. (R} F'l‘ K'l-i -1 5 m n+y . ’F' K"‘,"—' §K1’1
= = ~ o 4o TR -
T @Ay e et T Doy Af o T
LS % .
Kt AL N Kt4
5‘ of;nrd u‘-m nl —Fkn «.-1§ U-m,'rm -I-‘/T* ‘:_ )7t Ty :u ntq ' 2
A5_° . = m¥y A§4.° mtq 9N Aj’o.‘ 3 (4.1.21)
Za m=1 sistem (4.1.20) prelazi u jednac¢inu
e pvyf Ci ¢ - c* 3
ut  -2R +Cu' =@ S
P1 o’n"% X w"n*‘ 1 2’71"1 4 b (4.1 2“)
\
koja se transformi%e na oblik
¢ v L <
u'd,nﬂ = Kq + L( uz'n-n b) (4.1.23)
u kojem su
. v, ¢ L
. ¢t ;. Prut, -G
L"=—C—‘-, ) K:= I osnet 4 (4.1.24)
L v
- 1) R1 2 R,
Kada se u jednadinu
L, 4 B Ré ¢ Ci ‘é — G}i
Pp_ u'a,‘n.ﬂ 2 2 u'z,nﬁ+ 2 3,n+d "2 ? (4.1.25)

koja je iz sistema (4.1.20) dobijena za m=2, stavi umjesto uin+t
njegova vrijednost prikazana izrazom (4.1.23), dobija se za u3.nae
izraz

¢ t ¢
U mag ™ Ky +L, U’s)‘n.-ri ’ (4.1.28)



n kojemu su

- g . L, L ¢
Lc_ C;: , K‘v _P1K1—G2 .
2 Spi peleé 2 " z F (4.1.27)
2R, -y 2R —PF LY
Nastavljajudi dalje ovaj ponstupak, redenje sistema (4.1.20) se
koriSdenjem metode "progonke” pretpostavlja dakle v oblik<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>