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U V O D

Gram.iCni s l o j  u ni&hanici  J l u i d a  p o d r a z u t n i j e v a  t a n a k  s r l o j  

f l u i d a ,  k o j i  c  p s t r u j a v a  spc l .Jaš 'n  Ju p a u r S i n u  t i j e l a .  O d  t o g a  d a  li  

J e  s t r u j n i  t o k  la m in a ra n  i l i  t u r b u l e n t a n ,  z a v i s i  i n t e n z i t e t  o t p o r a  

i  p r e n o š e n j e  t o p l o t e  na  o p s t r u j a v a n o  t i j e l o .  f ia im e ,  k o d  la t n i n a r n o g  

g r a n i č n o g  s l o j a  s a  s r e d j e n o m  s l o j e v i t o m  s t r  u h tur  om o t p o r i  na

t i j e l u  s u  z n a t n o  m a n j i ,  d o k  h o d  t u r b u l e n t n o g  g r a n i č n o g  s l o j a  J a k o  

i z r a & e n a  v r t l o & n o s t  p r o u z r o k u j e  z n a t n o  v e ć .e  o t p o r e .  Z a t o  J e  i  c i l j  

s v i h  i s t r a & i v a n J a  u t e o r i j i  g r a n i C n o g  s l o j a ,  d a  p o l o & a j  ta C h e  

c d v a ' j u n  Ja s l o j a  o d  o p s t r u j a u a n e  p o v r š i n e ,  b u d e  n i . z v a d n o  p o m j e r e n  

đ t o  J e  tnoguCe  v i& e .  P o & t o  J e  t e o r i j a  g r a n i č n o g  s l o j a  z a s n o v a n a  n a 

u p r o S C e n i m  J e d n a C i n a m a  k o l i č i n e  k r e t a n j a  i  e n e r g i j e ,  s m a t r a l o  s e

d o  s k o r o  d a  o n a  tno&e d a t i  s a m o  p r i b l i & n e  r e z u l t a t e  u p o r e d j e n j u
/

s a  n u m er i č k i tn  r e & e n j i m a  p o t p u n i h  N 4 V I E —S T O K E S - o v i h  J e d n a C i n a  k o j e

s u  d a t ta s  r e S i v e  z a h v a l j u j u d  m o č n i m  e l e k t r o n s k i m  r a č u n s k i m

m aS inam a .  M e d j u t i m ,  s v e s t r a n i j a  a n a l i z a  t e o r i j e  g r a n i č n o g  s l o j a  i

n j e n a  p r a k t i č n a  p r i m j e n a  p o k a z a l i  s u ,  d a  j e  o v o  t v r d j e n j e

n e o p r a v d a n o  i  d a  t e o r i j u  g r a n i č n o g  s l o j a  t r e b a  r a z m a t r a t i  1 k a o

k o r e k t n u  a s i m p t o t s k u  t e o r i j u  s  o b z i r o m  n a  : R e - b r o j .  T a k o  s e

r e z u l t a t i  d o b i j e n i  p o s r e d s t v c m  t e o r i j e  g r a n i č n o g  s l o j a ,  p o i i n p a j u

s a  e g z a k t n i m  r e £ e n j i m a  u t o l i k o  b o l j e  u k o l i k o  j e  R e - b r o j  v e č i ,  a t o

z n a č i  d a  rii r e z u l t a t i  u p o r e d j e n . j u  s a  n u m e r i č k i m  r e đ e n j i m a  p o t p u n i h  
/

N A V 1 E —S T O K E S —o v i h  j e d n a č i n a ,  r a s p o l a Z u  z n a č a j n i m  p r e i m u ć s t v o m ,  j e r

o d g o v a r a j u • t a č n o  s t r u k t u r i  r e š e n j a  z a  v e l i k e  Rs~  b r  o  j e  v e , t j .

p r e d s t a v l j a j u  r e & e n j e  k o j e  p o s j e d u j e  k a r a k t e r  g r a n i č n o g  s l o j a .
/

Z a t o  j e  n u m e r i č k a  m e t o d a  z a  r e S a v a n j e  N A V I E  S T O K E S  o v i h

j e d n d č i n a ,  p r i  v i s o k i m  R o - b r o j e v i m a ,  s a m o  o n d a  s v r s i s h o d n a ,  a k o  j e

k o d  n j e  u z e t a  u o b z i r  a s i m p t o t s k a  s t r u k t u r a  r e S e n j a . T o  e n a č i ,  d a

j e  n e o p h o d n o ,  d a  s e  k o d  n u m e r i c h e  i n t e g r a c i j e  i z v r & i  p r o v j e r a ,  d a
/

li j e  a l g o r i t a m  s a č i n j e n  z a  r e S a v a n j e  p o t p u n i h  N A V I E - S T O K E S - o v i h  

j e d n a č i n a ,  &to s e  t i č e  a s i m p t o t s k i h  p o n a S a n j a ,  k o r e k t a n ,  t j .  d a  li  

on  d a j e  r e z u l t a t e ,  k o j i  s e  p o k l a p a j u  s a  r e S e n j i m a  ~ j e d n a č i n a  

g r a n i č n o g  s l o j a .  P r e m a  t o m e ,  n a  o s n o v u  n a j n o v i j i h  s a z n a n j a  d o l a z i  

s e  d o  z a k l j u č k a  . m a d a  t o  n a  p r v i  p o g l e d  i z g l e d a  p a r a d o k s a l n o ,  

d a r e š e n j a  g r a n i č n o g  s l o j a  n e  t r e b a  p r o v j e r a v a t i p o s r e d s t v o m
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/
n u m en iC h ih  r e š e n j a  N A V I E —S T O K E S —o v i h  j e d n a C i n a ,  u e C  d a  o b r n u t o  z a

/
t e s r t i r a n j e  t a C n o s t i  t i A V I K - S T O K E S —j e d n a C i n a  t r e b a  h o r i s t i t i  r e £ e n j a  

j e d n a C i t i a  g r a n i C n o g  s l o j a .

U  t e o r i j i  g r a n i C n o g  s l o j a ,  s t a c i o n a r n e '  p o j a u e  s u .  z b o g  

s o o j e  j e d n o s t a u n i j e  p r i r o d e ,  u i £ e  i s t r a Z i u a n e ,  ta h o  d a  t e o r i j a  

n e s t a c i o n a r n i t r  p r o b l e m a ,  u i . z u e s n o m  s m i s l u  h a s n i .  A l i  h a k o  j e  

p r i s u s t u o  n e s t a c i o n a r n i h  p r o b l e m a  u p r a h s i  u e o m a  z n a C a j n o , t o  s e  

n a m e C e  p o t r e b a  n j i h o u o g  d a l j e g  i  p c d r c b n i j e g  i s t r a & i u a n j a ,

Z b o g  t o g a  s e  u c i l j u  o b o g a C e n j a  t e o r i j e  n e s t a c i o n a r n o g  

g r a n i C n o g  s l o j a ,  u o u o m  r a d u  p r o u C a u a  n e s t a c i o n a r n i  l a m in a r n i

g r a n i C n i  s l o j  n e s t i & l j i u o g  f l u i d a  d o u o d j e n j e n i n j e g o u i h  o s n o u n i h  

d i j e r e n c i j a l n i h  j e d n a C i n a  na  u n i u e r z a l n i  o b l i h ,  n j t h o u o  r e s a u a n j e  

i p r i m j e n a  tahuit i  u n i u e r z a l n i h  r e S e n j a  n a  h o n h r e t n e  s l u C a j e u e

s t r u j a n j a .  Z a t o  j e  n e o p h o d n o  d a  s e  u s a m o m  u u o d u  p r ik a & e  k r a t a h  

o s u r t  na  r a z u i t a h  t e o r i j e  g r a n i C n o g  s l o j a  o d  s a m o g  n j e n o g

p o C e t h a ,  t j .  o d  1904. g o d i n e ,  h a d a  j e  P R A N D T L .  s u o j i m

j e d n a c i n a m a  u d a r i o  t e m e l j  o u o j  t e o r i j i  i  t i m e  d a o  noui. s m i s a o  i  

s a d r & a j  m e h a n i c i  f l u i d a .  P o C e u  o d  ta d a ,  p a  d o  d a n a s ,  i s t r a & i u a n j a  

s u  s e  h r e t a l a  u s m j e r u  t r a & e n j a  m a te m a t iC h ž h  m e t o d a  z a  r e & a u a n j e  

j e d n a C i n a  d e f i n i s a n o g  p r o b l e m a  g r a n i C n o g  s l o j a  i u s m j e r u  

m a t e m a t i c k o g  m o d e l i r a n j a  s u e  s l o & e n i j i h  p r o b l e m a  g r a n i c n i h  s l o j e u a  

h a o  i s t u a r a n j u  m e t o d a  z a  n j i h o u o  r e š a u a n j e .  T a h o  j e  d o  d a n a s  

o b j a u l j e n o  m n o g o  r a d o u a ,  k n j i g a  i  s t u d i j a  ■ p o s u e C e n i h  o u i m

p r o b l e m i m a ,  S t o  c i n i  o b i m n u  t e o r i j u  g r a n i C n o g  s l o j a  h o j a

p r e d s t a u l j a  z n a C a j n i  d i o  m e h a n i h e  f l u i d a  i f i z i h e  u o p S t e .

K a h o  n e l i n e a r n e  p a r c i j a l n e  d i f e r e n c i j a l n e  j e d n a C i n e  

u i & e g a  r e d a  s a  s l o & e n i m  p o C e t n i m  i  g r a n i č n i m  u s l o u i m a  m a t e m a t iC h i  

o p i s u j u  o u e  p r o b l e m e ,  t o  s e  p r i  n j i h o u o m  r e S a u a n j u  n a i l a z i l o ,  i 

p r i j e  i  d a n a s ,  na  z n a C a j n e  m a t e m a t i c h e  t e S h o C e .  O u e  t e S h a C p  s u  

u o C l j i u i j e  k o d  n e s t a c i o n a r n i h  p r o b l e m a ,  n e g o  S t o  s u  k o d  

o d g o u a r a j u C i h  s t a c i o n a r n i h  p r o b l e m a  g r a n i C n i h  s l o j e u a .  R a z l o z i  z a  

to  s u ,  S t o  u j e d n a C i n a m a  n e s t a c i o n a r n o g  p r o b l e m a  u p o r e d o  s a

C la n o u im a  h o j i  i z r a & a u a ju  h o n u e h t i u n o  u b r z a n j e ,  p o s t o j i  d o p u n s h i  

Clan  h o j i  i z r a & a u a  l o h a l n o  u b r z a n j e ,  i  p o s t o  j  a n j e  u p o r e d o  s a  

g r a n i č n i m  j o £  i  p o č e t n i h  u s l o u a .  Z b o g  t o g a  i e o r i l j a  n e s t a c i o n a r n o g  

g r a n i C n o g  s l o j a  u i z u e s n o m  s n i i s l u  h a s n i  u s u o j e m  r a z u o j u  u o d n o s u  

na t e o r i j u  s t a c i o n a r n o g  g r a n i č n o g  s l o j a ,  t a h o  d a  j e  i b r o  i r a d o u a  

i z  o u e  o b l a s t i  z n a t n o  m a n j i .
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Za reia'fanje d i f e r e n c i j c t l n i h .  j e d n a č i n a  s t a c i o n a r n o g  

g r a n i č n o g  s l o j a  u p r u a  u r i j e m e  su k o r i š ć e n e  tzu .  e g - z a h t n e  m e t o d e ,  

k a j e  s u  im a le  z a  c i l j  c d r e d j i u a n j e  " ta C n ih . "  r e š e n j a .  U  o u u  g r u p u  

s p a d a j u :  B L A S I U S - o o o  [[3] reSenje p r o b l e m a  ‘ r a o n e  p l o C e ,

F A L K K E R - S K A N - o u a  [ 4]  "slična” r e S e n j a  n a  Ml inas - t im  p r o f i l i m a ,  r e d o u i  

ĐL.A iS lUS— o e o g  t i p a  za  z a o b l j e n e  p r o f i l e ,  r e d o u i  H Q W A R T H -o u > o g  [5_  

t i p a  z a  s l u C a j  l i n e a r n e  r a s p o d j e l e  s ,p o l j a £ n j e  b r z i n e  i  T A N l —J e v i  

[ć>~\ r e d o o i ,  h a o  u o p £ t e n j e  H O W A R T H - o o i h  r e d o v a ,  h a o  i  s v i  o s t a l i  

p o s t u p c i ,  k o j i  s e  s u o d e  na  p r e d s t a o l j a n j e  r e S e n j a  u o b l i k u  

s t e p e n o g  r e d a  r a z u i j e n o g  p o  p o d u Z n o j  k o o r d i n a t i  s a  t a b e l a r n o

s r e d j e n i m  h o e f i c i j e n t i m a  — f u n k c i j a m a  p o p r e C n e  p r o m e n l j i u e .  S o e  

o u e  r e z u l t a t e  o b j e d i n i o  j e ,  u o p š t i o  i  m e t o d o l o & h i  "  u s a u r S i o  

lG>57 .god ine  H. G O R T L E R  [ 7 ]  , s a  C im e  s u  b i l i  k r u n i s a n i  n a p o r i

m n o g i h  a u t o r a ,  k o j i  s u  z a s t u p a l i  m i S l j e n j e  d a  j e  ta k a u  na C in  

r e S a o a n j a  j e d i n o  ta Can  1 i s p r a u a n .

M e d j u t i m ,  n e e k o n o m i C n o s t i  e g z a h tn i .h  m e t o d a ,  h o j e  s u ,  za  

p r o r a C u n  g r a n i C n o g  s l o j a ,  z a h t i j e o a l e  o d r e d j i u a n j e  i  t a b e l a r n o

s r e d j i u a n j e  s o e  u e C e g  b r o j a  u n i u e r z a l n i h  f u n k c i j a ,  r a z v i j a l a  s e ,  

s a  d r u g e  s t r a n e ,  g r u p a  m e t o d a  z a  p r i b l i Z a n  p r o r a C u n  g r a n i č n o g  

s l o j a .  S o e  s u  z a s n o . u a n e  na  r e S a u a n j u  i m p u l s n e  j e d n a C i n e , ., d o b i j e n e  

o s r ^ d n j a u a n j e m  p o  p r e s j e k u  p o l a z n i h  j e d n a C i n a  g r a n i C n o g  s l o j a  o d  

s t r a n e  K A R M A N - a  ^ s ]  l Q 2 i  g o d i n e ,  u m j e s t o  s a m i h  d i f e r e n c i j a l n i h  

j e d n a C i n a  r a z m a t r a n o g  p r o b l e m a .  U s l e d  n e d o s t a t h a  s a u r e m e n i h  

e l e h t r o n s k i h  r a C u n s h i h  m a S in a ,  h o r i S C e n e  s u ,  o d  1921 d o  19(50 

g o d i n e ,  z a  r e S a v a n j e  i m p u l s n e  j e d n a C i n e ,  j e d n o p a r a m e t a r s h e  m .e tod e  

P O H L H A U S E N - o o o g  t i p a  £9 ] ,  k a j e  s u  d o g r .a d j i .O a n .e  o d  s t r a n e  n i z a  

i s t r a & i u a C a ,  k a o  S t c  s u  H A R T R E E  [ / 0~] . HOWA\RTH  [jf 1J  . H O L S T E I N  i

BOHLEN [ l 2 ] j T A N I  [ i 3 ] i  d ru & i .  U p o r e d o  s a  r a z o o j e m  s a u r e m e n i h

r a C u n s k i h  m a S in a ,  o h o  19(50 g o d i n e ,  p o C i n j e  s e  s a  i n t e n z i o n i j i m

k o r i S C e n j e m  u i S e p a r a m e t a r s h i h  m e t o d a ,  p r i  C em u  s e  p o s t e p e n o

p r e l d 'Z i  na r a z m a t r a n j e  n e o s r e d n j e n o g  s i s t e m a  d i f e r e n c i j a l n i h

j e d n a C i n a  g r a n i C n o g  s l o j a  [jf 4 j , [ f  © ], [ } dJ,[j! 7 j,[/  # ]  . L O J  C J A N S K I  £ / 9 ]  j e

19(55 g o d i n e ,  u s p i o ,  u u o d e C i  n o u e  b e z d i m e n z i  j s h e  p r o m e n l j i v e  , a 

z a t i m  i s u r s i s h o d a n  s k u p  p a r a m e t a r a ,  d a  n a c i n i  u n i u e r z a l n i m  

j e d n a C i n e  g r a n i C n o g  s l o j a ,  t j .  d a  i z  n j i h  e l i m i n i S e  r a s p o d j e l e  

v e l i C i n a ,  k o j e  k a r a h t e r i s u  p o j e d i n e  k o n h r e t n e  s l u C a j e v e  s t r u j a n j a  

D o b i j e n o  r e S e n j e  s e ,  p r e m a  to m e ,  mo&e j e d n o m  z a  s v a g d a ,  t a b e l a r n a  

s r e c f i t i  i  h o r i s t i t i  p r i  p r o r a C u n u  & r a n i C n o &  s l o j a z a ma h o j i



p a r t i k u l a r n i  p r o b l e m .  K o r i s t e ć i  o s n o o n e  i d e j e  L O J C J A N S K O G ,  

S A L .J N 1 K C V  i O K A  \_20\ s u  19<59 g o d i n e .  u s p j e l i  d a  na s l i C a n  na C in  

n a C i n e  s i s t e m  p o l a z n i h  j e d n a C i n a  u n i u e r z a l n i m .  U t o m  c i l j u  s u  

n a j p r i j e  k o r i S C e n e  G O R T L E R - o v e  p r o m e n l j i v e  \~7] , a z a t i m  s k u p  

p a r a m e t a r a ,  C i j i  p r v i  Clan p r e d s t a v l j a  t z v .  G O R T L E R - o v u  " g l a o n u "  

f u n k c i j u .  S  o b z i r o n i ,  d a  G O R T L E R —o u e  p r o m e n l j i v e  p r e d s t a u l j a j u

u o p S t e n e  k o o r d i n a t e  **s l i C n i h ' * r e S e n j a ,  u n i u e r z a l n a  j e d n a C i n a  s e  u 

j e d n o p a r a m e t a r s k o m  p r i b l i & e n j u  s u o d i  na  F A L K K E R - S K A N - c v u  

j e d n a C i n u .  M e d j u t i m ,  h a s n i j e  s e  p o k a z a l o  d a  u o o d j e n  j e

G O R T L E R - o v i h  p r o m e n l j i v i h  p r o u z r o h u j e ,  d a  u s v o j e n i  s h u p  p a r a m e t a r a  

n e  o b e z b j e d j u j e  o C e k i u a n u  h o n v e r g e n c i j u  ta C n o m  r e & e n j u .  ' Z a t o  s u  

p r e d u z e  ta d a l j a  i s t r a Z i v a n j a . u r e z u l t a t u  k o j i h  j e  1972. g o d i n e  

o b j a u l j e n  r a d  [ 2 t ]  , a z a t i m  1973  r a d  [ 2 2 ]  . U r a d u  [2i\ p o k a z u j e  s e ,  

d a  j e  2 a  o b e z b j e d j e n j e  v e o m a  p o o o l j n e  k o n v e r g e n c i j e  ta C n o m

r e S e n j u  p o t r e b n a  k o r i s t i t i  s k u p  p a r a m e t a r a  t i p a  L O J C J A N S K O G [ i 9 J a 

s  d r u g e  s t r a n e ,  d a  b i  s e  o m o g u C i l o  n j e g o o o  u o o d j e n j e ,  t a h o d j e  j e  

p o k a z a n o  d a  j e  p o t r e b n o  d a  s e  k a o  p o d u & n a  p r o m e n l j i o a  k o r i s t i  

n e t r a n s f o r m i s a n a  f i z i C k a  k o o r d i n a t a  ->c p o r e d  p o p r e C n e  G O R T L E R —o v e  

p r o m e n l j i v e  u o p S t e n e  s l i C n o s t i  [ / ] •  U p o s l e d n j o  j  f a z i  i s t r a & i v a n j a  

k o j e  j e  p o k a z a n o  u r a d u  []22 ] p o s e b n a  p a Z n j a  j e  b i l a  p o s u e C e n a  

p a b o l j š a n j u  e f i k a s n o s t i  p r o o g  p a r a m e t r a ,  t a k o  d a  j e  d o b i j e n a  

m e t o d a  s a  d u j e m a  z n a C a j n i m  o s o b i n a m a : 1 . d a  j e  o e C  p r o i  p a r a m e t a r  

ta ko  " e f i h a s a n "  d a  r e S e n j e  u n i v e r z a l n e  j e d n a C i n e  u

j e d n o p a r a m e t a r s k o m  p r i b l i ž e n j u  p o s t a j e  o e o m a  b l i s k o  taCnom

r e & e n j u  i  2. d a  s l e d e C i  p a r a m e t r i  o b e z b j e d j u j u  r e S e n j u  o e o m a  

p o v o l j n u .  b r z i n u  k c n u e r g e n c i j e .  N a  t a j  n a C in  J e  u k l o n j e n  i  j e d a n  

b i t a n  n e d o s t a t a k ,  k o j i  j e  o t e Z a v a o  p r a k t i C n i  p r o r a C u n  i  p o v e C a u a o  

u t ro& a h  o r e m e n a .  N a im e ,  z a  o d r e d j i v a n j e  k a r a k t e r i s t i C n i h  o e l i C i n a  

g r a n j g n o g  s l o j a  b i l o  j e  p o t r e b n o  d a  s e  k o d  s u a k o g  k o n k r e t n o g  

s l u C a  j a  s t r u j a n j a ,  p o s e b n o  i z v r S i  d o p u n s k a  i n t e g r a c i j a

o d  g o o a r a  j u C e  i m p u l s n e  j e d n a C i n e .  M e d j u t i m ,  k a k o  p a r a m e t a r  /1 u 

r a d u  [22 ]  t>eC o č i ' g l e d n o  p r e d s t a v l j a  r e & e n j e  i m p u l s n e  j e d n a C i n e ,

k o d  p r  e d l o S e n  a g  p o s t u p k a  t o  v i & e  n i j e  p o t r e b n  o,. t a k o  d a  j e  o o o m  

m e t o d o m  o m o g u č e n o  b r z o  i  d o u o l j n o  t a č n o  s r a C u n a u a n  j e  g r a n i č n o g  

s l o j a ,  k o r i s t e C i  p r i  t o m e  i s k l j u C i o o  t a b l i c e  u n i v e r z a l n i h  r e S e n j a  

i  c d  g o v a r a j u ć  e  g e t o v e  f o r m u l e .

P r v a  i s t r a & i v a n j a  u o b l a s t i  t e o r i j e  n e s t a c i o n a r n o g

g r a n i č n o g  s l o j a  i z v r š i o  j e  BL  A\S1U S  [ i ]  n e p o s r e d n o  p o s l i j e  p o j a v e
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P R A N D T L - c v e  t e o n i j e ,  p r o u C a u a j u ć i  p r o b l e m  d o v o d j e n j a  n e p o h r e i n o g  

c i l i n d n i č n o g '  t i j e l a  u j e d n o l i h o  h i ' e t a n j e  i u j e d t i a h o  u b n z a n o  

h .r e ta n je ,  B L .A S l U S —c v a  r e š e n j a , .  h a s n i  j e  jS’U d o p u n i l i  G O L D S l  E I N  i 

R O S E N H E A D  \23] p r o r a ć u n o m  s l e d e ć e g  p r i b l i & e n j a .  O vu  B E A S I U S —o v u  

m e t o d u  j e  R A Š K O V l C  [2'-r{|,[2>6 ],[2 ‘<5j , [ V 7] ,[?*?] p r i m i j e n i o  na  r a z l i ć i t e  

r a v a n s h e  p r a b l e i n e  g r a n i č n o g  s l o j a  i  na  p r o b l e m e  g r a n i č n o g  s l o j a  na  

o b r t n i m  t i j e l i m a .  G O R T L E R  [3 9 [ ]  p r o u č a v a  g r a n i č n i  s l o j  na

c i l i n d r i C n o m  t i j e l u  s a  s t e p e n i m  z a h o n o m  p o r a s t a  b r z i n e  h r e t a n j a  s a  

v r e m e n o m ,  a V /A T S O N  [ 3 0 ] r e 5 a u a  p r o b l e m  s t e p e n o g  i  e h s p o n e n c i j a l n o g  

z a h o n a  p o r a s t a  b r z i n e  s a  v r e m e n o m ,  d o h  j e  v e o m a  s l o & e n  p r o b l e m  

d o  v c d  Jen j a  u h r e t a n j e  p l o č e  u s v o j o j  r a v n i  r  a z m a t r  a o  R O Z I N  [ 3 0 -  

P r v u  o p S t u  m e t o d u  z a  r e S a v a n j e  n e s t a c i o n  a r n i h  g r a n i č n i h  s l o j e v a ,  

s l i č n u  m e t o d i  G O R T L  E R - a  £7 ] za  s t a c i c n a r n e  g r a n i č n e  s l o j e v e ,  d a o  j e  

HASSAN\_32\ h o d  h o j e  j e  s r a č u n a v a n j e  u n i v e r z a l n i h  f u n h c i j a  d o s t a
I

k o m p l i h o v a n o  a p r e t p o s t a v l j e n i  o b l i h  b r z i n e  s p o l j u S n j e g  s t r u j u n j a  

r i j e t h o  s e  s r e ć e  u p r a h s i .  D J U R IĆ .  j e ,  u o č a v a  j u ć i  i s p o l j e n e  

s l a b o s t i  o v e  m e t o d e ,  p o s l i j e  n i z a  s v o j i h  r a d o v a  [ 3 3 ] , [ 34J , [3 5 ] , [3<iQ na  

p r o b l e m i m a  n e s t a c i o n a r n i l i  g r a n i ć n i h  s l o j e v a  u s p i o  d a  i z v r S i

p r o S i r e n j e  G G R T L E R - o v e  [7 ]  m e t o d e  n a  n e s t a c i o n a r n e  g r a n i č n e  s l o j e v e  

[37 ] p r i  č e m u  j e  b r z i n u  na  s p o l j a S n j o j  g r a n i c i  g r a n i č j i o f ?  s l o j a  

o d a b r a o  ta h o  d a  r a z d v a j a  p r o m e n l j i v e .  M e d j u t i m ,  o v a  D J U  R l G ~  e v a  

m e t o d d  z a d r & a la  j e  s v e  s l a b o s t i  G O R T L E R - o v e  [ 7]  m e t o d e  u t e o r i j i  

s t a c i o n a r n o g  g r a n i č n o g  s l o j a .

P r v o  p r o S i r e n j e  m e t o d e  L O J C J A N S K O G  [/ 9 ] h a o  j e d n e  o p S t i j e  

i b r z o  h o n v e r g e n t n e  m e t o d e  u t e o r i j i  s t a c i o n a r n o g  g r a n i č n o g  s l o j a ,  

na n e s t a c i o n a r n e  p r o b l e m e  i z v r S i o  j e  D J U R I Ć  [3 8 ]  [39 ] i  t o  z a  s l o j e v e  

h a d a  b r z i n a  n a  s p o l j a S n j o j  g r a n i c i  g r a n i č n o g  s l o j a  r a z d v a j a  

p r o m e n l j i v e .  ,O vo  p r o S i r e n j e  u s p i o  j e  d a  r e a l i z u j e  s a  t r i  s h u p a

p a r a m e t a r a ,  a r e S e n j e  d o b i j e n e  j e d n a č i n e  o d r e d i o  j e  r a z v i j a n j e m  

i s t o g  u r e d .

D a l j a  i s t r a & i v a n j a  b i l a  s u  u s m j e r e n a  ha t ra & e n  ju

p c g a d n i j e g  o b l i h a  p a r a m e t a r a  i s m a n j e n j u  b r o j a  s h u p o v a  p a r a m e t a r a  

n e o p h o d n i h  z a  d o b i j a n j e  u n i v e r z a l n e  j e d n a č i n e .  T a h o  j e  f o r m i r a n o  

v i S e  n o v i h  v i S e p a r a m e t a r s h i h  m e t o d a  o d  s t r a n e  S A L J N l K O V - a  [ 4 0 ]

D J U K I Ć - a  \ 4 i ] ,  [ 42 ] ,  S A L J N I K O V - a  i  D J U K I Ć - a  [ 43 ] ,  B U Š H A R l N - a  i 

B A S I N —a \ 4 4 ]y B U Š M A R I N ~ a  i  S A R A J E V —a \ 4 5 ] ^ B U Š M A R I N —a i  S T O L E T O V —a 

[4<5] i  d r u g i h .  D J U K I Ć  j e  u s v o j e m  r a d u  [42\ z a  b r z i n u  n a  s p o l j a S n j o j  

g r a n i c i  g r a n i č n o g  s l o j a  k o r i s t i o  p r o i z v o l j n u  d i f e r e n c i j a b i l n u
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f u n h c i j u  a u n i v e r z a l i z a c i j a  j e  p o s t i g n u t a  s a  d o a  s k u p a  p a r a m e t a r a  

, d o k  j e  r e & e n j e  u o d r e d j e n o m  p r i b l i & e n j u  d o b i j e n o  r a z u i j a n j e m  

i s t o g  u r e d .  U i s t r a ž i v a n j u  n e s t a c i o n a r n o g  g r a n i č n o g  s l o j a  

n a j d a l j e  j e  o t i š a o  BUŠ'MAR' .IN s a  s u o ’j i m  s a r a d n i c i m a .  T a k o  s e  u r a d u  

\44\ u n i o e r z a l i z a c i j a  p o s t i Z e  s a  J e d n i m  s k u p o m  p a r a m e t a r a  i s a  

s p o l j a S n  j o m  b r z i n o m  u o b l i k u  p r o i z u o l j n e  d i f e r e n c i j a b i l n e  

f u n k c i j e ,  a l i  s a  J e d n o m  m alom  n e d o s l e d n a & ć u  u i z h o r u  r a z m j e r e  

p o p r e C n e  k o o r d i n a t e .  O o a  n e d o s l e d n a s t  s e  u r a d u  [45 ]  o t k l a n j a ,  a l i  

s e  su & a u a  k l a s a  f u n k c i j a  s p o l j a š n j e  b r z i n e  z a  k o j u  j e  d o b i j e n a  

u n i o e r z a l n a  J e d n a C i n a  taCna. N a  k r a j u  u r a d u  [^<5] u s p i j e u a  s e ,  d a  

s e  p o m e n u t a  n e d o s l e d n o s t  u i z b o r u  r a z m j e r e  p o p r e C n e  h o o r d i n a t e

o t h l o n i ,  a d a  s e  k l a s a  f u n h c i j a  b r z i n e  na  g r a n i c i  g r a n i C n o g  s l o j a  

n e  s u Z a u a .

P o S t o  o d u a j a n j e  g r a n i C n o g  s l o j a  s a  k a n t u r e  p r a t e  

n e p o & e l j n i  e f e k t i  [-47], n i z  i s t r a Z i u a C a  p a h u š a u a  d a  u t i C e  na o u u  

p o j a u u  u s m i s l u  n j e n o g  o d l a g a n j a .  T a k o  d o l a z i  d o  p o j a u e  r a z l i C i t i ) \  

t e o r i j s k i h  i  e k s p e r i m e n t a l n i h  n a C in a  ” u p r a u l j a n j a  -  g r a n i C n i m  

s l o j e m "  [ 4 7 ] .  U u e z i  s a  t im  z a p a & e n a  s u  i s t r a Z i u a n j a  M U D

n e s t a c i o n a r n o g  g r a n i č n o g  s l o j a  u r a d o u i m a  N I K O D I J E V I Ć . - a  [-48] i  

S A L J N I K O V - a ,  B O R l C l C - a  i  N I K O D I J E V l C - a  [4£> ],fcoo  i  u r a d o u i m a  n i z a  

d r u g i h  a u t o r a  [ 5 o ] , [ 5 , [5 3 ]. [s ^ J J s s ] ,[5 d ] , [5 7 ] , [ 5 bJ , [ 5 9 ] , [ć>o]} [ d i ] , [ d c ]  .

P r i s u s t u o  n . e s t a c i o n  a r n i h  p r o b l e m a  g r a n i C n o g  s l o j a  u 

p r a h s i  i  n j i / i a u a  n e d o u o l j n a  i z u C e n o s t  u h a z u j e  na  n e o p t i o d t i o s t  

n j i h o u o g  d a l j e g  i z u ć a u a n j a .  Z b o g  t o g a  s e  u o u o m  r a d u  i s t r a S u j e  

n e s t a c i o n a r n i  l o m i n a r n i  g r a n i č n i  s l o j  n e s t i S l j i u o g  f l u i d a ,  a z a  

i z u č a u a n j e  o u o g , p r o b l e m a  p r i m e n j u j u  s e  u i S o p a r a m e t a r s k e  m e t o d e  

L O J C J A N S K O G  [/ 9 ] i  S A L J N I K O V —a\2Š]^k.oje d a  j u  m . o g u ć n o s t  p r a ć e n j a  

o p & t i h  k a r a k t e r i s t i k a  r a z v o j a  g r a n i C n o g  s l o j a , .  h a o  i  m o g u ć n o s t  

d o b i j a n j a  r e S e n  j a  k o n k r e t n i h  p r o b l e m a  r e l a t i u n o  u i s o k e  t a C n o s t i .



I - GLAVA

Ma t e m a t i Ck o  m o d e l i r a n j e  r a z m a t r a n o g  p r o b l e m a

1. SISTEM jednaCina nestacionarnog laminarnog 

RAVANSKOG GRANlCNOG SLOJA NESTlSLJIVOG 

FLUIDA

Kako j e  veđ re f i eno,  u ovom radu se pr ouča va  

n e s t a c i o n a r n o  laminarno ravansko  s t r u j a n j e  n e s t i š l j i v o g  f l u i d a  u 

o k o l i n i  t i j e l a .  Za t e o r i j s k o  r a z m a t r a n j e  ovog  pr ob l ema,  p o t r ebn o  

j e  im a t i  o d g o v a r a j u d i  s i s t e m  d i f e r e n c i j a l n i h  j e d n a č i n a  k o j i  

ma t em at i č k i  o p i s u j e  posmatrano s t r u j a n j e .  Radi  k o m p l e t a o s t i  ra da ,  

o v d j e  se t a j  s i s t e m  j e d n a č i n a  i z v o d i ,  i  po red  t o g a  š t o  j e  on

p r i s u t a n  u l i t e r a t u r i  [47 ] , [6 3 ] .

Da b i  se  d o š l o  do s i s t e m a  j e d n a č i n a  uočenog prob lema

p o l a z i  se od NAVIE-STOKES-ove j e d n a č i n e  za n e s t i š l j i v e  f l u i d e  

i  j e d n a č i n e  k o n t i n u i t e t a

[64 ]

=  -  V p  +  ^ A W  ;  V w = o ,  ( 1 . 1 . 1 )

g d j e  j  e W v e k t o r  b r z i n e  k r e t a n j a  f l u i d a .  P i s a n j e m  u r a z v i j e n o m  

o b l i k u  i z r a z a  za t o t a l n i  i z v o d

-  —  -  +  l ^ v ) w  , ( 1 . 1 . 2 )

i  n jegovom zamjenom u j e d n a č i n u  k r e t a n j a  ( 1 . 1 . 1 ) ,  d o l a z i '  se do 

sisteir ik j e d n a č i n a

-j- ( w  v )  w  = - V p  + y U . A w  J y w  =  o ,  ( 1 . 1 . 3 )

k o j i  ma t em at i čk i  o p i s u j e  n e s t a c i o n a r n o  k r e t a n j e  n e s t i š l j i v o g  

f l u i d a .

Za d a l j u  a n a l i z u  p o g o d n i j e  j e  s i s t e m  j e d n a č i n a  , ( 1 . 1 . 3 )  

n a p i s a t i  u ska larnom o b l i k u  u p r o j e k c i j a m a  na o d g o v a r a j u ć e  ose  

DESCARTES-ovog p r a v o u g l o g  k o o r d i n a t n o g  s i s t e m a ,  t ako  da za 

r a v a n s k i  problem k o j i  se  u radu p r o u č a v a ,  v e k t o r  b r z i n e  k r e t a n j a



f l u i d a  W ima o b l i k

W — /JL L + v7 ( 1 . 1 . 4 )

g d j e  su: u , v  - p r o j e k c i j e

i  y k o o r d in a t n o g  s i s t e m a ,  

Zamjenom i z r a z a  ( 1 . 1 . 4 )  u 

naznačen ih  o p e r a c i j a  i s t i  

s i s t e m  j e d n a č i n a

3U . . 3U
4-U — 4- V = —

■a-t
~av + v l v  -  -

ax

= O ,
<Jx

v e k t o r a  b r z i n e  k r e t a n j a  f l u i d a  na ose  x 

a i  i  j - o r t o v i  k o o r d i n a t n i h  osa  x 1 y .  

s i s t e m  j e d n a č i n a  ( 1 . 1 . 3 )  i  s p r o v o d j e n j e m  

se t r a n s f o r m i S e  na s l e d e ć i  s k a l a r n i

A_ 2 E  
$ a *
±_  2 P  

S

, 3 u  \
+  >

* 3
( 1 . 1 . 5 )

u kome j e  v  -  k o e f i c i j e n t  k inematske  v i s k o z n o s t i  f l u i d a .

Da b i  se  d o š l o  do j e d n a č i n a  k o j e  o p i s u j u  n e s t a c i o n a r n o  

s t r u j a n j e  n e s t i š l j i v o g  f l u i d a  u o k o l i n i  t i j e l a ,  t j . u g raničnom 

s l o j u ,  p o l a z i  se od s i s t e m a  j e d n a č i n a  ( 1 . 1 . 5 )  i  v r š i  p r o c j e n a  

n j e g o v i h  č l a n o v a .  U tom c i l j u ,  kao š t o  j e  t o  r a d j e n o  u t e o r i j i  

s t a c i o n a r n o g  ra vanskog  g r a n i č n o g  s l o j a [ 6 3 j  uvode se b e z d i m e n z i j s k e  

v e l i č i n e  ( o zn a č e n e  sa " * " )  p o s r e d s t vom  i z r a z a :

u lu  i v  = 7 = 5  , P = ? u ; č , i = k i ( 1 . 1 . 6 )

u ko j ima  s u : Uo -  r a z m j e r a  podužne komponente b r z i n e ,  L - r a z m j e r a  

podužne k o o r d i n a t e ,  a R*-REYNOLDS-ov b r o j  d e f i n i s a n  i z r a z om :

Re
L U p

( 1 . 1 . 7 )

V e l i č i n e  ( 1 . 1 . 6 )  unose se  u s i s t e m  j e d n a č i n a  ( 1 . 1 . 5 )  i  p o s l i j e  

j e d n o s t a v n i h  t r a n s f o r m a c i j a  i s t i  se  s v o d i  na o b l i k

a-t
■hU

■* ■ 

3 x

•*
*

+  v r ^ r >

* * - . 1 *
( 3 V *  3  V *  3 V  > 4 d  V
\ — +  L i + +  v  r ^ "  i =  — + " ‘ jj

. -9 -t ■9X R e  V

~5U

3X
= 0  .

( 1 . 1 . 8 )
>
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D a l j e  se p re laskom na g r a n i č n i  p r o c e s ,  Re->® ,u s i s t emu j e d n a č i n a  

( 1 . 1 . 8 ) ,  i s t i  s v o d i  na

4 + u ™
'a-t: 3x

+ v 4

■f i  #•T u
*

— O

-#
a v

3X

T HP U 7
3x

=  o ( 1 . 1 . 9 )

Druga j e d n a č i n a  s i s t e m a  ( 1 . 1 . 9 )  p o k a z u j e  da p r i t i s a k  p ne z a v i s i  

od poprečne  k o o r d i n a t e ,  t ako  da se može u v e s t i  u o b i č a j e n a  

p r e d p o s t a v k a , da j e  p = p ( x , t ) ,  i ako  se promjena p r i t i s k a  upravno na 

g r a n i č n i  s l o j  o d r e d j u j e  redom v e l i č i n e  d e b l j i n e  g r a n i č n o g  s l o j a  S 
jj55[]. Vr aćan j  em u s i s t emu ( 1 . 1 . 9 )  na d imenz ione  v e l i č i n e  on se s v o d i  

na konačni  o b l i k :

+  u 3 U + v ^  =

1
+ v ^ ,

a  u  a v  

■ + ■  — “

■3 - L
• ^

s 3 X 3 X

Za potpuno matemat i čko d e f i n i s a n j e  p rob lema  neophodno j e  

p r o p i s a t i  i  o d g o v a r a j u ć e  p o č e t n e  i  g r a n i č n e  u s l o v e  k o j e  t r a ž e n e  

v e l i č i n e  moraju z a d o v o l j i t i ,  i  t o :

U. — 0 , V =  0 20. U - > U W )  za. ij-> oo ;
. « ,  ’  6 ( 1 . 1 . 1 1 )  

ia . -t =  > l l  =  UQ(-fc, aj) z oi X = X Q .

Ovim gr an ič n im  i  poče tn im  u s l o v im a  ( 1 . 1 . 1 1 ) ,  p r o p i s u j e  se  da, p r i  

s t r u j a n j u  f l u i d a ,  podužna i  po pr e čna  komponenta b r z i n e  na p o v r š i n u  

t i j e l a . _ i . k o j e  se o p s t r u j a v a  d o b i j a j u  v r i j e d n o s t i  o d g o v a r a j u ć i h  

komponenata b r z i n e  t i j e l a .  Za t im ,  da na s p o l j a š n j o j  g r a n i c i  

g r a n i č n o g  s l o j a  v r i j e d n o s t  podužne komponente b r z i n e  t e ž i  

v r i j e d n o s t i  b r z i n e  u s p o l j a š n j o j  s t r u j i .  I  t a k o d j e ,  da su p o z n a t i  

p r o f i l i  podužne komponente b r z i n e  s t r u j a n j a  f l u i d a  u nekom 

t renu tku  vremena u c i j e l o m  gran ičnom s l o j u  a u nekom poprečnom 

p r e s j e k u  u svakom t renu tku  vremena .  P r i j e  nego  š t o  se  p r e d j e  na 

r e š a v a n j e  s i s t e m a  j e d n a č i n a  ( 1 . 1 . 1 0 ) sa g r a n i č n i m  i  po č e tn im  

u s l o v im a  ( 1 . 1 . 1 1 ) t r e b a l o  b i  d o k a z a t i  teoremu o e g z i s t e n c i j i  i  

j e d i n s t v e n o s t i  n j e g o v o g  r e š e n j a .  Med ju t im ,  mora se k o n s t a t o v a t i  

da u ovom t renu tku  ta kva  t eo rema  ne p o s t o j i  i  da s e , j o š  u v i j e k ,  sa 
sada šn j im  znanj ima-  raatematike ne raože d o k a z a t i .

BERNOULLI-jeva j e d n a č in a  p r i m i j e n j e n a  na f l u i d  u
s p o l j a š n j o j  s t r u j i  omogućava cja se g r a d i j e n t  p r i t i s k a  i z r a z i  
r e l a c  i j  om

_ jL: 2L  = 4- ( j —  •
S  3 * .  34 : 3 *

( 1 . 1 . 1 2 )



l o

Zamjenom g r a d i j e n t a  p r i t i s k a  u s i s t em u  j e d n a č i n a  ( 1 . 1 . 1 0 )  

r e l a c i j o m  ( 1 . 1 . 1 2 )  i s t i  se s v o d i  na o b l i k

"5U

3-fc
4-U.

•3U

"9-fc 3  X "9X 3X  3aJ
( 1 . 1 . 1 3 )

Prema tome, za i z u č a v a n j e  posmatranog  prob lema neophodno de 

r i j e š i t i  s i s t e m  j ednač  ina ( 1 . 1 . 1 3 )  sa g r a n i č n im  i  poče tn im  

u s lo v im a  ( 1 . 1 . 1 1 ) .  F o r m i r a n j e  metode za n j e g o v o  r e š a v a n j e  

i z v r š i ć e  se p o s l i j e  a n a l i z e  metoda t e o r i j e  ra vanskog  g r a n i č n o g  

s l o j a .  Kako su za k o r i š đ e n j e  t i h  metoda neophodn i  o d r e d j e n i  

i n t e g r a l n i  o d n o s i ,  u nas tavku će  se  i z v e s t i  j e d n a č i n a  impulsa i  

j e d n a č i n a  energ  j e .

L V

2. jednaCin a  im pulsa

S l i j e d e ć i  dobro  poznatu KARHAh-ovu i d e j u  kod

i z v o d j e n j a  j e d n a č i n e  impulsa  s t a c i o n a r n o g  r ava nskog  g r a n i č n o g  

s l o j a ,  i  za o va j  u o č e n i  p rob lem se p o l a z i  od p r v e  j e d n a č i n e  

s i s t e m a  ( 1 . 1 . 1 3 )  n ap i sa ne  u o b l i k u :

311 , 3<U > ) ^ (d -V ) _  j  U I M 9 L l . j
3-fc + ' 3-fe 3 *

( 1 . 2 . 1 )

i  d ruge j e d n a č i n e  i s t o g  s i s t e m a  pomnožene sa U ( x , t )  i  nap i sane  u 

o b 1 iku :

+ -f“(Uv)= U —  # ( 1 . 2 . 2 )
^ X  9 x

Oduzimanjem j e d n a č i n e  ( 1 . 2 . 2 )  od ( 1 . 2 . 1 ) ,  d o b i j a  se  j e d n a č i n a

f t  ( 1 U -u) ■ W U --“)] + I tj [v(U-U)]=-(u - u) ^  - ^ , ( 1 . 2 . 3 )

Ci jom se formalnom i n t e g r a c i j o m  po p r o m e n l j i v o j  y od 0 do oo d o b i j a

0 o o d J —0

P n  tome j e  i z r a z  [ v ( ( J - u ) ] y = o  i z j e d n a č e n  sa  l iulom š t o  p r o i z i l a z i  

i z  g r a n i č n i h  u s l o v a  ( 1 . 1 . 1 1 ) .  I s to v r e ra en o  j e  u z e t a  u o b z i r  i  

č i n j e n i c a  da za y —> i z v o d  podužne  b r z i n e  u po pop r e čno j
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k o o r d i n a t i  y t e ž i  n u l i  t j  . ( ~ ) — + 0  , k o j a  p r e d s t a v l j a  z a h t j e v

da b r z i n a  g r a n i č n o g  s l o j a  n e p r e k i d n o ,  b e z  skokova,  p r e l u z i  u 

b r z in u  s p o l j a š n j e g  s t r u j a n j a .  Ako se  p r e t p o s t a v i  e g z i s t e n c i j a  

i n t e g r a l a
co  ̂ ^ co ^

j u ( U - u ) d i j  =U S 5 | (  (J-U-)d^ = U& , ( 1 . 2 . 5 )

o o

i  d o p u s t i  mogućnost  zamjene reda  i n t e g r a c i j e  i  d i f  e ren c iir  an j  a u 

n j ima ,  j e d n a č i n a  ( 1 . 2 . 4 )  s v o d i  se  na j e d n a č i n u :

| L ( u S * ) +  | L ( u V , ) + U S , | y - - ^  =  0  , ( 1 . 2 . 6 )

d e b l j i n a  i s t i s k i v a n j a ,
ae>

d e b l j i n a  g u b i t a k a  impulsa,

(1.2.7)

( 1 . 2 . 8 )

V m )=a (!t ) a -2-9)
i  *J=0

napon t r e n j a  na t i j e l u .

I z v e d e n a  j e d n a č i n a  ( 1 . 2 . 6 )  p r e d s t a v l j a  j e d n a č i n u  impulsa  

uočenog prob lema k o j i  se  u ovom radu p r ou č a v a .  Z a v i s n o  od p o t r e b e ,  

ona se može n a p i s a t i  i  u d r u g a č i j i m  o b l i c i m a .  I z o s t a v 1j a n j em  p r v o g  

č l a n a ,  p a r c i j a l n o g  i z v o d a  po v remenu, j e d n a č i n a  ( 1 . 2 . 6 ) p r e l a z i  u 

j e d n a č i n u  impulsa za  o d g o v a r a j u ć i  s t a c i o n a r n i  p r o b l e m .

3. JEDNACINA energije

• P r i j e  i z v o d j e n j a  j e d n a č i n e  e n e r g i j e  s l i j e d i  se  p o z n a t a  

WIEGHARDT-ova i d e j a  [ 66]  kod i z v o d j e n j a  j e d n a č i n e  e n e r g i j e  

s t a c i o n a r n o g  ravanskog  g r a n i č n o g  s l o j a .  U tom c i l j u  p o l a z i  wse od 

P r v e  j e d n a č i n e  s i s t e m a  ( 1 . 1 . 1 3 )  p r e t h o d n o  pomnožene podužnom 
komponentom b r z i n e  i  n ap i s a n e  u o b l i k u :
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U ^U +  ut3li + u v 3 u  - U 3lJ +U.U , u  + v a
"S t 3-t 9x

Zatim se iz d ruge j ednač ine i s  tog s istema

( 1 . 3 . 1 )

komponenta b r z ine  u obl iku

= _  1 SU d-u , J 3* « 7
o

( 1 . 3 . 2 )

i i s t a  zamjenjuje  u jednač inu ( 1 . 3 . 1 ) ,  tako da se ona -svodi na 
j  ednač inu

■uio-io + u1—  -uUi^ = ■Su.ta .
Si 1 9X J3x  ̂ 3x ( 1 . 3 . 3 )

Formalnom in teg rac i j om  jednač ine  ( 1 . 3 . 3 )  po promen1j i v o j  y od 0 do 

oo,ona se d a l j e  svod i  na
^  | ^  ^ oO

= - v J u ^ .  <1 . 3 . 4 ,
° 0 d ° C. d

Na kra ju ,  uvodjenjem predpostavke o e g z i s t e n c i j i  i n t e g r a l a  ( 1 . 2 . 5 )  
i i n t e g r a l a

oo 00

) ^  = U  , \ l ^ r : ; aii =  u  e , ( 1 . 3 . 5 )
o o

i dopuštanjem zamjena reda i n t e g r a c i j e  i  d i f e r e n c i r a n j a  u nj ima,  
uz ko r i šđen j e  g ran ičn ih  u s lova  ( 1 . 1 . 1 1 ) ,  j e d n a č in a  ( 1 . 3 . 4 )  svodi  
se na jednač inu

* *

u*!f+£(uY*)+u3!i< + i u s * * ¥

u ko jo j  j e :

- 2 , V U  e  =  0 , ( 1 . 3 . 6 )

oo

( 1 . 3 . 7 )

d e b l j i n a  gub i taka  e n e r g i j e ,  a

oo

e cx
( 1 . 3 . 8 )
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Opštost  ove jednač ine  e n e r g i j e  za n e s t a c i o n a rn i  g r a n i č n i  s l o j  

( 1 . 3 . 6 )  og leda  se u tome, što zanemarivanjem p a r c i j a l n i h  izvoda po 
vremenu, ona p r e l a z i  u jednač inu e n e r g i j e  za o dgo va ra ju ć i  

s t a c i o n a rn i  problem.



II - GLAVA
IZ B O R  SAVREMENE METODE U O PŠTE NE  SLIČNOSTI Z A  R A Z M A T R A N J E

N E STA C IO N A R N O G  PRO BLE M A

Kao što j e  u uvodu i  rečeno, istovremeno sa razvojem 

t e o r i j e  graničnog s l o j a  i  metoda za njegovo rešavanje  r a z v i j a  se i 
višeparametarska metoda, koja d o b i j a  puni razvoj  po jav l j iv an jem  

rada LOJCJANSKOG £l9] podst ičuć i  mnoge druge i s t r a ž i v a č e  da se 

pozabave njenim razv i jan jem [20 ]̂ , [|2l]| , []223» [67] , [6 8 ],  [69 ] , [7(5].
Kod metode LOJCJANSKOG [ l 9 ] , osnovne jednač ine  graničnog  

s l o j a ,  uvodjenjem novih promen1j i v i h , se transformišu  na ob l ik  

ko j i  u seb i  i graničnim uslovima ne s ad r ž i ,  e k s p l i c i t n o ,  

k a r ak t e r i s t ik e  svakog pa r t iku la rnog  zadatka,  tako da se d o b i j e n i  

o b l i k  takve jednač ine  naziva  un ive rza ln im . Un ive rza ln i  o b l ik  
višeparametarske metode može b i t i  i n t e g r a l n o - d i f e r e n c i j a l n i  i l i  

samo d i f e r e n c i j a l n i , zavisno od toga da l i  se u un iverza lno j  

j ednač in i  j a v l j a j u  i n t e g r a l n o - d i f e r e n c i j a l n i  funkcional i  i l i  samo 

d i f e r e n c i j a l n i  f unkc iona l i  taženog r e šen j a .  Kako j e  univerza lna  

j ednač ina  sa graničnim uslovima nezav isna  od ka r a k t e r i s t ik a  

pa r t iku larnog  problema ( s p o l j a š n j e g  s t r u j a n j a ) ,  to se ona u nekom 

p r i b l i ž e n j u  može jednom za u v i j ek  r i j e š i t i .  Tako dob i j ena  

univerza lna  r ešen ja  se na pogodan način sačuvaju i  ko r i s t e  za 

proračun konkretnih zadataka.  P r i  kor išđenju  o b l i k a  LOJCJANSKOG 

[l9 ] mora se za svaki  konkretan s luča j  i z v r š i t i  i i n t e g r a c i j a  

j ednačm e  irapulsa, dok p r i  kor i ščen ju  ob l ik a  SALJNIKOV-a [ 22]  i  
PAPKOV-a [68 ] ova i n t e g r a c i j a  otpada.

1. INTEGRALNO-DIFERENCIJALNI OBLICI VIŠEPARAMETARSKE 

METODE

Kroz ana l izu  osnovnih radova,  i zn os i  

i n t e g r a l n o - d i f e r e n c i j a l n o g  o b l i k a  v išeparametarske  

počin je  sa pokušajem da se s t r u j n a  f u n k c i j a  

t ransformisane  jednač ine graničnog  s l o j a
■ : i i

3 X 3 ^  3 X  7 7  +  V  V i j 3

se razvoj  
metode, ko j i

t j  . rešenj  e

( 2 . 1 . 1 )
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sa graničnim uslovima

4^ =  0  ,  —  =  0  za. =  0  *, z a  T j - > o o ;  S= U . Q ( t j )  z c l /  =  X Q ,  ( 2 . 1 . 2 )

pre tpos tav i  u nekom novom svrsishodnom ob l iku .  Prve pokušaje  u tom 

smislu č in i  FALKNER [4] , a na s v r s i s h o d n i j i  način,  k a s n i j e ,  to
č in i  5KAD0V u radovima [l4 ] , [ l5 ]  i  [ l6 ]  . Na današnjem stupnju
razvo j a  višeparametarske metode, pomenuti radovi  imaju č i s t o  

i s t o r i j s k i  karakter ,  a l i  se ipak mora konstatovat i  da u njima ima 

interesantn ih  ide ja  koje s u , i  pored toga što n i j e su  dovedene do 

kra ja ,  u t i c a l e  na d a l j i  razvoj  ove metode.
LOJCJANSKI 1965 godine pub l iku j e  fundamentalni  rad [ l 9 ] , 

ko j i  j e  do danas veoma aktuelan.  U radu se uvode nove promenl j ive  

u o b l i k u :

X = x , -M = —  7 , t  = — 2_  cf* (X ,7) (2 . 1.3 )
1 Do D 0

u kome j e  D<=> normirajuća konstanta. Posredstvora novih promen l j iv ih
( 2 . 1 . 3 )  j ednač ina ( 2 . 1 . 1 )  t rans formiše  se na jednačinu

B,1 d 1u ’ L s 7 57 3>1 3 * 3 7 ^ ’ ( 2 1 -4 )

gdje  j e :

F  = U Z
#■* ■#*

ž  —
S * *

( 2 . 1 . 5 )

a g ran ičn i  u s l o v i  ( 2 . 1 . 1 )  nakon ove t r an s fo rm ac i j e  po s ta ju :

1 P»cb Scb , l 4>a
4> = o ,  - i  = 0  *«• 7 = 0 ;  rr->-1 = m X -x0 . ( 2 . 1 . 8 )

Koriščenjem us lova  da se za s l u č a j  U = const ,  t j  . f  = 0 jednač ina
( 2 . 1 . 4 )  svodi  na BLASIUS-ovu jednač inu problema ravne p loče  ^3j i  
koriščenjem BLASIUS-ovih r e z u l t a t a ,  d o b i j a  se za normirajuću  

konstantu Do=0.470. D a l j e  se u svo j s tvu  nezavisno p romen l j iv ih  
uvodi beskonačni skup parametara

jc

(  K- =  1) 2., • - • ) ( 2 . 1 . 7 )
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č i j i  se prv i  element fi poklapa sa parametrom ob l ika  

jednoparametarskih metoda [ l 2 j  , tako da se jednač ina  ( 2 . 1 . 4 )  

t rans formiše  na jednačinu

22*+<£±MiUi* i k  e r.■34* '»4>_  c,cF -I

3?
( 2 . 1 . 8 )

u koj oj j  e

0=[(-ic' 1H +k'f1 ̂ ( 2 . 1 . 9 )

a g ran ičn i  u s l o v i  ( 2 . 1 . 6 )  posta ju

£  = 0, ^  = 0  ̂= • «4>=<̂ ( )̂ za.4^0 (k=1(2.,-)- ( 2 .1. 1 0 )

Da b i  j ednač ina  ( 2 . 1 . 8 )  b i l a  nezavisna  od k a r a k t e r i s t ik a  

par t iku larnog  strujanjaneophodno j e  v e l i č i n u  F i z r a z i t i  kao 

funkci ju  parametara fk , čime i v e l i č i n a  po s ta j e  f u n k c i j a  i s tog  

skupa parametara.  U pomenutom radu se ona od red ju j e  korišćenjem  

j ednačine  impulsa posmatranog problema tako da se d o b i j a  da j e

F  = i’ -C i+ H )* ,] ( 2 . 1 . 1 1 )

gdje  j e

Sa funkcijom F odredjenom u ob l iku  ( 2 . 1 . 1 1 )  j ednač ina  ( 2 . 1 . 8 )  j e  

univerza lna ,  i  ima i n t e g r a l n o - d i f e r e n c i j a l n i  o b l i k .  Medjutim, tek 

p o s l i j e  i n t e g r a c i j e  same jednač ine  ( 2 . 1 . 8 ) ,  moguće j e  o d r e d i t i  

funkci ju  F ( 2 . 4 . 1 1 ) .  P o s l i j e  r ešavan ja  jednač ine  ( 2 . 1 . 8 )  u nekom 

p r i b l i ž e n j u ,  potrebno j e  i n t e g r a l i t i  običnu d i f e r e n c i j a l n u  
jednačinu prvog reda

d z "  F(U ’^**, U l/ V 1",*.. .)
d.x _  U  ( x )  ’ ( 2 . 1 . 1 3 )

što u s tv a r i  p r e d s t a v l j a  jednač inu impulsa posmatranog problema. Na 

t a j  način se n a l a z i  r a s p o d j e l a  6 ( x ) i  z~ ( x )  š t o  p r e d s t a v l j a  

rešen je  pa r t iku l a rnog  zadatka.  Rešavanje j ednač ine  ( 2 . 1 . 8 )  vršeno
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j  e u jednoparametarskora, dvoparametarskom-lokalizovanom i
dvoparametarskom-punom p r i b l i ž e n j u ,  i tako do b i j en i  u n i v e r z a ln i  

r e z u l t a t i  korišdeni  su za proračun graničnog s l o j a  na kružnom 

c i l i n d r u .  Uporedj ivanj em sa tačnim rezu l tat ima TERILL—a E??]
zapaža se da su odstupanja v r l o  mala. Podstaknuti  veoma dobrim 

rezu l ta t ima  koje da je  metoda LOJCJANSKOG, mnogi i s t r a ž i v a č i  j e  

primenjuju i p r o š i r u ju  na r a z l i č i t i m  problemima graničnog s l o j a .  

Izmedju o s t a l i h ,  BORIČIČ [65 ] v r š i  p r o š i r e n j e  na problem 

stacionarnog  MHD graničnog s l o j a  n e s t i š l j i v o g  f l u i d a ,  3ISKIMA 3] 
na problem graničnog s l o j a  na poroznim površinama, KAPUSTIANSKI 

[74] na p r cb l  em temperaturskog graničnog s l o j a ,  KARJAKIN [7 5 ] na 

problem s t r u j a n j a  provodnog f l u i d a  u prostornom laminarnom 

graničnora s l o j u  pod uticajem poprečnog magnetnog p o l j a ,  ZOLOTOV 

[7 6 ], [7 7 ] na problem temperaturskog graničnog s l o j a  p r i  prirodnom 

konvektivnom s t ru j a n ju  oko v e r t i k a ln e  z ag r i j a n e  p loče .
I pored dobrih  r e z u l t a t a  u t e o r i j i  nestacionarnog  

graničnog s l o j a  koje j e  DJURIO pr ikazao  u svoj im ran i j im  radovima 

[33] , [j34] , [35j , [^36j , [37] , za d a l j e  i s t r a ž i v a n j e  [38j on
p r o š i r u j e  metodu LOJCJANSKOG na nes tac ionarn i  s l o j  tako što uzima 

da br z ina  na s p o l j a š n j o j  g r a n i c i  g raničnog  s l o j a  razdva ja  

promenl j ive ,  t j . ima o b l ik
U ) =  V ( * ) J l ( - f c )  ( 2 . 1 . 1 4 )

u kome su V ( x )  i  f i ( t )  d i f e r e n c i j a b i l n e  f u n k c i j e .  Ovdje se 

univerza lna  jednač ina  d o b i j a  uvodjenjem t r i  beskonačna skupa 

parametara u svo j s tvu  nezav isn ih  promen1j i v i h , a rešava  se tako 

što se rešen je  r a z v i j a  ureJ.Ovaj o b l i k  v išeparametarske  metode, 
kasni je  p r o š i r u j u ,  na r a z l i č i t e  nestac ionarne  temperaturske  

granične s l o j e v e  DJURIĆ [39] , CIJAN [78_j , [79"] i  SALJNIKOV, 
CIJAN, DJUKIČ [80 j ,  a T.A3K0VI0 [8 1 ] . [8 2 ] na nes tac ionarn i  MHD 

temperaturski  g r an ičn i  s l o j . U svim navedenim radovima b r z in a  j e  

o b l ik a  ( 2 . 1 . 1 4 ) ,  a re šen je  un ive rza lne  jednač ine  od red ju j e  se 

razv i jan jem i s tog  u red.
Metodu LOJCJANSKOG, BUSMARIN I BASIN 1972 godine  u radu 

[4 4 ], p ro š i ru ju  na nes tac ionarn i  ravanski  laminarni  g r a n i č n i  s l o j  

n e s t i š l j i v o g  f l u i d a  tako što za brz inu  U ( x , t )  u s p o l j a š n j o j  b r z i n i  

uzimaju p ro i zvo l jnu  d i f e r e n c i j a b i l n u  funkc i ju  podužne koordinate x 

i  vremena t .  Un iverza lna  j ednač ina  d o b i j a  se kor išćenjem jednog  

beskonačnog skupa parametara u svo j s tvu  nezav isno  p romen l j iv ih  uz

i' i l lioaropi<u* *  ■
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istovremeno koriSćenje jednač ine  impulsa i  j ednač ine  energ i j e  

posmatranog problema. Ovako dob i j ena  univerza lna  jednač ina  rešava  

se metodom "progonke" u loka lno dvoparametarskom p r i b l i ž e n j u .  

Pored jednog beskonačnog skupa parametara korišćenog u izvod jen ju  
univerza lne  jednačine  nestacionarnog  s l o j a ,  BU3MARIN i  SARAJEV, u 

svojem nešto kasnijem radu [45j uvode, uz kor išćen je  impulsne 

j ednač ine ,  i jedan konstantni  parametar,  ko j i  naža lo st  sužava  

klasu funkc i j a  s p o l j a š n j e  brz ine  za koju j e  dob i j ena  univerza lna  

j ednač ina  tačna. Ovaj ob l ik  višeparametarske metode p ro š i r u j e  se 

na problem nestacionarnog laminarnog temperaturskog graničnog  

s l o j a  [83j i na p e r i o d i čn i  g r an ičn i  s l o j  sa ve l ik im Struhalovim 

bro j  evima [8 4 ],
Druga grupa i s t r a ž i v a č a  [ŽoJ , ^2lJ , [[22j , |[67j * C^8j ’

uočava juć i  nesporni  k v a l i t e t  ovoga ob l ik a  višeparametarske metode, 
ž e l i  da ga u p ro s t i  u d i j e l u  proračuna konkretnih pr im jera .  P rv i  u 

tome u sp i j e v a ju  SALJNIKOV i OKA u svojem radu £20j ’ U kojem 
uočavaju da j e  od b i tnog  u t i c a j a  na konvergenci ju re š en j a  upravo 

i zbor  skupa parametara.  Zato SALJNIKOV sa svoj im saradnicima  

n a s t a v l j a  sa i s t r a ž i v an j im a  sa c i l j em  da k o r i s t i  iskustvo o 

e f ikasno j  p rakt i čno j  pr imjeni  univerza lnog  r e š en j a ,  stečenog u 

radu [[20j ’ da zad rž i  skup parametara LOJCJANSKOG, koj i
obezb jed ju j e  metodi dobru brzinu k on ve rgen c i j e . Put ka ovom c i l j u  

t r a s i r a  se u radu [2 lj u kome se dob i j ena  un ive rza lna  jednač ina ,  

za konstantnu v r i j e d n o s t  uvedenog parametra B, svod i  na jednačinu  

LOJCJANSKOG ( 2 . 1 . 4 )  jjl9j , što dovodi  do zak l j učka  da j e  d o b i j en i  

o b l ik  višeparametarske  metode uopštenje  metode LOJCJANSKOG. 
Medjutim u pomenutom radu jj2 lj o s t a j e  otvoreno p i t a n j e  jedne  

funkc i je  i  jedne konstante od ko j ih  značajno z a v i s i  tačnost  

re šen ja  p a r t i k u l a r n ih  p r im je ra .  U c i l j u  o t k l a n j a n j a  uočenog 

nedostatka SALJNIKOV 1978 godine,  pu b l i k u j e  rad ^22JJ u kome u 

jednom . zaokruženom ob l iku  i znos i  r e z u l t a t e  t i h  i s t r a ž i v a n j a . U 

radu se n a j p r i j e  uvode t rans fo rm ac i j e

yj2. i -1 / 6-1 -1/1.
x = x ,  y =  {J° ^ (aoVW  dx) > I ( 2 . 1 . 1 5 )

u kojima su ao i b° p r o i z v o l j n e  konstante,  tako da se jednačina  

graničnog s l o j a  ( 2 . 1 . 1 )  svodi  na novi  o b l i k  k o j i  se uvodjenjem 

parametara LOJCJANSKOG ( 2 . 1 . 7 ) ,  u sv o j s t v u  novih nezavisno
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promenlj iv ih ,  konafino t rans fo rmiše  na jednačinu

f4> 3<J> \

u kojoj  j e
oo

( 2 . 1 . 1 6 )

( 2 . 1 . 1 7 )

Granični  u s lov i  ( 2 . 1 . 2 )  se,  p o s l i j e  sprovedenih t r a n s f o r m a c i j a , 
poklapaju sa graničnim uslovima ( 2 . 1 . 1 0 ) .  Autor u pomenutom radu 
odred ju j e  p ro izvo l jn im  konstantama ao i bo konkretne brojne  

v r i j e d n o s t i  u iznosu
0Lo=  O . 4 4 0 &  i  1d0 =5 .714  - ( 2 . 1 .1 8 )

P o s l i j e  i n t e g r a c i j e  univerza lne  jednač ine  ( 2 . 1 . 1 6 ) ,  u odredjenom 

p r i b l i ž e n j u ,  prorafiun konkretnih pr imjera  svodi  se na kor išćenju  

formula

gd je  je

( 2 . 1 . 2 0 )

i gdje  su v e l i č i n e  A, B i $ " ( o )  s računate  već u procesu 

i n t e g r a c i j e  univerza lne  jednač ine  ( 2 . 1 . 1 6 ) .  R e zu l t a t i  d o b i j en i  

rešavanjem univerza lne  jednač ine  ( 2 . 1 . 1 6 )  u jednoparametarskom i 
jednoparametarskom-lokal izovanom p r i b l i ž e n j u ,  k o r i s t e  se za 

proračun ops t ru javan ja  kružnog c i l i n d r a  i  tako d o b i j e n i  r e z u l t a t i  

se porede sa tačnim TERILL-ovim [72^ rezu l t a t im a .  i a p a ž a  se da su 

r e z u l t a t i ,  s r ačunat i  korišđenjem ove metode SALJNIKOV-a, v r l o  

b l i z u  tačnih r e z u l t a t a  koje j e  TERILL dobio  v r š e č i ,  metodom 

konačnih r a z l i k a ,  d i rektnu numeričku i n t e g r a c i j u  odgovara juđih  

j ednač ina  graničnog s l o j a .  Ova metoda se p r o š i r u j e  i  na druge  

s l o ž e n i j  e modele s tac ionarnog  graničnog  s l o j a ,  tako što SALJNIKOV 

i  BORIčIč u radu [8 5 ] proučavaju s t r u j a n j e  s t i š l j i v o g  f l u i d a ,  a u 

radu |[86] magnetohidrodinamička s t r u j a n j a ,  SALJNIKOV i  DJUKIĆ [[87 

s t r u j a n j a  "nenjutnovskih s tepen ih "  t e č n o s t i ,  KUKIO [88[[ s t r u j a n j a  

u osnosimetričnom graničnom s l o j u  na obrtnim t i j e l i m a ,  TUPURKOVSKA
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[89] s t r u j a n j a  u ravanskom graničnom s l o j u  na t i j e l i m a  sa poroznim 
konturama, NIKODIJEVIČ u radu [90]  v r š i  p r o š i r e n j e  na 

osnos imetr ični  MHD g ran ičn i  s l o j  na obrtnim t i j e l i m a ,  OBROVIĆ, 
SALJNIKOV i BORICIČ [9 l ]  proučavaju zamrznuto s t r u j a n j e  idealno  

di soc i ranog  gasa,  a SALJNIKOV i IVANOVIC [92] , [93] st  r u j a n j e  u MHD 

gran ičnom s l o j u  na poroznim zidovima sa usisavanjem i l i  

izduvavanjem. Medjutim, zapaža se da, do danas, p r o š i r e n j e  ove 

metode n i j e  i zvršeno na nestacionarne probleme.
Potrebno j e  ovdje spomenuti i  rad PAPK0V-a[68] u kome on 

č i n i  pokušaj da odredi  vezu izmedju r a z l i č i t i h  ob l ik a
višeparametarske metode u t e o r i j i  graničnog s l o j a .  Upored ju juč i  

k o e f i c i j e n t  t r e n j a  sračunat ovom metodom za pr imjer  kružnog 

c i l i n d r a  sa rezu l tat ima  dobi jenim metodom LOJCJANSKOG [19] , zapaža 

se da u odnosu na tačna TERILL-ova r e šen j a ,  ovaj o b l ik  

višeparametarske metode da je  t ačn i ju  v r i j e d n o s t  tačke odva jan ja  

graničnog  s l o j a .  Pored toga što j e  potrebno i z v r š i t i  ana l izu  

parametara PAPKOV-a od značaja  b i ,  takodje ,  b i l o  uporedj  ivan je  

r e z u l t a t a  SALJNIKOV-a [ 22]  sa ovim rezu l t a t ima ,  a l i  kako sva ova 

p i t a n j a  t raže  i  v r i jeme i  p ros to r ,  njima se ovdje ne posvećuje  

pažnja,  j e r  b i  t r eba lo  da budu predmet i s t r a ž i v a n j a  jednog  

posebnog rada,  tim p r i j e  što ova metoda n i j e  proš i r ena  na 

nestac ionarne  probleme graničnog  s l o j a .

2. DIFERENCIJALNI OBLICI VlSEPARAMETARSKE METODE

Na osnovu l i t e r a t u r e ,  može se z a k l j u č i t i  da su
d i f e « n c i j a l n i  p r i s tu p  u i s t r a ž i v a n ju  v išeparametarske  -metode u 

t e o r i j i  g raničnog  s l o j a ,  medju prvima k o r i s t i l i  SALJNIKOV i OKA u 

svom radu [ 20]  . U radu se k o r i s t e  GORTLER-ove promenl j ive  M  • 
tako da se jednač ina  graničnog  s l o j a  ( 2 . 1 . 1 )  t rans formiše  na novi  

o b l ik  u kome su k a r a k t e r i s t i k e  s p o l j a š n j e g  s t r u j a n j a  z a s tup l j ene  

posredstvom GORTLER-ove "g lavne  f u n k c i j e " . D a l j e  se,  u svo j s t vu  

nezavisn ih  p r o m e n l j i v ih , uvodi  beskonačni  skup parametara č i j i  j e  
p rv i  .član GORTLER-ova "g la vna  f unkc i j a "  i tako se dob i j ena  

j ednač ina  t rans formiše  na u n i v e r z a ln i  o b l i k  k o j i  ne s ad r ž i  ni  
jedan fakto r  ko j i  b i  t r a b a l o  s r ačuna t i  tek p o s l i j e  r e š avan ja  same 

j ednač ine ,  što smanjuje vr i j sm e  rada e lek tronskog  računara.
P o s l i j e  rešavan ja  dob i j ene  un ive rza ln e  j ednač ine  u nekom
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p r i b l i ž e n j u  , prorafiun pa r t i k u l a r n ih  pr im je ra  svodi  se na direktno  

koriSćenje formula koje se u radu da ju.  Uporedj ivanjem r e z u l t a t a  

uočava se da oni v i š e  odstupaju od tafinog TERILL-ovog [7 2 ] rešenj  a 

nego što j e  to s luča j  sa rezu l t at ima  LOJCJANSKOG £l9j . Uzrok ovog 
odstupanja j e  nepovol jan izbo r  beskonačnog skupa parametara.

Kor is ted i  ovaj o b l ik  višeparametarske metode, SALJNIKOV 

i DJORDJEVIČ u radu [ 94]  rešava ju  problem ravanskog temperaturskog  

graničnog s l o j a ,  a u [9 5 ] temperaturski  g r a n i č n i  s l o j  sa  

TANI- jevim raspodjelama s p o l j a š n j e  b rz ine .  DJUKIČ u radu [4 l ]  
usp i je va  da ovaj o b l ik  p r o š i r i  na nestacionarne  probleme graničnog  

s l o j a  sa rasporedom brzine  na s p o l j a š n j o j  g r a n i c i  k o j i  razdva ja
promenl j ive,  dok se univerza lna  jednač ina ,  dob i j ena  uvodjenjem dva 

beskonačna skupa parametara,  rešava  razv i jan jem rešen ja  u r e d . 
SALJNIKOV [40] i SALJNIKOV i DJUKIO [43 ] dodatno uopštavaju ovaj  
ob l ik ,  i ako raspored brzine  na s p o l j a š n j o j  g r a n i c i  graničnog  

s l o j a  U ( x , t )  zadržava ju  i st im.  U radu [42 ] DJUKIO-u u sp i j e va  da 

sa brzinom U ( x , t )  u obl iku p ro i z v o l jn e  d i f e r e n c i j a b i l n e  funkci j e  

p r o S i r i  ovaj o b l i k  višeparametarske metode na problem
nestacionarnog graničnog  s l o j a .

Imajuđi  u vidu da j e  v e l i č i n u  F kod o b l i k a  LOJCJANSKOG 

[19] moguće o d r e d i t i  tek p o s l i j e  r ešavan ja  same jednač ine ,  kao i to 

da j e  za rešavan je  p a r t i k u l a rn ih  zadataka neophodna i n t e g r a c i j a  

impulsne jednač ine ,  j a v i o  se r a z l o g  kod mnogih i s t r a ž i v a č a ,  pa i  
kod LO.JCJANSKOG da se ovi  problemi p r evaz id ju ,  a na roč i to  p o s l i j e  

pub1ikovanj a radova HISLAVSKE [69 ] 1 BUSMARIN-a [9 6 ] . Tako
LOJCJANSKI u [7 l ]  p r e v a z i l a z i  problem o d r e d j i v a n j a  v e l i č i n e  F 

tako Sto se pored skupa parametara ( 2 . 1 . 7 )  uvodi  i  novi  skup
parametara

=  U  ž  ± 1  
*  d * *

( tc _ 11 z , .  • - )
( 2 . 2 . 1 )

č i j  i  j e  prv i  element v e l i č i n a  F. Tako dob i j ena  un ive rza lna  • 
j ednač ina  j e  č i s t o  d i f e r e n c i j a l n o g  karakte ra  j e r  u s e b i  ne sad rž i  

int eg ra lne  funkciona le  t raženog r e š en j a ,  kao š to  j e  to b i o  s luča j  

kod “st a re "  metode LOJCJANSKOG jj-9 ] . Z a k l j u č u j e  se ,  na osnovu 

pored j en ja  r e z u l t a t a  u n i v e r z a ln ih  f u n k c i j a  s računat ih  u
odgovarajućim p r i b l i ž e n j i m a  korišćenjem jednog  i  drugog ob l ika ,  da 

j  e ova "nova" metoda o p š t i j e g  karakte ra .  LOJCJANSKI ovaj
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d i f e r e n c i j a l n i  ob l ik  v išeparametarske metode preporučuje  za 

s l o ž e n i j e  f i z i č k e  modele, što BUSMARIN i STOLETOV čine u radu [46j 
re šava juć i  problem nestacionarnog  graničnog š l o j a .

Kako zbog opš to s t i  koju pruža metoda SALJNIKOV-a [J22J i 
tačnos t i  koju j e  kod stac ionarn ih  problema pokazala,  što se v i d i  

na osnovu učinjene ana l iz e ,  a imajući  u vidu da na nestac ionarne  

probleme n i j e  pr imenj ivana,  to j e  i  r az lo g  da se ona odabere kao 

osnova za formiran je  metode za rešavanje  problema k o j i  se u 
radu razmatra.

ovom



III - GLAVA
PRIMJENA USVOJENE METODE N A  R E Ž A V A N J E  N E S TA C IO N A R N O G  

GRANlCNOG S L O J A  NESTlSLJIVOG FLUIDA

1. UNIVERZALNA JEDNACINA RAZMATRANOG PROBLEMA

P ro š i r e n j e  višeparametarske metode SALJNIKOV-a \ jž 2 ]  na 

nestac ionarni  g r an ičn i  s l o j ,  r e a l i z u j e  se tako što se prvo  

uvodjenjem s t ru jne  funkc i j e  V ' ^ j j r . t )  r e lac i jama

U V
3 *

( 3 . 1 . 1 )

sistem jed

-a1 *

u kojoj  j  e 

Granični  i

nač in;a ( 1. 1 . 13) t r an s f  ormiše na j ednač inu

+

*>t
^ u  + u u ’ +  -/ ^ t

_ , 5
j r

sa " , " ozn ač en izvod po x a sa " . "  izvod
poče ’tni  us lo v i (1. 1.11)  svode s;e sada na

t  = 0
Ut

> ■=  0 2a. 'l
_ -at U(x.,-fc) z a  <j ->oo ;

^  '  *

za. X= ** 1 za. t=-fc0 ■

( 3 . 1 . 2 )

po vremenu 

uslove

( 3 . 1 . 3 )

t .

P os ledn j i  red gran ičn ih  us lova  ( 3 . 1 . 3 )  označava da j e ,  za 

rešavanje  jednač ine  ( 3 . 1 . 2 )  za t>to i  x>xo, neophodno poznavanje  

st ru jn e  funkc i j e  w u c i j e lom graničnom s l o j u  u momentu t=to i u 

nekom poprečnom presjeku x=xo za sve v r i j e d n o s t i  t .
Zatim se uvode nove promenl j ive  u ob l iku

/ _  . r  . ( t - i  . v - V 2x = x 3 -t = -t •, ^ =  U ^ (a cv j u  c dx)
o *

I . --4 t  (>— I — i/l.
=  + ( x ,7 ,4 i ) ( a v ju % 6 * . )  ,

( 3 . 1 . 4 )

koj i  u s tva r i  p r e d s t a v l j a  p r o š i r e n j e  o b l i k a  

SALJNIKOV-a [22~\ na nestac ionarne  probleme.  
novim promenlj ivim ( 3 . 1 . 4 )  j ednač ina  ( 3 . 1 . 2 )

( 2 . 1 . 5 )  i z  rada  

Sa ovako uvedenim 

se,  p o s l i j e  veoma
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opširnog matematičkog proračuna, t rans formiše na jednačinu

'T
• ** ze> r _?ŠL 3jšl 1
----------2 H T , z =iiT F ,+  Ui: Lj ,  3?3< 3X4- ~(x;

Z B> 7 7
^ 3^3x

u kojoj  j e  Bdato  sa ( 2 . 1 . 1 7 ) ,  dok j e  v e l i č i n a  z 

povezana izrazom

i  =  ------

* *

T

( 4 . 1 . 5 )

sa ( 2 . 1 . 1 9 )

( 3 . 1 . 6 )

Odgovarajuđi  g ran ičn i  u s l o v i  za jednačinu ( 3 . 1 . 5 )  poklapaju se sa 

graničnim uslovima ( 2 . 1 . 6 ) .
P re tpos t av1j a j u ć i  d a l j e  da j e  funkc i j a  U ( x , t )  

d i f e r e n c i j a b i l n a  uvodi se u razmatranje jedan beskonačni skup 

parametara

i K^n.
= u*"< cl U

K. + 'M.

-  K. . -n. 5 ( * = < ? « , ( 3 . 1 . 7 )

iz koj ih se zapaža da j e

i- =  u ’ č
5 w **

f  = / /
( 3 . 1 . 8 )

Uvedeni skup parametara ( 3 . 1 . 7 ) ,  k o r i s t e ć i  i de ju  uvodjenja  takvih  

skupova u radovima BU3MARINA i  BASINA [44] i NIKODIJEVIĆA |[48] » 
p r e d s t a v l j a  p r o š i r en j e  skupa parametara LOJCJANSROG [[l9 ] i  
SALJNIKOV-a [ 22] na nestac ionarne  probleme. P r im jećuje  se da se za 

n=o, skup parametara ( 3 . 1 . 7 )  svodi  na skup parametara LOJCJANSKOG
( 2 . 1 . 7 )  za s tac ionarne  probleme. Sada se skup parametara ( 3 . 1 . 7 )  

k o r i s t i  kao nove nezavisne promenl j ive  umjesto x i t, p r i  čemu u 

pomenutom skupu n i j e su  istovremeno k i n jednak i  n u l i .  Ovim 

suženjem iz razmatranja j e  e l im in i san  parametar fo,o j e r  j e  

konstantan. Ovako formul isan skup parametara ( 3 . 1 . 7 )  i z ražava  

u t i c a j  promjene po vremenu i po podužnoj k o o rd in a t i  b r z ine  na 

s p o l j a š n j o j  g r a n i c i  g raničnog  s l o j a ,  t j  . u t i c a j  dinamičkih s i l a  sa 

jedne i p r e d i s t o r i j e  s t r u j a n j a  u graničnom s l o j u  sa druge strane  
na ka r a k t e r i s t ik e  graničnog  s l o j a .
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Za t rans formaci ju  jednač ine  ( 3 . 1 . 5 )  na novi o b l i k ,  sa  

nezavisno promenlj ivim datim skupom parametara ( 3 . 1 . 7 )  odred ju ju  

se prethodno izvodi  k o j i  u n jo j  f i g u r i š u ,  posredstvom i z r a z a

^  V  3*4* ^ k.u jjjj _ y ^  j*. ^
icm=0 KTl {- k,r\. = 0 ■ 'V '- <■ Ktu =0 *."*

Izvodi  parametara fk,n po x i  t ,  ko j  i  se j a v l j a j u  u ( 3 . 1 . 8 )  

odredjuju  se neposrednim d i f e renc i ran jem skupa parametara ( 3 . 1 . 7 )  

i d a t i  su r e l ac i jama :

k,^v> +F't"+n> ^ s W ' F*> <3-l-9)

= +  T  (tc+n)V  “  E K. »  V ’T  > ' <3 • 1 • i o >

u koj ima su

P, (f  ) = (K-  1).-f i  + f  , ̂•" * "  4,0'V ln. 'K(Tu K,n ( 3 . 1 . 1 1 )

a  Cf J  = (k-Dj: + i
xn Ki‘ru 0|i JK,n K,TI-H (3 .1 .1 2 )

F 11 = u 2** , T =« *-ie-

( 3 . 1 . 1 3 )

S t a v l j a j u d i  da j e

p * *  _  [ ] % * * *  — 2 ' U B ’ j g * *

T * *  Z ,*  +  ZE>
I = ž  -  —  *  ,

( 3 . 1 . 1 4 )

i korišdenjem i z r a za  ( 3 . 1 . 8 )  do ( 3 . 1 . 1 3 ) ,  j ednač ina  ( 3 . 1 . 1 5 )  se 
t rans formiše  na j.ednačinu

pf it+ i  U f  ri-^)+^<bi*+T-*vi+ =
D 3̂+vLMa7; a7xJ V  T z  7* 2

=Z  +D,i v  F*)(^Kjtlo1 W  V  ‘ J

( 3 . 1 . 15)
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u kojoj  su jed ino  F , F , T i  T e k s p l i c i t n e  funkc i j e  nezavisno  

promen1j i v ih  x i t ,  izmedju ko j ih  na osnovu ( 3 .1 .13 )  i  ( 3 . 1 . 1 4 )  

postoj  i veza
2,\J&> ** 

r  £
B

; T * l l * - ^ ž * *
D ( 3 . 1 . 1 6 )

Da b i  j ednač ina  ( 3 . 1 .1 5 )  po s ta l a  eksp l i c i tno  nezavisna od 

k a rak te r i s t ik a  s p o l j a š n j e g  s t r u j a n j a  odnosrio po s t a l a  univerza lna ,  

neophodno j e  da se funkc i je  F , F , T i T izraze preko  
v e l i č i n a  koje e k s p l i c i t n o  zav ise  samo od parametara fk.n, a to 

znači  da j e  neophodna e g z i s t a n c i j a  jednakost i

*  *
F = F (fK r t

— ** 
r  — F ) , T-T*(£ ) ,T = T  (i )• (3 .i . i7 )K.-M, K,-H 7 k̂.-n.

Za pokazivanje e g z i s t e n c i j e  jednakost i  ( 3 . 1 . 1 7 )  i 
od red j iv an je  n j ihovog  ek s p l i c i tn og  ob l ik a  ko r i s t e  se jednač ina  

impulsa ( 1 . 2 . 6 )  i j ednač ina  e n e r g i j e  ( 1 . 3 . 6 )  posmatranog problema 
nestacionarnog  graničnog s l o j a .

Medjutim, p r i j e  nego što se p red j e  na pokazivanje  

e g z i s t e n c i j e  ( 3 . 1 . 1 7 ) ,  važno j e  napomenuti da l inearna  razmjera  

poprečne koordinate ( 3 . 1 . 4 )  u graničnom s l o j u  n i j e  funkc i j a  koja  

se u istom obl iku  p o j a v l j u j e  u skupu parametara ( 3 . 1 . 7 )  veđ j e  sa 

njom povezana izrazom ( 2 . 1 . 1 9 )  i ( 3 . 1 . 6 ) ,  dok j e  kod BOGDANOVE 

[97] ,  BUSMARINA i BASINA (44] i  NIKODIJEVIČA [48 ] to b io  s l u č a j .  

Zato s e , k o r i s t e č i  i d e j e  u navedenim radovima [97] ,  [44] i ^48] » 
uzima da d e b l j i n a  gubi tka  impulsa <5** zadovo l j ava  r e l a c i j e

Žr(uV)= i(u*t*‘)t i(us*) (3.1.18)

i.(uV ‘)=2(uV*)+u32f»*+3uV*^-a9t/e . <3119>
3-t 13X

Ovakav način p r i l a ž e n j a  rešavanju  problema, na osnovu r e l a c i j e  

( 3 . 1 . 1 8 )  ograničava i s t r a ž i v a n j a  nes tac ionarn ih  g ran i čn ih  s l o j e v a  

na onu klasu s t r u j a n j a  kod ko j ih  j e  tokom vremena zanemarl j iva  

promjena v e l i č i n e  U^ , što če se na konkretnim primjerima  
pokazat i .
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Uvodjenjem r e l a c i j a  ( 3 . 1 . 1 8 )  i (3 .1  19) u jednačinu  

impulsa ( 1 . 2 . 6 )  i jednačinu e n e r g i j e ,  one se svode, respekt ivno ,

na

± ( u V V u u V - ^  = 0  3* s

\JZ 8 *  +  ( U ZS * * )  =  0

( 3 . 1 . 2 0 )

( 3 . 1 . 2 1 )

. .  *Da l j e  se, u c i l j u  o d red j i v an ja  funkc i j a  F l  F p i še  u 

razvi jenom obl iku izvod po x na l i j e v o j  s t r a n i  jednač ine ( 3 . 1 .2 0 )  
i istovremeno zamjenjuje t an g e n c i j a l n i  napon na t i j e l u  tv izrazom 

( 1 . 2 . 9 )  čime se jednač ina  ( 3 . 1 . 2 0 )  t rans formiše  na jednačinu
i

, m  r  c " \ ~  n
( 3 . 1 . 2 2 )2uu’s + u’s” + uu s --t(ir) = 0

’ K > 0

Hnožeđi ovu jednačinu sa & / (uU )  ona se t rans formiše  na o b l ik

( 2  + H**) u ’ z ** + ?  -  0  ,

u kome s u :
* *  c

H  =

( 3 . 1 . 2 3 )

( 3 . 1 . 2 4 )

Iz i z r aza  ( 3 . 1 . 2 4 )  i ( 3 . 1 . 2 5 )  oč ig ledno  j e  da su v e l i č i n e  H 

funkc i j e  samo uvedenog skupa parametara ( 3 . 1 . 7 ) ,  t j  . H’ * =H' ' ( fk.n) 
i C=C( fk.n) . Tako se iz  jednač ine  ( 3 . 1 . 2 3 ) ,  korišćenjem prv ih  

parametara ( 3 . 1 . 8 )  i i z r aza  ( 3 . 1 . 1 3 )  i ( 3 . 1 . 1 4 )  d o b i j a  da s u :

( 3 . 1 . 2 5 )

* *

f  = z [  i  - u  + i - n ^ j ( 3 . 1 . 2 6 )

k.n=o K.n=o

(3 . 1 . 27)
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što pokazuje,  takodje,  da su funkc i j e  samo uvedenog skupa 

paranietara ( 3 . 1 . 7 ) .  Na ovaj nadin j e  pokazana e g z i s t e n c i j a  prv ih  

j ednakost i  ( 3 . 1 .1 7 )  i  odredjen n j ihov e k s p l i c i t n i  ob l ik .
Za pokazivanje e g z i s t e n c i j e  drugih jednakost i  ( 3 . 1 . 1 7 ) ,  

t j . T* i T**  i od red j iv an je  n j ihov ih  e k s p l i c i t n ih  o b l ik a  p i še  se,  
u razvijenom ob l iku ,  izvod po vretnenu t,  na l i j e v o j  s t r a n i  

j ednačine ( 3 . 1 . 2 1 ) ,  koja se zatim, korišćenjem izraza  ( 3 . 1 . 2 4 ) ,
( 3 . 1 . 8 )  i ( 3 . 1 . 9 )  svodi  na jednačinu

oc>

K.n=o

Z  H
#*

H
=  o ( 3 .1 .2 8 )

k.n.

Zatim se,  koriščenjem i z raza  ( 3 . 1 . 1 0 ) ,  prethodna jednač ina  

t rans formiše  na novi o b l ik  iz koga se posredstvom ( 3 . 1 . 1 3 )  i
( 3 . 1 .1 4 )  d o b i j a j u

<x>

T = - z K.n=o *,>v

H + 1 + 2. > t )f a f
(3.  1.29)

lć/h. = 0 k,"n.

* * .

T -

S g  (4 ) —

5 K,n=o <n U* *  V . - .  K.n' JK^

oo **rY (K  + N P ^ |  r- ** w  -I
/i f e p -------IZl Z iZL T — (H i -/1 )+ Y (K-,-'n-)^ —
1 -  L ?  ć— J

f - z - a "K7t.=o kr̂-n.

K,n=o K.n.

( 3 . 1 . 3 0 )

t j . funkci j e  samo uvedenog skupa parametara ( 3 . 1 . 7 ) .  Na ovaj  način  

su pokazane e g z i s t e n c i j e  j ednakos t i  T i T , i od red jen i  n j i h ov i  
e k s p l i c i t n i  o b l i c i .

Sa funkcijama F * , F * * , T* i T**  u ob l ic ima  ( 3 . 1 . 2 6 ) ,
( 3 . 1 . 2 7 ) ,  ( 3 . 1 . 2 9 )  i ( 3 . 1 . 3 0 ) ,  r espekt ivno ,  j e dnač ina  (3-: 1.15)  j e  

pos ta l a  nezavisna od karaktera  s p o l j a š n j e g  s t r u j a n j a  i može se 

smatrati  univerzalnom jednačinom posmatranog problema
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nestacionarnog ravanskog graničnog s l o j a  n e s t i š l j i v o g  f l u i d a .  

Granični  u s l o v i ,  takodje u n i v e r z a l n i , ' imaju ob l ik

<p =  0  \ | ^ - 0  2 a ^ = 0 ^ - > 1  z «.^-»-co74> =  ^ )  -za. ±k = 0  } ( 3 . 1 . 3 1 )

 ̂ ( K = o , u=o,v-0
problema stac ionarnogu kome j e  $0 ( 77) BLASIUS-ovo rešenje  

graničnog s l o j a  na p l o č i .
Za s l u č a j  da j e  f un kc i j a  B(fk,n) konstantna i da iznos i  

Do, jednačina  ( 3 . 1 . 1 5 )  se svodi  na univerzalnu jednačinu koju j e  
NIKODIJEVIć u radu [48] dobio za magnetni parametar gk,n = 0, a

T i  T koje s u , respekt ivno,  date izrazima
poklapaju

funkc i j e  F
( 3 . 1 . 2 6 ) ,  ( 3 . 1 . 2 7 ) ,  ( 3 . 1 .2 9 )  i ( 3 . 1 . 3 0 ) ,  se
funkcijama F i T u pomenutom rad u .

Univerzalnu jednačinu posmatranog problema ( 3 . 1 . 1 5 )  sa 

funkcijama F * , F * * , T* i T**  u obl ic ima ( 3 . 1 . 2 6 ) ,  ( 3 . 1 . 2 7 ) ,
( 3 . 1 .2 9 )  i ( 3 . 1 . 3 0 )  i graničnim uslovima ( 3 . 1 .3 1 )  t reba ,  u 

odredj  enom parametarskom p r i b l i ž e n j u ,  jednom za u v i j ek  r i j e š i t i .  

U procesu rešavan ja  jednačine  t reba s r ačuna t i  odgovarajuće  

univerza lne  f un k c i j e ,  rieophodne za proračune konkretnih pr imjera  

sa zadatim funkcijama.

2. PARAMETARSKA PRIBLlZENJA UNIVERZALNE JEDNAClNE

C3. 1 . 15i

Dobi jena unive rza lna  jednač ina  ( 3 . 1 . 1 5 )  s a d r ž i ,  na 

desnoj s t r a n i ,  beskonačnu sumu č lanova  s a s t a v l j e n i h  od sv ih  izvoda  

po parametrima fkn. Zato rešavanje  ovakve potpune jednač ine  n i j e  

moguće, pa se zato za konkretno rešavan je  zadatka ko r i s t e  

odredjena parametarska,  puna i l i  loka lna ,  p r i b 1i ž e n j a .
Kako se i  p r i  sračunavanju od red j en ih  parametarskih  

p r i b l i ž e n j a  na elektronskim računarima p o j a v l j u j u  v e l i k i  problemi  

računske p r i rode  i da oni ,  sa povećanjem b r o j a  pararaetara naglo  

ras tu ,  značajno j e  stoga  r i j e š i t i  2adatak sa što manje parametara  

a p r i  tome z ad rž a t i  minimum r a z l i č i t i h  u t i c a j a  s p o l j a š n j e g  

s t r u j a n j a .  Broj  parametara mora b i t i  takav da do b i j e n a  univerza lna  

rešen ja  budu, u pogledu t a č n o s t i ,  u p o t r e b l j i v a  za praktičnu  
upot rebu .

Uočava se da se u un ive rza lno j  j e d n a č in i  ( 3 . 1 .1 5 )
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p o j a v l j u j u  d v i j e  v r s te  neaav isn ih  u t i c a j a  sp o l j a š n j e g  s t r u j a n j a  na 

razvoj  graničnog s l o j a .  Svaki od ovih u t i c a j a  mora b i t i  i zražen  

bar sa jednim parametrom, tako da b i  p r vu , sa f i z i č k e  strane  

opravdanu aproks imac i ju , p r e d s t a v l j a l a  dvoparametarska jednač ina  
sa parametrima fi.o i fo.i koja se d o b i j a  i z  jednač ine ( 3 . 1 . 15)  

zanemarivanjem svih o s t a l i h  parametara izuzev pobro janih .  Ako se 

zadrže izvodi  po pobrojanim parametrima d o b i j a  se puna
dvoparametarska jednač ina ,  a ako se zanemare izvodi  po pojedinim  

od n j ih  d o b i j a j u  se jednač ine u odgovarajučoj  dvoparametarskoj  
loka l izovanoj  a p r o k c im a c i j i . Tako se, za posmatrani problem, puna 

dvoparametarska jednač ina  svodi  na jednačinu

+ T i -
C 4,0

F 2 . T 2
m*

T 2u kojoj  su sa F 2 
i T u dvoparametarskom p r i b l i ž e n j u .  V e l i č i n a  F z 
i z r a za  (3 .1 .2

T - V * - * *v e l i č m a  F 2

( 3 . 2 . 1 )

označene v e l i č i n e  F , F , T
d o b i j a  se iz  

6) i njen o b l ik  se ne r a z l i k u j e  od ob l ik a  ( 3 . 1 . 2 6 ) ,  a 

se d o b i j a  iz i z r a za  ( 3 . 1 . 2 7 )  i ima o b l ik

0,1 C.1 J ( 3 . 2 . 2 )

Iz i z r aza  ( 3 . 1 . 2 9 )  se d o b i j a  v e l i č i n a  T 2 u sledećera ob l iku

X = - 2
2 j .
Z +>,< » .O f,. ,

0,1 4,0

( 3 . 2 . 3 )

^ *
dok se v e l i č i n a  T 2 d o b i j a  i z  ( 3 . 1 . 3 0 )  i g l a s i

T= -
B

°l1 °>1 2

2<-n ’ .O f
♦* ( 3 . 2 . 4 )

U, Jv . I. . L.
Ve l i č ine  < i H koje f i g u r i š u  u izrazima za F ž , F 2 , T 2 i t >Tz 

su i s to  tako u dvoparametarskom p r i b l i ž e n j u .  G ran ičn i  u s lov i  za 

jednačinu ( 3 . 2 . 1 )  d o b i j a j u  se iz  g ran ičn ih  u s lova  ( 3 . 1 . 3 1 )  i imaju
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ob 1 ik

Za
7)đ>

^ =  20. =  2a. ^ o= 0 ; ^ 4 = 0 .  ( 3 . 2 . 5 )

Da b i  se umanj i le teškoće matematičke p r i rode  pr i l ikom  

rešavanja  univerza lne  jednač ine ( 3 . 2 . 1 )  korišćenjem e lektronsk ih  

računara,  ona se dodatno može u p r o s t i t i  tako što se l o k a l i z u j e  po 

pojedinim parametrima. Tako, ako se i z v r š i  l o k a l i z a c i j a  po
parametru fi.o, koja pod r azum i j  eva zanemar ivan j  e izvoda sv ih  
v e l i č i n a  po parametru fi.o a zadržavanje  samog parametra u u lo z i  

običnog parametra fi.o, iz j ednač ine ( 3 . 2 . 1 )  d o b i j a  se jednačina  u 

dvoparametarskonr p r i b l i ž e n j u  loka l  izovanom po fi.o. Na i s t i  način,  
ako se i z v r š i  l o k a l i z a c i j a  po parametru fo. i , i z  jednačine  ( 3 . 2 . 1 )  

se d o b i j a  jednač ina  u dvoparametarskom p r i b l i ž e n j u  lokalizovanom 

po fo. i . Hoguće j e  i z v r š i t i  l o k a l i z a c i j u  po dva parametra  

istovremeno i tako d o b i t i  dvoparametarsku jednačinu loka l izovanu  

po dva parametra.  U ovom radu se jednač ine  loka l i zovane  po jednom 

odnosno dva parametra ne p išu ,  j e r  j e  jednač ina  ( 3 . 2 . 1 )  o p š t i j a  od 

n j ih ,  a moguće ju  j e ,  uz odredjene teškoće matematičke pr i rode ,  

r i j  e š i t i .
Za s luča j  da j e  fo, i  = 0, a to znači  da i i zvodi  sv ih  

v e l i č i n a  po fo.i takodje jednaki  n u l i ,  iz  ( 3 . 2 . 3 )  i  ( 3 . 2 . 4 )  

s l i j e d i  da su T i T jednaki  n u l i .  V e l i č i n a  F i sada zadržava  

i s tu v r i j ed n o s t  ( 3 . 1 . 2 6 ) ,  a F na osnovu ( 3 . 2 . 2 )  g l a s i

F * *  =  F * 1 B \ o * W ( 3 . 2 . 6 )

Uz sve navedeno 

ko j i  g l a s i
kao i korišćenjem poznatog i z r a z a  za F iz

a  b2-  b j H.o

1 -  — f
- ib

B
( 3 . 2 . 7 )

jednač ina  ( 3 . 2 . 1 )  p r e l a z i  u dobro poznatu punu jednoparametarsku  

univerza lnu jednačinu stac ionarnog  graničnog  s l o j a

7&> . aoB%(2-(r0)^ o^^4 , .^.or. /*KX1 .
373+ 2B2" ' P.21'- p,3- 7Y  BiL J b '  3V3f4|. ( 3 . 2 . 8 )

koju j e  SALJNIKOV dobio u radu [22]].
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Dobijeno p r i b l i ž e n j e  ( 3 . 2 . 1 )  p r e d s t a v l j a  t z v . "ods ječak"  

univerza lne jednačine ( 3 . 1 . 1 5 ) ,  što znači da j e  jednač ina  ( 3 . 2 . 1 )  

sadržana u jednač in i  ( 3 . 1 . 1 5 ) .  Ta Č in jen ica  navodi na zak l jučak  da 

đe i rešenje  ove jednačine  b i t i  "ods ječak"  r ešenja  univerza lne  
jednač ine  ( 3 . 1 . 1 5 ) .  Zato način formiran ja  ovakvih aproksi inativnih  

matematikih modela ima jednu važnu k a r a k t e r i s t i k u , koja i  da j e  

osnovni k v a l i t e t  uvedenoj v išeparametarskoj  metodi. Naime,
formiranje  posmatranih p r i b l i ž e n j a ,  od automodelnih ka jedno i 
višeparametarskim punim i l i  loka l i zovan im, moguće j e  v r š i t i  u 

odredjenom redu, k o j i  u seb i  sad rž i  p r e s l i k avan je  formiranja  

r a z l i č i t i h  modela s t r u j a n j a  u graničnom s l o j u ,  od p r o s t i j i h  ka sve 

s l ožen i j im  . To znači  da se rešenje  svakog " v i š e g "  parametarskog  
p r i b l i ž e n j a  di rektno o s l an j a  na rešenje  prethodnog, f i z i č k i  

p r o s t i j e g  s l u č a j a .  Tako koordinatni  početak (f i .o=0; fo,i = 0) ravni  

promenl j iv ih  ( f i .o • fo.i) koja ima tačno odredjenu f i z i čk u  

i n t e r p r e t a c i j u , p r e d s t a v l j a  BLASIUS-ov problem graničnog  s l o j a  na 

ravnoj p l o č i  3̂̂ | . Koordinatna osa f i , o  p r e d s t a v l j a  s t ac ionarn i
g ran ičn i  s l o j  na t i j e l u  p ro i zvo l jnog  o b l ik a ,  koordinatna osa fo.i 
nestacioriarni  g r an ičn i  s l o j  na ravnoj p l o č i ,  a koordinatna ravan 

(fi .o j fo.i) p r e d s t a v l j a  nestac ionarn i  g r an ičn i  s l o j  na t i j e l u  

p ro i zvo l jn o g  ob l ik a .
U ovom radu, se d a l j e ,  numerički rešava  jednač ina

( 3 . 2 . 1 )  sa graničnim uslovima ( 3 . 2 , 5 ) .



IV -  GLAVA
Nu m e r i Ck o  R E Š A V A N J E  U N IV E R ZA LN E  JEDNACINE I 

A N A L IZ A  R E Z U L T A T A

1. PRIMJENA METODE KONAČNIH RAZLIKA NA JEDNAClNU

C3. 2- 1 J

U ovom radu, za rešavanje  jednačine  ( 3 . 2 . 1 )  k o r i s t i  se 

metoda konačnih r a z l i k a ,  koja j e  da l a  zadovo l java juče  - r ezu l ta te  

kod n iza autora proučava juć i  r a z l i č i t e  modele graniČnog s l o j a  

, [ ]22 ] ,  [ 4 8 ] , . . . .  U tom c i l j u  se prethodno p o s t a v l j a j u  g ran ičn i
u s l o v i  u obl iku

4> = o ,
c)Ct>

_ —  — 0 i a  rn — 0  -----------> 1 za. on-^oo
L ‘ 37 t

= )  * « .  5- = 0  i L  =  ) ™ ±  = 0
0 1 °.1 'I.O L 1,0 01

( 4 . 1 . 1 )

Pos ledn ja  dva granična  us lova  ( 4 . 1 . 1 ) ,  ko j  i imaju ulogu  

početnih us lova ,  pokazuju da se sa integ rac i jom ( 3 . 2 . 1 )  može poć i ,  

i l i  od ordinatne  ose -  fo,i, nestacionarno op t i can je  ravne ploče  

n e s t i S l j i v i m  f luidom

3<k T « * .  r T . )
B 7T5 + V  3 -/ + 2 2 1 3? V  W / iJL I M

*- **
F» = 2 ?  > F c = ■£[*?(#-t^lil > T°=-i 2+»i

B ■JHfr , 3H
H + ' 0,1

T :  2
-X*

r=
0  B ± 0 ^ + 1 ) + * , ,

<J>0=°/£=° za " l " 0 ’ T7  ”• Z£L V =° ’
i l i  od apcisne ose- f i .o,  op t i c an j e  t i j e l a  p r o i z v o l j n o g  ob l ika  
n e s t i S l j i v o g  f l u i d a

2
. ^

IH

°,1 ( 4 . 1 . 2 )
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f; = 2 . u - t * + h' H °

• ^ 1
=  —  =  0  zo. 7  =  0  •, — ^ - 1  za 7 -»co ; 4 >= A  ( 7 ) z a  £  *  0  - 

1 ^ 7  ‘ 7 1 1 ° °  ‘ >  ( 4 . 1 . 3 )

Tokom i n t e g r a c i j e  kor i s t e  se oba početna granična  us lova ,  i  to za 

pozi t ivne  v r i j e d n o s t i  parametra fi,o (konfuzorna o b l a s t )  k o r i s t i  

se f unkc i j a  $1 ( tj; f i .o ) ,  a za negativne v r i j e d n o s t i  fi.o 

( d i fu zo rna  o b l a s t )  funkc i j a  $o( tj; fo. i ) .  P r i  odredj  ivan j  u f un kc i j a  

$o( t7; fo. i ) i $1 ( 77; f i .o)  t j . p r i  rešavanju  jednač ina  ( 4 . 1 . 2 )  i  
( 4 . 1 . 3 )  po la z i  se od BLASIUS-ovog re š en j a  $oo(rj) op t i can j a  ravne 

p l o č e .
Kao p rv i  korak u pr ipremi  modela za numeričku 

i n t e g r a c i j u  j e  sužavanje reda jednač ine  ( 3 . 2 . 1 )  uvodjenjem smjene

■a<t>
U =  —  > (4-, 1.4)

čime se ona svodi  na sistem od d v i j e  jednač ine  n ižeg reda

2“ ) + ( F - i  H  3 7  + ( y t ^ H . 5 7  5

4> =  0, U = 0  m  ^ = 0 ; U--»1 ?4-<>° > 2a 4 , l = 0  > ^4 ' 1 ' 55

gdje  su funkc i j e  F * f F * * ,  T* i  T * *  date ,  respekt ivno ,  i z raz ima
( 3 . 1 . 2 7 ) ,  ( 3 . 2 . 2 ) ,  ( 3 . 2 . 3 )  i  ( 3 . 2 . 4 ) .

Aproksimaci ja  n e l i nea rn ih  d i f e r e n c i j a l n i h  jednač ina
( 4 . 1 . 4 )  i  ( 4 . 1 . 5 )  v r š i  se sistemom d i f e r e n c n ih  jednač ina ,
d e f i n i s a n ih  na diskretnom skupu tačaka in t eg rac io ne  mreže u prvom 

oktantu p ros to ra  ( f i .o ;  fo.i; 77) ,  i  to tako da se izvodi
zamjenjuju odnosima konačnih r a z l i k a .  I n t e g r ac i o n a  mreža p o s t a v l j a  

se na t r i  skupa ravn i  p a r a l e l n i h  odgovarajuć im koordinatnim 

ravnima, na medjusobnom r a s t o j a n j u  Afi.o, Afo.i i A77. Zatim se na

usvojenu integrac ionu mrežu p o s t a v l j a  in t e g rac io na  shema od pet



35

tačaka ( s l .  1 ) uz pretpostavku da posto je  odnosi

u ko j  ima su ri i r2 , u odredjenoj  mjer i ,  p ro i zvo l jne  
Označavajuđi  d i sk retne  v e l i č i n e  u čvorovima,  
integrac ione  mreže, sa t r i  indeksa

u (7 ; f  K ■, £ ) = u k' , 4>(y ) = <bKv i mx <1,0 } o.ijn/ 'm,-n ~ 1 J >,1 j n/

( 4 . 1 . 6 )

konstante . 
de f  in isane

F*(^;W  = F^ , F *U -W  = F:-** lc

T ) = Y ^  T )  ^ T * * *'V  3 o.'ij'r/ ’ 'n. 
i ap roks imira juć i  izvode odnosima r a z l i k a

( 4 . 1 . 7 )

~ZIL

^7

k -M .C  k.-H.Č ,  u * + 4 , t
Um+i^n+i ^nH^n+l

2

J)U u -m,n+i

375 ( A ^ )

K.
^U. u

K.-Myč
-+1 — u

K.-M 
-m., -n.

4,o A .  f  i,c o.'l A  fO.«
k.+ i, i-<, K . - M ,  t - 1  , K .  „  I ;  ~  ■ -  ■ I + - 1

_ cP'vn,'n+i 1 'vn)7i+i ^ » _  |'nt,~>n-i 1 ■m,

A f

: lt+tt-1 K. + 1
n

1,0
A f 0.1 ( 4 . 1 . 8 )

d o b i j a  se sistem l inea rn ih  d i f e rencn ih  jednač ina

'm+lj+i+l -mjn+l m - 1 ,n + 1

( A  y ) ‘

. _+1*l6+it-1 jf-H K.+1 t-| . T
, r ( F n +1 + Z f,o  } ^ , n +1 (•m.-i) A 7 T

" "** L 0 / p,K'+4,č-i \Z. 0/ Đk+1,č-l . 2

K-K
n+i

*t+4,t-1

Z C b '
It+^č-ls^
n+1

2(&
n-M )

J-

k + 1 ,t  _  K.+1.Č
■+n+i,'n.+4 m-l^n+f

2  A 7 n +1

p^lC+l.č-l )i+i . ,. K'+l, i u
n+i T,o ^ v l+i - ^

f 14+1 r
+. 3 ° , -  h  -  U*+̂ .  c) + 311221 fi _ u " V  > =
' /'p.k+1,t-l.2-V. 'm}n+i m^+4 / T /pK.+1jt-i.z.'- 'm|n.+i J

' ̂ n+1 1 ( n +1  1

_ 3 ! _ f  U 
,t-isi v

, K.+4;0-4 , K.CD _  <p
'm.rt+i I'>n,n+1 Sn.,+1+1 m+4,n+i "'+n-i

_ uk„ i£

% 1  i-1 ,K+1.

m n+i
A fi.0

kt+4,č

A f i |0 2 A ^

K-M .t-l , IC+4 k+1; t

i2UV

K.+1/ £  K . + i , t - i  II „ttt ,k * L' , ,  / , ,

_|_ ‘+i+i ~  A<° y C / , ,  +V "<  ■nt,'n+i ^■'»n.n '+ n ^ n t i”  m.-M,n+1 'vn.-i(+t+i\
J '  ___ _ I 7 I  7^ g>K.+4,t-l^2. o , l i n + i  +n;n+i A f

■n+1 '  v°.4
Af-o.< A7 ;+
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X.**■<.+<,i~\ . IC+< J C + ' l j t  « .

4-

1 r L l ’' " / ' -y r i
-^,o -vnjn+i **71, 71+1 , '  o++i ^ đ . i jn + i ^

lt+4 £ >/
U -L l^

'7riin+l +̂»1,71

/ a *+V -1 V
(A t+ i )

A 4 -
<1.0 (Br:rvn+ < °ii;n+i <A.£

J

sa graničnim uslovima

0,1
( 4 . 1 . 9 )

. H+1 A, lc+l.c
4> =  0  , U =  0f) <w A. i ' fl V\ 4< 4O »«.+ 1 0 ,n+1 2CL ^ s  0 ( 4 .1 .1 0 )

K.+1, <<
U = 1  zo, y  -  M

11Mj-u+1 M

= 3 k. =  0,  +  1 , +  2 , . . . ;  U = O jqF4, + 2,...; -1*1,2,...) .

>̂1 — (̂ 0,1 )bl

S l.  1



37

Funkcije ' -n+i > *7 <nt< > Tn+f 1 ' rt1+<
f i g u r i š u  u sistemu ( 4 . 1 . 9 ) ,  odred ju ju  se posredstvom izraza

, ko j  e

p *•*+«,*■_ p  «.K +4 ,ć  K+1-,
r7t+f ^ L ^ .  — ( i + H o v +1 ) ? • 1,o J - j  ( 4 . 1 . 1 1 )

<n+i
'*!+<(

K+V‘ „ K,

, *«-,+ £>*?/ r .  Bn+;l-  B ,r4
F - -  = « - f c -  W C ' - < * * » ~ . '  x ; w - f e . .

K+<;«'* pK+1

V ;n +1

B -  B-■H___
A  ^^,o

r K+1 'n+i — **1+1
+* * , * )]+Ci,(i

E, V   p '

,̂+1 B-n,

o.i ) ( 4 . 1 .1 2 )

- r - * K 1> r  !T =:-j? M.C _ćx )
'nH I V ' n + +  ^o.i;-«+«'

u r o,1
K+V’ . * *  M1 a

+ ££ --------~ 1'C <JlS'n + 1 J

n-n+, ~  n-h-M
• JLn~< V

( 4 . 1 . 1 3 )

i  ^ K+(,C i _
T~ _  * , ) f  f N ^  +1 __  '*•

^ +1 ~  p.kt4i+ y  ̂ °*45

K+1 C k.+4
z b

,71+1
'n+i

r~ f  * *

LX + 1)  +  i 'n+1

* * K+<
H . f ) -  H "  r 

^^0,1

— +> K'Hjt f  ̂  K 

K+4 ^n+i ^ot+i
4 * 1,0 ' l + p i t J

,**KH,t* ***-+4
*- -  Hn

^^0,1

a kojima se 

i zraz ima
7V + 1 aproks imira j  u

BKt̂ T ii ( i - u * * *  )i <4 x 15
*n+i £  L s +»*,+1+1J ,m+i>n.+iv m iH^+i/J > ■
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H 1
Z b

\__  (n  _  n  ***• ̂  \
K-M,t <M" » i HS144J  , ,
7\+1

. K+V o K.+r t= B ;70.+ 1

K /M ,t
LX.*n.+1

( 4 . 1 . 1 6 )  

( 4 . 1 . 1 7 )
£  ^

K.+<l «.S a s t a v l j a n j e  t a b l i c a  za s t ru jnu funkci ju  n+J kao i
sračunavanje njene v r i j e d n o s t i  na c i je lom inte rva lu  i n t e g r a c i j e  po 

zadatoj  t a b l i c i  pod in teg ra lne  f unkc i j e  u *■ v r š i  se tako što  

se za prve čvorove do t i j e l a  (tn=l) ,  zbog v e l i k e  v r i j e d n o s t i  
g ra d i j en t a  u pravcu i n t e g r a c i j e ,  k o r i s t i  formula povećane tačnos t i

8 t '  °>n+1 +  * 2/>v+1 )  3 V -

'0,71+1

a za o s t a l e  tačke (m) integrac ione  mreže, na svakom 

SIMPSON-ova formula

( 4 .1 .1 8 )

s l o j  u ( n+1) ,

4>
k.ttt A7,, m u  . .

=  —  4-^tU *1 \ -------+>H2, n+1 3 tn ,711-1
K,+1,i:

,*n.+t|7i+i
+ uR-+1' i uV''”'"^  Tn+2,7r+j / ~ r'*n)'H+.i ( 4 . 1 .1 9 )

Za rešavanje  sistema jednač ina  ( 4 . 1 . 9 )  sa graničnim 

uslovima ( 4 . 1 . 1 0 )  k o r i s t i  se metoda koja se u Ruskoj l i t e r a t u r i  

naziva  "p rogonka" , a u zapadnoj "T r id i a g o n a l -A l g o r i th m "  i l i
skraćeno "TDA" i s t r a ž i v a n a  od st rane KELLER-CEBECI- j a  (1971 

god ine ) ,  BLOTTNER-a (1975. g o d . )  i CRANK-NICOLSON-a (1930 g o d . )
[98^. Kako ova metoda u s t v a r i  p r e d s t a v l j a  CROUT-ovu metodu za 

t rod i j agona lne  s i steme,  naš p r ik ladan  termin za nju b i  bio metoda 

premoštavanja ^99 ]  , pošto konačnim brojem elemenata t reba
povezat i  date granične  us love  na početku i kra ju  segmenta. Zato se 

pomenuti sistem ( 4 . 1 . 9 )  n a j p r i j e  dovodi  na o b l i k

— 2Rl uK*1,i + C c =&'771. TU-i,'n+i ■m. Tn.^+i+1 'm. nn.+1,7\+1 ' ( 4 . 1 . 2 0 )

u kome su k o e f i c i j e n t i  Pm, Rm, Cm i s lobodni  č l a n o v i  G™ da t i  
izrazima

P * -  1 - D l’ C * = 1 + D'trv. 1 1
1.
7a 5
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Tt+f
+  J , m , i r <  L (>n-l)A7T >* 

1.o / X
n+1

'M.j'n.+l T  ' +
Z  ^+i

r tr^+1|i'^ K+l ^Kii.n+i T'ni.Tui , £ / tK,-M̂  4L i |->i+1 ^Kn^rn']
r -n-ti j  , , -TT \ >n+i —f  )  —---------  7

1,o A ^ 1i0 Ojij+t+1 1,o A £ of J

k.+l,iM Ktf

+

R ^ = 1 +

n ^  ̂

f  +  i l 2  ( +
'° 'r‘l3'>,+1 e u u t !  A i  n+1 ^> +1 'n+l' *«.+1 ' ' 1,0

, ^ , i ;'n+V u ^ , H (T *K.+v-i_ ^  * K+l,t-i_f  ) ]
H------------ l  rrtlM | 'l TM1 / + '"t+1 %>,<•, n+1^

A5-
0,1

Q l  ( A l )
+a /Q v:+i,t-i jl 

i “ -n+i /

i/Ai , f )t+1 Kl
I  t f  +  lC V " 1 [ p*  j t t . U y ,n + i  / p^Ki+i^ć-i K+1
i,o <MjnH >nv» U-n+t ^ S f0 +V+++, \ 0 )

1  L L ^ - i  *  ^ f ^ l i i 10 „KHjt-1 I  m K.11 -N
'*o|1-,n+i ++1,711 . —r  K+l^t-l L ,o  L^M+vn+i  ̂ /-p ) *j,i;n+1 7n,n /

A f 0>, -I ^  A  5-1,0  ̂ **+< ‘v ,in 4* A ^ o . i  J  ( 4 . 1 .

Za m=l sistem ( 4 . 1 . 2 0 )  p r e l a z i  u jednač inu

t i, i

2 1 )

p/“o%,r2R< V CA , = (t  j
4,n+i 1 J ( 4 .1 .2 2 )

koja se t rans formiše  na ob l ik

u :  =  k v +  l 14 u i ;1,U+1 1 *-1 n.+i > ( 4 . 1 . 2 3 )

u kojem su

= L  > <; =
2 r :

p> ‘,n+i - G l
1

2 R fv
( 4 . 1 . 24 )

Kada se u jednačinu

P ' u v - 2 R £u v + C 4u *  = & *  ,12. i,n+i 2 2/n+i 2 ^n + i 2 ( 4 . 1 . 2 5 )

koja j e  i z  s i stema ( 4 . 1 . 2 0 )  dob i j ena  za m = 2, s t a v i  umjesto ui.n+i
njegova v r i j e d n o s t  pr ikazana  izrazom ( 4 . 1 . 2 3 ) ,  d o b i j a  se za u2,n+i
i z raz

U’2,n+i k : + L‘a <2 W3; ti+1 ’ ( 4 . 1 .2 6 )
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u kojemu su

L° =
c i  _  ? K i = p i K j - s i

Z R ^ - P ^ L 4;
( 4 . 1 . 2 7 )

N as tav 1 j aj ud i cial je ovaj postupak, rešenje  sistema ( 4 . 1 . 2 0 )  se 

koriSđenjem metode "progonke" p r e tp o s t a v l j a  dakle u ob l iku

U r 1 i u '»1,'ti+i
_ 1/ i , I t n i

-nx i
( 4 . 1 . 2 8 )

u kojemu su k o e f i c i j e n t i  "progonke" za konstantan korak A17, d a t i  

sledećim rekurentnim izrazima

r = o  i c =*— q w 1 J--- m.

K " = o  , =

r

z f č - k i u * - ,

p_i k  1 -  &•tn-1 'vvv
9Dl _ p l
i—  1 't*. I__'vn—1

('tna =  1 , Z ,3 ; )
( 4 . 1 . 2 9 )

Na osnovu formiranog numeričkog a l g o r  itma p išu se
prograirii na FORTRAN IV je z ik u  i  ko r i s t e  za rešavan je  jednačine
( 3 . 2 . 1 )  primjenom računara DELTA 4850/160 (VAX/VMS).

2. REZULTATI RESENJA JEDNAČINE C3.2.1J I 

NJIHOVA ANALIZA

P r i j e  nego što se pred je  na neposrednu ana l izu  r e z u l t a t a  

i n t e g r a c i j e  unive rza lne  jednač ine  ( 3 . 2 . 1 )  potrebno j e  nešto r eć i  o 

o b l a s t i  i n t e g r a c i j e ,  vod jen ju  procesa  s računavanja  kao i o 

karakte r i s t ičn im  pojavama vezanim kako za program, tako i za samo 

sračunavanj e .
In t e g r a c i j  a jednač ine  ( 3 . 2 . 1 )  v r š i  se u prostoru  ( s l .  2)  

promenl j iv ih  fi,o; fo,i i  t? ograničenom ravnima 17- 0 , T7=i7M = 9,6,  
f  o,i = ( fo,i ) k , f  o,i = ( fo,i ) n i površima F*=0 i C = 0. Pošto se 

i n t e g r a c i j a  ove jednač ine u uočenom prostoru  ne može sp rove s t i  

korišćenjem jednog numeričkog a lgor i tma,  on se zato d i j e l i  na
č e t i r i  podprostora i to : podprostor P i (  f  i.o=0; fo.l = 0
f o,i = ( fo,i ) k ; F*=0 ; »=0 ; T7=T?M ) , podprostor P z ( f l , o — o ; f  o,i = 0
fo,i = ( fo , i )k ;  ^=0;  >7=0; T7=r?M ) , podprostor Pa( fi.o = 0 ; fo.l = 0
fo.i = ( fo. i )N;  t: - 0; ^ - 0; 77=t?m ) i podprostor P ^ ( f i  ,o = 0; f  o.i = 0;
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f°,i = ( fo,i ) n ; F =0; >7=0 ; >7 = ?7m ) gdje  su u zagradama date  jednačine  

graničnih  FJovr š i  odgovara judih podprostora.  U podprostorima Pg i 
P4 i n t e g r a c i j a  jednač ine  ( 3 . 2 . 1 )  može se v r S i t i  koriščenjem po 

jednog numeričkog a lgor i tma,  dok u podprostorima Pi i Pz to n i j e  

moguće j e r . z a  tačke koje se na laze  desno od prave (fo,i  = 0; F =0)  
odnosno l i j e v o  od prave (fo,i = 0; C=0) nedostaju v r i j e d n o s t i
odgovaraj uć ih v e l i č i n a  u prethodnom s l o j u .  .Za podprostore Pa i P-*, 
kao početni  us lov  za i n t e g r a c i j u  jednačine ( 3 . 2 . 1 ) ,  k o r i s t i  se 

rešenje  $i(>7; f i . ° ) j ednačine  stacionarnog  graničnog  s l o j a  na. 
t i j e l u  p ro i zvo l jnog  ob l ika ,  t j . po la z i  se od jednač ine  ( 4 . 1 . 3 ) .  
Sračunavaju se t ražene v e l i č i n e  prvo u tačkama koordinatne ravni  

( 77; fi.o) i to po la zeć i  od nul tog  s l o j a  fi.o = 0, BLASIUS-ov 

zadatak, pa do prednje zaustavne tačke za p ros to r  P-* sa korakom 
Af 1,0 > 0 , odnosno do tačke odva jan ja  graničnog s l o j a  za prostor  Pa 

uz korak Afi.o<o. Zatim se p r e l a z i  na narednu ravan koja  j e  

p a r a l e ln a  prethodnoj na r a s to j a n ju  Afo.i od n je  i  u ko jo j  se 

sračunavanja izvode na i s t i  prethodno rečeni  način.  Navedeni
postupak se dakle prenosi  sa ravni  na s ledeću pa ra l e lnu  ravan, i

>¥■tako redom do p res jeka  ravni  ( f ° . l ) N  i pov rš i  F =0 za prostor  P+, 
cdnosno do pres j eka  ravni  ( fo, i )N i  pov rš i  C=0 za prostor  P3 .

s L . 2
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Proračun se odv i j a  tako što se prvo, posredstvom i z raza  ( 4 . 1 . 2 9 ) ,  

odredjuju k o e f i c i j e n t i  "progonke" i to počev od m=l pa do m=M-2. 
Zatim se korišćenjem i zr aza  ( 4 , 1 .2 8 )  odredjuju  odnosi b r z ina  u 

ind i rektnoj  "p rogonk i " ,  t j . počev od m=M-l pa do m=l. Koarak At? 
i znos i  0.06, dok se za korake Afi.o i Afo.i uzimaju takve
v r i j e d n o s t i  koje omogućavaju što k v a l i t e t n i j e  p r i l a ž e n j e  površima
*F =0 i C=0, imajući  u vidu č in j en i cu  da nekva l i t e tan  izbor  ovih  

koraka dovodi do i z l a s ka  iz pros tora  i n t e g r a c i j e  Pa i P-» i do 
prinudnog prekida  sračunavanj a . Za s r ač unavari j  e u podprostoru Pa 

k o r i s t i  se PROGRAM I I I ,  dok se sračunavanje u podprostoru Pi 
r e a l i z u j e  korišćenjem PROGRAMA IV.

Da b i  se došlo  do r ešen ja  u podprostorima Pi i Pz, za 

koje n i j e  moguće u c j e l o s t i  k o r i s t i t i  formirani  a lgor itam pa ni  
programe I i  I I ,  i s t i  se d i j e l e  na po d v i j e  o b l a s t i  ( s l .  3 ) .
Naime, podprostor  P i , sa poz i t ivnim vr i j ednos t ima  dinamičkog
parametra fi.o (konfuzorna o b l a s t )  i pararaetra nes tac iona rnos t i  
f o.i, d i j e l i  se na ob l a s t  P f  i.°= 0 ; f i,o=( f i . ° ) k=K ; fo,i = Q;
fo.i = ( fo , i )k ;  >7=0 ; t7=>7m]] i  o b l a s t  P i 1’ j~ fi.o = ( f i.°  ) k ;
fo.i = ( fo.i )K; F” = 0; 77=0 ; 7?=77mJ gd j e j e  ( f i . ° )K=K = f  i.o v r i j ednos t
dinamičkog parainetra koja odgovara pres jeku ravni  fo,i = 0 i površ i

'k , ,F =0. I s to  tako podprostor  Pz, sa negativnim vr i j ednos t lma
dinamičkog parametra fi,°  ( d i f u zo rn a  o b l a s t )  i pozi t ivnim
parametrima nes tac iona rnos t i  f ° ,i , se d i j e l i  na o b l a s t  P2 ?
jf i,o=0 ; f i  , °  = ( fi ,o )s=S ; f  o,i = 0 ; f  0,1 = ( fo.i ) k ; >7=0; T7=T7mJ i  ob las t
Pz’-7 [_ fi,o = ( f i , o ) s ;  f o.i = 0 ; fo,i = ( fo.i ) k  ; C = 0; T7=0; T?=r?Mj , gdje
j e  ( f i ,o)s = S = f  1,0 v r i j e d n o s t  dinamičkog parametra ko ja  odgovara
presjeku ravni  fo,i=0 i površ i  C=0. Sračunavanje u oblastima P i?i
P2 7 n i j e  teško r e a l i z o v a t i  p o l a zeć i  od početnog graničnog  us lova
So(r); f o . i ) , t j  . p o l a z i  se od jednač ine  ( 4 . 1 . 2 ) ,  i v r š e ć i
sračunavanja  po ravnima p a r a l e l n i h  koordinatnoj  ravni  ( t?; fo,i )  a
u smjeru po rasta  parametra ne s tac iona rnos t i  fo.i p r i  koraku
Af 1,0>0 za o b l a s t  P i ’ i koraku Afi,o<0 za o b l a s t  P2 *. Za tekuću
i t e r a c i j u ,  s l o j  i  ravan poznat i  su podaci  prethodne i t e r a c i j e ,
s l o j a  i r avn i .  Koraci  Ar? i Afo.i zadržava ju  se konstantnim, dok
se korak Afi,o smanjuje sa p r i b 1ižavanjem p r e dn jo j  zaustavnoj
tački  i t ačk i  odva jan ja  graničnog  s l o j a  zbog što bo l j e g
p r i b 1i žavan ja  tim tačkama. Sračunavanja u ob las t ima  P i 7 i P2 f

r e a l i z u j u  se k o r i š đ e n j e m  p r o g r a m a  I i II.
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s L. 3

Dio o b l a s t i  P i ' ’ , u b l i z i n i  površ ine  n u l t ih  v r i j e d n o s t i  
f unkc i j e  F , kao i dio o b l a s t i  Pz' u b l i z i n i  površ ine  nu l t ih  

v r i j e d n o s t i  bezdimenzionog k o e f i c i j e n t a  C, pokazuju se kao v r lo  

n e p r i j a t n i  za numeričku i n t e g r a c i j u .  Ovakav problem, ko j i  se 
j a v l j a  kod s tac ionarn ih  sTJ i kod nestac ionarn  ih problema |^48j ,
s a s t o j i  se u tome što za d e f i n i s a n j e  izvoda po promenl j ivo j  fi.o 

u ravnima fi,o;N = f i.o+NAfi ,o( N = 1,2 , . . . ) u s l o j u  NAfo.i , ne 

posto je  rešenja  prethodnog s l o j a  ( s l .  3) j e r  se te ta£ke nalaze
Ve l i d ina

f"i.o j e  apc isa  pres ječne  prave koordinatne ravni  fo.± = 0 i površi  
^ *F =0 za ob las t  P i ' ' , odnosno apc isa  pres ječne  prave koordinatne  

ravni  fo.±=0 i povr š i  C = 0 za ob l a s t  Pz" . U radu se ovaj problem 

p r e v a z i l a z i  tako što se za svaki  početni  s l o j  nove ravni ,  p o s l i j e  

fi.o = f ^i,o = ( fi.o ) k =K za ob las t  P i ' '  i ft.o = f * i  ,o = ( f i.o )s  = S za 

ob l a s t  Pz' ' ,  pr imenjuje  nova i t e r ac i o n a  shema ( s l .  4 )  na osnovu 

koje se vrše  s ledeče  aproksimaci je  izvoda odnosima konačnih 

r a z l i k a

izvan o b l a s t i  u kojoj  su PRANDTL-ove jednač ine  korektne  
.*

•3l U  U
u w + v

-m,n "1
UlS d u ^ s , i . _ u w + s , i  

m - 1 ,  W

■9^2 — ( - A ' * ? ) 2
7

. . kl+S,i _ , . W + S - 1'Vrl, 'o. -m,kl •34> a>w + s . H  j u + s - i
' - ln ,W CP'V't,kl

A  & i .o 3 i i , o ■A 5  4,0

U+S- 1  kJ-ts- 1 'd'p 1 K+S-1 , kl-is- 1
• -nt »M-t 1 — T-nt,W -1

^ . r 2. A5o,i 3 5 2. A  5-^,1 ( 4 . 2 . 1 )



tako da se jednačina ( 4 . 1 . 5 )  svodi na s l ed e č i  sistem jednač ina
(JW+S t M+S^-^nKHV

' » i - r i , k l  . .  . . .
ill^ ''■ j.ir11!1 / r : ' ' ’r N + b , l ' l  ft<.W+S , N + S t -  . . . -T- îj+e j-Mr (F„ > K

(A )̂2- L 2 (B>J5̂ 1)2 + 2(BN4S»H)2- -I
' C ’H , 4,o _  ^i_liM+S*ir<,iM+V \  , /, (|W+sy F u N+S/

2 (b n+s,h)2' ‘"Sw  ^ (B w+S,i ; ^  ( B H+S>i"')2
/ l u c J h , | iw + s«i- , ,  KJ+S-1 x W + S -1  11W +S t. , , M + S , i  / r + k H 5  i-+  ,  W+<
f L lU* V  1 U +u,U - U ™ ,N  ^ k i  U + r t + i ^ - U ' . n - i ^ -N

on(W A f 4c> A £ * i0 2 o.ijn

(■ jl̂ i -■££ <g;i<s usat,-usaji. ̂ tt^ c 5
Z A-5o,i Z. A-Jd,i Z  A+  ̂ '  ( B^+5» ) 2

w+s,i_ lj+s- i ^^u+s.ć-i, x ,,W+s-i ,,w-i-s-i
U '»rt.1W u

5 - 1  / t ~ n +V - ,  h K J + S - 1  _  N + 5 - 1

■  ̂ T  _ i ! ______HAnu/r M,'m,u+i u-,miKi-i
A ^ , °  ( B^+S,<’' 1) 1 ».«*« 2 Afo, i

( ^  =  I j Z , . . .  5 W =  1 ,2 j  'i

( 4 . 2 . 2 )

s(. 4

gdje  s l', 

n **N+V  ,
1H -  ^

K 'H

-*C O  -(*+»!. >C3 >
r-fa?"W^>rV£?r<
W  l “  “  \« -“ - i  '• .',« V  -=-5,0 iJ V w . W'J C,

J=Ŵ 2. &

„ Ll rU+s-1 ./»U+S-1 
•Z t iN+1 ~ H

2. A 4 o t\ ]
[  u / /  u+s L,**kj+s.C , 1.1++NLMu + i + 2 ( ^ o  -tLsa__ a * * ------ + 4 (4.m Ad±i

l, + + NtS-1 MltUK-|
— n ki—1

2. ^io,i ■)]■£“•£1,0



. r  u+b-'1

M B w>sjt:  ̂ ©.ijm' U * Hw +  V +  ®,*;w

W+SH „ N+5--1 ^M+S“1 *%M+5“1 
' M+1 "  ^_______

+

r W +sJ^  
^  '+.o

^WS,tT **-H+5M z l ^ M+SHn**H15'1
Htl -  Hu i  f f f   ̂ Hw+i “  “ w-i

^,o

r  W+5ft

~0W
W*N+S,t **.N+S--t

1.0
o,1

~~ N+5-1 *» W-ts~1
H H+, - » m  ■

4,0

a  *  ± o .i ] *

Wts,i _  a? r . , / ,  _ ^ u « , <, w s ,. - -u’)? ;
b w ----- [ U 'mJw U  /»n+4,Ki ^

f l^  m$,t_  / o _ i / w+S»v J,N+S.<
w — ( >  “  W w n w )  5

( 4 . 2 . 3 )
>>̂ v -as. v + *< ? -< ? *
>« -----------------a i q —  •

Za svaki  početni  s l o j  nove ravn i  neophodno j e  dakle  
r i j e š i t i  sistem d i f e rencn ih  jednač ina  ( 4 . 2 . 2 ) .  Zbog toga se on 
kao i  za podprostore Pa i  P+, svodi  na r a n i j i  o b l ik  ( 4 . 1 .2 0 )  koj 
za ovaj s luča j  g l a s i

P ^ U ^ - Z R *  l l " ' , + C i U ^ i  : & ]  ,•m. 'm.-i fKl 'm /mjKI ~  nrv on+1 ? tJ ” ? ( 4 . 2 . 4 )

u kojemu su koe , f ic i jen t i  i  s l obodni  č l an ov i  d a t i  izrazi lna

_ a _  rji r i = 1 +D*

D° *=. A“? rM c+,*mS»tH, f H+S. N+S,t-1 *>N+St-i
r s ^ z K i Fw + v  ) t , ;  + - 7 — T »  +F«  \z ( b " * s*ir* y

cbw+s»i' , i w+ŝ  * . cku+5' 1_4>N+s-<
T '’'",kJ —'Pmi.H f  / c  N+St-1 r W+S. ■ 'nijH+i 'n.N-1
— r r - ^ + W FM - i  )  - z * t —  ’

N+S
1.®

RX=1 +

4 .0

(A ?) . M+S M+S.tr1 MtS *U+St-i M+s ćn -fru+s.t-i: * l I * . ”T“ >

*(B.
N « i-f.1 j '. «  UTO,u +  =*<,.;«+i r ( F«  +  M ’ )  +
u * / 31.°

r ^M+S.i-1 fW4S U
-3 l to ;+o ,iiU -

M+S-1 M+s-1
o»t,N+i l+'m, KI-1

2. Afc»,i
5
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G v =OiL

Q u+s t un U+n,ki
( E>M+S)v-1^L V  o.+jH m»W v N *4 '0  +

VJ^Sf \ u+s kl-tS-1 * J r W S
+  U  T  ^'°..-

nm,W W A j

* * * - <  UN+SH-U N+S' 1
+  ( T „  - *  ) f  ^  4n'w+1

-1 . 0
<M-,W o(̂ n  2. A f

( 4 . 2 . 5 )

O s t a l i  s l o j e v i  i s te  ravni  obuhvaćeni sa n.=N+l, kako za 
A fi,o> 0 tako i za Afi,o<0, sraćunavaju se primjenom već 

d e f in i s a n ih  i z r aza  i  shema. Na ovaj način ■ se Č in i  pokušaj što  

b o l j e g  pr i b l i ž a v a n j  a prednjim zaustavnim tačkama (Afi,o>0) i
tačkama odvajan ja  graničnog s l o j a  (Af i ,o<0) .

Numerička i n t e g r a c i j a  v r š i  s e , na računaru DELTA
4850/160 (VAX/VMS), po programu I za o b l a s t  P i # i po programu I I  

za ob l as t  Pz' ' , napisanim na FORTRAN IV j e z iku  i ria osnovu
i z n i j e t o g  a lgor i tma.  I u ovim oblastiraa korak A?? j e  konstantan i
i znos i  0,06. I ovdje ,  kao i  u podprostor  ima Pa i P-*, neadekvatan 

i zbor  koraka dovodi  do i z l a s k a  iz o b l a s t i  i n t e g r a c i j e ,  t j . do 

prinudnog prekida  s r ačunavan ja , pa se zato optimalan izbor  koraka 

v rS i  na osnovu pomoćnih proračuna č i j i  se r e z u l t a t i  prate  na 

terminalu .
U podprostoru Pi (Afi,o>0; Afo,i>0) koj i prakt ično

odgovara konfuzornoj o b l a s t i  g raničnog  s l o j a  p r i  ubrzanom
kretanju  s p o l j a š n j e  s t r u j e ,  za rešavanje  jednač ine  ( 3 . 2 . 1 )  k o r i s t i  
se poč'etna v r i j ed n o s t  koraka Afi ,o-0,005 koja se pr ib 1 ižavan j  em 

prednjo j  zaustavnoj  tački  smanjuje na č e t v r t i n u  početne
v r i j e d n o s t i ,  dok j e  korak Afo.i konstantan i  i zn o s i  0.005. I u 

podprostoru Pz (Afi.o<0; Afo, i>0) ,  koj i  odgovara d i fuzo rno j
o b l a s t i  g raničnog  s l o j a  p r i  ubrzanom kretanju  s p o l j a š n j e  s t r u j e ,  

korak Afo.i j e  konstantan i i znos i  0.005, dok se početna  

v r i j ed n o s t  koraka Afi,o=0.005 sa pr ib 1 ižavan j  em tačk i  odvajan ja  

graničnog s l o j a  smanjuje na polovinu pa na č e t v r t i n u  početne 

v r i j e d n o s t i .  V r i j ednos t  parametra n e s t a c i o n a rn o s t i  ( fo, i )K do
koje se i š l o  sa integrac i j om jednač ine  ( 3 . 2 . 1 )  u podprostoru Pi 
i znos i  0.035, dok se u podprostoru Pz moglo i ć i  i sa većim
vr i j ednos t ima  za ( f o . i ) K .  U oba ova podpros tora ,  kao što j e  već
rečeno, r ešen je  jednač ine  nestac ionarnog  g ran ičnog  s l o j a  na ravnoj  
p loč i  k o r i s t i  se kao početni  us lov  za i n t e g r a c i j u  jednačine
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1 01 6
1 uoo
9 9 9

1001 
1 UU 2 
1 00 3

1 004
I 00 3

1013 

1013 

I U1 7

)1 9

021

02 3

I M P L I C I T  DUUOLP P ,11 C I  3 1 0 N ( A , B / C / D / t / F / H )
f» I i'i E 'l 3 I 0 N A R R I ( 1 o l ) , A R P l ( 1 6 1 ) , A P S K ( 1 6 1 / 3 0 ) / * P S N ( l 6 l , - 3 O ) / P P :>I ( 1 6 1 )  

i>c)RPl ( 1 01 ) / b P o K ( 1 6 1  / 3 0 ) / L ‘ P 0H I I 6 I / 3 0 )
D I .'l t N S I 0 N P P S S ( 3 U ) / F P o K ( 3 U ) / K V S N ( 30 ) / F V S K ( 3 U ) / T  P S N ( 3 0 ) / TP S < ( 3 0 ) /

1 r v S N ( 3 u ) / l V J K ( j O)
0 lMEN SION HRSN( 3 0 ) /HROK( 3 J ) / HVSN( 3 0 ) /HVSK ( 3 0 )
F 0 R M m T (1 H 1 )
FORMATC19X/ ' RKobNJL J L DNAL I NA  ORANICNOG S L O J A ' / / )
FUR.1 A T ( 5X/61 ( ' * 1 ) / 3 X / ' * r t b N l  * ' / 23 X / ' *  ' / 2 5 X / ' * ' / 5 X / ' * ' / 7 X /

1 ' *  POMOCNA F U N < C I J  A *  STRUJNA , F I MKCI J A  * ' / 5 X /
2 ' *  bROJ * ' / 2 5 X / ' * ' / Z 5 X / ' * ' / 5 X / O l ( ' * ' ) )

FORMAT(  5 X / ' riRZ . PARA. '1ETAR = ' / F 6 . 4 / ' < = ' / I 3 / '  3R . I TEK=  ' / 13 )
FORi-iAT ( 5 X / ' KOPAK= ' / E1 1 . 4 / '  P ?. 0 N . 01 = ' / E 1 1 . A / ' H = ' / F 3 . 5  /“>
F0R ‘1 A T ( 5 X / ' F= '  / F 3 . 5 / 1 F P  = ' / F B . 5 / ' K O F . T R E N J A = ' / F 3 . 5 / '  F U N . r i = ' / F 8 .

1 ' T = ' / F 3 . 5/ ' T R = ' / F6 . j / /  )
F 0 R M A T ( 5 X / ' *  ' / I A , '  * ' / 4 X / F 1 5 . 9 / o X/ '  * ' 4 X / F 1 5 . 9 / 6 X  / 1 * ' )
F 0 R i'-i A T ( 5 X / o 1 ( ' * ' ) )
N1 = 1 o 1 
J =1 
J 2 = 0 
N 2 = N 1 -  1 
N 3 = N 1-2  
L = 1
p k I N T  * / '  UNESI D E LFS U FOHMATU F 7 . 4  1
R c A D ( 5  / 1 0 1 j ) U E L F S •
F 0 R M A T ( F 7 . 4  )
P R I N T  * / '  O. ' I EJI Ut L G 3 U F 0 R M A T U F 7 . 4  '
K c A D ( 5 / 1 0 1 5 ) D L L G  
FORrlA r ( F 7 . 4  )

o

P R I N T  * / '  U N h J l C 1 U FOHMATU F 6 . 3 '
R tA D ( 5 /  1 0 1 7 ) C I 
FORri AT ( F 6 . 3  )
PRr.'i'T * / '  U . l t J I C 2 U F 0 R M A T U F 7 . 4  '
R č A D ( 5 / 1 U 1 9 ) C 2  
FORMAT( F 7 . 4)  
Dt i LK5=U. 00
P R I N T  * / ' U N t S I  
R t A D ( 5 / 1 0 2 1 ) G n R

G K R U FORMh TU F 6 . 3  '

F O R M A T ( F o . j )  
P R I N T  * / ' U N t  SI G P 3 U FORMATU F 9 . 6  '
RbAD ( 5/1 0 2 3 ) LPS 
F 0 R M A T ( F 9 . 0  ) 
T R S P I = 0 .
T V S P I = 0 .
X P R = 1
DEL X3 = Dt L KS / J  . 
i) = 0 
F1 R = U . 
Dl LFR=DELFS 
DELGP=DELGb 
PO 2 M = 1 ,  N1 
A P P I ( M ) =0 
P R P I ( n ) =0 
COr l T I NUt  
A R H I ( N1 ) =1  .
A R P I ( N 1 ) = 1  .
3 R R I ( 1 ) = 0 .
A R R I ( 1 ) = 0 .
Li F S N (' 1 / L ) = U . 
A P S N ( 1 / L ) = U .
F R S P I  = 0 . 4  4 U 6
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F V S P I = 0 - 4 4 0 3 
HVSP I =1 . 0  
HR S< < 1 ) = 2 . 5 9 1 9  
HVSK <1 ) =1  . 0  
K1 =1

10 DELbH=DEL6S 
L = 1
61R = 0.
K3 = 1 
K=2
IF < N) 201 /201 x 202 

202 K=1
I CONTINUE

I F < N ) 6 / 6 / h
H I F<K3 “ K P R ) 5 /5x 6
5 D 0 3 M=1/N1 

A R P I < M ) = A P S U < M / L )
0 O R P I < M) = O P S N < M/ L )

F R S P I = F P S N < L )
F V S P I = F V o N < L )
T R S P I = T P S N < L )
T VSP I = T VS , N< L )
HVSPI  = HVS.N <L)

6 CONTINUE
201 CONTINUE
13 I r E R = 0
I I  A= DEL KS/ < 2 . * H V S P I * * 2 )

A1=A* DELKS
A 2 = - 2 , « A 1
0 0 2 0 M = 2 / N 2
' j PVI M = A * < < F V S P I / 2 .  + F l j { ) * d H P I < M ) + F H S P I * F 1 R * < y R P I < M ) - 3 P S N < M / L ) )  

1 / D E L F R + ( F k S P I _ F 1 R ) * 6 1 R * < 3 R P I < M ) —3 P S K < M / L 1 ) ) / D E L G R + T V S P I * < > 1 - 1 ) *  
2 D E L K S / 2 . )

B K J I  M = F 1 R *  A K P I < M )
L'1 = F R S P I * J K J  l M/Dt i . FK 
d t = < F R S P I - F 1 R ) * G l K " A R P I < M ) / D E L 6 R
3KJ iM = 1 . +A1  * <bKJ1M + G1 R + J1 + 8 2 + T R S P I *  < F1R/Dč LFR + 6 1 R / D E L 6 R ) ” G1R*

'2 61 R/DELGR)
C K J IM = 1 . + 3PVI M 
AKJI M = 1 . ~ 3 PV IM
G K J I M = A 2 + < F 1 R + U1 H + L 1 * A P S N ( M / L ) + B 2 * A P S K < M / L 1 ) + T R S P I * < F 1 R *

1APSN <M/L)
2 / D E L F K + G 1 R * A P S K ( M / L 1 ) / D E L G R ) “ G 1 R * G 1 H + A P S K ( M / L 1 ) / D E L G R )

APVI>I  = 2 .  *dKJ I M- AKJ  IM + ARRI  <M~1 )
8RRI  (M)  = ( A K J I M * d R R I ( M “ 1 ) — G K J I M ) / A P V I M  
A H R I ( M ) = C < J I  M / A P V I  l-i 

20 CONTINUE
J 1=0 

131 M=N2
30 A R R I < M ) = U R R I ( M ) + A R R I < M ) * A R R I < M + 1 )

M = M -1
I F < M - 2 ) 3 1 / 3 0 / 3 0

31 D t  L A M = 0
' 0 45 M = 2 / N2

E L A = A B S ( A R R I ( M ) - A R P I ( M ) )
1 F ( UELAM- OE*_A) 4 4 / 4 5 / 4 5

4 a Dc LAM=DELA
45 CONTINUE

t ) R H I < 2 ) = 3 . * D E L K S / d . i » ( A S R I  <1 ) + i . * A R R I  ( 2 )  + 3 . * A R R I C 3 ) + A R r t I  < 4 ) )  
d R R I < 2 ) = d R H I ( 2 ) —L i č L K S / 3 . * C A R R l < 2 ) + 3 . * A R R I ( 3 ) + A R R I < 4 ) )
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D 0 5 0 rt = 1 / N i
fcl R RI  ( H + 2 ) = i) t  L K 3 * ( A R H I C M }  + 4 . * A R R I  ( M+ 1 ) + A R R I  (  H + 2 ) ) + 3 R R I (  M )

D0 CONT I NUl 
H R S R I = 0 .
H V S = 0 .
1) Q j  5 N = 1 / II2 _
h V S ="h VS + ( Df cLKS/2.  ) * ( (1 . “ ARKI  ( H )  ) * A R R I  ( M ) + ( 1 . “ ARRI  (H+1 ) ) 

1 * A R k I ( M + 1 ) )
55 H R S K l = h R S R l + ( D L L K S / 2 . ) * ( 2 . “ A R r t l ( M ) “ A R R I ( M  + 1 ) )

HRSRI =HRSR1/HVS
C E T R I = H V S * ( 4 . * A R R I ( 2 ) - 3 . * A R R I ( 1 ) - A R K I ( 3 ) ) / ( 2 . * D c L<S>
f c ' R S R I = 2 . * ( C E T R I - 2 . * f 1 f i - H R S R I * F 1 R )
I F ( j  1 ) 1 2 2 / 1 2 2 , 1  2 3

122 F V S R I = ( 2 . / H V S ) * ( 2 . * ( C c T R I - ( 2 . + H R S R I ) * F 1 R ) * ( H V S / 2 . “ ( G 1 R * (  
1HVS“ HVSK( L1  ) )  / DEL3R + F1 R * ( H V S - H V S N ( L ) ) / D E L F R ) ) + F 1 R * G 1 R * (  
2HV3-HVSK ( L 1 ) ) / D ć L i j R )

TKSRI  = - 2 * * ( 2  . *G1 H-b1 K*G1 R * ( H R S R I - H R S K  ( L1 ) ) / DELGR>/ ( H R 5 P I  + 1 . +
1 2 . *F1 R * ( H K S R I - H R S N ( L ) ) /DELFR +
22.  *G1 R * ( H R S R I - H R S K ( L 1 ) ) /DLLGR)

TVSRI  = ( 4 . / H V S ) * ( ( G 1 K * G 1 R * ( H V S - H V S < ( L 1 ) ) / D E L G R ) * ( ( H R S  T 1 + 1 . ) / 2 . 
1 + o 1 R * ( H R S R l - H R S K ( L l ) ) / D E L u k + F l R * ( H R S R I - H « S N ( L ) ) / D E L F P ) + ( G l R *  
2 G l R * ( H R S R I - H r t S K ( L 1 ) ) / D L L G R - 2 . * G l f t ) * ( 0 . 5 * H V S - ( G l P * ( H V S - H V 3 K (  
3 L 1 ) ) / D E L G R + F 1 R * ( H V S - H V S N ( L ) ) / D E L F R ) ) ) / ( H P S R I + 1 . + 2 . * F 1 R * (
4HRSK I - H R S N ( L ) ) / DE L F R + 2 . * G 1  f t * ( H R S K I  — H R S K ( L 1 ) ) /DELGR)

G 0 T 0 124
123 F V S R I = ( 2 . / H V S ) * ( 2 . * ( C č T R I - ( 2 . + H R S R I ) * F l R ) * ( H V S / 2 . - ( G l R * (  

1 H V S - H V S N ( L 1 ) ) / ( D L L G R * D t . L G R + D E L F R * D E L F R ) * * u • 5 + F 1 R * ( H V S “ HVSN(  
2 L ) ) / D E L R ) ) + F 1 R * G 1 R * ( H V S - H V S N ( L 1 ) ) / ( F E L G R * D E L G R + D E L F R * D E L F R )
3 * * 0 . 5  )

T R $ R I = - 2 * ( 2 . * G l R - G l f t * G l R * ( H R S R I - H R S i \ l ( L 1 ) ) / ( D E L G * D E L G R  + DLLFf i *
1 D E L F R ) * * 0 . 5 ) / ( H R S K I  + 1 . + 2 . *  F1 R * ( H R S P I  — H R S N ( L ) ) / D E L F R + 2 . * G 1 R * (  
2 H K S R I - H R S N ( L l ) ) / ( D t ' L G R * D t L G R  + D E L F R * D E L F R ) * * 0 . 5 )  

T V S R I = ( 4 . / H V 3 ) * ( ( G 1 R * G 1 K * ( H V S - H V S N ( L 1 ) ) / ( D E L G R * D E L G R + D E L F R *  
1 D E L F R ) * * 0 . 5 ) * ( ( H R S f t I + 1 . ) / 2 . + G l R * ( H R S R I - H R S N ( L 1 ) ) / ( D E L G R * D E L G R  
2 * D E L F R * D E L F f t ) * * 0 . 5 + F l R * ( H R S R I - H R S N ( L ) ) / D E L F R ) + ( G l R * G l R * ( H R S R I -  
3 H f t S N ( L 1 ) ) / ( D E L G f t * D E L G R + D E L K R * D E L F R ) * * U . 5 - 2 . * G l R ) * ( 0 . 5 * H V S - ( G 1 R  
4*  C r i V S - h V S N ( L 1 ) ) / ( D E L G R * D E L G R + D E L F f t * Đ E L F f t ) * * 0 . 5  + F 1 R * ( H V S ~ H V S N ( L  
5 )  ) / D E L F f t ) ) ) / ( HR S R I  + 1 . +  2 . *  F 1 f t * ( H R S R l - H R S N ( L ) ) /DELFR + 2 . * G 1 R * (  
ć H R S R I - H f t S N ( L 1 ) ) / ( D E L G R * D E L G K + D E L F R * D E L F R ) * * 0 . 5 )

124 CONTINUE 
D E L F = A B S ( F H S K I - f f t S P I )

70 D 0 7 5 M = 2 r N1 '
A R P l ( M ) = A R R I ( M )

75 U R P I ( M ) = B R R I ( M )
F R S P I = F R S R I  '
F V S P I = F V S f t I  
T f t S P I = T R S R I  
T V S P I = T V S R I  
HVSPI =HVS  
I T E f t = I T E R + 1  
I F ( J 1  ) S 2 / 8 2 / 8 3  

82 I F ( D E L A M - E P S ) 7 2 / 7 2 / 1 1
72 I F ( D E L F - E P S ) 6 6 / o ć / 11
53 I F < D E L A M - c P S ) 9 2 / 9 2 , 1 1 1
92 I F ( D E L F - E P S )  6 6/ 6 6 / 1  1 1
66 D 0 61 M = 2 / N1

I F ( K 3 - K P R ) 6 2 / 6 2 / 6 0
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60 A R H I ( M ) = A K « I ( H ) + A R R I ( M ) - A P S K . C M y L 1 )  
B R P I ( M ) = B k H l ( ; « l ) + 0 R R I ( M ) - 5 P S < ( M / L 1 )

62 A P S N ( M / L ) = A R R I ( M )
H ? S N ( M / L ) = 3 A R I ( M )
A P S K ( M / L ) = A R R I ( M)

61 8 P S K ( M / L ) = B R R I ( M)
I  F ( K 3 - K P R )  0 3/ 6 3 / 6A  

ć A FRSP I  = FRSRI  + F R S R I - F V S K ( L 1 )
F V S P I = F V S R I + F V S R I “ F V S K ( L 1 )  
T R S P I = T R S R I + T R S R 1 - T P S < ( L 1 )
T V S P I = T V S R I  + T V S R I - T V S « . ( L 1 )
H V S P I = H V S + H V S - H V S K ( L 1 )

63 F P S N ( L ) = F R S R I  
F P S K ( L ) = F R S R I  
F V S N ( L ) = F V S R I  
F V S K ( L ) = F V S R I
h r s B ( l ) 1 h r s r i
H R S K ( L ) = H R S R I  
T P S . K L )  =TRSRI  
T P S < ( L ) =TRSRI  
T V S N ( L ) = T V S R I  
T V S K ( L ) = T V S R I  
HVSNC L ) = HVS  
HVSK( L ) = HVS  
L = L +1 
L 1 = L - 1

101 W R I T E ( 6 / 1 0 1 3 )
WR I T t ( 1 4 / 1 0 1 8 )
WRITE ( 6 / 1 0 0 0 )
W R I T E ( 1 4 / 1 0 0 0 )
W R I T E ( 6 / 1 J 0 1 ) F 1 R / < / I T H R  
WRI TE( pi 4  / 1001 ) F1 R/ K/ I T ER  
W R I T E ( 6 / 1 0 0 2 ) D E L F R / G 1 k /HVS 
WRITE (1 4 / 1 C(J2) DELFR/G1 R/HVS
W R I T E ( 6 / 1 3 0 3 ) F R 3 R I / F V S K I / C E T R I / H R S R I / T R S R I / T V S P I  
W R I T £ ( 1 4 / 1 0 0 3 ) F R S R I / F V S R I / C E T R I / H R S R I / T R S R I / T V S K I  
WR I TE ( 6 / 9 9 9 )
W R I  T c (1 4 / V 9 9 )
W R I T E ( Ć / 1 0 0 4 ) ( M , A R P I ( M ) / B R R I ( M ) / M = 1 / N 1 / 1 6 )
WRI TE (1 4/1 0 0 4 )  ( M / A R R I ( M ) / 3 R R I ( M ) / M = 1 / N 1 / 1 6 )
W R I T E ( 6 / 1 0 0 5 )
W R I T E ( 1 4 / 1 0 0 5 )
K 1= <1+2

102 CONTINUE
00 T 0 3:00 —

3 0 0 0  '  I F (  C2. -F1 R) 1 0 1 , 1 1 0 1 , 1 6 4

l i l o r ~ u E L F R =  D E L F S / 4 . _______
3 ';0 0 _ ' J F  ( F R S R l ' - C I  )  1 63/1 6 3 , 1  6 4

163 J 2 = 1 ■ ' -----  — ------------------------
164 I F (J 2 ) 8 6 / 8 6 / 8 7
86 I F ( G <R - G1 R ) 120/120/121
87 I F ( G K R - G 1 R ) 1 4 1 , 1 4 1 , 1 2 1
121 3 1 R=51R+DcLGR

60 T 0 1
120 F1R=F1R+DELFK 

N = N +1 
60 T 0 10

141 G1 K = J * D E L  o K
1 F ( G < R - 6 1 R ) 2 0 0 U / 2 J O O / 1 9 9 Vr -1 r . _ r* jt n ■ _ _ i _ .1



51

L = J +1
L. 1 =  J
D 0 1 C 3 i'l = I ✓  >vi 1 
A R P l ( i’l )  - A P i N  (M/ L )

1 C rt v k P 1 ( rl ) = 9 P S N ( M r L )
f - i<j ?I  = r I*3• K L  )
F V b P I = F V S N C L )
T K S P I  = T P S .1 C L )
T V S P I = T V S N < L )

. riv S P I = H V o N ( L )
< 3 = J +1 
KPri = K.3 
J =J + 1 
J 1 =1 
J <!= 1 
l. = U+ 1

111 D 0 2Z0 •1=2/N 2
H P V I ;‘1 = H * ( ( F V j  P I / 2 . + F 1 ,< ) « o ,< P i C M ) + F !’ S P I * r 1 P - ( tl P P I C r' ) "  rJ P S '■ ( 'A , L ) )

1 / Dtl L F R+ ( F F ! S F I - F l K ) * G l R * ( 4 r t P I ( H ) - p . P S < ( M / ' L l ) ) / ( J C L G « * 0 E L G P . *
211 č L F k * b c L F K ) * * 0 . 3  + T V Z P i  * ( .1 -1 ) * D t I k S / 2 . )

H KJIM = F1 P * A R P 1 < H )
J1 = F H S P l * b K J  I i ‘i /DLLFrC
■J 2 = ( F R S P I -  F 1 K ) 1 R * A «  P I ( H ) / ( D EllG P. * D E L GR + D I I  F P * D E W  P ) * *0  . S
i-i iO  I M = 1 . +A1 * IL.KJ IM + G1 rC’ b l f ’j L + T R  5 P I *  ( F1R/DELFP+G1  R / (DELGP.  * DEL G:1 

1+DELFr i * DELFk )  * * 0 . 3 ) “ G1 L:*G 1 K / (DELGR"DEL( j r< + ĐELF ‘<*LiELFI l )  * * J .  3)
C K J I fl = 1 + 0 H V I rl
A K J I M = 1 . - r i P V i ‘1
Cj <JI M = A 2 * ( F l R T G 1 k  + c . 1 * r , P S \ ( i i / L )  + j 2 * A F , SK(f- ,  / L 1 ) + T P S P I * ( F 1 F * A ? £ N  

1 ( H / D ) / D E L F R  + G l K * A P S K ( i l / L l ) / ( D E L L  = * r ' E L G ;i + D c L F P * D r L F S ) * + C . 5 ) -
2 G 1 K * G 1 R * A P S K (•1 / L 1 ) / ( D l' L vjK + DELGK + D E L F R  + D E L F k ) * « 0 .  5)

A P V 1 ;1 = 2 . * ci < J 1 ,‘1- A ■< J I M * A K r! I  ( M— 1 )
uRRI  (Pi)  = ( A K J  I N + J R K l  ( M— 1 ) ~ G < J  I M)  / A PVI M 
A K K I ( /.) = C < J I  H / A P V I f l

2 20 C O i l T I N U c
GO T 0 151 

2 0 0 0  C O N T I N U E  
ST CP 
c N D



52 PRO^RAM 31

1 ;>i P L I C i T L)UUJLt P ć CI  j 10 'i /C/[ )/f .  / F / H )
u I iI c h JI ON M K k I ( 1 - j 1 > , A K 0 « I ( l 6 l ) , A P S < ( 1 ć 1 , 3 O ) , A P S N ( l 6 l , 3 O ) , P R t> I ( l 6 l )  

f>>lK r l  ( 1 o1 ) / “ P S < (1 o I / 3U)  / i _>Pof i (1ol  / 3 'J)
0 I t  ;j 3 I 0 N F o J N ( 3 U ) / r P S K ( 3 J ) / F V L N ( 3u ) / F >/ J < ( 3 0 ) / T P J ,K 3 0 ) / 1 P 3K ( 3 1) )  /

1 T v S jl ( i  G ) / T V a < ( 5 U J
0 I. ' it N O IGi l  HK o ,’J ( 30 ) / iiP ON ( 3 J ) / riVSN ( 50 ) / HV S< ( 3U )

1 0 1 Ci F 0 P. P, A T ( 1 H 1 )
1UU0 F 0 R 0 A T ( 1 9 X / 1 R 'i S L N J t JCDNACIMA GRAMICNOG S L U J A 1// )
y V V F o ^ ' U K ^ / t K 1* ' ) / ^ / 1* Kl DNI * , /'3 5 X / ' * , / Z 5 X / , * , / 5 X / , * , /7X/

1 1 * POi'-OCMA F L' K C1J A * STPUJMA f l N K C I J A  * ' / 5 X /
2 ' *  lJP.Cj * , , 2 5 X , , * , / 2 5 X , , * , / 5 X , o 1 ( , * , ) )

10 01 f  0 K -,'i A r ( 5 X / ' -3 K Z . P A P A I ' l l r  A K = ' ,  F 8 . A / ’ K = ' ,  I 3 ,  ' J P .  I T E R = ' / I 5 )
1007 F u R O A K S ^ / ' K O K A ^ ^ ' / L l l . A / '  PKO'1.  G1 = ' ,E1 1 K / '  H = ' ,  F J . 5 / )
1 003 FOKi ' i AT(5X,  * F = ’ , K J .  5,  1 F H = 1 / F 3 . 5  ,  ’ KO F . T K E N J A = 1 ,  F U . 5 ,  1 F U N . H = ’ , F 8 . 5

1 1 T = 1 ,  F 3 . 5  / * TK= , / r C ; . 5 / / )
1 CG 4 FOKMAT ( 5X ,  1 * ' / l A , 1 * , / ' T X / F 1 5 . y / o X / , * , A X / F 1 5 . <5 , 6 X / , * , )
1 0G5 Fj k M A T ( 5 X , o 1 ( ' * ' ) )

N 1 = 1 o 1 
J = 1 
J 2 = 0 
N 2 = N1 -  1 
N 3 = N 1 -  2 
L = 1
P R I N T  * , '  U N t SI D| LFS U FOKrlATU F / . 4
K c A D ( 5 / 1 U 1 3 ) D E L F S

01 3 F QR M 4 T ( F 7 . 4  )
P K I NT  * , '  UNćS I D £LGS U FOKMATU F 7 . a
K t A D ( 5 / 1 0 1 5 ) DLL G S

01 5 F u K i ' i A T ( F 7 . 0  
P K IN T * , 1 UiJcoI  
l< E A D ( 5 / 1 U1 7 ) C t

C 1 U rORMATU F 6 . 5  1

U 1 7 r O K M A T ( F ć . i )
P k I N T * / ' U N t J I 
R t M D ( 5 , 1 0 1 V ) C 2

C 2 U F 0 R -V A T U F 7 . 4  '

01 9 F CKf'iA T ( F 7 . -*) 
PR I NT  * / '  UNESI  
KtAD ( 5 / 1 J2U)  C 3

C i J r 0 K :■! A T U F 6 .3 '

020 F 0 R M A T ( F 6 . 3  ) 
Dl L < S = U . '  6 
P R IN T * ,  ’ U N E b I 
R t A D ( 5 , 1 u 2 1 ) v j < R

GKR U FOKMATU F 6 . 3  1

021 F 0 K "1A T ( F o . 3 ) 
P R I N T  * / 1 U f-i 2 S I 
R t A D ( 5 / 1 0 2 3 ) EPS

EPa U fORMA ru F 9 . 6  '

023 F j p ' I A T (  F V . a )
T R 3 P I = 0 .
T V SP I =J  .
KPK = 1
D L L r . i K E L K o / j .  
N = 0 
F 1 K = U .
D t L F R = - i ) E L F S  
GLLGk =OELGL 
DO 2 M = 1 , N1 
A K P I  ( ,.|) = Q 
B F< P I ( cl) = 0 
COMTI NUe 
A R R 1 ( N 1 ) = 1 .
A R P I ( ,‘J 1 ) = 1 . 
ORKI  ( 1 ) =Q .
A R K 1 ( 1 ) = 0 .
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d P S N ( 1 / L ) = U .  ' ~
A P S N ( 1 / L ) = C «
F R S P I  = 0 . 4  4 0 3 
F V S P I = 0 . 4 * 0 6  
H V 3 P I =1 . 0  
H H S < ( 1 ) = 2 . 5 9 1 9  
H V S K ( 1 ) = 1 . G 
<1=1

10 DtiL'ort = DEL! j$
L = 1
G1 R =0 .
<3 = 1
< = 2
I F ( N ) 2 0 1 / 2 C 1 /20 2 

c 0 2 K = 1
I CO. NT I NUt

I F ( N ) 0/0/4
4 I F ( K 3 - K P R ) 5 , 5 / 6
5 DG d M=1/N1 

A R P I ( M ) = A P S N ( H / L )
c b R P I ( l ' l ) = 0 P S N ( M / L )

F R S P I = F P S N ( L )
F V S P I = F V S N ( L )
T RSP I = T P S N ( L )
TVSP I = T V S N ( L )
H V S P I = H V S N ( L )

6 CONTINUE
201 CONTINUE
13 I T E R = 0
I I  A = D E L K S / ( 2 . * H V $ P l * * 2 )

A 1=A* DELKS
A 2 = - 2 . * A1 
D 0 20 M = 2 / N2
B P V I N = A * r ( ( F V S P I / 2 . + F l R ) * U R P I ( M ) + F R S P I * F l R * ( b K P I < M ) - 9 P S N ( M / L ) >  

1/ DELFR + ( F K S P I - F 1  K)  *ti1 R * ( 3 R P I  ( M ) “ BPSK( M/L1  ) ) / D E L l i R + T V S P I *  ( M -1 ) * 
Z D E L K S / 2 . )

0KJ I M = F 1 R * A R P I ( M)
d 1 = F R S P I * đ K J I M / D E L F R
B 2 = ( F R S P I - K 1 R ) * G 1 R * A R P I ( M ) / D E L G R
dKJ IM = | .  + A1 * (HKJ IM + G1 it + Bl  + 0 2 + T R S P I *  ( F1 R/DELFR + G1 R/DELGR) ~G1 R* 

2G1R/DELGR)
CKJ I n  = 1 . +dPV I M 
AKJI M = 1 . “ BPVIM
G K J I M = A 2 * ( F l R + ( i l H + b 1 * A P S N ( M / L ) + B 2 * A P S K ( M / L 1 ) + T R S P I * ( F 1 R *

1 A P S N ( M / L )
2 / d1 t FR+G1 R* APSK (.*!/ L1 ) / D t L GR )  -G1 R*G1 R*APSK ( M/L1 ) / DELGR ) 

A P V I M = 2 . * B k J I M - A K J I M * A R R I ( M - 1 )
■3RHI ( M)  = (AKJ I M * d R K I  ( M“ 1 ) " b K J  I M)  /APVI M 
A R R I ( M ) = C K J I M/ APV I M 

20 CONTINUE
J 1 =0 

131 M = N 2
30 A R R I ( « ) = B R R I ( M ) + A R R I ( N ) * A R R I ( M + 1 )

M = M-1
I F ( M - 2 ) 3 1 /3 0/ 3 0

31 D E LAM = 0
0 0 45 M = 2 / N 2
DELA = ABS ( A R R l ( M ) “ A R P I ( M) )
I F ( D E L A M - D E L A ) 4 4 / 4 5 / 4 5  

44 DELAM=DELA
CONTINUE



LJ K K I  ( 2 ) =nr. * 0 t L K Š / U . *  ( A i* H I (1 > + 3 . * A R R I < 2 > + 3 . * A R X I ( 3 ) + A R R I < 4 ) )
BRrtl  ( 2 ) = b « K I  ( 2 ) - L > t L K S / 3 . * L A R « I ( 2 ) + 3 .  * A K R I  ( 3 ) + 4 R K I ( 4 )  )
J 0 5 0 iv; = 1 r N 5
đ R R I ( M + 2 ) = D E L K 3 * ( A R R I ( l ' 1 ) * 4 . * A K R I ( M + 1 ) + A R P I ( f1 + 2 ) ) + 3 R R l ( M )
C C N T I N U E 
H R S R I = 0 .
H V 3 = 'J .
00 55 h = 1 , N 2
HVS = H V S + ( 0 E l Ko / 2 . ) * ( ( 1 . “ A K R I ( M) ) * A R R I ( M )  + ( 1 , - A R f t I ( M  + 1 ) )

1 * A R , U  ( M + 1 ) )
HRSK I = HRS RI  + ( l>hi_KS / 2.  ) * ( 2 . - A R R I  ( r l ) - A R R I  (M + 1 ) )
HRSRI =HRSRI /HVS
C t T r t I = H V S * ( 4 . * A R K l ( 2 ) ~ 3 . * A K R I ( 1 ) ~ A R R I ( 3 ) ) / ( 2 . * 0 E L K S )  
F R S R I = 2 . * ( C E T R I - 2 . * F 1 R - H R 3 R I * F 1 R )
I F ( J 1 ) 1 2 2 , 1 2 2 , 1 2 3
F V S R i = ( 2 . / H V S ) * ( 2 . * ( C H T R I - ( 2 . + H R S R I ) * F l R ) * ( H V 3 / 2 . - ( 3 l R * (

1 HVS“ HVoK ( L1 ) ) / 0ELJhi + F1 R * ( H V S - H V S N ( L )  ) / DdLFR )  ) + F1 R*G1 R * (  
2HVS-HVS KXL1 ) ) /DfcLoH)

T R S K l = - 2 * ( 2 . * G 1 K “ S 1 K * o 1 K * ( H R S K I - H R S K ( L 1 ) ) / D ć L G R ) / ( H R S R I + 1 . +
12 . * F1R*  ( H R S K I - H R S N ( L ) ) /DELFR +
2 2 . * G 1 R * ( H R 3 R I - H R S K ( L 1 ) ) / Đ E L G R )

T V S R I = ( 4 . / H V S ) * ( ( o 1 R * G 1 K * ( H V S “ H V S K ( L 1 ) ) / D E L G R ) * ( ( H R S T I + 1 . ) /  2 .
1 + G 1 R * ( H R S R I - H R S K ( L 1 ) ) / 0  ELGR+ F 1 R * ( HRSRI - HR S N ( L ) ) / D E L | R ) + ( G1 R*  
2 G 1 R * ( H R S R 1 - H K S K ( L 1 ) ) / D E L G K - 2 . * G 1 R ) * ( 0 . 5 * H V S - ( G 1 R * ( H V S - H V S K (
3L1 ) ) / DELGR+F1 R* ( H V S - H V S N ( L )  ) / DELFR)  ) ) / ( H R 3 R I  + 1 .■*■2. *F1 R * (  
4 H R S R I - H R S N ( L ) ) / D c L F R + 2 . * G l K * ( H R S R I - H R S K ( L 1 ) ) / D E L G R )

GO T 0 124
F V $ R I = ( 2 . / H V S ) * ( 2 . * ( C t T R I - ( 2 . + H R S R I ) * F 1 R ) * ( H V S / 2 . - ( G 1 R * (  

1 H V S - H V S N ( L D ) / ( D E L G K * D t L G R + D E L F R * D E L F R ) * * 0 . 5 + F l R * ( H V S - H V S N (  
2 L ) ) / D E L R ) ) * F 1 R * G 1 k * ( H V $ - H V S N ( L 1 ) ) / ( F E L G K * D E L G R + D E L F R * D E L F 9 )
3 * * 0 . 5  )

T R S R I = - 2 * ( 2 . * G 1 K - G 1 R * G 1 k * ( H R S R 1 - H R S N ( L 1 i ) 0 / ( D E L G * D E L G R + D E L F R *
1D E L F R ) * * 0 . 5 ) / ( H R S R I + i . + 2 . * F 1 R * ( r i R 3 P I - H R S N ( L ) ) / D E L F R + 2 . * G 1 R * (  
2 H R S R I - H k S N ( L 1 ) ) / ( D E L G K * 0 E L G R + D E L F R * D E L F K ) * * 0 . 5 )  

T V S K I = ( 4 . / H V S ) * ( ( G 1 K * G 1 R * ( H V S - H V S N ( L 1 ) ) / ( D E L G R * D E L G R + D E L F R *
1 Dl L F R ) * * 0 . 5 ) * ( ( H R S R I + 1 . ) / 2 . + G 1 R * ( H R S R n - H R S N ( L 1 ) ) / ( DELGR*DELGR
2 + D E L F R * D E L F K ) * * 0 . 5 + r 1 R * ( H K S H I “ H R S N ( L ) ) / D E L F R ) + ( G 1 R * o 1 R * ( H R S R I -
3 H R S N ( L l ) ) / ( D E L G R * D E L G R + D t L F K * D E L F K ) * * 0 . 5 - 2 . * G l R ) * ( 0 . 5 * H V S - ( G 1 R
‘♦ * ( H V S - H V S N ( L 1 ) ) / ( D E L G K * 0 E L G R + D c L F R * D E L F R ) * * 0 . 5 + F 1 R * ( H V S - H V 3 N ( L
5 ) ) / D E L F R ) ) ) / ( H R S R I + 1 . + 2 . * F 1 R * ( H R S K I - H R S N ( L ) ) / D E L F R + 2 . * G l R * (
C H R S R I - H R S N ( L 1 ) ) / ( D E L G R * D E L G R + D E L F R * 0 E L F R ) * * 0 . 5 )

CONTI NUc
DELF = A t i S ( F R S K I - F R S F I )
0 0 7 5  m = 2 ,  N1
A R P I ( M) = A R R I ( M )
U R P I ( M ) = 0 R R I ( M )
F R S P I = F k S R I
F V S P I = F V S R I
t r s p i =trsri
t v s p i = t v s r i
h v s p i =hvs
I T E R = I T E R + 1  
I F ( J 1  ) C 2 / 32 / 8 3  
I F ( D E L A M - E P S ) 72/72/11  
I F ( D E L F  — E P S ) 6 ć / ć 6 / 1  1 
I F ( D Č L A M - E P S ) 9 2 / 9 2 / 1 1 1  
I F ( D t L F - E P S )  6 6/ 66/ 11  1 
DO 61. M = 2/N1 
I F ( \ 3 - K P R ) 0 2 , 6 2 / 6 0
A R P I ( M ) = A R R I C M ) + A R R I ( M ) - A P S K ( M / L 1 )
J R P I  ( M ) = b K K I ( M ) + 8 R R I ( M ) - B P S K ( M / L 1 )



55

62

o 1 

64

t  3

1 01

102

162 
1 61 
172 
200 
16 3 
1
6 6 
57 
1 2 1

1 20

1 4 1 

19 9 9

A p 0.4 ( r-1, L ) = A P. R I ( f--i)
C*u S M ( .'I r  L ) -  b K K1 C ri)
A P S K ( M y L ) = * » R I ( N >  
l P J K ( f 1 / L )  :  L’ il K i  ( ; i )
IP ( K3 - KPR ) o 3 / 65 / C> 4
F R S P l = F R ^ i l + F K S « I - F P S K ( L l )
F \ / b P I = F V S R I - f F V O i U - F V S K ( L l )
T R S P I = T R S R I  + T R S R I - 1 P1 S K ( L 1 ) 
T V S P I = T V 3 R I + T V 3 H I - T V S K ( L 1 >
H V 3 P 1 = H V S + H V S - H V S K ( L 1 )
t ?  S :m ( L ) = F V. S R1
F P 3 K ( L ) = F R S k I
F ; S ,J ( L ) = F V S R I
F V 3 k ( L ) = F V S R 1
h H S N ( L ) = H i'  ̂R i
H R 5 K ( l ) = H R o P I
r p i f i ( L )  = n i r i
T ? S K ( L ) = T P S k I
T V 3 N ( l ) = T V S R I
1 v S K ( l ) = T V 3 R I
HV3 ' 4 ( L ) =HVC
H V S .< ( L ) = H V 3
L = L-p 1
L1=L~1

x I T L ( 6 r 1 01 i  ) 
viK 1 T E ( 1 4 x 1u 1o )
W R I T L ( o / 1 u u J )
W H I T c ( 1 4 / 1 0 0 0 )
WRl Tc  ( 6 / 1 0 0 1  ) F 1 P / K / I T l R 
h RI  T£ (1 4 / I 0 0 D F 1 R / K / I T L R  
W H I T E ( 6 / 1 0 u l ) 0 L L F H / G 1 H / H V 3 
W R I I  E ( 1 4 / 1 0 0 2 ) 0 c L F R / G 1 R / H V S
W fH T t  ( o / 1 0 0 3 ) .F ,R u K I / F V S R 1 / C Ib T R I / H R S H I  / T R S P I / TVSRl  
Wk I TE (1 4 / 1003 )  FRSP. 1/ F V S R I / C L ' T R I / H H S H I / T R S R I / T V S k 
w R I T E ( 0 / 9 9 V )
W R I T u ( 1 4 / 9 4 9 )
W R I T E ( 0 / 1 J u 4 ) ( N / A K R I ( ri ) / đ *  R I ( f i ) / M = 1 / N1 / 1 6 ) 
v MI T c  (1 4/ I 0 0 4 )  ( M/ARHI  ( M)  /bRHl  ( i l )  / H = i * N l  /1 o)
Wk I T E ( 6 / 1 0 0 5 )
W K I T E ( 1 4 / 1 0 0 j )
K 1 = K1 +2 
CONr i NUL
I F ( C E T R I - C 3 ) 1 6 2 / 16 2 / 16 1  
D E L F R = - D L L f 3 / 2 .
I r ( C E T R I - C t ) 1 7 2 / 1 7 2 / 2 0 0  
D t L F R = - D E L F 3 / 4 .
I F ( C t T R l “ C1 ) 1 6 3 / 1 0 3 / 1 6 4  
J 2 = 1
I F ( J 2 ) S o / o 6/67
I F ( G 1 R - G K P ) 1 2 0 / 1 2 0 / 1 2 1
I r ( G 1 R - G K R ) 1 41 / 1 ^ 1/ 1 21
0 1 R = G1 K + DZLoR
0 0 T 0 1
F1R = F1R-t DELFK
i ' l = N + )
00 T 0 10
01 R = J "rDELGR
I F ( G K R - G 1 R ) 2 0 0 0 / 2 0 0 0 / 1 9 9 9  
F1 R = F1 r - D c L F S
D c L F R = - D L L F 3
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L -  J + 1
i- 1 = J
D 0 1 0 b  M=1|^'11 
A R P I  ( M ) = A P S N ( M /  L )

1 0 3  B K P l ( M ) = b M S N C M , L )
F K S P l g F P S N ( L )
F V S P I = F V S N ( L )
T R S P I = T P S N ( L )
T V S P I = T V S N ( L )
H V S P I = H V S N ( L )
K3 = J + 1 
K P R = < 3 
J = J +1 
J 1 = 1 
J L = 1 
N = N +1

1 1 1  D 0 2 20 M=2x N2
BPV 1M = A * (  ( F V S P I / 2 .  + F1 R) *EjRPI ( M)  + f R S P I * F 1  H* ( d R P I ( M ) ~ B P S N ( M / L )  )

1 /  Di f LFR+ ( F R 3 P I - F  1 K ) * G 1  R » ( 0 K P I  ( M ) -  0 P S K ( H /  L1 ) ) /  ( DE L GR + DELGR +
L D t L F K * D E L F K ) * * C . 5 + T V S P I * ( M - 1 ) * D E L K S / 2 . )

H K  J I  M = F 1 R * A R f| [  ( M ) 
d 1 = F R 3 P I * B < J I M/ Dt L F R
B 2 = ( F R S P I - F 1 R ) * G 1 R * A R P I ( r i ) / ( D E L G R * D E H j R + D E L F R * D E L F R ) * * 0 . 5  
O K j : M | 1 . + A l * ( d < J i , « 1 + G l R  + H l + d 2  + T h : S P I * ( F l R / D E L F R  + G l R / ( D E L G r t * D E L G R  

1 + Dc. L F h * U E L P R ) * * J . 5 )  — G l R * o 1 R / ( D E L G R * D E L G R  + D E L F R * D E L F R ) * * 0 . 5 )
C K J I  M = 1 . + d P V I  M 
A K J I  N = 1 . -  0 P V IM
G K J I M  = m2 * ( F 1 ' R  + G1 R + H1 * A P S M ( M x L ) + d 2 * A P S K ( M / L l  ) + T R S P I *  ( F 1 R* AP S N 

1 ( M / L ) / D E L F R  + G 1 R * A P S K ( i ' 1 r L 1 ) / ( D E L G R * D E L G R + D E L F P * D t L F f i ) * * 0 . 5 ) -  
2 u 1 R * G l K * A P S K ( M / L 1 ) / ( D E L G W * D t L G R + D t L F R * Đ č L F R ) * * 0 . 5 )

A P V p M = 2 . * B K J 1 M - A K J I M * A R R I ( M - 1 )
I r t R l  ( M ) =  ( AKJ  I M * 3 R K I  ( M- 1  ) ~ G K J  I K ) / A P V I r l  
A K R I  ( M ) = C K J 1 1-1 /  A P V I  P.

ZZO CONTI NUE 
G 0 T 0 1 5 1  

2 0 0 0  CONTI NUE 
GTOP 
END



PROGRAM I I I

I N P l I C I T  0 U J L E H n E C I j I O M  (A/ ' . i /C/H/l i /F/H)
0 11'! l N 'j I 0 N •> i( I ( 1 o 1 ) ,  A rO* I ( 1 61 ) / A P S K (1 6 1 / 3 0 ) / A P a N (1 o 1 / 3 0 )  / P *1c I  C 1 6 1 1 

i ') n P I  ( 1 6 1  ) /•UPGk. ( 1 o 1 / j  0 ) /(?’so i J ( 1 6 1 / 3 0 l  
0 I i4£N j  1 0 «  F P j N ( 3 0 ) / K P o K ( 3 ' J ) / ' F V S h ( 3 u ) / F V o K ( 3 u ) / T P S N ( 5 0 ) / T P 3 K ( 3 C ) /

1 r v S M ( 3 0 ) / T V S K ( 3 0 )
1/IMiNbION H H S N ( 3 0 ) / r i S ' o K ( 5 0 ) / H V 3 l i ( 5 C ) / H V $ < ( 3 U )

1013  F 0 k ?1HT(1 H1 )
1 0 0  0 F 0 R M n T ( 1 9 X / 1 H ii a L M J ć J dPJ i f t CI NA GrtANT CNOG S L O J A ' / / )
999 F0KMAT(5X,c1 (,* ,)/5X,l* RLDNI *'/23X / 1 * ' / 2 5 X /•*'/5X /* *' /7X /

1 * « POf' OCNA F L N K C I J A  * STRUJ NA F I N K C I J A  * ' / 5  X /
2 1 * -Jk CJ » , / 2 5 X / , * , / d 5 X / , * , / j X / 6 l ( , *p' ) )

1 UJ 1  F 0 r< M A T ( 5 X / ' 0 P. I . f* A K A 0 L T k R = 1 / F C . A /  1 K = ' /  13  / ’ d P . I T E R = L / I 5 )
1 UU 2 F0KV, mT ( 5 X /  ' KORAK= ' ,  £1 1 . A / ' P K O i .  G1 = ‘ / 511 . 4 ,  ' H = ' , F c i . 5 / )
1 U U 3 FOAiV AT ( 5 X ,  ' F = ‘ /  F đ . 5 / ’ FH= 1 /  F 6 . 5 / '  KO F . TR EN J A= ' /  F o . 5 /  ' FU r i . H = ' /  F 3 .  ! 

1 '  T= ' | ^ G . 5 / 1 T R = 1 / F U . 5 / / )
1U0** F u K A T ( 5 X /  1 * ' / I A , '  * 1 /  4 X /  F 1 5 . 9 , 6X ,  ' * 1 4 X , F 1 5 . 9  ,  o X ,  1 * ' )
1 U 0 5 F 0 K V S l  ( 5 X /  c 1 ( ' * ' ) )

N I = l o 1 
N 2 = N 1 -1
f .3=N I - 2  
L = 1
pK 1 N r * . , •  U- l bbl  L’ LLFS 
R t  A D( 3 / 1 0 1 j ) DELFS 
F 0 R M A T  ( F 7 . t )

u F U R MA T  U F 7 . 4 1

P R I N r « / '  U '■) £ S I DCLGS 
R F A D ( 3 / 1 0 1 5 ) D E L G S

u F 0 R M A T  U F 7 . 4  '

1013 F 0 K K n X l F 7 . _ O __________________________________
U l L K S = U . 0 o

P R I N T  * / , U.,, r o |  T KR U F G h K A T J  F ć . 3 '  
° t A 0 ( 'M  1 U £ 1') I k K 

1 G 21 F O R MA T ( F 6 . 3)
PRI . NT * ,  ' 'J N E b 1 C P 3 U FCHMAT U F y . d '  
R E A l) ( 5 / 1 0 2 5 ) £ P S 

1 0 2 j  F 0 P. M A T (  F 9 . ć )
T R S P I = U .
T V S P I = 0 .
K P /< = 1
0 E L K 3 = D £ L K 3 / 3.
N = 0
G 1 K = U .

7 OELGR=DELGS
3 .0 0 2 M=1,Ji1

A R P I  { H ) = 0 
t ' RPI  C4)  =0 

1 CONTIMUE
A K K I  ( N1 ) = 1 .
A RP I  ( N1 ) =1  .
P R R I ( 1 ) = 0 .  
ć'PSN (1 , L ) = G .
A P j N ( 1 , l ) = 0 .
F R S P I = U . c * ^ C ć  
F V S P I = 0 . 4 4 0 3  
H V 3 P I =1 . 0  
Hk $ K ( 1 ) = < 2 . 5 9 1 9  
l ' V S K ( 1 ) = 1 . C
K 1 =1

1 C 0 t  L F R = w E L r S 
• L = J
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r l R = 0 •
<5 =  1 
K  -  2
I F ( N ) t u 1 / c U l y 2 0 Z  

2C2 K =1
1 CCNTI iJUh

I F ( N ) 5 / 0 / t
A I F ( < i - KF > f Ot > / 3 / 0
5 i>0 o M = 1 / N1

A n P I ( M ) = A P S M ( M / L )  
d UHP I ( M ) = o P ! > N ( r 1 / L )

r k 3 P I = F P S N ( L )
Fi /SPI  = F V S r i ( L )
T rt S P I  = T P S N ( L )
T V S P I = T V S ? J ( L )
FiVSPI=riVSM ( L )  

ć C O N T I N U E
2 01 C G N TI NU E
1 i  I T L * = 0
11 A - D l L K o / ( 2 . * H V S P I * W2)

A 1 = A * D c L n 5 
A 2 = - 2 . *A1
00 20 M=2/N2
NPV Ii-I=A * ( ( r V a P l / z l +  F1 ^ )  ^ P P  I  ( M> + F RCH I * F 1 K* ( :1P P I ( j i )  -  ( M / L1 )

1 / D ć L F P + ( F K S P I _ F1R) *v i 1 rl* ( ? P P I  ( M ) “ U F a N ( M / L )  ) / UELGK + T V j P I *  ( v - 1  ) * 
2 i ) c L < o / 2 . )

-j < J I M = F 1 P * A P P I  ( M )
i . 1 = F P S P l * p. K J l M / 0 Č L F K
C < Z = ( F K S P I - F 1 R ) * 0 1 K * A R P I ( M ) / 0 F L G H
uk1 i M = 1 . + A 1 * ( * 3 K J I ' 1 + G 1 R  + lU + 3 2  + T R o P I * ( F 1 , { / D Z L F P + G 1 R / P 3 L G R ) - 0 1 R *  

c. ij1 R/OEL u R)
C < J I M = 1 . + J F V i  M 
A < J I  M = 1 . "  >> P V IM
0 < J I M = M 2 * ( F l R + G l r c r č j 1 > » A P S < ( M / L l ) + i J 2 * A P S N ( ; ,1/L)  + T R S P I * ( F l r *

1 A P S K ( M / L 1 )
2 / D t L F K + G 1 R « A p S M ( M / L ) / 0 t L • 5 R ) -  G 1 R * (i 1 R *  A P S N ( M / L ) / 0 E L 3 F. )

A P VIM = 2 . * 3 K J I M - A K J I M  * A W R I ( M ~ 1 )
oRRI  ("1) = ( A < J I  M * 3 R K1 ( M - 1  ) - G K J  I M)  / APV IM 
A R R I  ( M ) = C K J IM / A P V I M 

20 CONTINUE 
M = N 2

3 0 AriKl  ( M)  = HRh I  ( M ) + A K R I  ( M)  - A k RI  ( M+1 )
M = M -  1
1 F ( M- 2 ) 3 1 / 3 0 / 3 0

31 D ELAM = G
l) 0 A 5 M = 2 / N 2
C ELA = A 0 o ( A R K I ( M ) - A R P I ( M) )
1 F ( D I I A  M — D t  L A ) A 4 / m5/A3 

A A DELAM = D£LA
45 CONT I NUt

O R R I ( 2 )  = 3 . * I ) E L K S / ' j . * ( m R R I ( 1 ) + 3 . * A R R I ( 2 ) + 3 . * A R R I ( 3 ) + A R R I ( 4 ) )
L < R R I ( 2 ) = : 3 i ( R I ( 2 ) - u E L K S / 3 . * ( A r t P I ( 2 ) + 3 . * A R R I ( 5 ) + A R R I ( u ) )
l>0 50 M = 1 / N3
0 R R 1 ( i'l + 2 ) = D t L < 3 *  ( A R R I  ( M ) + A . * A R r t l  (.*1+1 ) + A R R I  (|*, + 2 )  ) + j P R I  ( M)

3 0 CONTINUE
H R S R I =0 .
H V S = U .
0 0 5 5 M = 1 / N2
HVS = H V S + ( l ) E L K S / 2 . ) * ( ( 1 . - A K r t I ( M ) ) * A K K l ( M )  + (1 . — ARRICM + 1 ) )

1 * A R R I  ( K f  1 ) )
5 5 H R S K I = H R S R l + ( L > £ L K 3 / 2 . ) * ( 2 . - A R K l ( M ) - A R R I ( M  + 1 ) )

h r s r i ^ h r s r i / h v s  ‘
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C t T * I = 0 .
CLTrt I  = rlV- * ( ' * • * A i < K I ( 2 ) - 3 . * A « m ( 1 ) - A i l H I < 3 ) W ( 2 . * D t L < S )  
r" r\ S r< I  = 0 •
£ H-i f! I = 2 ■ * ( C E T KI  -  2 . * r 1 fi -  H R S R I * F1 R )

1 2 t. F V 3 - < I - ( 2 - / H V o ) * < 2 . * C C c T K I - C 2 . + H R S R I ) * F 1 R ) * ( H V S / 2 - " ( i i l R * C  ~ 
1HVS- HV3 .n ( L ) ) / D c LGK+ F1R* CHVS- HVSKC l 1 ) ) / 0 E L F R ) )  + F1R*Ci 1R*<
2H V5-H i/bN ( L ) ) /D tLGR )

T R S R I = - 2 * ( 2 . * G 1 v t - G l K * ( i l R * ( H K S R I - H r i S N ( L ) > / D E L G R > / ( H R S R I  + 1 . +
1 2 ■ * F 1 R * ( H R S R I “ Hk S/( (L1 ) )  / DLLFR+ ' 
d d R * ( H R S R I - H R S N C L )  ) / UćLGrO

T V S H l = ( 4 . / H V b ) * ( ( 3 l R * G l K * ( H V S - H V S N ( L ) ) / D E L G r t ) « ( ( H R S H I + 1 . ) / 2 . +  
1/o l R * ( H R 3 H l - H R 3 N ( L ) ) / D £ L G c’ - F l R * ( H k S R I - H R o < ( L 1 ) ) / D E L F a )  + ( G l H *  
ć o1R * ( H R 5 R I - H H S N ( L ) ) /DcLGR—2 . * 0 1 R ) * ( 0 . 5 * H V 3 “ ( G 1 R * ( H V S- H V S * * (
3 L )  ) / L) c L G R + F 1 R * ( H V S “ HVSK( L1  ) )  / DELFR)  ) ) / ( H R S R I + 1  ■ + 2 . * F 1 R * (  
* t H R 3 R I - H R S < ( L l ) ) / D E L F R  + 2 . * G l R * ( H R S R I - H H S N ( L ) ) / D E L G K )

DELF = A : r S ( r K 3 K l - F R o P I )
7 0 l) 0 / 5 M-  1

AKP I ( H)  = A R R 1 ( i*l)
7 b H K P I  ( .1) = U R R I  ( M )

rr?SHl  = FR3P I  
F V S P I - F V S K I  
T R o H I = T R S R I  
T V S P I = T V S K l  
HV S P I - HV S  
ITt ' R = I T S R  + 1 
I F ( D E L A M - t H S ) 7 2 r / 2 x 1 1  

/ 2 I F ( D l l F - £ P S ) 0 0/00/11  
6 6 iJ G ć 1 f'i = 2 / M

I F ( K 3 - K P R ) 6 2 / o 2 / oO
60 AKHI  ( i*1) = AKRI  ( M) + A R P I ( . ,I ) “ AP SK ( M/ L 1  )

HKPI  ( M) =6 RK I  (M)  +GRRI  (M) -E5?SK ( N/L1  ) 
ć c A P S N ( n / L ) = A a n I ( M )

?3PS.< ( i*l / L )  = KKRI  ( M)  
m r 3 < ( M / L ) = A K K I  ( M )

C1 LP3K ( i'i/ L ) = g R R I ( M )
I F ( K 3 - K P R ) c 3 / o 3 / o 4  

64 F k S P I = F R S R I + F R S R I - F P S K ( L l )
F V S ? X = F V 3 I  + F V S f! I  -  F V S < ( L 1 )
T H S H I = T R S R ± + T R S R I - T H S K ( L 1 )
f v S P I = T V S R I + T V S R I - T V S < ( L l )
H V S H I = H V S + H V S - H V S < ( L 1 )

63 F P S - K L )  = F RSKI
F P 3 K ( L ) = F k SRI  
F V S N ( L ) = F V 3 R I  
F V 3 ;< ( L ) = F J S J< I 
H R S oi ( L ) = M R S R I  
Hk SK ( L ) = H R S R I 
T P S N ( L ) = T R 3 K I 
T P S K ( L > = T K S K I  
T V S M ( L ) = T V S R I 
T V S K ( L ) = T V 3 R I  
H V S N ( L ) = H V S  
H V S K ( L ) = H V S 
L = L + 1 
L 1 = L -  1

1 L 1 V/RITE ( 6 / 1 0 1 G )
W K I T E ( 1 4 / 1 C 1 6)
W K I T  3 ( o , 1  0 0 0 )  
w R I T c ( 1 4 , 1 0 0 0 )  
r f f t l Tc ( 0/1  001 ) F 1 R / K / I T c.p 
W R I T  C (1 4 / 1 C J 1 ) F l R / < / I T E R
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»■.' K 1 T li (t>/1 0 O 2 ) u E L F N / a 1  r; / HVj  
R I T £ ( 1 4 / 1 00 2 ) 0 L L F R / G 1 « / H V o 

■■»' K I T ii ( 6 / 1 >J u 3 ) F Fv o k  I / F V S r( I  / u : T i l  I  / H R il i  / T R R I / T V J H I 
v i K i r L ( K / 1 C J 3 ) F « S r l I / F V i P I / C d T R I / H R S R I / T S S S l / T \ / 5 / U  
vJ r( l l ' v  ( o  / 9 y 9 )
/ R I T c ( 1 h / 999)

r» I T L ( ć / 1 0 'J ^ )  ( K ,  A F? r I Lj-I ) / *.; ►( rt i  ( S1) / M = 1 / rt 1 / 4 )
wk IT t (1 4/ 1 30 4) (M, ftr(.a (fO / JRRI (M) ,tt=1 , M  /-v )
Wnl l  £ j  o ,  1 ' jC5 ) 
v’ d l f t  (1 4/ 1 005)
K 1 - r. 1 2
1 F ( F 1 1 + 0 . 0  2 )  1 1 9 , 1 1  9,12.1

119 D E L F k = D E L F S / J .
I F ( F 1 R + O . 0 ^ ) 1 7 2 / 1 7 ^ / 121

17E DELFR = DELFS/<t.
121 1 F ( CETR I  -  0 . 0 4 )  1 2 0 , 1 2 0 , 1 2 2
1 2 0  ) F ( T K R  -  G 1 R) 130, ZOOOj  2000

J I 3 0  g 1 K = G 1 H + D E L G R 
w = r.+1 
G 0 T 0 10

1 2 2  F 1 r | f 1R+ĐE L F R  
VC j =K3 + 1
0 0 T 0 1

2 0 0 0 C O N T i ' l U E  
ST0F>
END
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nJ
61

1u1 «
1 OCG
9 v 9

1 001
1 COž
10  0 0

1 GC4 
1005

1013

101 3

101 7 

1019

1021

1023

PROGRAM IV

I piF-l- I C I T  DOJ BL t  H«6CI 3I O: ' )  <A, t 3/ C/ D/ f c / FyH)
D 1 r- E M S I 0 N « R X I ( 1 o 1 > / A « ! P l ( l 6 l > / A P S K ( 1 6 1 / 3 0 ) / A P S N  < 1 6 1 / 3  0 ) / C R P I ( 1 c > -  

Sri iRPI ( 1 o 1 ) /b' PSK(  1c I / 3 0 ) / i j P S N ( 1  61 / 30)
D I MENSI ON F P S N ( 3 0 ) / F P S K ( 3 u ) / F V S N ( 3 0 ) / F V S < ( 3 0 ) / T P S N ( 3 0 ) / T p S K ( 3 0 ) ,  

1 T V S N ( 3 0 ) / T V S < ( 3 u )
D I P E NS I ON H « S N ( 3 0 ) / H R 5 K ( 3 0 ) / K V S N ( 3 0 ) / r i V S < C 3 0 )
F 0 R K A T ( 1 H1 )
FuR. I AT (1 9 X /  1 RfcSENJ f  J E P N A C I N A  GRANI CNOG S L O J A 1 / / )
JO.TMAT ( 5 X / o 1  ( 1 * 1 ) / 5 X /  1 * Rt DNI  * • / 2 5 X / • * 1 / 2 5 X / 1 * ' / 5 X / ' * ' / 7 X /

1 ' «* HJKOCNA F UDK C I J A  * STRUJNA F I N K C I J A  * ' / 5 X /
2 1 * IROJ * , /2 5 a / , * , / 2 5 X / ' * , / 5 X / 6 1 ( ' * ' ) )  

F O R K A K S K / ' U R Z . P A R A i' iE T A R s ’ / F S . A / '  K = • / I 3 / ' H R . I T E R = ' / I 3 )
F O R MA T ( 5 X / 1K O R A < = ' / t 1 1 . 4 / '  PROM. G1 = ' / E1 1 . 4 / '  H = ' / F 3 . 5 / )  
FOR,\1AT(5X/, F = , / F>J. 5/ , F R = , / F 8 . L / '  K O F . T R E N J A ^ ' / F j . S , '  FUN.  H= 1 / FR 

1 ' T = ' / F 2 . j / ' T R ^ ' / F C . j / / )
F 0 R K A T (5 X/ 1 * ' / I 4 / '  * , / 4 X / F 1 5 . 9 / 6 X / , * , 4 X / F 1 5 . 9 / 6 X , , * , )
F C K K A T (5 X /61 ( ' * ' ) )
n 1 = 1 ć I 
N 2 = N1 -1 
N 3 = N I -  2 
L = 1
PRI NT  * / '  OMESI  D E L F S  'J FORMATU F 7 . A '
R f c A D ( 5 / 1 0 1 j ) D E L F S  
F 0 K M A T ( F 7 . 4  )
P R I NT  * / '  UNE S I  DfcLGS U FUR.’IATU F 7 . 4 '
R f c A D ( 5 / 1 0 1 5 ) DELGS  
F 0 R K A T ( F 7 . 4 )
P R I NT  * / '  UNE S I  C1 U FORKATU F c . 3 '
READ ( 5/ 1 0.1 7)  C1 
FCK.-iATC F 6 . 3)
P R I NT  * / '  Un E S I  C 2 U FOKMAT'J F 7 . 4 '
R t A D ( 5 / 1 0 1 v ) C L  
F 0 H X A T ( F 7 . 4  )
D č L < 3 = 0 . 0 a
HRI.NT * / 1 'J N fc S I  TKR U FORMmTU F 6 . 3 '
R f c ' AD( 5 / 1 U2 l ) T KR  
F 0 R M A T ( F 6 . 3  )
P 3 I  N T * / 1 U N l S I EPS  IJ F0R-1ATU F 9 . 6 '
R E A u ( 5 / 1 0 < j ) E P S  
F 0 K M A T ( F 9 . 6  )
T R S P I = 0 .
T V S °  I = 0 .
K P R= 1
Df c L <3 =DE L <S / 3 .
N = 0
G1R=0.
DE L o R =DE L GS
D 0 2 M = 1 / M1 
A R P I ( M) = U  
U R P I ( M)= 0 
CCNTINUfc  
A P R I ( N 1 )=1 •
A H P K N 1  ) =1 - 
H R K I ( 1 ) = 0 .
0 P $ N ( 1 , L ) = U .
A P S N ( 1 / L ) = 0 .
F K S P 1 = 0 . 4 ‘»u S 
F V S P I = G . 4 4 0 a  
H V S P I  = 1 . 0
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Hr'SKCI  ) = 2 . š 919  
H V S K ( 1 ) = 1 . 0  
<1 =1

1C d č L F R ^ D E L F S
L = 1 _______ _ ____________
r 1 K = 0 . f
KJ = 1 ;
k  =  ć  ;
!*= 2C1 ^-2C1

ćVĆ K =1
1 CONr iN' JC

I F  (N) 6 / b / >+
4 I F ( K j - K P R ) 5/5/6
5 D 0 3 M=1 /N1

4 3 PI  ( 'M) ■= A P S N ( M x L ) 
c 'i r< P I ( M ) = U ? S N ( M / L )

F R S P I = F P S N ( L )
F V S P 1 = F V S N ( L )
T R S P I = T P 3 N ( L )
I V S P I = T V b N ( L )
H V S P I = H V S N ( L )

6 C 0 N TI NU l
ć 0 1 C C N T I N U £ \
I J 1 T i  K = 0
I I  A = D 2 L < 3 / ( 2 . * H V S P I * * 2 )

A1 = A* Dc L KS
A ć = - 2 . * A1 
D C 2 0 = 2
d P V I M = H ' » ( ( F V S P I / 2 .  + f l H ) * DR P I ( M )  + F H S P I * F 1 P * ( 0 R P I ( M ) - B * ?SK( i v,x L 1 ) )  

1 / D L L F H + ( r H S ? I - F 1 R ) * L l R x ( d R P I ( . ' 1 ) - b P S N ( . ' l / L ) ) / D E L G H + T V S P I * ( lv - | ) *  
2 Dc L.<3 / 2 . )  

i K J I K = F 1 P *  A R P I ( M )  
i’J 1 = F R S F I » li K J IM/DfcLFR 
j 2 = ( F H S P 1 - F 1 H ) * G 1 « * A R H I ( . M ) / U C L G R
r' KJ Ir1 = 1 . + A1 * ( j KJ iM + Gl K + b1 + H2 + T R S P I *  ( F1 R / D E L F R  + G1 K / D E L G P )  —•11 H* 

Z G 1 P / d E L G k )
C K J I M = 1 . + d P V I :'1 
A K J IM = 1 . -  3 P V L M
G<Jl M = A 2 * ( F l R  + G1R + f c 1 * A P S K ( M / L l ) + : H 2 * A P 3 N ( M / L ) + T R b P l * ( F l F i *

1 A P 3 K ( M / L 1 )
2 / D E L F R + G 1 R * A P S N ( M / L ) / D E L G K ) - G 1 R * G 1 A * A P S N ( M / L ) / D E L G « )

A P V I M = 2 . * P K J I M - A K J 1M* AHR I ( M - 1 )
U R R i  ( r-1) = ( A K J IM * 3 H RI  ( M - 1 ) - G K J I M) / A PV 1M 
Af tRI  (M) = C n J I M/APVI M 

20 CONTI NUE
m = n 2

3 0 A R R I ( M ) = 3 R R I ( M ) + A R R  i ( M ) * A R R I ( M + 1 )
M = M-1
I F ( M - 2 ) 3 1 / j J/30  

31 D E L A M = L
D 0 M = 2 / N 2

c/̂L̂L*, L/iMA.T,( M1 ~A.<i P_I.( l'l) )
I K ( D E L A M “ D E L A ) 4 4 / 4 5 / 4 5  

44 DELAM=DELA
4 5 COrUI NUE

3RRI( 2 ) =3.*DELKG/5 . * (ARHI( 1 )+3. *ARRI ( < ) + 3 . *AHRI( .j) +ARkI ( 4) )
P R R I ( č ) = 0 R R I ( 2 ) - D E L K S / 3 . * ( A R R I ( 2 ) * ? . * A R R I ( 3 ) + A R R I ( 4 ) )
D 0 50 M = 1 / N 3
!1 A R I ( M + 2 ) = 0 u L < 3 * ( A R RI ( M ) + 4 « * A R R I ( ™+ 1 ) + mRRI (.*1 + 2 ) ) + 0 R RI ( f ■)- * I
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5 3 L 0 M  I N U  L 
: i f 5 P I - ' J  . 
ri >/ = ' J  .
o O  j  b r. = 1 / i>; c?
rl V i  = H V b + ( ' )  F L K J, / 2 .  ) * ( ( 1 . -  R H I  ( .n) ) * \ J il T C f. )  + (1 . -  A ? I C + 1 ) )

5 : jU  3 K I = K K 3 H i + ( L L 3 / L .  J * (<. . -  A K K I ( ".) -  A R i-. I l •■, + 1 ) )
H .! J r\ I = 11 |'{ o '< I. / li V 3 
L c T K l = U .
C-LTP I = rfVC* (*r . I C 2 )  -  '■ . *-\RN I ( 1 ) "nr .  KI  ( 3  ) ) / ( I .  ^ U L L < 3  )
F K 3 K I = L .

• t  rt 3 "< 1 = t. . *  ( C T. 1 K I ~ J • * r 1 \ ~ r* K 3 r'. I  + F 1 K )
1 <2 2 F v 3 K I = ( 2 . / H J  5 ) * ( 2 .  * ( C piT K1 -  ( 2 . + H R S KI ) * F1 K ) * ( H V 3 / & -  (  >i JjR * C

1 H VS- H VSN ( l. )  ; / D : L G - ’ + F 1 K* C n v/S~H\/S< ( L1 ) ) /  D E L F fO ) -r F1 K*GTP. * (
2 H V 'j -  m V o r i ( L  ) ) / 'J :  L «  K )

T r . > R :  = -  c * C 2 . * Li 1 rt -  O 1 F! * J 1 l< « ( H W G R I -  H R  ‘o | ( ■_ ) ) / 0 11_ G H  ) / ( H ?■ u I M  . +
K  . * f  1 K ■* ( H K * K 1 -  K K o K ( L 1 ) ) / 0 L L F R +
2 2 . * 5 1 H *  ( H R S R I - h r f S ’K L ) ) / U b L G « )

T V S R 1 = ( <. . / *W o ) n ( ( i 1 r. * u 1 K * ( H V S " H V F <i ( L ) ) / u L l  m K ) -  ( ( ri K I + 1 . ) / ^ . ■*■
K< 1 K «  ( H r> s P i -  ; 1 K S N ( L ) ) / l- c L U P + F 1 H  * ( H H o H  -  H P o < ( L T$ ) / 'J r’ L F '< ) -  ( (j 1 .*
c L K  * ( r ir \o -< I“ - i*\Cl .(L)  ) / L £ L <j •'< “ 2 . * G 1 K ) * ( 'J . > * M V j -  ( L- I R * ( n V S “  H V 3 N  (
3 L ) ) / <> = L o S + M  K * ( h V o “ H V 3 < ( L i ) ) / 0 t  L F iK ) ) / ( r K  j i< I + 1 . r  Z  . -  F 1 r5 * (
i  n < T K . “ h '? 3 .< ( L 1 ) ) / j  3 L F K F <1 . * o K X  H f< S :»I -  H K S L ( L ) ) / C, F L 'J P )

L'l L F - A ' L )  ( r K S K i “ F K o P I )
/ L J 0 7 j  l'i = 2 / ;. 1

»"* K H I  (.< 1 ) = >\ K K I ( ■] ) 
t 3 < vr'l (M) =■>-(,< I ((■!)

F K S P I = F R S K I 
F V Sr1 I = r V o h I 
T k S r31 = T R S :< I 
T i /SHI  = T V o : I 
h v o p i = f: v j 
I T -. K -  I  T C H + 1 
I F ( l) t #  A M -  L P S ) 7 2 / i  2 / 1 1 

7c I F ( D c L F “ L ? o ) 0 Ć / f J ć / 1 1
t  o  «> 0 o 1 Fi = 3 / n I

1 F ( < 3 - n P k ) od/Ci L/Ol J
6 3 a 1 ? I  (!•>) = AKii I (•■!)+ A-iK I (r>i) - / . HSK (>■<<•/ L 1 )

r.i!(r I ( M) =-i.<K I ( l i )  ♦..?,?< i  ( 1 ) -  ( .1/L 1 )
6 2 A h o N ( n /  L ) = A k K 1 ( .v )

! • H S N ( fl / L ) = ._ K K I ( M )
A P S k  ( A / L ) = A R  H I  ( * )

M  <: F S< (.•'./ L )  = l XR1 ( M)
I F ( < 3 ~ < P ? ) c 3 / o J / ć L  

t L  f r< $ P I = r .K S K I + F . K  K I “ F ? S < ( L 1 )
F v o ? I  = F V S :5l + F \ / S r t i - r V S < ( L l )
T h  S ? I = T ?. S > < 1 + T »  S H I -  1 H S .< ( L 1 )
T v S ? I = T V o *i i  + T V S P. I -  T V S K ( L 1 )
riV’ S ? I = F 'V o r r i V o ' “ l'<Vo<|r . ( L l  )

63 r H S N ( L ) = F K S R I
F T X n ( L ) = Fr»oKl  
F V 3 im ( L ) = F V j  K I 
F V S K ( L ) = F V S ? I 
H i« S N ( L ) = HKSK I 
K F 3 < ( L ) = h H o K X 
r P S -I ( L ) = T •! S H I 
T F o < ( L ) = r K o K l
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’ T V S N C L ) = T V S k I 
T V S < ( L ) = T V S R I  
H V S :M ( L ) = rt V S 
H V S < ( L ) = H V S 
L - L  + 1 
L 1 = L " 1

1 C 1 «  R L r c ( 6 / 1 U 1 8 )
TE (1 4 , 1  01 3)

 ̂R I T E ( 6 r 1 0 C Q )
W H I T  E ( 14/  1000 )
W j L I T c ( 6 / 1 J 0 1 ) F 1 R / < / I T t P  
Wi ( lTE (1 4/1001 ) F1 k/K/I Tč ' H 
WkI TE ( 6 / 1 0 'J 2 ) i) E L F R / o 1 H/HV3 
/ R J T a d  4/ I G0<J)0ELFR/G1H/HVS
wr. 1 T Q ( 6 / 1 J C 3 ) F R S R I / F V S P I / C E T K I / H R S R | / T R S R I / T V 5 R I  
W R I T E ( 1 4 / 1 C d Q ) F K 3 r < I / F V S K l / C E T K l / H F { S R I / T R S K I / T V S R |  
W K 1 T L ( ć / y 9 9 )
W K  I T E (1 4 / 9 >' V )
W R 1 T c (  6 / 1 00 4 ) ( i" / A S h I  ( .-i ) / P P R I ( M ) / M =1 / N 1 / 4 )
»;R I TE (1 4/ 1 C0 4 J (M / ARRI  ( M)  / HKKI  ( M)  /i1=1 / N1 /4 )
«' k I  T  E ( 6/1 J O S )  ----- "

102  
11 9 
120 | 

l 1 25

wRI Tt ( 1<*  / 1005J  
< 1 = < 1 + 2
: F ( F « 3 R I - C 1 ) 1 1 9 / 1 1 9 / 1 2 1  
I F ( r 1 K - C 2 ) Z 0 0 0 / 2  0 0 0 , 1 2 0  
1 F ( 0 1 K-  VKR) 2 0 0 0 , 2 0 0 0 /  125 
0 1 R=o1 K+Dt LGR
N = N + 1
0 0 T 0 10

121 F 1 K = r 1 K + D t L F R
K j = K 3 + 1
G 0 T 0 1

20 0 0 CONTI NUt
5T0P
EkD



65

( 3 . 2 . 1 ) .
U podprostoru Pa (Afi,o<0; A fo, i<0 )  koj i odgovara  

cli fuzornoj o b l a s t i  graničnog s l o j a  sa usporeriim spo l j a šn j im  

st rujanjem početna v r i j ednos t  koraka Afi.o i znos i  0.005 i
smanjuje se na polovinu pa na če tv rt inu  p r i b 1ižavanjem tački  
odva jan ja  graničnog s l o j a ,  dok u podprostoru P-i (Afi .o>0;
A f o,i < 0) ko j i  se odnosi na konfuzornu ob l a s t  graničnog s l o j a  sa 

usporenim spo l ja šn j im  st rujanjem, i n t e g r a c i j a  jednačirie ( 3 . 2 . 1 )  se 

r e a l i z u j e  sa konstantnim koracima Afi.o^O . 0025 . Za oba ova 
podprostora korak Afo .i  ima sta lnu  v r i j ednos t  0.005. V r i j ednos t  

parametra n estac ionarnos t i ( f o , i )N  do koje se i š l o  sa. 
integrac i jom u podprostorima Pa i P-i i znos i  - 0.080, a kao početni  

us lov  za i n t e g r a c i j u  u ovim podprostorima k o r i s t i  se, kao š to j e  

več rečeno, rešenje  jednač ine s tacionarnog graničnog s l o j a  na 

t i j e l u  p r o i zv o l jn o g  ob l ika .
Za vr i jeme i n t e g r a c i j e  u podprostor ima P i , Pz, pa i P-t 

sračunavaju se univerza lne  v e l i č i n e  graničnog  s l o j a  t ,  F ,
F ** ,  H**,  B, A, T * , T ** ,  fi,o/Bz , fo.i/Bz , u/U , 3? i  i s t e  daju u
d i s e r t a c i j i  posredstvom odgovara juć ih  t a b e l a  T1 do T26.

Radi lakšeg praćen ja  promjena un ive rza ln ih  v e l i č in a  

granićnog  s l o j a  i s t e  se daju posredstvom odgovarajuć ih  g r a f i k a .  Ha 

s l i c i  5 da je  se r a s po d j e l a  bezdimenzionog k o e f i c i j e n t a  C u 
f u n k c i j i  dinamičkog parametra fi.o za r a z l i č i t e  v r i j e d n o s t i  

parametra nes tac iona rnos t i  fo. i . Za v r i j e d n o s t  parametra
nes tac ionarnos t i  fo,i jednaku n u l i ,  kr iva  C odgovara stacionarnom 

gran ičriom s l o j u  i ona b i  sada mogla da po s lu ž i  kao reper za 

po loža j  tačke odva jan ja  graničnog  s l o j a  p r i  nestacionarnim  

kretanj  ima. Naime, u s luča ju  ubrzanih kre tan ja ,  a to su poz i t i vne  
v r i j  ednosti  parametara nes tac ionarnos t i  fo.i koje u ovom radu 

imaju v r i j ed n o s t  f °jl — 0.005, 0.010, . . . , 0 . 0 3 5  , tačka odva jan ja
gr  an ič,nog s l o j a  pomjera se prema većim negativnim vr i  j  ednost ima 

dinamičkog parametra fi.o, t j  . uda l j ava  se od prednje  zaustavne  

tačke,  dok se u s l uča ju  usporenih kre tan ja  da t ih  sa negativnim  
vr i j  ednost ima parametra nes t ac ionarn os t i  fo.i ko j  e u radu 

konkretno iznose fo.i=-0.005, -0.010 , . . . , -0 .080 , tačka  odvajan ja
pomjera prema manjim negativnim vr i j ednost ima dinamičkog parametri  
f i ,o, t j . p r i b l i ž a v a  se prednjo j  zaustavnoj t a č k i .  Prema tome, u 

pored jen ju  sa stacionarnim kretanjem, p r i  ubrzanom kretanju  

odvajan je  se dešava u o b l a s t i  veće d i f u z o r n o s t i  , t j  . o b l a s t i sa
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većim negativriim gradi jentom s p o l j a š n j e  brz ine  (veće  negativne  
v r i j e d n o s t i  dinamičkog parametra f o , i ) , dok se p r i  usporenom 

kretanju odvajan je  dešava u o b l a s t i  manje d i f u z o r n o s t i  u ko jo j  su 

manj i g r a d i j e n t i  s p o l j a š n j e  brzine (manje negativne v r i j ed r i o s t i  
dinamičkog parametra f i ,o) .  Na osnovu ovoga može se konsta tovat i  

da p r i  večim usporenj ima,  pr ikazanih  sa fo .K -0 .080,  može doći  do 

odvajan ja  graničnog  s l o j a  čak i na ravnoj  p l o č i ,  što j e  u 

sag la snos t i  sa r ezu l t at ima koje j e  dobio STRUHINSKIJ [ l O O j .
Iz  r a s po d j e l e  unive rza lne  funkc i j e  F sa s l .  6 zapaža  

se, da se p r i  većim ubrzanj ima s p o l j a š n j e  s t r u j e ,  a to znači p r i  
većim v r i j ednos t ima  parametara n e s t a c i o n a rn o s t i  f ° , i , nu l ta  

vr i j ednos t  f un kc i j e  F pomjera ka većim poz i t ivn im vr i j ednos t ima  
dinamičkog parametra fi.o, t j . ka većoj  konfuzornoj  o b l a s t i  u 

kojoj  su i već i  podužni g r a d i j e n t i  s p o l j a š n j e  b r z in e .  U s luča ju  

s t r u j a n j a  sa većim usporenj ima,  t j . p r i  većim negativnim 

vr i j ednos t ima porametra n e s tac ion a rn os t i  fo.i, sa s l i k e  6 se može 

z a p a z i t i ,  da se nu l ta  v r i j e d n o s t  univerza lne  f un k c i j e  F pomjera

0.15

0.10

0.0 5

0.00
-0.12 -0.10 -0.08 -0.06 -C jO£ -0 0 2  0.00 0.02 0.04 0.06 008

5 1.5
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ka manjim pozi t ivnim vr i jednost ima dinamičkog parametra fi,o, t j . 
ka manjoj konfuzornoj o b l a s t i  u ko jo j  podužni g r a d i j e n t i  

spol jašr i je  brz ine  iinaju manje v r i j e d n o s t i ,  a to znači  da se 

granični  s l o j  za takve s luča jeve  s t r u j a n j a  formira  na užem đ i j e l u  
opstrujavane po v rS in e .

Raspodje la  sračunate univerza lne  f un kc i j e  T u 

zav i snos t i  od po z i t i v n ih  i nega t ivn ih  v r i j  ednost i  dinamičkog  

parametra fi.o i parametra n es tac iona rnos t i  fo.i data  j e  jia s l  . 7,
na kojoj  se zapaža da ova f un k c i j a  ima negat ivne  v r i j e d n o s t i  za 
ubrzana k re tan ja ,  odnosno po z i t i vn e  v r i j e d n o s t i  p r i  usporenim
kretanj ima.  U o č l j i v o  j e  takod je ,  da se v e l i č i n e  univerza lne  

funkci j e  T po apso lutno j  v r i j e d n o s t i  smanjuju sa povećanjem 

negativne v r i j e d n o s t i  dinamičkog parametra fi.o, t j  . sa 

primicanjem tački  odva jan ja  graničnog  s l o j a ,  i to kako za ubrzana  

tako i za usporena k re tan ja ,  odnosno za fo, i>0 i fo,i<0. I s t o  tako
se zapaža da za s tac ionarno  s t r u j a n j e  data  f un k c i j a  T ima
v r i j eđ n o s t  nula ,  što j e  sobzirom na r e l a c i j u  ( 3 . 2 . 3 )  b i l o  pr irodno  
i očekiva t i  .

aoa

Na s l i c i  8 prikazana j e  r aspod je la  univerza lne  funkcije  

H koj a p r e d s t a v l j  a odnos deb l j i ne  i s t i s k i v a n j a  i deb l j i ne  

gubitka  impulsa. Zapaža se da funkci ja  H sa porastom pozi tivne
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v r i j e d n o s t i  parametra nestac ionarnos t i  f o , i  opada, t j  . odnosi  
d e b l j i n a  su , posmatrano u odnosu na s t a c iona rn i  problem ( f o . i - . O ) ,  

manji kod ubrzanih s t ru j a n j a  a veći  kod usporenih s t r u j a n j a  za 
koje parametri  nestac ionarnos t i  f o , i  imaju negativne v r i j e d n o s t i .

sL.7

Takodje se sa s l i k e  uočava da, p r i  svim 

n e s t a c i o n a rn o s t i , t j . i pr i  ubrzanim i p r i  usporenim 
f unkc i j a  H** raste  počev od njene na jniže v r i j e d n o s t i

parametrima 

s truj  anj ima, 
u prednjoj
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saustavnoj tački  u kojoj  dinamički parametar fi.o ima najveću  
pozi t ivnu v r i j ed n o s t ,  pa do njene na jveće  v r i j e d n o s t i  u fcački 
odvajan ja  gran ičnog s l o j a  označenoiri sa najvećom negativnom 

v r i j e d n o s t i  dinamičkog parametra, što opravdava i samu pr i rodu  
posto jan ja  graničnog s l o j a .  U svim oblastima graničnog  s l o j a ,  a to 
znači i u konfuzornoj i u d i fuzorno j  o b l a s t i ,  f u n k c i j a  H opada  

sa poveđanjem ubrzanog kre tan ja ,  dok ona u p a d l j i v o  r a s t e  duž 

c i j e l o g  graničnog s l o j a  p r i  većim v r i j ednos t im a  usporenog
p 'f'k retan ja .  U konfuzornoj o b l a s t i  ( f i , o > 0 ) , promjena funkc i je  H” 
pr i  ubrzanim i usporenim kretanj ima j e  manja, u odnosu na
promjene te f unkc i j e  u d i fuzo rno j  o b l a s t i  ( f i ,o<0 )  pr.i obadv i j e  

vr ste  kretan ja .  Interesantno j e  z a p a z i t i ,  da f u n k c i j a  H ima 
gotovo i s t e  v r i j e d n o s t i  u taćkama odva jan ja  gran ičnog  s l o j a  i to 
kako za ubrzana ( fo . i>0)  tako i za usporena k re t an j a  ( f ° , i < 0 )  .

V r i j e d n o s t i  u n i v e r z a ln ih  v e l i č i n a  A, B i $ " ( o ) ,  koje  

prema izrazu  ( 2 . 1 . 1 9 )  s l uže  za o d r e d j i v a n j e  k a r a k t e r i s t i k a
graničnog s l o j a  konkretnog s t r u j a n j a ,  t j  . d e b l j i n e  i s t i s k i v a r i j a
6 , d e b l j i n e  gub i tka  impulsa 6  i t angenc i j a lnog  napona na zidu  

tv [^22] , date su na s l .  9, s l .  10 i s l .  11, respekt ivno .  Sa s l i k a  

se zapaža d a v e l i č in e  A, B i $ " ( o ) ,  pr ikazane  u f unkc i j i  od 

dinamičkog parametra fi.o p r i  poz i t ivnim i negativnim
vr i j ednost ima parametra nes t ac ion arnos t i fo.i, s l i j e d e  logiku  

ponašanja nestacionarnog  graničnog s l o j a .  Naime, sa ubrzavanjem 

kre tan ja  v e l i č i n e  A i B opadaju duž c i j e l o g  graničnog  s l o j a  a 

v e l i č i n a  $ " ( o )  r a s te ,  doJt sa usporavanjem kre tan ja  ponašanje ovih 

v e l i č i n a  j e  suprotno, t j  . A i B rastu a 3>"(o) opada.
Na s 1. 12 i  s l .  13 daju se ra spod je l e  univerza ln ih

funkci j a  fi,o/BZ i  fo.i/BZ, od ko j ih  i počin ju  proračuni  

k a r a k t e r i s t i č n ih  v e l i č i n a  nestacionarnog graničnog  s l o j a ,  s 

obzirom da su na osnovu iz raza  ( 2 . 1 . 1 9 ) ,  ( 3 . 1 . 6 )  i ( 3 . 1 . 8 )  ove
funkc i j e  povezane sa brzinom na sp o l j a š n j o j  g r a n i c i  grariičnog 

s l o j a ,  koj a j e ,  kako će se v i d j e t i  u g l a v i  V na konkretnim 

primjerima,  potrebna kao u lazni  podatak za neophodna sračuriavanja  

p a r t i k u l a rn ih  problema.
Pošto jednačina  ( 3 . 2 . 1 )  za f°.i = 0, kako j e  i  r an i j e  već 

naznačeno, p r e l a z i  u jednačinu stacionarnog graničnog  s l o j a
( 3 . 2 . 8 ) ,  koju j  e SALJNIKOV izveo u radu [2 2 ] , pr i rodno j e  b i l o  

oček iva t i  da će se raspod je le  univerza ln ih  r e š en j a  C , F , H , A,
3, $" ( b ) i fi.o/’B2 pr ikazanih na s l .  5, 6, 8, 9, 10, 11 i 12,
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s l. 9
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respektivno,  za parametar nestac ionarnos t i  fo,i jednako n u l i ,  
poklapat i  sa univerzalnim rešenj ima stac ionarnog  granidnog  n l o j a  

koje s u , označene na i s t i  način,  pr i sutne  u mnogim, u l i t e r a t u r i  

navedenim radovima. Neznatna odstupanja p r i su tna  oko prednje  
zaustavne tačke i tačke odva jan ja  graničnog s l o j a ,  uzrokovane su 
izborom v r i j e d n o s t i  koraka dinamićkog parametra fi.o p r i  

numeričkoj i n t e g r a c i j i  j ednačine  ( 3 . 2 . 1 ) .

S  l. 15
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o ' l  2 3 5 & 7 8 9 10

• si. /7

R a s p o r e r l i  odnosa brzina  u/U i bezdimenzione / st ru jne  

funkci j e  $ p r i  r a z l i č i t i m  pozitivnim i negativnim ‘ v r i jednostima  

parametra nestac ionarnost i  fo,i dat i  su na s l  . 14, 15, 16, 17,
18, 19, 20, 21, 22 i 23 za v r i j ed n o s t i  dinamičkog parametra u
konfusornoj o b l a s t i  fi,o=0.08; 0.07; 0.05; 0.03 i 0.01, a za
dinamičke parametre u d i fuzorno j  o b l a s t i  f i .c=-0,01;  -0 .03 ;  -0 .05 ;
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-0.07 i -0.08 na s l .  26.27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34 i 35, dok 
njihove r aspod je le  na mjestu gdje  s p o l j a š n j a  b r z i n a  U ima

l.o

O.Q

maksimalnu v r i j ed n o s t  ( f i .o -0 )  daju s l .  24 i s l .  25. Zapaža se sa. 
svih s l i k a ,  na kojima su date ra spod je l e  odnosa u/U, da brz ina  u

S 1 .19
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graničnom s l o j u  u brže t ež i  ka s p o l j a š n j o j  b r z i n i  U sa porastom 
in tenz i te ta  ubrzanih kretan ja ,  t j  . p r i  povećavanju p o z i t i v n e  

v r i j  eclnosti parametra nes tac ionarnos t i fo,i , i to kako u 
konfuzornoj o b l a s t i  ( f i .o>0) ,  tako i u d i f u zo rn o j  ( f i .o <0 ) ,
odnosno duž c i j e l e  površ ine opstru javanog  t i j e l a .  Hedjutim, sa titi 
i s t ih  s l i k a  se i s to  tako v i d i  da b r z in a  u s p o r i j e  t e ž i  ka 

sp o l j a š n j o j  b r z i n i  U, t j . odnos u/U opada p r i  usporen i j im  

kretanj ima s t r u j e ,  odnosno p r i  povećanju nega t ivn ih  v r i j e d n o s t i  

parametra n es tac ionarnos t i fo,i, i to takod je  duž c i . j e le  
konfuzorno-ctif  uzorne o b l a s t i  graničriog s l o j a .  I s t o  ta.ko j e  

uoč l j i v o  d a , smanj ivanjem konfuzorne o b l a s t i  g raničnog  s l o j a  

prikazano opadanjem p o z i t i v n ih  v r i j e d n o s t i  dinamičkog parametra

l .o

fi.o od CI.08 do 0.01, kao i sa povečavanjem di fuzorne  o b l a s t i  t j  . 
pr i  povećavan j u negativnih v r i j ed n o s t i  dinamičkog parametra fi.o 

od -0,01 do -0 .08 ,  odnos brzina  u/U opada kako p r i  ubrzanim tako i 
nešto i n t enz ivn i j e  p r i  usporenim kretanj ima s t ru j e .  Sva ova 

zapažanj a potvrd ju ju  jednu važnu č in jen icu  , da se d e b l j i n a  

graničnog s l o j a  smanjuje sa ubrzavanjem kre tan ja ,  odnosno novećava
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s  L. 21

sa usporavanjem spo l j a šn j e  s t ru je ,  

opstru javane  po v r š ine , počeVod prednje
to u svim presjecima  

zaustavne tačke (ob last
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najveće ko n fu zo rno s t i ) pa sve do taćke njegovog odva jan ja  ( o b l a s t

najveće d i f u z o r n o s t i ) . To zapravo znači  da ubrzana k re tan j a  odlažu  

pojavu odva jan ja  graničnog  s l o j a  sa konture, odnosno da_ se tačka 
odva jan ja  pomjera nizvodno, dok usporena kretan ja  imaju suprotan 

efekat  ko j i  se s a s t o j i  u pomjeranju tačke odva jan ja  ka prednjo j
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zaustavnoj tački ,  t j . u formiranju granićnog  s l o j a  na manjem 
d i j e l u  opstrujavane površine .

S l i čna  zapažanja odnose se i na r a s p o d j e l e  bezdimenzione  

st ru jne  funkc i j e  $ , pr ikazane na navedenim sl ikama p r i  r a z l i č i t i m

sL. 2 5

pozi t ivnim i negativnim vr i j ednos t ima dinamičkog para.metra fi.o i

sl.  26
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parametra nestac ionarnost i  fo,±. Kao reper  za o d red j i v an je  

ponašanja ra spod je l a  u/U i 9 u r a z l i č i t i m  presjecima konfuzorne i 
di fuzorne  o b l a s t i  graničnog s l o j a  p r i  ubrzanim i  usporenim 

kretanj  ima, mogu i ovd je ,  kako j e  to veđ r a n i j e  navedeno,  
p o s l u ž i t i  one r aspod je le  koje se odnose na s t ac ionarn i  g ran ičn i  

s l o j  pr ikazan na svim sl ikama sa f°,i = 0.

Odgovarajuće v e l i č i n e  A B i $ " ( o )  potrebne za 

sračunavanje uob iča jen ih  k a r a k t e r i s t i č n i h  v e l i č i n a  nestac ionarnog  

graničnog  s l o j a  6  , 6 '  i r «  da t ih  izrazom ( 2 . 1 . 1 9 ) ,  s l i je^deći  p n  

tome i s t i  postupak kao i p r i  proračunu stac ionarnog  graničnog  

s l o j a  Q22j , od red ju ju  se iz  p r i l o ž e n i h  tabe la  un ive rza ln ih  r e š en j a  

posredstvom r e l a c i j a  fi.o/B i f°.i/B , izvedenih iz i z r a z a
( 3 . 1 . 8 )  uz k o r i š ć en je  ( 3 . 1 . 6 )  i ( 2 . 1 . 1 9 ) ,  i koje g'lase

( 4 . 2 . 6 )

( 4 . 2 . 7 )
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U desnu stranu r e l a c i j a  ( 4 . 2 . 6 ) i  ( 4 . 2 . 7 ) ,  naime, uvrstava  se  

n a j p r i j e  zadata r a s p o d j e l a  s p o l j a š n j e  b rz ine  U ( x , t )  gd je  j e  X 

podužna a t vremenska koordinata ,  da b i  s e , zatim, p n
zahti jevanom parametru n e s tac ion a rn os t i  fo .i , u trenutku t<>, i  23

posmatrane r a z l i č i t e  koordinate na kontur i  x° i z r a ču n a lel x°°
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----  st .31

njihove  t r a j n e  v r i j e d n o s t i .  Time su p r i  'to, z a v r i j e d n o s t i  xo i 
xoo odredjene l i j e v e  s t rane r e l a c i j a  ( 4 . 2 . 6 )  i  ( 4 . 2 . 7 ) ,  t j  .
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tj  . fi.o/B2 i
r ešen ja  f±,o/B2 
istom paramet

fo,i/B , koje u s t v a r i  p r e d s t a v l j  aju  

i fo.i/B smještena u tabelama T22 

ru nestac ionarnos t i  fo. i . Pošto se

univerza lna
\

do T26 pr i
u r a s p o d j e l i
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fi,o/BZ, koja j e  preina izrazu  ( 4 . 2 . 6 )  funkc i j a  od x i t ,  u 
trenutku to i pr i  parametru nes tac ionarnos t i  f ° , ‘ mogu nać i ,  p r i  

koordinatama x° otaično smjeStenih na jednom d i j e l u  konture, samo

nekoliko n jenih pr ipadnih  v r i j e d n o s t i  ( f i , o /B z ) °  koje se pokapaju  

sa univrzalnim ve l ič inama fi,o/B , a što za sračunavanje  

ka r a k t e r i s t ik a  graničnog  s l o j a  na c i j e l o j  konturi  n i j e  dovo l jno ,

sl .34

si .  35
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to se za od red j iv an je  p r e o s t a l i h  koord inata  na kontur i  označenih  
sa xoo mora k o r i s t i t i  r a s po d j e l a  ( 4 . 2 . 7 )  u ko jo j  se t akod je  p r i  
istim vr i j  edn os t ima za to  i fo , i  na laze  one v e l i č i n e  ( fo , i/ 'B2 )oo  

koj e se mogu naći u t a b e l i  u n i v e r z a ln ih  r e š en j a  fo.i/B2 . U ko 1 i ko 
v e l i č in e  ( f i , o / B  )o  i ( f o . i / B  )oo  u un iverza ln im tabelama
pr ipada ju  pored i s tog  parametra f o . i  i istom dinamičkom parametru  

f i . o ,  to j e  postupak za s računavanje  kar akter  i s  t i ka graničr iog  

s lo ja  l ak s i  sobzirom na č in j e n i c u  da se za d v i j e  koord inate  xc- i 
xoo na konturi  može k o r i s t i t i  samo jedna  grupa u n i v e r z a ln ih  

rešenja  A,  B i $ " ( o ) ,  i to ona koja dogovara  tom dinamičkom
parametru f i . o .  Na osnovu navedenih v r i j e d n o s t i

• \

2 2
( f  i ( f  o.i/B )oo koj e se za xo i xoo poklapaju sa
un iverza ln im reSenjima fi.o/B i fo,i/B , d a l j e  se, u proračunu >



graničnog s l o j a  prema ( 2 . 1 . 1 9 )  i z  un iverza ln ih  tabe la  za A, B i 
 ̂ ( o )  na laze  v e l i č i n e  ( f ‘ .o)<>, A o , Bo i " ( o ) ]  o odnosno ( f i , r j ) o o ,

koord inate xo i  Xoo, za koje se v e l i č i n e  (f i,o/BZ)o i (fo,i/Bz )o
poklapaju sa univerzalnim rešenj ima fi,°/BZ i fo,i/BZ, obićno u
toku proračuna graničnog  s l o j a  d o b i j a j u  in t e rp o l a c i j o m .

Kod i zv o d j en j a  b r z ih  proračuna,  sa c i l j em od red j iv an ja
o r i j e n t a c i o n ih  v r i j e d n o s t i ,  p r i  Čemu se od r e z u l t a t a  ne očekuje
naroč i ta  p rec iznos t ,  mogu se d i ja g rami  un iverza ln ih  reSenja
fi,o/'Bz , fo.i/'Bz , A, B i $ " ( o )  pr ikazar i i  na sl ikama 12, 13, 9,
10, 11 respekt ivno ,  za konkretnu v r i j e d n o s t  parametra
nestac ionarnost i  fo.i , i s k o r i s t i t i  kao nomogrami za odred j ivan je
v e l i č i n a :  ( f i .o )o ,  Ao , Bo, [j®" ( o ) ]  o i ( f l .o)oo,  Aoo , Boo , C* " (o3

2 200 na osnovu ( fi .o/B )<=> i ( fo,i/B )oo nadjenih p r i  koordinatama xo
1 xoo na op is an i  način.  Ovaj postupak j e  pr ikazan g r a f i č k i  ria s l .
36 i to na shematski način.  Naime, n a j p r i j e  j e ,  počev od ordinate,
koja odgovara v r i j e d n o s t i  (fi.o/B )o sračunato j  za xo i to iz
iz raza  ( 4 . 2 . 6 ) ,  povučena prava p a r a l e ln a  sa apcisnom fi.o-osom
(smjer  j e  označen s t r e l i c a m a )  do p res j eka  sa onom raspodjelon 

2fi,o/'B , koja pr ipada  konkretnoj v r i j e d n o s t i  parametra
nestac ionarnost i  f o i . Iz te tačke j e  zatim ucrtana prava p a r a l e lna
sa ordinatnom osom, koja p r e s i j e c a  redom odgovarajuče raspod.iele
A, B i  $ " ( o )  i na kraju od red ju j e  na opcisnoj  os i  tražeuu
v r i j ed n o s t  ( f i .o )o.  Povlačenjem prav ih  p a r a l e l n i h  sa apcisnom
fi.o-osom iz p res je čn ih  tačaka na poinenutim raspod j  e lama, pr i
konkretnom parametru fo.i, d o b i j a j u  se i o s t a l e  v e l i č i n e  Ao, Bo i

[ $ " ( o ) ]  o potrebne za s računavanje  k a r a k t e r i s t i č n i h  v e l i č i n a
graničnog  s l o j a  u pres jeku xo, t j  . <5 ( xo ) ,  o  ( xo ) i t u ( X o ) .  Na
i s t i  način,  počev od ord inate ,  koja  sada odgovara v r i j e d n o s t i  

2
(fo,i/'B )oo s računato j  za xoo i t °  i z  i z r a za  ( 4 . 2 . 7 ) ,  povučena je  

prava p a r a l e ln a  sa apcisnom fi.o-osom do p r e s j ek a  sa raspodjelom  

fo,l/'B p r i  istom parametru fo.i. I z  te tačke se zatim ucrtava  

prava p a r a l e ln a  sa ordinatnom osom, ko ja  redom p r e s i j e c a  

r a spod je l e  A, B i S " ( o )  pr ikazane  p r i  istom parametru 

nes tac iona rnos t i  fo,i , a na apcisnoj  o s i  od re d ju j e  traženu 

v r i j e d n o s t  ( f i ,o)oo.  Zatim se povlačenjem prav ih  p a r a l e l n i h  sa 

apcisnom fi.o-osam iz p r e s j e č n ih  tačaka na r a n i j e  pomenutim 

raspod je lama , d o b i j a j u  i  o s t a l e  v e l i č i n e  A°o, Boo i £ $ " ( o )  ]  oo ,

Aoo, Boo p r i  poznatom foi .  Treba napomenuti da se

potrebne takodje sračunavanje k a r a k t e r i s t i č n i h  v e l i č i n aza
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graničnog s l o j a  a l i  sada u drugom pres jeku  označenom sa xoo, t.j .
cS '^^oo ) ,  S ( Xoo ) i T\z (x °o )  .

Dakle, kao što se do sada i v i d j e lO j  univerza lna  re5«rnja 

se mogu k o r i s t i t i  za donošenje gene ra ln ih  zak l jučaka  o razvoju  
graničnog s l o j a .  Hedjutim, puni n j ihov  zriačaj d o l a z i  do i z r aža j a  

pr i l ikom proračuna p a r t i k u l a r n ih  problema, o čemu će b i t i  r i j e č i  u 

narednoj g l a v i .



V -  GLAVA
Praktična primjena dobijenih univerzalnih RCSENJA

1 . proraCun konkretnih problema nestacionarnog 
graničnog sloja

U ovoj g l a v i  rada v r š i  se proračun pa r t iku la rn ih  
problema graničnog  s l o j a ,  sa zadatim karakter is t ikama spo l j a šn j eg  

s t ru j a n j a .  To znač i ,  da se zadaje  b rz ina  na s p o l j a š n j o j  g r a n i c i  
graničnog s l o j a .  Za ovaj proračun kor i s t e  se univeraza lna  rešenja ,  

odredjena u prethodnoj  g l a v i  i smještena u tabelama.
P r o š i r u j u č i  metodu LOJCJANSKOG [j-Sj na nestacionarne  

probleme graničnog  s l o j a ,  BUSHARIN i BASIN [44] , NIKODIJEVIČ [48] 
i drugi  au to r i ,  su za svaki  p a r t i k u l a r n i  problem r e š a v a l i  

jednačinu impulsa, čime se produžava vr i jeme njegovog proračuna.  
Zato je  metoda koju j e  r azv io  SALJNIKOV u radu [22 ] sa 

stac ionarne  probleme graničnog s l o j a ,  o čemu j e  b i l o  u uvodu i 
od je l j ku  2.1 ovoga rada, ap1i k a t i v n i j a  za primjenu, sobzirom da 

j e  i zb jegnuto  rešavanje  jednač ine  impulsa p r i  proračunu 

pa r t i k u l a rn ih  problema. To j e  i bio raz lo g  da se ova metoda 

p r o š i r i  na nestacionarne probleme graničnog s l o j a .  Dakle,  proračun  

konkretnih problema nestacionarnog  graničnog  s l o j a  '  primjenom 

formirane metode u ovom radu po č in je ,  kako j e  to pr ikazano u 

od j e l j ku  4.2,  zadavanjem r a s pod je l e  b rz ine  na s p o l j a š n j o j  g r a n i c i  

graničnog s l o j a  kao funkc i j e  podužne koordinate i vremena.
U ovom radu se,  kao p rv i  pr imje r  Q48^ , proučavaju

p a r t i k u l a r n i  problemi kod ko j ih  j e  b r z ina  na s p o l j a š n j o j  g r a n i c i
graničnog s l o j a

U (X,  + ) = ( B + /\i'a) s in  X , ( 5 . 1 . 1 )

gd je  su A, B i n p r o i z v o l j n e  rea lne  konstante.  Ovakav raspored  

brz ine ,  u opštem s l u č a ju ,  odgovara ubrzanom i l i  usporenom kretanju  

s p o l j a š n j e  s t r u j e  na kružnom c i l i n d r u .  Bezdimenzione v e l i č i n e  zaA/ ^
brzinu  U, podužnu koordinatu x i vr i jeme t p r i su tn e  u iz r asu  
( 5 . 1 1 ) j da ju  se u vidu
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U =
U

L
( 5 . 1 . 2 )

u kojemu s u : U br z ina  na s p o l j a š n j o j  g r a n i c i  graničnog s l o j a ,  Uo
razmjera te b r z ine ,  x podužna koordinata,  t vr i jeme l R 

poluprečnik c i l i n d r a .
Kao drug i  pr imje r  proučavaju se p a r t i k u l a r n i  prob lemi ,  

kod ko j ih  j e  r a s po d j e l a  br z ine  s p o l j a š n j e g  s t ru j a n j a  na kružnom 

c i l in d ru  č i j a  se b rz ina  s r e d iS t a  mi jen ja  sa vremenom po zakonu 

U^e^1, data u obl iku

= z  L/coeK'+5 i 'n ( . |)  5 ( 5. 1. 3)

gdje  j e  k=const.  i k>0.
P o ten c i j a ln o  s t r u j a n j e  oko kružnog c i l i n d r a ,  č i j a  se

k t  . . . .brz ina  s r e d i š t a  mi jen ja  sa vremenom po zakonu U^ e l č i j i  

poluprečnik ras te  tokom vremena po zakonu Rek11, prikazano sa

K.L
U( *, t )=2U 6 S i n  ( * )  > ( 5 . 1 . 4 )

00 R e ^

pr i  k,ki=const,  i k,ki>0 k o r i s t i  se za proračun nestacionarnog  

graničnog s l o j a  u trečem pr imjeru.  Na kraju se proučavaju i 
pa r t i k u l a r n i  problemi kod ko j ih  j e  b rz ina  po tenc i j a lnog  s t r u j a n j a  

oko kružnog c i l i n d r a ,  č i j a  se b rz ina  s r e d i š t a  takodje m i jen ja  sa 

vremenom i l i  po zakonu U t™ i Č i j i  po luprečnik  r a s t e  tokom vremena 

po zakonu Rtn, data u obl iku

(J (x ,-t ) =  Z U  -t StTl (  — —— \ > ( 5 . 1 . 5 )
OO L )

u kojemu j e  m,n=const, i m, n>o.
S t a v l j a j u đ i  da j e  razmjera b rz ine  na s p o l j a š n j o j  g r a n i c i  

graničnog s l o j a  Uo^U^ i p r i k a z u ju ć i  u iz razima ( 5 . 1 . 3 ) ,  ( 5 . 1 . 4 )  i 
( 5 . 1 . 5 )  [30] , [ 4 2 ] v e l i č i n e  U,x  i t u njihovom bezdimenzionom
ob l iku ,  koriščenjem ( 5 . 1 . 2 ) ,  d o b i j a  se da j e  r a s p o d j e l a  

bezdimenzione brz ine  po ten c i j a l n o g  s t r u j a n j a  za d rug i  pr imje r  u 
ob l iku

~  ~ ~  Trvt
€ Sin *  > ( 5 . 1 . 6 )

gd je  j e  n - k ^ ,  2a t r e đ i  p r imjer



116

~  r -  r~r 'n iU ( *>-fc) = e sin f ) ,
v y n t  ' ( 5 . 1 . 7 )

R Ru kojemu j e  m = kirr i  n = k,, ,i za ć e t v r t i  pr imjeru o U o
ro. . *V »» I , v. .
U (x,t)=  p t  S i n ( - i - ) ,

r t
( 5 . 1 . 8 )

p r i  čemu su p = ( y o ) T" i  r =(Qo ) n , a m.n^const, i m,n>o.
Za poznatu s p o l j a š n ju  brzinu potrebno j e ,

Proračunava juć i  g r an ičn i  s l o j  kako to z ah t i j e va  navedena metoda,
2 2i z r a z i t i  v e l i č i n e  fi.o/B i  fo,i/B u f u n k e i j i  podužne koordinate  

i vremena ko je ,  pr ikazane  izrazima ( 4 . 2 . 6 )  i ( 4 . 2 . 7 )  i uz 

kor išćenje  bezdimenzionih v r i j e d n o s t i  za U, x i t posredstvom
( 5 . 1 . 2 ) ,  g l a s e

r*J_ .

S  “ u * " ,u 0 ob 2-

:fo,«

1 ?

~  X
0-0 U
r- tu+1u °

d x  .

( 5 . 1 .9 )

( 5 .1 .1 o )

S t a v l j a j u ć i , sada,  i z r aze  ( 5 . 1 . 1 ) ,  ( 5 . 1 . 6 ) ,  ( 5 . 1 . 7 )  i ( 5 . 1 . 8 )  za
bezdimenzionu brzinu na s p o l j a š n j o j  g r a n i c i  graničnog s l o j a ,  u
desnu stranu i z r aza  ( 5 . 1 . 9 ) ,  d o b i j a  se da j e  r a s po d j e l a  v e l i č i n e  

2
fi.o/'B u prvom i drugom pr imjeru i s t a ,  t j  .

x L - ‘
c*»

a Q Cos x

B2 (Si-n.x)b‘

za t r e ć i  pr imjer r«-»

a oCos( ^ )

Bz
— r—

Tn-t X < > ■ (  * Y1
i za č e t v r t i

e  [-SwH  e mt n

a  cosfo V.

rv
X N X

(  f ~ &o-1
I ( S t n x )  d x  } ( 5 . 1 . 1 1 )

r  ~ k r '

d * > (5 . 1 . 1 2 )

t-1

rt J

[Stnftf ° d x  . ( 5 . 1 . 1 3 )

Na i s t i  način,  s t a v l j a j u ć i  i z r a ze  ( 5 . 1 . 1 ) ,  ( 5 . 1 . 6 ) ,  ( 5 . 1 . 7 )  i
( 5 . 1 - 8 )  u desnu stranu i z r a z a  ( 5 . 1 . 1 0 ) ,  d o b i j a j u  se za v r i j e d n o s t i  2
fo,i/B u navedenim primjer ima s l e d e ć i  o b l i c i ;  za prv i  pr imjer



117

S'O,'
E>:

z a d r u g i

OL A na 4:'n.-l

( 5 . 1 . 14 )

CLa m .

B rrvb Ŝ -i'TL X)
^ (sC-a x ) dx ( 5 . 1 . 1 5 )

za t reć i

n  2. 7  —  60-+1 J  < £ > '»»*
D 'n.’t  r  . / X \T ° O C

( 5 .1 .16 )

za č e t v r t i  pr imjer
r*» r*

fc., .  r p ^ r t " 1]  (/ , .
(r -1

B
o" '»»»■H

O "t 0^( ^I
{>„+1

(5 .1 .1 7 )

c i l j u
Postupak za kor i šč en je  r aspod je la  fi.o/B i  

t r a ž en j a  bezdimenzione podužne koordinate xo
fo.i/B u 

kojo j  u
trenutku to, p r i  jednoj  kombinaci j i  parametara A, B i n u prvom 

pr imjeru,  p r i  m u drugom, m i n u trećem i m, n, p i  r u četvrtom 

pr imjeru,  pr ipada ju  univerza lne  v e l i č i n e  Ao, Bo i [ * " ( 0 >] o, 
potrebne za od red j i van je  k a r a k t e r i s t i k a  graničnog  s l o j a  u presjeku  

xo, dat j e  u odel jku 4.2 ovog rada.  zato su za numeričko 

sračunavanje f un kc i j a  fi.o/B2, p r ikazan ih  izrazima ( 5 . 1 . 1 1 ) ,  

( 5 . 1 . 1 2 )  i  ( 5 . 1 . 1 3 )  napi san i  na FORTRAN IV j e z ik u  programi V, VI i 
V I I ,  za prv i  i d rug i ,  za t r e d i  i  za č e t v r t i  p r im je r ,  respekt ivno.  
Za numeričko sračunavanje f u n k c i j a  fo,i/B2 na osnovu i z r aza
( 5 . 1 . 1 4 ) ,  ( 5 . 1 . 1 5 ) ,  ( 5 . 1 . 1 6 )  i ( 5 . 1 . 1 7 ) ,  nap isan i  su, takod je  na
FORTRAN IV j e z ik u ,  programi V I I I ,  IX, X i  XI respektivno  za p rv i ,  

drugi ,  t r e d i  i č e t v r t i  p r im je r .
D a l j e  se,  u tako nadjenoj  podužnoj ko o rd in a t i  x° uv~

trenutku to i p r i  odredjenoj  kombinac i j i  pararaetara k o j i  se na laze  

u izrazima za s p o l j a š n j u  brzinu  U zavisno od p r im je r a ,  odredjuju  

k a r a k t e r i s t i č n e  v e l i č i n e  graničnog  s l o j a :  bezdimenzioni
t a n g e n c i j a l n i  napon na t i j e l u

gran ičnog
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r  =w ! E s _ r
?LL2

vV ( 5 . 1 . 18 )

bezd imenziona d e b l j i n a  gubi tka  impulsa

& * *  =* *  'f tŽ e  £ * * ( 5 . 1 . 1 9 )
R.

i bezdimenziona d e b l j i n a  i s t i s k i v a n j a

7 *  _  'jRe c*
S =  R .

( 5 .1 .20 )  

UoRgdje  j e  Re REYU0LDS-ov b ro j  d e f in i s an  izrazom Re=—-jj— . Ove 

bezdimenzione k a r a k t e r i s t i č n e  v e l i č i n e  graničnog s l o j a ,  pošto se u 

njihovim desnim stranama za r « ,  & i & stave v r i j ed n o s t i  iz 
i z r aza  ( 2 . 1 . 1 9 ) ,  i uz ko r i šćen je  i z r a z a  ( 5 . 1 . 2 ) ,  postaju

t  =
u r 1 , ii

(°; ,

w (a
° °  X

°  0„

( a j u ^ d ^ ) A  .S* = u

( 5 .1 .21 )

(5 .1 .22 )

( 5 . 1 .2 3 )

S t a v l j a j u ć i  i z raze  za bezdimenzionu s p o l j a š n j u  brzinu  U 
tj  . ( 5 . 1 . 1 ) ,  ( 5 . 1 . 6 ) ,  ( 5 . 1 . 7 )  i ( 5 . 1 . 8 ) ,  redom u i z r aze  ( 5 . 1 . 2 1 ) ,  

( 5 . 1 . 2 2 )  i ( 5 . 1 . 2 3 ) ,  d o b i j a  se da j e  za p rv i  p r imjer  bezdimenzioni  

t an g e n c i j a l n i  napon na zidu

r = jw
v'l«

~ f > 7 V < — f 4 > ( 0 )  ’- a)(s.ux)' J

bezd imenziona d e b l j i n a  gubi tka  impulsa

o ■=-  1

r»
X

a«

-(B+/i"t: )(S ir i.x )

" )AIZ
r* x O 1 . rs/

B ,

( 5 . 1 . 2 4 )

( 5 . 1 .2 5 )

besdimenziona d e b l j i n a  i s t i s k i v a n j a
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v-
S

CL<

rO
X

(
(B +A t'n')(Si'»T.x) ■V* J

/ . A/ 1 I ~( s m x )  <ax
</*

A

za drugi  pr imjer

Hfc
X

a c ( ( s i r i .x / oHdx ^

4/i

_  -m/t s (̂ o J
6 ( svt^a ) o

(5.

S O-o
r-»

'TO.t ~ .
0  (5v,rvX)

>
(5 .

za t red i  pr imjer

1.26)

. 27)

. 26)

.29)

.30)

1 .31)

> ( 5 . 1 . 3 2 )
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i za č e t v r t i  pr imjer

( 5 . 1 . 3 3 )

( 5 .1 .34 )

(5 .1 .3 5 )

Za numeričko sračunavanje bezdimenzionih  

k a r a k t e r i s t i č n ih  v e l i č i n a  g'raničnog s l o j a  t v , 6**  i  <5*, napisani  

su na FORTRAN IV je z ik u  programi i to:  za iz raze  ( 5 . 1 . 2 4 ) ,  

( 5 . 1 . 2 5 )  i  ( 5 . 1 . 2 6 )  u prvom primjeru program XI I ;  program X I I I  za 

i z raze  ( 5 . 1 . 2 7 ) ,  ( 5 . 1 .2 8 )  i ( 5 . 1 .2 9 )  u drugom pr imje ru ;  za i z r aze  

( 5 . 1 . 3 0 ) ,  5 .1 .31 )  i ( 5 . 1 .3 2 )  u trečem pr imjeru program XIV, i  za 

i z raze  ( 5 . 1 . 3 3 ) ,  ( 5 . 1 .3 4 )  i ( 5 . 1 . 3 5 )  u četvrtom pr imjeru program 
XV .

Numerička sračunavanja  sv ih  navedenih i z r a z a ,  za koja su 

napisani  programi od V do XV, o b a v l j a j u  se i  ajl ovom s luča ju  

primjenom računara DELTA 4850/160 (VAX/VMS).

2. ANALIZA DOBIJENIH REZULTATA

Numeričkim sračunavanjem i z r aza  ( 5 . 1 . 1 1 )  i  ( 5 . 1 . 1 4 )  za
p rv i  p r im je r ,  na osnovu programa V i V I I ,  s t a v l j a j u č i  da j e  A=+l ,
B = l> n -1 ,2 ,3  i t =0.1,  0.2,  0.3,  dob i j ene  su v r i j e d n o s t i  za fi.o/B 

2
i fo, i/B u d v j e s t a  tačaka opstru javanog  kružnog p r o f i l a ,  počev od 

zaustavne tačke x=0 pa do x=2,5 r a d . Srađunavanje i z r a za  ( 5 . 1 . 1 5 )  

za drug i  p r im je r ,  i zvod i  se po programu IX, za t=0.01,  0.1,  1.0
p r i  m-0.01, 0.1,  1.0. Za t r e ć i  pr imjer  i z r a z i  ( 5 . 1 . 1 2 )  i ( 5 . 1 . 1 6 )
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DI MENSI ON U ( 2 0 1 ) y R ( 2 5 1  )
N 3= 2 5 0 
P = 0 .

N=20° PEOGRAM V
B = 5 . 7  1 4
S = 4 . 7  1 4 
N 1 = N + 1 
N2=N" 1
D 0 100 K = 1 / N 3
X = P + K * 0 . 0 1  
D X = X / N
D 0 101 M = 1 / N1
X I = ( M - 1 ) *  D X

101 U ( M ) = S I N ( X 1 ) * * S  
F 1 = 0 . 4 4 0 8 * ( C O S ( X ) ) / ( S I N ( X ) * * B )
F = 0 .
D0 102 M2 = 1 , N 2 r 2

102 F = F + ( D X / 3 . ) * ( U ( M 2 ) + 4 . * U ( M 2 + 1 ) + U ( M 2 + 2 ) )  
R ( K ) = F * F 1

100 CONTINUE
WRITE ( 6 x 3 0 2 )  ( R ( K ) s K = 1 s N 3 )
W R I T E ( 1 5 / 3 0 2 ) ( R ( K ) , K = 1 r N 3 )

302 F 0 R M A T U 0 F 1 0 . 6 )
STOP
END

računat i  su na osnovu programa VI i  X za t=0 .1 ,  1.0 p r i  m=0.01, .
0.1 i n=0.1, dok su se i z r a z i  ( 5 . 1 . 1 3 )  i ( 5 . 1 . 1 7 ) ,  za č e t v r t i  

pr imjer ,  uz programe VII  i XI s r ačunava l i  2a t=0 .1 ,  1.0 pr i  

m=0.01, n=0.01, p=0.9, r=0.9 kao i  za t = 0 .1 p r i  drugim
kombinacijama parametara m, n, p i r.

Univerza lne  v e l i č i n e  fi.o/B2 i  fo.i/'B2 smještene u
tabelama t raže  se u svim raspod j  e lama fi.o/B2 i fi.o/B2
sračunatim, na op isan i  način za sva č e t i r i  p r im je ra ,  i to tako da
budu obuhvaćene po mogućnosti š to v i š e  u n i v e r z a ln ih  v e l i č in a  fi.o/B2 

2
i f*.o/B koje odgovar aju jednoj  v r i j e d n o s t i  parametra  

nestac ionarnos t i .  fo . i . B i l o  j e ,  kod sva č e t i r i  pr im je ra ,  numerički  

sračunavat ih  v r i j e d n o s t i  za fi,o/B2 i fo.i/B2 medju kojima su se 

mogle naći  un ive rza ln e  v e l i č i n e  fi.o/B2 i fo.i/'B2 koje u tabelama 

pr ipada ju  gotovo svim v r i j ednos t im a  parametra nes tac iona rnos t i  

fo.i i to počev od fo. i=-0.035 pa do fo.i=0.035. Na t a j  način,  p r i  

svakoj v r i j e d n o s t i  parametra nes tac iona rnos t i  fo .i, n a l a z i  se po 

nekol iko bezdimenzionih koord inata  x, u koj ima su univerza lne  

v e l i ^ i n e  fi.o/B i fo.i/B2 jednake sa vr i j  ednostima fi.o/B i
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DI MENSI ON U ( 2 0 1 ) x R ( £ 5 1 )
R E A D ( 5 / 2 0 0 ) A K
READ( 5 / 2 0 3 ) AKN P R O G R A M V I

200 F 0 R M A K F 1 2 . 5 )
203 F 0 R M A K F 1  2 . 5 )

N 3 = 2 5 0 
P = 0 .
N = 2 0 0 
B = 5 . 7 1 A 
S = A . 7 1 4 
N1=N+1 
N2=N- 1
D 0 100 K = 1 x N 3 
X = P + K * 0 . 0 1  
D X = X / N
D 0 101 M = 1 / N 1 
X1 = ( M - 1 ) *DX

101 U ( M ) = S I N ( X 1 / ( E X P ( A K * A K N ) ) ) * * S
F 1 = O . A 4 0 8 * C O S ( X / ( E X P ( A K * A K N ) ) ) / ( ( E X P ( A K * A K N ) ) * ( S I N ( X / < E X P

* ( A K * A K N )  ) ) *  *  B ) )
F =0 .
D 0 102  M2 = 1 * N 2 / 2

102 F = F + ( D X / 3 . ) * ( U ( M 2 ) + 4 . * U ( M 2 + 1 ) + U ( M 2 + 2 ) )
R ( K ) = F * F 1

100 CONTINUE
W R I T E ( 6 / 3 0 1 ) AK/AKN 
VJRITE (1 5/301 ) AK/ AKN

301 F O R M A K S K / ' A K s ' / F S . S / ' A K N s ' / F B . S / )  
U R I T E ( 6 / 3 0 2 ) ( R ( K ) / K = 1 / N 3 )
W R I T E ( 1 5 / 3 0 2 ) ( R ( K ) / K = 1 / N 3 )

302 F 0 R M A T ( 1 0 F 1 0 . 6 )
STOP
END

2
fo,±/B sračunate na osnovu navedenih i z r a za  za sva če t . i r i  

pr imjera .  Tako navedenim vr i j ednos t ima  za x p r i p ada ju  univerza lne  

v e l i č i n e  A, B i  $ " ( o )  smještene u tabelama p r i  onim vr i j ednost ima  

parametara f±,o i foi za koje su se i k o r i s t i l e  un ive rza lne  

v e l i č in e  f±,o/B i fo,±/B2 pr i l ikom t r a ž en j a  t i h  i s t i h
koordinata x. Za po2natu koordinatu x sa pr ipadnim univerza ln im  

vel ičinama A, B i  $ " ( o ) ,  s računavaju se k a r a k t e r i s t i k e  graničnog  

s i o j a  v, o i  o , na osnovu navedenih i z r a z a  u prethodnom
p o g l a v l j u ,  2 a sva č e t i r i  p r im je ra .  Treba napomenuti,  da se 

r a z l i č i t e  v r i j e d n o s t i  podužne koordinate x, d o b i j e n e  iz  r a s pod je l a  

fi.o/B ^a navedene pr imjere  p r i  višim poz i t i vn im  i negativnim
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D I M E N S I O N  U ( 2 0 1 ) x R ( 2 5 1  )
P.EAD ( 5x 2 0 0 )  AK 
R E A D ( 5 x 2 0 1 ) F I
READ(5x203)AKN PROGRAM VII

200 F O R MA T ( F 1 2 . 5 )
201 FORMAT( F 1 2 . 5 )
203 F O R M A T ( F 1 2 . 5 )

N 3 = 2 5 0 
P = 0 .
N = 200 
B = 5 . 7  1 A 
S = 4 . 714 
N 1=N+1 
N 2 = N - 1
D0 100 K = 1 x N 3 
X = P + K * 0 - 0 1  
D X = X / N
DO 101 M = 1x N 1 
X1 = ( M - 1 ) *  D X

101 U ( M ) = S I N ( X 1 / ( A K * ( A K N * * F I ) ) ) * * S
F1=0.440«*COS(X/(A<*(AKN**FI)))/((AK*(AKN**FI))*((SIN(X/(AK* 

* ( A K N * * F I ) ) ) ) * * B ) )
F = 0 .
D 0 102 M 2 = 1 x N 2 x 2

1 C 2 F = F + ( D X / 3 . ) * ( U ( M 2 ) + 4 . * U ( M 2  + 1 ) + U ( M 2 + 2 ) )
R ( K ) = F * F 1  

100 C O N T I N U E
U R I T E ( ć x  3 0 1 ) A K x F I x  AKN 
W R I T  E ( 1 5 x 3 0 1 ) A K x F I x A K N

301 FORMAT^S/^'AKs'/Fd.S^^FIs'^FS.S^'AKNs'^FB.S/)
W R I T E ( 6 x 3 0 2 ) ( R ( K ) x K = 1 x N 3 )
W R I T E ( 1 5 x 3 0 2 ) ( R ( K ) x K = 1 x N 3 )

302 F O R MA T ( 1 0 F 1 0 . 6 )
ST OP
fc N D

vr i jednos t ima  parametara nes tac ionarnos t i fo.i (fo,i>0.015 i
*++ ^

fo,i< -0 .015) ,  uglavnom ko r i s t e  za sračunavanje v r i j e d n o s t i  t w , S  

i o  u o k o l i n i  tačke odva jan ja  graničnog  s l o j a .
Prema tome, p r i  jednim v r i j ednos t ima  parametara,  a to su 

recimo z a prv i  pr imjer  A, B i n, i jednoj  odredjeno j  v r i j e d n o s t i  

b e z d imen2 ione p r i m j e n l j i v e  t ,  svakom parametru nes tac iona rnos t i  

fo,i odgovara,  uz pomoč r a s p o d j e l a  za fi.o/B2 i fo.i/B2 , nadjeni  

skup bezdimenzionih podužnih koordinata x, a to znač i  i  po jedna  

kr iva  za rv,  6  i  6 . Kako pos to je  r a z l i č i t e  v r i j e d n o s t i  

parametra nes tac iona rnos t i  fo.i i to počev od -0 .075  do 0.035 sa
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200 
2 C1 
202 
203

1 01

102

100

301

302

DI ME NS I ON U< 2 0 1 ) , R ( 2 5 1 ) ' •
R E A D( 5 / - 2 0 0 ) A K  
R E A D ( 5 / - 2 0 1 ) F I  
R E A D ( 5 x 2 0 2 ) F I N  
R E A D ( 5 / 2 0 3 ) A K N  ' •
F ORMAT( F 1 2 . 5 )
F O R M A K F 1 2 . 5 )
F 0 R MAT <F 1 2 . 5 )
FORMAT < F 1 2 . 5 )
N 3 = 2 5 0 
P = 0 .•

PROGRAI1! V I I I

N = 200 
0 = 5 . 7 1 A 
S = A . 7 1 A 
N1 = N +1 
N2 = N- 1
D 0 10 0  K = 1 / N 3 
X = P + K * 0 . 0 1  
D X = X / N
DO 101 M = 1 / N 1 ' -----------------------
X l S ( M - 1  ) *DX 
U ( M ) = S I N ( X 1 ) **S
|1 =0.440tt*FI*AK*(AKN**('Ak | i ))/(((FIN + FI*<AKN**AK))**2)*(SIN(X) **0 

*) ) 1
f=o . ;
D 0 102 M2 = 1/ N2/2
F = F + ( D X / 3 . ) * ( U ( M 2 ) + 4 . * U ( M 2 + 1 ) + U ( M 2 + 2 ) )
R ( K \,= F *  F 1 
CONTINUE
VJRITE ( 6 / 3 0 1  ) AK/ F 1/ F I N r A K N  
WR I TE  (1 5/-301 ) AK/ FI/’ F I N/ AKN
F 0 RMA T ( 5 Xx  ' A K = '  x F 8 . 5 x  ' F I = ' s F d . 5 s  ' F I  N= ' ✓  F 3 . 5  ,/ ' A KN= ' / F 8 . 5 / ) 
W R I T E ( 6 / 3 0 2 )  (' R < K ) /■ K = 1 x N 3 )
W R I T  E (1 5 x 3 0 2 ) ( R ( K ) / K = 1 x N 3 )
F 0 R M A T ( 1 0 F 1 0 . 6 )
STOP • '
END

korakom Afo.i_0.005, koje obuhvataju sve one un iverza lne  v e l i č i n e  
2 2

fi,o/B i  fo,i/B koje se mogu naći  u numerički sračunatim
raspodje l ima 2a fi,o/B2 i fo,i/B2 , to j e  i r a z lo g  š to  su 

promjene k a r a k t e r i s t i č n i h  v e l i č i n a  graničnog  s l o j a  t v , «5** i  6 *  

duž opstru javane površ ine ,  pr ikazane  sa t r i  skupa _ r a z l i č i t i h  

kr iv ih .  Za novu v r i j e d n o s t  bezdimenzione promenl j ive  t,  i p r i  

istim vr i j ednos t ima  parametara,  a to su u prvom pr imjeru b i l e  
Ve l i č  ine A, B i n, d o b i j a j u  se ponovo za t w , 6**  i  t r i  nova
skupa k r i v ih .
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200
203

101

102

1 00

301

302

D I M E N S I O N  U < 2 0 1 ) , R ( 2 5 1 >  
R E A D ( 5r  2 0 0 ) A K  

R E A D ( 5 x 2 0 3 ) A K N  
F O R M A T ( F 1 2 . 5 )
F 0 R M A T ( F1 2 . 5 )
N 3 = 2 5 0 
P = 0 .
N = 2 00

PROGRAM IX

0 = 5 . 7 1 4  
S = 4 . 714 
N 1 = N + 1 
N 2 = N -  1
00 100 K = 1✓ N 3 
X = P + K * 0 . 0 1
D X = X / N
D 0 101 M = 1 /■ N 1 
X 1 = ( M - 1  ) * D X 
U ( M ) = S I N ( X 1 ) * * S
F 1 = U . 4 4 0 3 * A ' K / ( 2 * ( E X P ( A K * A K N ) ) * ( S I N ( X ) * * 6 ) )  
F =0 .
D 0 102 M2 = 1 / N 2/ 2
F = F+ ( D X / 3 . ) * ( U ( M 2 ) + 4 . * U ( M 2  + 1 ) + U ( M 2  + 2 ) ) 
R ( K ) = F * F 1
CONTI NUE
W R I T E ( 6 , 3 0 1 ) A K / A K N
W R I T E ( 1 5 / 3 0 1 ) A K , A K N
F O R M A T ( 5 X ,  1 AK=1/F 3 . 5 , ' A K N = ' / F  8 ■ 5 / )
U R I T E ( 6 , 3 0 2 )  ( R ( K ) , K  = 1 / N 3 )
W R I T E ( 1 5 / 3 C 2 ) ( R ( K ) / K = 1 / N 3 )  
F 0 R M A T ( 1 0 F 1 0 . & )
STOP 
E N D

Iz  svakog od t r i  skupa k r i v ih  potrebno j e  o d r e d i t i  samo
r> j ^  ̂

po jednu krivu,  koje de p r e d s t a v 1j a t i  r a s po d j e l e  v e l i f i i n a  t v , 6

i o u z av i sn o s t i  od bezdimenzione podužne koordinate x, l to p r i
jednoj  v r i j e d n o s t i  bezdimenzionog vremena t i j edno j  v r i j e d n o s t i
poarametara A, B i n u prvom pr imje ru ,  m u drugom, m i n u trećem,
i m,n,p i r u četvrtom pr imjeru .  Za p r a v i l n o  od red j i v an je  po jedne
krive  iz  ta t r i  navedena skupa k r i v ih  b i l o  da j e  to r a s po d j e l a  
^ *■£** . - *
r u > °  1 ® , potrebno j e  k o r i s t i t i  važan zak l jučak po kome j e

__(U<5 ) = 0, a ko j  i  j e  dob i j en  iz  r e l a c i j e  ( 3 . 1 . 1 8 )  pr i l ikom  

i z vod jen ja  jednač ine  impulsa razmatranog problema. Naime, t a j  

zak l jučak pokazuje da pro izvod s p o l j a š n j e  b r z ine  U ( x , t )  i d e b l j i n e  

i s t i s k i v a n j e  <5 ( x , t )  ne z a v i s i  od promjene bezdimenzionog vremena 

t za b i l o  koju bezdimenzionu v r i j e d n o s t  podužne koordinate x. To
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200
201
203

101

102 

1 0G

301

302

DIMENSI ON U ( 2 0 1 ) s R ( 2 5 1 )  
R E A D ( 5 s 2 0 0 ) A K  
R E A D ( 5 / 2 0 1 ) FI  
READ < 5/ 2 0 3 ) AKN 
FORMATC F12 . 5 )
FORMAK F1 2 . 5  )
FORMATC F 1 2 . 5 )
N 3 = 2 5 0 
P = C .

PROGRAM X

N = 200 
B = 5 . 7 1 4  
S = 4 . 7  1 4 
N 1 = N + 1 
N 2 = N “  1
D 0 100 K = 1 / N 3 
X = P + K * 0 . 0 1  
D X = X/ N
DO 101 M=1/ N1 
X1= (M-1 ) *DX
U ( M ) = S I N ( X 1 / < E X P < A K * A K N ) ) ) * * S
F1=0.4408*<FI*SIN<X/<EXP<AK*AKN)))-AK*<X/<EXP<AK*AKN)))*

*C0S<X/<EXP<AK*AKN))))/<2*EXP(FI*AKN)*<SIN<X/(EXP(AK*AKN)))
* * *  < B +  1 )  )  )

F = 0.
D0 102 M2 = 1/N2/2
F = F + ( D X / 3 . ) * ( U ( M 2 ) + 4 . * U ( M 2 + 1 ) + U ( M 2 + 2 ) )
R ( K ) = F * F 1
CONTINUE
URI TE < 6 / 3 0 1 ) AK / F I / A K N  
W R I T E ( 1 5 / 3 0 1 ) A K / F I / A K N  
F0RMAT<5X / ' A K = ' / F d . 5 / 1F I = 1/ F 8■5/

* ' AKN= ' / F 6 . 5 / )
URI TE ( 6 / 3 0 2 )  < R<K ) /K  = 1/ N3) 
URI TE ( 1 5 / 3 C 2 ) ( R ( K ) / K  = 1/  N3)  
F 0 R MA T C 1 0 F 1 0 . 6 )
STOP
END

z n a č i  da j e  potrebno,  p r i  jednim vr i j ednos t ima parametara A, B i 
n, recimo za p rv i  p r imje r ,  a za r a z l i č i t e  v r i j e d n o s t i  

bezdimehzionog vremena t,  t r a ž i t i  onu koordinatu *xo u ko jo j  se 

v r i j e d n o s t i  proizvoda  U ( x o , t )  <5* (xo,t ) ,  do b i j en ih  inače  pr i  

r a z l i č i t i m  vr i j ednos t ima  parametra nes tac iona rnos t i  fo.i, v r l o  

malo r a z l i k u j u  medjusobom, a to znači  i od v r i j e d n o s t i  proizvoda  

U < x o , o ;  q ( x o , o )  u trenutku t = 0. Pr imječuje  se da j e  ovaj us lov  

n a j b o l j e  zadovo l jen za manje poz i t i vne  v r i j e d n o s t i  parametra  

nes tac iona rnos t i  t j . fo,i=0.005 i 0.010, zav isno  od pr im je ra ,  za 

koje se v r i j e d n o s t i  pro izvoda  u2* u tačkama duž kontai’e sa
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200 
2 G 1  
20 2 
2 C 4 
203

101

102 

1 00

301

302

0 I MENS I 0 N  U ( 2 0 1 ) , R < 2 5 1  )
READ( 5/ ’ 2 0 0 ) A K
READ( 5 / 2 0 1 ) FI
READ( 5 / 2 0 2 ) FI N
R E A D ( 5 / 2 0 4 ) F I N I

PROGRAM XI

READ( 5 / 2 0 3 ) AKN 
F 0 R M A K F 1  2 . 5 )
F 0 R M A T ( F1 2 . 5  )
F 0 R M A K F 1  2 . 5 )
F ORMAK F1 2 . 5 )
F 0 R M A K F 1 2 . 5 )
N 3 = 2 5 0 
P = 0 .
N= 200 
8 = 5 . 7 1 4  
S = 4 . 7 1 4  
N 1 = N + 1 
N 2 = N - 1
D 0 100 K = 1 , N 3 
X = P + K * 0 . 0 1  
D X = X/ N
D 0 101 M = 1 , N 1 
X 1 = ( M - 1 ) *DX
U ( M ) = 5 I N ( X 1 / ( F I * ( A K N * * A K ) ) ) * * S
F 1 = 0 . 4 4 0 8 * ( F I N * 3 I N ( X / ( F I * ( A K N * * A K ) ) ) - ( A K * X / ( F I * ( A K N * * A K ) ) ) *  

* C 0 S ( X / ( F I * ( A K N * * A K ) ) ) ) / ( 2 * F I N I * ( A K N * * ( F I N + 1 ) ) * ( S I N ( X / ( F I * (  
* A K N * * A K ) ) ) * * ( 8 + 1 ) ) )

F =0 .
DO 102 M 2 = 1 , N 2 , 2
F = F + ( D X / 3 . ) * ( U ( M 2 ) + 4 . * U ( M 2 + 1 ) + U ( M 2 + 2 ) )
R ( K )  = F* F 1 
CON FINUE
WRITE ( ć / 3 0 1 ) A K / F I , F I N , F I N I / A K N  
WRITE ( 1 5 / 3 0 1 ) A K / F I / F I N , F I N I , A K N
F O R M A T ^ S K / ' A K ^ ' / F S . S / ' F I ^ ' / F S . S / ^ F I N ^ ' / F S . S / ' F I N I s ' / F S . S /

* '  A K N = ' , F 8 . 5 / >
W R I T E ( 6 / 3 0 2 )  ( R ( K ) / K  = 1/ N3)
W R I T E ( 1 5 / 3 0 2 ) ( R ( K ) , K = 1 / N 3 )
F O R MA T d  0 F 1 0 . Ć )
STOP
END

proinjenom vremena t medjusobom r a z l i k u j u  od 2 do 4%. Prema tome, 
za r a s po d j e l e  t v , 6 * *  i 6* koje odgovaraju s t ru j a n ju  sa malim 

ubrzanjem, i 2 t r i  skupa k r i v i h  odred jenih  za jednu v r i j e d n o s t  t,  
uzima se po jedna  k r iva  odredjena  posredstvom parametra  

n estac ionarnos t i fo,i = 0 .005 u prvom i drugom pr imjeru i p r i  

fo,i = 0 . 010 za t r e ć i  i ć e t v r t i  p r im je r .  Tako odredjene  kr ive  za 

rv,  o  i  6> t dob i j ene  u prvom primjeru p r i  manjim ubrzanj lma za

ai
m

 
'ir

V
T
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PROGRAM X I I

i) i .'1C •: j : um f 1 1 1 1 1 ) / r i »i 1 1 1  i ) / « c 1 1  D  / ( 1 11 >'  “ - ( f 11; '  ' ■ *L ( 11 n  '
<■ r au c 11 n  / v c n  i ) / v’dz n  11) ,  u )

i": A C' ( j r l 9 I' ) A i1". .
A *i A D ( j / 1  J ) a  \  K 
*■ L A J ( 3 /  1 ) J ) K 
? £  Af) ( 3 /  1
? j.At) ( o o ,  ? O t ) ( F :  ( 1 )  /- I -  1 1 )

£ A J  ( ii t- / č j j u  ) ( r i N ( l ) / i  = 1 / 1 1 1 )
■ < f. A i)i ( 'j (j /  2 J  ̂ ) ( ( i ) / , i ;=1 r 1 1 1 )

c A D ( j t / t  J t )  ( A ( 1 ) /  1 = 1 / 1 1 1 )
1 !_ F C ? •■*■, A T ( F 1 . žj )
I i.’ t F 0 b <\ A T ( o F 1 i  • 3 )

■ = 5 . 7  1 •«
= A . i’ i *•

0 1 Oj ( ■ I 1 •+ *
.iO 1 = 1 / 1 1 1
': X = r i ( i ) / ? L J 
j O č J '■ = I / h J  1 
/  "I = ( 1 - 1  ) *!>.<

.. d  j  ('*'.) = o i  i i ( x 1 )  ** * s
F = 0 .
r' 0 1 'J cl i  = 1 /  1 B? /  I

1 J i: F = F + ( o \  /  i  . ) * ( J ( "I ?. ) + j l .  'J (■•■■■ + 1 ) + J  ( i' <. -r 2  ) )
Z = C . A -♦ i.,' «.■/((_< \ + A K. /; * ( ■ N K « * A . O ) « ( J I ,! C r i ( I  ) ) « ’•! ) )
V  L  ( I ) -/» ( J ) * o JI.T ( 1 * F ) 
r' D Z ( I )  = A ( i ) * o T i < T ( Z * r )
Z 1 = ( ( J  i> t  A (  < a ( • > |tfk * * A 'v ) )*■■*;>) ■*‘ ( S i ri ( c I ( i )  ) * * 3 1  )
T *U ( I  ) = F' I  J ( I  ) * 3 - H  T ( Z I /  ( U . ■> 40 * F ) )
1 ( I  ) = ( : \  + ) ) * V i N ( F i ( I ) )

n  v d i  ( i ) = v (:■) * j /. ( I )
•» i«11 T L ( j /  3 111 ) h  k  /  m r( < /  • K  / *’ n K 
• J W I  T r ( c "I / 5  0 1 ) AK /  AK -̂ /  ' S /  n lv \

i  •_ 1 F" C K i  A T ( 5  .\ /  1 a = 1 / r ■■> • 1 /  ’ •"* v -. = 1 /  F v* . j  / 1 r» = 1 / r . / 1 v = 1 /  F . c' / )
-  * I  T l ( o /  3 0 č  ) ( r I  ( I  ) /  V ( O  /  A ( I  ) ,  U i ( 1 ) ,  h  ( I ) ,  !> 0  l ( I  ) /  r I  -l ( I )  /

1 r a u ( i ) , vuz ( : ) ,  : = 1 /111)
:; K I  T i: ( c 1 /  3 C c > ( F I  ( I ) / V ( I  ) /  rt ( I  ) /  i> 7. ( I  ) / ? ( I  ) / 'J D i ( i  ) /  F I  'I ( I  ) /  

1 T A U ( 1 ) / V d _ ( I ) / x = 1 / 1 1  l )  
j. U-2 FOf.'FMT ( ? F n  . o )

S T 0 ?
-. f»‘ 0

A= l> B- l> n=2 i 3, upored ju ju  se sa rezu l t at ima  koje je  

NIKODIJEVIć dobio u radu [j48j , p r i  čemu j e ,  pr imj en j  u juđ i metodu 

L0JCJAHSK0G za svak i  konkretni  problem rešavao impulsnu jednačinu  

uz kor i šć en je  un ive rza ln ih  re š en j a  do b i j en ih  p r i  magnetnom 

parametru gi,o jednakom n u l i .  Haime, zapaža se sa s l .  41, 42, 43 i 
45 da j e  tačnost  z a d o v o l j a v a ju ć a , s obzirom da se r a s po d j e l e  za 

Tv* 1 ^ računate ovom metodom, r a z l i k u j u  u pojedinim
od 1,2 do 2,5%, a v r i j e d n o s t i  za <5** b l i ž e  tački
do 9/&, od v r i j e d n o s t i  p r ikazan ih  i sprekidanim  
od st rane  NIKODIJEVIOA.

tać kama 

odvajan ja  od 5% 

l i n i j am a  do b i j en ih
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1:

•]:

i- k : l - i ; i j , i F i M i i ) / f i ' a i i D / H ( i i n / f  
* T AU C 11 1 ) ,  J (1 1 ! ) / V U il C r* n  ) /  ’.j ( p. *11)

K L A D ( .> /  1 9  0 ) A K.
K :  A 0 ( 5 / 1 V i' ) A m -I
; r. A lJ ( ■ J 0 / u’ 1 gj ) ( r l l l ) ^ ! 2 ] ' !  1 1 )

KLA!) ( o c , L . ) 2 )  ((■  I  n ( 1 ) r 1= l / 1  1 1 ) PROGRAM X I I I
!■: Al) ( y u /  t! J(. ) (•). ( I  ) / I  -1 / 1 1 1 )
: ' E A D ( 5 c ! / 2 " . i i 2 ) ( A ( i . )  , 1  = 1 / 1 1 1 )
f \j ■■. ; v r ( r 1 c m ) ) 
f O K i'l A T ( 6 r 1 t. . 'j)

= j  . 7 1 -
0 = -t . f’ 1 A
; 1 = r . 71 -

L> 0 I  0 1 ^ 1 / 1 1 1
d x = f r ( i ) / :  o •.)
jj‘ 0 2') N = 1 / :  0 1
x i = ( 'i - 1 ) « a 
U i. ■*',) = S 1 -t ( /. 1 ) * * 5 
F = C •
i' o 1 o r  ■"•i:  - 1  / 1 J 9 / :
} -  F + ( v  /  5 . ) * ( U ( 1 7.) + >t. *-MI ( _ *■ 1 ) + IJ ( " • : + »1 ) )
7 r (J . i, L, J / ( [ * c X. I- ( H -S. ■ -S 'l 'l ) * ( J I N ( ) I ( ! ) ) * * ' ) )
c> z ( i ) = a ( i ) "■ .• : x r ( :  * r ) 
l> L Z ( I  ) = R ( L ) » j  <"1 ( i  * r' )
:  1 =  (  (  r  X ,J  (  h  N ^  V ' . ' )  )  * ■*': )  ^ (  -• I  '■! (  F K  (  I  ) )  * * J  "i )

T AU ( I  ) = r I I ( i  ) « S ) . < T ( i 1 / ( 0 . ^ u : ' : * F )  )
v ( i ) ~ : k :  x rj ( a n « a i <) i \ ( f i ( I ) )
v u i ( i ) = v ( I ) * ■ >: ( : ). ,-.ii- ( , :  i ) a *., <•■' i
vl K I T <- ( A A /  J L- 1 ) A X. /  A < l<
F 0 fi. : A T ( 1> K /  1 An - ' / F o . J  /  ’ A K 1, = 1 / F ■ ' . j /  >
■m ; I T (  { o / S ) L ) ( F I  ( I > ,  V ( I > / -"• ( I > / £> C ( I > / ’< ( I ) / *> 1/1 (

1 T A U ( I ) /  v' K  ( 1 ) / i  = 1 /  1 1 1 )
" n I T l ( ‘‘ ‘i / . ' ! 1'. ) ( F 1 ( 1 ) / N ( I ) / A ( I ) / T 5 Z ( I )  /  ' ( I ) / L > r-’ l

1 T A U ( r ) / V 0 Z  ( I  ) /  I  -  1 / 1 1 1 )
F 0 R !T /V T ( V F 1 c . o )
> TCP 
: n o

i ) / r i •; ( : )  / 

( D / T i U I ) /

Rezu l t a t i  d o b i j e n i  na osnovu u n i v e r z a ln i b  rešenja  koja  

odgovaraju većim poz i t i vn im v r i j ednos t im a  parametra  

nes tac ionarnos t i  fo,i -0,015 do 0.035 pokazuju,  da se v r i j e d n o s t i  

proizvoda  U<5 u nekoj tački  xo p r i  r a z l i č i t o m  vremenu t r a z l i k u j u  

od 20% do 60%, tako da se r a s po d j e l e  za rw, 6 * *  i 6* p r i  takvim 

parametrima fo . i  vidno r a z l i k u j u  od r a s p o d j e l a  koje j e  dobio  

NlKODIJEVIc) i to za 15 do 40%, zavisno od po ras ta  parametra fo.i, 
što j  e nedopust i v o .

Medjutim, kod s t r u j a n j a  sa večim ubrzanjem, što j e  u 

prvom pr imjeru  s l u č a j  za A= l ,  B=1 i  n= l ,  kod drugog,  tređeg i 
č e tv r to g ,  r e s p e k t i v n o , za m=l .o,  m=0.1 i n=0 .1 ,  m=0.1; pr imjeđuje
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1 v Ci
t- S- !.

1 l ;

.1

1 i ) , <  111 ) Lj l  (1 11 > '  J - L ( 11 n  '

 ̂U

PROGRAM X IV

ij I  y  t j  1 o ki U  ( I 1 1 ) /  F I ’i  < 1 1 1 > '  *’■ < 1 
. T i\ U ( 1  1 1 ) /  V ( 1 I ] )  /  V L> L ( 11 W>/ J  <  ̂01 )

« t. A D ( 5 /  1 ' J  ) A r,
,J r AL) ( 3 /  1 •« J ) A K K 
A t i A 0 ( J / 1   ̂J  ) A K N 
W 5 . h b ( 0 C / ; I J č )  ( K I ( I ) / I ” 1 / 1 1 1 )
KbAĐ(0 (  /?.JJ) ( F i : i l i ) <A s , ' 1 11)
■ < t A D ( o r / 2 J d )  ( f< ( i ) / i - 1 / 1 1 1 )
KhAl) ( J) O / 2 0 č  ) ( A ( I ) / I  — 1 / 1 1 1 )  
r 0 K r A T ( r 1 i  - 0 ) 
r  o  k  . ■ ; rt r  (  c  F  1 1. .  j )

1A -  D • 7 1 *
S = 4 . 7 1  
S 1 = 7 . 7  1 
t> 0 1 J 1=1/111 
j  X = F i ( I  ) /  č. L’ J 
ij o £ 0 ••' = 1 / k u 1
X 1 = ('■,- 1 ) * J X
u ( )  = j  i  u  ( x 1 / 1 >. p ( a k « k k : ) )  * * j

F  =  0  .

•j 0 1 •J 2 ' i f. -  I / 1 V ■) / u
t- = K T ( j  A / 5 . ) « ( U ( j  ) ♦ •• • '  'J i  ■ ■- + 1 ) ■* Li 1 '■■*'•))
i ~  C . 4 -  .j /  ( c * i- /." ( A K f. »> ■’« H ) * < -> I  *1 ( •■ I ( 1 J 1 ( x y ( ■'* *
l ; £ ( i ) = < - ( i ) ' j ' « ,< 7 < ‘>  F)
i)L>Z CI )— r<( /'S -Jf<T (£.* r3 _ .
Z 1 = (  ( i « L X P ( M N N » A *.: 4) ) * * :  ) * ( s I  M ( F I  ( n  ! ( ( -  s • * s ; 1 5 5 } * * 3 1 '
7 A U ( i ) = F I  ■ : ( 1 ) * O i A r ( 1 1 /  ( U . «♦ 4 L) J * F ) )
V ( I  ) = i *  i:XrJ ( AKis * A K . ) * « I  r; ( F L ( I  ) /  i: A V  ( A K * h< N ) )
V D Z U  ) = v ( |>  * l' 7 ( x )
- 1. I  T r. ( c' /  3 J  1 ) .*  ̂/  n  K v /  f) '• <

R IT  i’ ( j  j  /  3 C 1 ) A K /  A < K /  A -v;
F 'J K i‘‘. A r ( j  X /  1 A K = 1 /  r  ̂ . _• / 1 A K. n = 1 /  F o . 3 /  1
.V R 1 T (•■ ( t  / 3 -U ) ( F I  ( I  ) / v ( 1 ) / A ( I  ) / <-> i. < l  ) / '< ( :  ) '  (•«) ‘ < 1 ) '  >■ 1 ‘ ' ( 1 ) '

1 t a u ( I ) /  v t> l  ( : )  / 1 = 1 / 1 V i > , r . r , I M .-  R I  T t J /  3 c £ ) ( F I ( i ) /  v ( :  ) /  H ( I  ) /  L. Z ( I ) /  R ( I  ) /  U ; Z ( X  ) /  F L •« ( X ) /

1 T A U ( I ) / V D 7 ( I ) / i = 1 / 1 1 1 )  
r J  R •■! A r ( - F l <: . o )
STCP
rNO

) ) ) * - . . )  )

. : /)

ose da j e  s računavanje v r i j e d n o s t i  za t v , č> i  <> moguđe
sp roves t i  p r i  v i š im v r i j ednos t im a  parametra nestac ionarnos t i
f  o,i, t j  . za fo,i>0.Ql5 zavisno od posmatranog pr imjera .  Naime,
potrebne koordinate x na kontu r i ,  u kojima se s računavaju
k a r a k t e r i s t i č n e  v e l i č i n e  graničnog  s l o j a  t v , ć> i  o , ne mogu se
o d r e d i t i  na osnovu un iv e r z a ln ih  v e l i č i n a  fi.°/B i  fo.i/B koje
pr ipada ju  manjim poz i t ivnim v r i j ednos t im a  parametra fo , i , j e r  ih l

2 2
nema u numeričkim raspodje lama za fi.o/B i fo,i/B u sva č e t i r i

s t r u j  anj a, p r ikazana  u prvom

pr imjeru  2a A=l ,  B=1 i n=2, p ro i zvo d i  U6* s r a ču n a t i  p r i  parametru
medjusobom tokom

pr im je ra .  Prema tome, za ubrzana  
primj eru

fo, 1 = 0.015, u nekoj koord inat i  xo, r a z l i k u j u  se
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1 90 
i02

102

1 G

*01

3 C 2

D I !•' E N 3 1 0 ■'J F I ( 5 V ) / F I  N ( 3 y ) 
*V ( 5 9 )  /■ vOZ ( 5 9  ) /o ( 201 ) 

£<cAD(5/1«0)AK 
« E A 3 ( 5 / 1 9 - J ) A K iC 
f l t A D ( 5 / 1 9 G ) d K

/ f l ( 5 9 ) / A ( 5 y ) / y Z ( 5 9 ) / D D Z ( 5 9 ) / T A U ( 5 0 )

PROGRAM XV

✓

k u D ( 3 / 1 9 0 ) d <K 
•1 £ A D ( 5 / 1 9 0 ) A < M 
S E A D ( 5 / 2 0 2 ) F I
k E A D ( 5 G / 2 0 2 ) ( F I N ( I ) / I - - 1 / 5 9 )  
n C A D ( 5 6 / 2 0  2)  ( k ( I ) / I = 1 / 5 9 )
F̂. 40(5*1/2 U2)  ( A ( I ) / I = 1 / 3 v )

F 0 K K A T ( F1 2 . 5 )
F 0 K M A T ( 6 F 1 2 . 5 )
«* = 5 . 7 1  4
:> = 4.71 A
S 1 = 7 . 7 1 A
C 0 10 1= 1/ 5 9
D X = F I ( I ) / | 2 C 0
L' 0 20 r' = 1 / 2 u 1
X 1 = ( M _ 1 ) * D X
U ( l' ) = S I  N ( X1 / ( AK K *  ( A < N * * A K )  ) ) * * S
F = 0 .
' j  0 10 2 M 2 = 1/1 9 9/ 2
F = F + ( Đ X / ' i . ) * ( U ( M 2 ) + 4 . * U ( M 2  + 1 ) + U ( M 2 + 2 ) )
Z = 0 . 4 4 U 8 / ( ( 2 * D K K * ( A K N * * d K ) ) * ( S I N ( F I ( I ) / ( A K K * ( A K N * * A K ) ) ) * * ' : ) )  
D Z ( I ) = A ( I ) * 3 U k T ( Z * F )
0 D Z ( I ) = R ( I ) * 3 W K T ( Z * F )
Z1 = ( ( 2 * b K K * ( A K N * * : 1 K ) ) * * 3 ) * ( S I M ( F I ( I ) / ( A K K * ( A K N * * A K )  ) )  * * S1  ) 
T A U ( I )  = FI .hJ ( I ) * S S K T ( Z l / ( U . 4 4 0 > J * F ) )
V ( I )  = ( 2 * t ! < < *  ( A < I J * * b K )  ) * S I  N ( F I  ( I  ) / ( A < < * ( A K I J * * A < )  ) ) 
V D Z ( I ) = V ( I ) * D Z ( I )
V 1 T E ( 0 / 3 0 1  ) A K / A K K / D K / s K K / A K N  
U « I T  E ( 3 0 /  501 ) A K / A < K / B K / h KK/ AKN
F0Wi1 A T ( 5 X  / ' A K ^ ' / F O . i / ' A K K ^ ' / F O . S  / ' P K ^ ' / F C . S /  1 u < < = ' / F o . L' /

* 1A K N = ' / F 8 . 5/  )
V;k 1 T c ( 6 / 3 0 2 ) ( F I ( I ) / V ( I ) / A ( I ) / D Z ( I ) / R ( I ) / D D Z ( I ) / F I M ( I ) /

1 T A U ( I ) / V D Z ( I ) / 1 = 1 / 5 9 )
W R I T E ( 5 0 / j G 2 ) ( F I ( I ) / V ( I ) / A ( I ) / D Z ( I ) / H ( D / D D Z ( I ) / F I N ( l ) /

1 T A U ( I ) / V D Z ( I ) / 1 = 1 / 5 9 )
F O K M A T ( 9  F 1 2 . 6 )
STOP
cND

vremena t do 8%, a p r i  parametru fo7i = 0 .035 i  do 40%. Za s t r u j a n j a  

sa j o š  vedim ubrzanjem, što j e  u prvom pr imjeru  s luča j  za A= l ,  B=1 

i n = 1, p r o l z v odi  U6 se s računava ju  tek p r i  fo.ir0.025, i  u tafiki  
x° s e ’ p r l  Pr °mjeni  vremena t ,  medjusobom r a z l i k u j u  do 25%, dok 

p r i  parametru n e s t a c i o n a rn o s t i  fo.i=0.035 r a z l i k a  n j ihov ih  

v r i j e d n o s t i  sraf iunatih u t ačk i  xo p r i  r a z l i č i t o m  vremenu t ide i 
do č i t a v i h  60/.. S l i č n a  razmatran ja  odnose se i  na s t r u j a n j a  sa
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sL. 37
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s L. 39

većim ubrzanjem kod o s t a l a  t r i  navedena p r im je r a .  Dakle,  nema ni 
govora o zadovo 1 j  avan j  u us lova  da j e  t j  - da u nekoj
koord inat i  xo konture, tokom promjene vremana t ,  v r i j ednos t
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proizvoda  U6 o s t a j e  nepromijenjena,  odnosno uz izvjesnu  

t o l e r a n o i j u  da su moguća n j ihova  sasvim mala medjusobna 
r a z 1ikovanj a .

S t r u j a n j a  sa usporavanjem se u ovom radu proučavaju u 

prvom pr imjeru ,  i  to kad parametri  u iz razu  ( 5 . 1 . 1 )  za raspod je lu  

s p o l j a š n j e  b rz ine  U ( x , t )  imaju v r i j e d n o s t i :  A = - l ,  B=1 i n = l , 2 , 3 .



135

0.4 0 8  ] . 2  1 . 6  2.0 2.4

s L  4 4

Medjutim, un ive rza lne  v e l i č i n e  fo.i/B2 sa pripadnim parametrom
fo.i mogu se nać i  pomoću i z r a za  ( 5 . 1 . 1 4 )  samo u onim r aspod je l am a
z a  f  o.i/B , s računat ih  p r i  r a z l i č i t i m  vr i j  ednost ima bezdimenzione
vremenske koordinate t ,  za koje su A = - l ,  B=1 i  n=3, t j . p r i  malom
usporavanju s p o l j a š n j e  s t r u j e  U ( x , t ) ,  p o s l i j e  čega  se p r i  t a k o
odredjenom parametru nes tac iona rnos t i  fo.i un ive rza ln e  v e l i č i n e  2
fi.o/B na laze  u i r a spod j e l i  fi.o/B2 koja j e  da ta  izrazom ( 5 . 1 . 1 1 ) .
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Dakle,  za s lu ča je ve  s t r u j a n j a  sa većim usporavanjem, p r i k a z a n i h  i 
B=1 i n= l  i 2, n i j e  moguće prema opisanom postupku prona  

podužne koordinate x na konturi  u kojima j e  potrebno srafiuna  

k a r a k t e r i s t i k e  graničnog  s l o j a  t v , 3 * * ,  3* .  Cak i  za s t r u j a n j a  

malim usporenjem ( A = - l ,  B=l ,  n=3) bezdimenzione podužne koord ina  

x se,  sa odgovarajućim univerzalnim ve l ič inama * n( o ) ,  B i
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potrebne za s računavanje  t w , &' S  , od red ju ju  pr i  većim
negativnim vr i  j  ednos t ima parametra nes tac iona rnos t i  fo ,i , tako da  

se za fo , i= -0 .025  v r i j e d n o s t i  pro i zvoda  U6  sa promjenom vremena t 
u nekoj tački  xo na k o n t i r i  r a 2 l i ku ju  medjusobno i do 10%. Za joS  

veće negat ivne v r i j e d n o s t i  parametra fo , i ,  t j . za fo , i  < - 0 .025,

uslov  da se v r i j e d n o s t  pro izvoda  U«5* zanemarl j ivo mi jen ja  tokom 

vremena t u nekoj t ačk i  xo v i š e  n i j e  od k o r i s t i .  Pošto univerzalne  

v e l i b i n e  fo , i/g smještene u tabelama, imaju za usporena
s t r u j a n j a  ( f o , i < o )  veoma male v r i j e d n o s t i ,  d o l a z i  se do zak l jučka  

da če us lov  -^r-(U6 * ) : z 0 p r i b l i ž n o  b i t i  zadovo l jen  samo kod s t ru j a n j a
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malim usporavanjem, dok se s t r u j a n j a  sa naglim 

» t j . ona p r i  vel ikom usporavanju s t r u j e  pr i  čemu i 
ima v e l i k e  negat ivne v r i j e d n o s t i ,  primjenom ove 

mogu proračunavat i .  Naime, kod ovakvih s t r n j a n j a ,  

dobi jene  izrasom ( 5 . 1 . 1 4 )  znatno su veće od
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u n ive i z a ln ih  v e l i č i n a  fo,i/B2 smjeStenih u tabelama,  tako da s e  

ne mogu naći  koordinate x u kojima j e  potrebno s r a č u n a t i  rw , <3* *

i 6  . Tek kod s t r u j a n j a  sa veoma malim usporavanjem, primjenom 

ove metode moguće j e  nađi ,  na osnovu u n i v e r z a ln ih  v e l i č i n a  fi.o/ B 2 

i f°.i/B koje u tabelama pr ipada ju  manj im negativr i im
vr i j  ednost ima parametra fo. i ,  t j  . fo ,i = - 0 . 0 0 5  i - 0 . 0 1 0 ,  d o v o l j n o
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sl. 54

- -  ~ . ~:t«
koordinata x potrebnih  za sračunavanje  v e l i č m a  t v , o  i duž

c i j e l e  konture počev od zaustavne tačke pa do tačke odva jan ja  

graničnog s l o j a .  U konkretnom s luča ju  za A = - l ,  B=1 i  n -3 ,
r aspod je le  t v , <5** i 6* pr ikazane  na sl ikama 46, 47 1 48,

2
dobi jene  su na osnovu ovih u n ive rza ln ih  v e l i č i n a  f i ,o/B  i  
fo,i/B koje su se u raspodje lama da t ih  izrazima ( 5 . 1 . 1 1 )  i

( 5 . 1 . 1 4 ) ,  na z ad o v o l j a v a ju ć i  način,  sobzrirom na vremenskr 

nepromenl j ivost  pro izvoda  U«3*, mogle naći  j e d ino  p r i  pa r sne t r i  

fo.i = -0 .025.  Kako p r i  takvom parametru nestac  ionarnos t i  

un ive rza ln ih  v e l i č i n a  fi,o/B2 i  fo.i/BZ u tabelama ima v r l o  malo,
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to  j e  i  r a z l o g  da se duž c i j e l e  konture  ne mogu p r i k a z a t i  

r a s p o d j e l e  t v , s  i  s t o  se i  v i d i  na s l .  46, 47 i  48,  na

ko j ima su t a k o d j e ,  r a d i  upored j  i van j  a , p r i k a z a n i  i sp ' r e k id an  im 

l i n i j a m a  r e z u l t a t i  k o j e  j e  NIKODIJEVIČ d o b i o  u radu i  1J

odnosu na k o j e  p o s t o j e  u p o j e d in im  tačkama o d s t u p a n j a  od 5% do 8%.

K r i v e  na s l ikama označene sa t=0,  po čev  od s l .  37 pa do  

s l .  69, p r i k a z u j u  promjene k a r a k t e r i s t i č n i h  v e l i č i n a  s t a c i o n a r n o g  

g r a n i č n o g  s l o j a  duž konture ,  k o j e g  f o r m i r a  s p o l j a S n j a  b r z i n a  U ( x )
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č i j e  se ra spod je l e  u navedenim primjerima d o b i j a j u  iz  i z r a z a  

( 5 . 1 . 1 ) ,  ( 5 . 1 . 6 ) ,  ( 5 . 1 . 7 )  i ( 5 . 1 . 8 )  s t av l j an jem u n j i h  za
vremensku koordinatu t v r i j ed n o s t  jednaku n u l i .

Sa s l i k e  37, 40 i 43 zapaža se da v r i j e d n o s t i  

bezdimenzionog tangenc i ja lnog  napona na zidu t w , u prvom p r im je ru ,  

opadaju duž c i j e l e  konture p r i  smanjivanju ubzranja  s p o l j a š n j e  

s t ru j e  i to pofiev od vedeg, p r i  n=l  ka manjem ubrzanju  za n=2 i 3.  
Takodje,  sa i s t i h  s l i k a  se zapaža, da p r i  svim ubrzanitn
s t ru jan j ima  ( n = l , 2 , 3 ) ,  v r i j e d n o s t  napona tw duž konture r a s te  sa  

porastom vremena t,  što znači  da se i tačka odva jan ja  g ran ičnog  

s l o j a  pomjera nizvodno i to n a j v i š e  p r i  največim ubrzanj ima,  t j  . 
za n=l u prvom primjeru.  Sa povečavanjem ubrzan ja  s p o l j a š n j e
s t ru j e ,  od manjih (n=3 )  ka večim (n=2 i 1 ) ,  zapaža se sa s l i k a  38,  
41 i 44 da se d e b l j i n a  gub i tka  impulsa č> smanjuje,  a smanjuje se  

takodje i p r i  svakom ubrzanom s t ru j an ju  tokom po r a s t a  vremena t ,  

što se i  v i d i  na i st im sl ikama. Hedjutim, suprotno j e  ponašanje  

be2dimen2ione d e b l j i n e  i s t i s k i v a n j a  6 * ,  j e r  sa povečavanjem
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ubr zan ja  s t r u j e ,  kako se v i d i  na s l ikama 39, 42 i  45, v e l i č i n a  

r a s t e ,  a r a s t e  t a k o d j e  i  sa porastom vremena t ,  p r i  svakon 

ubrzanom s t r u j a n j u ,  š t o  se i  zapaža  na navedenim s l i k a m a .  D a k l e ,  

sa povećavanjem u b r za n ja  s p o l j a š n j e  s t r u j e  i  p r i  po ras tu  vremena 

t ,  po v r d j u j e  se j ed n a  l o g i č n a  č i n j e n i c a  u t e o r i j i  n e s t a c i o n a r n o g  

g r a n i č n o g  s l o j a ,  a t o  j e  da se n j e g o v a  d e b l j i n a  duž c i j e l e  

o p s t ru j a v a n e  konture  smanju je  i  da se  t a č k a  o d v a j a n j a  o d l a ž e ,  t j  . 
pomjera n i z v od n o .
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sl. 61
P r i  usporenju s p o l j a š n j e g  s t r u j a n j a ,  pr ikazanog  u prvom 

primjeru sa A = - l ,  B=1 i n=3, g ran ičn i  s l o j  se tokom vremena 

suprotno ponaša u odnosu na prethodno razmatrani ,  š t o  se v i d i  na 

sl ikama 46, 47 i  48. Naime, sa s l .  46 se zapaža da se sa porastom  

vremena t an g e n c i j a l n i  napon tv smanjuje duž c i j e l e  konture i  da  

se tačka odvajan ja  g'raničnog s l o j a  pomjera ka p r e d n jo j  zaustavnoj  

tački .  Sa porastom vremena d e b l j i n a  g u b i t k a  impulsa 6**  se  

povećava,  dok se d e b l j i n a  i s t i k i v a n j a  <5* smanjuje,  što j e  

prikazano na s l .  47 i 48.
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Kod drugog p r imjera ,  pr ikazanog izrazom ( 5 . 1 . 6 ) ,  zapaža  
se sa s l .  49 do s l .  57, da se sa poveđavanjem ubrzan ja  s t r u j e  t j  , 
p r i  m-0.01, 0.1 i 1.0, tačka odva jan ja  graničnog  s l o j a  pomjera n i z  

konturu. Naime, kako se na s l .  49, 52 i 55 v i d i ,  sa porastom
parametra m od 0.01 do 1.0, a to znači  p r i  povećavanju ub rzan ja  

s p o l j a š n j e  s t r u j e ,  v r i j ed n o s t  napona tv r a s te  duž c i j e l e  konture,  
a takodje i sa porastom vremena t .  Dok se d e b l j i n a  g u b i tk a  impulsa  

o  , s o se zapaža na s l .  50, 53 i 56, sa porastom ubrzan ja  s t r u j e  

smanjuje,  a i s to  tako i  sa porastom vremena t p r i  svakom 

konkretnom ubrzanju,  do t l e  se d e b l j i n a  i s t i s k i v a n j a  6*  povedava,
prema s l .  51, 54 i  57, i p r i  porastu  ub rzan ja  s t r u j e  kao i  p r i  
porastu vremena t .
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I s t a  zapažanja  p r i su tn a  su i  za t r e ć i  pr imjer  za k o j i  j e  

s p o l j a š n j a  b r z in a  data izrazom ( 5 . 1 . 7 ) ,  i prema kojem su s t r u j a n j a  

prouzrokovana manjim ubrzanjem porasta  po luprečnika  kružnog  

c i l i n d r a  data  p r i  m = 0.01,  a sa većim ubrzanjem p r i  m=0.1 . Vidi  s e  

da s l .  58 i  61, da su p r i  parametru m=0.1, t j . p r i  s t r u j a n ju  s a  

većim ubrzanjem, v r i j e d n o s t i  napona već i  duž c i j e l e  kontrue od 

napona t «  pr i  manjem ubrzanju s t r u j e  za koje j e  m=0.01, i  da se  

i s to  tako v r i j e d n o s t i  tv povećavaju sa porastom vremena t .  Sa  

povećavanjem ubrzan ja  s t r u j e ,  t j . p r i  po ras tu  parametra m od 0 .01
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do 0.1 v e l i č i n e  <5** i  6* se ponašaju suprotno.  Haime, kako  

pokazuju s l .  59 i 62, v e l i č i n e  6 opadaju sa porastom u b r z a n j a
n -J

s t ru j e  kao i u toku vremena t ,  dok se prema s l .  60 i 63, v e l i č i n e  

6 poveđavaju i p r i  povečavanju ubrzanja  s p o l j a š n j e  s t r u j e  i  p r i  

povečavanju vremena t p r i  j edno j  odredjenoj  v r i j e d n o s t i  parametra  

m, što u t iče  da se tačka odva jan ja  graničnog s l o j a  pomjera n i z  
konturu.

Na s l .  64 do 69 daju se r a s pod je l e  t an gen c i j a lno g  napon 

rv, d e b l j i n e  gubi tka  impulsa 2 * *  i d e b l j i n e  i s t i s k i v a n j a  6

nestacionarnog graničnog s l o j a  formiranog na osnovu s p o l j a š n j e

# 
(0
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brz ine  đate izrazcm ( 5 . 1 . 8 ) .  Zapaža se sa navedenih s l i k a ,  da se  

sa povećavanoem parametra m od 0 .0 1  na 0 . 1 , a to znadi  sa  
poveđavanj em ubrzanoa st ruoe  prouzrokovane vedim ubrzanjem



s r e d i š t a  opstrujavanog c i i ind ra ,  povećavaju v r i j ednos t i  t w  ( s l .  64 

i 67) i 6 ( s l .  66 i 69) a smanjuju v r i j e d n o s t i  6 ( s l .  65 i 
6 8 ) .  I s t o  takvo ponašanje v e l i č in a  t v ,  6 i 6 p r i su tno  j e  i 
p r i  porastu vremena t,  što dovodi do od laganja  tačke odvajanja  

graničnog s l o j a ,  odnosno do njenog pomjeranja niz  konturu .
Primjenom ove metode mcguće j e  od red i t i  trenutak prve

pojave odva jan ja  graničnog s l o j a  kao i mjesto, t j . podušnu
koordinatu x u kojoj  se to odvajanje  dešava. Za raz l iku  od drugih
metoda, gd je  se trenutak prve pojave odva jan ja  graničnog s l o j a
od red ju j e ,  pr imenju juć i  metodu LOJCJANSKOG, rešavanjem impulse
jednač ine [44] , [45]] , i l i  iz rekurzivnog sistema p a r c i j a l n i h
d i f e r e n c i j a l n i h  jednač ina ,  dob i jen  p reds tav 1janjem rešenja
jednač ine  nestacionarnog  graničnog  s l o j a  u obl iku stepenog reda
[42], ovdje se korišćenjem i zr aza  za t v ,  k o j i  su u prvom, drugom,
trećem i četvrtom pr imjeru d a t i  sa ( 5 . 1 . 2 4 ) ,  ( 5 . 1 . 2 7 ) ,  ( 5 . 1 . 3 0 )  i
( 5 . 1 . 3 3 ) ,  odredjuju  one v r i j e d n o s t i  t i x p r i  kojima j e  vr i jedr iost
tangenc i j  alnog napona t w  v r lo  mala, t j  t 'v  ps 0 . Haime, rari i je
opisanim postupkom odred ju j e  se naj manj a v r i j e d n o s t  vremena t pri
kojoj  j e ,  uz najmanju univerza lnu  v e l i č in u  $ " ( o ) i zadovo 1 j  avan .jem
us lova  ( U<5 ) - 0 ,  moguće naći  podužnu koordinatu x tako da u toj  

"3 ^ . . . .tački  t an g e n c i j a l n i  napon t v ,  računat navedenim lzraz ima zavisno
od pr im jera ,  bude veoma mali .  Kako postupak odred j ivar i ja  tog prvog
trenutka odva jan ja  graničnog  s l o j a  kao i mjesto gd je  se to
odvajan je  dešava t r a ž i  nova numerička s r ačunavan ja , to j e  i raz log
da to o s t a j e  kao predmet pažnje i s t r a ž i v a n j a  u narednom per iodu.



Z A K L J U C A K

U o v o m  r-adu s& ra z r ra t ra  n&staciartarni  r a a a n s k i  g r a n i C n i  

s l o j  n & s t i & l j i v o g  f l u i d a .

M at& m at ičko  m o d e l i r a n j e  p r o b l e m a  u r ^ i  s e  u p r x j o j  g l a v i ,

t j ■ f o r m i r a j u  s e  j e d n a C i n e  k o j e  m atem at iCk i  o p i s u j u  k r e t a n j e  u

n e s t a c i o n a r n o m  rauctnskam  g r a n i C n o m  s l o j u  n e s t i đ l j i v o g  f l u i d a .  Z a  
. . / 

f o r m \ r  an j e  o v i h  j e d n a C i n a  p o l a s i  s e  o d  N A V I K - S T  O K K S - o v e  j e d n a C i n e

za  i i e s t i & l j i u e  f l u i d e  i  j e d n a C i n e  k o n t in u i t e ta .  U i s t o j  s e  glaui, .

z a  r a z m a t r a n i  p r o b l e m . f o r m i r a j u  j e d n a C i n a  i m p u l s a  i  j e d n a C i n a

er~ (> i j e  k o j e  s u  n e o p h o d n e  p r i  i z b o r u  r a z m j e r e  p o p r e C n e  k o o r d i n a t e .

I z j e d n  aCa v .an jem  p a r c i j a l n i h .  i z v o d a  p o  u r e m e n u  s a  nulom, iz

f o r m i r a n i h  j e d n a C i n a  s e  d o b i j a j u  o d  g o u a r a j u C e  j e d n a C i n e  za

s t a c i o n a r n i  g r a n i C n i  s l o j .

Z a  r e & a u a n j e  p r o b l e m a , k o j i  j e  m a te m a t iC k i  m o d e l i r a n  u 

p r o o j  g l a o i ,  p o t r e b n o  j e  i z a b r a t i  o d g o u a r a j u C u  m e t o d u  s a  k o j o m  j e  

n e o p h o d n o  r i j e & i t i  f o r m i r a n i  s i s t e m  p a r c i j a l n i h  d i f e r e n c i j a l n i h  

j e d n a C i n a  s a  o d g o u a r a j u C i m  p o C e t n i m  i g r a n i C n i m  u s l o u i m a . Z b o g  

t o g a  s  e  u d r u g o j  g l a u i  d a j e  k r a t a k  p r  e g l e d  r a z l i c i t i h  o b l i k a

s a o r e m e n e  m e t o d e  u o p s t e n e  s l i C n o s t i .  U z a v i s n o s t i  o d  t o g a  d a  l i  u 

u n i u e r z a l n o j  j e d n a C i n i  f i g u r i š u  i n t e  g r a l n o - d i f e r e n c i j a l n i  i l i

s a m o  d i f e r e n c i j a l n i  f u n k c i o n a l i  t r a ž e n o g  r e S e n j a ,  o o i  o b l i c i  s u  

p o d i j e l j e n i  na i n t e g r a l n o - d i f e r e n c i  j a  l.ni i  C i s t o  d i f e r e n c i j a l n i .  

P a Z n j a  s e  p o s u e C u j e  v i . š e p a r a m e t a r s k o j  m e t o d i  L O J C J A N S K O G  k o j a  j e  

u t e o r r j r  s t a c i o n a r n o g -  g r a n i C n o g  s l o j a  d a l a  z a o i d n e  r e z u l t a t e  i 

k o j a  j e  u s p j e £ r > o  p r o & i r e n a  na n e s t a c i o n a r n e  p r o b l e m e .  M e d j u t i m ,  

r e & a u a n j e  s v a k o g  k o n k r e t n o g  p r o b l e m a ,  p r i m j e n o m  o u e  m e t o d e ,  s o o d i  

s e  na r e š a v a n j e  i m p u l s n e  j e d n a C i n e .  Za t o  s e ,  d a l j e  u o v o j  g l a o i ,  

a n a L iz i r a  o i S e p a r a m e t a r s k a  m.etoda S A L J N I K O V A ,  k o j a  s e  u t e o r i j i  

s t a o i o n a r n o g  g r a n i C n o g  s l o j a  na m n o g im  k o n k r e t n i m  p r o b l e m i m a

p o t o r d i l a  k a o  taCna  i e f i k a s n a , n a r o C i t o  z b o g  C i n j e n i c e  da  j e  

i z b j e g n u t o  r e s a u a . n j e  i m p u l s n e  j e d n a C i n e .  I m a j u C i  o o o  u o id u ,  k a o  i 

s a z n a n j e  d a  n i j e  m e t o d a  S A L J N I K O V A  p r i m j e n j i o a n a  n a  n e s t a c i o n a r n e  

p r o b l e m e ,  t o  j e  i  b io  r a z l o g  d a  s e  ona  o d a b i r a  z a  p r o š - i r i o a n j e  n a  

r a z ,,ia^r o n * p r o b l e m .
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U t r e ć  o j  glaui. s e  o d a b r a n i  i n t e g r a l n o - c i i f & r e n c i j a l n i  

o b l i k  v i š e p a r  a m e t a r s h e  m e i o d e  S  A L J N I K O V  A, p r o & i . r u j e  n a

n e s t a c  i o n a r n i  r a u a n s k i  g r  a n ičn i  s l o j  n e s t i s l j i u o g  f l t i i d a , o d n o s n o  

f o r m i r a  s e  m e t o d a  za  r e đ a u a n j e  raszmatranag  p r o b l e m a . U s u o j s t u u  

n e z a v i s n o  p r o m e n  l j i  uih h o r i s t i  s e  sh u p  p a r a m e t a r a  , t a k o  d a  s e

j e d n a C i n a  s u o d i  na u n iu e r z a l n i  o b l ih .  Z a  s u o d j e n  j e  j e d n a d n e  n a

pontenuti  o b l i k  k o r i s t e  s e  j e d n a č i n a  im p u l s a  i  j e d n a č i n a  e n e r g i j e  

r a z m a t r a n o g  p r o b l e m a  . F o r m i r a n a  i l n i v e r z a ln a  j e d n a č i n a  s e ,  z a t im ,  

p i S e  u d u o p a r a m e t a r s h o m  pun om  p r i b l i & e n ju  s a  p a r a m e t r i m a  / i,6 ; 

f o j  k o j i  i z ra & a u 'a ju  r a z l i č i t e  u t i c a j e  na r a - z u o j  g r a n i č n o g  s l o j a  

T a k o d j e  s e  u k a z u j e  na m o g u ć n o s t  d o b i j a n j a  u n iu e r z a ln H i  j e d n a C i n a  u  

d u o p a r a m e t a r s h i m  p r i b l i & e n j i m a  l o k a l i z o u a n im  p o  f i .o ;  f o . t

r e s p e k t i u n o ,  ka o  i na  m o g u ć n o s t  d o b i j a n j a  u n i u e r z a l n i h  j e d n a č i n c i  

l o h a l i z o u a n ih  p o  d u a  p a r a m e t r a  i s t o u r e m e n o ,  a o u o  z b o g  t o g a  d a  b i  

s e  s m a n j i l e  t e S h o ć e  m a t e m a t i ć h e  p r i r o d e  h a h u e  s e  j a u l j a j u  p r - i  

r e S a u a n j t i  p u n e  d u o p a r a m e t a r s h e  j e d n a ć i n e .

F o r m i r a n a  u n i u e r z a l n a  j e d n a C i n a  u pun om  d u o p a r a m e t a r s k o m  

p r i b l i Z e n j u  nu tner iCh i  s e  r e S a u a  u C e t u r  to j  g l a u i .  Na o s n o u u  

f o r m i r a n i t i  n u m e r i č h i h  a l g o r i t a m a  d a j u  s e  p r o g r a m i  na  F O R T R j i N  I V  

j e z i k u  h o j i  s e  k o r i s t i  z a  n u m e r i C k o  r e S a u a n j e  u n i u e r z a l n i h  

j e d n a č i n a  na e l e k t r o n s k o m  r a č u n a r u  D E L T A 4 8 5 0 /1  <50 C V A X / V M S ) .  S a  

r e S a u a n j e m  o d g o u a r a j u č i h  u n i u e r z a l n i h  j e d n a C i n a ,  s r a č u n a u a j u  s e  

i s t o u r e m e n o  u r i j e d n o s t i  u n iu e r z a ln i t i  f u n k c i j a  g r a n i č n o g  s l o j a  i  

d a j u  p o s r e d s t u o m  o d g o u a r a j u č i t i  t a b e l a  U s a m o m  r a d u  s e ,  r a d i  

l a k S e g  p r a č e n j a  p r o m j e n a  u n i u e r z a l n i h  f u n k c i j a  g r a n i č n o g  s l o j a , 

o n e  i s t e  d a j u  p o s r e d s t u o m  o d g o u a r a j u C i h  d i j a g r a m a .  O u i  u n i u e r z a l n i  

r e z u l t a t i  h o r i s t e  s e  z a  d o n o S e n j e  o p S t i h  z a h l ju C a h a  o  r a z u o j u  

g r a n i č n o g  s l o j a ,  a k a s n i j e  i  z a  p r o r a C u n e  p a r t i k u l a r n i t i  ^ p r o b l e m a .  

T a h o  s e  z a k l j u C u j e  d a  u b r z a n o  k r e t a n j e  s p o l j a S n j e  s t r u j e  f l u i d a  

p o m j e r a  taChu o d u a j a n j a  g r a n i č n o g  s l o j a  o d  p r e d n j e  z a u s t a u n e  

ta čke ,  t j .  o d la & e  p o j a u u  o d u a j a n j a  g r a n i č n o g  s l o j a ,  d o k  u s p o r e n o  

k r e t a n j e  s p o l j a S n j e  s t r u j e  p o m j e r a  taCku o d u a j a n j a  g r a n i č n o g  s l o j a  

p r e m a  p r e d n j o j  z a u s t a u n o j  ta čh i ,  S t o  z n a C i  d a  d o l a z i  d o  r a n i j e g  

o d u a j a n j a  s l o j a .  P r e m a  tom e ,  u b r z a n a  h r e t a n j a  s p o l j a S n j e  s t r u j e  

f l u i d a  i m a ju  p o u o l j a n  u t i c a j  na  r a z u o j  g r a n i č n o g  s l o j a ,  d o h  j e  

u t i c a j  usporenih h r e t a n j a  n e p o u o l j a n .  T a h o d j e  s e  z a p a Z a  d a  p r i  

u e l ik im  u s p o r e n j i m a  s p o l j a S n j e  s t r u j e  f l u i d a  mo&e d o ć i  s h o r o  d o  

p o k l a p a n j a  p r e d n j e  z a u s t a u n e  ta C h e  i ta C k e  o d u a j a n j a  g r a n i č n o g  

s l o j a ,  a to  p r a k t i C n o  z n a č i  d a  s e  i n e  f o r m i r a  g r a n i ć n i  s l o j .  D a j e
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■s-*? i ui£-& sa h l j t iC a k a  k o j i  s e  o d n o s e  na ponadSanje  u n i o e m a l n H i

f u n k c i j a  i  na n j i h o u  u t i c a j  na n a z o o j  g r a n i č n o g  s l o j a .

U f j e t o j  g l a u i  s e  d o b i j e n a  u n i u e r z a l n a  r e & e n j a  k o r i s t e  s.a 

p r o r a č u n e  k o n k r e t n i h  p r o b l e m a  g r a n i č n o g  s l o j a .  2a z a d a t u  b r - z i n u  

na s p o l j a & n j o j  g r a n i c i  g r a n i č n o g  s l o j a  o d r e d j u j u  s e

k a r a k t e r i s t i č n e  o e l i č i n e  g r a n i č n o g  s l o j a  t j .  tan g e n c i j a l n i  n a p o n  

na t i j e l u ,  d e b l j i n a  g u b i t k a  im p u l s a  i d e b l j i n a  i s t i s k i v a n  j a .

R a z m a t r a j u  s e  c d a b r a n i  p r i m j e r i  g r a n i č n o g  s l o j a  na kru&nom

c i l i n d r u  k o j i  u s e b i  s a d r & e  r a z l i č i t e  k l a s e  u b r z a n i h  i j e d n u  k l a s u  

u s p o r  en i t  i k r e t a n j a  f l u i d a  u s p a l j a S n j o j  s t r u j i .  F o r m i r a n i m  

p o s t u p k o m ,  p r i i n j e n  j u  j u č i  d o b i j e n a  u n iu e r z a ln a  r e S e n j a ,  s r a č u n a o a j u  

s e  o e l i č i n e  k o j e  s u  o d  i n t e r e s a  z a  p r a č e n j e  r a z u o j a  g r a n i č n o g  

s l o j a ,  i  k o j e  s e  r a d i  n j i h o u o g  l a k S e g  p r a č e n j a  g r a f i č k i  d a j u  u 

ra d u .  Sa  t ih  d i j a g r a m a  s e  za p a & a  d a  d e b l j i n a  g u b i t k a  i m p u l s a  e a  

u b r z a n a  s p o l j a S n j a  s t r u j a n j a  o p a d a ,  s a  p o r a s t o m  u r e m e n a ,  d o k  i s t a  

u e l i č i n a  toh om  u r e m e n a  r a s t e  z a  u s p o r e n a  s p o l j a S n j a  s t r u j a n j a .  

S u p r o t n o  j e  s a  p o n a S a n j e m  d e b l j i n e  i s t i s k i u a n j a ,  j e r  s a  p o r a s to m  

u rem en o  ak o  s e  f l u i d  u s p o l j a S n j o j  s t r u j i  k r e č e  u b r z a n o  ona  r a s t e ,  

a o p a d a  tok cm  . u r e m e n a  a k o  s e  f ' l u id  k r e č e  u s p o r e n o .  T a k c d j e  s e  

p o t u r d j u j u  g e n e r o i n i  z a k l j u č c i ,  d a t i  u č e t u r t o j  g l a u i ,  d a  u b r z a n a  

k r e t a n j a  s p o l j a S n j e  s t r u j e  p o m j e r a j u  tačku  o d u a j a n j a  g r a n i č n o g  

s l o j a  n i z u o d n o  i u tom  s m i s l u  i m a ju  p o u o l j a n  u t i c a j  na  o u u  p o j a u u ,  

d o k  u s p o r e n a  k r e t a n j a  im a ju  n e p o u o l j a n  u t i c a j  s  o b z i r o m  d a  ta č k u  

o d u a j a n j a  p o m j e r a j u  p r e m a  p r e d n j o j  z a u s t a u n o j  ta čk i .  D a l j e  s e  u 

o u o j  g l a u i  p a k a z u j e  d a  s e  p r i t n j e n o m  o u e  m e t o d e  p o s t i č u  u e o m a  

p o u o l j n i  r e z u l t a t i  z a  k l a s e  s p o l j a S n j i h  s t r u j a n j a  s a  m a l im  

u b r z a n j e m  i z a  k l a s e  s t r u j a n j a  s a  mal im  u s p o r e n j e m .  P r o r a č u n i  

g r a n i č n i h  s l o j e u a  p r i  u e l ik o m  u b r z a n j u ,  o d n o s n o  u e l i k o m  u s p o r e n  j u  

s p o l j a S n j e  s t r u j e ,  p r i m j e n o m  o u e  m e t o d e  n i j e su  zadovol  j  avajud i  .
A l i  kako j e  primjenom ove g r a n i č n i  s l o j  p r o r a č u n a t  n e  r e & a u a j u č i  

im p u l s n u  j e d n a č  inu, &to j e  i  n j e n a  na j b o l j a  s t r a n a ,  t o  s e

z a n e m a r u j u č i  p o g o r S a n u  t a č n o s t  p r e m a  o u o j  p r e d n o s t i ,  o u a  m e t o d a  

mo&e p r i m i j e n i t i  i na  g r a n i č n e  s l o j e u e  s a  s r e d n j i m  u b r z a n i m  

o d n o s n o  u s p o r e n i m  k r e t a n j e m  s p o l j a S n j e  s t r u j e .  I z l o & e n i  p o s t u p a k  

s e ,  b e z  p r o b l e m a ,  m o Z e  k o r i s t i t i  i  z a  d r u g e  k l a s e  s p o l j a S n j i h  

s t r u j a n j a  a i  z a  d r u g e  o b l i k e  t i j e l a .

P o r m i r a n a  m e t o d a  z a  r a z m a t r a n i  p r o b l e m  m o Z e  s e  p r o S i r i t i  

i  na  s l o & e n i j e  p r o b l e m e  n e s t a c i o n a r n o g  g r a n i č n o g  s l o j a ,  s t o  č e  

b i t  p r e d m e t  d a l j i h  i . s t r a S i u a n ja .
i
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