
UNIVERZITET CRNE GORE

ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U PODGORICI

MR IGOR DUR0V1C

VREMENSKOFREKVENCIJSKE TRANSFORMACIJE U 
ESTIMACIJI PARAMETARA SIGNALA SA PRiMJENOM U 

DIGITALNOM WATERMARKINGU

- Doktorska disertacija -

Podgorica 2000.



Koristim priliku da se zahvalim Prof. Dr Ljubisi 
Stankovicu koji me je uputio u problematiku vremensko- 
frekvencijske analize signala i stalnim savjetima znacajno 
uticao na podizanje kvaliteta ove disertacije.

Zahvaljujem se na podrsci tokom izrade teze Prof. Dr 
Srdanu Stankovicu.

Na kolegijalnoj pomoci zahvaljujem se Prof Dr Zdravku 
Uskokovicu.

Na brizljivom citanju i sugestijama koje su doprinijele 
kvalitetu disertacije zahvaljujem se Dr Radomiru - Matu 
Lakovicu.

Dio doktorske disertacije u okviru pete glave realizovan je 
u Laboratoriji za vjestacku inteligenciju i analizu slike, 
Fakulteta za informatiku, Univerziteta Aristotel u Solunu 
Stoga koristim priliku da se zahvalim na toplom prijemu i 
korisnim savjetima Prof. Dr Ioannis Pitasu.

Dio simulacija u okviru odjeljaka 3.5 i 5.2 za realizaciju 
diskretne frakcione Fourierove transformacije je 
realizovan zahvaljujuci programu koji su mi ustupili Prof 
Dr Haldun Ozaktas i mr Catagay Candan sa Univerziteta 
Bilkent u Ankari. Stoga im se zahvaljujem na ustupljenom 
softveru, korisnoj literaturi, te na konsultacijama vezanim 
za realizaciju frakcione Fourierove transformacije.

Upotreba robusnih transformacija u estimaciji trenutne 
frekvencije signala proistekla je iz rada sa Prof. Dr 
Vladimirom Katkovnikom, te mu se ovom prilikom 
srdacno zahvaljujem

Koristim priliku da se zahvalim i kolegama iz Laboratorije 
L2: mr Veselinu Ivanovicu, mr Igoru Radusinovicu i 
dipl.ing. Milosu Dakovicu kao i mr Vojislavu Vukovicu 
na podrsci i saradnji tokom izrade ove disertacije.

Zahvaljujem se koleginicama mr Vesni Rubezic i mr Ani 
Jovanovic na editorijalnim korekcijama.



Hum/ 6o1/



SADRZAJ

SADRZAJ........................................................................................................................... 3

A BSTRA C T.......................................................................................................................4

UVOD..................................................................................................................................5

GLAVA I: VREMENSKO-FREKVENCIJSKA ANALIZA.................................... 9
1.1. Uvod................................................................................................................. 10
1.2. Kratkotrajna Fourierova transformacija........................................................14
1.3. Transformacije preuzete iz kvantne mehanike............................................. 16
1.4. Wignerova distribucija....................................................................................18
1.5. Ambiguity funkcija.........................................................................................22
1 6. Cohenova klasa distribucija........................................................................... 23
1.7. S-metod............................................................................................................27
1.8. Reassignment metod.......................................................................................31
1 9 Dekompozicija distribucija Cohenove klase................................................ 36
1.10. Visokokoncentrisane distribucije...................................................................39
1.11. Distribucije viseg reda....................................................................................48
1.12 Vremensko-frekvencijske transformacije visedimenzionih signala...........51
1.13. Ostala visedimenziona predstavljanja signala.............................................. 52

GLAVA II: SOFTVERSK1 I HARDVERSKI SISTEMI ZA 
VREMENSKO-FREKVENCIJSKU ANALIZU 60

2 .1. Softver za vremensko-frekvencijsku analizu............................................... 61
2.2. Virtuelni instrument za vremensko-frekvencijsku analizu........................ 62

2.2.1 Implementacija instrumenta............................................................... 62
2.2.2. Softverska implementacija i rad sa instrumentom.......................... 63
2.2.3. Primjeri.................................................................................................65
2.2.4. Analiza performansi sistema.............................................................. 66

2.2 4.1. Estimacija trenutne ffekvencije........................................ 68
2.2.4.2. Estimacija amplitude signala..............................................73
2.2.4 3 Numericka efikasnost..........................................................77
2.2.4.4. Konvergencija S-metoda.....................................................78

2 3. Hardver za vremensko-frekvencijsku analizu...............................................80
2.4. Hardverski sistemi za prostorno/prostomo-frekvencijsku analizu............. 82

GLAVA HI: PARAMETARSKE VREMENSKO-FREKVENCIJSKE 
METODE ZA ESTIMACIJE SIG N ALA..................................................................... 90

3.1. Radon Wignerova distribucija........................................................................ 91
3.2. Radonova transformacija za kreiranje signal adaptivnog jezgra.................92
3.3. Wigner Houghova transformacija...................................................................92
3.4 TF distribucije za parametarsku identifikaciju..............................................94
3.5. Veza frakcione Fourierove transformacije i transformacija

koordinata vremensko-frekvencijskih predstavljanja.................................. 98
3.6. Transformacija koordinata L-Wignerove distribucije................................102



GLAVA IV: NEPARAMETARSKE VREMENSKO-FREKVENCIJSKE 
METODE ZA ESTIMACIJU SIG N ALA..................................................................105

4.1 Estimacija trenutne frekvencije adaptivnim vremensko-frekvencijskim
distribucijama............................................................................................... 107

4.2 IF estimacija u uslovima impulsnih smetnji - robusni spektrogram........1 10
4.3 Robusna WD u estimaciji trenutne frekvencije..........................................125
4 4 Algoritam za neparametarsku estimaciju Wignerove distribucije

visedimenzionih signala...............................................................................134
4.5. Prostorno-promjenljivo filtriranje................................................................139

GLAVA V: PRIMJENA VREMENSKO-FREKVENCIJSKJE METODA U 
DIGITALNOM W ATERMARKINGU 146

5.1. Digitalni watermarking - pregled.................................................................147
5.2 Digitalni watermarking u FRFT domenu................................................... 151
5 3. Watermarking u Radon Wignerovom domenu.......................................... 153
5 4. Watermarking sa pseudo-slucajmm amplitudama u projekcionom

prostorno/prostorno-frekvencijskom domenu........................................... 165
5 5 Upotreba sablona u watermarkingu u Radon Wignerovom domenu.......172

ZA K LJU C A K ................................................................................................................. 177

LITERATURA................................................................................................................ 182

PRELOG 202



SADRZAJ

Primjena vremensko-frekvencijskih distribucija u estimaciji trenutne frekvencije 
i amplitude signala je glavna tema ove disertacije. Kako vremensko-frekvencijske 
distribucije mogu biti racunski veoma zahtjevne, razmatrane su softverske i hard- 
verske realizacije ovih transformacija. Razvijen je virtuelni instrument za vremensko- 
frekvencijsku analizu, koji omogucava estimaciju parametara monokomponentnih i 
multikomponentnih signala visokom tacnoscu. U disertaciji je razvijena hardverska 
struktura sistema za prostorno/prostorno-frekvencijsku analizu. Predlozeni sistem je 
zasnovan na adaptivnom ID S-metodu po projekcionim linijama.

U radu su razmatrane parametarske i neparametarske metode estimacije. Kod 
parametarskih, izvrseno je unapredjenje reassignment metoda. Takodje, ukazano je 
da je frakciona Fourierova transformacija specijalni slucaj transformacije koordinata 
ambiguity funkcije, i da neki drugi oblici transformacije koordinata mogu biti veoma 
upotrebljivi.

Postc ece vremensko-frekvencijske transformacije n esu omogucavale uspjesnu anal­
izu signala zahvacenih impulsnim smetnjama. Stoga su u radu predlozene modi- 
fikacije spektrograma i Wignerove distribucije, kojima se mogu estimirati parametri 
signala sa impulsn: n smetnjama. Algoritam za neparametarsku estimaciju trenutne 
frekvencije signala sa impulsnim smetnjama primijenjen je na modifikovani spektro- 
gram. Neparametarski algoritam je primijenjen i na estimaciju polozaja signala u 
vremensko-frekvencijskom domenu. Na osnovu odredjene pozicije signala u vremensko- 
frekvencijskoj ravni izvrseno je vremenski-promjenljivo filtriranje.

Digitalni watermarking je razmatran kao oblast primjene vremensko-frekvencijskih 
transformacija. Predlozeni watermarking sistemi pruzaju mogucnost kreiranja veceg 
broja watermark signala i poboljsanu otpornost na uobicajene atake od postojecih.
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ABSTRACT

The main issue of this thesis is application of the time-frequency distributions to 
the instantaneous frequency and amplitude estimation. Time-frequency distributions 
can pose high calculation requirements, so it is necessary to consider possibilities of 
software and hardware realization. The virtual instrument for time-frequency analysis, 
that offers highly accuracy estimation for monocomponent and multicomponent sig­
nals, is developed, as well as the hardware system for space/spatial-frequency analysis. 
Proposed system is based on the adaptive ID S-method along projections lines.

Both parametric and nonparametric methods of estimation are considered. The 
improvement of reassignment method that decreases its calculation complexity is de­
veloped. Also, it is shown that the fractional Fourier transform is a special case of 
the ambiguity function coordinate transform. Some other forms of general coordinate 
transform can be more useful in certain applications.

The standard time-frequency distributions can not be successfully used for estima­
tion of signals corrupted with impulse noise. The modifications of the spectrogram 
and the Wigner distribution that can be used for signals estimation in impulse noise 
environment are proposed. The algorithm for nonparametric estimation of signal in 
impulse noise environment is applied by using the modified spectrogram. The nonpara­
metric algorithm is used for signals’ region of support estimation in the time-frequency 
domain. The time-varying filtering is obtained by using the determined signals’ region 
of support.

The digital watermarking is considered as a specific application of the time-frequency 
distributions. The proposed solutions overcome drawbacks of the existing watermark­
ing methods.
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UVOD

Poslednjih decenija estimacija parametara signala izuzetno je aktuelan problem. 
Prevashodni razlog je u znacajnim primjenama. Oblasti prakticne primjene ovih is­
trazivanja su: adaptivno uklanjanje suma i interferencija (ukljucujuci eho), analiza i 
sinteza govora, analiza muzickih signala, aseizmicki dizajn i zemljotresno inzinjerstvo, 
geofizicka istrazivanja, analiza vibracija i udara sagorijevanja u automobilskim m o 
torima, analiza digitalne slike i teksturnih povrsi, bioloska i biomedicinska strar vanja, 
ifcd.

Dva najznacajmja parametra srignala su amplituda i trenutna frekvencija. U slucaju 
da signal ima frekvenciju koja se veoma brzo mijenja u toku vremena, klasicne metode 
za estimaciju amplitude i trenutne frekvencije postaju neupotrebljive. Grupa metoda 
kreirana za rjesavanje ovih problema je zasnovana na vremensko-frekvencijskim trans- 
formacijama. Razvijen je veliki broj transformacija. Metode primjene vremensko- 
frekvencijskih transformacija u estimaciji, bas kao i one klasicne, mogu se podijeliti na 
parametarske i neparametarske.

U ovoj disertaciji se analiziraju primjene vremensko-frekvencijskih transformacija u 
estimaciji amplitude i trenutne frekvencije signala, kao i u digitalnom watermarkingu. 
Disertacija je podijeljena u pet poglavlja.

Prvo poglavlje sadrzi osnovna razmatranja vezana za vremensko-frekvencijske trans- 
formacije. Opisane transformacije predstavljaju osnovu za istrazivanja koja su obav- 
ljena u okviru ove disertacije.

Problem koji se moze pojaviti u primjeni vremensko-frekvencijskih transforma­
cija u estimaciji amplitude i trenutne frekvencije signala je u softverskoj i hardver- 
skoj slozenosti ovih rjesenja. Stoga je druga glava disertacije posvecena izucavanju 
ovih problema. U pogledu softverskih rjesenja, dat je kratak osvrt na neke pos- 
tojece programe. Posebno znacajna grupa softverskih rjesenja su virtuelni instrumenti 
za vremensko-frekvencijsku analizu. Virtuelna (softverska) instrumentacija danas je 
veoma popularna, prije svega zbog jeftinijeg i brzeg razvoja, brzeg ukljucivanja savre- 
menih saznanja i vece modularnosti kreiranih instrumenata. Kako postojeci instru­
menti ne posjeduju mogucnost implementacije nekih od transformacija koje pokazuju
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dobre rezultate u estimaciji amplitude i trenutne frekvencije signala, kreiran je origi- 
nalni virtuelni instrument razvijen za te namjene.

Nakon pregleda postojecih hardverskih rjesenja u vremensko-frekvencijskoj anal- 
izi, posebna paznja, u okviru drugog poglavlja, posvecena je realizaciji S-metoda kao 
izuzetno jednostavnoj. Poznato je da se S-metod moze realizovati pomocu dva bloka, 
od kojih je jedan blok klasican (za proracun kratkotrajne Fourierove transformacije), 
dok drugi blok omogucava autokorelaciju ST FT. Kod visedimenzionih signala jos vise 
su dosle do izrazaja prednosti S-metoda. Posebno zbog toga sto trenutno ne pos- 
toji drugi metod koji bi sveo racunanje Cohenove klase visedimenzionih signala na 
visedimenzionu ST FT  ili visedimenzioni spektrogram, za razliku od jednodimenzionog 
slucaja gdje je moguce primjeniti odredjene dekompoziocione metode. Stoga je u sklopu 
rada originalno razvijen hardverski sistem signal adaptivnog 2D S-metoda. Racunanje 
je svedeno na adaptivni jednodimenzioni S-metod po projekcionim pravcima.

Parametarski metodi estimacije signala predstavljaju trecu cjelinu disertacije. Kod 
ovih metoda, oblik signala je poznat, odnosno pretpostavljen. Najcesce su kreirani za 
estimaciju parametara linearnih FM  signala, s tim da se pojedine modifikacije mogu 
koristiti i za druge, slozenije tipove signala. Najpoznatiji metodi iz ove grupe, koji su 
detaljno analizirani u disertaciji, su: Radon Wignerova distribucija, adaptivno odred- 
jivanje funkcije jezgra i Wigner-Houghova transformacija. Ovi metodi se u kombinaciji 
sa reassignment distribucijama, koriste kao sredstvo za parametarsku identifikaciju 
signala. Mane svih reassignment predstavljanja su relativno slozena realizacija koja 
ukijucuje preodabiranje signala i proracun tri distribucije. U disertaciji je pokazano 
da se znatno jednostavniji oblici reassignment metoda dobijaju ako se kao polazna dis- 
trubicija koristi S-metod. Ovakav pristup omogucava parametarsku identifikaciju bez 
preodabiranja i bez proracuna vise distribucija.

U trecem poglavlju uisertacije, razmatrana je i opsta linearna transformacija koordi- 
nata vremensko-frekvencijskih predstavljanja ciji je specijalni slucaj rotacija, odnosno 
frakciona Fourierova transformacija. Ispitivane su veze ovako dobijene transformacije 
sa parametarskim metodima za estimaciju signala, a posebno sa dechirpingom. Kao 
teorijska novost, razmatrana je i transformacija koordinata L-Wignerove distribucije.

Druga grupa metoda za estimaciju amplitude i trenutne frekvencije signala su 
neparametarski metodi, razmatran u cetvrtom poglavlju disertacije. Najcesci nepara- 
metarski metod za estimaciju parametara signala je detekcija velicine i pozicije mak- 
simuma vremensko-frekvencijske transformacije u nekom trenutku. Posebno znacajan 
doprinos neparametarskim metodima je primjena algoritma zasnovanog na poredjenju 
standardne devijacije i biasa. Ovaj algoritam je detaljno izlozen u okviru teze. Al- 
goritam dobro Funkcionise u slucajevima kada je estimirani signal zahvacen Gausovim 
bijelim sumom. Problem u primjeni algoritma nastaje u uslovima impulsnih smet-
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nji. Da bi se algoritam za estimaciju trenutne frekvencije primijenio na ovakve sig- 
nale, prethodno je izvrsena, modifikacija periodugrama i dobijen robusni spektrogram 
(robusni M — periodogram). U ovoj disertaciji pokazano je da se neparametarski al­
goritam za estimaciju trenutne frekvencije moze primjenjivati na estimaciju trenutne 
frekvencije signala u okruzenju impulsnih sumova kod robusnog spektrograma. Raz- 
matrana je i mogucnost realizacije robusne Wignerove distribucije. Pored estimacije 
trenutne frekvencije, algoritam se moze primijeniti i na estimaciju same distribucije, 
odnosno estimaciju amplitude signala. U ovom slucaju veoma je efikasan i kod nepo- 
voljnog odnosa signal/sum. Uspjesno odredjivanje oblasti u kojoj se signal nalazi u 
vremensko-frekvencijskoj ravni povezano sa definicijom Weylovog filtra, primijenjeno 
je na vremenski-promjenljivo filtriranje. U disertaciji, koncept vremenski-promjenljivog 
filtriranja je prosiren na prostorno-promjenljivo filtriranje, kako signala zahvacenih 
sumom tako i za separaciju FM  signala od signala slike.

U petom poglavlju izlozena su gledista i mogucnosti primjene vremensko-frekven- 
cijskih transformacija u dig' ;alnom watermarkingu. Pored opisa dosadasnjih rjesenja 
u ovoj oblasti, dato je i prosirenje koncepta dodavanjem watermarka u vremensko- 
frekvencijski domen. Kao osnovni vremensko-frekvencijski domen, posmatran je domen 
frakcione Fourierove transformacije. Pokazano je da dodavanje watermarka u ovom 
domenu obezbjedjuje mogucnost kreiranja veceg broja watermarkova nego sto je slucaj 
kod FT i DCT  domena. Pored ovoga, razmatrana je mogucnost ugradnje watermarka 
u obliku linearnog FM  signala (ili sume linearnih FM  signala). Za detekciju ovakvog 
watermarka koriscena je Radon-Wignerova distribucija. Predlozena su i opisana dva 
metoda ugradnje signala u Radon-Wignerovom domenu: 1) Ugradnja jednog, ili neko- 
liko, FM  signala i njihovo pretrazivanje po parametrima, na osnovu poznatog tipa sig­
nala, 2) ugradnja velikog broja FM  signala i njihovo pretrazivanje na osnovu kljuca. 
Predlozeni watermarking sistemi omogucavaju vjerodostojnu detekciju uz visoku ot- 
pornost na razlicite tipove ataka.

U ovoj disertaciji izlozeni su rezultati, do kojih se doslo istrazivanjima u posled- 
njih pet godina, kao i detail no prezentirano stanje metoda za estimaciju parametara 
signala pomocu vremensko-frekvencijskih transformacija. Posebna paznja je posvecena 
digitalnom watermarkingu kao jednoj od oblasti prakticne primjene ovih istrazivanja.
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1. VREMENSKO-FREKVENCIJSKA ANALIZA

1.1 Uvod
Analiza signala u vremenskom, ili frekvencijskom, domenu nametnula je ogranicenja. 
Ova ogranicenja su znatna kada se spektralni sadrzaj signala brzo mijenja u vremenu. 
Tri znacajne oblasti, u kojima se ovakvi signali pojavljuju, su: akustika, biomedicina 
i industrijske aplikacije. Logicno rjesenje je istovremena analiza signala i po vremenu 
i po frekvenciji. Oblast koja proucava ove probleme je vremensko-frekvencijska ana­
liza signala (time-frequency signal analysts) [l]-[5]. Primjenjivost ove oblasti potkre- 
pljuje veliki broj radova koji su posveceni: modelovanju i prepoznavanju govora [6]- 
[10], analizi muzickih signala [11]-[13], analizi radarskih i sonarnih signala [14]-[19], 
analizi akusticnog rasipanja [20], bioloskim aplikacijama [21, 22], analizi misicnih i 
srcanih vibracija [23], analizi elektroencefalografskih signala [24], pracenju mozdanih 
aktivnosti [25, 26], monitoringu masina [27, 28], analizi udara sagorijevanja kod auto- 
mobilskih motora [29, 30], analizi i sintezi digitalne slike [3l]-[38], analizi tekstumih 
povrsi [39]-[4l], analizi optickih interferograma [31, 42], kod spread-spektarskih ko- 
munikacija [43j-[45], u klasifikaciji nelinearnih sistema [46], za blind separaciju signala 
[47], adaptivno uklanjanje ehoa [48], u aseizmickom dizajnu i analizi seizmickih signala 
[49], itd. Znacajne primjene vremensko-frekvencijskih transformacija (TF) su u esti- 
maciji amplitude i trenutne frekvencije (instantaneous frequency - IF)  signala [50]-[64], 
TF  transformacije se koriste kod parametarskih i neparametarskih metoda estimacije 
i identifikacije signala. Za kratkotrajne signale, i u slucaju da ne postoji predznanje o 
tipu signala, T F  transformacije pokazuju prednost u identifikaciji signala u odnosu na 
Kalmanove adaptivne filtre. U slucajc3vima kada je vazno vrijeme racunanja i slozenost 
sistema, TF  transformacije su kva.itetnije rijesenje od skrivenih Markovljevih modela 
(Hidden Markov model - H M M )  [64].

Neka je x(t) signal, odnosno zavisnost signala od vremena, i neka Al(u;) oznacava 
njegovu Fourierovu transformaciju (FI ), odnosno zavisnost signala od frekvencije. 
Oba ot ika karakterisu na jedinstven nacin signal i posjeduju transformacionu vezu koja 
predstavlja preslikavanje jedan-na-jedan. Veza izmedju signala i spektra je Fourierova
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odnosno inverzna Fourierova transformacija {I FT):

roc  1 f  oo
X(u>) =  I x (t )e - ’ “ ldt, x(t) =  —  /  X(u)e>“ Ldw (1.1)

J oo 27T J-oo

TF  transformacijama (predstavljanjima) se preslikava signal x(t) (ili X(u))  u T F  
ravan, x(l) => TFx(t,u). Postoje dvije grupe TF  transformacija: linearne i nelinearne. 
Transformacij a je linearna ako je za linearnu kombinaciju signala:

z(t) =  Ax(t) + By(t) (1.2)

jednaka linearnoj kombinaciji TF  transformacija:

TFz(t,u) =  A • TFx(t,u) +  B • TFy(t,u>)

Nelinearna TF  transformacija signala oblika (1.2), u opstem slucaju, moze se za- 
pisati:

TFz(l,u>) =  Ai ■ TFxx(t,u>) + A2 ■ TFvy(t,uj) +  B\ • TFxy(t,to) +  B2 ■ TFyx(t,u) (1.3)

gdje su TFxx(t,u>) i TFyy(t,u>) korisne komponente signala (auto-clanovi), dok su 
TFxy(L,u) i TFyx(L,u>) nezeljeni, interferentni produkti ovakve transformacije (kros- 
clanovi) [66].

Ocuvanje linearnosti i potiskivanje kros-clanova, su, izmedju ostalih, dva veoma 
znacajna zahtjeva koja se postavljaju u postupku izbora TF  transformacija [3]. Me- 
djutim, ovo nijesu i jedini zahtjevi koji se postavljaju u odnosu T F transformacije. 
Zbog razlicitosti primjena kreiran je veliki broj T F  transformacija.

Prvi rezultati u vremensko-frekvencijskoj analizi mogu se naci kod Bunsena i Kir- 
choffa, koji su definisali TF  spektar u cilju lokalizacije energije signala po vremenu 
i frekvenciji u elektricnim kolima (65]. Ipak, i pored ovih pionirskih radova pravim 
tvorcem TF  analize moze se smatrati Gabor, koji je 1946-te definisao Gaborovu trans- 
formaciju [67]. Na osnovama Gaborove transformacije defimsan je spektrogram (SPEC)  
[3, 68], [74]-[78]. Dvije godine kasnije (1948), Ville [79] je, u analizu govornih i radarskih 
signala, uveo koncept koji je postoj.,o u kvantnoj mehanici - Wignerovu distribuciju 
(WD). Za ovu je transformaciju madjarski fizicar P. E. Wigner dobio Nobelovu na- 
gradu za fiziku [80]. Ova transformacija se nekad naziva Wigner-Ville-ovom distribu- 
cijom. Moze se reci da su dvije najvaznije transformacije T F  analize, SPEC  i WD,  
razvijene od Gabora i Villea prije gotovo pedeset godina. Medjutim, ove transfor­
macije posjeduju i niz losih osobina, tako da su u upotrebu usla i druga rjesenja. 
Villeovi radovi su omogucili uvodjenje drugih transformacija iz kvantne mehanike. To 
su: Rihaczekova, Pageova, Levinova i Born-Jordanova distribucija [8l]-[85]. Posebno 
su interesantne Rihaczekova distribucija (RD), koja ima fizicko tumacenje vezano za
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radove KirchofTa i Bunsena [65, 81, 82], i Born-Jordanova distribucija (BJD),  koja 
predstavlja prvu distribuciju sa potisnutim interferencijama [68, 85].

Krajem osamdesetih godina, pojavom mocnih racunara, omogucen je razvoj drugih 
TF  metoda. Vazan rezultat je generalizacija kvadratnih vremensko-frekvencijski in- 
varijantnih distribucija u Cohenovu klasu {CD) distribucija. Generalizaciju su obavili 
Claasen i Mecklenbrauker [86]-[88], all je ova klasa dobila ime po Cohenu zbog vise pre- 
glednih radova koje je Cohen objavio, odnosno zbog znacajnog fundamentalnog teori- 
jskog osnova koji je dao [1, 2], Osnovna distribucija CD  klase je WD.  Generalizacija je 
obavljena na osnovu funkcije jezgra. Cohenovi, Claasenovi i Mecklenbraukerovi radovi 
omogucili su razvoj veceg broja distribucija [l]-[4],[10],[68]-[73],[86]-[99].

Pored Cohenove klase, u primjeni je vise drugih nelinearnih distribucija i klasa. 
Ove distribucije, medju kojima su poznate Altes-Marinoviceva i pseudo Bertandova 
distribucija [100, 101], odlikuju se znatno slozenijom hardverskom i softverskom rea- 
lizacijom. Danas su ove, zajedno sa Cohenovom klasom, generalizovane u sire klase 
distribucija, od kojih se izdvaja hiperbolna klasa [102]-[105].

Distribucije viseg reda {higher order distributions) i visokokoncentrisane distribu­
cije {highly concentrated distributions) su grupa rjesenja koja prevazilaze pojedine ne- 
dostatke CD  klase [59], [106]-[139]. Osnovna distribucija viseg reda je Wignerov bispek- 
tar [106, 107]. Analogno Wignerovim spektrima viseg reda, kojima pripada Wignerov 
bispektar, definisana je multivremenska Wignerova distribucija [109]. Drugo rjesenje 
iz ove grupe su ambiguity funkcije viseg reda {higher order ambiguity function - HAF)  
[135], Ove distribucije se koriste za estimaciju parametara polinomijalno faznih sig- 
nala [136, 137]. Najnovija rijesenja u oblasti distribucija viseg reda su lokalni perio- 
dogram (spektrogram) viseg reda i lokalna polinomijalna W D  [117, 127]. Intenzivno 
se proucavaju i distribucije koje su u stanju da razviju signal i po drugim pravcima, 
osim vremena i frekvencije, kakva je na primjer chirplet transformacija [133]. Na- 
jvaznija rjesenja iz ove grupe su distribucije koje se svode na 2D T F  ravan. Tako se 
multivremenska W  D sa potisnutim kros-clanovima svodi na L-Wignerovu distribuciju 
{L — W D)  [110]. Druga slicna transformacija je S-distribucija {SD) [115, 116]. Ove 
dvije distribucije su blisko vezane z a W fl ,a u  realizaciji mogu poci od ST FT. L — WD  
i SD su osnova za izvodjenje L i S-klase distribucija. Za analizu polinomijalno faznih 
signala koriste se i razliciti oblici polinomijalnih distribucija [125, 132], Razvojem sig- 
nala po kompleksnom argumentu vremena definisana je i interesantna kompleksna WD
[HI]-

Vrijeme i frekvencija nijesu jedine karakteristike signala od kojih se moze poci u raz- 
matranju. Drugi podjednako zastupljen koncept su vremenski-skalirane transformac. e 
[140]-[153]. Osnovna transformacija ove grupe je Mellinova, odnosno wavelet trans­
formacija. Uopstenjem waveiet transformacije dobija se generalizovana affine klasa
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distribucija. Wavelet, transformacija je nasla veliku primjenu n analizi i sintezi sig- 
nala, kompresiji podataka, filfcriranju, itd [140, 142, 150, 151]. Danas su definisane 
i klase distribucija nad proizvoljnim karakteristikama signala. Ovi metodi se popu- 
lamo nazivaju ” beyond Lime-frequency [102, 103, 105], [154]-[163]. Ovi koncepti su, 
medjutim, znatno slozeniji od vremensko-frekvencijskih transformacija tako je njihova 
primjenjivost ogranicena.

Metodi TF  analize se mogu uopstiti i za slucaj visedimenzionih signala. Ovo je 
veoma znacajno zbog cinjenice da postoji potreba primjene ovih koncepata u ana­
lizi opt.ickih interferograma, odnosno teksturnih povrsi. Ovakva analiza se naziva 
prostorno/prostorno-frekvencijska analiza signala (space/spatial-frequency analysis -
S/S -  F).

U okviru ovog poglavlja bice opisane T F  transformacije prezentirane u uvodu. 
Pored ovih transformacija bice obradjeni i neki drugi siroko primjenjivani T F  metodi: 
S-metod (SM ) [95, 116], ’’ reassignment” metod [164]-[167] i dekompozicija CD klase 
[168]-[ 170]. Sematski prikaz T F  transformacija dat je na slid 1.1.

(ChlrplQtl|

S/S-F Tiansfarmocje

l~srn~l! 1 '
I sm |

CO Masa

Otlalo
dfctntmcje |Afflne B a x j [upeipona Mcaĉ

[W cr/dal j J  SCAL~| | AMO |

| WWP~~| | PBO |

| PAWO | | Hfcx * f |

[ Powaf NVcrp |

| ftWQfWPl

Slika 1.1: Sematski prikaz vremensko-frekvencijskih distribucija i metoda i veza izmedju 
njih. Vecina distribucija je obradjena u okviru prvog poglavlja disertacije.



V rem ensko- fre k v e n c ijs k a  a n a liza 14

1.2 Kratkotrajna Fourierova transformacija
Kratkotrajna Fourierova transformacija (Short Time Fourier Transform - ST FT) je 
definisana sa:

STFT(t,uj) =  I x(t +  T)w‘ { T ) e ]“ Td.T,
J -

ili:
STFT(t,cj) =  ^~ r  X (u  + 6)W'(0)e}0tdO,

Z 7T 7  — oo

(1.4)

(1.5)

gdje je w (t) (odnosno W(0)) funkcija prozora. Pored linearnosti ST FT  zadovo- 
ljava i drugu znacajnu osobinu - TF  invarijantnost. TF  predstavljanje T Fx(t,u) je 
vremensko-frekvencijski invarijantno ako je transformacija signala y[t) =  x(t) exp(juQt) 
jednaka TFy(t,uj) =  T FX(L — L0,uj—ui0). Invarijantnost po jednom pravcu je zadovoljena 
kada se za pomjeraj po drugom uvrsti nula.

STFT je u blisko vezana sa Gaborovom transformacijom. Gabor je posmatrao 
razvoj signala x(t) u red ciji elementi zavise od vremena i frekvencije:

oo oo
i(<)= E E to, ( 1.6)

m  — — oo n =  —oo

gdje su Crnin Gaborovi koeficijenti (u prvo vrijeme nazvani su Gaborovim logonima), a 
{/im n(i)} su vremenski i frekvencijski pomjerene vrijednosti osnovnog prozora:

lim,n(t) =  h(t -  mT)e3™1.

U Gaborovom radu koriscen je Gausov normalizovani prozor, dat kao:

h(l) = (a/n) ljM exp(—at2)

(1.7)

( 1.8 )

STFT  signala x(t), preko skupa prozorskih funkcija 7m,n(0  =  7 (t — mT)ejnn£, se 
definise kao:

/■oo
STFT(nT,m£l) — / s ( t ) ^ n(t)dt (1.9)

7  — C

Koeficijenti ST FT su jednaki koeficijentima Gaborovog reda, pod uslovom da je:
OO OO

J2 £  /lm,n(t)7;nW  =  « ( i - ^ ) .  (1-10)
771= — oo n = —OO

Danas su prevazidjeni problemi sa sporom konvergencijom Gaborovog razvoja upotre- 
bom wavelet transformacije.

Nedostatak ST FT je njena kompleksnost, koja se prevazilazi upotrebom energetske 
verzije (kvadrata modula) - spektrograma (SPEC) SPEC(t,u)) =  \STFT(t, ui)|2. 
Sl'FT  je reverzi! lna, odnosno iz transformacije se moze jednoznacno odrediti signal:

x(t) = ---- l—  -  f°° STFT(t ,u )e^rdT.
K ’ 2700*(0) J-ao v ’ ( 1.11)
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Slika 1.2: a) Idealno vremensko-frekvencijsko predstavljanje dvije sinusoide i dva Di- 
rakova impulsa; b) ST FT  sa sirokim prozorom; c) ST FT  sa uskim prozorom.

Kljucni problem u upotrebi SPEC  je u maloj vremensko-frekvencijskoj rezoluciji. 
Za ilustraciju problema rezolucije moze se posmatrati suma dva Dirakova impulsa i 
dvije kompleksne sinusoide:

x(l) =  6(t -  ii) +  S(t -  t2) + exp(juit) +  exp(ju2t), £, j-- t2, uj2. (1.12)

U T F  ravni (L,u>) signal (1.12) predstavlja Dirakove impulse duz pravih t — l lt t =  £2, 
lj — LJi i ll> = u>2 (slika 1.2a). ST FT signala (1.12) je jednaka:

STFT(t,u>) =  tu(i, -  + w(t2 -  t)e^Mt^ l) +

+ W {u  -  u x)ej“ xt +  W {u  -  u2)ej^ 1. (1.13)

Npr., ako je prozor w(t) pravougaoni sirine T (w(t) =  1 za |£| < T/2, odnosno w(t) =  0 
za |£| > T j 2), moze se smatrati da je FT prozora W (uj) razlicita od nule samo u in- 
tervalu glavne latice u £ [— 27r/T, 27t/T]. Na slikama 1.2b i c, prikazana je ST FT za 
dvije sirine prozora T\ < T2. Sa STFT  se, na zadovoljavajuci nacin, mogu prikazivati 
Dirakovi impulsi koji su medjusobno razdvojeni za |£j — t2\ > T =  d (d je vremen- 
ska rezolucija), dok se kompleksne sinusoide mogu na zadovoljavajuci nacin prikazi­
vati ako su razdvojene za |cu] — uj2\ > 4n/T =  D (D je frekvencijska rezolucija). 
Proizvod vremenske i frekvencijske rezolucije je konstantan za posmatrani tip pro­
zora. Za pravougaoni prozor iznos Dd = 4zr dok je minimalan kod Gausovog prozora 
Dd =  1/2 [171].

ST FT se moze jednostavno reaiizovati u diskretnom obliku preko odgovarajucih 
FFT  algoritama kao:

Nw/2-1
STFT(n, m) =  £  x(n +  k)tt/(fc)e_J^7mA:,

k = - N w/ 2
(1.14)
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gdje je Nw sirina prozora nj(k). Dakle, za svaki posmatrani trenutak n, rac.una se 
FFT. U slucaju da je posmatrani prozor pravougaoni w(k), ST FI' se moze racunati 
rekurzivno kao:

STFT(n  +  l,m ) = [x{Nw/2) -  x ( - N w/2) + .STFT(n, m)]e)^ k (1.15)

Na osnovu relacije (1.14) potrebno je primjenom F FT  rutine izracunati ST FT  u prvom 
trenutku, a zatim, u svakom slijedecem trenutku, primijeniti relaciju (1.15). Zbog 
nagomilovanja greske kvantizac.ije tokom vremena, treba ponoviti racunanje ST FT 
pomocu F FT  algoritma. U slucaju, da je w(k) neki iz klase Blackman-Harrisovih 
prozorskih funk< ja [17! :

M M
wB(t) =  J 2 ( - l ) mamcos(2Tmrt/T), gdje je am =  1, (1.16)

m=0 m=0

ST FT se moze racunati na osnovu ST FT  sa pravougaonim prozorom kao:

STFTB(nt k) =  a0STFT{n,k) +

M a
+ E ( - l ) mT i [‘9TFT(n .A: + m) + STFT(n,k  -m ) ] ,  (1.17)

m-0 ^
Razmak izmedju odbiraka ST FT  po frekvenciji je Au — 2tt/T. Blackman-Harrisovim 
prozorskim funkcijama pripadaju Hannova sa a0 =  =  0.5 i Hammingova sa a0 =  0.54
i cl] = 0.46.

Na osnovu ST FT, Jones i Parks su defirisali adaptivnu distribuciju sa prozorom u 
obliku Gausove klase funkcija:

/ °°
x(t + r)ir)(*u,(r)e JuiTd.T. (1-18)

C O

Prozor je Gausova funkcija jedinicne energije wtiW(t) = ^ —2Re(Ct,w)/7r exp(CttUJt2), 
gdje je CtiU, kompleksni broj. Jones i Parks su razvili algoritam za izbor koeficijenata 
CL<U}, tako da kreirana adaptivna distribucija postize maksimalnu koncentraciju.

1.3 Transformacije preuzete iz kvantne mehanike
Sve transformacije koje su u TF  analizu prenesene iz kvantne mehanike su kvadratne, 
vremensko-frekvencijski invarijantne. Zbog svojstva da u kvantnoj mehanici predstav- 
ljaju vjerovatnocu, ovakve, i sve iz njih izvedene transformacije, nazivaju se distribu- 
cijama. U T F  analizi predstavljaju energetsku gustinu signala u tacki (4,lj) ravni. 
Najvaznija medju njima je Wignerova distribucija {WD),  uvedena u cilju redukcije 
neodredjenosti momenta i polozaja cestice u kvantnoj mehanici. Dobila je naziv po P.
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E. Wigneru, koji ju je i otkrio [80]. U obradu signala, W D  je uveo francuski naucnik 
J. Ville za analizu govornih signala. Tako se ova transformacija cesto naziva Wigner- 
Villeovom. W D  se definise kao:

r°°W D ( t , u ) =  I x(L +  r/2)x, ( i - r / 2 ) e - JulTdT =
J -

1 ro o
=  ^~ X (u  +  9/2)X'(u -  Q/2)ePotdO.

Z 7T J -o o

(1.19)

( 1.20)

U obliku (1.19) W  D predstavlja FT lokalne autokorelacije signala x(t ), r ( t , r ) =  x(t + 
r/2)x*(t — t/2) = >  WD(t,oJ) =  FTr {r(t ,r ) } .  U praksi se koristi pseudo Wignerova 
distribucija (PW D)  kojom se ogranicava signal po vremenu, jer je prakticno nemoguce 
realizovati W D  racunajuci signal u toku kompletnog trajanja:

/*oo
=  I we(r)x(t + r/2)x*(t — r /2 )e '-7u'Tdr = 

J —QO

1 roo
=  —  /  Wc{9)X(uj +  9/2)X'(u -  6 / 2 y 0tdd.

2tV J-oo

( 1.21)

( 1.22)

Ekvivalentni prozor se obicno definise kao we[r) — w (t/2)w *(—t/2), dok je VEe(aj) =  
FT{we(l)}. U daljem tekstu nece biti pravljena razlika izmedju W D  i njene pseudo 
forme. P W D  predstavlja zaobljavanje W D  po vremenu. U pojedinim primjenama 
koristi se zaobljavanje W D  i po vremenu i po frekvenciji. Dobijena transformacija se 
naziva pseudo-zaobljena (smoothed) Wignerova distribucija (PSWD):

/ OO
wc(r)x(t +  r/2)x*(t — r/2)e~ ■7<JTdr. (1-23)

- OO

Rihaczekova distribucija (R D ) [81, 82 je drugo interesantno predstavljanje u okviru 
grupe distribucija preuzetih iz kvantne mehan .ce. Definisana je kao:

RD(l,u)  =  x(t )X'(u)e~jwt =

/ OO , roo
x { t ) x ' { t -T ) e ~ }WTdT =  / X (u  +  0)X*{u)e}6td6.

-oo J - o o

(1.24)

Rihaczekova distribucija ima interesantno fizicko tumacenje. U radovima Kirchoffa i 
Bunsena, definisana je sa ciljem lokalizacije energije signala na jedinicnom otporniku u 
edinici vremena i frekvencije [65]. W  D i RD se mogu uopstiti u grupu generalizovanih 

Wignerovih distribucija:

/ OO

x(t + {a +  l/2)r)a;*(t +  (a -  l /2 )r )e "JU,irdr =  (1.25)
-O O

=  f  X (u  -  (a -  1/2)0 )X'(u -  (a +  1 /2 )6)ej0td9. (1.26)
J —OO

Za a =  0 dobija se W D , dok se za ck =  —1/2 dobija RD.
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Pageova distribuc.ija [83] polazi od poznavanja kauzalnog dijela signala (signala do 
posmatranog trenutka). Pageova distribucija (PL)) se definise kao:

PD(t,u) =  k W ; ( w )\2 =UL 1 1

=  2Re{x'(L)X;(u)<Pu3t) =  2Re{x'(t )ej“ l f  x(T)e'juiT d r ) , (1.27)J — oo
gdje je X t- (uj) =  x ( r ) e - ^ Tdr.

Levinova distribucija (LD ) je slicna PD, ali je zasnovana na antikauzalnom signalu 
poznatom nakon posmatranog trenutka:

LD(t,u) =  - j t \X+(u)\2 =

=  2Re{x*(t)Xt'-(u)eju,t} =  2Re{x ’ (t)ej“ l T  x(T)e~jwTd r } (1.28)

gdje je X t' (uj) =  / t°° x(r)c JUJTdr.
Born-Jordanova distribucija (BJD) je u T F  analizu preuzeta iz kvantne mehanike

l85>: / C O

BJD(t ,uj)  = / ct ( £ , t ) * t {x(f +  t / 2 ) i *(£ -  r/2)}e"J,JTdrfe (1.29)
J  —o o

gdje je ct (L ,t ) =  l/]r| za |£/r| < 1/2 i 0 za |f/r| > 1/2. Posebno je znacajna je jer 
moze da potisne interferencije (kros-clanove).

1.4 Wignerova distribucija
Relacijama (1.19)-(1.23) dati su najcesci analiticki oblici WD  Kao posebno znacajnu 
cinjenicu, kod W D  treba izdvojiti zadovoljavanje svih zeljenih osobina TF  predstav- 
ljanja datih u Tabeli 1 u Prilogu. Osobina reverzibilnosti kod W D  moze se opisati 
kao:

I roc (■

* W " S ? ( o  ) L w d ^ - ^
Takodje, W D  je idealna za klasu linearnih FM  signala, sto je veoma znacajna osobina. 
Naime, za signal x(t) =  A(l) exp(j(j)(t)) dealna distribucija se moze definisati kao 
I(t,u.) = 2tv A2(t)6(uj — ft (t)). Za linearni FM  signal x(t) =  Aexp(jat2/2 +  jbl +  jc), 
W D je idealna W  D (/., uj) =  1 (t,u) =  2itA25(uj — at — b). Medju osobinama distribucije 
treba izdvojiti: realnost distribucije, T F  invarijantnost i marginalne uslove. Marginalni 
uslovi predstavljaju zakon o odrzanju energije, odnosno jednakost energija distribucije 
i energije signala. Da bi distribucija postojala samo u oblasti definisanosti signala, 
po vremenu i frekvenciji, zahtijeva se postovanje T F  ogranicenja (osobine 11 i 12 iz 

:bele 1 iz Priloga). Ove dvije osobine, medjutim, ne definisu distribuciju u intervalu 
postojanja signala sto ce biti demonstrirano na sljedecem primjeru.
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Slika 1.3: Suma dvije sinusoide ogranicenog trajanja.

Primjer: Posmatra se signal:

x(t) =  <
exp (jat)

0
. exp(jbt)

t € [to, £i] 
t £ (t\, £2) 
L £ ^2: £3]

(1.31)

koji predstavlja dvije kompleksne sinusoide ogranicenog trajanja, izmedju kojih je sig­
nal jednak nuli. Signal je dat na slid 1.3. Na slici l.Ĵ a prikazano je idealno TF  
predstavljanje za signal (1.31). WD, RD i PD su prikazane na slikama 1.4b, c i d.

Uocljivo je, da, iako van intervala postojanja l G [£0, £3], W D  ne postoji (ispunjava 
TF  ogranicenje), ipak, u dijelu gdje signala nema t G (i 1, ia) 1 W D  postoji. Razlog zbog 
koga WD  nije idealna je postojanje kros-clanova, ko su prouzrokovani nelinearnoscu 
transformacije. Za multikomponentni signal:

M

i (0 = E 1.*1) (132)
i= 1

WD  je jednaka:

M ( m m  1
W D{l ,u )  = J2 W D «(t ,u )  + 2R' l E  £ (1.33)

2=1 ^=lj=i+l J

gdje je: roo
W Dijit,, u )  =  I X  i (t  +  

J — 00
r/2)x*(t — t /2)e~jwT dr. (1.34)

Komponente WDa(t ,u)  ssu auto-clanovi, dok su WDij(t,u)  kros-clanovi. Za A
komponentni signal, W D  ima M(M  — l) /2  kros-clanova, koji po amplitudi mogu 
da budu znatno veci od auto-clanova i da ih potpuno ’’ maskiraju” . Ako se dvije 
komponente signala u (£,u)-ravni nalaze u okolini tacaka ( i t,Co>i) i (£2,u;2) (slika 1.5), 
tada se kros-clan, koji je oscilatoran, nalazi u okolini sredine izmedju ove dvije tacke: 
(£12.^12)) 1̂2 = (̂ i + ^ ) /2 ,  u>i2 =  (cj] + uj2)/2 . Ucestanost oscilacija po vremenu iznosi



V re m e n sk o fre k v e n c ijs k a  anu liza 20

Slika 1.4: Vremensko-frekvencijsko predstavljanje nestacionarnog signala - sume dvije 
sinusoide ogranicenog trajanja: a) Idealna distribucija; b) Wignerova distribucija; c) 
Rihaczekova distribucija; d) Pageova distribucija.

1 / 16x — ^|) dok ucestanost oscilacija u pravcu frekvencije iznosi 27t/|ĉ x — U2I. O vo je 
ilustrovano na slid 1.6.

Pored kros-clanova, kao znacajan problem kod WD,  treba izdvojiti pojavu iinut- 
rasnjih interferencija za signale sa nelinearnom fazom:

x(t) =  Ae>m . (1.35)

WD  signala (1.35) je jednaka:
OO

WD(t,u)  =  I(t ,u)  FT{exp[?2 0(2*+1)T(2fc+1)/22*+1(2/c +  1)!]}, (1.36)
k = 1

odnosno, odstupa od idealne transformacije. Na slid 1.7, data je ilustracija unutrasnjih 
interferencija kod WD.

Diskretna realizacija W D  je relativno jednostavna. Podrazumijeva odredjivanje 
FT (nekim od FFT  algoritama) lokalne autokorelacije signala x(n +  k)x*(n — A:):

Nm-l
WD(n, m) =  ^2 we(k)x(n 4- k)x*(n — k)e~jiF7k. ( 1-37)

k=-Nw

Za paran broj odbiraka nije moguce dobiti Hermitsku simetriju, odnosno realnu WD. 
Naime, svi clanovi u sumi x (ti +  k)x (n — k) za |/c| <  f\fw — 1 posjeduju partnera
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Slika 1.5: Dvokomponentni signal

Slika 1.6: Dvokomponentni signal: auto i kros-clanovi.

x(n — k)x ’ {n 4- k). Zbir ovakvih clanova daje realnu FT  odnosno WD.  Clan x{n — 
Nw)x'(n + Nw) ne posjeduje odgovarajuci par pa bi prouzrokovao pojavu imaginarne 
vrijednosti WD.  Da bi se ovo izbjeglo, ovaj clan se moze izjednaciti sa nulom (sto 
vodi nezadovoljavanju marginalnih uslova), ili se moze uzeti kao |x(n — Nw)\2, jer je 
odabrani signal periodican se periodom 2NW. Kod WD,  signal je neophodno odabrati 
dvostruko vise nego kod Nikvistovog kriterijuma. Ovo zahtijeva vece memorijske i 
hardverske resurse. U suprotnom, moguca je pojava efekata aliasinga. Problematici 
izbjegavanja aliasinga kod W D  posveceno je vise radova [99], [173]-[177]. Ujedno, 
W D  nije pozitivna distrubucija. Ova osobina je znacajna jer distribucije predstavljaju 
gustinu energije, koja bi morala biti pozitivna velicina. Neki od metoda za dobijanje 
pozitivnih distribucija opisani su u [178]-[187].
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Lokalni pravac oscilacija

>
t

Slika 1.7: Ilustracija pojave unutrasnjih interferencija kod nelinearnog FM  signala.

1.5 Ambiguity funkcija
U analizi radarskih signala intenzivno se koristi ambiguity funkcija (A F ), ciji su neki 
moguci oblici:

/ o °
x(t + r /2 )x '(t  -  r / 2 y 0ldt =

CO

= —  / X(u> +9/2)X*{u) -  6/2)e]u,Tdr. (1.38)
2?r J-oo

Veza izmedju AF  i W D  je 2D FT: W D (l ,u )  =  FT2D{A(0 ,t )} . Vaznost /IF je, 
prije svega, u pozicioniranju auto- i kros-clanova. Za signal sa slike 1.5 auto-clanovi 
u ambiguity domenu su koncentrisani oko koordinatnog pocetka dok su kros-clanovi 
dislocirani i nalaze se oko (±(£) — £2), ±(^1 — ^2)) (slika 1.8). Za slucaj opstih signala 
vaze ista pravila. Naime, auto-clanovi su uvijek koncentrisani u okolini koordinatnih 
osa, dok su kros-clanovi dislocirani od ovih pozicicija. Na slid 1.9 prikazana je AF  
sume linearnog i sinusoidalnog FM  signala:

X(t) = e~^^t+v>2 -r eJF12sin(1-57r(t+1))_2°7rtl ^  39j

Analiza polozaja unutrasnj h interferencija u ambiguity domenu bice obavljena na 
primjeru signala sa kubnom fazom x(t ) — exp(jar3/3), cije je idealno predstavljanje 
definisano kao l(t,uj) =  2tt6(u — at2) dok je AF  data kao:

A(6, r) - e 7T

-jar

Idealno predstavljanje signala sa kubnom fazom u ambiguity domenu je:
ro o  r o o

i(0,r) =  t1- / I {t ,u )e j0L+j“ Tdtdw =Z7T J- 0 0  J- 0 0  y —ji
oj07/̂ c

jar

(1 40)

(1.41)
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Slika 1.8: Ilustracija polozaja auto i kros-clanova u ambiguity domenu.

Iz relacija (1.40) i (1.41) moze se uociti da se AF  od idealnog predstavljanja u ambiguity 
domenu razlikuje za clan eiaT* F , koji je za malo r priblizan jedinici, odnosno idealnom 
predstavljanju. Zakljucak je da se pojava unutrasnjih interferencija intenzivira uda- 
ljavanjem od r ose, odnosno, u slucaju opsteg signala, udaljavanjem od koordinantnog 
pocetka.

1.6 Cohenova klasa distribucija
Na osnovu prethodne analize kreirana je Cohenova klasa (C D) generalizovanih kvadrat- 
nih distribucija [l, 2], koje ispunjavaju uslov TF  invarijantnosti. Relacijama (1.42)- 
(1.46) dati su ekvivalentni izrazi koji se koriste za proracun CD  klase:

■I ro o  ro o  roo

CD(L,uj) =  —  / / /  c ( 0 , T ) x ( u  + T/2)x '{u-T /2)ej0u- j0t- j“TdTd9du =  (1.42)
Z7T J  — cto J  — oo J  — oo

1 roc roo
=  — l I c{O,T)A{Q,T)e-j0l- ju’TdTdB =  (1.43)2 7T J — oo J — oo

roo /*co
=  /  I ct(1 ~ r)x(u  +  t / 2 ) x *(u  — r/2)e~juiTdrdu =  (1-44)J—oo J — oo

1 roo roo
=  —  /  /  Cn{0,u -  u)X{u +  9/2)X'{u -  0/2)e~jetdddu =  (1.45)Z 7T J - oo J — oo

J  ro o  ro o

=  r -  /  /  n(i -  u,w -  (1.46)

Sa c(0, r) je oznacena funkcija jezgia - kernel Junction u ambiguity domenu (ovaj oblik 
funkcije jezgra se najcesce ki'atko naziva jezgro i, ako to drugacije nije naglaseno, pod
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Slika 1.9: Ambiguity funkcija sume linearnog i sinusoidalnog FM signala sa oznacenom 
oblascu auto-clanova.

jezgrom se podrazumijeva ova funkcija) [1, 2], [86]-[88]. Funkcija jezgra u vremenskom 
domenu (Lime lag) je:

1 f°°
cT{t,r) =  —  c(Q,T)e~j0Ld9, (1.47)

Z 7T 7  oo

dok je funkcija jezgra u frekvencijskom domenu (frequency lag) data kao:

Cq(0,lj) =  ^~ r  c{e,T)e~^Tdr. (1.48)
Z 7T 7  — oo

Funkcija jezgia u T F  domenu je data kao:
1 /“Co ro o

n(i,w ) =  Z - /  /  c{9,T)e-jei- ^ TdTdO. (1.49)
Z 7T 7 - o o  7 - o o

Na osnovu izraza (1-46) CD  klasa se moze smatrati klasom zaobljenih WD. W D  kao 
osnovno predstavljanje CD  klase, dobija se ako se u (1.42)-(1.46) uvrsti n (f,u ) =  
27T(5(£)<5(tij), odnosno c ( 0 , t ) =  1. Za razlicite funkcije jezgra dobijaju se razlicite dis- 
tribucije Cohenove klase. U Tabeli 2 u Prilogu dat je spisak koriscenijih distribucija 
CD klase i formulacija njihovih jezgara [l]-[4], [10], [68]-[99].

U Tabeli 3 u Prilogu navedene su matematicke formulacije zeljenih osobina T F 
predstavljanja izrazene preko funkcije jezgra.

CD klasa se, osim 2 — D zaobljavanjem W D , moze racunati kao FI' konvolucije 
funkcije jezgra u vremenskom domenu i lokalne autokorelacije signala (1.44), odnosno 
kao FT konvolucije funkcije jezgra u frekvencijskom domenu i lokalne autokorelacije 
spektra signala X{u) + 0/2)X*(u — 0/2). Ipak, najvazniji analiticki izraz za racunanje 
CD klase je (1.43) kao 2 — D FT  proizvoda funkcije jezgia i AF. Kako se na udal- 
jenim pozicijama od koordinatnog pocetka nalaze samo interferencije (kros-clanovi i
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unutrasnje interference), to je logicno da se funkcijom jezgra izvrsi ” filtriranje” AF. 
Klasa "niskopropusnih” funkcija jezgara sacinjava klasu RID  distribucija ( Reduced In­
terference Distribution) - distribucija sa potisnutim interferencijma. Kreiranje distribu­
cija ove klase najcesce polazi od ocuvanja marginalnih uslova c(0, 0) =  c(0, r) =  1. Vec 
pominjana BJD  je jedna od RID distribucija. Takodje, SPEC  je RID  distribucija i 
pored toga sto ne ispunjava marginalne uslove. Najpoznatije RID  distribucije su: gen- 
eralizovane eksponencijalne distribucije (od kojih je najvaznija Choi-Williamsova dis­
tribucija), generalizovane Butterworthove distribucije, Zhao-Atlas-Marks distribucija, 
Besselova distribucija, S-metod, itd. U Tabeli 4 u Prilogu date su pojedine distribucije 
CD klase i zeljene osobine koje zadovoljavaju.

Jedna od mogucnosti za poredjenje distribucija CD klase je razmatranje uticaja 
funkcije jezgra na auto-clan linearnog FM  signala x(t) — A exp(jat2/2 +  jbt) [188]- 
[191]. Cohenova klasa ovog signala je jednaka:

CD(t,uj) = A2C(u -  a t -  b), (1.50)

gdje je C(cj) funkcija auto-clana:

C(cj) =  F T {c(—o,t , t)}. (1.51)

Funkcija auto-clana za WD  je idealna. Ocigledno je da oblik auto-clana, a posebno 
dvije karakteristike auto-clana: sarina i maksimalna vrijednost, determinisu u znacajnoj 
mjeri kvalitet distribucije. U Tabeli 5 u Prilogu dati su auto-clanovi nekih RI D ditribu- 
cija i W D  (sa pseudo formama). Na slid 1.10 data je uporedna analiza funkcije auto- 
clana za niz distribucija CD  klase za a =  0.25 u uslovima svodjenja sirine jezgra za 
sve distribucije na istu vrijednost. Na slid 1.11 dat je izgled pojedinih distribucija 
CD klase za sumu linearnog i sinusoidalnog FM  signala. Kako je za zadovoljavanje 
marginalnih osobina potrebno da vazi c(#,0) — c ( 0 , t ) =  1, u nekim slucajevima, kod 
ovakvih distribucija, nije moguce izbjeci kros-clanove u potpunosti. Na slikama 1.12 i 
1.13 prikazana je AF  i GED za sumu Gausovskih signala, i to kada je moguce dobiti 
idealnu distribuciju bez kros-clanova, i kada to nije moguce.

Distribucije CD  klase, u opstem slucaju, nijesu pozitivne, osim SPEC  koji ne 
zadovoljava marginalne uslove. Cohen i Zaparovanny su definisali skup pozitivnih 
distribucija signala s(t) koje zadovoljavaju marginalne osobine [179]. Veoma efikasan 
algoritam za racunanje pozitivne distribucije sa zadovoljenim marginalnim osobinama 
predlozio je Emresoy u [182].
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Slika 1.10: Normalizovana funkcija auto-clana za a=0.25: a) Pseudo Wignerova dis­
tribucija; b) Choi-WIlliamsova distribucija; c) ZAM distribucija; d) Nenegativna ZAM 
distribucija; e) Born-Jordanova distribucija; f) Zang-Sato distribucija; g) S-Metod; h) 
Nenegativni S-metod; i) Spektrogram (Kod svih distribucija za zaobljavanje je koriscen 
Hannov prozor. Posmatrana je oblast [-14.1,14.lj u svim primjerima).
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Slika 1.11: Distribucije sume linearnog i sinusoidalno modulisanog FM signala: a) 
Spektrogram sa Hanningovim prozorom sirine T = l; b) Pseudo Wignerova distribucija 
sa pravougaonim prozorom T=0.38; c) Choi-Williamsova distribucija; d) ZAMD sa 
Hanningovim prozorom T=2.

1.7 S-Metod
Pored izraza (1.22), P W  D se moze racunati preko ST FT sa istim prozorom w (t), kao: 

W D{t ,u )  =  -  /° °  STFT(t,uj +  0)STFT'{t,cj -  9)d6. (1.52)
7T 7 - 0 0

Modifikovanjem izraza (1.52), uvodjenjem frekvencijskog prozora P{9 ), dobijena je 
transformacija koja je nazvana S-metod (S M ) [59, 95, 114]:

1 r°°
SM(L,uj) =  — P(0)STFT(t,iv + 9)ST FT*(t,u> — 9)d9. (1.53)

7T J — oo

Specijalni slucajevi ove transformacije su SPEC  za P{9) = ix8{6) i P W D  za P(9) =  1. 
Kako ova distribucija pociva na ST FT , to nije potrebno preodabrati signal. Krajnje 
dvije transformacije S-metoda, SPEC  i W D , posjeduju bitno razlicite osobine. SPEC  
je male rezolucije bez interferentnih kros-clanova, dok je W D  dobro koncentrisana, ali 
posjeduje kros-clanove. Ovdje ce biti obavljena analiza vezana za sirinu frekvencijskog 
prozora kod S M . Posmatran je multikomponentni signal oblika:

M M
x(t) =  xm(t) =  ^  rm(t)e^m(£).

m=l m=l
(1.54)
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Slika J.12: Generalizovana eksponencijalna distribucija sume chirp impulsa: a) U am­
biguity domenu; b) U vremensko-frekvencijskom domenu (Parametri su oznaceni na 
crtezu. Dobijeno je vremensko-frekvencijsko predstavljanje blisko ideainom.).

Slika 1.13: Generalizovana eksponencijalna distribucija sume chirp impulsa: a) U am­
biguity domenu; b) U vremensko-frekvencijskom domenu (Parametri su oznaceni na 
crtezu. Vremensko-frekvencijsko predstavljanje posjeduje kros-clanove.).

SPEC  ovog signala je jednak:

M M
SPEC(t,uj) =  £  ^2 STFTm(l,u> -  <6'm(t))STFT,;(£,u, -  </>'n(i)), (1.55)

m=l n=l

gdje je ST FT  signala xm(t) oznacena kao STFTm(l, u ). Neka su sve STFTm(t,u)), 
m. = 1, 2,..., M jednake nuli van intervala |cj| > W&/ 2. W D signala (1-54) je:

I r°°
WD(l ,u )  = -  Y ,  E  / STPTnit'U + O - ^ W S T F T ^ l ' U j - O - ^ t V d O .  (1.56)i „ 1 7-no

U okviru dvostrukog sumiranja u (1.56), nenulti elementi post.oje za:

\u + 0 -  0'm(i)l < W„/2t \ u ~ 0 -  </»:,(£)! < W h/2, (1.57)
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Slika 1.14: Ilustracija racunanja S-metoda sa specijalnim slucajevima: spektrogramom 
i Wignerovom distribucijom.

odnosno, sumirajuci ova dva izraza dobija se:

0m( 0  +  0n(OOJ — < VKa/2. (1.58)

Iz (1.58) se moze zakljuciti da kros-clanovi duz -h<j>'n(t))/2 postoje za svako m i n.
Oduzimanjem dva izraza u (1.58) dobija se 10 — [<^(t) — (j)'n{t)\/2\ < W B/2. Za m =  n 
auto-clanovi se nalaze u okolini 6 =  0, i njihova se kompletna integracija moze obaviti za 
|0| < Wb/2. Z a m ^ n  kros-clanovi su dislocirani. Ako je sirina frekvencijskog prozora 
jednaka Wp (P(9) =  0 za |0| > W P/2), takva da vazi W B < W P < |0'rn( i ) -0 'n(t)| — W B, 
integracija auto-clanova ce biti obavljena u potpunosti, odnosno, kros-clanovi izmedju 
m-te i n-te komponente ce biti eliminisani. Na slid 1.14 prikazana je realizacija SM 
sa specijalnim slucajevima SPEC  i WD. SM  moze dati koncentraciju blisku idealnoj 
bez interferentnih kros-clanova. Istovremeno, za znatno poboljsanje koncentracije nije 
neophodna kompletna integracija po frekvenciji, vec je dovoljno integraliti u dijelu 
auto-clana (kod diskretnih realizacija to je nekoliko odbiraka).

Diskretna realizacija SM polazi od S P E C , uz dodavanje clanova u skladu sa 
relacijom:

SM (n ,  k) =  n ( / ) S T F T (n ,  k  4 -  l ) S T F T '  (n, k  —  l).
1 = - L ri

(1.59)
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Konvordonalni matod

Slika 1.15: Ilustracija racunanja S-metoda na osnovu konvencionalnog racunanja STFT 
i dodatnog bloka.

Ako je prozor Il(i) pravougaoni, relacija (1.59) postaje:
Ld

SM(n, k) =  \SPEC(n, fc)|2 + 2 R e { ^ / STFT(n, k +  l)STFT*(n, k — l)}. (1.60)
i= i

Realizacija SM se obavlja nadovezivanjem na blok za standardno racunanje S PE C , 
dijela koji obavlja nekoliko dodatnih sabiranja (slika 1.15). Frekvencijski prozor I1(Z) 
moguce je definisati kao signal zavisan [115, 116, 192]. Za realizaciju je neophodno usvo- 
jiti adaptivni nivo. Obicno se usvaja u procentima maksimalne vrijednosti SPEC  u 
posmatranom trenutku kao Rn =  may:{\SPEC(n, k)\]/Q. Zatim se izvrsava sumiranje 
iskljucivo onih clanova STFT  koji ispunjavaju uslov da je |5'TFT(n,fc +  £)| > \/Rn 
i |STFT(n, k — Z)| > %/Rn. U realizaciji se obicno usvaja da za prvu tacku, koja 
ne ispunjava uslov, prestane sumiranje daljih clanova. Zbog izbjegavanja gresaka 
prouzrokovanih oscilatornoscu auto-clana ili sumom, ponekad se iskljucenje nepotreb- 
nih racunanja obavlja nakon dva ili tri odbirka koji ne zadovoljavaju uslov. Ako se 
usvoji Q =  1, dobija se SM (ti, k) =  SPEC(n, k), odnosno, ako je Q =  oo, dobija 
se SM(n,k)  =  WD[n,k).  Obije realizacije, SM, sa konstantnim i signal-adaptivnim 
frekvencijskim prozorom, moguce je jednostavno implementirati odgovarajucim ASIC 
cipovima.

SM. kao distribucija CD  klase, ima jezgi’a u ambiguity i T F  domenu koja su 
jednaka [105

c ( 0 , t ) = U(-0/2) *q ^ ( 0 ,  t )/ t\, II(t,cj) =  2p(2t)W Dw( - t ,  - lj) ,  (1.61)

gdje su Aw(0,t ) i W D w(t,u) AF  i W D  funkcije prozora uj(t), koji se koristi za proracun 
STFT , dok je p(l) =  I FT {11(0)}. Moguce je definisati SM zasnovan na autokorelaciji 
vremensko-pomjerenih ST FT, zaobljenih vremenskim prozorom p(r) [95, 193]:

/ OO

p(r)STFT(L +  t/2 ,lj)STFT'(L -  T/2,L})e~j“TdT.
- oo

(1.62)
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Relacija (1.62) se, za p(r) =  <5(r), svodi na S P E C , dok se, za p(r) =  1, dobija WD.  
Funkcija jezgra, za ovako definisanu distribuciju, je c(0,r) =  p(—r/2 ) *r 
U aplikacijama, prakticnom se pokazala relacija (1.53), pa se pod S'M podrazumi- 
jeva distribucija definisana tim izrazom. Zbog niza dobrih osobina, SM  je skrenuo 
veliku paznju, pa je postao predmet interesovanja sireg kruga istrazivaca (105, 193, 
194]. Hardverska realizacija SM je analizirana u [195, 196]. SM  je generalizovan za 
visedimenzione signale zajedno sa hardverskom arhitekturom za realizaciju [34, 197]. 
Slicne autokorelacione metode primjenjene su na proracun affine distribucija, pseudo- 
Bertrandove i pseudo-affine W D  [105, 199]. Realizacije SM  su analizirane i u sklopu 
algoritama za IF  estimaciju [57, 59, 200].

Na slid 1.16 prikazani su S P E C , W D  i SM signala:

x (i) =  exp"j3 ^ (t- 2 5)2 -(-expj{6sinIl-57r(t+1),- 12,rt} . (1.63)

Na slid 1.17 prikazani su W D i SM  sa konstantnim konvolucionim prozorom, za 
signal:

x(t) =  e 4 ( t—0.5 )2 expj[1807r(t“ 0-5)3+507rt| +0.5e-4(t- a5)2 exp(j207rt) + 

+0 707c_4Ô “ °'5̂ (1.64)

1.8 Reassignment metod
Kodera, Gedrin i Villedary su uveli reassignment metod u geofiziku i primijenili ga 
na SPEC  [164]. Zbog nedostatka teorijskih objasnjenja, ovaj metod je dugo bio 
nezapazen. Metod su na T F  analizu primjenili Auger i Flandrin, nazivajuci ga metodom 
za poboljsanje citljivosti vremensko-frekvencijskih distribucija [165]. Primijenjen je 
na veliki broj distribucija CD  i vremenski skalirane (affine) klase. U novije vrijeme, 
ovaj metod se intenzivno koristi za razlicite namjene. Jedna od najznacajnijihje para- 
metarska identifikacija signala na osnovu Wigner-Houghove transformacije [56]. U [167] 
razmatrana je rekurzivna realizacija reassignment distribucija.

Reassignement metod polazi od T F  transformacije TFx(t,u) signala x(£), na osnovu 
koje se formira modifikovano predstavljanje:

/ oo /*oo
/  TF{t',u')6(t u ' W i u - u ^ t ' ^ d t ' d L o ' ,  (1.65)

gdje su tx(t',u') i (vx(t',u') pomjerene vrijednosti vremena i frekvencije. VrijecLnosti 
moc Kovane trans oimacije se koncentrisu na tezistu u okolini posmatrane tacke u 
(£,cj) ravni. Vrijednosti pomjerenog vremena i frekvencije za distnbuciju Cohenove
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Slika 1.16: Suma sinusoidalnog i linearnog FM signala: a) Spektrogram sa Hannovim 
prozorom sirine T=2, b) Wignerova distribucija sa Hannovim prozorom sirine T=2, c) 
S-metod sa Hannovim prozorom sirine T —2 i konvolucionim prozorom sirine Ld=4.

klase (sa funkcijom jezgra u TF  domenu n (i,cj)) se racunaju kao [165]:
- , v _  _  IZ^ SZx>uU{u,n )w p x(t - u , u  -  n)dud.n
x[ ,UJ) jr™00f? D00n (u ,n )W D x( t - u :uJ-n )d u d n

IZo /Zo ^n(u, n ) w o x(t — u,u — n)dudn 
L~ T Fx(t,u)

£ f v = ^ _  J--00 IZ c r2n(u,n)H/Dx(t Q)dudQ
,UJ) w j “o o ro o n (u ,n )iv D i(< - u , u - Q ) d u d n  

^ _  JZo JZq £in(u,n')WDx(t — u,uj — Fl)dudCl
TFx{t,u)

Vazne osobine modifikovanih predstavljanja su:
1. Modifikovano predstavljanje n i j e  b i l i n e a r n o ;

■ -* e n s k o - f r e k v e n c i j s k a  i n v a r i j a n t n o s t :  W L) vremenski-frekvencijski pom- 
jerenog signala y(l) =  x(t -  t0)eju>ot je: W D y(t ,u) =  W D x(t -  t0,u -  u0), dok su

( 1.66)

(1.67)
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Slika 1.17: Trokomponentni signal: a) Wignerova distribucija, b) S-metod.

pomjerene vrijednosti vremena i frekvencije jednake: ty(t,uj) — tx(t — t0luj — oj0) + t0 i 
uy(t,u) =  d>x(t — Lq, u — Uq) +  UJ0 odakle slijedi RTFy(t,u) — RTFx(t — t0,uj — w0);

3 .  O c u v a n j e  e n e r g i j e :

/ CO roo cLLl) fOCi /*oo roo
/ RTFx(i,u)dt—  — I \x(t)\2 dt ako vazi / / 11(4, u))dt~— =  1 (1.68)

-oo J — oo 27T J — oo J —oo J  — oo 27T

4 .  I d e a l n a  k o n c e n t r a c i j a  l i n e a r n i h  F M  s i g n a l a  i  ' - m p u l s a :  Ovdje se idealnom 
podrazumijeva koncentracija na /F , a ne i idealna amplituda distribucije. Za linearni 
FM  signal x(t) =  Aej(-at2̂ 2+bt\ W D  je idealna WD(t,u)  =  2-nA25{u> — at — b) a pom- 
jerena vrijednost po frekvenciji je jednaka: d>x(t, ui) =  b +  atx(t,uj), pa je modifikovana 
distribucija jednaka:

( roo r o o  d u ) f \

/  I TFx( t \ u ' )6 { t - i x(t\u,'))dt'— \ 6 ( u ) - a t - b )  =
J -CO J -o o  Z7T /

=  Cx(t,u)6(u -  at -  b). (1.69)

Iz (1.69) slijedi zakljucak o koncentraciji duz IF  uz promjenljivu amplitudu Gx(t,u). 
Za Dirakov impuls x(t ) =  A5(t — to) W D  je idealna i jednaka W D x(t,uj) =  A25(t — 
t0), dok je pomjereno vrijeme jednako poziciji impulsa tx(t,cj) =  t0. Modifikovana



V re m e n sk u - frek v en c ijsk a  a n a liza 34

distiibucija, u ovom slucaju, jednaka je:
/ ro o  ro o

RTFx(t,u>) = ( / TFx(t' ,u')6(u -  ux{l‘,u'))dL' i f )  *<l -  '"»■ (1.70)

5. M o d i f i k a c i j a  W D  j e  W D :  Za W D  vazi da je n(£,u;) =  27r<5(f)(5(a;), odnosno, 
pomjeraj po vremenu jednak je:

tx(i, w) - L
I Z I Z  u2tt6(u)6(Q)WDx(t - u , u -  Q)dudn

W D x ( t , u )
=  t. (1.71)

Za pomjerenu vrijednost po frekvenciji dobija se rezultat ujx(t,u>) =  uj. ■
Na slid 1.18 prikazan je algoritam diskretne implementacije modifikovanih distribu- 

cija. Vrijednost R predstavlja nivo ispod kojeg se ne vrsi pomjeranje vrijednosti. Kod 
reassignment metoda usvaja se nivo (od 5 do 10% maksimalne vrijednosti distribucije) 
ispod kojeg se ne vrsi pomjeranje vrijednosti distribucije. Ovaj metod ostvaruje do- 
bro potiskivanje interferencija zbog njihove oscilatornosti, dok se uticaj suma redukuje 
adaptivnim nivoom.

U literaturi se navodi nekoliko zraza za pomjerene vrijednosti vremena i frekvencije 
kod modifikovanog S P E C , iz dva razloga: 1) SPEC  je prvo T F  predstavljanje na koje 
je primijenjen reassignment metod i 2) u praksi se kao najbolje iz grupe modifikovanih 
predstavljc nja za siroku klasu signala pokazao modifikovani SPEC  sa uskim prozorom. 
Kako je jezgro za SPEC , sa parnim i realnim prozorom w(t), u domenu jednako
n(i,o>) =  W D w(l,u>), pomjeraj se moze izraziti kao:

lx (̂  i ^) -- 1

— t — Re

I Z ,  I Z  u W d w(u, n )W D x{t - u ,  w -  n)dudn
I Z I Z w Z ( u , n ) W D x{t - u , u - n ) d i u m  

\ I Z  I Z  u R D ' w ( u ,  n )W D x(t -  u ,  UJ -  t y d u d Q . )
| roo roo
l J — OO J — oo

— t — Re ( STFTTJ t ,u )S T F T ^ t ,u )  
1 \ST FTw(t,uj)\2

_____  \U \  > /_______ —1 --- / ------- ----- i

RD^(u, Q)WDx(t — u ,lj — Q)dudQ J

ST FTTw{t,u>) 
ST FTw(t,u)

| =  t — Re |

d

ux(t,iv) =  UI — I Z  I Z  s i w d w{u, n )W D x(t - u , u -  n)dudn 
I Z  I Z  W D w{u, n ) W D x(t - u , u -  Q)dudn
ro o  roo

=  ll> +  l m

= R=rI Z I Z ^ R R i ^ ^ ) W D x{t - U,UJ-  n)dudn
' 1 r°° I Z  RD^{u,Q.)WDx(t -  u,lj -  n)dudn } “

f STFTDw(t1u>)) 
\ STFT(t,u>) j

J  — OO

f STFTDw(t,u)STFTZ(t,u) 
\ \STFT(t,uj)\2 )■ w + lm

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

I -\dt—  u >  +  J m  l  ^ ) ] (1.79)
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Slika 1.18: Algoritam za realizaciju reassignment modifikovanih distribucija.
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U izrazima (1.72)-(1.79) pojedine oznake predstavljaju: W D X(L, cu) - W D  signala x(L). 
RDx(l,u) - 11D signala x(i), -Re - realm dio i lm -imaginarni dio. U indeksu ST FT  
oznaka w znaci primjenu prozora w(t), Tw oznacava prozor Lw(L), dok je Dw prozor 
dw(l)/dl. Kako je, u opstem slucaju, ST FT  kompleksna velicina, to se moze zapisati 
kao STFTw(t ,u) =  ASTFT(t,v) exp(j(j)STFT(t,u>)), gdje su AStft(L, w) amplituda i 
(Fsrrr{t,u) faza STFT. U izrazima (1.75) i (1.79), za pomjerene vrijednosti vremena i 
frekvencije figurise, izraz za fazu STFT. Dakle, faza STFT,  koja se ne koristi kada se 
primjenjuje S PE C , dovoljna je za odredjivanje modifikovanog SPEC.  Ova cinjenica 
je koristena za kreiranje tzv. diferencijalnog reassignmenta [166], Za distribuciju CD 
klase, n opstem slucaju, vrijednosti pomjerenog vremena i frekvencije su jednake:

Ut,Lj)
TFRl{t,u>) . _  TFR“ (t,u)
TFR(t,u>) ’ Û (1.80)

gdje su T FR i'(l,bj) i TFR^(t,u)  distribucije CD  klase sa jezgrima j d /d6[c{0,r)\ i 
jd/dr[c(0,T)\, respektivno. Jezgro ’’ osnovnog” TF  predstavljanja T FR(t,uj) je c(9, r).

Na slici 1.19 prikazane su neke modifikovane i nemodifikovane distribucije sume 
kompleksne sinusoide sa linearnim i sinusoidalnim FM  signalom. Svi signali su ograni- 
cenog trajanja. Jasna je bliskost modifikovanih predstavljanja idealnoj distribuciji.

1.9 Dekompozicija distribucija Cohenove klase
Najvaznija T F  predstavljanja grupisana su u CD klasu. Da bi se izbjegao problem 
aliasinga neophodno je preodabrati signal. Ovo trazi dvostruko vece memorijske i 
hardverske zahtjeve. Stoga je veliki broj radova posvecen istrazivanju mogucnosti da 
se racunanje distribucija CD klase svede na racunanje S P E C , odnosno STFT. Ove 
tehnike se nazivaju dekompozicionim i sastoje se od razlaganja jezgra, odnosno matrice 
koja predstavlja jezgro, u nekom od domena (najcesce je to time-lag domen), pomocu 
dekompozicije po sopstvenim ili singularnim vrijednostima [168]-[170].

U diskretnom domenu moguce je napisati distribuciju CD analogno relaciji (1-44) 
preko jezgra u time-lag domenu kao:

CD(n, u) -  £ £ [ * ( " +  " 1)e -* ,(n+n,)]x
n i n2

CT ^ _ ni ^ W2tm -  n2 1 [x(7i +  7l2)e -^ (’1,nj)]*. (1-81)

Kako se funkcija jezgra cr (-(7M +712)72,71, - n 2) moze tretirati kao matrica, to se moze 
razloziti preko sopstvenih vrijednosti. Za kvadratnu matricu A sopstvene vrijednosti 
su rjesenja jednacine [201]:

d e t(A —AI) =  0 (1.82)
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Slika 1.19: Suma tri FM signala: a) Idealno TF predstavljanje; b) WD; c) SPEC; d) 
Modifikovani SPEC; e) PSWD; f) Modifikovana PSWD.

po A, gdje je I jedinicna matrica istih dimenzija kao matrica A. Broj korijena jednacine 
(1.82) jednak je redu matrice A. Sopstveni vektori matrice A  dobijaju se rjesavanjem 
matricne jednacine:

A Q  = QA. (1.83)

Kolone matrice Q su sopstveni vektori matrice A, dok je A dijagonalna matrica ciji 
su elementi sopstvene vrijednosti. Suma kvadrata vrijednosti u koloni matrice sop- 
stvenih vektora normalizuje se na vrijednost 1. Matrica Q je ortogonalna, odnosno 
za nju vazi QQ 7 =  Q 7 Q -  i. Na osnovu izlozenog, dekompozicijom funkcije jezgra 
c-j- n’ ^K2, n\ — n2j preko sopstvenih vrijednosti i sopstvenih vektora, izraz za dis-



Vremensk o - fre k v e n c ijsk a  a n a liza 38

t.ribuciju CD klase (1.81) moze se zapisat.i kao:

N

CD(n, ui) =  £  A*
fc=i

^ x ( n  + u , ) ^ (n+n
2

]Qk(n i)
N

\STFT„(n,
Jt=I

(1.84)

gdje su Xk odgovarajuce sopstvene vrijednosti i g*(n) sopstveni vektori funkcije jez- 
gra. Oznaka STFTqk(n,u>) predstavlja ST FT sa prozorom koji je jednak A:—tom 
sopstvenom vektoru matrice Q. Kod RID  distribucija sopstvene vrijednosti ekspo- 
nencijalno opadaju od najvece ka najnizoj. Stoga se racunanje (1.84) moze efikasno, 
sa malom greskom, obaviti uzimanjem nekoliko najvecih sopstvenih vrijednosti.

Druga slicna tehnika je dekompozicija preko singularnih vrijednosti matrice (singu­
lar vahies decomposition - SVD). Matrica, koja predstavlja funkciju jezgra u Lime-lag 
domenu, moze se zapisati kao:

A =  Ur SV =
i = l

(1.85)

gdje je S — diag{<7\,02, ---jUn } dijagonalna matrica singularnih vrijednosti. Kolone U 
i V  su sopstveni vektori matrica A A 7 i A TA, respektivno. Kod SVD  dekompozicije, 
takodje, vaze pravila za brzo opadanje singularnih vrijednosti od najvece ka najnizoj. 
Stoga se, sa malom greskom, dekompozicija moze obaviti uzimanjem svega nekoliko 
singularnih vrijednosti. Kod SVD matrica jezgra ne mora biti kvadratna. Distribucije 
CD klase mogu se realizovati kao:

CD(n,cu) =  Y l aiSTFT»i(n>u )STFTvi(n >u), (1-86)
i

gdje indeksi oznacavaju funkcije prozora koje su primijenjene kod odgovarajucih ST FT. 
Npr., SM  se moze izraziti kao:

S M ^ t o )  =  Y , ^ ) STFTW-o™(P',u)STFT;VeW{n,u). (1.87)
i

Funkcija frekvencijskog prozora II(i) je, u skladu sa (1.59) pravougaona sirine 2Ld +1. 
Operator u indeksu ST FT  oznacava modulisani prozor W0w =  w(t)e?et. Modulisani 
prozori, u opstem slucaju, ne formiraju ortogonalne matrice (osim kod pravougaonih 
prozora). Na slikama 1.20a i b prikazane su sopstvene i singularne vrijednosti za jezgro 
BJD. Na slid 1.21 prikazana je BJD  signala (1.63) racunata definiciono i preko 5 
najvecih singularnih vrijednosti.
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Slika 1.20: Dekompozicija jezgra Born-Jordanove distribueije: a) Normalizovane ap- 
solutne sopstvene vrijednosti u opadajucem redosljedu; b) Normalizovane singularne 
vrijednosti u opadajucem redosljedu.

1.10 Visokokoncentrisane distribueije
Znacajan problem u TF  analizi predstavlja uklanjanje unutrasnjih interfereneija kod 
nelinearno modulisanih signala. Distribueije koje se koriste za ove namjene nazivaju 
se visokokoncentrisanim (highly concentrated). Predstavnik ove grupe je L-Wignerova 
distribueija (L — WD)  definisana kao [109, 110, 202]:

roo
LWD(t,a>) = I x L{t + r/2L)x'L(t -  Tj2L)e-^Tdr (1.88)

J oo

L — W D  nelinearno modulisanog signala x{t) — Aexp(j<£(i)) jednaka je:

LW D(t%u>) =
OO

=  A2L- 2I(t,uj) F T {exp[j'2 ^  (f>(2k+1)r(2k+1)/22k*1 L2k+l(2k +  1)!]}- (1.89)
k=1

Clanovi koji doprinose unutrasnjim interfereneijama manji su L2k+l puta nego odgo- 
varajuci kod W D  odnosno za A =  1 kada L —* oo, L — W D  tezi idealnoj distribueiji 
LW D(L,uf) =  I(t,tu). Na slid 1.22 prikazana je W D i L — 1VD za L =  2,4,8 signala:

x(t) — exp(j'24 sin(7rf)). (1.90)

Zbog stepenovanja signala sa L, broj kros-komponenti, kod ove distribueije, bio bi 
znacajno uvecan. Medjutim, autokorelacionom tehnikom, koja je koriscena kod SM, 
moze se L — W D  L—tog reda svesti na autokorelaciju L — WD  Lj 2-tog reda. Za 
diskretne signale to se moze zapisati kao:

L

LW Dl(u , k) =  ]T  n (l )LWDL/2{n,k +  l )LW D L/2{ n , k - l ) .
l=-L

(1.91)
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BJDU.ui) BJD(t,o)

Slika 1.21: Born-Jordanova distribucija: a) Racunata dekompozicionim algoritmom 
preko pet najvecih singularnih vrijednosti; b) Racunata definiciono.

Npr., L — W  D sa L — 2 se moze sracunati na taj nacin sto se, na osnovu ST FT, 
sracuna SM bez kros-clanova, a zatim se izvrsi autokorelacija SM u skladu sa (1.91). 
Daljom primjenom autokorelacije (1.91) moze se dobiti L — W D  viseg reda. Na taj 
nacin se dobija L — W D  bez preodabiranja i bez kros-clanova. Predlozena tehnika 
primjenjiva je i za konstantnu i za signal adaptivnu sirinu prozora II(£). Na osnovu 
L — W D  definisana je L-klasa distribucija:

C Dl(1, to) =

1 roo roo roo
= —  I f  cl(0, t)xl(u + t/2L)x 'l(u — t/2L)e>0u~:i6t~i'JJT drdddu. (1-92)

'Atx J -  oo J — oo J — oo

U radu [110] analizirane su osobine ove grupe predstavljanja. Analogno svakoj dis- 
tribuciji CD  klase, moze se definisati odgovarajuca distribucija L-klase. L-ambiguity 
funkcija se definise kao:

roo
LAF{0,t) = I  x L(t 4- t/2L)x,L(t — r/2L)ePetdt. (1.93)

Mana L — W D  je stepenovanje amplitude signala (1.89) sa L > 1. L — W D  zadovoljava 
generalizovani marginalni uslov LWD(t,u)du) =  |a;(£)|2L. Ovo dovodi do nerealne 
slike o amplitude s gnala u nekim slucajevima, medjutim, moze se iskoristiti u robusnoj 
identifikaciji postojanja signala u prisustvu velikog suma. Neka je dat signal:

x(t) =  e-J8irte;- 256(£i-o.s)2 (1.94)

zahvacen kompleksnim Gausovim bijelim sumom i/(t) (complex Gaussian white noise- 
CGWN)  sa nezavisnim realnim i imaginarnim dijelom. Varijanse realnog i imaginarnog
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Slika 1.22: Distribucije sinusoidalno modulisanog signala: a) Wignerova distribucija; 
b,c,d) L-Wignerova distribucija za L=2,4 i 8 respektivno.

dijeia su jednake i iznose cr /̂2. Ovaj model suma ce biti razmatran u vecem dijelu 
rada. Posmatrani odnos signal/sum je 10 log(j42/<7̂ ) =  —3dB. Na slid 1.23 prikazane 
su WD  i L — W  D ovog signala za L =  8. Pozicija na kojoj je signal jasno se istice za 
L =  8 .

Ruski naucnik Tatarski [124] je uocio da se originalna W D  \i kvantnoj mehanici 
razlikuje od one koja se koristi u obradi signala. Prevodeci originalnu W  D na uobicajeni 
oblik u TF  analizi dobija se:

OO

S D {t ,w )=  J x w {t +  r/2L)x‘ w {t -  r /2 L )e -jWdr, (1.95)
— OO

gdje [L] oznacava stepenovanje samo faze, a ne i amplitude signala. Za signal x(l) =  
A ^ e 3̂ ,  primjenom ovog operatora, dobija se Distribucija defi-
nisana sa (1.95) u literaturi se navodi kao S-distribucija (SD) [115, 116]. Za L — ► oo 
SD tezi idealnoj distribuciji SD(t,uj) —> /(i,c j). Ova cinjenica vazi samo u slucaju 
primjene S-distribucije na monokomponentne signale. Kod multikomponentnih sig­
nala direktna primjena relacije (1.95) dala bi distribuciju koncentrisanu oko tezista 
signalnih komponenti. Na slid 1.24 prikazani su S M , W  D i SD za L =  10 signala
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IVD(tto) LWDe(t,a>)

Slika 1.23: Distribucije signals zahvacenog sumom: a) Wignerova distribucija; b) L- 
Wignerova distribucija za L=8.

Slika 1.24: Distribucije dvokomponentnog signals: a) S-metod; b) Wignerova distribu­
cija; c) S-distribucija za L=10.

(1.63). Ovaj znacajan problem moze se prevazici upotrebom autokorelacionih tehnika i 
signal-adaptivnog frekvencijskog prozora. Ovakva realizacija moze se opisati slijedecim 
koracima [116]:

1. Odredi se STFT(t ,u ) posmatranog signals.
2. Uz usvojeni signal adaptivni nivo Ricv(t) =max {|STFT(£,(u)|}/Q, gdje se QLO

zadaje, odrede se oblasti pojedinacnih signalnih komponenti u skladu sa slikovn 1.25. Sa 
rint(w),i =  1 , 2 oznaceni su frekvencijski prozori za komponente signals. Prozor 
je jednak jedinici u okviru signalne komponente. P je broj detektovanih komponenti 
signals.

3. Izvrsi se normalizacija S T F T {n) (L, u) = ^ L \  STFT(L,  u) yjEw/ E ^ U n ,  (iu), 
gdje je Ew energija prozora upotrijebljenog za racunanje S T  FT,  dok je £*,(£) energija 
signals u okviru jedne komponente.

4. Normalizovani SM  se, u skladu sa prethodnim tumacenjima, moze sracunati
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Slika 1.25: Ilustracija odredjivanja adaptivnog konvolucionog prozora za racunanje 
S-distribucija.

kao:
SD,{t ,u)  =  -  [  P(9)STFT(t,u> + 9)STFT^n)(t,u -  Q)d9. (1.96)

7T JO

5. SO viseg reda se zatim mogu racunati kao:

SDl(L,u ) = ^  Jo P(9)SD{$ 2(t,uj + 9)SD(i /)2(t,u -  Q)d9. (1.97)

SD zaQ  = 1 se svodi na S P E C , dok se za Q —» oo svodi na WD.  Frekvencijski prozor 
P{9) u relacijama (1.96) i (1.97) je signal-adaptivan, i za svaku signalnu komponentu 
jednak njenoj sirini. Na slid 1.26 prikazana je SD signala (1.64) za L — 2 i L =  4 na 
intei“valu [0,1]. Koristen je Hannov prozor ui(t) jedinicne sirine sa Nw =  256 odbiraka. 
Usvojena je vrijednost Q =  5. Na slid 1.27 prikazana je SD u t =  0.5 za L — 1,2,4 i 
8. Sa slike je jasno uocljivo smanjivanje unutrasnjih interferencija kako se L povecava.

Drugo rjesenje iz ove grupe su pohnomijalne Wigner-Villeove distribucije. Ove 
distribucije su uvedene sa teznjom da se defmise idealno T F predstavljanje za signale 
sa IF  u obliku polinoma viseg reda. Jednu polinojmijalnu distribuciju su definisali 
Boashash i Ristic kao [112, 125, 132, 194]:

A: - 1
P W V D k{t,cj) = /  x ’ (t +  A , r )  T T  +  A i+lr)}e~j^TdT

Jt i= i
(1.98)

gdje je k parni red distribucije, Vi{-} je operator kompleksnog konjugovanja ako je i 
parno, a jedinicni operator u slucaju da je i neparno. Koeficijenti Aj moraju biti iza- 
brani tako da polinomijalna Wigner-Villeova distribucija bude realna, odnosno da, za 
polinomijalno fazni signal x(t) =  A exp{ j  £?=1 a f f } , bude idealna i jednaka delta im- 
pulsu na trenutnoj frekvenciji P W V  D(l,u) =  2irAk6(u>-Y^=  ̂ Skup jednacina,
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Slika 1.26: S-distribucija trokomponentnog signala za: a) L=2; b) L=4.

0 256n

CO

Slika 1.27: Distribucije trokomponentnog signala u tacki t=0.5: a) S-metod; b) S 
distribucija L=2; c) S-distribucija L=4; d) S-distribucija L=8.
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koje opisuju ove uslove, moze se zapisati kao:
fc/2 k/ 2

A2i -  -A 2t -1, i =  1 , 2 , k/2\ ^ A 2i =  l/2 ; ^  =  0 za neparno m >  3 (1.99)
i = 1 t = l

Ove jednacine ne opisuju koeficijente na jedinstven nacin. Za polinomijalnu Wigner- 
Villeovu distribuciju reda k =  2 jednacina (1.98) se svodi na:

P W V  D(L,u>) =

x2{l +  0.675t )z *2(£ -  0.675r)x'(t +  0.85r)x(t -  0.85T)e~julTdT,

odnosno, skaliranjem po frekvenciji dobija se:

( 1. 100)

PW VD {t ,u )  = r  x2(t +  ?-)x'2(L -?r)x*(t +  A ? - ) x ( t -  A?-)e-j(-“ /2-7)TdT, (1.101)
A. i J — oo 4  4  A A

gdje je A =  0.85/1.35. Iz oblika (1.100) i (1.101) jasno slijedi pojava velikog broja 
kros-komponenti za multikomponentne signale. Realizacija ove distribucije za multi- 
komponentne signale moze se svesti na racunanje:

P W V  D(l,u) =  -^— LWD2{ttu') *w, W D A(t,Lj'), (1.102)
5.47T

gdje je LW D2(t,o;)> L — W D  reda L =  2, dok je W D^ (i,uj) skalirana W D:
r°° t t

W D A( t ,u ) =  I x'( l +  Ar ) x ( t -  A - ) e - JurdT. (1.103)j —oo 2 2

Skalirana frekvencija je u)‘ — ujjl.l. U skladu sa prethodno izvedenim cinjenicama, nu- 
mericka realizacija polinomijalne Wigner-Villeove distribucije moze se opisati relacijom:

I-H

PWVD(n,  k) =  Y ,  P{i )LWD2(n ,k + i )W D {n ,k  +  [i/A\), (1.104)
i= -L d

gdje je sirina frekvencijskog konvolucionog prozora P(i) jednaka 2Ld+l, dok [-] oznacava 
najblizi cijeli broj. Zbog zaokruzivanja, neophodno je izvrsiti interpolaciju signala po 
frekvenciji cija se distribucija trazi. U praksi se pokazalo da je neophodan nivo inter­
p o la te  cetiri puta. Ovo se postize odgovarajucim dodavanjem nula u vremenskom 
domenu. Konvolucioni frekvencijski prozor moze se koristiti za rekurzivni proracun 
LW D2 (n,k) i WD(n,k)  iz ST FT  u skladu sa prethocLnim razmatranjim.

Drugi tip polinomijalnih distribucija uveden je sa istom logikom, s tim sto, u ovom 
slucaju, podintegralni izraz posjeduje stepene koji nijesu cijeli brojevi [203]. Za eli- 
minaciju unutrasnjih interferencija treceg reda moze se posmatrati polinomijalna W D  
oblika:

OO

P W D ( t , u ) =  J Rai(t,T/2)Ra*(tiT)e-j“ TdT, (1.105)
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gdje je R{t,a) = x(l +  a)x'(t  -  a). Za FM  signal x(l) =  AeJ*(t) ova distribucija ima 
oblik:

PWD(l,u>) =  -  (a, +  2a2)cf>'{l)) F T [ e ^ \  (1.106)

gdje je:
Q(L,t ) — (ai/2 2 4- 2 0 .2 )

0(3)r3
4- (ai/24 4- 2a2) d)^T5

+  ... (1.107)
3! ' "  ' 5!

Da bi se distribucija idealno koncentrisala duz IF, neophodno je da vazi a] + 2a2 =  1,
dok je uslov za eliminisanje treceg izvoda faze a\/22 + 2a2 =  0. Odavde slijedi a\ =  
4/3 i a2 =  —1/6. Npr., za eliminisanje unutrasnjih interferencija viseg reda moze se 
posmatrati sljedeci oblik polinomijalne distribucije:

OO

P W D ( t , u ) =  J Ra-'(t,r/2)Rao(t>T)Rai(t,T)e-ju,TdT. (1.108)
— OO

Pod uslovima o idealnoj koncentraciji duz IF  o eliminaciji unutrasnjih interferencija 
treceg i petog reda, dobija se sistem jednacina:

Q.-1 + 2do + 4ai =  1; a_i/8  +  do 4" 8oj =  0; a_i/32 +  dQ + 32nj =  0. (1.109)

Rjesenje sistema jednacina (1.109) je a_i = 64/65, do =  —2/9 i d] =  1/180.
Poredjenjem relacija (1.107) i (1.36), uocava se da kod W  D peti izvod faze (uz 

postojanje interferencija treceg) donosi clan (t)r5/(24'5!), dok je kod polinomijalne 
WD  ovaj clan znatno uvecan 22 • 5!). Interferentni clanovi polinomijalne
distribucije, koji su veceg reda od reda distribucije, povecavaju se znatno brze nego 
sto je to slucaj kod WD.  Slican zakljucak se moze izvesti i za polinomijalne Wigner- 
Villeove distribucije.

Za signale sa konstantnom amplitudom moze se posmatrati distribucija sa kom- 
pleksnim argumentom vremena [111]:

OO

CWD(t,u)  =  J x(t 4- r/4)x*(t — r/4)x~*(t +  /r/4)ar’ (f — jr/4)e~jwrd.T. (1.110)
— OO

Faktor koji unosi unutrasnje interferencije u ovu distribuciju moze se zapisati kao:

4 -.- (1.111)Q(t ,r)  =  *<»>«

Kod ove distribucije elimii isane su interferencije treceg reda, dok je uticaj interferencija 
viseg reda znacajno smanjen (kod petog reda 24 =  16 puta, sedmi red je eliminisan, 
a deveti smar jen 512 puta itd.). Diskretna realizacija distribucije sa kompleksnim 
argumentom vremena moze se zapisati kao:

N / 2

CWD(n.w) =  Y  vj(m)x{n+m)x, (7i-m)x~j (n+jin)xj (7 i - jm )c ' j'lu,m, (1.112)
m =  — N / 2 + 1
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Slika 1.28: Distribucije signala faze petog reda: a) Wignerova distiibucija; b) Polinomi- 
jalna Wignerova 4-tog reda; c) Polinomijalna Wignerova 6-tog reda; d) Distiibucija sa 
kompleksnim arguinentom vremena.

gdje se kompleksni argument u izrazu x[n +  jin) moze razviti preko reda kao:

x(n +  jrn)
N

M 1
Y  x(l)e{j(n- l)~m)ir/N

/=-M
sinh[(j(7t - l) 
sinh[(j(n -  l)

? n )7 r ]

m)^l
(1.113)

gdje je 2M = N . Dobra osobina kompleksne distribucije je zadrzavanje amplitude 
distribucije. Ako je signal x(l) amplitude A , vrijednost distribucije duz 1 F je 2nAz. 
Mane ovakvog predstavljanja su nemogucnost realizacije za multikomponente signale, 
odnosno osjetljivost na ogranicenje duzine registara [ill], Za signal:

X (L )  =  e J'('0 '-5 + 5 0 t3 - l3 0 t ) (1.114)

su na slid 1.28 prikazane: W D. polinomijalna Wignerova 4-tog i 6-tog reda i distribu- 
cija sa kompleksnim argumentom vremena.
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1.11 Distribucije viseg reda
Distribucije viseg reda (higher order distributions) veoma su interesantno podrucje 
istrazi vanja, uvedeno zbog umanjivanja uticaja suma na signal. U 7 F analizi, osnovnu 
grupu ovih predstavljanja cine Wignerovi spektri viseg reda (W H OS- Wigner higher 
order spectra) [106]-[109], [125]. Predstavnik ove grupe je Wignerov bispektar definisan 
kao:

WIIOS2{t,UUU>2) -
oo oo

=  J J x*(t -  a)x(l -  a + r, )x(l -  a +  T2)e~JU’,T' drxdr2, (1.115)
— oo —oo

gdje je a =  (T\ +  r2) / 3. Uopstenje bispektra u spektre viseg reda dali su Fonolosa i 
Nikias. Wignerov spektar proizvoljnog reda k se definise kao [106, 107]:

WIIOSk{t, co,,u2,...,uk) =  J . . . j  Rt(rl ,...,Tk) Y [ ( e - ^ d T i),
T\ T k 1 = 1

gdje je generalizovana autokorelaciona funkcija data kao:
k

R t { T \ i t 2 , ..., r fc) =  a;*(£ -  a ) [ ] ^  -  «  +  r t ) .

i=l

(1.116)

(1.117)

Kod ovih distribucija, srednja frekvencija izrazena preko multidimenzionog prostora:

E{wm)
L , ■■■ L koJkWHOSk{t,uju uj2,...,Ljk)duidijj2...d<jjk 

fuji ••• fcjk W  HOSk(t,u)i,uj2, ...,u>k)du)ldu>2...duk
(1.118)

jednaka je skaliranoj trenutnoj frekvenciji signala E{ujm) =  C4>'(t). Da bi ovo bilo 
zadovoljeno, vremensko kasnjenje a mora biti jednako a =  Preko FT,
W H OS se moze izraziti kao:

WHOSk(t,u>\, ...,u>k) =

(l>+ ^
Problem kros-clanova je prisutan i kod W HOS multikomponentnih signala. U radovima 
[108, 204] je pokazano da se, u slucaju multikomponentnih signala, W H O S  moraju 
modifikovati da bi bila omogucena eleminacija kros-clanova. Modifikovani WHOS,  
sveden na jednu frekvencijsku koordinatu, se definise kao:

MWHOSk{t,u) f  P ( 0 ) X ' { ( k - 2 L  +  2)uj +  —— ) x 
Jo k +  1

xA, , ' ,' - 1>(w +  ~ ) X * - i-H( w -  °
k +  1)e~jOtd0. (1.120)
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Specijalni slucajevi bispektar i hrispektar dobijaju se za k — 2 i k — 3, duk se za k 
neparan cijeli broj i L =  (k -f- l) /2  relar.ija (1.120) svodi na:

M W H O S k( t ,u )  = J o P ( 0) X L {u +  ^ - ) X ,L(w ~ (1-121)

Iziaz (1-121) je sustinski dualna forma L  — W D .  Ova razmatranja su dovela do defi- 
nisanja multivremenskih W H O S  kao [109]:

MTWHOSk(ti, ...,tk,u) ~  J^x* (E L , l' + i tT l)  X

- n *• (-<■+*tt) n - 0- - J r )  «*"*■ <1122>
Modifikovana verzija relacije (1.122), u skladu sa prethodnim razmatranjima, moze se 
zapisati kao:

M T W H O S k(t,u>) = j  wk+1 ( ^ y )  ** ((* -  2L 4- 2)i 4- x

(‘ + ftt) **'"■ (‘ -  rrr) <1123>
Bispektar se definise za k =  2 i L =  k /2 =  1:

MTWHOS2(L,u ) =  j f  w3(t/3)x '(21 + t/3)x2{L -  r/3)e>WTdT, (1.124)

odnosno preko S T  F T  i frekvencijskog prozora P ( 0i , 02):

M T W H O S 2( t ,u )  = f  P (pu 82) S T F T ' ( 2t ,w + 0i + e 2) x
7T * JO j J 0 2
xSTFT ( t ,u >  -  Ox) S T F T { t tu} -  82)d9ld62. (1.125)

Za k neparan cijeli broj i L  — (k 4-1)/2, multivremenski W H O S  se svode na L  — W D:  

M T W H O S k( t , u ) =  L W D L (t, w) =  /  ™(t)s l (£ +  -  ^ -)e^ jWdr. (1.126)

Druga interesantna veza koja je posto kod spektara viseg reda je sa polinomijalnim 
distribucijama. Polinomijalna Wignerova-Villeova distribucija, data izrazom (1.98), je 
projekcija W H O S , datih relacijama (1.116) i (1.119), duz frekvencijskih pravaca [125]:

^ =  7-----, ^fc-i v-----, za i = l , . . . , k -  1. (1.127)
' ' i + l  4 -  A^I-\ Ai+1

Druga grupa distribucija viseg reda su lokalne polinomijalne T F  transformacije. Lokalni 
polinomijalni periodogram se definise kao [127]-[131]:

/ CO
x(t 4- t )w *(r)e~JX̂ ,T)dr,

■O O

(1.128)
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gdje je \'(cj, r )  = l u x t  +  wm^ .  Lokalni polinomijalni periodogram je
(m + l)-dimenziona transformacija cije su koordinate i i cJ‘ =  (<f'(l), 4>” (L), •••> 
gdje je <f'(l) IF  a (f>W(t) (k— 1) izvod IF. Za w2 = = ... =  um = 0 ova transformacija
se svodi na ST FT. Lokalni polinomijalni periodogram je linearna transformacija. Ova 
transformacija se, ocigledno, moze koristiti za estimaciju parametara signala. Lokalna 
polinomijalna W D  se definise kao [117]:

L P W D { u , t ) =  x(t +  r/2)x'(l -  T/2)e-jx^ ' T)dr, (1.129)
J — OO

gdje je X\{tî ,T) ~ U\T +  ^337 + ■■■ +  uj’in+i n̂+\')<■ Lokalna polinomijalna W  D nije 
linearna transformacija. Dobra osobina ove transformacije je svodjenje reda transfor- 
macije na nizi (odnosno dvostruko manji). Analogno prethodnom, moguce je definisati 
i druge lokalne polinomijalne transformacije.

U IF  estimaciji cesto se koristi ambiguity funkcija viseg reda (higher order ambi­
guity function - HAF)  [133]-[137]. IIAF se mogu korisititi za estimaciju visih redova 
faze signala. II AF M -tog reda se definise kao:

II AF(l,U>) — f  ... f *  X'M (i, Ti, 72, ....TAf J ) e -Jawnt=i T‘ (1.130)
J  — OO J —OO 1

gdje su:

x,(t) =  x(t)\ X2(t, T!) =  x x(l +  r ,)x ;(i -  r 1)

x m (L, Tl , t 2 , ■■■, t M - ] )  =  +  TM - i , T j , . . . ,T M _ 2 ) x *m _ y( l  —  TM _ t , Tx, . . . ,  TM _ 2 )

(1.131)
Za M =  2 i a =  2, svodi se na standardnu WD. dok za M =  3 i a =  4, ova transfor­
macija postaje:

fOO fOO
HAF(t,u>) =  j x(t +  t1(/2 +  r2/2)x*(t +  r ,/2  — t2/2) x

J  — OO J  — OO

xx*(t — Ti/2 + t2/ 2 ) x {1 — rx/2 — T2/2)e~juJT'T2drxdT2 (1.132)

i, za kvadratno modulisani signal x(t) =  j4e3C‘3̂ , idealno se koncentrise na prvom 
izvodu trenutne frekvencije IIAF(t,u>) =  2nA*8(<jJ — cl).

U najnovija dostignuca u definisanju distribucija viseg reda mogu se ubrojati radovi 
O ’Neilla i Williamsa [138, 205̂  gdje je razmatrana kombinovana analiza signala u TF  
i ambiguity domenu. Jednu distribuciju viseg reda izlozili su Zavarsky i Fujii u cilju 
eliminisanja interferencija treceg reda u W  D [119].
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1.12 Vremensko-frekvencijske transformacije 
visedimenzionih signala

Za slucaj visedimenzionih signala (npr. signala slike) mogu se definisati visedimenzione 
77'’ transformacije - prostorno/prostorno-frekvencijske transformacije (space/spatial- 
frequency - S j S — F) [3l]-[38], [197,198]. Visedimenziona ST FT  za signal x(t ] , L2}..., tM) 
jednaka je:

S T .... tM\ Wi ,(*>2, —

= /  /  ... /  x(t{ + T\, £2 4- t2) ..., tM 4- tm) x
J  T| J  T j J  TA(

iC (t, , t2,..., rw)e-^ > T‘ " dr,dr2...drM. (1.133)

Uvodeci vektorske oznake £ =  (£], £2, ..., tM), lj =  =  (ri> r2) tm )j
izraz za visedimenzionu .STFT  moze se napisati kao:

STFT(t,uJ) =  y_x (r+ f)u ;* (r)e"jWdr. (1.134)

Analogno, moguce je definisati 1VD visedimenzionih signala kao:

WD(t,u)  =  J  x(t +  f/ 2 )x* { t -  tjT)e~iQfd f . (1.135)

Po analogiji sa CD klasom, moze se definisati sira klasa S/S — F invarijantnih dis- 
tribucija:

CD(t,uj)
( 2 tt) 2M c(9,f )x(u +  f/2)x*(u — f/2)e^u ^  jwrdrdddu. (1.136)

Najznacajnije primjene S/S — F distribucija su u analizi slike, posebno u okviru 
teksturne segmentacije, kao i u oblasti analize optickih interferogi'ama. Kod ana- 
lize realnih signala veliki problem predstavlja definisanje Hilbertove transformacije 
visedimenzionog signala [31, 36]. Za-proracun distribucije na osnovu relacije (1.136) 
potrebna je 3M-dimenziona FFT  transformacija. Stoga je u ovom slucaju, neophodno 
izvrsiti svodjenje na STFT. Ovo je dovelo do uvodjenja visedimenzionog SM  koji je 
formalno definisan kao:

SM(l,u) =  [p (0 )S T F T ( t ,u  +  0)STFT'(t,uj -  0)d0. 
J o

(1.137)

Efekti aliasinga i uslovi izbjegavanja kros-clanova analizirani su u 3̂  . Pored ovih 
prednosti, kod SM su, na £sti nacin kao i ostali kros-clanovi, izbjegnuti i kros-clanovi 
koji kod realnog signala postoje izmedju pozitivnih i negativnih frekvencija. Stoga 
u ovom slucaju nije potrebno racunanje analitickog dijela visedimenzionog signala,
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odnosno nema pot.rebe za Hilbertovom transfoimacijom signala. Diskretna realizacija 
SM 21) signala slike moze se obaviti kao:

*1=0 *2 = -//d• 1 -I' 1*2 I î O
podrazumijevajuci da je prostorno-frekvendjski konvoludoni prozor JP (ii,i2) pravo- 
ugaoni sirine 2La +  1 po obije koordinate. Neka je dat signal:

u oblasti ]i ! | < 0.75 i |£2| < 0.75. Ovom signalu je dodata ” uska" komponenta:

u intervalu |£] + i2| < 0.1 i |i2 — — 11 < 0.1. Na slid 1.29 prikazan je signal
/(£ ,,£2) + f  i (i i , 2̂) - Signal je odsjecen 2D Hannovim prozorom sirine 1 po obije koor­
dinate. U primjeru je za ST FT  i SM uzeto Nw =  64 odbiraka po obije koordinate, 
dok je za W D  uzeto dvostruko vise odbiraka M =  2Nw =  128. Distribucije u tacki 
(x,y) =  (—0.25,-0.25) su prikazane na slid 1.30. Na slid 1.30a prikazan je kvadrat 
modula ST FT (SPEC),  na 1.30b WD  dok je na slikama 1.30c i 1.30d prikazan SM za 
konvoludone prozore La = 2 \ La =  3. Uocljive su prednosti SM  u smislu nepostojanja 
kios-clanova u odnosu na WD,  odnosno poboljsanje koncentradje u odnosu na SPEC.

1.13 Ostala visedimenziona predstavljanja signala
Altes-Marinoviceva i Bertandova distribucija, koje su medju prvim definisanim TF  
transformacijama, ne zadovoljavaju osobine T F  invarijantnosti [100, 101]. Kao i neke 
distribudje koje su vec obuhvacene radom, one imaju porijeklo u kvantnoj mehanici. 
U najnovije vrijeme, ove transformacije su ponovo aktuelne, pa su izvedene i sire klase 
predstavljanja zasnovane na ovim distribucijama. Neke od ovih klasa u sebi ukljucuju

transformacija (tuaveleL- u slobodnom prevodu znaci talasic) [140]-[151], [208]. Wavelet 
transformacija ima brojne primjene u: kompresiji, prenosu video signala, kodiranju 
podopsega, multirezolucionoj analizi, filtriranju i drugim oblastima. Kod vremensko- 
skaliranih transformacija umjesto frekvencije, se kao druga karakteristika signala, pored

/ ( t i , t2) =  cos[207r(ii -  0.75)2 +  227r(i2 -  0.75)2] +

+  0 § d \ F l W c o s ( * l \ / ‘2 . ) -  100oos(7r£3/2))| (1.139)

/ , ( i , , t 2) =  cos{10007r[(x + 0.5)2 -I- (y -  0.5)2]} (1.140)

i CD  klasu kao potklasu [2], [102]-[104], [157, 206, 207].
Znacajnu grupu cine vremensko-skalirane transformacije i njihov predstavnik wavelet
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Slika 1.29: Dvodimenzioni signal.

vremena, koristi skala. Na osnovn wavelet transformacije izvedena je klasa affine dis- 
tribucija, po istoj analogiji, kako se moze povezati CD klasa sa ST F T . U posled- 
nje vrijeme se analiziraju i druge karakteristike signala. Prosirenje analize signala po 
drugim karakteristikama naziva se ” beyond Lime-frequeiici/ ’ [102, 103, 105], [154]-[159]- 

ST FT se karakterise konstantnom vremenskom i frekvencijskom rezolucijom za 
sve frekvencije. Osnovna ideja kod wavelet transformacije je definisati transformaciju 
sa promjenljivom rezolucijom u odnosu na frekvenciju. Za nize frekvencije, teznja je 
postici vecu frekvencijsku rezoluciju, i obrnuto. Ovo se postize upotrebom prozora 
promjenljive sirine, koja se smanjuje sa porastom frekvencije. Wavelet transformacija 
kontunualnih signala se definise kao:

WT(t,a) x(t + t) /i* (r /a ) dr, (1.141)

gdje je a parametar skalirane frekvencije (a = u0/u>). Uobicajeno je h(t) vezano sa 
prozorom kod ST FT kao h(L) =  iy(l)eJUJot, gdje je lj0 konstantna frekvencija. Jedna 
od funkcija koje se cesto koriste je Morletov (modulisani Gausovski) wavelet h[t.) =  
\f^e  g^je su vrijednosti a i u0 takve da je odnos /i(0) i prvog maksimuma
jednak 1/2, odnosno da je cj0 =  In 2). Iz definicije h(L), ocigledno je da malo
u (veliko rv) odgovara sirokom waveletu, a vazi i obrnuto. Ilustracije radi, posmatran 
je vec korisceni signal sume dva Dirakova impulsa i dvije kompleksne sinusoide (1.12).
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Slika 1.30: Predstavljanje lokalne frekvencije dvodimenzionog signala: a) Spektrogram; 
b) Wignerova distribucija; c) S-metod Ld=2; d) S-metod Ld—3.

cija je wavelet transformacija jednaka:

WT(a i) =  ~^ =  [iw((ti -  t)/a)e~j^ ~ t)/a + w((t2 -  t)/a)e-^o(t^ /a] +
y H

+  - ^ =  +  d ^ W  [a{ujQ / a -  w2)] . (1-142)
\/lal

Na slid 1.31 prikazana je oblast u kojoj postoji wavelet transformacija signala (1.12). 
Wavelet transformacija je lineama. Kvadrat amplitude waveleta naziva se skalogram 
SCAL(a, l) =  |l/KT(a,i)|2. Analogno CD  klasi, iz waveleta se moze definisati affine 
klasa distribucija kao:

AD(t,a) =  ■—  f°° r * ( — 'aO\wD(Tt0)dTdB, (1.143)
^VT J —o o J —oo \ Q J
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Slika 1.31: Ilustracija promjenljive rezolucije za wavelet transformaciju.

gdje je n((, 0) funkcija jezgra. Predstavnik ove klase je wavelet-Wignerova distribucija 
definisana kao:

W W D (l  a) =  f  x(t +  r/2)x*{t — t/2)w{r ja)e~iTUo/adT. (1.144)
J  — OO

Pored affine klase interesantna je i takozvana hiperbolna klasa distribucija. Dvije 
istorijski veoma znacajne distribucije iz ove klase su Altes-Marinoviceva Q-distribucija:

*oo
AMD(L,uj) = u l  X (u e0/2)X'(coe~0l2)e~jwt0dP, (1.145)

J  —  OO

i Bertrandova unitarna Po^distribucija:
/ OO

X (u G P(p)e0/2)X (u G P{p)e-0/2)Gp(P)e-jwt0dP (1.146)
-oo

gdjeje Gp(P) =  (P/2)/s\nh(P/2).
Hiperbolna klasa kvadratnih T F  distribucija moze se definisati kao:

1 ro o  roo  / / j . / j0 \ ,

HC(L,oj) =  -  /  r T ( — , —  ) e 3“ l]D̂ X M X * ( u J2)duJlduJ2 =  (1.147)U) Jo Jq \  UJ U) J
roo roo ( j

=  / /  $ r (ln ------ b,P)Vx (b,P)ej“ t0dbdP= (1.148)
J  — oo J — oo U )T

/•oo ro o  w

/ w > 0, (1.149)
J  — oo J  —oo

gdje je ur > 0 normalizovana frekvencija. Hiperbolna autokorelacija signala je defi­
nisana kao:

Vx (b,p)=u>TebX([ujreb''0/2)X ' (u reb- 0'2), (1.150)

dok je hiperbolna AF  data kao:

/ oo ro o

^ V x { b , P ) ^ d p  =  j  ^ X { u e 0l2) X \ u e - 0!2) e * XaZdu.  (1.151)



V icm e n sk o - fre k v e n c ijsk n  a n a liza 56

Funkcije jezgia rT{bi,b2), <br{b,P) i 'I'rCC, P) jedinstveno odredjuju TF predstavljanje 
hiperbolne klase. Jezgia za hiperbolnu klasu su medjusobno vezana kao:

r r(6i,M = In \/b\b2, In b\ /b2)\
VOi b2

/ OO

* T { b , P ) e * b d b .  (1.152)
- OO

Hiperbolna klasa je klasa svih distribucija koje zadovoljavaju TF  skaliranje IICy (Fu ) =  
HCxiai, l/a), gdje je Y{uj) =  —j=~X(u>/a) i hiperbolni vremenski pomjeraj IICy (t,u} =v 1*1
IICx(t- ~  gdje je Y (cj) =  e~icln^/Ur̂ X(u). Detaljna analiza osobina ove klase,
pudklasa i veze sa drugim TF  klasama dati su u [-02, 103].

Druga slozena klasa distribucija, definisana i analizirana u [104] je stepena (power 
class) klasa distribucija. Slozenost hardverske realizacije ovih klasa onemogucava 
prosirenje njihove primjene.

Cohen je, u svojim radovima [2, 206, 207], analizirao opstu teoriju predstavljanja 
signala i zdruzenih predstavljanja signala. Posebno interesantna je analiza energetskih 
gustina jedne i zdruzenih gustina dvije i vise promjenljivih. Tako se, za energetsku 
gustinu P(a), uvodi karakteristicna funkcija definisana kao:

/ OO

e]aciP(a)da.
- OO

Inverzna transformacija je:

P(a) =  M{a)e~jaada.Z7T J — oo

Karakteristicna funkcija signala a;(i) je data kao:

/ OO

x ’ (t)ejaAx(t)dt,
OO

(1.153)

(1.154)

(1.155)

gdje operator A  zadovoljava sljedece relacije:

/ oo
F(a)u(a, t)da =

■ OO

/ oo roc
F(a)u(a,t)da =  /  F(a)einau(a,t)da. (1.156)

OO J  ~  OO

Signal a:(t) moze se razloziti preko ortogonalne baze funkcija u(a,t) do funkcije F(a), 
kao:

X(l) =  f  F(a)u(a, t)da.
J  —  OO

Inverzna unitarna transformacija je:

(1.157)
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Kod unitarnih transformarija vazi J0̂ , u{a, t)u‘ (n', /.) —S(n — n.'). /' / i /  FI , definisane 
preko ortogonalnog sistema funkr.ija u(u, I.) = r. / \/2t\ , su unitarne t.ransformarije. 
Koriscenjem relacija (1.155)-( 1.158), dobija se:

M { a ) =  H  \F(a)\2cjQada, (1.159)
J OO

odnosno, vazi da je gustina energije signala jedne promjenljive definisana kao P(a) = 
|F’(a)|2. U specijalnom slucaju vremena, gustina energije signala se svodi na trenutnu 
snagu signala, a kod frekvencije na spektralnu gustinu snage signala. Za primjer neke 
druge karakteristike signala moze se uvesti inverzna frekvencija r =  lj0/u . Gustina 
energije po ovoj karakteristici je P(r) =  ^\X {u>q / r)\2.

Ovaj koncept se moze prosiriti na dvije karakteristike signala (a, b) i uvesti gustina 
P(a,b). Marginalne osobine za ovakve karakteristike su:

/ oo ro°
P{a,b)db =  \F{a)\2, /  P(a,b)da=\F(b)\2. (1.160)

oo J -oo

U ovom slucaju, uvodi se Fourierova transformaciona veza izmedju 2D karakteristicne 
funkcije i 2D gustine promjenljive kao:

/ oo roo
/ “+F*'>p(a,b)dadb-, (1.161)

- oo J — oo
/ oo roo

/  M {a ,0 )e - jaa- jf)bdad0. (1.162)
oo J oo

Uvodeci metod funkcije jezgra, Cohen je definisao opstu klasu 2D distribucija proizvoljnih 
varijabli kao:

1 roo roo
P(a, b) =  —  I I c{0,T)x'(t)M(6,T)x(t)e-jOa- JTbdtd9dT, (1.163)47m J no J oo

gdje vazi operatorska relacija M(0, r)x{t) =  eJCTA'1 j/3Bx(t). Operator! A i B zavise od 
primjenjene karakteristike signala. Npr., za vrijeme operator je jednak t , za frekvenciju 
" ,  operator inverzne frekvencije je 1 FT funkcije tuo/tu, dok je za skalu ^j(£^ +  ^ t.).
O operatorskoj algebri, koja je neophodna za ova kompleksna istrazivanja, moze se 
vise naci u [209]. Cohen je, u svojim radovima, veliku paznju poklonio analizi slozenih 
klasa distribucija. Tako je izveo klasu vremenski-inverzno frekvencijskih distribucija:

P(t,r) =

1 uji\ r0*' r°° r°°
= -^1^1 J ^ J ^ J ^ ' jOl- jT“o/rUOHc(0,T)x-(u-T/2)x(u +  T/2)dudTdO =  (1.164)

1 UJn r**' /*°° r°°
= 4^  i  -  0/2)dudrd0. (1.165)
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Karakterist.iku skale, u sklaclu sa Melinovom transformacijum, definisao je preko seta 
urtogonalnih funkrija u(r.,t) =  e.JcA" '/ (\/27r/.j , I > 0. Ovu je posluzilo definisanjit 
opste klase vremensko-skaliranih distribucija:

P(l,c) =  —  [  [  [  x , (e~a/‘iu)e~jOL~jar'':’0uc(0,<j)x(ea/2u)d0dud<j. (1.166)
47T2 J - oo J r«. J 00

Korak dalje je bilo definisanje zdruzenog predstavljanja vremena, frekvencije i skale
kao:

1 roo roo rOo
P(t,u,c )  = - ^  /  /  /  M ( 0 , T , a ) e  : °l ]TU~J<TCd0dadr, (1.167)

o 7 P ’ J —oo J  -  oo J - o o

gdjeje M(0,T,a) karakteristicna funkcija. D stribucija vremena-frekvencije-skale zado- 
voljava sljedece marginalne osobine:

roo TOO
I P{L,u ,c)dc =  P(i,u),  /  P(t,Lj,c)dt = P(u>,c),

7-oo Jo
rOO
I P(l,u>,c)duj = P(L,c). (1.168)

J —oo

Cohenove generalizacije, kao i u slucaju klase TP  invarijantnih distribucija, izvedene 
su na bazi funkcije jezgra. Ovaj pristup je djelimicno problematican sa stanovista 
nejedinstvenosti karakteristicne funkcije i nepostojanja direktne veze distribucija sa 
razlicitim funkcijama jezgra. Brojni autori analizirali su rjesenja koja prevazilaze prob- 
leme koji postoje kod koncepta funkcije jezgra. Medjutim, moze se konstatovati da neka 
ogranicenja ovih koncepata prevazilaze problem karakteristicne funkcije.

Medju rjesenjima, koja treba pomenuti, su i chirp Lett [133, 210]. Ova transformacija 
nastala je jos 1820. godine u optici, i bliska je idejama transformacija koordinata 
Wignerove distribucije. U obradi signala, fizicku interpretaciju su dali Mann i Haykin, 
dok je kasnije ova transformacija dobila i svoje odgovarajuce tumacenje u obliku WD.  
Ideja je da se pored vremena i frekvencije signalu dodijeli jos jedna koordinata (uslovno 
se moze nazvati skalom), koja ce jasnije determinisati moguce polozaje signala u (L.u?) 
prostoru.

Najnoviji napori se ulazu da se pojednostavi racunanje pojedinih slozenih distribu­
cija. Posebno se izdvaja racunanje pseudo affine W D  bez kros-clanova, definisane kao 
[105]:

roo
PAW I)W {t ,u )  = w  \ X{Xk{u)u})X'{Xk{ - ^ y ^ ^ i i k{v)du, f >  0, (1.169)

gdje je Xk(u) =  (fc(e“ " -  Y)/{e~ku -  l ) ) ' ^  , k ^ 0,1, £k(u) =  A*(«) -  Afe( -u) ,
dok je fik(u) proizvoljna pozitivna funkcija. U granicnim slucajevima, vazi A0(A;) = 
, , A,(fc) =  exp ( l  4- ^ r r r ) . Specijalni slucajevi opste distribucije (1.169) su k =  2
- Wl), k — 1/2 - D distribucija, A: =  0 - Bert.anduva distribucija, k =  — 1 - Unter- 
bregerova distribucija, k =  ±oo - Margenau-Hill distribucija. Cilj, koji su Goncvales
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Slika 1.32: Signal zvuka slijepog misa: a) ScalogL'am; b) Pseudo affine WD; c) Zaobljena 
pseudo affine WD; d) Pseudo Bertrandova distribucija.

i Baraniuk, postavili je svodjenje (1.169) na proracun wavelet transfoimacije, koju je, 
na osnovu adgovarajiicih algoritama, moguce eflkasno racunati. Izraz (1.169) se moze 
zapisati kao:

P A W D (k>U ,u } =  r  , =  DJt,  \k(u)u)DUl. At ( -uy j ) iv .  (1.170)

Analogno, kao kod SM, izbjegavanje kros-clanova se postize kao:

P A W D ^ i l .u )  =  r  C(u)—j = ^ = = = D x(t, Xk(u)u)Dj(i, Xk(-u)u>)du. (1.171) 
J-°° y/Xk(u)Xk( -u )

Na slid I-32 prikazani su: skalogram, pseudo affine WU,  zaobljena pseudo affine W D  
i pseudo Bertiandova distribucija signala koji ispusta slijepi mis.
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2. SOFTVERSKI I HARDVERSKI SISTEMI ZA 
VREMENSKO-FREKVENCIJSKU ANALIZU

U okviru ovoga poglavlja, bice opisani principi konstruisanja softverskih i hardver- 
skih sistema za TF  analizu. Vise naucno-istrazivackih timova prezentiralo je svoje 
rezultate kreirajuci softverske pakete za realizaciju TF  distribucija. Posebno intere- 
santna rjesenja su virtuelni instrumenti (Vi) .  Takodje, postoji i vise prezentiranih 
hardverskih rjesenja.

U okviru odjeljka 2.1 bice razmatrani neki od programa koji se koriste u TF  analizi. 
Primjena VI  u TF  analizi razmatrana je u odjeljku 2.2. Posebno je opisan originalno 
razvijeni VI  sa opisom rada i analizom performansi. Postojeca hardverska rijesenja su 
opisana u odjeljku 2.3. Projektovanje hardverskog sistema, koje se moze realizovati u 
ASIC tehnologiji, za S/S — F analizu signala dato je u okviru odjeljka 2-4-

2.1 Softver za vremensko-frekvencijsku analizu
Najpoznatiji zaokruzeni softverski sistem za TF  analizu kreirali su CNRS (Francuska) 
i Univerzitet Rice (Texas, USA). Realizovan je za MATLAB kao poseban toolbox [211]. 
Ovim softverom se realizuju SPEC  i Gaborova transformacija, distribucije CD  klase, 
te pojedine distribucije vremenski-skalirane i hiperbolne klase. U okviru paketa reali- 
zovane su brojne prozorske funkcije i najcesce korisceni oblici FM  signala. Realizacija 
distribucija CD  klase je zasnovana na dekompoziciji funkcije jezgra. Paket posjeduje 
mogucnost racunanja modifikovanih - reassignment distribucija. Osnovu paketa cine 
funkcije (m-fajlovi) otvorene strukture, dok je za podesavanje grafickog prikaza kreiran 
odgovarajuci interfejs za interaktivni rad. U Tabeli 6 u Prilogu dat je pregled funkcija 
ovog sistema.

Drugi toolbox za vremensko-frekvencijsku analizu, koji se cesto koristi, kreiran je 
na Queensland University, Australija, pod rukovodstvom Dr. B. Boashasha. Obuh- 
vata distribucije koje je realizovala ova istrazivacka grupa, a prije svega polinomijalnu 
Wigner-Villeovu distribuciju. Treci paket za T F  analizu originalno je kreiran na Elek- 
trotehnickom fakultetu u Podgorici. Razvijen je u MATLAB-u 386 sa interaktivnim di-

61
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jelom za specificiranje distribucije i signala realizovanim 11 C-jeziku [189, 191, 212. 213). 
Nosi naziv Soft.verski paket. za rcalizar.iju distribucija (SPZRD), i u mogucnosti je da 
realizuje distribucije CD  klase, prikaze funkciju jezgra u svim domenima, A F , ST FT, 
kau i neke od distribucija viseg reda. Paket moze da radi za signale zadaf.e analiticki, 
i za diskretne signale u obliku odbiraka.

2.2 Virtuelni instrumenti za
vremensko-frekvencijsku analizu

Razvoj virtuelnih (softverskih) instrumenata (VI),  u posljednje vrijeme, izaziva veliko 
interesovanje naucne javnosti. To je i logicno, s obzirom da je izazovno iskoristiti velike 
memorijske kapacitete i mogucnosti obrade podataka, koje pruzaju, danas vrlo prisutni 
PC racunari za potrebe kompleksnih mjerenja. U ovom smislu, za kreiranje VI  razvijen 
je i posebni piogramski paket firma National Instruments - Lab View [214], Koncept 
viituelne instrumentacije pomjera kreiranje mjernih instrumenata iz velikih labora- 
torija na radne stolove brojnih istrazivaca. Razvoj VI omogucava ukljucivanje novih 
saznanja znatno brze nego sto je to slucaj kod klasicnih instrumenata. Ovaj odnos je 
danas 1 — 2 godine za VI do 5 -j- 10 godina za klasicne instrumente. VI se odlikuju 
modularnoscu, niskom cijenom (jedan racunar moze biti istovremeno ili povremeno 
nekoliko mjernih instrumenata) i jednostavnoscu prepravki i prilagodjavanja. Na slid
2.1, sematski su prikazane prednosti VI. Posebna primjena VI u T F  analizi je u es- 
timaciji parametara signala: amplitude i IF. Postoje dva rjesenja u ovoj oblasti. Oba 
su kreirana u LabVieiv-u. Prvi je kreirao National Instruments, a drugi je realizovao 
naucno-istrazivacki tim Univerziteta u Bariju [54, 214], Mana oba postojeca rjesenja 
je nemogucnost primjene nekih od savremenih metoda u ovoj oblasti. Takodje, ovi in­
strumenti nijesu prilagodjeni analizi multikomponentnih signala. U okviru instrumenta 
realizovane su samo W D [54] i Gaborov spektrogram [214], sto se ne moze smatrati 
dovoljnim za kvalitetnu estimaciju brojnih tipova signala koji se javljaju u praksi.

2 . 2 . 1  I m p l e m e n t a c i j a  i n s t r u m e n t a

VI, kreiran na ETF-u u Podgorici, baziran je na postojecim VI u ovoj oblasti [54, 214], 
a omogucava prosirenje primjene uz odredjena poboljsanja. Prosirenje i poboljsaiJe se 
prije svega ogleda u mogucnosti realizacije SM,  sa konstantnim i signal adaptivnim 
prozorom, i, iz njega, izvedenih distribucija viseg reda. Paket je realizovan u Matlab-u 
J,.2 [215]-[219]. Moze biti implementiran kako za analogne signale zadate funkcional- 
nom zavisnoscu, tako i za diskretne signale zadate u vidu odbiraka (koji se smjestaju u 
datoteku na disku). Instrument, za zadati signal, prvo trazi SI'FT  sa odgovarajucim
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prozorom kao osnovu za racunanje .5'M . Racunanje ove transformacije postize se b b I 
algoiitmima nz mogucnost koriscenja rekurzivnih relacija. Proracun SM  sa konstan- 
tom siiinom (2Lri +  1) konvolucionog prozora 11(0) obavlja se sabiranjem vrijednosti 
SPEC  sa Ld konvolucionih clanova. U slucaju da se uvrsti Ld =  0, dobija se SPEC,  
dok se za, Ld > N/2, dobija pseudo WD.  Zbog jednostavnosti, ostavljena je mogucnost 
da se pseudo W D  racuna definiciono implementacijom odgovarajuceg EFT  algoritma 
na lokalnu autokorelaciju signala. Za proracun WD,  signal je neophodno preodabrati. 
fj — WD  2-ieda se realizuje kao autokorelacija SM, dok se L — W D  cetvrog reda 
realizuje kao autokorelacija L —WD  drugog reda. Ujedno, moguca je realizacija sig­
nal adaptivnih pseudo kvantnih distribucija (S-distribucija) u skladu sa algoiitmima 
opisanim u prvom poglavlju.

2 . 2 . 2  S o f t v e r s k a  i m p l e m e n t a c i j a  i  r a d  s a  i n s t r u m e n t o m

Programski paket, kojim je instrument realizovan, sastoji se od niza script i funkcijskih 
fajlova. Osnovni program, koji definise panel instrumenta, pocetne vrijednosti za dis- 
tribuciju i signal, kao i pozive na odgovarajuce programe za izracunavanje distribucija, 
je v i r t i n . m .  Iz njega se vrsi pozivanje programa za racunanje adaptivnih distribucija 
(adaptive.m ) ,  L — W D autokorelacionim metodama, na osnovu ST FT  ( c a l c u l . m )  i 
WD  (wigdist.m). Da bi se ovi progiami pojednostavili, a d a p t i v e . m  poziva funkciju 
adap.m, a c a l c u l . m  poziva funkciju l w d _ . m .  Ove dvije funkcije mogu se koristiti 
nezavisno od paketa. Opsti princip u programu je uociti koliku je promjenu para- 
metara korisnik zadao i zahtijevano izvrsiti sa najmanjim brojem kalkulacija. Npr.. 
ako je povecana konvoluciona sirina prozora, dodaju se samo oni clanovi koji nijesu 
inicijalno bili sracunati, a ako se promjene odnose na graficki prikaz, vrsi se samo novo 
prikazivanje, bez nepotrebnog proracuna. Pomocni program c h a n g e . m  uveden je za 
odredjivanje broja odbiraka signala, koji se nalaze u fajlovima (ako je odabrana ova 
opcija). Pored toga ovaj fajl ima i dodatnu, kontrolnu, namjenu za slucaj promjene 
izabranog tipa signala. Graficki prikaz obavlja program i m a g e _ p l . m .  Ovaj program 
se, sa neznatnim izmjenama, moze koristiti uvijek kada se od programa zahtijeva da, po 
zelji korisnika, vrsi graficko prikazivanje. Fajl f o r m l . m  definise pomocni prozor za pre- 
ciziranje signala i grafickog prikaza. Fajl s i g n a l _ . m  definise predefinisane funkcionalne 
zavisnosti koje su date u I'abeli 7 u Prilogu. To su: suma chirp impulsa, linearni Fi\I 
signal, sinusoidalni FM  signal i kombinacije ovih signala, kao i neki signali koji su, 
u vidu primjera, demonstrirani u radu. Naravno, moze se izabrati proizvoljna funk- 
cijska zavisnost. Na slid 2.2 prikazana je veza izmedju pojedinih programa kojima je 
realizovan instrument.

U gornjem lijevom uglu panela instrumenta nalaze se mogucnosti izbora distribucije: 
No - SM sa konstantnom konvolucionom sirinom prozora i, iz njega, izvedene L — WD,
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Performanse sistema 
Fleksibilnost 
Promjenljivost namjene 
Promjenljivost konfiguracija

Cijena sistema 
Cijena razvoja 

x Tro§kovi odr2avanja

Vrijeme

Slika 2.1: PrecLnosti virtuelnih instrumenata.

Slika 2.2: Veze izmedju pojedinih fajlova koji cine instrument.

Yes - signal adaptivni SM  i, iz njega, izvedene SD , W D  - definicioni proracun WD.  
Na desnoj strani instrumenta nalazi se izbor parametara signala, distribucije i izbor 
grafickog prikaza u odjeljcima srodnih opcija. U gornjem desnom uglu vrsi se izbor 
tipa prozora i parametara koji se odnose na prozor (sirina prozora i broj odbiraka u 
okviru prozora). Moguce je izabrati neke od najcesce koristenih prozorskih funkcija: 
Hannovu, Hammingovu, pravougaonu, itd. Vrsta i parametri signala podesavaju se u 
drugom bloku. Pored broja odbiraka i trajanja signala, specificira se da li je signal 
zadat funkcijom (function) ili odbircima u fajlu na disku (file). U slucaju dodavanja 
odgovarajuceg hardvera (A/D  konvertora), moguce bi bilo vrsiti obradu signala koji 
se preuzimaju sa porta racunara. Preciziranje signala se obavlja u meniju InputFile. 
Moguc je izbor proizvoljne funkcije ili fajla. Ujedno, u okviru ovog menija, moze se ed- 
itovati fajl signal_.m. Sadrzajem prve dvije sekcije odredjena je STF'r  signala. Treca 
sekcija kontrolnog dijela panela instrumenta se mijenja u zavisnosti od metoda koji je 
izabran. U slucaju signal nezavisnih algoritama, moze se izabrati sirina konvolucionog
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prozora L,t, dok se kod signal adapt.ivnih algorithm a bira adaptivni nivo Q. Cet vrti Ijlok 
daje mogucnost izbora reda L — W D ( L — 1,2, 4), dok je kod SO uvrstena i mogucnost. 
Ij — 8. Kod ovih distribucija, mogu se uzimati i vece vrijednosti L, jet- se povecanje L 
ne odrazava na zadovoljavanje marginalnih osobina. Peti box sluzi za izbor grafickog 
prikaza. Moguci izbori su: kolorne mape ( colormap i colorflat), mrezaste povrsi (mesh 
i waterfall) i izo-linije ( conlour). Poslednji blok predstavljaju opcije: Start -pocetak 
izracunavanja, Save - sluzi za snimanje promjenljivih koje su trenutno u memoriji u 
privremenu dafcoteku na disku, Sound - na aktivni zvucnik racunara pusta signal sa 
kojim se radi, Help - daje uputstva o koriscenju programa, Close - zatvara program, 
dok Print, - salje u Clipboard izgled panela instrumenta. U meniju Options podesavaju 
se opcije za rad: prikazivanje samo pozitivnih frekvencija, izbor koraka po vremenu, 
podesavanje kolorne mape za graficke prikaze, uglovi pod kojima su prikazani podaci, 
ako je izabran prikaz u obliku mrezastih povrsi, broj izo-linija za konturne crteze, 
moguce prikazivanje signala i FT signala.

2 . 2 . 3  P r i m j e r i

Primjer 1 (Sonarni signal). Na slid 2.3 prikazan je sonarni signal x(l) sa dodatom 
vremenski-pomjerenom verzijom x(t — T). SPEC  sa normalizovanom vremenskom 
osom prikazan je na slid 2.3a, dok je SM sa konstantnom sirinom konvolucionog pro- 
zora prikazan na slid 2.3b. Povecanjem Ld od 0 (SPEC)  do L = 6, uz zadrzavanje 
svih ostalih parametara nepromijenjenih, znacajno se popravlja koncentracija distribu- 
cije, bez pojave kros clanova.

Prim jer 2 (Numericki primjer). Dat je multikomponentni signal:

x(t) =  e - ^ 7 -I- e j  16 oos( 27T /)-j247r(t | 1.5 )2 —j 647T/. _j_ 16 cos(27t/.) — j247r(t-l-1 .5 )2 |-j*64irt (2. 1)

SPEC za ovaj signal prikazan je na slid 2.4a. Moze se uociti da: 1) Sve kompo- 
nentne distribucije su rasirene po TF  ravni, 2) Kros-clanovi ne postoje. Kod W O  (slika
2.J,b) sve komponente su visokokoncentrisane, ali su kros-clanovi veoma izrazeni (cak 
’’maskiraju” komponentu u sredini). SM  (slika 2.4c) produkuje visoku koncentraciju 
bez kros-clanova. Distribucija cetvrtog reda (L — 2, Ld =  0) prikazana je na slid 2-4d.

Prim jer 3 (Signal vibracija motora). Signal vibracija motora mjeren na 2000 
[obr/min] prikazan je na slid 2.5. Kako signal posjeduje znacajnu niskopropusnu kom­
ponentu, koja nije interesantna za analizu, to je ona filtrirana visokopropusnim filtrom. 
SPEC  i SM za L(l =  3 prikazani su na slid 2.0. Analiza I F  i amplitude za ovakve 
signale je veoma znacajna za detekciju udara sagorijevanja, cije ucestano pojavljivanje 
moze cak i da unisti motor [30].

Primjer 4 (Numericki primjer). Posmatra se realni signal:

x(t) =  c 2Ll c o s ( 2 5 7 t/.) +  cos(l20// +  457ri) +  1.5e 251,7cos(407r£2 + 1507T/.). (2.2)
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Slika 2.3: Sonarni signal: a) Spektrogram; b) S-metod.

Na slid 2.7 prikazane su WD, SM  sa konstantnom i adaptivnom sirinom prozora i 
SD viseg reda.

2 . 2 . 4  A n a l i z a  p e r f o r m a n s i  s i s t e m a

Performanse sistema predstavljaju performanse primijenjenih T F  transformacija. Dvije 
najcesce primjene TF  metoda su estimacija amplitude i IF.  Uzroci gresaka u estimaciji 
ovih parametara su: ulazni sum, ukljucujuci gresku kvantizacije A /D  konvertora, bias 
usljed ulaznog suma, greske u procjeni amplitude usljed efekata "curenja spektra” 
( leakage effects), kvantizaciona greska usljed diskretizacije po frekvenciji, medjusobni 
uticaj komponentni u slucaju multikomponentnih signala, i uticaj pojave kros-clanova. 
U sklopu ove tacke, bice izvedeni izrazi za bias i varijansu estimacije amplitude i IF  
pomocu TF  transformacija. Bice razmatran i uticaj kros-clanova na estimaciju para­
metara kod multikomponentnih signala. Ujedno, bide analizirani numericki zahtijevi 
pojedinih transformacija, kao i konvergencija auto-clana SM  ka auto-clanu VVD.
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Slika 2.4: Suma dva sinusoidalna i linearnog frekvencijski modulisanog signala: a) 
Spektrogram; b) Wignerova distribucija; c) S-metod; d) L-Wignerova distribucija.

100

8 0

6 0

4 0

20

0
0  5 0 0  1 0 0 0  1 5 0 0  2 0 0 0

Slika 2.5: Signal vibracija automobilskog motora u uslovima pojave udara sagorije- 
vanja.
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Slika 2.6: Signal vibracija automobilskog motora: a) Spektrogram; b) S-metod.

2 . 2 . 4 . 1  E s t i m a c i j a  t r e n u t n e  f r e k v e n c i j e

Analiza ce biti obavljena na primjeru WD. IF  se, pomocu WD,  moze procijeniti 
kao [42, 60, 220]:

u(n) =  km(n)Auj = nkm(n)/Tw\ km(n) =  arg jm pc { WD(n,  /c)}| . (2.3)

Vazno je napomenuti da ovo nije jedini moguci nacin tretiranja trenutne frekvencije. 
O ovom i drugim pristupima moze se vise naci u radovima [50, 51], [221]-[223]. WD  je 
u diskretnoj formi data kao:

OO

W D h(t,cu)= Wh{nT)x{t +  n T ) x ' ( t - n T ) e - j2nT“ , (2.4)
n=—oo

Neka je dat signal zahvacen sa CGWN:

x(t) =  f ( t )  +  u{t) =  Ae3̂  +  v{t). (2.5)

Aditivni sum ima varijansu cr£. IF  je jednaka prvom izvodu faze u(t) =  Prozor
Wh(nT) = ^w^nT/h) je konacne sirine h, gdje je T  korak odabiranja. Punkcija prozora
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Slika 2.7: Signal sume sinusoidalnog, kratkotrajnog linearnog FM signala i signala sa 
kvadratnom frekvencijom: a) WD; b) SM; c) SD L=2; d) SD L=8.

je parno simetricna w(t) = w(~t)  i ogranicenog trajanja w(t) =  0 za |t| > 1/2. Greska 
IF  estimacije je:

Acj h( t ) = u j ( t ) (2.6) 

Da bi se iinearizovala greska estimacije potrebno je odrediti prvi izvod WD:

=2 y  Wh{nT)x(t +  nT)x ’ (t -  nT)( - j2nT)e~J'inTLlJ. (2.7)OLJ x—/n ——00

Kako je:

x{t +  n T ) x ' { t - n T )  =  f { t  +  n T ) f m{ t - n T )  +  f { t  +  n T ) S { t - n T )  +

+iy(t +  n T ) f ( t  -  nT) +  v(t +  nT)u'(t -  nT ), (2.8)

clan koji predstavlja korisnu komponentnu je:

f{t + nT)f*(t -  nT) =  |4| V (v,' (t)2nT+Av,(t*nT>>. (2.9)
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Izraz u eksponent.u je dobijen razvijanjem </?(i + nl') i ip(i — ill ) u Taylurov red u 
okolini tacke L. Greska usljed nelinearnosti IF  moze se izraziti kau:

A <£>(/., nT) = 2 ELJ(25) (0
(n7’)2a 1 1
(2s + 1)! ( 2-10)

ili A<p(L,nT) =  ^ V 2>(i +  r.) W 2)(t -  r2)], (2.11)

gdje je 0 <  T ] , t2 <  n T .  Greske u sistemu se mogu razdvojiti na: 1) Gresku usljed 
AuJh(l,)] 2) Rezidualnu gresku usljed nelinearnosti faze; 3) Gresku usljed suma. Po- 
drazumi jevajuc.i da su ostale greske u sistemu male, dobija se:

dW D„(l ,w) ,  . d 2W D h(l,u,),  A , d W D h(t,w),  c dWTMl.u,)  ,
- |o H----------------— o— “— |oAo) 4------------------« --------------- Io ^ A uH ---------------- n  Ic-V — 0 , ( Z A Z )du> du* du du

gdje za parnu prozorsku funkciju vazi :

8 W D h(t ,u ) 
du

82W  Dh(L,u)
8u2

dW Dh(l,u)
du

dWDh(t,u)

|0 =  |/1|2 E  ™h(nT)(- j2nT) =  0
TI — —00

OO

|o =  ~|/l|2 E  wh(nT)(2nT)2

du

|o«5Auj -  |/i|2 E  vjh(nT)A<p(l, nl')(2nT)
n = — oo 

oo
|o<5„ =  E Wh(nT)[f(L +  nT)iT(i -  nT) +

+v(l + nT)f ' ( i  -  nT) + u(l + nT)v'(t -  7iT)](-j27iT)c J'2"r". 

Iz izraza (2.12)-(2.16) slijedi:

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Â ,(0 ~ 2^ (Lhit) + j^ )  ’ (2'17)
gdje su:

OO

Fh = E wh(nT)(nT)2;
rt= — oo

(2.18)

Lh(t) =
O OE wh(nT)Aip(L,nT)nT\ (2.19)

1 dW Dh(L,u)i c
2 a u ,  l<A~ (2.20)—/i =

Za Gausov bijeli sum vazi /?{.=./,} =  0, pa je srednja vrijednost estimacione greske 
jednaka:

C lA cu /^ i)} =  (2.21)
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Vari jansa I1'' estimarije je jednaka:

var{ Aui/̂ L) } = l erf. I . o'i \  l-'h
4^ 1/ir l + STTi? 75-2|/i|2 V 2|/iiv /•*

Pod pretpostavkom da li. —* 0, 7’ —* 0* /i/V  —'► oo, dobija se da je:
oo OO

/•;.= E Wn(nT)(nTf - /i2£; £„ =  E wh(nT)(nrl ’)2 —* hTB,
n  — -  oo

gdje su /•' i IL konstante koje zavise od primijenjenog prozora:
rl/2 /-1/2

/•’ =  /  w ( L ) t l d t \  F  =  /  w 2{ L ) L  
J 1/2 J 1/2

( 2.22)

(2.23)

(2.24)

Vrijednost L/t(i) koja utice na bias IF  estimacije moze se izraziti kao:

H  ip(2sl *)(t)
.t l  (2 s+ 1)! 4M O  = 2  S ' E w*(n:T)(n7’)2” 2 = £B»(Va'+1)(0. (2.25)a=l

gdje je /i,,(s) =  (2a2 E^L-oo wh(nT)(nT)2s+2. Procjerta Lh(L) moze se obaviti kao 
[58, 60]:

M O  < E  ^n{nT)(nT)4 = A'/2|/l,,(l)!; sup |M(2)(t)| = A"/2. (2.26)
n -  - o o

Za /i. —* 0, T —> 0, h/T —*• oo: /3/t(s) —» 2Fbsh2s 12, gdje je
1 /■ I/2

^  = H B r r l  /  ™(0r ‘ +2rfi-(2s + 1)! /< J 1 / 2

Primjenom relacija (2.21), (2.23), (2.26), dobija se:
OO

E {A ufl(t)} =  E /l'25̂ (23)(0 ,

odnosno:

(2.27)

3= 1

|£7{AcD;i(t)}| < /i2|6i|M2.

Kod pravougaonog prozora, izraz za varijansu IF  estimacije svodi se na:

v a ?-{A M 0 } =  — j- [ 1 + a2 \ T

dok je bias jednak:

|/ 1 P  V 2 | / i | 2 y  /i3 1

ibi.as(L, h) =  — h2u>w (t),

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)
jer je b| = 1/40.

Zakljucuje se da bias IF  estimacije zavisi od drugog izvoda I F, dok se varijansa 
sastoji od dvije komponente od kojih je jedna posljedica suma, a druga pusljedica
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medjusobnog djelovanja suma i signala. Slirni rezultati su izvedeni i u analizama 
vezanim za uticaj suma na distribucije Cl)  kJase [224]-[236]. Povecanjem sirine prozora 
smanjuje se varijansa, dok za bias vazi suprotno. Ovo ukazuje na moguci kompromisni 
izboL' siiine prozora za estimaciju IF  pomocu WD.

Varijansa IF  estimacije pomocu SPEC  jednaka je [62]:

var{A= (2-32)

Bias formalno ima isti analiticki oblik kao bias WD,  s tim sto zavisi od prvog izvoda 
II'' [59]. Tako na primjer, kod linearnog FM signala, IF  estimacija pomocu WD  ne 
posjeduje bias, dok kod SPEC  posjeduje bias koji moze biti znacajan. Kada se IF  
brze mijenja, to SPEC  postaje manje upotrijebljiv za estimaciju.

U [61] analizirana je IF  estimacija ostvarena pomocu L — WD.  Kod distribucije 
reda L, varijansa IF  estimacije se povecava L2 puta u odnosu na W D  (2.30), dok se 
bias smanjuje u istom odnosu. Kod SM u slucaju da nema preklapanja komponenti 
signala u TF  ravni, varijansa 1F estimacije jednaka je varijansi IF  estimacije za svaku 
pojedinacnu komponentu signala. Kao sto ce se to eksplicitnije vidjeti kod estimacije 
amplitude signala, kod WD  dolazi do povecanja varijanse IF  estimacije u slucaju 
multikomponentnih signala.

Pored biasa i varijanse, veliki problem u IF  estimaciji moze predstavljati greska 
usljed diskretizacije po frekvenciji, koja se moze imenovati kao greska kvantizacije po 
frekvenciji [215]. Pod pretpostavkom da je uniformna vjerovatnoca da IF  uzme bilo 
koju vrijednost iz intervala, varijansa kvantizacije je za WD  jednaka:

2 ( A w ) 2 7T2
° q =  12 =  12/i2

U slucaju da je spoljrl sum mali, ova greska moze predstavljati najvecu mjernu nesi- 
gurnost u sistemu. Moze se umanjiti interpolacijom po frekvenciji pomocu metoda 
dodavanja nula ” zero-paddinga” [172], Mana ovog pristupa je znacajno povecanje me- 
morijskih racunskih potreba sistema. Druga giupa rjesenja su metode za odredjivanje 
tzv. spektralnog pomjeraja <5(n) na osnovu kojeg se I F estimacija odredjuje kao:

w (n) =  7T (km(n) +  6(n))/Tw. (2.34)

A.E. Fillip [237] je realizovao algoritam za odredjivanje spektralnog pomjeraja za 
racunanje maksimuma FI' (odnosno frekvencije sinusoide) sa Hammingovim prozorom. 
Kod W D  sa Hammingovim prozorom i linearni FM  signal spektralni pomjeraj iznosi
[237]:

1 WD(n,km — 1) — WD(n, ktIl +  1)
2WD(n,  krn +  1) -  2W D(n, kin) + W D {n ,k in -  l ) 1 (2.35)
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gdje je |<5(7i)| < 1/2. U radu [238] razmatrana je primjena ovih tehnika na vise tipova 
prozora. Za Rife-Vincetove prozore oblika [238, 239]:

w(7i) = J2A{P,l)cos{27inl/N), k =  0 ,1 ,...,N  -  1,
1=0

gdje su koeficijenti prozora ove klase A(P,L), spektralni pomjeraj je:
(P +  l/2)WD(n,krr„)\WD(n,k„l + 1) -  WD(n,km -  1]

6(n) =

(2.36)

(2.37)
[WD(n,km) + WD(n, km + l)][WD(n, km) + W D (n,km -  1)]'

Hannov prozor pripada ovoj klasi za P =  1, odgovarajuci spektralni pomjeraj jednak 
je [54, 238]:

0.5VZD{n,km)\WD{n,km +  1) -  WD{n, km -  1]
< 5 ( n )  = (2.38)['WD(n,km) + WD(n,k„t +  l)\\WD{n, kin) + W D {n,km -  1)]‘

Slicne tehnike su razvijene i za druge tipove prozora u [238], kao i za pravougaoni 
prozor [240]. Za razliku od interpolacije, koja uvecava memorijske i racunske zahtjeve, 
ove tehnike nemaju te probleme. Kod interpolacije, varijansa greske IF  estimacije se 
smanjuje do nivoa:

a* =  \2h2(K  + l ) 2 ’ (2‘39^
gdje K x Nw predstavlja ukupan broj dodatih nula, dok je Nw broj odbiraka signala u 
okviru prozora. Varijansa IF  estimacije pomocu W D  za linearni FM  signal odnosno 
varijansa IF  estimacije pomocu SPEC  za sinusoidalni signal, se umanjuje do A ^ 2 puta 
■50, 51, 241, 242]. Najvece poboljsanje se dobija kod primjene pravougaonog prozora, 
gdje su i najveci problemi usljed postojanja Gibsovog fenomena i efekata ’’ curenja 
spektra” . Kod nelinearnog FM  signala postoji problem biasa, koji ogranicava primjenu 
ovih tehnika. Medjutim, eksperimenti su pokazali da se ovim tehnikama smanjuje i bias.

2 . 2 . 4 . 2  E s t i m a c i j a  a m p l i t u d e  s i g n a l a

Posmatra se W D  signala /(n ) zahvacen CGW N  varijanse a 2:

W Dx(n,uj) =  ^2 w{k)w(—k)x(n +  kT)x*(n — fcT)e"j2fcTtJ.
k=-Nw/2

Varijansa distribucije jednaka je:

a2TX =  E{WDl{n,u)} -  E2{ W Dx(ntuj)}.

(2.40)

( 2 . 4 1 )

Kao i u slucaju IF  estimacije, sum se sastoji od dvije komponetne od kojih je jedna 
nastala usljed interakcije signala i suma dok je druga posljedica suma a\v [224, 225]
r2 _=  °fv +  gd.je su:

Z  ™l{k)[\f(n +k)\2 + \ f ( n - k)\2Y, al„ =  o lE w.
k=-Nw/2

(2.42)
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Koriscen je realan i paran prozor w2{kT) =  w(k)w( — k) energije ICW = n/ 2  w '(^)-
Ako je signal f(n)  sa sporopromjenljivom amplitudom u okviru prozora, / ( n) = 
A(n) exp(j(p(n)), gdje je |7l'(n)| < <  \<p'(n) varijansa W D  jednaka je:

o 2xx(n) =  Ewal[2A2(n) + a,2]. (2.43)

Za procjenu vrijednosti biasa neophodno je pronaci srednju vrijednost WD:

E {W D x(n,u)} =  W D s(n,u) Fw(2lo) +  cr2u>2(0), (2.44)

gdje je *0 oznaka konvolucije po frekvenciji, dok je Fw(lj) FT  ekvivalentnog prozora 
Fw (u) = IrT[w2(k)]. Za u;(0) =  1 drugi clan u izrazu (2.44) svodi se na a2 i bice 
izostavljen u daljim analizama. Razvijanjem prvog clana u izrazu (2.44) u Taylorov 
red, zanemarujuci clanove viseg reda, dobija se:

f-n/2 
t/2

W D ,(n ,u )  *w Fw{2tu) =  -  W D f (n,u -  B)Fw{2Q)d6
7T J - tt/2

_ . , 1 d2W D f {n,u)~  W D f (n,to) +  -------- — -------m 2, (2.45)

gdje je energetski moment ekvivalentnog prozora m2 =  ^  cu Fw(u)duj, a bias se 
moze izraziti kao bias(n,uj\ N) =  |Bf(n,u)m 2 gdje je Bf(n,9) =  d2W  D j(n,ui)/  dw2. Iz 
prethodnih relacija uocava se linearno povecanje varijanse sa povecanjem sirine prozora. 
Bias opada sa kvadratom sirine prozora. Kao i u slucaju estimacije / F, ovo ukazuje 
na mogucnost odredjivanja optimalne sirine prozora.

Za multikomponentni signal:
M

x (n) =  E / * ( n) +  K n)- (2.46)
»=i

Varijansa W D  jednaka je [216, 218]:
Nw/2-\

-2 E ™4(*0
Jt=-N„/2

M
J2Mn + k)
i = l

+ (2.47)

odnosno, ako su komponente razdvojene u T F  ravni izraz (2.47) svodi se na:
Nw/ 2 -l

= E w4(k)
k = - N v , / 2

M
2 E l /* ( n +  fc)|2 +  cr"

1=1
(2.48)

Kod W  D multikomponentnih signala, kao nezeljeni efekat pored kros-clanova, po- 
javljuje se i povecanje varijanse u mjerenjima IF  i amplitude signala. Zakljucak o 
povecanju varijanse u estimaciji distribucije u slucaju multikomponentnih signala moze 
se uopstiti na sve distribucije CD  klase koje su date u diskretnoj formi kao:

oo oo

CDx{n,uj-,ip) =  ^2  E /c)a:(n + m  +  k)x '(n  + m  -  k)e~j2u)k,
oo m = —oo

(2.49)



S o ftv e r s k i  i h a rd v e r s k i  s is te m i  za v re m e n sk o - fre k v e n c ijsk u  a n a lizu 75

gdje je funkcija jezgra u time-lag domenu. Srednja vrijednost, distribucije za
multikomponentni signal (2.46) je:

M M  oo
E { C D x(n,u-,<p)} =  + a l „  £  (2.50)

i= l j = l  m= -  oo

Varijansa distribucije jednaka je:
OO OO

£  £  \ (̂Tn,k)\2+
k —— oo m =  —oo

oo oo oo oo

+<?l £  £  £  <p(mu kx)<p'(rn2,k2)x
t ]  =  - o o ) n i = - o o  fc? = oo m 2 = - o o

X

M M
^  / i ( n  +  m ,  +  /cj) ^  f j ( n +  m 2 -1- A:2) 6 ( m i  -  m 2 +  -  fc2) +
»=i i=i

M M
x Y l M n — m\ — k\)'5Zfj(n ~ m2 — k2)6{m\ —m2 — ki + k2) (2.51)

t=i j=i
U slucaju da u oblasti, za ^(rrij, k])(/?"'{m2, k2) ^  0 za Vi, j ,  i /  j  vazi fi(n +  777, + 
fc])/j (71 +  7712 +  ̂ 2) = 0, kros-clanovi su potisnuti i nema povecanja varijanse distribucije 
usljed njihove pojave. U suprotnom, kada (p(rri], k )̂(fi*(m2, k2) A 0, za Vi, j, i ^  j, vazi 
fiin+m-i + fc])/* (77+ 777,2 + k2) 7̂  0, kros-clanovi postoje i dolazi do povecanja vrijednasti 
varijanse distribucije.

Amplituda monokomponentnog signala se kod W D  moze procijeniti u skladu sa 
marginalnim uslovima kao:

Nw
A 2(n) =  Y ^ W D ( n , k ) A u / 2 7 r ,

fc=i
(2.52)

gdje je A lj korak pa frekvenciji Aca =  7r/(TNw). Kako je energija signala kon- 
centrisana u svega nekoliko odbiraka oko odbirka u kome je detektovan maksimum 
km(n) — K  < k < km(n) +  K , estimacija amplitude moze se obaviti sumiranjem izraza 
(2.52) preko 2K  +  1 clanova reda. Varijansa estimacije amplitude za monokomponentni 
signal jednaka je:

= (2 K  + 1)<7̂ (2A2(t7) + al)Ew/ N l  (2.53)

Bias procjene amplitude je biasA =  (2K  +  l^y/^iVu,). U slucaju estimacije ampli­
tude linearnog FM  signala, procjena amplitude moze se popraviti pomocu spektralnog 
pomjeraja. Tako se za W D  sa Hannovim prozorom procjena amplitude moze obaviti 
kao [215, 216, 218]:

1
A 2{n) =  £  W D { n tkm{ n ) + i ) A ( i ) A u / 2 n ,

«=-1
(2.54)
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gdje je:

A(<) ____________________________
■r-̂ 1 3in((J(n) —27rt/Afii;)A ru, /2 )  ’
2^i=-lai a\D((6(n)-2*i/Nw)/2)

{ a - i ,a 0,a|} = {0.25,0.5,0.25}. (2.55)

Slicno ovom, za tehniku koja je opisana za Hammingov prozor (relacija (2.35)), popravka 
est nacije amplitude moze se izvrsiti kao [237]:

A2{n) =  WD(n, km{n)) -  ^ (W D (n, km(n) + 1) -  WD(n, km(n) -  1)) 6(n). (2.56)

Bias kod SPEC  jednak je:
OO

biasSpEC{n) =  E{SPECxx(n,uj)} -  SPECj/(n,u) =  a2 Y ]  w2(k), (2.57)
k ~  — oo

dok je:
OsPEci71̂ )  =  crlEo(2SPEC(n, u) +  cr^£0), (2.58)

gdje je Eq = 52'jT_00 w2(k). U oblasti komponente signala, kao i kod W D, postoje dvije 
komponente varijanse od kojih jedna zavisi od signala i suma, a druga samo od suma. 
Van oblasti auto-clana postoji samo komponenta usljed suma. Za multikomponentni 
signal (2.46), u slucaju da se komponente signala ne preklapaju u T F  ravni vazi:

M
VsPEci71̂ )  =  alE0(2 Y ySPECl(n,u}) +  a2,E0), (2.59)

t=i
gdje je SPEC  z-te komponente fi(n) oznacen kao SPECtfri^uj). Kod signala koji 
niiesu preklopljeni u TF  ravni nema povecanja varijanse distribucije pod uticajem 
drugih komponenti signala.

Kod SM  bias distribucije jednak je:
AW2- i

biasSM{ri,u) = o 2v ^  w2(i)
i=-Nw/2

sin(zAcu(2Ld +  1)) 
sin(2Aa;) (2.60)

gdje je 2Ld +  1 sirina konvolucionog prozora u frekventnom domenu, dok je varijansa
SM:

aSM(n 'U) ~

= a:.
Id Ld
E £\— Ld

2STFTf(n, u> +  uj] )STFTJ(n. ui +  o;2) +  _ tlj , (2.61)

gdje je Ui = liAcj i Eh- h = YA°=-oo w2(&)c ~iAw(,,-/j)- Za multikomponentne sig- 
nale, u slucaju da se ST FT  bilo koje dvije komponente signala ne preklapaju, nema 
povecanja varijanse usljed drugih komponenti. P o v e c a n j e  n e s i g u r n o s t i  u  p r o c j e n i  

a m p l i t u d e  a d e k v a t n o  j e  p o j a v i  k r o s - c l a n o v a .  Sa povecanjem Ld varijansa SM u 
okviru komponente signala brzo se priblizava varijansi W D  za tu komponentu signala.



S o ftv c r s k i  i h a rc lv e rsk i s is te m i za  v re m e n sk o - fre k v e n c ijsk u  a n a lizu 77

Analiza za distribucije viseg reda znatno je komplikovanija. Pomocu L — W D se 
moze izvrsiti esfcimacija 2/1-tog stepena amplitude signala. Zbog toga se L — W D ne 
moze smatrati vjerodostojnim sredstvom za amplitudsku estimaciju (osim ako je sig­
nal sa priblizno konstantnom amplitudom). Kod SD za monokomponentni i neprekla- 
pajuci multikomponentni signal, za koji se SD racunaju preko autokorelacionih algori- 
tama, varijansa se moze procijentiti kao varijansa W D za svaku komponentnu signala 
pojedinacno.

Primjer 1. Posmatran je analiticki dio realnog lineamog FM  signala:

f( i )  =  exp(—£2/4) cos(157r£2 + 907r£) (2.62)

sa aditivnim sumom i/(£). Signal je odabran korakom odabiranja T =  1/256 i odsjecen 
Hannovim prozorom sirine Tw =  2, sa Nw =512 odbiraka unutar prozora. Standardna 
devijacija suma v(nT) je ou =  0.1. Koristeci K =  1, iz relacije (2.53), dobija se 
oZ = 4.4165 X  10—5, za maksimalnu amplitudu A — 1. Bias je B^ =  2.9297 x 10~5. 
Gi'eska estimacije A2(n) je u okviru granica ± ( B jsL+2aA) =  1.33x 10“ 2 sa vjerovatnocom 
od 95% za Gausovsku distribuciju greske. Na slid 2.8 prikazana je tacna i estimirana 
vrijednost sporopromjenljive amplitude linearnog FM  signala. Za estimaciju amplitude 
iskoriscene su popravke pomocu relacija (2.38), (2.54), (2.55). Varijansa IF  estimacije 
jednaka je cr2 =  6.8947 x 10“5. Kvantizaciona gieska po frekvenciji je cr2 =  0.20562 i 
moze se smanjiti do nivoa varijanse IF  estimacije koriscenjem spektralnog pomjeraja. 
Kako je maksimalna frekvencija um = Nwir/(2Tw) — 1287T, jasno slijedi da je relativna 
gi'eska veoma niska. Prethodna analiza je obavljena za W D  i SM  sa Ld =  6. Za SM  
koriscen je dvostruko veci korak odabiranja. Svi rezultati su statisticki ispitani. Kada 
je ulazni sum jedino posljedica A/D kvantizacione greske, tada se, podrazumijevajuci 
12-bitni konvertor, dobija ulazni sum varijanse cr2 =  2~u /3. U ovom slucaju se u 
sistemu javljaju samo greske usljed ’’ curenja spektra” i diskretizacije po frekvenciji.

Prim jer 2. Za dvokomponentni signal:

x{t) =  e-*2/4ej(15«t»+70»t)(l +  +  (2.63)

varijansa W D  je dvostruko veca nego u prethodnom primjeru. Ujedno, kros-clan je 
dvostruko veci. SM sa Ld =  6 daje istu varijansu amplitude i IF  estimacije (detek- 
tovanjem pozicije lokalnih maksimuma) kao sto je to u slucaju monokomponentnog 
signala.

2.2.4.3 Numericka efikasnost

U [95] je data analiza broja racunskih operacija potrebnih za proracun SM  i WD. 
U Tabeli 8 u Prilogu dat je broj racunskih operacija za proracun ovih distribucija, 
gdje je Nw sirina prozora kod ST FT, dok je sa 2 Ld +  1 oznacena sirina konvolucionog
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Slika 2.8: Estimacija promjenljive amplitude realizovana pomocu tehnika spektralnog 
pomjeraja.

prozora koji se koristi u proracunu za SM  u skladu sa prethodnom relacijom. Kod WD  
broj odbiraka u okviru prozora je 2NW zbog preodabiranja signala. Broj numerickih 
kalkulacija za SPEC  dobija se uvrstavanjem vrijednosti Ld — 0 u izraze za SM.

Kako se racunanje distribucija viseg reda obavlja rekurzivno i kako je polazna 
funkcija (SM)  realna u svakoj od kaskadi, neophodno je NwLd/2 realnih mnozenja 
i sabiranja. Za SD, programsku realizaciju usloznjavaju logicke operacije, tako da 
broj numerickih kalkulacija nije jedino bitan za njihov proracun. Problem koji pos- 
toji u softverskoj ne postoji u hardverskoj realizaciji, jer se pojedine operacije mogu 
obavljati paralelno koriscenjem odgovarajucih ASIC cipova.

Npr., posmatra se estimacija signala vibracija motora (primjer 3 iz 2.2.3) sa Ld — 3 
i sirinom prozora Nw — 256. Odnos broja mnozenja i sabiranja kod W D  i SM su 
5120/1152 i 2752/768, respektivno. SM  zahtijeva, naravno, vise racunskih operacija 
nego SPEC. U ovom slucaju je odnos 768/1152 i 384/768.

2.2.4.4 Konvergencija S-m etoda

Iz prethodne analize slijedi da je potrebno da frekvencijski prozor bude sirine 
2Ld +  1 =  Nw da bi se auto-clan SM sveo na auto-clan WD.  To bi dovelo do po- 
jave unutrasnjih interferencija, kros-clanova i akumulacije suma. Pokazuje se na nizu 
primjera, kao i u prakticnim realizacijama, da dodavanje nekoliko clanova SPEC-  
u daje auto-clan blizak auto-clanu W D  uz eliminisanje drugih nezeljenih efekata. 
Analiza konvergencije auto-clana SM  bice obavljena na primjeru linearnog FM  sig­
nala x(t) =  Aexp(jat2/2 +  jbL). Auto-clan ovog signala je definisan u [188] kao 
C(tj) = FTt{ c(—clt, t )} . Posmatran je maksimum auto-clana ovog signala u u> =  0. Za 
WD  funkcija jezgra je (za pseudo formu) c ( 0 , t ) =  t<j(r/2)tu*(-r/2), pa je maksimum
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auto-clana jednak za svako a i za w(i) parnu i realnu prozorsku funkciju dat kao:

C WD{0) =  [  w2(t /2)cIt. (2.64)7 — oo
Fnnkcija jezgra kod SM jednaka je c(0,t ) = P (—0/2) *0 Aw(0,t), gdje je Aw(0,r) 
AF funkcije prozora. Pod uslovom da je P(0) pravuugaoni prozor sirine 29p i w(t) 
pravougaoni prozor sirine Tw, dobija se da je maksirrmm auto-clana S M jednak:

f-Tw / 2  sin(2Opt) sin(at(T — 2|£|))
Tw/2

' S M (0; a) =  4 r  J r
-dt (2.65)t aL

i za Op — > oo vazi C.5m (0 ;o.) —> C u/d(0) za svako a. Auto-clan SPEC -a je propor- 
cionalan kvadratu modula primijenjenog prozora [188] Cspbc(w; a) ~  w 2 ( lo/a) tako 
da je sirina auto-clana priblizno jednaka aT. Na osnovu ovoga moze se zakljuciti da, za 
pravougaoni prozor w(t), maksimum SM se aproksimativno linearno priblizava maksi- 
mumu auto-clana W D. Za analogni signal ovo je ilustrovano na slid 2.9a (dobijeno iz 
relacije (2.65)) dok je za diskretni signal prikazano na slid 2.9b (dobijeno numericki). 
Uzeto je Tw =  2 i Nw =  128, dok je a =  107r, tako da je auto-clan SPEC  sirine 
aTw =  207T. Za Op 107T obuhvata se kompletan auto-clan. U diskretnoj realizaciji to 
znaci da La mora biti 10 da bi se dobio maksimalan auto-clan. U slucaju da se upotri- 
jebi Hannov prozor w(l) iste sirine, u diskretnoj realizaciji za La =  5 odbiraka, dobija 
se 95% auto-clana W D. Moze se konstatovati da funkcija prozora, koja za datu sirinu 
postize maksimalnu koncentraciju energije u FT domenu, daje auto-clan koji najbrze 
konvergira auto-clanu W D  [171]. Druga vazna cinjenica za odredjivanje amplitude 
signala u skladu sa relacijom (2.52) je zadovoljavanje marginalnih uslova. SPEC  ne 
zadovoljava marginalne uslove, dok ih WD  zadovoljava. U posmatranom numerickom 
primjeru, integral duz u> od SM sa Hannovim prozorom za La = 1 daje 99.97% energije 
signala. Ujedno, ako se izvrsi sumiranje SM za Ld =  5, preko samo tri clana (K =  1), 
dobija se vjerodostojna estimacija amplitude relacijom (2.52). Veoma vazna za analizu 
je i osobina potiskivanja kros-clanova kod SM. Kao ilustracija za multikomponente 
signale moze se posmatrati SM  sa Hannovim prozorom w(t) sirine Tw — 2 sa Nw =128 
odbiraka u okviru prozora sume dva paralelna linearna EM gnala:

x(t) =  exp(ja£2/2 + jbt) + exp(ja£2/2 — jbt), ( 2.66)

gdje je a =  b =  107T. Maksimumi komponenti signala su razdvojeni za jednu sirinu 
auto-clana SPEC aTw =  207r (slika 2.10a). Rezultati na slid 2. W su normalizovani 
u odnosu na auto-clan WD.  Za Ld = 5 izvrsena je gotovo kompletna koncentracija 
auto-clana (95%), dok je maksimalna vrijednost kros-clana manja od 6% auto-clana. 
Procenat koncentracije auto-clana za Ld =  4 i Ld =  6 je 88% i 98%, respektivno, 
dok je maksimalni kros-clan velicine 2.5% i 12.7%. Na slid 2.10b prikazan je SM sa 
Hannovim prozorom z b  Ld =  5. Sa signal-adaptivnim SM moguce je postici kompletnu 
koncentraciju auto-clana bez pojave kros-clanova.
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Slika 2.9: Priblizavanje maksimuma auto-clana SM auto-clanu WD: a) Analogni signal 
pravougaoni prozor; b) Diskretni signal pravougaoni prozor; c) Diskretni signal Hannov 
prozor.

-fiOit 60n

Slika 2.10: Suma dva linearna FM signala: a) Spektrogram; b) S-metod Ld=6.

2.3 Hardver za vremensko-frekvencijsku analizu
U praksi se moze sresti veliki broj hardverskih sistema za TF  obradu signala. Tokom 
godina, napretkom teorije i tehnologije, ova su rjesenja znacajno poboljsana. U tom 
smislu, za poredjenje moze posluziti sistem koji su razvili Boashash i Black 1987. go- 
dine [243] za realizaciju WD.  Interesantno rjesenje za realizaciju W D su ponudili 
Zhu, Peyrin i Goutte [38]. Ovo rjesenje je prikazano na slid 2.11. Hardver za rea­
lizaciju T F  distribucija CD  klase na bazi dekompozicionih algoritama prezentiran je 
u [168, 170]. U [70] Amin razmatra rekurzivnu realizaciju T F  distribucije CD klase, 
dok je u [78] isti autor prezentirao mogucu realizaciju baziranu na filtarskim bankama. 
Vektorski-procesirane distribucije su analizirane u radu Cunninghama [244], O prob- 
lemima efikasnog racunanja diskretne pseudo W D  i mogucih hardverskih rjesenja, de- 
talji su objavljeni u radu [245].

Prethodno je vec ukazano na cinjenicu da bi veoma dobro bilo realizovati distribu- 
ciju koja ne posjeduje: kros-clanove, suvisnu akumulaciju suma i unutrasnje inter-
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Slika 2.11: Principski hardver za realizaciju Wignerove distribucije zasnovan na
ladovima Zhua, Peyrina i Gouttea.

ferencije. Pokazano je da je takva distribucija S M , za ciju realizaciju nije potrebno 
preodabiranje. Ova distribucija pruza mogucnost jednostavne hardverske realizacije. 
U ladovima [ 196, 246] razmatrana je mogucnost ASIC realizacije SM sa konstantnim i 
signal adaptivnim konvolucionim prozorom. Realizacija SM  sa konstantnim konvolu- 
cionim prozorom moze se opisati sa dva bloka. U prvom bloku realizuje se STFT , 
dok se u drugom realizuje odgovarajuca autokorelacija STFT. Zbog nemogucnosti 
cipova da procesiraju kompleksne podatke, odvojeno se vrsi proracun SM  za realni i 
imaginarni dio STFT  prema relaciji:

d̂
SM(n, k) = \STFT{n, fc)|2 + 2 £  STFTlic(n, k + i)STFl';ic{n, k -  i) +

i — l

+ 2 ]T  STFTlm(n, k + i ) S T F T ; j n , k -  i), (2.67)
i=i

gdje indeksi SI'FI' oznacavaju realni i imaginarni dio ST FT.
Realizacija signal adaptivnog SM ukljucuje odgovarajuca prekidacka kola, koja su 

u stanju da zaustave racunanje SM u trenutku kacla vrijednosti odgovarajucih ST FT 
clanova padnu ispod utvdjenog nivoa. Da bi se dobila odgovarajuca upravljacka logika,
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IJlazni signal 
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Slika 2.12: Blok sema sistema za realizaciju signal adaptivnog S-metoda.

za kontrolne impulse, uvode se komparatorska kola koja, za \ST FT{n, k ±  z)| ispod 
zadal.og nivoa, daju iskljuceno (odnosno onemogucavaju sabiranje dodatnih clanova u 
SM),  i obrnuto:

1 \STFT{ri,k±i)\ > R 
0 \STFT(n,k ±i)\ < R

Kontrolni signal, koji odredjuje da li se z-fci clan sumira ili ne, formira se kao:

X±i = ( 2.68)

C t  —  | | -A .Jt-f.rri-A .fc_ m  , ZCL Z —  1 , 2 , . . . ,  L d m n x  i C {  —  C ; _  | A l fc.j.f A .fc  _ £. (2.69)
rn— 1

Maksimalna sirina prozora je 2Lrfmax +  l. Kako se vrijednosti SPEC  uvijek prosljedjuju 
na izlaz, to se moze uzeti C'o — 1, cak i ako je \STFT(n, k) | < R. Na slid 2. 12 prikazana 
je blok sema sistema za realizaciju-signal adaptivnog SM.

U radu [246] analizirana je mogucnost rekuizivnog racunanja L — W D  bez kros- 
clanova koristenjem istog hardvera. Slicna blok sema za racunanje polinomijalne 
YVigner-Villeove distiibucije bez kros-clanova, zasnovana na SM, data je u [112, 113].

2.4 Hardverski sistemi za
prostorno/prostorno-frekvencijsku analizu

Hardverska realizacija sistema za S/S — F analizu 2D signala je slozenija nego klasicni 
TF  sistem. Razlog je u nepostojanju kvalitet.nih dekompozicionih algoritama koji bi 
svodili distiibucije CD  klase na racunanje 2D ST FT. Stoga je SM  gotovo neizostavan 
za S/S — F analizu. ST FT  se realizuje rekurzivno kao [196, 198, 247]:

27r
ST FTHe (711 + 1,n2, k 1, k2) = STFrl )ic (n 1, u2, k 1, k2) cos —  k 1 -/v

— STFThn(n\, n-i, /c,, fc2) sin — &! +

+ ( - ! ) * ' [ s r n ' t o f a k d U t  + i w  ~ STFTRc{n2,k2)\nt H_w/2j 

SI 1‘ 7 /m(Tii +  1, n-t, k\, k2) — .S'77,7 ,/((.(/ii, u2, /ct, k2) sin —  fc( +

(2.70)
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Slika 2.13: Realizacija S-metoda sa konstantnim prozorom.
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Slika 2.14: Projekcione linije za racunanje signal adaptivnog 2D S-metoda.

2tt
+ STFT/m(nu n2,kItk2) cos — /»;,+

( —l) fc| [STFTim(n2, ^2) In, il i /v/2 — STFTim(n2, k2)\ni + i _ , (2.71)

gdje indeksi Re i Im oznacavaju realni i imaginarni dio ST FT. Na slid 2. IS prikazan je 
sistem za realizaciju SM sa konvolucionim prozorom P(m.\,m2) za koji je L\ — L2 =  2. 
Kako se arhitektura odnosi samo na tacku (n\,n2ik],k2), to se potpuni sistem dobija 
dodavanjem istih djelova za ostale tacke [247, 248]. Kompleksni rnnozac. [x] na izlazu 
daje realni dio proizvoda odgovarajucih 2D ST FT:

SI'FT (n ,, n2, k\ + , k2 +  tj,i2)[x ].9T>F l *(ri|, u2, k\ — ini, k2 — tti2) =

= STFTneinuii^ki + m u k2 + r ^ S T  FT ’Rc{n] ,n2, k { -  inv,k2 -  m2) +

ST FTim(n \ ,n2,ki + m u k2 + m2)ST FT;m(n, , n2, An -m j,f c 2 -  rn2). (2.72)

Cjelokupni hardver za realizaciju SM sastoji se samo od kola za mnozenje i kola za 
sabiranje, sto ga cin: :::uzetno pogodnim za ASIC implementaciju. Ukupno kasnjenje 
ovakvog sistema je neznatno vece od kasnjenja dijela za realizaciju ST FT  i jednako je 
zbiru kasnjenja potrebnih za realizaciju jednog stepena kompleksnog mnozenja i jednog 
stepena kompleksnog sabiranja.

Signal adaptivni SM dobija se kao [197]:

SM (hi , n2, k\, k2) = \STFT{nu n2,k u k2)\2 +  2 ^  ^  P„,,n2(fci. *2. W) x
(n,(i) t= 1

x R.c{ST ,n2, fc) + ai,k2 + bi)SrF FT'{nXyn2,k\ -  ai,k2 -  bi)}, (2.73)

gdje je (a, b) e  S U {(0,1), (1,0)} i S skup uzajamno prostih brojeva za koje je b >
0. Promjena dimenzija prozora se obavlja tako sto se sumiranje obavlja po pravima



So ft-versk i i h a rd v e rsk i s is te m i  za v re m e n sk o - fre k v e n c ijs k u  a n a lizu 85

Slika 2.15. R.6alizacija kontrolnih signals za promj6nljivu velicinu prozora.
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/>,,/ -  1,2,... kau na slid. 2. U,. Definisanjem para (a, b) vrsi se sumiranje proizvoda 21) 
ST FT za sve vrijednosti koje su razlicit.e od nule, odnosno vere od utvrdjenog nivoa. 
Kada se, po odredjenom pravcu, dodje do vrijednosti ST FI' koja je manja od zadatog 
nivoa, sumiranje se prekida. Prozor PnunQ(ki, k2, ai, bi) ce, u pomenutim pravcima, 
omoguciti sumiranje samo onih clanova za koje su STFT{rt\,n2,k\ +  ai.,k2 + bi) i 
ST FI'' (n j ,n2, —ai,k2 — bi) razliciti od nule, dok se ostali clanovi, za koje su jedna, ili
obije komponente, manje od zadatog nivoa, nece koristiti. Na ovaj nacin se konvolucioni 
prozor deformise do proizvoljnog oblika u zavisnosti od vrijednost 2D ST FI'.

Zaustavljanjem sumiranja van auto-clanova, 2D SM sa promjenljivim prozorom 
potiskuje kros-clanove (odstranjivanje je moguce ako se 2D ST FT pojedinih kompo- 
nenti signala ne preklapaju), a uvodjenje referentnog nivoa smanjuje i sum u sistemu.

Promjena dimenzija prozora se realizuje pomocu logickih kola, kao na slid 2.15. 
Sve linije (r|,i2), i\ > ôi > 2̂ > io2, za posmatranu tacku (k\,k2), koje su ispod defi- 
nisanog nivoa /?n|n3, su iskljucene. Ova referentna vrijednost se moze definisati kao 
kolicnik maksimalne vrijednosti \STFT(tI] , n2, k\, k2)\ za svaku tacku (ki,k2) i fiksira- 
nog koeficijenta Q, pri cemuje 1 < Q < cxd =  maxftlifc3 \STFT{n\, n2, k ,̂ k2)\/Q.
Na slid 2.15 moze se vidjeti realizacija kontrolnih signala za tacku {tl\ , n2, k\, k2), ako 
su prethodno izracunate vrijednosti 2D ST FT. Izlazi iz komparatora su oznaceni sa 
Xiui?, i i ,2 =1 ,2 ,  ..., N:

X
|ST F T ( '« i , 7*2, /c, ,  fc2) | >  / £ „ lt„a

|.STy'7’(n],n2,/c1,/c2)| <  /?„„„,
(2.74)

Kontrolni signali koji vise iskljucivanje pojednih linija, za posmatrano [k\,k2), defi- 
nisani su izrazom [1971:

/ <  £*TT1II X

Oai,6t — | S A., i ai.ki \
*=1

biXfc | at,fc3 -6i, i — 1,2,..., L/c (2.75)

gdje Lmax odredjuje maksimalne dimenzije prozora.
Za (a,b) =  (1,0) dobijaju se kontrolni signali za pravu p0, dok se za (a, b) =  (2,1) 

dobijaju kontrolni signali za pravu p\ sa slike 2. 14 itd. Vrijednosti S PE C  se, i u slucaju 
da je \STFT(n\, n2, k\, fc2)| < /?-n,,n3, uvijek propustaju na izlaz sistema tj. Co.o s  1. 
Na slid 2. !6}e,  za tacku (n\,n2)kl:k2), prikazan zavrsni dio prozora za realizaciju 
2D SM sa adapt’ mom velicinom prozora koji koristi kontrolne signale sa slike. 2.15. 
Na slid 2.17 prikazan je u cjelosti blok za realizaciju 2D SM sa promjenljivim dime- 
nzijama prozora u tacki (ri\,n2,ki,k2), podrazumijevajuci da su vrijednosti 2D SI'FI' 
izracunate na nacin opisan prethodno. Kompletan sistem za SfS — F analizu dobija 
se dodavanjem istog hardvera za ostale tac.ke. U primjeru je, bez gubit.ka opstosti, 
podrazumijevano Linax =  2, odnosno primjena 8 pravih kao na slid 2.14. Ovakvim
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Slika 2.16: Zavisni dio sistema za racunanje signal adaptivnog S-metuda
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Slika 2.17: Kompletna sema sistema za racunanje signal adaptivnog 2D S-metoda.



S o ftv e r s k i i h u vc lve rsk i s is te m i za  v re m e n sk o - fire k ve n c ija k 11 un a lizu 89

SPEC (m,1=0.41/i27-=0.4.*,,Aj ) T = O A , k M  SM ( n ,T = 0 .4 ^ 1T = 0 .4 .A llk 2)

*1 128 128

H r i
.  **■

*2 *2 ______________________ 2̂j
128 0 128 128

b)

Slika 2.18: Multikomponentni 2D signal u tacki (0.4,0.4): a) Spektrogram, b) S-
metod sa konsl.ant.nom sirinom konvolucionog prozora, c) S-metod sa signal adaptivnom 
sirinom prozoia.

sistemom bi se obezbijedila S/S— F analiza 2D signala ’’on-line” cime bi bio prevazidjen 
problem relativno dugog vremena softverske S/S — F obrade.

Primjer: Posmatra se 2D signal zahvacen sumora:

.x(<],i2) = e“-742ir̂ '+l̂  + cos(207rf2 — 1671(2) + i/(( 1,(2) (2 .7 6 )

gdje je v{l\,L-i) C C W N  varijanse oJ, — 0.6. Odabiranje je izvrseno periodom (1/128, 
1 /128), a distribucije su izracunate u tacki ((1, (2) — (0.4, 0.4). Koriscen je 2D Hannov 
prozor. Na slid 2.18 prikazani su: S PE C , SM sa konstantnim dimenzijama prozora 
{L — 4) i SM sa adaptivnim prozorom, pri cemu je Q =  2, u tacki (/|.(2) = (0.4, 0.4). 
Sa slika se jasno uocava bolja koncentracija auto-clanova kod adaptivnog SM  u odnosu 
na SM sa konstantim prozorom. Odnos broja dodatih simetricnih ST FI' kompo- 
nentni spektrogramu u slucaju adaptivnog i konstantnog prozora je u ovom slucaju 
5483/590480.



GLAVA III



3. PARAMETARSKI
VREMENSKO-FREKVENCIJSKI METODI ZA 

ESTIMACIJU SIGNALA

3.1 Radon Wignerova distribucija
Poznata je cinjenica da se W D  idealno koncentrise na IF  lineamog FM  signala [1, 3, 
188], Kako se brojni signali mogu tretirati kao linearni FM  signali, ili njihove sume, 
to je njihova analiza posebno znacajna. Za parametarsku identiflkaciju linearnih FM 
signala razvijen je veliki broj metoda [23, 56, 97],(249]-[252], Jedan od tih metoda je 
Radon-Wignerova distribucija ( RWD)  [23, 249, 250] kojom se vrsi projektovanje WD  
duz pravaca uz odgovarajucu integraciju vrijednosti. Ocigledno je da se maksimurri 
projekcija nalaze na pozicijama gdje su detektovani linearni FM  signali. Interferentni, 
oscilatorni kros-clanovi ce biti ponisteni, pa nece biti detektovani. R WD  se definise 
kao:

rO O

D(r, cj)) =  $l[WD(t, w)] — / WD( r  cos (J) — s sin 0 ,r  sin <f) + s cos (fi)ds, (3-1)
J  — OO

gdje ugao maksimuma <f> odgovara koeficijentu pravca lineamog FM  signala x(t) = 
exp(jai2/2 +  jbt) tako da vazi (j) — arctana, dok vrijednost r de termini se poziciju 
linearnog FM  signala. RWD  se dechirpingom moze svesti na proracun FT signala, 
odnosno:

D{au uj0) =  I z (t)e -ja,£5/2- J“ °£df
J  — CO

(3.2)

Maksimum D(a\,u>o) odgovara poziciji na kojoj je detektovan par (a,b) parametara 
linearnog FM  signala.

P r i m j e r :  Posmatra se signal:

x(t) =  2cos(147r£2 + 287rt) + exp(j(27rt2 — 167r£)). (3.3)

Na slid 3. la prikazana je W D  signala (3.3), dok je na slid 3.1b prikazana RWD.  Na 
slikama su oznacene pozicije pojedinih komponenti.

91
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Slika 3.1: Suma lineamo-frekvencijski modulisanih signala: a) Wignerova distribucija; 
b) Radon Wignerova distribucija (Da bi se jasnije vidjele komponente najnizi nivo 
izolinija kod RWD je 50% maksimalne vrijednosti.).

3.2 Radonova transformacija za 
kreiranje signal adaptivnog jezgra

Tehnika slicna prethodnoj upotrijebljena je za adaptivno odredjivanje jezgra c ( 0 , t ) u 
ambiguity domenu [97]. AF  linearnog FM  signala x(t) =  exp(ja£2/2 + jbt) koncen- 
trisana je na pravoj liniji, koja prolazi kroz koordinantni pocetak A ( 0 , t ) =  27rejbT<5(0 + 
ar). Stoga je moguce, pretrazivanjem svih pravaca kroz koordinantni pocetak, odrediti 
pozicije na kojima se nalaze linearni FM  signali u AF  domenu.

Primjer. Posmatra se signal (3.3). W D  i AF  ovog signala prikazane su na 
slikama 3.2a i 3.2b, dok su izgled adaptivnog jezgra i distribucija sa adaptivnim jezgrom 
prikazani na slikama 3.3a i 3.3b.

Prednost ove tehnike u odnosu na RWD  ogleda se u mogucnosti prosirenja prim- 
jenjivosti na slucaj nelinearnih FM signala [97].

3.3 Wigner-Houghova transformacija
Wigner-Houghove transformacije ( WNT)  za parametarsku identiflkaciju signala razvi- 
jena je prvenstveno za linearne FM signale [253]. U tom obliku, W H T  se svodi na 
RW D. Ovaj metod se jednostavno prosiruje i ako se pretpostavi neki drugi oblik sig­
nala [56]. Za signal y{t) = A(t) exp(j(j>(t, 0)), cija je I F  0 '(t,0) zavisna od parametara 
oznacenih vektorom 0, W HI', moze se definisati kao:

r°°
Qx{0) =  i rF(t,4>'(t,o))dt.

J —co (3.4)
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Slika 3.2: Suma linearno frekvencijski modulisanih signala: a) Wignerova distribucija; 
b) Ambiguity funkcija.

Slika 3.3: Suma linearno frekvencijski modulisanih signala: a) Adaptivno jezgro u 
ambiguity domenu; b) Distribucija sa adaptivnom funkcijom jezgra.

Primjer. Posmatra se signal sa logaritamskom fazom:

(p(t, a,P, $o) =  3*0 + ctt +  /31n(£) (3.5)

cija je trenutna frekvencija hiperbolna 0'(£, cc, 0) =  ct-\-0/t. W  HT  ovog signala je:
r°° 0

Qx( a , 0 ) =  TF{ t , a  +  j )d t .  (3.6)

Za signal sa dvije komponentne « i  =  0, ft2 =  —S07T, 0 y =  20tt, j02 = 607T i dodat.- 
nim COW N  sa odnosom signal/sum SNR  =  10[dj3] na slid 0.4a prikazan je signal- 
adaptivni S M . dok je W H T  prikazana na slid 3.4b. Jasno se uocavaju pozicije kom- 
ponentni signala.
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Slika 3.4: Suma dva hiperbolicki modulisana signala: a) Signal adaptivni S-metod; 
b) Wigner-Houghova transformacija (Zbog jasnosti prikaza, za sliku b) date su samo 
vrijednosti transformacije koje prelaze preko 50% maksimalne vrijednosti.).

3.4 TF distribucije za parametarsku identifikaciju
Ocigledno je da optimalna transformacija na koju ce biti primijenjena W N T  zavisi 
od signala na koji se ovaj metod identifikacije primjenjuje. Npr., za sumu linearnih 
FM signala, optimalno je koristiti W D , sto svodi primjenu na RW D. Kod WIIT  
dolazi do ponistavanja kros-clanova usljed njihove oscilatornosti, tako da i pored ve- 
likih amplituda, ne bivaju detektovani. Kod nelinarnih FM  signala pokazalo se da 
je dobro koristiti SM sa konstantnim i signal-adaptivnim konvolucionim prozorom. 
Kod signala sa velikom kolicinom aditivnog suma (npr. SNR  =  0[d/3]) neophodno je 
primijeniti sredstvo koje je mocnije od klasicnih bilinearnih predstavljanja. Stoga se, 
u ovim slucajevima, koristi reassignment metod i to primijenjen najcesce na PSWD.  
Kao sto se vidjelo, za proracun ovog metoda potrebno je preodabrati signal, a zatim 
prakticno naci tri distribucije i odrediti vremenski i frekvencijski pomjeraj za svaku 
tacku. Opisani problem se prevazilazi primjenom reassignment metoda na SM [254]- 
[257]:

1 r°°SMW'W{L,uj) =  -  /  P(0)STFTW(L,u> +  0)STFT^(t,uj -  0)d0. (3.7)
7T J  -  oo

Funkcija jezgra u T F  domenu je II(t,rj) — 2p(2i)kKDw(i,cu), gdje su p(r) =  1 FT{P(0)}  
i W Dw(L,u>) W D  funkcije prozora w(l). Za odgovarajucu sirinu prozora P(0) dobija se 
da je SM jednak zbiru W D  auto-clanova. Primjenjujuci reassignment metod na SM 
dobija se TF  pomjeraj:

/  SMTw,w{t,u) \
\  S M WiW(t,uj) J

Ljr(l ,u) = u> — l m S A//^UJ U,(/,,lu) 1
S M WtW(t,u>) J ’

(3.S)Lr(t, u) = L + Rc
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gdje indeksi u SMv>w(t,cu) oznacavaju prozore koriscene u odgovarajucim STF'l' kalku- 
lacijama: Dw =  dw(L)/dl i Tw =  Lw(L). Izraz za lr(l,u>) moze se znacajno uprostiti za 
pravougaoni prozor P(0). Tada, polazeci od cinjenice da je [171]:

r  G(u,L,0 ) i£ jp -d 0  =  G(u>, t, - e v) -  G(u,l,Op) (3.9)J—oo dtJ

vazi:
tr(l,uj) — t + lvn

STFTw(L,u> + ep)STFT^(t,u -  0 P) 
SMw>w(t,u) (3.10)

gdje je 20p sirina prozora P(0), P(0) =  0 za \0\ > \0p\. Kao sto se ocekivalo, ako je 
prozor P(0) siri od auto-clana (sirine odgovarajuce \STFTUJ{t, uj + 0P)|), tada za tu 
komponentu vazi STFTw(t,uj + 0p)STFT^(t,ui — 0p) ~  0, odnosno tr(t,u}) — L. Ovo je 
isto kao za WD,  sto ukazuje da je SM jednak W D za auto-clanove. Diskretni pomjeraj 
je jednak:

nr(n, k) =  n +

___________STFTw(n, k + Ld)STFT^(n, k -  Ld)___________
\STFT{n,k) \ 2 +  2Re £ t̂ , STFTw(n,k +  i)STFT'(n, k -  i)

Ovo je veoma jednostavan oblik za aplikacije, koji moze znacajno da poboljsa kvalitet 
auto-clana bez pojave kros-clanova. Relacija (3.11) koristi ST FT  samo sa jednim 
prozorom, sto je drugo znacajno poboljsanje. Za racunanje STFTw(L,u) mogu se 
koristi ti rekurzivne relacije, bas kao i za racunanje ST FTow(t,uj), koja je, npr. za u>(t) 
Hannov prozor, jednaka:

STFTDw(n,k) =  J ^ [ S T F T R( n , k -  1) -  STFTR(n,k +  1)], (3.12)

gdje je T korak odab ranja, a oznaka STFTR(n, k) predstavlja ST FT  sa pravougaonim 
prozorom.

Dalje poboljsanje moze se dobiti ako se koristi pomjeraj samo po vremenu. Kako je 
SM bi;zak W D , vrijednosti vremenskog i frekvencijskog pomjeraja su male i teze nuli. 
Stoga, samo jedan pomjeraj moze proizvesti dobre rezultate. Zbog jednostavnosti bice 
koriscen vremenski pomjeraj:

J ~oo
(3.13)

gdje je tr(l',u>') dato relacijom (3.10).
Vazno je napomenuti da SM ne zahtijeva preodabiranje i racunanje analitickog 

signala za realne signale, sto je znatno jednostavnije u odnosu na P S W  D [56, 95]. 
P r i m j e r  1. Data je suma nelinearnih FM  signala:

x(L) =  exp(j‘27r(140i + 350 + 601n(t + 2.5))) +  exp(j27r(7t3 -  611 +  24£)). (3.14)
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Slika 3.5: Suma dva hiperbolno modulisana signala: a) Spektrogram; b) S-metod; c) 
Modifikovani spektrogram; d) Modifikovani S-metod.

Parametri posmatranog signala su trajanje Tw — 2 i broj odbiraka u primijenjenom 
Hannovom prozoru Nw =  128. Na slid 3.5 prikazani su SPEC, SM  kao i odgo- 
varajuce reassignment distribucije. Koncentracija signala na IF, kod modifikovanog 
SM , postignuta je gotovo u potpunosti.

Primjer 2. Posmatra se signal oblika:

x(t) =  x,(t) + x 2 (l),

gdje su:
X , ( 0  =  d &Qnt +  e - ^ ( ( N - 1 . 7 5 P - 7 . 7 5 0 ) 

x 2 {t) = e-J8,rt2+J8l,rt -I- e-8(t+2.S)7-j87Tt3H

Korak odabiranja je T =  1/96. SPEC  ovog signala racunati koriscenjem sirokog 
— 192) i uskog (Nw =  32) Hannovog prozora prikazani su na slikama 3.6a i 3.6b. 

SM sa Ld — 2, zasnovan na ST FT  sa sirokim prozorom Nw =  192, prikazan je na slid 
3.6c. SM je, ocigledno, blizak WD za svaku komponentnu signala pojedinacno. U 
numerickim realizacijama za reassignment distribucije upotreba nivoa se podrazumi- 
jeva [165]. Vrijednosti distribucije ispod nivoa se ne koriste za racunanje reassignment 
distribucije. U ovim primjerima usvojen je nivo od 5% maksimalne vrijednosti odgo- 
varajuce distribucije. Reassignment verzija SPEC  sa sirokim prozorom ne moze biti

(3.15)

- 3  < £ < - 1 / 4  (3.16)

hJ'10?hrt, 0 < £ < 3. (3.17)
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Slika 3.6: a) Spektrogram sa sirokim prozorom; b) Spektrogram sa uskim prozorom; c) 
S-metod baziran na STFT sa sirokim prozorom; d),e) i f) Odgovarajuca reassignment 
predstavljanja.

komplet.no koncentrisana duz IF  (slika 3.6d), dok verzija sa uskim prozorom ne razd- 
vaja bliske komponentne signala (slika 3.6e). Reassignment verzija SM  daje, gotovo 
kompletnu, koncentraciju duz IF  (slika 3.6f). SM  sa iskljucivo vremenskim pom- 
jerajem daje veoma slicne rezultate kao i kod pomjeraja u oba pravca (slika 3.7) uz 
numericki znatno jednostavniju realizaciju.

Prim jer 3. Za parametarsku identifikaciju signala neophodno je dobro koncen- 
trisati energiju signala duz IF. Kako reassignment distribucije idealno lokalizuju li- 
nearne FM signale, posmatrana je suma dva linearna FM  signala:

x(t) =  -|- ej 'IGtt t? — j24ir£ (3.18)

zahvacena C G W N  varijanse Posmatrani su SPEC  (Ld = 0), SM za Ld =  1,2, 3,4
i odgovarajuce reassignment (RTF) distribucije. Odnos energija duz I F  i van ovog 
regiona definisan je kao:

B =  10 log I I I(t.u<)efi

H i t, R

T F(l,uj)dtdw 
T F(t}u>)dLdu (3.19)

Oblast R odgovara komponentnama signalna. Odnos B za razlicite distribucije (ra- 
zlicito La), kao funkcija odnosa sum-signal (a^/A), prikazan je na slid 3.8. Nemodi- 
fikovane distribucije su oznacene sa TF. Npr., za avjA  =  1 modifikovani SM  za Ld = -1
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Slika 3.7: Modifikovani S-metod sa vremenskim pomjerajem.

daje odnos B veci za 6.5[dB] nego modifikovani SPEC , ili odgovarajuci nemodifiko- 
vani SM. Prosirivanje konvolucionog prozora P{0) ne produkuje dalju koncentraciju 
auto-clanova, odnosno dovelo bi do vece akumulacije suma [226].

3.5 Veza frakcione Fourierove transformacije i 
transformacija koordinata vremensko- 
frekvencijskih predstavljanja

U poslednje vrijeme velika paznja posvecuje se izucavanju frakcione Fourierove transfor­
macije (FRFT)  i njenim primjenama u kvantnoj mehanici [258, 259] i optici [260]-[262]. 
Veliki broj radova ispituje osobine ove transformacije [282]-[284]. Veoma interesantan 
pregled osobina FRFT,  sa aplikacijama u obradi signala i vezama sa T F  transfer- 
macijama, dat je u [263]-[265]. Diskretna realizacija je razmatrana u [266]-[274]. Za 
numericke realizacije, u okviru ovog rada, bice koriscen pristup koji su dali Catagay i 
Ozatkas u [270, 271]. Kao izvor ove transformacije mogu posluziti matematicki radovi 
[259, 275]. U novije vrijeme, znacajnom povecanju paznje, koja se posvecuje ovoj trans- 
formaciji, doprinijeli su radovi L.B. Almeide [263]. Najnovija istrazivanja dovela su do 
primjene FRFT  u dekompoziciji i filtriranju signala [276]-[281 ].

FT normalizovana faktorom \j\pFn moze se shvatiti kao rotiranje signala x(t) u 
TF  ravni za ugao tt/2 (slika 3.9), a inverzna FT  kao rotiranje signala za ugao —7r/2. 
Uzastopnom, cetvrostrukom primjenom FT  na signal dobija se polazni signal, odnosno 
rotacija za ugao 4  ■ 7r/2 =  27T u  TF  ravni. FRFT  se moze tretirati kao rotiranje signala



P a ra m e ta rsk i v re m e n sk o - fre k v e n c ijs k i m e to c li za  e s t im a c iju  s ig n a la 99

Slika 3.8: Odnos koncentracija duz trenutnih frekvencija linearnih FM signala i van ove 
oblasti (TF oznacava bilinearna vremensko-frekvencijska predstavljanja, dok su RTF 
odgovarajuce modifikovane distribucije.).

za proizvoljan ugao ft u TF  ravni:
/ OO

x(t)KQ(u, L)dti
OO

(3.20)

gdje je:

Ka(u,t)
a ^ k n , k e  Z

6 (t — u) 
8 (t + u)

a = 2 kn, k G Z 
cc =  (2k +  1 )7r, A: € Z

(3.21)

Inverzna FRFT  je data kao:
roo

x(t) — I X a(u) K - a(u,t)du. (3.22)
J  - o o

FRFT  je unitarna tiansformacija, koja se razvija pieko skupa Hermitskih funkcija 
[275]. Neke od fundamentalnih osobina FRFT  su: 1) Specijalni slucajevi: a) za q = 
2/c7t, X a(u) — x(u)\ b) Za a =  7r +  2/c7r, ^ ( u) =  x (—u); c) Za ft =  7r/2 + 2kn, 
X Q(u) = X(u)\ 2) Aditivnost po uglu: FRFT${Xa(u)} =  X Q+/3(-u), gdje je FRFTp 
oznaka FRFT  za ugao 0\ 3) Inverzna FRFT  jednaka je FRFT  za ugao —ft.

U Tabeli 9 u Prilogu date su FRFT  za neke oblike signala. FRFT  je nasla veliku 
primjenu u TF  analizi [171, 263], [285]-[288]. U [171] analizirana je transformacija koor- 
dinata AF  kao jedno od fundamentalnih predstavljanja signala [289, 290]. Naime, trazi
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FT

*

IFT
« . F T

\  \
x(-t)

FT ^ ^  FT

*(-«)

t % )

x(0

Slika 3.9: a) Ilustracija FRFT u vremensko-frekvencijskoj ravni; b) Ilustracija adi- 
tivnosti po uglu.

se signal x A(t) takav da je njegova AF  jednaka A(a6  + br, c6  +  dr), gdje je transforma- 
cija defmisana unimodularnom matricom (matricom sa jedinicnom determinantnom)
A:

ad — be =  1. (3.23)

Unimodularnost matrice A mora biti zadovoljena radi postojanja inverzne transforma- 
cije. Primjenom transfonnaeije date matricom A-1 na signal x^(t) dobija se polazni 
signal x(t), odnosno polazna transformaeija u ambiguity domenu. Matrica inverzne 
transformaeije je takodje unimodularna. U radu [286] je uoceno da je FRFT,  zapravo 
specijalni slucaj transformaeije koordinata za transformacionu matricu:

( cos Oc sine* \
(3-24)

— sin a cos q J

U ovom slucaju vazi da je 2,'a(0  = X a(t). Dakle, rotaeiji AF  odgovara FRFT  za isti 
ugao. Signal Xa(0 se, na osnovu [171], moze izraz.ti kao:

z A(0 -  c {[x(t)eja't7'2} *t e#t*/(w«)} (3.25)

gdje je *t oznaka konvolueije u vremenskom domenu. Vrijednosti parametara su c*t = 
(1 — a)/c, Q\ =  — c i 0:2 =  (1 — d)/c gdje c ^  0. Za c =  0 dobija se veoma slican oblik 
relaciji (3.25), koji se moze naci u [171].

Vazno je uociti da transformaeija signala x A(l) transformacionom matricom K 
dovodi do signala x K.\(t), koji, u opstem slucaju, nije jednak xiVK(L) zbog nekomuta- 
tivnosti operaeije matricnog mnozenja (A ■ K  ^ K ■ A). Medjutim, za matrice rotaeije
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l.ipa (.'5.24) vazi komutativnost, tako da vazi X niii(u) = X Ut„(u) za proizvoljne uglove
a  i 0 .

Ishi zakljucci vaze i za transformaciju koordinata W D , s tim sto rotacija signala 
za ugao q dovodi do rotacije koordinata W D  za ugao — a [286, 287], Slicno, vazi 
za distribucije CD  klase pod uslovom da je jezgro distribucije u T F  domenu sferno- 
simetricno II(£,tj) =  /(\/£2 + a;2) [285].

Primjer 1. Radonove transformacije AF  i W D  koriscene su u cilju odredjivanja 
pravca linearnog FM  signala i za dizajn jezgra distribucije [23, 56, 97, 249, 250]. Ove 
transformacije su ekvivalentne kvadratu modula FRF'i ' za dati ugao. Veoma efikasno 
odredjivanje pravca linearnog FM  signala moze se obaviti i koriscenjem transforma- 
cione matrice:

A =

sto je prostije nego rotacija, odnosno FRFT.  Ovoj transformacionoj matrici odgovara 
/ U  (0, t )  =  A(0,0/0 + t ) .  Transformacija se moze odrediti kao izlaz iz kvadratno faznog 
filtra x,\(t) =  x(t ) * e~J0t*/2. Za linearni FM  signal x(t) — exp(juot +  j'yt2 /2) dobija 
se: _____

x A(t) =  e - j 0 t i / 2  /^LL^(-o+ 'y02/2(7-/J)) (3.27)
V 7 ~ P

odnosno |.x’A(i)|2 — ■ ^vaj izraz dostize maksimum za 7 =  ^, a zatim se na
mjestu nadjenog maksimuma |xA(l)|2, mijenjajuci 0 , detektuje pravac g =  tan(<£>) — 3 
linearnog FM  signala u ambiguity ravni. Po vremenskoj osi maksimum je lociran u 
trenutku t tako da je uQ + 'yi =  0 dok je x,\(i) =  e~]'yl2l2 6 [u)0 + 'yt). Ova relacija, 
sa odredjenim koeficijentom pravca 0 — 7, determinise nosecu frekvenciju ujq. Ovaj 
metod je linearan i moze se koristiti i kod multikomponentnih signala. Npr., posmatra 
se signal x(i) =  Aexp(j27rl, +  j4nt2 /2) 4- B exp(j’37r£ — j5nt2 /2). U skladu sa (3.27), 
transformacija ima maksimalnu vrijednost ]a;a (t)|2 za 0\ =  47T i 0 2 =  —57T. Maksimumi 
su locirani u trenucima l\ i £2 definisanim sa i\0 \ + 2 tx =  0 i £2/̂ 2+ 37T =  0 i lociranim na 
nosecoj frekvenciji. Ovo, stoga, moze znacajno da simplifikuje kompleksna izvodjenja 
i definicije koje su prisutne u primjeni Radonove transformacije na AF  ili W D  [23, 56, 
97, 249, 250].

Prim jer 2. Skalirani signal x(fct) je neophodan u nekoliko T F  distribucija, kao 
sto su polinomijalna Wigner-Villeova transformacija [112, 194] i L — W D  [109, 110, 
202]. Najcesce se odredjuje interpolacijom i preodabiranjem. Skalirani signal, koji 
je neophodan u ovim distribucijama, moze se dobiti iz generalizovanog oblika FRFF  
(3.23), sa transformacionom matricom:

(3.26)

A = 1/Jfc 0
0 k

(3.28)
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kojoj odgovara transformacija signala:

x lX(l.) = C ({[.t (0  * ejt*/2pi] c3a'L‘2/2) * e->**/2Ae-jo-tV2) i (3.29)

gdje su — (k2 — k)/a, ct] =  a//c, /?2 — (1 — fc)/o: > a je proizvoljna konstanta 
[171]. Ovaj oblik ne zahtijeva interpolaciju za dobijanje visokokoncentrisanih distribu- 
cija viseg reda [171, 286].

Ovo su samo dva primjera u kojima se moze primijeniti generalizovana FJRFT, kao 
opsti slucaj transformacije koordinata AF  i WD,  na jednostavniji ili efrkasniji nacin u 
odnosu na prostu rotaciju [286].

3.6 Transformacija koordinata 
L-Wignerove distribucije

Transformacija koordinata moze se primijeniti na L —WD  kao distribuciju viseg reda. 
Ako se trazi signal koji daje L — WD  sa transformisanim koordinatama LW D(at + 
bu,cl + dcj), dobijaju se slijedeca tri slucaja [171, 288]:

1) Za b ±  0:

\/  r 0 0  F L (  L ( l - u ) 2  ' , ‘ ' L  .
x,\(l) = ki ( I x L(u)eJ'2  ̂ b ) e 3 *«• du] e3

V J  -  oo J
„ *V2 (3.30)

gdje je k\ takvo da je 1/̂  | = (1 / 2zr16|) X̂2L .
2) Za c f .  0:

(ro o  r  OO F c ( m - u ,  f  . ( I -u -O "
/  /  x L(u<[)ejL e -JLcu?/2ejLc ?o-<o du\du

J  — CO J — oo

1 f t

(3.31)

gdje je k2 takvo da je \k2\ = { L \ c \ / 2 tx^\(\ -  a)(l -  d)|) ' .
3) Za b — c =  0 svodi se na signal dat relacijom (3.29).
Ako se transformacija koordinata L—WD  svede na rotaciju, odnosno a =  d =  cos a 

i c = —b =  sin a. u relaciji (3.30), birajuci konstantu fc) tako da rotacija u suprotnom 
smjeru za isti ugao ct daje pocetnu transformaciju, dobija se L-frakciona Fourierova 
transformacija (L — FRFT)  [288]:

X L,a(u) = 7/(1 — j  cot a ) ' 
27r

1/2//

G O ‘ «>
c o t a ( u 2 -\rt‘>) ~ j L u t c s c adt̂ j

\/L
(3.32)

Inverznoj L — I'RFT  odgovara rotacija za ugao —n: 

/ L (  1 -I- j  cot cv) \ 1/,2Lx(L) =
2 n +t2)+3 Lut<*cad u j /L. (3.33)
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Osnuvne osobine L — FRI'vl' su: 1) cz — 0 = >  Xi,o(u) = x(u)\ 2) a = tt/2
yV,<7r/.2(u) = r (/-°°cc^(0e jLuJldL̂  1 , dok se za L =  1 dobija FT' skalirana
faktorom 1/\/2tx\ 3) a =  —7r = >  X^-„(u )  =  a:(—u); 4) L = 1 = >  X ^ a(u) =  X a{u)\ 
5) L — FRFT  je aditivna po uglu i ujedno komutativna. Ako se L — FRFT za L \ ft 
primijeni na X L ct(u) dobija se X La.yp(u).

L — F'RFT se moze racunati po sljedecim koracima: stepenovanje signala sa F, 
mnozenje sa chirp signalom (linearnim FM  signalom), konvolucija sa chirpom, stepen­
ovanje sa 1/L, mnozenje sa chirpom i konstantnim clanom.

L — FRFT se moze izraziti preko FRFT  kao:

X U u )  =  lM«-
& ~ 1

sto se za L =  2 svodi na:

*2, »  = (1±1£2^)1/4 ( J ^ X ^ u +  t)A~(u -  r)e“7COlc*T?dr̂
L — FRFT  za sumu stepena L = k +  m moze se izraziti preko L — FRFT  stepena k i 
rn kao:

(3.34)
i=l /

2 \ 1/2
r)e~-,cotQT d r ) . (3.35)

(/c -(- 7/l) ( 1 + j  C O t  £V) \  , ( *  + r

2 'nkm j

a
0 0  , i t  \  1 / (7 C - J- T 7 T .)

^ A t >  + r/k)XZJu -  T/m)e->T ( ~ )>2dr j  <3.36)

U Tabeli 10 u Prilogu date su L — FRFT  nekih karakteristicnih signala. U radu 
[283] proucavana je FRFT  proizvoda i konvolucije dva signala. Analogno postupcima 
opisanim u [283], dobija se da je L — FRFT  proizvoda signala z(t) =  x(t)y(t) data 
relacijom:

\ 1/2L
^ LyOtî ) -- ^

(  L{\ — j  cot a )(l — cot ft cot 7 + j  cot Q cot ft) , , ^1 —  ------------------------sm psin 7
2 n

xe V V 4" n v  V ■*»'" a / )  x

f  f00 xrt (usinft . \ , /u sin 7  . \I ' — -------1- r  sin ft ) Yr ( — --------Tsin7)\J-ao L 0  \ 2 sin a H j  L'7 \2 sin a 7
e ~-» ; 3f ; o P ( c o 3 ^ a i u ^ - c o 3 T 3iD 7 ) e - J , . f n o T 7 (ooat>3i » 0  Hcos-r siu

gdje je cot a = co t^ -f cot 7. Relacija (3.37) moze se znatno pojednostaviti uzimanjem 
ft =  ci i 7 =  7r/2 (ili /? — 7r/2 i 7 = a):

L 1/2 L

(3.37)

Z. -<“) = (5 ) e* b
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X ( / “  A + r s m a ) Y / ; J ^ ^ -  -  t sin ct)c ddT\h\  (3.;,8)

Primjer. Posmatra se kvadratni korijen trougaonog prozora:

x(t) = J l  -  ^ r e c t T(t), (3.39)

gdje je i'eclr(^) pravougaoni prozor koji ima vrijednost 1 za t E [—T'/2, T /2] i 0 drugdje. 
Signal (3.39) prikazan je na slid 3.10a. Na slid 3.10b data je FRFT  signala (3.39) za 
c* = 7r/4, dok je na slid 3.10c prikazana L — FRFT za isto a i L — 2. Isti rezuitati 
koji se mogu dobiti za L — FRFT  definiciono, mogu se dobiti i pomocu relacije (3.35), 
sumiranjem odgovarajuceg reda (koji zamjenjuje integral) preko nekoliko clanova sa 
malom greskom.

a > b) c)

Slika 3.10: a) Signal kvadratnog korjena trougaonog prozora; b) FRFT signala; c) 
L-FRFT signala za L=2.
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4. NEPARAMETARSKI 
VREMENSKO-FREKVENCIJSKI METODI ZA 

ESTIMACIJU SIGNALA

Neparametarski metodi se primjenjuju za estimaciju parametara signala ciji oblici 
nijesu unaprijed poznati. Dakle, zahtjevi, koji se postavljaju u odnosu na ove metode, 
su znatno kompleksniji. Pored metoda opisanih u [220, 291] i onih iz preglednih radova 
[50, 51], izdvaja se metod koji su publikovali Wang i Amin [64], koji uspostavlja vezu 
IF  estimacije sa analizom prolazaka signala kroz nulu [zero-tracking). Osnovni nepara­
metarski metod za IF  estimaciju bazira se na odredjivanju frekvencije na kojoj je dis- 
tribucija li datom trenutku maksimalna. Ovaj koncept je prikazan u okviru realizacije 
VI vi drugom poglavlju ove disertacije.

Neparametarski regresioni metod, koji su razvili Goldenshluger i Nemirovski [292, 
293], polazi od posmatranja neke velicine na ciju estimaciju uticu nesavrsenost metoda 
i greska usljed spoljnih uticaja (sumova). Za realizaciju metoda, neophodno je utvrditi 
statisticko odstupanje (bias) i varijansu estimacije velicine, a zatim procjeniti srednju 
kvadratnu vrijednost greske (MSE -mean square error) prema izrazu:

E {? ,P }  = bias2 (£,p) +  var(£,p) (4.1)

gdje su £ =  £ — £ greska estimacije, £ prava vrijednost i £ estimacija. U slucaju da se bias 
i varijansa mijenjaju na razlicite nacine u zavisnosti od parametra p (npr. bias raste 
sa povecanjem p dok se varijansa smanjuje ili obrnuto), cesto se teorijski moze odrediti 
vrijednost parametra p (popl) koja minimizira MSE. U radovima Goldenshulgera i 
Nemirovskog [292, 293j Popi je odredjivana statistickim metodima (na osnovu velikog 
broja snimanja velicine), zasnovanim na presijecanju intervala povjerenja ( confidence 
intervals).

Metod je u TF  analizi primijenjen na periodogiam [131]. Na osnovu zapazanja 
da se MSE  sporo mijenja u okolini tacke Popt, metod je, u radovima [60]-[62], [231], 
znatno unaprijedjen i sveden na trazenje optimalne vrijednosti parametra p ^  (u ovom 
slucaju to je sirina prozora koji se koristi u T F  transformacijama) u skupu sirina
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prozora sa malo elemenata. U radovima [60]-(62], [231], metod je primijenjen na IF  
estimaciju pomocu periodograma, W I) i L— WD,  dok je u [294] primijenjen na / / '  esti­
maciju pomocu polinomijalne Wigner-Villeove distribucije. Metod je primijenjen i kod 
lokalnog polinomijalnog periodograma [118]. Veoma simplifikovana verzija ovog metoda 
moze se upotrijebiti i za estimaciju vrijednosti distribucije, kao sto je to uradjeno u radu 
[231]. Metod je koriscen za odredjivanje pravca prostiranja elektromagnetnog talasa 
kod antena (DOA - direction of arrival!) i na identifikaciju sistema pomocu adaptivnog 
IjMS algoritma [295, 296]. U okviru prvog dijela ovog poglavlja, bice razmotrena IF  
estimacija koriscenjem TF  transformacija, prije svega WD.  Predlozeno rjesenje dobro 
funkcionise za signale zahvacene bijelim Gausovskim sumom. Medjutim, u slucaju da 
na signal djeluju impulsne smetnje, odnosno tzv. heavy tailed sumovi, kakvi se cesto 
javljuju prilikom prenosa informacija kroz komunikacione kanale, T F  transformacije 
CD klase ne daju zadovoljavajuce rezultate. Stoga je, u drugom odjeljku, opisan mod- 
ifikovani periodogram (robusni M-periodogram) [297, 298] i njegova primjena na IF  
estimaciju. U okviru ovog odjeljka, metod za neparametarsku estimaciju prilagodjen je 
ovoj transformaciji. Robusna W D  je razmatrana u trecem odjeljku, gdje su date sta- 
tisticke i numericke karakteristike ovog T F predstavljanja u I F  estimaciji. U cetvrtom 
odjeljku metod je primijenjen na estimaciju same distribucije (odnosno posredno am­
plitude signala). Generalizovan je za visedimenzione signale. Pokazano je da se, u 
ovom slucaju, metod moze znacajno simpli kovati i svesti na posmatranje dvije vri­
jednosti sirine prozora. Znacajan problem u analizi signala, koji brzo mijenjaju IF, je 
njihovo efikasno filtriranje. U radu je demonstriran koncept vremenski-promjenljivog 
filtriranja uz upotrebu TF  distribucija. O vremenski-promjenljivom filtriranju bice 
rijeci u petom odjeljku ovog poglavlja. Za vremenski-promjenljivo filtriranje primijen- 
jeni su metodi opisani u cetvrtom odjeljku sto je dovelo do uspjesnog filtriranja kako 
jednodimenzionih tako i visedimenzionih signala.

4.1 Estimacija trenutne frekvencije adaptivnim 
vremensko-frekvencijskim distribucijama

U drugoj glavi disertacije izvedeni su izrazi za bias i varijansu IF  estimacije kod WD.  
Zanemarujuci gresku kvantizacije, MSE IF  estimacije kod W  D za pravougaoni pro- 
zor moze se izraziti kao Z2{(Aiu(i))2} = 6<72T//42/i3 + [</>̂3̂ (t)/i2/40]2 gdje su T ko- 
rak odabiranja, <f> (̂t) treci izvod faze signala, A konstantna amplituda signala i 
<72 varijansa C G W N  koji je zahvatio signal. IF  estimacija je oznacena kao w(t). 
prava vrijednost IF  sa cu(t), dok je Aw(i) =  aj(t) — <lj(t) greska I F  estimacije. Op- 
timalna vrijednost sirine prozora h moze se odrediti diferenciranjem MSE  po h, [62]
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0E{(A lu(I,))2 }/dh\, .̂hopl =  0, pa se dobija:

ôpt (0 \
7200at2,T

/12[0<3)(O]2'
(4.2)

Kod TF  transformacija, MSE  se moze izraziti u obliku £’ {(A w (i))2} — ah " + bhm, 
gdje prvi clan potice od varijanse IF  estimacije dok drugi potice od biasa. U ovom 
slucaju, optimalna vrijednost sirine prozora jednaka je hapt(l) =  Tn'r̂ na/mb. Vrijed- 
nost za hopi(L) (4.2) ne moze da posluzi za optimizaciju sirine prozora jer u izrazu 
figurise vrijednost biasa, koji zavisi od nepoznatog signala. U rjesenju figurisu para- 
metri problema koji se zeli rijesiti sto onemogucava direktnu primjenu ove relacije. Za 
h = hapt odnos biasa i varijanse je konstantan, i iznosi:

bias(l, hop,) V n (4.3)

sto se moze iskoristiti u daljem izvodjenju. Pretpostavljajuci da je IF  Gausovska 
slucajna velicina, moze se uvesti relacija:

)oj(£) — (u)A(£) — bias[t, /i))| < Ka(h), (4.4)

koja vazi sa vjerovatnocom P (k). Npr., P (2) =  0.95 (pravilo ’’ dvije sigme” ), P(3) =
0.99, P(4) =  0.999, itd. Dakle, I F  nije moguce potpuno tacno odrediti, ali se moze 
uociti da se MSE  relativno sporo mjjenja u okolini tacke h = hopL(t). Problem se moze 
simplifikovati uvodjenjem diskretnog skupa prozora [62]:

H =  {h3 ,h3 =  2/is_ , , s =  1,2,3,...}. (4.5)

Zbog pogodnosti za FFT  realizaciju, pretpostavljen je diadicki skup prozora sirine 2k 
odbiraka. Obicno se u primjerima uzima 7V0 =  4 ili 7V0 =  8 odbiraka, a zatim naredni 
TV] =  2 7V0, 7V2 =  27V], ..., N3 =  27Va_i, s =  1,2,..., J. Red velicine najmanje MSE  za 
prozore iz skupa H je isti kao u slucaju izbora h^^t). Za svaki prozor iz posmatranog 
skupa, odnosno za svaku IF  estimaciju (IF  estimacije su odredjene kao frekvencija na 
kojoj je odgovarajuca W D  maksimalna), formira se interval povjerenja D3 =  [L3 ,Ua\. 
Gornja i donja granica intervala date su kao:

Lt =  ~  ( «  +  A k )<j ( / i s ) ;  f / s  =  w h , ( 0  +  ( « :  +  A « ; ) ( T ( / i s ) ,  ( 4 . 6 )

gdje su w/,a(i) estimacije dobijene sa odgovarajucim sirinama prozora h =  h3. Pod 
pretpostavkom da je h ^  6 H, moze se zapisati h(p) =  hopt2p,p =  ..., —2, — 1,0, 1,2,..., 
gdje se za p =  0 dobija optimalna sirina prozora. Tada vazi [63]:

a(h{p)) =  2 ~pm/2 a(liopt)\ bias(t,h(p)) =  2p,,/2 J ^ a ( h opt),
V Tit (4.7)
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interval povjerenja se. u ovum slucaju, moze zapisati kao:

D(p) =  [ tjh( p ) ( 0  -  ( « +  AK)a(h(p)),ujh(p)(L) +  ( k  +  A i c ) a ( / i ( p ) ) ] .  ( 4 . 8 )

Optimalni prozor je najveci za koji se, jos uvijek, presijecaju intervali povjerenja, 
odnosno za koji vazi:

d 3 n d sM ^ 0 i d 3+] n d 3 + 2  =  0. (4.9)

Da bi ovo bilo zadovoljeno, gornja granica intervala povjerenja Ds mora da bude veca 
od donje granice intervala povjerenja D3i i i da gornja granica intervala povjerenja 
Ds_, i bude manja od donje granice intervala povjerenja Da+2. Ovo se moze zapisati
kao:

min{f/o} > maxfL^; maxIL^} < min{£/2}. (4-10)

gdje je:

Ui E [u(t) + bias(h(l)) + AKa(h(l)),u(t) + bias(h(\)) + ( 2 k  + A k)<7(/i(1))] (4.11)

i min{f/i) =  u>(t) 4- bzos(/i(l)) 4- A k<t(/i (1)). Slicne relacije mogu se napisati i za U0, 
L\ i L2. Na osnovu ovoga, relacije (4.10) svode se na:

bias(h(0)) 4- A kct(/i.(0)) > bias(h(l)) — A k<j (/i(1)) 

bias(li(l)) 4- (2k 4- A k )ct(/i (1)) <  bias(h(2)) — (2k 4- A k )ct(/i (2)). 

Uvrstavajuci vrijednosti iz relacija (4.7) u (4.12) i (4.13), dobija se:

T ' ! '1 -  1A k <

Za vrijednost A k =  0 dobija se:

m 2- /2 ________
n 2m/2 +  1'

K <  ̂  ̂ ( n ( m + n ) / 2  _  i \
2m/2 4 - r  1J'

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Vrijednosti k  i A k  odredjuju granice valjanosti primijenjenog metoda. Tako se za 
k+ A k =  8 dobija P ( 8 ) =  0.9999. Dakle, u skladu sa izvedenim relacijama i cinjenicama 
opisanim u radovima [42], [6C]-[62], za IF  estimaciju pomocu WD,  moze se primjenit 
slijedeci algoritam:

1. Posmatra se skup prozora opisanih relacijom (4.5);
2. Odredi se WD za svaku od posmatranih sirina prozora;
3. Estimira se 1F za svaku od dobijenih sirina prozora kao pozicija na kojoj je 

odgovarajuca W  D maksimalna u posmatranom trenutku L\
4. Vrijednost vabjanse IF  estimacije, koja fjgurise u izrazima za algoritam, proc-

I  ̂ "jenjuje se kao: c (hs) =  dok se varijansa suma al i amplituda signala mogu
procijeniti kao:

1 N



Ako je amplituda signala znatno veca od varijanse suma vazi procjena [63]:

( T t/ r  — 7ncdian{\ Rey(ri.7’) — Re{7y((n — 1)7’) } |/0.6745, a  =  2, N }  (4-17)

ovi = median{| Im y(nT) — Im{i/((n — 1)7’’)} 1/0.6745,7i =  2 , N}  (4-18)

vl =  (vtr + crli)/2- (4.19)
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Sa y(nT) oznacen je signal zahvacen sumom. U radu [286] opisani su nacini na koje se 
moze procijeniti vrijednost varijanse Gausovskog suma u drugim slucajevima;

5. Opfcimalna sirina prozora je najveca za koju vazi relacija (4.9);
6. Posmatra se naredni trenutak L i vrsi povratak na korak 3.
U radu [62] opisana je IF  estimacija predlozenim algoritmom kada se kao bazno 

T F predstavljanje koristi periodogram. Slicna analiza moze se obaviti i za L — WD
[61, 299],

4.2 IF estimacija u uslovima impulsnih smetnji - 
Robusni spektrogram

Standardni SPEC  za signal x(l), zasnovan na standardnoj ST FT  (C'h(t,uj)),
definisan je kao:

l s(t,u) =  \Ch(L,u) \ 2 (4.20)

STET(l,uj) — Ch(t,uj) =  —----- ——  y^iu,l{nT)x(l + nT) exp(-jam T), (4.21)
En wh{nT) ~

gdje su prozor Wh(nT) = ^w(nT/h) > 0, h > 0 sirina prozora i 52nWh(nT) —► 1 kada 
h/T —* oo. Period odabiranja je oznacen sa T. ST FT se moze opisati kao rjesenje 
sljedeceg optimizacionog problema:

Ch(t,Lj) =  arg mjn J(uj, C ), (4.22)

gdje je:

J(uj,C) = w^(nT)\x it +  nT) ~ 0^(t,uj) ey:p(ju7iT ) \ 2 =  'fTwh(nT)F(e), (4.23)
n n

dok je ” funkcija gubitaka” ( loss function):

F(e) =  ]e(nT)|2 =  \x(t +  nT) -  Cf(t,uj) exp(jujnT)\2. (4-24)

Minimizacija za odred^vanje C obavlja se na osnovu 8 J(uj, C)/dC’ = 0, odakle slijedi 
(4.21).

Pokazano je da drugi oblici funkcije gubitaka, kakva je na primjer F(c) =  |c|, mogu 
dati veoma dobre rezultate u slucaju signala sa heavy-tailed sumovima [300, 301, 303].
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Heavy-tailed sumovi su modeli impulsnih smetnji, koje se cesto pojavljuju prilikom 
prenosa signala u komunikacionim kanalima. Periodogram dobijen korisrenjem ove 
funkcije naziva se robusni M — periodogram [297, 298]. Odgovarajuei robusni SPEC
ima oblik:

Ia {1 ,uj) = \C,i(L,uj)\2\ Ch{L,u) =  arg min J(u,C)  (4.25)

J(u ,C ) =  y2w h(nT)\x(t + nT) -  C {̂L, ui) exp(junT)|. (4.26)
n

Minimizacijom J(cj,C) dobija se rjesenje u obliku:

Ch{l,uj) = — 1 Y l d{nT)x{t +  nT) exp{ - ju n T )  (4.27)En«(nT) V

d(nT) =  'y(nT)/^'y(nT)-  (4.28)
n

7 (nT) — wh{nT)\x(t 4- nT) — Ch(t, tu) exp(jamT)|-1. (4-29)

Skup jednacina (4.27) i (4.29) je nelinearan sa nepoznatom Ch(t,ij ). Ovaj sistem se
moze rijesiti koriscenjem sljedece iterativne procedure [298, 304, 305]:

Korak 0: Inicijalizacija (racunanje standardne STFT):

C^]{L,u) =  ^ --- 1/ ^  + nT)exp(-jumT)  (4.30)
E n  Wfdjll  ) „

7(0)(n7') =  wh(nT)\x(t + nT) — c£0)(t, u>) exp(joiriT)|_ l, (4.31)

d(0)(nT) =  7(0)(n T ) /y ]7 (0)(nT); (4.32)
71

Korak (i): k =  1,2,..., K:

Clk\t,u>) = -  +  nT) exp(-jum T) (4.33)

7{k)(nT) = wh(nT)\x(t +  nT) -  c [ k\t ,u) exp(jwnT)\~l, (4.34)

d(k)(nT) = 'yw {n T )/ ^ 2 ^ k\nT) (4.35)
n

sa pravilom za zaustavljanje proracuna:

k =rnin {k : \C[K)(Ltu) -  w)|/|C^-1)(i,w)| < V , k <  [<}, (4.36)

gdje su ij > 0 i K dati;
Korak (ii): Za robusni SPEC  usvaja se vrijednost 7^(t,cj) =  |C/i(£,u;)|2, gdje je 

Ch(Ltu) =  Cp(t,u>).
Eksperimenti pokazuju dobru konvergenciju algoritma. Za vrijednost 77 =  0.1 

uobicajeni broj iteracija je izmedju A: =  3 4- 5, i nikada ne prelazi 15.
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Primjer 1. Posmatrana je suma tri kampleksne sirmsoide (ovdje je pusmatran 
robusni M — periodogram, kao specijalni slucaj vremenski nezavisnog robusnog SPI/JC):

x(t) =  exp(j0.15s£) + exp(j0.5.s£) + exp(j0.85s£), (4.37)

gdje je s =  Nw7i/Tw maksimalna frekvencija signala trajanja Tw sa Nw odbiraka u 
prozoru. U primjeru je uzeto Tw =  2 i Nw — 1024. Signal (4.37) je zahvacen sumom 
u(l) =  Ucii(t) + jva(L), gdje su i>cr(0 i ^ci(l) medjusobno nezavisni sumovi sa 
Cauchyevom raspodjelom. Funkcija gustine raspodjele Cauchyevog suma je:

a
g(x ) = (4.38)

7r ( l  +  ( a x ) 2 )

Cauchyev sum se moze simulirati kao uc {t) =  — J  V eT?/2gi - 1, gdje je x promjenljiva 
distribuirana Gausovski sa varijansom a2 i a =  yJn/2/a. Na slid 4-la prikazan je 
signal (4.37) zahvacen sumom, na slid 4-lb prikazan je standardni periodogram ovog 
signala, dok je na slid 4 -lc prikazan robusni M-periodogram.

Kao drugi model heavy-tailed suma moze se koristiti:

" (0  = a{^{t)  + jvl(t)) (4.39)

gdje su i/,(£), i =  1,2 Gausovi bijeli sumovi sa jedinicnom varijansom /V(0, 1). Slican, 
model impulsnog suma koji se cesto koristi je v(l) = i/i(l)/u2 (l) +  3  , gdje su
t/,(£), i =  1,...,4 Gausovi bijeli sumovi sa varijansom <7,. Veoma vazna klasa sumova 
su generalizovani Gausovi sumovi:

k
f {x )  = , - \ \ x \ / M k ) \ k

2A(k)T(l/k)

gdje je r(Jfc) gama funkcija, data kao r(/c) = f£° xk~le~xdx i:

(4.40)

A(k) = .r (i/fc) 1/2
(4.41)r(3//c)

Za k =  2 dobija se standardni Gausovski sum, za k =  1 sum sa Laplasovom raspod­
jelom, dok se za k =  0.5 dobija model atmosferskog impulsnog suma. Robusni M- 
periodogram se moze odrediti i za visedimenzione signale. Npr., neka je data suma 
dvije 2D kompleksne sinusoide:

x(L) = exp(js(0.15ti +  0.85i2)) 4- exp(js(0.5£| +  0.5i2)), (4.42)

gdje je TW[ = TW2 =  2 (trajanje signala po obije koordinate). Broj odbiraka po ko- 
ordinatama je NWi =  NWJ — 256 i s =  AfWiTv/TWi. Signal (4.42) zahvacen je sumom 
oblika:

v(li,t2) =  a{u\{tu t2) +  jvUtuh)), (4.43)
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Slika 4.1: a) Suma kompleksnih sinusoida zahvacenih Cauchyevim sumom; b) Stan- 
dardni periodogram; c) Robusni periodogram.

gdje su t'i(£i , 2̂)1 1 — 1,2 2D Gausovi bijeli sumovi sa jedinicnom varijansom 1V(0,1). 
Na slici 4-2 prikazan je robusni i standardni periodogi'am signala (4.42) zahvacenog 
sumom (4.43). U primjeru je uzeto a — 6. Jasna je prednost robusnog M — periodograma.

Robusni SPEC  moze da se, u skladu sa [42], [60]-[62], [298, 304, 305], koristi za 
estimaciju parametara signala zahvacenog sumom x(nT) = s(nT) + v(nT) gdje su 
s(£) = n cijeli broj i T korak odabiranja. Kompleksni bijeli sum u(nT) ima
parametre B{u(nT)} — 0 i E{ |r/(nT)|2} = Po defmiciji, IF  je prvi izvod faze: 
uj(L) = ip'(t) i moze se estimirati kao: uJh(t) =  arg rnax /^ (t,u). Primjena prozora 
u)h(nT) implementira ideju nepametarske IF  estimacije kada je vremenski promjenljivo 
cj(t) moguce procjeniti kao konstantu, u okviru uskog prozora u/h(n'I') oko trenutka l 
[58, 127, 306]. U skladu sa [298], uz navedena ogranicenja, mogu se izvesti asimpt.otske 
formule za varijansu i bias greske IF  estimacije: =  a>(t) — koje su date
kao:

vav( AcD,(t)) =  V ( F , G ) ~ W ,„  +  O fT /h 3); (4.44)
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Slika 4.2: Dvodimenzioni signal zahvacen heavy tailed sumom: a) Standardni peri- 
odogram; b) Robusni M —periodogram.

E(Aujh(t)) = Buh2JV{t)  +  0 (h2). (4.45)

Sa 0 ( x) oznacana je mala vrijednost tako da 0(x)/x  —» 0 kada x —» 0. Koriscene su 
oznake:

ĵ °ocw2 (u)u2du 
( / ~ 0 w{u)u2d u f

B„ = 3! w(u)u2du J-
j wiiTju^du (4.46)

V(F, G) =  J (Fw (v))2 dG(v) /  FW (v)dG (v )y  (4.47)

T —+ 0, h —> 0, T/h4 —* 0, u /^ t )  £  0 i Gje funkcija raspodjele suma u(nT), dok su 
/ 7 ( 0  j ^r(2) iz v o c jj funkcije gubitaka F(e).

K o m e n t a r i :

1. Ako je sum Gausovski, u ~  N(0,cr2 /2) i funkcija gubitaka kvadratna F(e) =  e2, 
tada je V(F, G) =  a 2 /2. Zamjenom ove vrijednosti u (4.45) dobijaju se poznate formule 
za varijansu greske I F  estimacije dobijene pomocu standardne ST FT.  Ove formule se 
mogu dobiti kao specijalni slucajevi generalizovanih rezultata iz [58] i [118]. Slicno se, 
za F(e) =  |ej, dobija V(F,G)  =  7rer2/2.

2. Faktor V(F, G) figurise u formulama za varijansu. Tako, izbor funkcije gubitaka 
utice samo na varijansu estimatora, ali ne i na bias. Formule za bias su iste i za robusne
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i za nerobusne estimacije [62]. Slicni rezultati se dobijajn i za lokalnu-polinomijalnu 
aproksimaciju u robusno regresionoj analizi [307].

3. Glavni clanovi MSE  daju:

E {{A uh{ t ) f )  =  V { F , G ) ^ W „  + (4.48)

Smanjivanjem sirine prozora h smanjuje se bias i povecava varijansa, i obrnuto. Opti- 
malni prozor je:

k0pi (0  —

Ovo daje optimalni kompromisni odnos izmedju biasa i varijanse uobicajen u nepara- 
metarskoj estimaciji. Optimalna sirina prozora zavisi od: odnosa signal-sum A/a 
koraka odabiranja T, distribucije suma, odabrane kriterijumske funkcije F  i drugog 
izvoda trenutne frekvencije u /2)(t). Optimalni izbor sirine prozora zavisi od drugog 
izvoda nepoznatog parametra koji se zeli estimirati.

4. U radu [118] razmatrana je i estimacija amplitude pomocu robusnog M —periodo- 
grama. Asimptotska relacija za srednju kvadratnu gresku estimacije amplitude je:

OT roo 12
E {A 2} =  V{F,G)—  /  iu2 (u)dv. + \m{t)BAh2 n^{L)\ , (4.50)

gdje je By\ = w2 (u)u2du. Svi osnovni zakljucci izvedeni za IF  estimaciju, neznatno 
izmjenjeni, mogu se primijeniti na estimaciju amplitude pomocu robusnog SPEC.

Kao sto se vidi iz asimptotskog slucaja, estimaciona greska moze se predstaviti 
kao suma deterministicke komponente (biasa) i varijanse. Estimaciona greska moze se 
zapisati kao:

M O  — ajh(0| < |6zas(£, h)\ +  K<j(h), (4.51)

gdje je cr2(/i) =  var(Auh(i))- Nejednakost (4.51) vazi sa vjerovatnocom P ( k), gdje 
K odgovara mjeri standardne Gausovske distribucije N[Q, 1). Iz relacije (4.48) slijedi 
da |6ias(£,/i)| —> 0 kada h —* 0. Neka je h =  hs tako malo da je ]/nas(£,/ia)| < 
K.a(h3). Tada vazi |oi(i) — lj/1(i(£)| < 2K(j(h3) i za neko malo hs svi segmenti Ds = 
[cj/,b(£) — 2k,<j (Ii3) , d>jla(£) -I- 2/ccr(/l3)] imaju zajednicku tacku, odnosno lj(£). Posmatra 
se rastuci niz h3, < h2 < ..., gdje je lis+ najvece h3 za koje segmenti Ds_ \ i Ds
imaju zajednicku tacku. Vrijednost sirine prozora /i3+ naziva se optimalnom, i sa njom 
se vrsi IF  estimacija signala koja se oznacava kao cj)l3+(£). Optimalna sirina prozora 
zavisi od trenutka posmatranja.

Osnovna ideja za ovakav izbor je sljedeca: ako segmenti Ds_ t i Ds nemaju za- 
jednickih tacaka, to znaci da je bias veliki u odnosu na standardnu devijaciju. Tako se 
statisticka hipoteza za bias testira u datom obliku na nizu jednacina i najveca vrijed­
nost, za koju ove nejednakosti daju presjecnu tacku odgovara kompromisu izmedju

3V (f , Gyrw*  
\AA2{Buito^{t))2'

(4.49)
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biasa i varijanse, odnosno, n tom slufaju, bias i varijansa su istog reda velirine. 
Zadrzavajuci bias na prihvatljivom nivou, smanjuje se varijansa povecavanjem sirine 
prozora. Detalji o postupku presijecanja intervala (koji se nazivaju i intervalima pov- 
jerenja) su dati u [63, 231].

Neka su amplituda A i standardna devijacija <JV poznate i neka je H rastuci niz 
sirina prozora H =  {/is|/ii < hi < ... < hs < ... < hj}. Korisceni su diadicni prozori 
sirine Ns = 2Na-\ odbiraka u okviru prozora ha. Ovo korespondira sa standardnim 
radix-2 algoritmima za proracun FFT.  Relacija izmedju sirine prozora i broja odbiraka 
u prozoru je h3 — NaT. U ovom slucaju (za razliku od IF  estimacije standardnim TF  
transformacijama), sirina najmanjeg prozora ne smije da bude mala (obicno se uzima 
ili h.a/T =  16 ili hs/T =  32) da bi se ocuvala robusnost algoritma u odnosu na heavy 
tailed sumove.

Algoritam se sastoji od slijedecih koraka:
1. Robusni SPEC  se racuna za V/ij € H. Dobija se skup robusnih SPEC  za 

trenutak L: {Ia {L,uj)} , ha € H. Estimacija se odredjuje kao:

Uh.(L) =  are max t\ ha)u)C

2. Gornja i donja granica intervala povjerenja Da se formiraju kao:

(4.52)

Ua(t) =  ujha(L) +  2K<r(h.ay, LS{L) =  Uh,(L) ~ 2Kd(h3). (4.53)

Varijansa a2 (h3) se estimira kao d2(/is) =  <j2(/ij)/lj/ / î , gdje je o 2 (hj) varijansa esti­
macije dobijena koriscenjem najsireg prozora hj u skladu sa:

cr2 {hs) =  + ^ )| 2 -  ^ 2- (4.54)
1 J  i = l

Estimacija amplitude A moze se obaviti u skladu sa algoritmima opisanim u [231] za 
signal x(l +  nT)/e(t + nT), gdje je e(£ + nT) greska u relaciji (4.24).

3. Optimalna sirina prozora h(t) =  hs+(t) je odredjena kao najveca s =  s+ (s =  
1, 2,..., J) za koju je zadovoljen uslov:

|dj/,._,(£) -  wAj(t)| < 2/c(o‘(/i,_i) + a ( h 3)) (4.55)

i u>h3 {t) je I F  estimacija sa adaptivnom sirinom prozora u trenutku t.
4. Robusni SPEC  sa optimalnom sirinom prozora je /  i'(lj1£) =  h(t)).
Koraci od 1. do 4. se ponavljaju za svako L.
Prim jer 2. Dat je signal konstantne jedinicne amplitude sa I F :

uj(1)
181)t  — 126tt|i| |l| < 1

527r +  27r|£| j£| >  1
(4.56)
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Slika 4.3: a) Standardni spektrogram signala sa N = 128; b) Adaptivna sirina prozora 
za robusni spektrogram; c) Srednja kvadratna greska u zavisnosti od sirine prozora; d) 
Robusni spektrogram sa adaptivnom sirinom prozora.

Signal je zahvacen velikom kolicinom heavy-tailed suma: i'n{t) =  U^{nT) +  ji/j (nT), 
gdje su Vn(nT) i i//(nT) medjusobno nezavisni bijeli Gausovski sumovi 7V(0, 1). Stan­
dardni SPIHC ne moze da posluzi za IF  estimaciju ovakvog signala (slika 4-3a). Prim- 
jena robusnog S P E C , zajedno sa razvijenim algoritmom, produkuje adaptivnu sirinu 
prozora (slika J,.3b). MSE IF  estimaeije u zavisnosti od sirine prozora prikazana je 
na slid 4-3c. Prava linija oznacava MSE  sa adaptivnim robusnim SPEC.  Robusni 
SPEC, racunat koriscenjem adaptivne sirine prozora, prikazan je na slid 4-3d. IF  
estimaeija za razlicite sirine prozora kod robusnog SPEC,  zajedno sa adaptivnom IF  
estimaeijom prikazana je na slid 4 - 4 ■ spore promjene IF, algoritam uzima vece
sirine prozora, dok za brze promjene uzima uze prozore, kako je bilo i ocekivano.

Prim jer 3. Posmatra se signal sa IF:

{  527r + 2ixt l < — 1
1177r +  677ri 1 > l > - 1  . (4.57)

182tt + 2 irl L > 1

Na slid 4-3 prikazane su IF  estimaeija sa konstantnim dimenzijama prozora N =  
{8,16,32,64,128, 256, 512}, kao i estimaeija dobijena pomocu robusnog SPEC  sa 
adaptivnom sirinom prozora. Na slid 4-da prikazana je adaptivna sirina prozora, na



N e p n ru m e ta rsk i v re m e n sk o - fre k v e n c ijs k i m e to d i za  e s t im a c iju  s ig n a la 118

a) b)
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Slika 4.4: a)-g) Estimacija trenutne frekvencije signala pomocu robusnog spektrograma
sa konstantnom sirinom prozora N = {8 ,16,32,64,128,256,512}; h) Estimacija trenutne
frekvencije pomocu robusnog spektrograma sa adaptivnom sirinom prozora.
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slid 4 .Ob prikazana je MSE  u zavisnosti od sirine prozora, dok prava linija oznacava 
vrijednost M S FC za adaptivni algoritam. Na slid /t.6c prikazan je robusni SPEC  sa 
adaptivnom sirinom prozora.

Primjer 4. Dat je signal sa nelinearnom IF:

u>(l) = 207m sinh(12.5£) + 1287T (4.58)

zahvacen sumom istog tipa kao u prethodnim primjerima. IF  estimacija je prikazana 
na slici 4- 7. Adaptivna sirina prozora, M SE, estimacija sa adaptivnom sirinom prozora 
i robusni SPEC  sa adaptivnom sirinom prozora prikazani su na slid 4 .8 .

Primjer 5. Posmatran je signal (4.58) zahvacen kompleksnim Cauchyjevim sumom 
sa a = 0.5 (4.38), prikazan na slid 4-10a. Standardni SPEC  ne moze produkovati bilo 
kakav valjan rezultat za ovaj tip suma. Na slid 4-9 prikazani su standardni SPEC  sa 
konstantnom sirinom prozora N =  128 i IF  estimacija zasnovana na ovoj distribuciji. 
Adaptivna sirina prozora prikazana je na slid 4-10b, MSE  je prikazana je na slid 
4 -1 0 c, dok je robusni SPEC  sa adaptivnom sirinom prozora prikazan na slid 4-10d. 
IF  estimacije su date na slid 4-11■ Ocigledno je da robusni SPEC,  u ovom slucaju, 
produkuje zadovljavajuce rezultate.

Konacno, posmatran Ije signal (4.58) sa mjesovitim Gausovim i heavy-tailed sumom 
(4.39):

(A) Rezultujuci sum je prosta suma dvije vrste suma:

v{nT) = (1 -  (3)uG{nT) +  0vH(nT), (4.59)

gdje je uG (1) C C W N  sa varijansom a*. Realni i imaginarni dio heavy-tailed suma su 
He{un(nT)} =  (/ie {;/c ( ^ ) } ) 3 i Jm{uH(nT)} =  (lm{uG{nT)})z.

(B) Sum sa funkcijom gustine vjerovatnoce u obliku:

P(0 =  (1 -  P)Pg ( 0  + 0Ph(O> (4-60)

gdje je p c (0  Gausovska funkcija gustine raspodjele A^O.a), P//(^) je funkcija gustine 
raspodjele heavy-tailed suma, dok 1 > 0  > 0 odredjuje proporciju u mijesanom sumu, 
odnosno, u drugom slucaju, vjerovatnocu pojavljivanja jednog ili drugog suma u kanalu.

Posmatrane su razlicite proporcije (3 =  {0,0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}. IF  estimacije sa 
standardnim i robusnim SPEC  su poredjene za razlicito 0 u primjerima (A) i (B) 
( Tabele 4-U 4-2, 4-2, 4-4)- U °ba slucaja vaze slicni zakljucci. Za 0  =  0 (cisto 
Gausovski sum) oba SPEC  pokazuju slicne rezultate (prvi red Tabela 4-1 i 4-2)- Stan­
dardni SPEC  je neznatno bolji od robusnog. Povecanjem 0, gieska IF  estimacije 
za standardni SPEC  znacajno se povecava, dok varijansa greske IF  estimacije za 
robusni SPEC  ostaje niska i bliska slucaju Gausovskog suma. MSE IF  estimacije 
za standardni SPEC  sa N =  64 (ovaj SPEC  ima najmanju gresku estimacije sa
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Slika 4.5: a)-g) Estimacija trenutne frekvencije signala pom ocu robusnog spektrograma
sa konstantnom sirinom prozora N ={8 ,16 ,32,64,128,256,512}; h) Estimacija trenutne
frekvencije pom ocu robusnog spektrograma sa adaptivnom sirinom prozora.
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a) b)

c)

Slika 4.6: a) Adaptivna sirina prozora; b) Srednja kvadratna greska estimacije trenutne 
frekvencije u zavisnosti od sirine prozora; c) Robusni spektrogram sa adaptivnom 
sirinom prozora.

konstantnom sirinom prozora) i adaptivnom sirinom prozora, za razlicito, P dati su u 
I'abelama 4-1 i 4-%- Greska kvantizacije po frekvenciji definise donju granicu tacnosti 
(u svim primjerima 1/12 =  0.08333). Moze se vidjeti da kako kolicina heavy-tailed 
suma raste, to jest kako se P povecava, znacajno se povecava varijansa kod standard- 
nog SPEC. Slicni rezultati su prezentirani za standardni i robusni SPEC  u Tabelama 
4-3 i 4-4- Standardni SPEC  postaje neupotrebljiv za P > 0.4 u slucaju (A), i za 
P > 0.2 u slucaju (B). Iz poslednje kolone Tabele 4-% i poslednjeg reda Tabele 4-4 moze 
se vidjeti da MSE  ostaje niska i istog reda za sve proporcije izmedju Gausovskog i 
heavy-taled suma kod IF  estimacije sa robusnim adaptivnim SPEC.  Ovo nije slucaj 
kada se koristi standardni SPEC  (poslednja kolona Tabele 4■ l i poslednji red Tabele 
4.2).

Vec je uoceno da upotreba kvadratne funkcije greske kao funkcije gubitaka (moze 
se zvati L2 normom) rezultira konvencionalnim SPEC. Dobro je poznato da lin- 
earna estimacija daje dobre rezultate i dobro filtriranje observacione greske, koja je 
prouzrokovana sumom Gausovske distribucije. Heavy tailed sum moze da onemoguci 
svaku linearnu estimaciju i da dovede do potpune degradacije funkcije spektra. Ako 
je distribucija suma poznata, mogu se koristiti funkcije gubitaka maksimalne slicnosti
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Slika 4.7: a)-g) Estimacija trenutne frekvencije signala pomocu robusnog spektrograma
sa konstantnom sirinom prozora N = {8 ,16,32,64,128,256,512}; h) Estimacija trenutne
frekvencije pomocu robusnog spektrograma sa adaptivnom sirinom prozora.



N cp a ra m ctn rsk i v v e m e n sk o - fre k v e n c ijsk i m e to d i za c s t im a c iju  s ig n a la 123

Slika 4.8: a) Adaptivna sirina prozora za robusni spektrogram; b) Srednja kvadratna 
greska u zavisnosti od sirine prozora; c) Robusni spektrogram sa adaptivnom sirinom 
prozora; d) Estimacija trenutne frekvencije pomocu predlozenog algoritma i robusnog 
spektrograma.

(ML - maximaly likelihood) kao univerzalno sredstvo za dizajniranje najbolje estimacije 
za dati sum. ML  estimacije su, po pravilu, veoma osjetljive na devijaciju parametara 
modela i hipoteticku distribuciju. Svaka devijacija hipoteze moze da dovede do velike 
degradacije ML  estimacije. Posebno je velika osjetljivost u odnosu na pretpostav- 
ljenu distribuciju suma. Minimax robusni pristup je uveden u statistici kao alterna- 
tiva konvencionalnom ML, u cilju smanjivanja opisane osjetljivosti ML  estimacija na 
pretpostavljenu distribuciju suma [300, 301, 308, 309). Funkcija gubitaka F (e ) =  |e| 
je primjer funkcije koja omogucava robusnu estimaciju u nekim klasama sumova sa 
heavy-tailed distribucijom. Mnoge klase robusnih funkcija gubitaka mogu se naci u 
1300, 308, 309]. Na osnovu prethodnih rezultata ( Tabele 4-1-4-4), moze se zakljuciti da 
kombinacija funkcije gubitaka F(e) =  e2 za male greske i F(e) — |e| za velike greske 
moze dalje unaprijediti rezultate. Ova funkcija gubitaka definise se kao:

, f e2/2 |e| < A
6) =  (  A[e| -  AVJ |e| ^ A '

Funkcija gubitaka F(e) je optimalna u odnosu na klasu sumova (4.60). Parametar A 
u (4.61), uzima se u zavisnosti od primijenjenog suma [308]. Ova funkcija gubitaka
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b)

Slika 4.9: a) Standardni spektrogram sa konstantnom sirinom prozora N=128 (Vrijed- 
nosti spektrograma su limitirane na ocekivanu maksimalnu vrijednost jednaku jedan); 
b) Estimacija trenutne frekvencije pomocu standardnog spektrograma.

0 TV =  64 Adaptivna
0 0.6856 0.1455

0.2 1.0392 0.5467
0.4 5.1502 4.6032
0.6 1060.9 253.22
0.8 3964.3 1434.3
1 5503.6 2819.2

Tabela 4.1: Srednja kvadratna greska za standardni spektrogram sa konstantnom i 
adaptivnom sirinom prozora u slucaju (A).

je koriscena u robusnoj multikorisnickoj detekciji u negausovskim kanalima [310]. Za 
datu funkciju gubitaka (4.61), vrijednost ST FT  moze se odrediti kao:

Ch(t,uj) =  STFT[t ,u) =

Wh{nT)x{t +  nT)e~^nT +  £  Wh(nT)e~l (nT)x(t +  nT)e~JU>nT

En,|e|<A Wh{nT) +  En,|e|>A wh(nT)e~l (nT)
gdje je: |e(nT)| = |x(t +  nT) — Ch(t,ui) exp(jwnT)|. Iz relacije (4.62) jasno je da za 
e(nT) vece od A signal se umanjuje funkcijom e~l(nT). Racunanje modifikovanog 
SPEC  moze se obaviti u skladu sa prethodno opisanim rekurzivnom procedurom za 
robusni SPEC.  Za signal sa IF  (4.58) zahvacen sumom (4.59) u Tabeli 4.5 date su 
greske IF  estimacije ostvarene pomocu modifikovanog SPEC  za konstantnu (N =  64) i 
adaptivnu sirinu prozora. Modifikovani SPEC  daje manju gresku IF  estimacije nego 
odgovarajuci robusni SPEC.  Za ovu vrstu suma standardni S PE C  ne produkujc 
zadovoljavajuci rezultat.
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Slika 4.10: a) Signal zahvacen Cauchyevim sumom; b) Adaptivna sirina prozora; c) 
Srednja kvadratna greska u zavisnosti od si l ine prozora; d) Robusni spektrogram sa 
adaptivnom sirinom prozora.

4.3 Robusna W D u estimaciji trenutne frekvencije
Ako se ne primjenjuje algoritam za adaptivno odredjivanje sirine prozora, kod linearnih 
FM signala zahvacenih heavy tailed sumom, robusni SPEC  nece dati dobre rezultate. 
Stoga se pristupilo definisanju robusne WD  na isti nacin kako su definisani robusni 
periodogram i SPEC  [311]. Polazi se od W D:

WD(t,uj) - —---- - ■ ^2wh(nT)x(t +  nT)x'(t -  nT) exp(-j2unT),  (4.63)
E n ) n

koja minimizira gresku: rz(t,nT) =  x(l +  nT).x*(/ — nT) — WD(t,uj) exp(j2umT) po 
funkciji gubitaka F(e) =  |e|2. Robusna W  D (W Dr) koja minimizira gresku po funkciji 
gubitaka F(e) =  |e|, moze se definisati kao:

W D R(l ,u)  =  -  l —  +  (4.64)E  nwh{ n r ) ^  \e(L, nT)\ K

Iterativna procedura za proracun W D R je definisana slijedecim koracima:
(0) Odredi se standardna WD ( W ( l , u : ) )  za signal x(t). Funkcija prozora je:

u;j;0)(nT} =  wh(nT)\x(t + n T ) x ‘ (l -  nT) -  W D w (t,u)ei7u>nr\~ (4.65)
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a) b)

c)

e)

d)
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Slika 4.11: a)-g) Estimacija trenutne frekvencije signala zahvacenog Cauchye-
vim sumom pomocu robusnog spektrograma sa konstantnim sirinama prozora 
N—{8,16,32,64, 128,256,512}; h) Estimacija trenutne frekvencije pomocu robusnog 
spektrograma sa adaptivnom sirinom prozora.
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p TV -  64 Adaplivna
0 0.7124 0.1968

0.2 0.8974 0.1930
0.4 1.0478 0.2363
0.6 1.0602 0.2356
0.8 1.0843 0.2721
1 1.4888 0.2851

Tabela 4.2: Srednja kvadratna greska za robusni spektrogram sa konstantnom i adap- 
Livnom sirinom prozora u slucaju (A).

P 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
N=8 1807.4 6440.6 7865.7 9231.7 9551.5 12581

N—16 52.897 4098.3 4965.5 5690.4 6452.0 8856.3
N=32 5.8204 2316.8 2223.4 3706.6 4715.8 5485.9
N=64 0.6187 1287.4 1699.1 1865.1 2608.8 3625.6

N=128 1.0585 8.4956 234.84 750.23 1261.4 1386.5
N—256 10.011 395.22 520.47 966.21 1182.8 269.60
N=512 32.244 1777.0 2748.3 2725.9 2700.1 222.92

Adaptivna 0.1973 227.18 498.03 665.69 1221.7 1442.0

Tabela 4.3: Srednja kvadratna greska za sfcandardni spektrogram sa konstantnom i 
adaptivnom sirinom prozora u slucaju (B).

(i) Odrede se slijedece iteracije:

e(t, nT) =  x(l +  riT)x'(L — nT) — W ~ exp(j2unT)

W D " { l , u )  =
En Wh 1J(nT) 'n

(i-1), +  nT)x ’ (t -  nT)\nT) - j2 u m T
\e(t, nT)\

Proracun se zaustavlja u onom koraku kada je:

k =min {k : \WD$(t,«>) -  W D ^ l)( t , u ) \ / \ \ V < ih k < K},

(4.66)

(4.67)

(4.68)

gdje je K maksimalan dozvoljeni broj iteracija, dokje7j maksimalna dozvoljena gieska. 
U numerickim proracunima korisceno je 7/ =  0.1 i K =  15. Neke od osobina W DR 
su: 1) Za linearni FM  signal a;(£) =  exp(jal2/2 +  jbl) i wh(nT), pravougaoni prozor 
beskonacne sirine W D R je idealno predstavljanje; 2) W D R je realna distribucija; 3) 
W D a je T F  invarijantna (Za signal y(t) =  x(t -  t0)eju>ot => W D n(y; l,u) = W D R{t -  
to, us — 0Jq)-)-
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ft 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
N=8 3019.8 4763.9 4095.0 4914.0 5473.8 6869.1

N=16 130.89 255.20 141.88 364.21 779.45 726.77
N=32 61.585 15.397 13.625 10.599 9.3672 8.8703
N=64 0.7643 1.0887 1.0104 0.9121 0.8122 1.3339

00CMrHII£ 0.7484 2.0492 1.3116 1.1158 1.4329 1.5898
N=256 9.6263 9.2244 8.9314 8.9170 8.9780 9.4466
N=512 31.821 33.203 32.380 33.558 33.117 32.471

Adaptivna 0.2152 0.4152 0.5998 0.5502 0.1435 0.1914

Tabela 4.4: Srednja kvadratna greska za robusni spektrogram sa konstantnom i adap- 
tivnom sirinom prozora u slucaju (B).

P II cn Adaptivna
0 0.6714 0.1632

0.2 1.0021 0.3752
0.4 0.9866 0.5751
0.6 0.9235 0.5493
0.8 0.7726 0.1344
1 1.2568 0.1846

Tabela 4.5: Srednja kvadratna greska za modifikovani spektrogram za konstantnu i 
adaptivnu sirinu prozora.

Huberova funkcija gubitaka (4.61) moze se koristiti i kod robusne WD. W D  sa 
Huberovom funkcijom gubitaka (W D h) defmisana je kao:

W D h (L,lj) =
E  Wh{nT)x{t + nT)x*{t — nT)e i'lwnT

n , | e | < A  (

E  wh(nT)+  E  wh(nT)\e(t,nT)\-'~
n , ] e | < A  n , | £ | > A

E  Wil(nT)\e(t1nT)\ 'x{t + nT)x'(t — nT)e j2u"*T
n,|e|> A

' E  whln T )+  E  wh(nT)\e(l,nT)\-'
(4.69)

n , | e | < A  n , | e | > A

i moze se realizovati slicnom iteracionom procedurom kakva je opisana za W D fi. Oso- 
bine definisane kod W D r vaze i kod W D h. U svim numerickim primjerima koriscena 
je vrijednost A = 1.

P r i m j e r  1 .  Posmatra se linearni FM  signal:

x ( l )  =  exp(j204.87r(f +  0.5)2 -  j  128rr(£ +  0.5)) (4.70)
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Slika 4.12: Linearni FM signal zahvacen heavy tailed sumom: a) Standardna WD; b) 
Robusna WD; c) Robusni SPEC.

zahvacen sumom (4.39). Usvojena je vrijednost a =  0.85. Sirina prozora, u svim 
primjerima, je h =  NWT =  1/4, gdje je Nw =  256 (broj odbiraka u prozoru) i T =  
1/1024 (korak odabiranja). Na slid 4-12 prikazan je robusni S P E C , standardna WD  
\ WDfi za signal (4.70). Standardna WD  je prikazana normalizovano tako sto su 
odsjecene vrijednosti znatno vece od ocekivane vrijednosti W D  signala. Sa slike je 
jasno da robusni SPEC , za linearni F M  signal, ne daje distribuciju blisku idealnoj, 
da je standardna WD  neupotrebljiva, dok je W D r bliska idealnoj.

Prim jer 2. Na slid 4-13a prikazana je standardna WD  signala:

x{t) — exp(j204.87rt3 — j204.87ri). (4.71)

Na slikama 4-13b i 4-13c prikazane su standardna i robusna WD  signala (4.71) za- 
hvacenog sumom istog tipa kao u prethodnom primjeru. Uocljivo je da, i za nelinearni 
FM  signal zahvacen heavy-tailed sumom, W D r predstavlja kvalitetno sredstvo za 
analizu.

Prim jer 3. Dat je dvokomponentni signal cije su komponente razdvojene u vre- 
menu:

x(t) =  exp( '̂204.87rt2 4 - jil02.47r) exp(—4(t — 0.6)2) +

+  exp(j204.87rt2 — y 102.47r) exp(—4(t + 0.6)2) (4.72)

zahvacen sumom istog tipa kao u prethodnim primjerima. Na slid 4-14 prikazane su 
standardna W D  i W D r signala (4.72). Jasna je prednost W D n.

Prim jer 4. Posmatran je signal sa dvije komponente koje se poklapaju u vremenu:

i(t ) =  exp(j204.87rt2 + j\Q2An) + exp(ji204.87rt2 — jl02.47r). (4.73)
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Slika 4.13: Kvadratno modulisani signal: a) WD signala bez suma; b) Standardna WD 
signala zahvacenog sumom; c) Robusna WD.

Slika 4.14: Suma chirp signala: a) Standardna WD; b) Robusna WD.

W D r ovakvog signala se dominantno koncentrise na kros-clanu pa je, kao takva, ne- 
upotrebljiva. Naime, sto u okviru teze nece biti posebno analizirano, robusne estimacije 
znacajno isticu najvece vrijednosti signala i, kao takve, mogu da posluze za uklanjanje 
parazitskih interference a istog oblika kakav je sam signal. Sa druge strane, odnos sig- 
nal/sum sa kojim robusne distribucije, definisane na ovaj nacin, uspjesno rade opada 
za povecanjem zaobljavanja signala. Stoga je u ovom slucaju upotrijebljena slijedeca 
procedura: 1) Odredjen je robusni SPEC  (odnosno robusna ST FT) sa pravougaonim 
prozorom, odnosno signal x(t)/e(t), gdje je e(t) odgovarajuci signal greske; 2) Za ovakav 
signal sracunat je SM  sa L =  2 baziran na STFT  sa Hannovim prozorom. Na ovaj 
nacin, dobijena je distribucija prikazana na slid 4-15b. Na slid 4-15a prikazan je SM 
sracunat na osnovu standardne STFT.
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Slika 4.15: S-metod sume dva linearno frekvencijski modulisana signala zahvacena 
heavy tailed sumom,

IF  estimacija dobijena pomocu WDn(t, u>) odredjena je kao:

6j(t) = arg max WDR(t,uj). (4 74)(J

Pod istim uslovima pod kojim je izveden izraz za bias IF  estimacije kod WD,  moze 
se zakljuciti da je bias kod WD  jednak biasu kod W D r i da, za pravougaoni prozor 
sirine h, iznosi £{A(b(£)} =  <;M3)(£)/i2/40. Na slid 4-16 prikazana je IF  estimacija za 
signal (4.70) pomocu standardne WD, WDf , i robusnog SPEC.

WD  se moze posmatrati kao FT  signala x ( t+nT )x ’ {t—nT). Koristeci ovu cinjenicu 
za odredjivanje varijanse IF  estimacije kod WD  moze se primjenjivati ista procedura 
kao kod odredjivanja varijanse za robusni periodogram [62]. Kod robusnog peridograma 
varijansa je jednaka (4.45):

var{Auj(t)} =  (475)

gdje su: T  korak odabiranja, A amplituda posmatranog signala i p(x) vrijednost gustine 
vjerovatnoce posmatranog suma v{t). Npr., za Gausovski sum dobija se p(0) =
Kod WDn, za varijansu IF  estimacije u asimptotskom slucaju, vazi takodje relacija 
(4.45), uz zanemarivanje greske koja potice samo od suma v(t +  nT)u'{t — nT). U 
slucaju da sum u odnosu na amplitudu nije mali, mora se napraviti statisticka analiza. 
Stoga je posmatran signal (4.70) kome su dodavani sumovi dati relacijama (4.38), 
(4.39), (4.59), (4.60) i C G W N  o 2 = a Na osnovu velikog broja pokusaja, analizirana 
je vjerovatnoca lociranja IF  na tacnu vrijednost u zavisnosti od a u granicama [0, 1 ], 
dok je za sumove (4.59) i (4.60) uzeto a — 0.85 i promjenljiv odnos "mjesavine” /3 6 
[0,1]. U slucaju sa slike 4-17a, za Gausovski bijeli sum, kao sto se moze ocekivati,
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Slika 4.16: Estimacija trenutne frekvencije linearnog FM signala zahvacenog heavy 
tailed sumom: a) Standardna Wignerova distribucija; b) Robusna Wignerova distribu- 
cija; c) Robusni spektrogram.

Slika 4.17: Procenat pogodaka IF: a) Signal sa Gausovim sumom; b) Signal sa kubom 
Gausovog suma; c) Signal sa Cauchyevim sumom.

neznatno boljom od W  Du W Dr pokazala se standardna WD.  U ostalim slucajevima 
sa slike ^.17, porastom heavy tailed suma standardna W D  postaje neupotrebljiva za 
estimaciju. Na slid ^.18 data je tacnost za mjesavine sumova (4.59) i (4.60). Sniman 
je i prosjecan broj iteracija za racunanje W D h i W D r. Sa slika 4-19 i ^.20 jasno je 
da proracun W D u  zahtjeva znatno manje numerickih operacija nego W DR.
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Slika 4.18: Procenat pogodaka IF: a) signal sa mjesavinom sumova (A); b) signal sa 
mjesavinom sumova (B).

1 --------------------------J
0  0 .5  1

<4

Slika 4.19: Prosjecan broj iteracija: a) Gausov sum; b) Heavy tailed sum; c) Cauchyev 
sum (Gornja kriva - robusna WD, donja kriva WD sa Huberovom funkcijom.).

Slika 4.20: Prosjecan bioj iteLacija kod dvije smjese sumova. Gornje krive - robusna 
WD, donje krive - WD sa Huberovom funkcijom.



4.4 Algoritam za neparametarsku estimaciju W D  
visedimenzionih signala

Algoritam za neparametarsku estimaciju WD,  zasnovan na specificnonm statistickom 
pristupu, demonstriran je u radu [231]. Ovaj algoritam je primijenjen na vremenski- 
promjenljivo filtriranje jednodimenzionih i visedimenzionih signala u [42, 312], [314]- 
[317]. Polazi se od pseudo W D visedimenzionog signala zahvacenog sumom:

N epnram et a rs k i v re m e n sk o - fre k v e n c ijs k i met.ucli za  e s t im a c iju  s ig n a la  1.54

s(n) = J{ri) +  v{fi),n =  {m , n2, ...,nQ}, (4.76)

gdje je f (n)  signal dok je i/(ri) CGWN  varijanse a2 [318]:

P W  D3(fi,u) =  w(m)w’ (—m)s(n +  m)s'(n — (4-77)
m

Autokorelaciona funkcija suma je Rl/U(2rn) — o^<5(2m), pa je srednja vrijednost WD\

E { P W  Ds(n,u)} — W D f (ri,Lj) FTw{2Cj) 4- a2 FTw(2u ), (4.78)

gdje je Fl'w{2u) visedimenziona FT  funkcije prozora w(rn). Clan a2 * FTw(2u) =  
o2w{0) = a2 je konstanta i nece biti uziman u razmatranje. Bias se moze odrediti kao:

L. ( • *\ ^  d2W D f (n,uj)m2(u2)bias{n,uj) =  ^ -----
1=1 8

gdje je:

f  r  -  r(27T)^ J —n J - i r  J-1T

Varijansa je jednaka:

=  [l/(^  +  T” )l2 + l / ( 7l' - 7̂ )l2 +  cr,

(4-79)

(4.80)

(4.81)

odnosno, za sporopromjenljivu amplitudu vazi: <7̂  Ewcr2(2A2(n) 4- a2). MSE  se 
definise kao: e2(fi,u>) — bias2(fi,u) + a Kako vazi Ew ~  N Q i m2(w,2) ~  JV- *1, slijedi 
e2(fi,u\ N) =  C(fi,Lj\ N)N~* 4  D(fi)N®. Npr., za Hannov visedimenzioni prozor vazi:

C ( n ^ N ) = j z - ' ‘ W D ' (n'Ci]ir ; D(n) =  f i ) S (2 A(n) +  al). (4.82)
Vo /t=i du2 I D

Nopl =** Q+5

Optimalna vrijednost prozora se dobija za: de2(n,u\ N)/dN\N^Nopl =  0, i iznosi:

4 C(n,u)-N)
\

4 C(n,qJ;/V) 
QD{n) (4.83)
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Za N = odnos biasa i varijanse je konstantan bms(n,uj)/a33\̂ i-/vop, = y/Q/2. Za 
slucajnu promjenljivu vazi:

|WDf(ri,uj\ N) -  [WDa(fi,u3; N) -  bias{ri,u\ TV)]| <  ko33{N), (4.84)

sa vjerovatnocom P ( k). U slucaju da je bias mali, vazi bias(ri,u; N) < A k<j33 i nejed- 
nakost (4.84) se moze zapisati kao [231]:

\WD / ( n , L j ;  N) — W D 3(ri,u] N)\ < (k  +  A k }<7S3(N).  (4.85)

Kao i u prethodnim analizama mogu se uvesti intervali povjerenja Dp =  [Lp,Up]:

Lp =  W D 3{n,u)-Np) -  (K + AK)a33(Np)- (4.86)

Up = W D 3{n,u- Np) + (k +  A k)ct33{Np). (4.87)

Posmatrajuci diadicni skup prozora N =  {NP\NP =  2~pNopt} i provodeci analizu koja 
je opisana za 1F estimaciju, dobija se da, za valjano funkcionisanje algoritma, A k i k 
moraju biti u granicama:

l W Q < A K < 6 VQ — 2k; k < 3 V Q ;{2Q/2 -  1/4). (4.88)
1 +  2 Q / 2 -  - 2 - Q U  + 2-Q ' i +  2-QU

Kod estimacije distribucije, odnosno posredne estimacije amplitude, algoritam moze 
biti znacajno pojednostavljen upotrebom dvije vrijednosti dimenzije prozora iV] <<  
/V2, gdje N | produkuje malu varijansu, dok 7V2 daje mali bias. Kada se intervali 
povjerenja, za ova dva prozora, presjeknu, to znaci da je bias mali u poredjenju sa 
varijansom. U suprotnom, kada je bias veliki, koristi se siri prozor da bi bias bio 
redukovan. Rezultujuca adaptivna W D je:

W D es(fi, uJ) =
W D 3(fi,u-, A/[) $ je istinito
W D s(n,uj\ N2) $ nije istinito

gdje <1> istinito odgovara ispunjenju nejednakosti:

\WD3{ n , u - , N , ) - W D 3{n,u-N2)\ < (k + A k)[o33{Nx) +  a33(N2)}.

(4.89)

(4.90)

Na ovaj nacin, sa dvije sirine prozora moze se ocekivati znacajno poboljsanje, jer je WD  
ili sporoprorrjenljiva (bias veoma mali) ili visokokoncentrisana duz lokalne frekvencije 
(bias veoma veliki). Kada bi se koristilo vise prozora izmedju N\ i iV2, algoritam bi 
dominantno uzimao prozore ekstremnih sirina. Varijansa estimacije za veoma mali 
odnos signal/sum moze se za Hannov visedimenzioni prozor odrediti kao:

,  / 3 /V\Q / _  \ 2

\ m  J
(4.91)
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Iz (4.91) slijedi a'Z„(N,) = o2„ (N 2) N ? /N%. Na ovaj nacin su odredjeni svi parametri 
za rac.unanje W D.

Kod multikomponentnih signala /(n ) =  za procjenu se moze koristiti
visedimenzioni S M :

SM(n,d>) =  ]T  P{0)STFT{ri,Cj +  0)STFT'(fi,<2 -  0), (4.92)
6

gdje je P(0) pravougaoni prozor sirine 2Ld + l po svakom pravcu. Kada je SM priblizno 
jednak sumi W D  pojedinacnih komponenti, vazi da je varijansa SM  jednaka:

v2ss(n,“ )
o'l Ern (m) [2 Ai (ri) +  o'l\ za (n, (U) e Rfi

Za (^.^) $ Rfi
(4.93)

gdje je liji oblast komponenti signala dok je Al(fi) amplituda komponente signala. 
Estimacija auto-clana u WD,  bazirana na SM je:

SM e{ri,u)

<I> je istinito kada vazi:

SM(n,ui) N] , Ld =  0) <$ je istinito
SM(n,cj] N\, Ld > 0 ) $ nije istinito

(4.94)

|SM(n>'; N{, Ld = 0) -  SM{n,dj-N2, Ld > 0)| <

< {*■ + A K)[a3S(Nu Ld =  0) + aS3(N2, Ld)\. (4.95)

Za Ld ~  0 dobija se SPEC  (kvadrat modula ST FT).
Oblast monokomponentnog signala moze se odrediti kao maksimum ekvivalentne 

WD.  Oblast komponentni signala moze se odrediti iz SMe(ri,u) kao:

Ln{n,u)) — +  —sign(SMe(ii,uj) — Lev) 2 2 (4.96)

gdje je Lev referentni nivo. U algoritmu je korisceno Lev =  0.1 max (SM e(n,w)). Pod
LlJ

oblascu komponenti signala podrazurrr jevaju se tacke gdje je L//(n,dJ) =  1.
Umjesto SM  mogu koristiti druge RID  distribucije [68]. Medjutim, racunanje 

CW D  ili BJD  je znatno slozenije od racunanja SM.
Primjer 1. Posmatran je multikomponentni signal:

x . ( n )  =  j4 e - ' t ( n r - 9 / 1 6 ) ?- h j4 8 0 ( n r + l /5 ) 2 +  -  100(n T - 3 / 8 ) 2 + j5 2 5 (n T + 3 /2 )  +

+  / l e - ,0 0 ( n r - l 3/ . 6 ) 2 .HJ740(n7 ')2 +  ^  ( 4 . 9 7 )

gdje je A izabrano tako da odnos signal/sum bude 10log(Ef/al) =  —l[dfi], Sirina 
prozora, u ovom slucaju, se bira u skupu N = {32,256}, dok je SM racunat za sirinu 
konvolucionog prozora Ld — 2. Na slid 4-Sla data je WD  signala (4.97) bez suma



N e p a ia m e ta rsk i v re m e n sk o - fre k v e n c ijs k i m e to d i za  e s t im u c iju  s ig n a la 137

Slika 4.21: Vremensko-frekvencijska predstavljanja multikomponentnog signala: a)
Pseudo Wignerova distribucija originalnog signala bez suma; b) Pseudo Wignerova 
distribucija signala zahvacenog sumom sa prozorom sirine N=512; c) S-metod sig­
nala zahvacenog sumom sa prozorom sirine N=256; d) S-metod signala zahvacenog 
sumom sa vremenski-promjenljivim prozorom sirine N={32,256}; e) Oblast vremensko- 
frekvencijskih komponenti. (Broj odbiraka je prikazan na frekvencijskoj osi. Wignerova 
distribucija mora biti preodabrana sa faktorom 2. Prikazane su normalizovane vrijed- 
nosti distribucija.)
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Slika 4.22: Odredjivanje oblasti komponenti signala Rj za prostorno-promjenljivi fil- 
tar u tacki (x,y) =  (-0.5,-0.5): a) Wignerova distribucija signala zahvacenog sumom 
racunata koristeci prozor 128x128; b) Wignerova distribucija signala zahvacenog 
sumom racunata koristeci predlozeni algoritam.

racunata za sirinu prozora N = 512, dok je W D signala (4.97) sa sumom data na 
slid 4.2lb. SM sa sirokim prozorom N2 — 256 prikazan je na slid 4-^lc, dok je Sl\l 
racunat sa adaptivnim algoritmom prikazana na slid 4-2ld. Na slid 4*!le prikazana 
je oblast u kojoj je detektovan signal (4.97).

Prim jer 2. Posmatran je 2D signal:

f ( x ,y )  =  0.5e, 9̂67rx2+96,ry*)e- l-5a,_ *-5»s (4.98)

zahvacen velikom kolicinom aditivnog suma varijanse cr̂ v =  1 tako da je odnos sig- 
nal/sum 10 log (A2/cr^) ra —6[dB]. Signal (4.98) je oblika optickih interferograma. Na 
slid 4-^2 prikazano je odredjivanje oblasti Rf u tacki (x , y ) =  (0.5, 0.5). W  D racunata 
koristeci prozor (jV2 x N2) =  (I28x 128) prikazana je na slid 4-%2a, dok je na slid 4-22b 
prikazana W D  racunata koristeci algoritam sa dva prozora (N\ X  JV|) =  (16 X  16) i 
(N2 X  N2) =  (128 x 128). Algoritam koristi distribuciju sa malom varijansom racunatu 
za ( N]  X  N 1) = (16 X  16) skoro svugdje osim u tackama gdje je energija signala kon- 
centrisana, gdje je koriscen prozor sa malim biasom (A,2 X  N2) =  (128 x 128).
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Slika 4.23: FM  signal zahvacen sumom sa prikazom odgovarajucih filtara.

4.5 Prostorno-promjenljivo filtriranje
Kada signal i sum ne zauzimaju istu frekvencijsku oblast, efikasno filtriranje se moze 
izvrsiti koriscenjem stacionarnih filtara. U slucaju kada se signal i sum preklapaju 
u znacajnom dijelu prostora i prostorno-frekvencijske oblasti, stacionarno filtriranje 
moze biti neefikasno. Za signale koji zauzimaju istu prostornu i prostorno-frekvencijsku 
oblast, moze se uvesti koncept prostorno-promjenljivog filtriranja. Separaciju pojedinih 
komponenti tada treba izvrsiti u zdruzenom S/S — F  domenu. Na slid 4-23 sematski 
je prikazan FM  signal zahvacen sumom u TF  ravni, kao i odgovarajuci filtri.

Pored pristupa koji ce ovdje biti prezentiran, za vremensko-promjenljivo filtriranje 
(slucaj ID signala) postoji i vise drugih pristupa. Koncept prostorno-promjenljivog 
filtriranja uveo je Zadeh [319]. Zadehov pristup ima ekvivalent u T F  transforma- 
cijama i to je RD [81, 82]. Zbog kompleksnosti R D , umjesto Zadehove, koristi se 
Weylova korespodencija sa ekvivalentnom u WD  [320]-[322]. Jedan od znacajnih pris­
tupa u vremenski-promjenljivom filtriranju polazi od Wienerovog optimalnog filtra 
za nestacionarne signale [323]. Drugi koncept svod’ filtriranje u T F  ravni na filtri­
ranje po pojedinim projekcijama [324]. Danas je najveca paznja koncentrisana na 
primjenu uopstenih razvojnih spektara (generalized, evolutionary spectra) u vremenski- 
promjenljivom filtriranju [325]-[329]. U radu [325], Weylov spektar se pokazao kao 
optimalni u okviru te klase. Stoga, ovaj pristup polazi od modifikovanog Weylovog 
spektra, i filtriranje se obavlja odredjivanjem oblasti u kojoj se signal nalazi u TF  
ravni. Koncept dobro funkcionise u slucaju F M  signala.

Posmatra se visedimenzioni signal zahvacen sumom (4.76). Nestacionarno visedime- 
nziono filtriranje definise se po analogiji sa ID vremenski-promjenljivim filtrom [320,
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023, 325, 330, 332, 333] kao:

(H s ) ( f )=  [ h ( r  + v/2,r -v/2)s (r  + v)dv, (4.99)
Jv

gdje je h(r,v) impulsni odziv prostorno-promjenljivog filtra. Izraz (4.99) predstavlja 
modifikaciju standardne Weylove korespodencije [312, 313]:

(IIs)(r) = f  h(r +  v/2,r — v/2)s(v)dv. (4.100)
J v

Modifikacija je izvrsena da bi se za ulazni signal u obliku FM  signala f { f )  =  Ae3*^  
dobio ( H = c f ( r ), ako je filtar u S/S — F oblasti definisan kao delta funkcija 
6(yj — V</>(7’)) duz lokalne frekvencije V</»(r) za signale koji zadovoljavaju metod sta- 
cionarne faze. Osobina S/S — F distribucija da su dobro koncentrisane oko lokalne 
frekvencije t5'i(r) = V 4>(r) je vazna tacka u njihovom uvodjenju i primjeni. Neka se FT 
visedimenzionog FM  signala f (r )  =  Ae3<t>̂  moze dobiti koriscenjem visedimenzionog 
metoda stacionarne faze [50, 171, 334]:

F{u) = J  A e ^ e - ^ d r  = A e P ^ e ’ ^
\

(2?rj)Q
n Q ONlroi -
1 «  =  1 Or,?

(4.101)

gdje je lj = V</>(7’o). Neka je postignuta idealna koncentracija S/S — F predstavljanja 
sa 5(u) — \7(j)(r)) za f(r).  Kada nema ulaznog suma s(r) =  / ( f ) ,  ocekuje se da ce filtar 
dati na izlazu nepromijenjeni signal. U skladu sa Parservalovom relacijom, dobija se iz 
(4.97):

( I I s ) ( r )=  f  h(r +  v/2,f  — v/2)s(f +  v)dv = J — [  Lw(f,cJ)F(Lj)ejruJdd; =

=  (4.102)
« = 1 Or*

Iz uslova da je metod stacionarne faze zadovoljen, vazi u =  V$(fi) =  V</>(f), pa slijedi 
7‘o =  f  i c =  yJyiiLi ~ (f, u) se definise kao:

L//(f, lj) = ( h { r  — v/2.,r + v/2)e~3u}Vdv. (4.103)
Jv

Na ovaj nacin dobila se modifikacija Weylovog filtra sa amplitudskom varijacijom 
izlaznog signala, koja je zavisna od varijacije lokalne frekvencije.

Weylov filtar ce, u ovom slucaju, proizvesti ( /7 s) (r) =  c A e ^ ^ ^ ^ ^ A  sto nije 
zeljeni izlaz. Signal, osim varijacije amplitude, ima i znacajnu varijaciju faze, sto
opravdava uvedenu modifikaciju (4.97). Weylov filtar ne moze da filtrira signale u
predstavljenim numerickim primjerima. Interesantno je, sa teoretske tacke, posmatrati

J -  f  S(uj -  V ^ f V A d ^ e
Z7T J ljj

- j r 0ui

\ n
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slucaj kada je funkcija Lu (r, uj) geometrijska sredina idealno koncentrisane distribucije 
duz lokalne frekvencije S(u -  V0(r)) i duz grupnog kasnjenja <5(r — rg{u)), gdje, za 
asimptotske signale, vazi rg(uj) — V - V(^) [50]. Tada ce za

Lii(r,u) =  (2 ttj)q/2 J 6 {u -  V 0 (r ))< 5( r  -  fg(u)) =

(4.104)=  (Z«])QI\  } 0  f t  -  W ) .

izlaz iz filtra biti isti kao i ulazni signal, bez dodatne amplitudske varijacije.
Izvodjenje optimalne funkcije H bice obavljeno u skladu sa odredjivanjem Wie- 

nerovog filtra za stacionarne signale [171, 323, 332]. Greska f ( r )  — (//s )(r ) je ortogo- 
nalna u odnosu na a) kada MSB dostize minimum [171, 332]:

E | f(jr) — Jh(r‘+  v/2,r‘ — iJ/2)s(r + v)dv s*(r + a)| =  0.

Ocekivana vrijednost ambiguity funkcije AF33(9,v) [335, 336] je:

A F ss(0, v) = J  E{s(r +  v/2)s'(r — v/2)}e~^Td f  

dok je FT h(T + v/2,r — v/2) po promjenljivoj 7r dato kao:

A[f (d, v) — j  h(r +  v/2,r — v/2)e~^Tdf.
j r

Iz (4.105) slijedi:

/TFf3(0, a) = f  f  A H (u , - v)7[FS3(Q -  u, a -  v)dudv
J v  Jxi

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

za procese koji su pretezno koncentrisani oko koordinatnog pocetka u ambiguity domenu 
(razlici od nule samo u oblasti |0|, |r|, |a|, |f)j gdje je ~  1). Ovi procesi
se u ID slucaju nazivaju underspread procesima [323, 335, 336].

Napom ena: Relacija (4.108) direktno slijedi iz (4.105), bez dodatnih pretpostavki, 
ako se posmatraju kvazistacionarni procesi [171, 312, 332], to jest B { f ( r ) s* ( f  +  c?)} = 
E { f { r  — a/2)s*(r +  a/2)} i E {s ( f+ v )s* ( f— 5 )} =  E {s (r+ (v  —a)/2)s'(r—(v —ci)/2)}. 
Ovo daje dodatnu fizicku motivaciju za izvodjenje modifikacije (4.97). ■

Visedimenziona FT relacije (4.108) rezultira u W D ^r,*!;) =  Ln(f ,uj)WD3S(r,u), 
gdje je W/ Dsi(r,a;) Wignerov spektar (ocekivana vrijednost W D  [337] signala s(r)):

W D 33( r , u ) =  f  E { s ( f + v / 2 ) s ' ( f - v / 2 ) } e ~ iujvdv. (4.109)
J v

Ako signal i sum nijesu korelirani, vazi:

W D f f (r,u)
WD/f(r ,u) +  W D l/t/(r ,£) ' (4.110)
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Napomena: Za stacionarne signale sa Wl)f/(r,<jj) = Sf/(uj), h(r — v/2,r+v/2) — h(r) 
i Li,(r,u)) — ll(u)  =  FT{h(ti)} relacije (4.109) i (4.110) svode se na stacionarni 
Wienerov filtar [171, 332]. ■

Kako je Wignerov spektar signala f { f )  koncentrisan unutar oblasti Rf) dok je sum 
dom uantno rasporedjen van ovog regiona, dobija se jednostavno rjesenje (4.110):

J 1 za (f, tel) G Rj 
| 0 za (r,cj) £ Rj

(4.111)

Rf se moze definisati kao oblast u kojoj je WDf/(r, u) ^ 0. Ovo se moze primijeniti na 
siroku klasu FM  signala, koji se dobro koncentrisu u S/S — F ravni, dok je bijeli sum 
v(i'*) rasprostranjem u S/S — F ravni. Kako se u numerickim izrazima delta impuls 
svodi na jedinicnu vrijednost, za relaciju (4.111) vaze prethodno izvedeni zakljucci.

Napomena: Relacija (4.111) bi se mogla dobiti i na poluintuitivan nacin kao
u [330]. Tada neke pretpostavke, koje su uvedene u izvodjenje kao pretpostavka o 
underspreadness procesu, nijesu neophodne [331]. Vise detalja o ovom izvodjenju moze 
se naci za ID slucaj u [330]. ■

U numerickim relacijama koriste se pseudo (prostorno ograniceni oblici) filtarske 
relacije (4.99):

( H s)(r) =  [ h ( r  + v/2,r — v/2)w(v)s(r + v)dv. (4.112)
J  V

Analiza, koja je data prethodno za (4.99), vazi i za (4.112) pod uslovom da je tu(0) =  1. 
Ova relacija omogucava koriscenje prostorno ogranicenog intervala. Prozor ne utice na 
filtarski izlaz ako je w(0) =  1. Koristeci Parservalovu teoremu, relacija (4.112) dobija 
oblik:

(Hs)(r) =  f  LH(r,u)STFT(r,u)du  (4.113)(Z7Tjv Jcj
Diskietni oblik filtarske relacije (4.113) je:

(Hs)(r) = ' £ L H(fi,~k)STFT(n,k), (4.114)
fc

gdje je Ln(fi,k) jednako 1 kada je WD  signala razlicita od nule. Da bi se obavilo fil- 
triranje, neophodno je znati ST FT i Lf/(n, k). Racunanje ST FT  je jednostavno, dok 
se odredjivanje oblasti L//(n, uJ) moze izvrsiti pomocu algoritma opisanog u prethod- 
nom odjeljku. Prethodni algoritam predstavlja estimaciju W D  bez suma na osnovu 
samo jednog posmatranja ’’ zasumljenog” signala. Za odredjivanje regiona R{ (odnosno 
Lj[(r,<lJ)), moze se koristiti STFT(r,uj), odnosno S PE C , samo ako se lokalna frekven- 
cija ne mijenja u prostoru, ili se moze smatrati konstantnom u okviru prozora w(v). 
U suprotnom, kada je varijacija lokalne frekvencije znacajna u posmatranom domenu, 
za niske i visoke frekvencije, efikasna estimacija oblasti pomocu SPEC  ili skalograma
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se ne moze obaviti. Oblast, koja bi bila odredjena pumocu ovili algorit.ama bila bi 
pres’roka, odnosno filtriranje bi bilo neefikasno.

Primjer 1. Za multikomponentni signal (4.97) zahvacen CGW N , sa odnosom 
signal/sum —1 [dB\, oblast Rt je odredjena na slid 4-Sle. Signal (4.97), sa i bez suma, 
prikazan je na slikama 4 -2 4 a > 4-%4b, dok je filtrirani signal prikazan na slid 4-^4c-

_ r "“ " '..ijiMi,
0 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 o s  0.9 1

0 i i i m
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 !

Slika 4.24: Vremenski-promjenljivo filtriranje multikomponentnog signala: a) Origi- 
nalni signal bez suma; b) Signal zahvacen sumom; c) Signal filtriran pomocu vremensko- 
promjenljivog filtra.

Prim jer 2. Monokomponentni signal (4.98), u granicama [,r,j/] G [0,0.5], sa 
N =  128 odbiraka u prozoru, prikazan je na slid 4 25a. Ovaj signal, zahvacen CGW N  
sa odnosom signal/sum —6[dB], prikazan je na slid 4-25b. Na slikama 4-25c, 4-%5d 
i ^..25e prikazan je signal (4.98) zahvacen sumom i filtriran idealnim niskopropusnim 
filtrom sa granicnom ucestanostima f c =  (3 /4) / max, gdje je / max maksimalna frekven- 
cija koju moze da prikaze W D  bez aliasinga (za ovu vrijednost frekvencije obuhvacen 
je kompletan signal, ali i velika kolicina suma), f c =  / max/2  i f c =  / max/4. Ako se 
smanjuje granicna frekvencija, sman, uje se sum, ali i degradira signal. Signal filtriran 
predlozenim postupkom, gdje je oblast signala odredjena neparametarskim algoritmom 
i prikazana u jednoj tacki na slid 4-22b, dat je na slid 4-25f. Sa slike se uocavaju pred- 
nosti predlozenog algor: ,ma.

Prim jer 3. Multikomponentni 2D signal:

f ( x ,y )  -  exp(j( —1047r(a;2 + x) -  1047n/2)) +  exp(j(-1047rx2 -  1047r(y2 + y))) (4.115)

zahvacen je velikom kolicinom CGWN,  varijanse (t2„ = 1.7. Za racunanje S P E C , 
koristi se Hannov prozor sa (TV, x /V,) =  (16 X  16), dok je za racunanje SM  koriscen 
siroki Hannov prozor sa (N2 X  N2 ) =  (128 X  128) odbiraka i Ld =  2. Originalni signal



N c p n rn m c li ir s k i v re m c n sk o - fra k v c n c ijs k i m e to d i za c s t ir rm c iju  s ig n a la

Slika 4.25: Filtriranje clvodimenzionog signala: a) Originalni signal bez suma; b) Signal 
zahvacen suinoin; c)-e) Signal filtriran niskopropusnim filtrima sa razlicitim granicnim 
frekvencijama; f) Signal filtriran koristeci prostorno-promjenljivi filtar.

prikazan je na slid 4-26a, signal zahvacen sumom prikazan je na slid 4.26b. dok jc 
signal filtriran predlozenirn pristupom prikazan na slici 4-26c.

Prim jer 4. Posmatrana je separacija linearnog FM  signala iz slike. Ovo odgovara 
problemu notch filtra u stacionarnom slucaju. Lokalna frekvencija je promjenljiva i 
treba je odrediti za svaku tacku. Detekcija, zasnovana na SPEC, prouzrokovala bi sirok 
region, odnosno nezadovoljavajuce filtriranje. SPEC  bi mogao biti iskoriscen saino 
kod konstantnih ili sporopromjenljivih lokalnih frekvencija. WD  omogucava vconia 
precizno odredjivanje lokalne frekvencije kada se ona mijenja u slici. To rezultujc 
efikasnoscu kojom je predlozena procedura primijenjena na slid 4-27. Originalna slika 
” Tigar” prikazana je na slici 4-27a, dok je linearni FM  signal prikazan na slid 4-27b. 
Slika sa FM  signalom prikazana je na slid 4-27c, dok je izdvojeni F M  signal prikazan 
na slid 4-27d. Rekonstrukcija jc vcoma dobra, premda je odnos maksimalne vrijednosti 
originalnc slike i linearnog FM  signala veoma visok:

20 log10 max{:/(r)}
m ax {/(r )} 18.5[d£], (4.116)

gdje jc u{r) sum, odnosno, u ovom slucaju, slika, dok je / ( f )  frekvencijski modulisan 
signal.
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Slika 4.26: a) Dvodimenzioni multikomponentni signal bez suma; b) Signal zahvaccn 
suinom; c) Filtrirani signal.

Slika 4.27: a) Originalna slika; b) Dio linearno frekvencijski modulisanog signala kuji 
jc dodat, slici; c) Suma dva prethodna signala; d) Rekonstruisani linearno frekvencijski 
modulisani signal sa slike c).



GLAVA V



5. PRIMJENA VREMENSKO-FREKVENCIJSKIH 
METODA U DIGITALNOM WATERMARKINGU

5.1 Digitalni watermarking - pregled
Tri osnovne metode zastite multimedijalnih informacija su: kriptografija, ugradnja 
signatura (potpisa) i watermarking. Kriptografski zasticenoj informaciji se ne moze 
pristupiti bez odgovarajuceg kljuca. Zasticeni fajl do trenutka dekodiranja ne pred- 
stavlja multimedijalnu informaciju. Potpis (signatura) je dodatak informaciji, koji, u 
slucaju da je doslo do promjene informacije, te promjene sugerise i upozorava eventu- 
alnog korisnika. Signatura moze biti u fajlu koji nosi informaciju, ili zaseban fajl. Ako 
dodje do ostecenja informacije usljed prenosa komunikacionim kanalam, i pored njene 
sustinske valjanosti, signatura ce sugerisati da se informacija ne smije koristiti. Digi­
talni watermarking (vodeni zig) je novost u zastiti autorskih prava nad multimedijalnim 
podacima. Cilj je u multimedijalnu informaciju (slika, zvuk, film) unijeti signal, koji 
nec.e kvariti multimedijalni sadrzaj (nece biti vidljiv u slici i cujan u zvuku), i kojeg ce 
vlasnik informacije moci detektovati na osnovu tajne informacije - kljuca watermarka. 
Zahtijevi u odnosu na watermarking tehnike su:

- Da ne kvari primjetno originalni signal;
- Da se watermark ne moze ukloniti uobicajenim tehnikama u obradi signala (npr. 

kod slike to su: kompresija, filtriranje, operacije na histogramu, geometrijske transfor- 
macije, itd), koje predstavljaju atake (Jedan od ataka moze biti i deform; anje signala 
usljed suma u komunikacionim kanalima.);

- Da se ne moze otkriti na jednostavan nacin bez poznavanja posebne informacije 
kljuca watermarka;

- Da je detekcija watermarka od strane ovlascenih lica vjerodostojna, odnosno da 
je mala vjerovatnoca detekcije pogresnog, nepostojeceg ili nedetekcije postojeceg wa­
termarka;

- Pozeljno bi bilo da se ista tehnika moze primijeniti na sve oblike multimedijalnih 
podataka.

- Da se moze razviti veliki broj varijanti watermarka.

147
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Osnovna razlika izmedju klasicne kriptografske zastite i watermarkinga je u tome 
sto, u slucaju da se ’’ provali” kljuc kod podataka koji su zasticeni kriptografski, vlasnik 
potpuno gubi kontrolu nad njegovom distribucijom. Kod watermarkinga, u slucaju da 
u digitalnom materijalu vlasnik autorskih prava otkrije svoj kljuc, ima mogucnost da 
tuzi neovlascenog distributera.

Do sada je razvijen veliki broj tehnika za umetanje watermarka. Po mjestu doda- 
vanja watermarking tehnike se dijele na:

1. Watermarking u domenu signal [338]-[343]. Watermark se dodaje u djelovima 
signala koji nece biti znacajnije osteceni. Npr., visokotekstume povrsi kod slike ili 
"glasna” podrucja u zvuku. Problem kod ovih tehnika je sto odsijecanje dijela signala, 
u kojem je watermark dodat, vodi gubitku zastite. Detalji u kojima je watermark 
smjesten su znacajno osteceni.

2. Dodavanje watermarka u transformacionim domenima (D F T , DCT, wavelet, 
Fourier-Mellinov, JPE G , itd) [344]-[357]. Uobicajeno se selektuje oblast u kojoj su 
koeficijenti transformacije srednje velicine. Dodavanje watermarka u maksimalnim 
koeficijentima, kod slike, dovelo bi do mijenjanja osvjetljaja, dok bi dodavanje min- 
imalnim koeficijentima bilo osjetljivo na atake, a posebno na filtriranje i kompresiju sa 
gubicima, odnosno kvarilo bi detalje slike.

Po vrsti samog watermarka dijele se na:
1. Korelirane signale. U vise podrucja se ubacuju korelirane informacije koje bi 

trebale da omoguce detektovanje watermarka i u slucaju usrednjavanja velikog broja 
istih multimedijalnih sadrzaja sa razlicitim watermarkom.

2. Pseudoslucajne sekvence, slicne tehnike kao one koje se koriste u ’’ spread- 
spectrum” komunikacijama.

Po nacinu detekcije watermarking tehnike dijele se na:
1. Tehnike kod kojih je za detektovanje watermarka neophodno poznavanje orig- 

inalne informacije. Losa osobina je velicina, brzina softvera i baze podataka za pre- 
trazivanje watermarka i posredno ugrozavanje autorskih prava. Ovakva sema naziva 
se privatnom. Prednost je u mogucnosti detekcije malih watermarka, odnosno malom 
ostecenju originalne informacije.

2. Detekcija watermarka bez poznavanja originalne informacije, ali sa poznatim 
watermark signalom. Ovakva sema se naziva polu-privatnom. Vecina danasnjih tehnika 
pripada ovoj grupi.

3. Detekcija bez originalne informacije i bez poznavanja watermarka, odnosno samo 
na osnovu odredjenih informacija o mogucim vrijednostima kljuca watermarka. Ove 
seme se intenzivno istrazuju i nude najvise mogucnosti. Nazivaju se javnim semama 
zasnovanim na javnim kljucevima.

Neke seme, koje se danas predlazu, su kombinacije nekih od tri osnovne grupe sema
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(obicno se koriste kombinacije druge i trece grupe). U nekim slucajevima tesko je 
Itvrditi kojoj semi pripada predlozena tehnika.

U radu ce, kao osnovni multimedijalni sadrzaj biti razmatrana sivoskalirana (gray­
scale) fofcografija (slika), ali ce biti date napomene o karakteristikama watermarkinga u 
ostalim tipovima multimedijalnih signala. Kod zvuka, dodavanje watermarka je slicno 
kao kod sivoskaliranje fotografije, s tim sto je spektralni (frekvencijski) sadrzaj slike 
obicno znatno niskopropusniji od spektralnog sadrzaja zvuka. Kod slike u boji, vrsi 
se razdvajanje na tri komponente u neki od modela, kao sto je HSV. Ovi modeli se 
sastoje od komponente osvjetljaja (luminente komponente) i dvije komponente boja 
(hrominente komponente). Hrominenente komponente nijesu pogodne za watermark­
ing vec se koristi samo luminentna komponenta. Ako bi se kod filma svaki frejm 
nezavisno zastitio, pazljiviji gledalac bi mogao da u pojedinim podrucjima, detektuje 
podrhtavanje slike. Stoga, se samo neki od frejmova podvrgavaju watermarkingu, dok 
se ostalima dodaje watermark, koji ima istu vezu prema watermarku u osnovnom fre- 
jmu kao sto je medjusobni odnos dva frejma. Npr., u M PEG  formatu, samo neki 
frejmovi (I frejmovi), su nezavisni, dok su ostali vezani vektorima pomjeraja za ove 
frejmove (P  i B frejmovi). Watermark se dodaje u 7-frejmove, dok ostali frejmovi 
ostaju isti.

Danas se u praksi koristi vise watermarking tehnika. Najpoznatija je Digimarc 
[360], koju koristi CorelDraw. Pored toga, postoje drugi komercijalni [361, 362] i 
naucno-istrazivacki [363, 364] programi za watermarking. Iako je tehnika pocela da 
se razvija od 1997. godine, vec postoji veliki broj radova. Posebno se isticu pregledni 
radovi [339, 351], [365]-[369]. Watermarking se moze povezati i sa prenosenjem vise 
slika jednim kanalom, odnosno sa skrivanjem podataka [350]. Osnovne tehnike za do­
davanje watermarka u obliku pseudo-slucajne sekvence opisao je Cox [351]. Tehnikama 
dodavanja watermarka u wavelet domen posveceni su radovi [353, 354]. Nelinearno fil- 
triranje za uklanjanje spread-spectrum watermarka iz slike razvijeno je u [370]. Tehnike 
nelinearnog filtriranja nijesu i jedine koje mogu da posluze za brisanje watermarka. O 
tehnikama za brisanje watermarka moze se vise procitati u [371]. Jedan efikasan nacin 
za brisanje Digimarc ataka opisan je u [376]. Ujedno, u radovima se watermarking sis- 
temi testiraju na razlicite tipove ataka. Stoga je kreiran Stirmark program, koji atakuje 
sliku sa watermarkom i Stirmark benchmark, pomocu kojeg se moze porediti nova 
watermarking sema sa postojecim [372, 373]. Proces razvoja watermarking sistema 
opisan je radu [374]. Watermarking se moze posmatrati i kao podoblast steganografije, 
koja podrazumijeva prenosenje poruka tajnog sadrzaja u sklopu drugih poruka. Lim- 
iti steganografije opisani su u [375]. Moze se konstatovati da danasnje watermarking 
seme nijesu dostigle te granice. Neke prakticne aplikacije watermarkinga u razlicitim 
tipovima multimedijalnih podataka opisane su u [345], [377]-[383]. Dodavanje water-



P rim je n n  v re m e n sk u - fre k v e n c ijsk ih  m et.odu n d ig it.u lnom  w a te rm a rk in g t i 150

marka u DCT  domen razvijeno je u [347]-[349],[352, 359]. Digitalni watermarking 
video signala u MPEG  — 2 domenu razmatran je u [379]. Detalji o vjerodost.ojnosti 
watermarka mogu se naci u [384, 385]. Tehnike haoticnog mijesanja piksela watermarka 
i slike razmatrane su u radovima [339, 341, 342, 343]. Dodavanje watermarka u struk- 
turnu organizar.iju slike razmatrano je u [386]. Watermarking zasnovan na detekciji 
slicnosti pojedinih djelova slike ili transformacije slike razmatran je u [378].

U ovom poglavlju razmatrane su tehnike watermarkinga u transformacionom dome­
nu. Kod ovih tehnika, nakon pronalazenja odgovarajuce transformacije slike, detektuju 
se koeficijenti (obicno u sredini propusnog opsega) u kojima ce dodavanje watermarka 
najmanje vizuelno kvariti sliku. Zatim se, nekom od tehnika, doda watermark tim ko- 
eficijentima i, nakon inverzne transformacije, dobij:. slika sa ugradjenim watermarkom. 
Postoji mogucnost, da su pojedini regioni slike vizuelno ostecen dodatim watermarkom. 
Kod slike su posebno osjetljiva ” ravna” podrucja, dok su kod zvuka osjetljiva ’’ tiha” 
podrucja. S druge strane, u visokoteksturnim regionima slike (visokopromjenljivim), 
moze se neprimjetno dodati rrmogo vise signala nego sto je to slucaj kod manje prom- 
jenljivih podrucja. Kod muzickih djela, poznata je cinjenica da su pojedini zvukovi 
nedozvoljeni. Stoga se, za visokokvalitetne snimke, mora strogo voditi racuna o tome 
da watermark ne produkuje takve zvukove. Neka je sa I oznacena slika, dok je water­
mark lw i slika sa watermarkom /* = /  + Iw. Maskiranje watermarka moze se obaviti 
na osnovu relacije:

IM — ^(1 — mask(I)) + mask{I)P =  1 +  mask(I)Iw, (5.1)

gdje je inask(l) signal u granicama [0, 1 istih dimenzija kao originalna informacija. Za 
podrucja u kojima se na neprimjetan nacin moze dodavati signal, mask(I) je blize 1 dok 
je u suprotnom slucaju blize 0. Za sliku se veoma cesto, za vizuelno maskiranje koristi 
IIVS-sistem razvijen u [347]. Ovim sistemom se oko svakog piksela formira matrica 
dimenzija 9 x 9 za koju se predmetni piksel nalazi u sredini. Zatim se odredi varijansa 
ovih podataka i maskirajuci signal predstavlja normalizovanu varijansu (varijansa podi- 
jeljena sa maksimalnom varijansom pojedinacnog piksela). Ako svih 9 X  9 =  81 piksela 
imaju istu vrijednost, varijansa je jednaka nuli, odnosno maskirajuci signal, za tu tacku, 
nece dozvoliti promjenu vrijednosti osvjetljaja koja bi mogla biti primijecena. Za zvuk 
se kao maskirajuci signal obicno koristi srednja vrijednost energije nekoliko desetina 
odbiraka oko odbirka za koji se watermark zeli kreirati [387].
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Sve dosadasnje tehnike za dodavanje watermarka koriste ili prostorni ili transformacioni 
domen. Da bi povecali fleksibilnost ovih algoritama uveden je watermarking u FRFT  
domenu [388]. Posmatran je signal slike s(nx,ny) za koji je 2D FRFT  data kao:

= F R F T £ - ‘ -{FRFTZ;t.„ )}} , (5.2)

gdje simbol FRFT™~^U oznacava ID FRFT. Moze se reci da je FRFT  domen kom- 
binacija prostornog i prostorno-frekvencijskog domena. Za |a| < 7t/4 FRFT  je u 
dominantno prostornom domenu, dok je za 37r/4 > |n:| > 7r/4 u  dominantno prostorno- 
frekvencijskom domenu. Da bi se u FRFT  domen unio signal, koji je u prostornom 
domenu realan (?/(£) +?/*(/))/2, neophodno je u FRFT  domen za ugao Q dodati trans- 
formacione koeficijente Ya{u), dok se u FRFT  domen za ugao — a dodaju konjugovano 
kompleksni koeficijenti Posmatran je samo dominantno frekvencijski domen.

Nakon odredjivanja diskretne 2D FRFT  koriscenjem algoritma opisanog u [270, 
271], vrsi se preuredjivanje koeficijenata u nerastuci niz S — > 5i_i}. Prvih
L se izostavlja a watermark se dodaje u narednih M koeficijenata. Dodavanje wa­
termarka u najvise koeficijente moze prouzrokovati znacajnu deformaciju slike, dok 
se watermark u najnizim koeficijentima moze obrisati algoritmima kompresije slike sa 
gubicima ili niskopropusnim filtriranjem bez znacajne vizuelne promjene slike. Water­
mark se dodaje kao [347]:

5 "  =  Si +  A;'|/2e{5i}| 4- jk['\Jm{St}\, L +  1, L + 2,..., L + M , (5.3)

gdje je i — L +  1, L +  2, ..., L +  M realni kljuc watermarka. Neka je water­
mark Gausovski bijeli sum varijanse <7“, to jest neka su varijanse k'{ i k" jednake a2/2. 
Slika sa potencijalnim watermarkom je oznacena kao s ^ (n x,ny). Odluka da li je wa­
termark detektovan donosi se poredjenjem detekcione vrijednosti (odziva detektora) u 
tzv. korelator metodu:

M M
d =  E  W i - i W S ^  (5.4)

>=L+I
sa izabranim pragom. Ako na sliku sa watermarkom nijesu primijenjeni ataci ili sum 
usljed prenosa komunikacionim kanalima, tada je vrijednost d data kao:

L + M

E  IM -  • 'W i + + i*f|/m{Si)||. (5.5)
t = L + l

Kako M moze biti veliko (za sliku dimenz a 256 x 256 moze biti i nekoliko hiljada) i 
ako je watermark nekorelisan sa slikom, srednja vrijednost d je:

bm  = t  e  nfe(si}i + i/"*fsai]Z i=L+1
(5.6)
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Slika 5.1: Test slika ’’ Lena” : a) Originalna slika; b) Slika sa watermarkoin.

Ako neina watermarka u slid E{d } =  0, dok je varijansa u oba slucaja jednaka:

L+M
var{ d} =  a2 ]T  |St|2. (5.7)

i = L + 1

Prag detekcije je E {d } /2, dok je varijansa watermarka izabrana kao kompromis izmedju 
ticvidljivosti watermarka i vjerovatnoce pogresne detekcije (laznih alarma). Zbog mogu- 
cih ataka, u proracunima vjerovatnoce greske, koriste se vece varijanse od sracunatc 
k - var{d} , k > 1.

Algoritam je testiran za razlicite test slike i atake. U prikazanim primjerima, 
koristena je standardna test slika "Lena” (256 x 256)-slika 5.1a. Slika "Lena" sa wa- 
termarkom (L =  8000, M — 8000, cr2 = 0.04, Qi = a2 = 0.3757t) prikazana je na shci 
5.1b. Na slici 5.2 prikazan je odziv detektora na 1000 razlicitih kljuceva. Detektovan 
je jcdino pravi kljuc br. 100. Za 1000 razlicitih watermarkova odziv detektora u slici sa 
watermarkom i bez watermarka prikazan je na slici 5.3a. Dalje se moze pretpostaviti 
da pirat poznaje kljuc watermarka i poziciju kljuca watermarka ali da nezna trans- 
formacione uglove. Odziv detektora preko razlicitih transformacionih uglova prikazan 
je na slici 5.3b. Ova slika jasno pokazuje da je ovim konceptom moguce kreirati vise 
watermarka ncgo u slucaju watermarkinga u DCT  ili FT  domenu.

Ovaj pristup omogucava robusnost na neke uobicajene atake (geometrijske transfor- 
macijc, filtriranje, promjene u histograrnu). Slika ” Lena” zahvacena bijelim Gausovskim 
sumoni varijanse a2 = 6000 prikazana je na slici 5.4a, dok je odsjecena slika "Lena' 
prikazana na slici 5.4b. Odziv detektora u oba slucaja za 1000 razlicitih watermarka 
prikazan je na slikama 5.4c i 5.4d. Samo je pravi watermark broj 100 detektovan.

Za ilustraciju FRFT  watermarkinga, u slucaju zvucnih signala, posmatran je ljud- 
ski govor u ambijentalnom sumu sa 32768 odbiraka {slika 5.5a). Ovom signalu je 
dodat watermark pod uglom a = 0.3757r. Pri realizaeiji, korisccn je brzi algoritam
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Slika 5.2: Odziv detektora za hiljadu kljuceva.

za racunanje FRFT  prezentiran u [273]. Na slikama 5-5b i 5.5c prikazani su signal 
zahvacen water markom i detekcija watermarka.

5.3 Watermarking u Radon-Wignerovom domenu
Postoji uobicajeno misljenje da se deterministicki signali ne mogu upotrijebiti za digi- 
talni watermarking. Razlozi su u nemogucnosti kieiranja velikog broja watermark 
signala i mogucnosti da se, nekom od jednostavnih tehnika, signal izbrise bez ostecenja 
informacija koja je nosioc watermarka. Pokazuje se, medjutim, da linearni FM  signali 
mogu da posluze za watermarking. Pseudo-IVD distribuciju signala slike je data kao:

W  D{x,y,ujXluy) =
I ' C O  I C O

I / l(x+£/2,y+Ti/2)r(x-£/2,y-i}/2)w(£,i))w'(-Z, -r))e~3(- ^ +<A>vTl)d̂ dr], (5.8)
J  - C O  J  -  C O

gdje je w(£,?}) 2D prozorska funkcija. Predlozeni watermark baziran je na 2D chirp 
signalu (linearni FM):

D{x,y) =  2Acos(ax2 + by7 + c) =  A ( e ^  1bv? •c) + t (5.9)

gdje je A amplituda watermarka. W D ovog signala je visokokoncentrisana na lokalnoj 
frekvenciji:

WD(x,y,u>x,uy) ~  A2W D (ujx — 2ax,ujy — 2by) +

+ A 2W  D(u>x +  2aa;,a;y +  2 by) 4- kros — clanovi, (5.10)
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Slika 5.3: a) Detekcije watermarka u slici; b) Detekcija watermarka za razlicite uglove.

gdje je vrijednost FT  prozora W(cjx — 2ax,uy — 2by) bliska delta funkciji —
2ax,uy — 2by) za dovoljno sirok prozor. Kako ce kros-clanovi u W D  biti eliminisani 
koristeci projekcije to oni nece biti analizirani.

Nakon geometrijskih transformacija, kakve su translacija, rotacija i skaliranje, chirp 
signal (5.9) se moze zapisati u obliku:

fl'(x,y) =  2/icos(aiX2 4- Q-iy1 + o.3 xy +  a4x  + a5y 4- a6). (5-11)

Ova transformacija odgovara transformaciji centrirane u iskosenu elipsu sa centrom van 
koordinatnog pocetka. Sa stanovista koncentracije W D  na lokalncj frekvenciji, moze 
se reci da je invarijantna u odnosu na transformaciju, odnosno mijenja se samo pozicija 
lokalne frekvencije:

W D (x ty,Lux,u)y) =  A2W (ljx -  2a{x -  a3y -  a.4 ,uy -  2a2y — a3x -  a5) +

4 +  2a,]X 4- CL̂y 4- 4* 2o.2y 4  cl̂ x 4* 05) +
+kros — clanovi. (5-12)

Dakle, geometrijske transformacije ne uticu na maksimalnu vrijednost W D , koja se 
namjerava koristiti za detekciju watermarka, odnosno W D  watermarka ostaje bliska 
delta impulsu. Medjutim, iako je koriscena specificna i veoma prepoznatljiva funkcija u 
prostoru, energija je jos uvijek znatno manja od energije W D  slike, jer je vrijednost A 
drasticno manja od prosjecne vrijednosti slike. To je razlog zbog kojeg se delta impulsi 
watermarka ne mogu detektovati koriscenjem W  D.

Ocigledno, neophodno je dodatno koncentrisati energiju signala watermarka Q(x,y), 
dok energija slike treba da bude rasuta u prostoru. Maksimum W  D chirpova (5.11) dis- 
tribuiran je duz linearnih hiperravni ajx =  ±2aiX ±a3r/±a4, =  ±2a22/±a3X'±a5 u AD
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Slika 5.4: a) Slika ’’ Lena” sa dodatim sumom; b) Odsjecena slika "Lena” ; c) Detekcija 
watennarka nakon dodavanja suma; d) Detekcija watermarka nakon odsjecanja.

S/S— F domenu, dok je WD  slike rasuta u 4D prostoru. Zbog toga je potrebno koristiti 
projekeiju W D  slike sa watermarkom. Ovo omogucava kompletnu koncentraciju WD  
watermarka (sume maksimuma Wignerovih distribueija watermarka), koja se moze 
ocekivati na jednoj projekeionoj ravni. U projekeionoj ravni watermarka, kompletna 
energija watermarka ce biti koncentrisana u jednoj tacki, i, za veoma mali watermark 
u poredjenju sa slikom, moci ce prevazici energiju slike za ovu projekeiju i energiju 
watermarka za druge projekeione ravni. Na ovaj nacin, moguce je detektovati mali 
watermark, koji ima mnogo manju amplitudu od prosjecne amplitude slike.

Po analogiji sa ID slucajem (23, 249, 250], projekeija 2D WD,  to jest 2D RW D. 
moze se zapisati u obliku:

F‘\ (û x , Ujy )

/o o  TOO
/ W D (x,y ,uJx , u y)6(u)T -  2a\X -  a3y -  a,,, uiy -  2a2y -  a3x -  a*,)dxdy, (5.13)

-oo J —o o

gdjc su a = {« !, a2, a3, «/i, fts} transformacioni parametri. Projekcioni maksimumi 
Ml  a) -m ax Pa{ux,u)v), koji ce biti korisceni za detekeiju watermarka, su funkeije

IjJj

samo transformacionih parametara.
Neka je data slika I (x ,y ) sa watermarkom D(x,y): I ' {x ,y ) = l(x, y) + Q(x, y).
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Slika 5.5: a) Originalni zvuk; b) Zvuk sa dodatim watermarkom; c) Detekcija watei- 
marka.

IiW D od l'(x, y) mozesedobiti mnozenjem slike I '(x ,y ) sa Qv(x,y) — e~^avX' +6”y7 ĉ- rv)i 
gdje a,;, bv i c„ definisu projekcione ravni. Promjenom njihovih vrijednosti mijenja se 
i projekciona ravan. Racunanjem 2D FT od:

r (x ,y )D v{x,y) =  (I ( x , y ) +  fl(x,y))flv(x,y)  (5-14)

dobija se RW D:
P(u)x ,u>y-,nv) =  |FT2d {^(^,2/)^v(^,2/)}12 =

r  [°° l ' {x ,y )nv{x ,y )e - j^ x+^ )dxdy
J -  O O  J — OO

(5.15)

Na ovaj nacin koriscenjem razlicitih parametara av, bv i cv dobijaju se RWD  za razlicite 
projekcije. Odluka o prisustvu wateimarka se obavlja pronalazenjem maksimuma:

M(av,bv,cv) =max P(ux,uv\ H0) (5.16)
U J j  ,U.’ y

i poredjenjem sa podrazumijevanim referentnim pragom. Direktno pretrazivanje po 
sva tri paiametra (au.ftu.Cu) moglo bi da bude sporo i neefikasno. Medjutim, postoji 
mogucnost uzastopnog pretrazivanja po av i 6,, uz pronalazenje maksimuma, dok bi se 
faktor cv pronalazio na osnovu pozicije maksimuma FT po prethodna dva paiametra.
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Ovo bi svelo broj numerickih izracunavanja sa reda m K* na red 2inK. Postojanje dom- 
inantnog maksimuma znaci da watermark postoji u slici. Moze se postaviti pitanje: 
Koliki je minimalni nivo watermarka koji se moze detektovati? Opsti odgovor je tesko 
dati ali ce biti data simplifikovana analiza za grubu estimaciju performansi. Neka je 
slika bijeli sum sa/ Vxl V piksela i neka je prostorni prozor dimenzija N x N . Energija 
slike Ei uniformno je rasuta preko S/S — F domena sa energetskom gustinom propor- 
cionalnom Et/NA. Amplituda W D  watermarka je proporcionalna A2N 2. Sumirajuci 
maksimume u projekcionoj ravni, dobija se maksimalna ocekivana vrijednost RWD  
watermarka reda A2NA. Vrijednosti RWD  slike su reda E[/N2. Energija slike moze 
se aproksimativno predstaviti standardnom devijacijom slike A / =  o / kao Ej =  A2N2. 
Tako je odnos maksimuma RWD  watermarka i RWD  originalne slike, koji je relevan- 
tan za detekciju watermarka, dat kao:

R =
A2N4

N E,/N2
(5.17)

Ocigledno je da performanse detekcije watermarka zavise od odnosa izmedju AN2 i 
A/. Cak i veoma male vrijednosti A/Aj podrazumijevaju veliki odnos R. U realnim 
slucajevima, kada slika nije bijeli sum, i dalje postoji margina i relacija (5.17) obezb- 
jedjuje dobar odnos detekcije u odnosu na stepen vidljivosti watermarka. Ovo ce biti 
demonstrirano na slucaju slike sa bijelim sumom A2 = a2 =  2562 i amplitudom water­
marka A = 1.25. Ocekivana vrijednost watermarka R =  1280 dobijena je za N == 512. 
To se dobija na slici 5.6 na kojoj je prikazana projekcija duz linije gdje je watermark 
detektovan. Primjeri sa realnim signalima bii : dati kasnije.

Kao prag detekcije moze se koristiti polovina ocekivane vi'ijednost RW D A2N*/2. 
Medjutim, originalna slika ima RWD  razlicitu od nule u posmatranoj hiperravni. Stoga 
se, kao prag detekcije, uzima kA2NfN%, gdje je k > 0.5 (u primjerima je korisceno 
k — 0.6), dok su dimenzije ciljne slike N\ x 7V2.

Kako se koristi watermark koji je 2D signal sa promjenljivom frekvencijom u pros- 
toru, otporan je na stacionarno filtriranje, to jest na filtriranje koje ne mijenja svoje 
parametre. Kako je prethodno zakljuceno, maksimumi W  D i maksimumi njihovih pro­
jekcija nece se promijeniti tokom translacije i rotacije slike. Svako razumno odsjecanje 
nece degradirati detekciju watermarka sve dok je odnos R visok. Watermark je otporan 
na promjenu ucestanosti odabiranja (resampling). Medjutim, u ovom slucaju, pozicija 
maksimuma u projekcijama ce biti promijenjena. Ova cinjenica moze prouzrokovati 
probleme kada se koristi samo jedan watermark, to jest, ako se zele primijeniti dva 
watermarka u dvije slike. Ovo se prevazilazi koriscenjem dva signala kao watermark. 
Tako ce resampling promijeniti pozicije ali ce njihov relativni odnos ostati isti. Ovo 
znaci da je moguce, na osnovu relativnih pozicija maksimuma, dobiti informaciju o wa- 
termarku nakon resamplinga. Takodje, koriscenjem dva signala kao watermarka moze
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Slika 5.6: Ilustracija performansi odredjivanja detekcionog nivoa watermarka u slici 
bijelog suma.

se generisati veliki broj watermarka sa razlicitim relativnim pozicijama za detekciju. 
Slika sa watermarkom je u ovom slucaju:

l'{x ,y ) =  I(x ,y ) +  n ,(x ,y ) + n 2{x,y), (5.18)

gdje je:

Cl](x,y) =  2Acos(a'x2 4- b'y2 +  c'); Pl2{x ,y ) =  2Acos(a"x2 4- b"y2 + c"). (5.19)

Ovdje je neophodno znati da postoje dva watermarka i da se procedura detekcije sastoji 
od pronalazenja dva maksimuma u projekcionoj ravni.

Prim jer 1. U ovoj grupi primjera bice koriscena slika ” Baboon” . Originalna slika sa 
480 x 500 piksela prikazana je na slici 5.7. Na slici 5.8 prikazana je slika sa watermarkom 
(5.18), gdje su a' =  1027T, b' =  1527T, a" =  1527T i b" =  102tt. Amplituda watermarka je 
/I =  1.25, odnosno, aproksimativno, 1% maksimalne vrijednosti slike. RW D  duz linije 
gdje je maksimum (a' — 1027T, b' =  1527t) detektovan prikazana je na slici 5.9. Detekcija 
watermarka prikazana je na slici 5.10, gdje su date vrijednosti maksimuma u razlicitim 
projekcijama. Oko 1% najve h koeficijenata sa ekstremno visokim amplitudama ni je 
uzeto za racunanje projekcija. Za detekciju se koriste jednacine (5.15) i (5.16). Sa slike 
5.10, je veoma jednostavno odrediti parametre (a',b') i (a",6").

Primjer 2. Slika sa watermarkom filtrirana 7 x 7  median filtrom prikazana je na 
slici 5.11, dok je detekcija prikazana na slici 5.12. Primijenjena je tehnika opisana 
relacijama (5.15) i (5.16).
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Slika 5.7: Originalna slika "Baboon” .

Slika 5.8: Slika "Baboon” sa dodatim watermarkom.
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Slika 5.9: Projekcija Radon Wignerove distribucije duz linije gdje je detektovan globalni 
maksimum.

P(m»,(ay;Ov)
x 10

Slika 5.10: Maksimumi projekcija u slici sa watermarkom i odredjivanje parametara 
watermark signala.
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Slika 5.11: Slika sa watermarkom filtrirana 7x7 median filtroin.

P((tix,Uiy,nv)

5 ]

2 .

160
cox/rc1S0

■ i. v .  A
V  s:'. 160

150 ,
140 (L)y/7I

Slika 5.12: Detekcija paramctara watermarka u slici filtriranom median Hkrom.
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Slika 5.13: Slika atakovana translacijom, rotacijom i odsjecanjem.

Primjer 3. U ovom slucaju je, na sliku sa watermarkom, primijenjena geometrijska 
distorzija. Posmatran je watermark sa parametrima a' = 1027T, b' =  102tt. a" — 152tt i 
b" — 152tt. Geometrijska distorzija se sastoji od translacije (za 1/4 originalne velicine 
duz x osc), odsijecanja (1/4 slike je odsjeceno duz x pravea) i rotaeije za ugao 45°. 
Rezultat je prikazan na slici 5.13. Detekcija je moguca bez poteskoca (slici 5.14).

Prim jer 4. Ovdje ce biti ilustrovano da se notch filtrom ne moze znacajno degradi- 
rati signal watermarka. Slika sa watermarkom je filtrirana koriscenjem notch filtra sa 
promjenljivom frekveneijom, koja se moze ocitati iz procedure detekeije watermarka. 
Detekcija watermarka, nakon notch filtriranja, prikazana je na slici 5.15. Watermark 
nije dobro koncentrisan u FT  domenu pa se stacionarnim filtrom. ne moze izbrisati cak 
i kada se za filtriranje koriste mali region oko lokalne frekveneije. Watermark je jedino 
dobro koncentrisan u projekeionoj ravni. Oduzimanjem se watermark ne moze obrisatl 
zbog nepoznavanja faznih clanova c' i c", koji se ne mogu dobiti u postupku detekeije. 
Slika ima dominantan uticaj na fazne clanove. Ukoliko bi se koristio watermark sa 
promjenljivom amplitudom problem njegovog brisanja bio bi znacajno uvecan.

Watermark se moze detektovati naslijepo, bez poznavanja parametara. na osnovu 
poznatog koncepta watermarkinga.

1st,a telmika se moze priinijcniti i na signal zvuka. Detekcija watermarka obavlja se 
projekeijom oblika:

rOO  ̂ 2
/ z(t) exp(—j a t 2 — jut)dt ,

J —oo
RW D } (<x,a') = ( 5 .2 0 J
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P(ff>*,ooy;Qv)

COy/jI

Slika 5.14: Detekcija watermarka u odsjecenoj, transliranoj i rotiranoj slid.

P(C0*,C0y;Ov)
x 104

12 ,I

Slika 5.15: Detekcija jednog chirp signala dodatog slici nakon filtriranja lokalnim notch 
filtrom.
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Slika 5.16: a) Originalni zvuk; b) Zvuk sa watermakom; c) Detekcija watermarka; d) 
Signal za maskiranje.

gdje je z(L) signal zvuka kome je dodat watermark. Maksimalna vrijednost odgovara 
koeficijentu pravca realnog linearnog FM  signala y{t) — 2/1 cos(at2/2 +  bt), koji se ko- 
risti kao watermark. Pozicija u) na kojoj je maksimum detektovan odgovara u =  b. Na 
slici 5.16 posmatran je signal zvuka u ambijentalnom sumu sa dodatim watermarkom 
(slika 5.16b). Signal zvuka ima N =  215 — 32768 odbiraka. Zvuku je pogodno do- 
dati veci signal u odbircima u kojima je amplituda zvuka veca. Maskirajuci signal je 
formiran na slijedeci nacin:

</(/.) =  | max{z(£)™(0l. mask(z(t)) =  g(l)/max(g(t)), (5.21)

gdje je w(L) prozor sirine M odbiraka (u primjerima je uzimano M =  64). Signal g(t) je 
maksimum z(L) u prozoru oko tacke i, dok je maskirajuci signal dobijen normalizacijom 
g{t). Watermark ima amplitudu A — 10, i dodat je na frekvenciji a/(27r) =  3000. Prije 
detekcije, u cilju popravljanja performansi, izvrsena je eliminacija niskofrekventnih 
komponenti cime je povecana rezolucija watermarka. Detekcija je prikazana na slici 
5.16c, dok je maskirajuci signal prikazan na slici 5.16d.

Pored primjene na linearne FM  signale, prezentirani koncept se moze uopstiti i na 
druge tipove signala. Npr., ako je watermark signal dat u obliku y(t) =  2/1 cos(/((; a)), 
gdje je a vektor parametara, detekcija se moze obaviti sa:

re x ,

/  z(t) exp(—j / ( t ;  a))dtPz(u\ ci) -
2

(5.22)
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Maksimum watermarka se ocekuje na poziciji of = d. Npr., watermark se moze do- 
dati u obliku y(l) =  2Acos(asin(6l))] a pretrazivanje obaviti po parametrima a i b. 
Maksimum detekcije se ocekuje na poziciji a' =  a i {/ =  b. Ovo je potpuna analogija 
upotrebi Wigner-Houghove transformacije u parametarskoj identifikaciji signala [56]. 
Na ovaj nacin watermark se moze sakriti i u drugim oblicima signala i pri tome ” pi rat” 
gubi mogucnost da otkrije watermark samo na osnovu poznavanja tehnika. Mana ove 
tehnike je pretrazivanje po svim parametrima, koje moze biti neefikasno.

5.4 Watermark sa slucajnom amplitudom u
prostorno/prostorno-frekvencijskom domenu

Klasicni watermark u FT  domenu sa pseudoslucajnim amplitudama slike I (x ,y ) moze 
se u prostornom domenu prikazati kao:

M M
Wt (x , y) =  ^ /l .e x p b tx a , + y6,)] =  AiSFi (x, y), (5.23)

»= 1 1=1

gdje je Ai kljuc watermarka (slucajno generisana amplituda), dok a, i bi determinisu 
lokalne transformacione koeficijente u FT domenu. Zbog jednostavnosti, i bez gubitka 
opstosti, bice razmatrana analiticka slika [31, 37]. Watermark se detektuje sumiranjem 
vrijednosti 2D FT signala T (x,y) =  I(x ,y ) 4- WT(x,y ) u tackama odredjenim sa a, i 
bi kao:

M
d -  A F T 2DW(X,y)]\z* (5‘24)

Prethodni koncept moze se prosiriti koristeci sumu 2D linearnih FM  signala i analizu 
iz prethodnog odjeljka, kao:

M
Ww(x, y) =  e x p ^ a ^ i2/ 2 +  ai2y2/2 4- ai3xy)] exp[j(at.,:c + aihy ] =

t=i
M

=  ^ 2 A S Li{x ,y )S Fi{x,y). (5.25)
»=i

Ovakav watermark se detektuje korelacijom koeficijenata po pojedinim projekcionim 
ravnima. liW D  se moze odrediti mnozenjem watermarka u svakoj projekcionoj ravni 
sa AiS‘L (x,y) i racunanjem FT ovog proizvoda. Neka la(x ,y ) oznacava ciljnu sliku 
(sa watermarkom i sa mogucim atacima). Relacija za detekciju watermarka (5.25) u 
obliku (5.24) data je kao:

M M
*  = T.R W D > = E  4 ,fT JD[i.(* .»)S i1(a;,s)lU

»=1 1= l
(5.26)
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Slika 5.17: Slika ’’ Baboon” sa watermarkom od K=121 chirp komponente sa malim 
pseudoslucajnim amplitudama.

gdje bi d trebalo da bude vece od referent nog praga detekeije, dok RW  D, predstavlja 
Radon-Wignerovu distribueiju 11 projekeionoj ravni i. Kljuc watermarka se formira 
kao slucajni Gausovski sum sa nultom srednjom vrijednoscu. Varijansu amplitude .4, 
treba uzeti tako da obezbijedi kompromis izmedju moguenosti detekeije watermarka i 
vizuclne nevidljivosti. Stoga je lokaeija oblasti gdje su dodati transformacioni koefici- 
jenti ciij, i — 1,2,3, ..., M, j  =  1,2, ...,5 odabrana u skladu sa kriterijumima vizuelne 
nevidljivosti. To je moguce obaviti primjenjujuci tehnike vizuelnog inaskiranja [347]. 
U ovom slucaju, detekeija je nemoguca bez unaprijed poznatog kljuca watermarka.

Prim jer 1. Na slid 5.17 prikazana je slika sa watermarkom sa M =  121 chirp 
komponenti. Amplitude watermarka su uzete kao Gausovski bijeli sum varijanse o 2 =
0.25. Pozicije komponenti watermarka su u razlicitim projekeionim ravnima. Kako 
je sadrzaj slike rasut duz razlicitih projekeionih ravni nije potrebno vrsiti adaptaeiju 
watermarka u odnosu na sliku. Detekeija je prikazana na slid 5.IS. Odziv detektora 
je dat za 500 razlicitih watermarka. Samo je pravi watermark br.100 detektovan.

Primjer 2. Slika sa watermarkom iz prethodnog primjera filtrirana je visokopro- 
pusnim filtrom sa granicnom frekveneijom jednakom 1/8 maksimalne frekveneije u oba 
pravea (slika 5.19). Odgovarajuci odziv detektora prikazan je na slid 5.20. Yazno 
je napomenuti da standardne tehnike watermarkinga ne mogu produkovati zadovo- 
ljavajuci rezultat, za ovaj tip filtriranja.
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RazliCiti kljuCevi

Slika 5.18: Odziv detektora za sliku sa watermarkom sa pseudoslucajnom amplitudom.

Slika 5.19: Visokopropusno filtrirana slika sa sumom od K=121 mala chirp impulsa 
sa slucajno generisanim amplitudama.
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Slika 5.20: Odziv detektora za visokopropusno filtriranu sliku.

Primjer 3. Slika sa watermarkom, zahvacena bijelim Gausovim sumom varijanse 
cr = \/600, prikazana je na slid 5.21. Detekcija watermarka prikazana je na slid 5.22. 
Slicni rezultati su dobijeni i za druge atake (niskopropusno, visokopropusno. median 
filtriranje, ekvilizaciju histograma i promjenu osvjetljaja, itd.), kao i za druge test slike.

Prim jer 4. Statisticka provjera ove tehnike watermarkinga obavljena je koriscenjem 
1000 razlicitih watermarka i slike ” Baboon” (slika 5.23). Slika 5.24 daje statisticke 
rezultate za niskopropusno filtriranu sliku. Moguce je sa obje slike uociti znatan razmak 
u histogramima. U skladu sa tim, odluka o postojanju watermarka je vjerodostojna.

Jedan od problema sa prethodnom tehnikom watermarkinga moze biti brzina krei- 
ranja i detekcije postojanja watermarka. U tom cilju, definisan je watermark u zdru- 
zenom S/S — F  domenu, koji se direktno moze realizovati koriscenjem watermarka u 
FT domenu. Watermark u FT  domenu je specijalni slucaj predlozene watermarking 
tehnike. Ako se uzme Valt = ai, Vaj2 =  02, =  <13 i — 1,2,..., M, watermark (5.26)
postaje:

M
Ws (x,y) =  exp[?'(aix2/2 +  a2y2/2 + a3xy)\ J2 A{ exp[j(ai4x +  aiby). (5.27)

i=l

Ovaj watermark se moze realizovati u cetiri koraka:
1. Kreiranje watermarka (5.23) u FT domenu koriscenjem transformacionih koefi- 

cijenata (ai4, ai5), i — 1,..., 5;
2. Mnozenje ovih koeficijenata sa 2D kompleksnim linearnim FT.' signalom;
3. Dodavanje i vizuelno maskiranja watermarka;
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Slika 5.21: Slika sa watermarkom zahvacena bijelim Gausovim suraom.
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RazliCiti kJjuCevi

Slika 5.22: Odziv detektora za sliku zahvacenu Gausovim suinom.
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Slika 5.23: Statisticka provjera na 1000 realizacija u slid, sa i bez watermarka. Odgo- 
varajuci histogram je prikazan na desnoj strani.

4. Procedura za detekciju watermarka sasto  ̂ se od mnozenja slike sa watermarkom 
sa exp[—j { a \ X 2/2 +  a2y 2 /2  + 03X7/)] i detekcije watermarka u skladu sa (5.26).

Watermark se maze dodavati simultano u vise hiperravni (u jednoj moze biti wa­
termark koji oznacava proizvodjaca, u drugoj distributera, u trecoj kupca, itd.), kao 
na primjer:

K M
Ws {x, y) =  exp[j(a]kx 2/2 + a2ky2/2  -1- a3kxy )] J2 exp[j(a,fc4a-’ +  aikby}. (5.28)

fc=i t=i
Koeficijenti su odredjeni na isti nacin kao u (5.23), (5.25) i (5.27). Ovaj rezultat 
nudi porast fleksibilnosti u odnosu na watermarking u FT  domenu jer omogucava 
kreiranje vise watermarka koriscenjem razlicitih vrijednosti (aifc,02A; a3Jt)- Npr., kada 
su (aik, a2k, 03 )̂ bliski nuli, watermark ce biti otporniji na niskopropusno filtriranje i 
kompresiju. Ako je (a ^ , 02̂ , 03*) znatno vece od nule, watermark ce biti otporniji na 
visokopropusno filtriranje.

P r i m j e r i .  Predlozeni koncept je testiran na standardnim test slikama ”  Baboon.”  

(480 x 500), ” Lena” (128 x 128) i ” Camera” (256 x 256), prikazanim u prvoj koloni 
slike 5.25. Slike sa watermarkom su prikazane u drugoj koloni slike 5.26. Detekcija 
watermarka u ovim slikama prikazana je na slid 5.26 (prva kolona). Treca i cetvrta 
kolona predstavljaju slike sa watermarkom podvrgnute razlicitim atacima. Na sliku 
” Baboon” primjenjen je visokopropusni filtar sa granicnom frekvencijom 1/6 maksi- 
malne (treca kolona) i niskopropusni filtar sa granicnom frekvencijom 1/3 maksimalne 
(cetvrta kolona). Kod test slike " Lena” dodat je Gausovski bijeli sum o  =  60 (treca 
kolona) i primijenjen Gausovski blur filtar poluprecnika r =  4 (cetvrta kolona). Slika 
” Camera” je testirana u uslovima odsijecanja i operacija na histogramu. Detekcija je
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Razliiitl kljufievl

Slika 5.24: Statistician provjera na 1000 realizacija u slikama, sa i bez watermarka, 
filtriranim niskopropusnim filtrom.

obavljena sa 500 razlicitih kljuceva od kojih je jedino pravi watermark broj 100 detek- 
tovan. Za atakovane slike, detekcija watermarka prikazana je u drugoj i trecoj koloni 
slike 5.26.

Treba uociti da u slikama 5.23 i 5.24 postoji veliko rasipanje u vrijednostima his- 
tograma slike sa watermarkom. Ovo je moguce prevazici kao u relaciji (5.3), zato sto 
bi amplituda watermarka bila vezana sa amplitudom RW D  slike kao:

M
Wiv(x.y) =  l Ai\RWDi\exp\j(anx2/2 + ai2y2/2 +  af3a:y)] e x p [j(a vlx  +  ai5y], (5.29)

t=i

gdje je R W D, vrijednost RW D  slike u hiperravni sa parametrima a =  {ai, a2, 0.3 , a4, a5}.
Predlozeni watermark je testiran na tri test slike ("Baboon” , ” Lena1” i "Fishing 

boat" - slika 5.27) na atake Slirmark sistema. Spisak slika Slirmark benchmarka, kao 
i ataka u sistemu, dat je u Tabeli 11 u Prilogu. Moguce je detektovati watermark u 
slucajevima: filtriranja, kompresije sa gubicima, brisanja kolona i vrsta, odsijecanja 
slike, itd. U Tabeli 5.1 dat je broj detektovanih watermarka od 26 razlicitih, koji su 
dodavani test slikama, na JPEG  kompresiju i brisanje kolona i vrsta (1 X  1, 1 X  5, 5 X  1, 

5 X  17, 17 x 5). Ovaj tip watermarka nije otporan na neke geometrijske transformacije.
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Slika 5.25: Prva kolona: test slike; Druga kolona: Test slike sa watermarkom; Treca i 
cetvrta kolona: Atakovane slike.

5.5 Upotreba sablona u watermarkingu u Radon 
Wignerovom domenu

U odjeljcima 5.3 i 5.4, demonstrirana su dva tipa watermarkinga. U prvom [389], doda- 
van je signal koji se pretrazuje naslijepo (blind) po odgovarajucem prostoru parametara. 
Taj koncept je otporan na geometrijske operacije, koje ukljucuju translaciju, i na druge 
atake na sliku. Mana mu je sto ’’ pirat” moze detektovati watermark bez prethodnog 
predznanja o vrijednostima parametara. Drugi razvijeni watermark [390] se dodaje kao 
pseudoslucajna sekvenca u RW D  domenu. Kljuc se moze detektovati u slucaju brojnih

Attacks JPEG Brisanje redova i kolona
Slika 4J. 10% 15% 20% > 25% 1x1,5x1,1x5,5x17,17x5
Baboon 26 26 26 26 26

Lena 5 7 17 26 26
Fishing boat 24 26 26 26 26

Tabela 5.1: Broj detektovanih watermarkova od 26 watermarkova za JPEG kompresiju 
i brisanje redova i kolona.
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Slika 5.26: Odzivi detektora.

alaka, a, ujedno, ’’ pirat” ne moze, pretrazivanjem naslijepo, pronaci kljuc. Problem 
kod ovog watermarka je u cinjenici da ataci u obliku translacije i nekih geometrijskih 
ataka, dovode do pomjeranja transformacionih koeficijenata (koji mogu biti pomjereni 
samo za konstantni fazni clan) sto onemogucava detekciju watermarka. U literaturi 
je apostrofiran problem nedovoljne fleksibilnosti i otpornosti postojecih watermarking 
tehnika na geometrijske atake [391, 392]. Stoga je, u [391, 392], kreiran wateimarking 
u FT domenu, koji se, pored pseudoslucajne sekvence, sastoji od slicne sekvence sa 
poznatim parametrima koji se pretrazuju naslijepo. Ovu informaciju autori su nazvali 
template, odnosno sablon. U slucaju da se detektuje promjena parametara sablona, vrsi 
se preracunavanje pozicija gdje se nalaze transformacioni koeficijenti pseudoslucj nog 
watermarka, i na osnovu toga, vrsi detekcija ove informacije. U slucaju da prom- 
jene sablona nijesu detektovane, pseudoslucajni watermark se pretrazuje direktno na 
uobicajeni nacin, pomocu kljuca. U radovima [344, 393, 394], opisane su tehnike u
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Slika 5.27: Test slika ’’ Fishing boat” .

kojima se, pomocu sablona, pokusava povecati fleksibilnost postojecih watermarking 
tehnika. Ovdje ce biti koriscena dva, vec razvijena, watermarka u RWD  domenu od 
kojih ce prvi, koji se pretrazuje naslijepo, sluziti kao sablon za detekciju parametara 
drugog watermarka. Ovakav watermark se moze zapisati kao:

\VT(x, y) = A cxp[j(a\x2/2 4- a2y2/ 2 4- a3xy 4- a.,x 4- a5y 4- a6)]+ (5.30)
M

+ A, exp(j(allz 2/2  + a2,y2/ 2 4- a3lxy 4- aAlx + a5ty 4- n6.)] = (5.31)
i=i

M
=  A W (a) +  Y2 AiW(aa) =  W , 4- W //f (5.32)

«=i
gdje je a =  {a i, a2) 03, a4, as, as} ■ Amplituda A je znacajno veca od At, {A,, 2 = 
1 ,2 ,...,}, gdje Ai predstavljaju kljuc watermarka. Clan W / je sablon. Sablon je dat 
kao

W(a) =  exp[j(aiz2/2 4- a2y2/2 + a^xy 4- a4z 4- a5y +  ae)] =  exp(j<t>],

dok se faza sablona moze zapisati kao:

gdje je:

=  - x r A x  4- b 7 x 4- a6

x

y
a5 )

(5.33)

(5.34)

x — (5.35)
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Aka se na sliku primjeni lineama tranansformacija data relacijama:

X  =  ax + by 4- c\ Y — dx 4- ey +  / , (5.36)

odnosno u matricnom obliku kao:

X  =  D x + e, X  = X
Y

(5.37)

Faza sablona postaje:

<!>] =  - x r D ' A 1 D x + (e ! A D  + b D )x + ^ er Ae +  be + afi =  jjx rAiX + b^x+£>6. (5.38)2 * ^ 2
Iz matrica A j, bj i rjesavanjem sistema linearnih jednacina:

A ! =  D tA tD, b, =  er A D  + bD,66 = ^er Ae + be 4- as, (5.39)

mogu se odrediti transformacione matrice D i e, uz prethodnu detekciju maksimuma 
RWD. Transformacija je data sa sest nezavisnih parametara. Prva jednacina nudi 
samo 3 nezavisne jednacine jer su matrice A] i A simetricne, druga jednacina daje 
dvije nezavisne jednacine a treca relacija za fazni clan poznata je samo do nivoa unu- 
tar gtanica 2ir. Stoga, je neophodno dodavati slici dva linearna FM  signala koji ce 
omoguciti 10 nezavisnih jednacina plus dvije jednacine, sa tacnoscu do nivoa svodjenja 
faze u granice 27r. Ovaj sistem je dovoljan da ukloni redudanciju u pogledu toga 
gdje se koji chirp pomjerio i da, metodom minimizacije M SE , determinise, sa zadovo- 
ljavajucom tacnoscu, neophodne transformacione matrice D i e. Kako su na parametre 
sablona i watermarka primjenjene iste transformacije, i pod uslovom da su odredjene 
transformacione matrice, watermark postaje:

WC(x,j/) =

M /1 \ \ |
=  ]Tj A  exP 3 ^ -x 7'DrA j’Dx 4- (er  A,D + b,D)x 4- - e rA,e +  be, 4- a6iJ J , (5.40)

gdje je:

A. =  ( “ u ^  j,bi- ( o 4i as, ) .  \ a3l an J v '

Watermark (5.40) se moze zapisati i kao:

M j
W'w{x,y) =  A e x p [ j(+ -e TA ,e + be* + aG<)]x

» î 1

exp \j[j ^ x tD t A [D x  +  (eTA<D 4- b ,D )xN]

(5.41)

(5.42)
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Detekcija na pumjereniin pozicijama se obavlja pomocu kljuca At exp(—j(-\-^er A,e -f 
be; + Na ovaj narin znacajno je puvecana fleksibilnast. tehnike watermarka u
RW D domenu.

Opsti algoritma za detekciju watermarka je:
1. Detekcija W // kao sto je opisano u (5.25)-(5.28) i [390];
2. Ako watermark nije detektovan, detekcija W / kao u [389];
3. Ako je detektovan maksimum RWD  =>■ Aj.bijfcg => rjesavanje sistema neli- 

narnih jednacina (5.39) => D, e => Promjena W^a )̂ koristeci transformacione matrice 
D, e => W'//;

4. Detekcija promijenjenog watermarka W'; / .
Ovalcav watermarking zadrzava robusnost u odnosu na filtriranja, kompresiju, op- 

eracije na histogramu i znacajno povecava robusnost na geometrijske transformacije. 
Problemi su u: mogucoj vidljivost watermarka, rjesavanju jednacina (5.39) i u mogucoj 
primjeni slozenijih geometrijskih transformacija na sliku. Izvrsena su testiranja za 
ovaj tip watermarka pomocu Stirmark sistema i dobijena je potpuna otpomost na 
geometrijske atake, iskljucujuci Stirmark atak (slucajni geometrijski atak). Vazno je 
napomenuti da najbolji odziv na Stirmark atak daje Digimarc ali da i kod ovog pro- 
grama iznosi 17%. Odnos maksimalnog signala sa dodatim watermarkom (peak signal 
to noise ratio - PSN R ), koji se koristi kao mjera vizuelne deformacije slike, je u pri- 
hvatljivim granicama i iznosi, u svim primjerima, PSN R =  40.17[dB]. Medjutim, 
kako watermark obuhvata citavu sliku, a sablon moze biti i znacajne amplitude, to 
je bolja mjera vizuelne degradacije slike standardni odnos signal/sum, koji u ovom 
slucaju iznosi SNR — 34.19[dB].
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U tezi su analizirane primjene vremensko-frekvencijskih distribucija u estimaciji 
signala i digitalnom watermarkingu. Ovom tezom su ucinjeni pokusaji da se doprinese 
poboljsanju postojecih kao i razvoju novih metoda u ovoj oblasti.

Opisan je originalno razvijeni virtuelni instrument za vremensko-frekvencijsku anal- 
izu. Pored teorijskih osnova, opisa rada, data je i analiza performansi instrumenta koja 
predstavlja analizu performansi vremensko-frekvencijskih metoda koji su primijenjeni 
u instruments Pokazano je da je estimacije amplitude i trenutne frekvencije multi- 
komponentnog signala sa sumom, nepouzdanija sto su kros-clanovi veci. Stoga se za 
estimaciju ov;h parametara moze uspjesno koristiti S-metod, koji za multikomponentne 
signale, moze biti jednak sumi Wignerovih distribucija komponenti signala. Ujedno je 
kod estimacije trenutne frekvencije pokazano da greska usljed diskretizacije po frekven- 
ciji moze biti znatno veca od svih ostalih gresaka u sistemu. Stoga se za smanjenje 
greske ovog tipa moraju primjenjivati odgovarajuce tehnike spektralnog pomjeraja. 
Tehnike spektralnog pomjeraja, koje su u radu prilagodjene bilinearnim transforma- 
cijama i linearnom FM  signalu, svode gresku usljed diskretizacije po frekvenciji do 
nivoa ostalih gresaka koje postoje u sistemu. Kod estimacije amplitude mogu se ko­
ristiti tehnike spektralnog pomjeraja detektovamem signalnih regiona i sumiranjem 
nekoliko odbiraka u okolini auto-clana. Pokazana je brza konvergencija auto-clana S- 
metoda ka auto-clanu W gnerove distribucije. Konvergencija je bolja ako se za ST FT, 
kao osnovu za proracun S-metoda, koriste prozori koji za datu sirinu bolje koncen- 
trisu energiju u Fourierovom domenu. Pokazano je da prakticno, za Ld =  1, S-metod 
ispunjava marginalni uslov i da je u znatno manje racunski zahtjevan u odnosu na 
Wignerovu distribucija.

U radu je predstavljena hardverska struktura sistema za prostorno/prostorno-frek- 
vencijsku obradu signala, zasnovanog na adaptivnom 2D S-metodu. Hardverska real- 
izacija podrazumijeva operacije sabiranja, mnozenja i upotrebu odgovarajucih logickih 
komparatorskih kola i, kao takva, pogodna je za ASIC implementaciju. Na ovaj nacin 
moze se umanjiti problem relativno dugog proracuna prostorno/prostorno-frekvencijskih 
distribucija. Proracun 2D S-metoda je sveden na proracun adaptivnog S-metoda po 
odgovarajucim projekcionim pravcima.

178



Z a k lju c a k 179

Realizovan je reassigned S-metod. Ova distribucija moze uspjesno da posluzi u 
parametarskoj identifikaciji signala. Prednosti ove distribucije, u odnosu na najcesce 
upotrebljavanu reassigned pseudo-zaobljenu Wignerovu distribuciju, su: manji memori- 
jski zahtjevi usljed izbjegavanja preodabiranja, racunanje jedne a ne tri distribucije uz 
mogucnost da se i ona rekurzivno racuna. Ujedno, kako je auto-clan S-metoda blizak 
auto-clanu Wignerove distribucije za realizaciju reassigned S-metoda dovoljan je samo 
vremenski, ili samo frekvencijski pomjeraj.

U radu je pokazano da je frakciona Fourierova transformacija specijalni slucaj trans- 
formacije koordinata ambiguity funkcije. Pokazano je da neke druge transformacije ko­
ordinata, koje se dobijaju iz opste transformacije koordinata ambiguity funkcije, mogu 
biti veoma upotrebljive u obradi signala, kao sto su: dechirping, konvolucija sa chirp 
signalom ili skaliranje signala. Definisana je transformacija koordinata L-Wignerove 
distribucije i opisane veze ove transformacije sa transformacijom koordinata Wignerove 
distribucije i frakcionom Fourierovom transformacijom.

Robusni spektrogram je, u kombinaciji sa metodom za neparametarsku estimaciju, 
upotrijebljen za odredjivanje trenutne frekvencije signala u uslovima impulsnih smetnji. 
Razmatrana su dva robusna spektrograma od kojih je jedan uveden po analogiji sa 
robusnim M — periodogramom, a drugi koristi Huberovu funkciju gubitaka.

Za estimaciju trenutne frekvencije linearnih FM  signala zahvacenih vecom koli- 
cinom impulsnih smetnji, uvedene su robusna Wignerova distribucija i Wignerova dis­
tribucija sa Huberovom funkcijom gubitaka. Analizirane su asimptotske i statisticke 
karakteristike estimacije trenutne frekvencije kod ove dvije distribucije. Razmatrana 
je i racunska kompleksnost ovih distribucija. Pokazano je da je robusna Wignerova 
distribucija, u vecini slucajeva, bolje rjesenje za estimaciju trenutne frekvencije, dok je 
Wignerova distribucija sa Huberovom funkcijom gubitaka manje zahtjevna u pogledu 
kompleksnosti racunanja. Spektrogram sa Huberovom funkcijom gubitaka se, medju- 
tim, pokazao boljim za estimaciju trenutne frekvencije u odnosu na robusni spektro­
gram. U svirn anal ziranim slucajevima, sa porastom kolicine impulsnog suma klasicne 
vremensko-frekvencijske distribucije (STFT, Wignerova distribucija itd.) postaju ne- 
upotrebljive.

Algoritam za neparametarsku estimaciju je efikasno primijenjen za estimaciju oblasti 
signala u prostorno/prostorno-frekvencijskom domenu. Pristup koristi prostorno/pro- 
storno-frekvencijske distribucije sa samo dvije sirine prozora i jednim posmatranjem 
analiziranog procesa. U slucaju monokomponentnih signala, koriscena je Wignerova 
distribucija, dok je u slucaju multikomponentnih signala upotrijebljen S-metod. Na os- 
novu detektovane oblasti signala i, u tezi predlozenog, modifikovanog Weylovog filtra 
izvrseno je prostorno/prostorno rekvencijsko filtriranje signala i to za veoma nepovo- 
ljan odnos signal/sum. Izvrseno je izdvajanje linearnog 2D FM  signala male amplitude



Z u k lji ic a k 180

iz signala slike. Primjeri, koji su upotrebljeni u tezi, inspirisani su realnim signalima - 
op t i cki m in ter fe rogram ima.

U tezi je izvrsena analiza mogucnosti da se vremensko/frekvencijske distribucije 
koriste u zastiti autorskih prava kod multimedijalnih podataka - digitalnom water- 
markingu. Analizirana su dva tipa watermarkinga, od kojih se jednim dodaje water­
mark u frakcioni Fourierov domen, dok drugi pristup koristi dodavanje watermarka u 
Radon-Wignerov domen.

Kod watermarkinga u frakcionom Fourierovom domenu analizirana je vrijednost 
praga detekcije i otpornost na atake. Ovaj je transformacioni domen fleksibilniji, u 
odnosu na watermarking u DCT i Fourierovom domenu, jer omogucuje kreiranje veceg 
broja watermark signala.

Razvijene su dvije tehnike watermarkinga u Radon-Wignerovom domenu. Prvi tip 
watermarka je veoma otporan na sve lineame geometrijske atake. Medjutim, postoji 
mogucnost detekcije ovakvog signala samo na osnovu poznavanja metoda dodavanja. 
Drugi tip watermarka je veoma otporan na razlicite tipove ataka. Kljuc je kreiran kao 
pseudoslucajna sekvenca, koja se detektuje korelacionim metodama. Na ovaj nacin 
mogiice je kreirati veliki broj razlicitih watermark signala. Mana ovog metoda je 
neotpornost na geometrijske atake. Razvijena je kombinacije ove dvije tehnike radi 
povecanja otpornosti na geometrijske atake.

Istrazivanja u ovoj oblasti daleko su od toga da ovom tezom budu zakljucena. Na 
osnovu izlozenog, neki od mogucih daljih pravaca rada su:

- Ispitivanje realizacije distribucija sa kompleksnim argumentom vreraena za mul- 
tikomponentne signale i signal zahvacen sumom. Ovo bi trebalo da omoguc uspjesnu 
primjenu ove tehnike u estimaciji amplitude (jer je amplituda kod ove distribucije reda 
A2, kao kod Wignerove distribucije) i u estimaciji trenutne frekvencije (zbog snaznog 
potiskivanja unutrasnjih interferencija). Treba, na osnovu izlozenog, ispitati mogucnost 
hardverske realizacije ove distribucije.

- Ispitivanje statistickih osobina metoda spektralnog pomjeraja i njihovih mogu­
cnosti u popravci estimacije trenutne frekvencije kod nelinearnih FM  signala. Takodje, 
trebalo bi utvrditi da li reassignment metod korespodira sa metodima spektralnog 
pomjeraja.

- Definisanje visedimenzionog reassignment metoda, kao i ispitivanje da li se reas­
signment metod moze primijeniti na neke distribucije viseg reda, ili uzastopno primi- 
jeniti na Cohenovu klasu distribucija, u cilju popravke osobina transformacije.

- Realizacija virtuelnog instrumenta za vremensko-frekvencijsku analizu u nekom 
od visih programskih jezika. Virtuelni nstrument bi trebalo da omoguci izracunavanje 
distribucija Cohenove klase. Ujedno, neophodna bi bila realizacija novih funkcija u 
MATLAB toolbox-u, koje bi obuhvatile neke od pomenutih distribucija.
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- Definisanje distribucije Cohenove klase sa minimalnim biasom, i ispitivanje spek- 
tralnog pomjeraja za distribucije Cohenove klase.

- Primjena robusnog 2D periodograma za filtriranje slike zahvacene sumom.
- Realizacija robusne RID  distribucije za multikomponentne signale.
- Ispitivanje mogucnosti vremenski-promjenljivog filtriranja prirodnih signala, a 

posebno signala govora.
- Primjena Radon-Wignerove distribucije u watermarkingu razlicitih tipova signala, 

iznalazenje diski'etne brze realizacije ove distribucije mogucnost da se, kombinacijom 
vise tipova watermarka, obezbjedi velika robusnost na atake.

- Primjena Radon-Wignerove distribucije u estimaciji kretanja.
- Analiza teksturnih povrsi vremensko-frekvencijskim metodima.
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P R I L O G

O s o b in a U s lo v
O l .  R ea lna  vrijednost u i .  PX{L,U)) =  p ;{t,u )
0 2 .  Vrem enska invarijantnost U 2 . PX'(L, lo) =  Px(t -  d0, w) gdje je  x'(t) =  x(t -  d0)
0 3 .  F rekvencijska  invarijantnost U 3 . Px'(l,u>) — P(t,v — ujq) gdje je  x'(t) =  x (d )e 3uJot
0 4 .  T re n u tn a  snaga signala U 4 . & J?LPt (t,u>)d»=\x(l)F
0 5 .  S p e ktra ln a  gustina snage U5. J?m Px{ttu)dt=\X{u)\*
0 6 .  Vrem enski moment U6. £  [TL JTL «n^x(d, u)dtdu = JTL tn\x(t)\2dt
0 7 .  FVekvencijski moment U 7 . JTL JTL UPPx(t,cj)dtdu = JTL ur\X{u)\*du
0 8 .  Ska liran je U 8 . Px'(t,uj) = Px(al,^) za x'(t) — ^ /ja ^ a d ), a^O

0 9 .  T ren u tn a  frekvencija
/'*" u>Px(l,ui)duj ,

U9‘ JL_ pl(t,ui)dui =  =  «  arg[*(0 ]

O lO . G rupno  kasnjenje
1  ̂ trAt,ui)dt , . _ , V1

U10' f e  ~ -  I  a r g [ X M ]

O i l .  V rem cnsko ogranicenje A ko  je  x (d ) = 0 za i  ̂ [d], d2 ] tada 
Px{t,uj) — 0 za d  ̂ [dj, d2]

0 1 2 .  Frckven cijsko  ogranicenje Ako je  X ( uj) =  0 za  to  ̂ [oj], w2] tada 
P I ( d ,w ) = 0 z a w ^ [ w i ,w 2]

0 1 3 .  M oyalova form ula

5̂  (Px\,i/\ (d, w)i Pxj%y-j (d, w)) =
( x i ( d ) ,x 2(d)) (j/ i(d ), j/2 (0 )*
gdje izraz oznacava un u trasn ji pro izvod
( :r (d ) ,3/(d)) = / “ 00x (d )j/*(d)dd
odnosno za  fun kc iju  d v ije  p rom jen ljive
(x(t,u),y(L,u)) -  JTL fT L x fa ^ y ’ (t,u)dtcLj

0 1 4 .  K o n vo lu c ija Til 4 = /-°°oo P^(i ~ ta,u>)Px(t0,u)dt0
gdje je  x '(d ) =  JTL K l ~ do)z(do)ddo

0 1 5 .  P ro izvod TI1,  Px’ (t,u) =  27r f —L  Ph{t,UJ- U0)P{t,UJo)dwo
gdje je  x '(d ) = x(t)h(t)

0 1 6 .  Fourierova tran sfo rm ac ija Tnr Px'(t,lj) =  Px(-ui/c,cL) gdje je  
U1U- x'(d ) = J\c\X{ct)t c ^ O

0 1 7 .  C h irp  konvo lucija
Tn_ Px‘ (d ,w) = P i(d  -u/c,u>) gdje je  

x ' ( o  =  x(d ) * ypie^ 3/ 2
0 1 8 .  C h irp  pro izvod U 1 8 . P I -(d ,w ) = P(t,io — cd) gdje je  x '(d ) = x(d )e jct,</2

T a b e la  1: Zeljene osobine vrem ensko-frekvencijsk ih  p re d stav ljan ja .
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D istribucija ( 0 , r ) (^.t )
Spektrogram ( S P E C ) A w( ~0 ,  - t ) w(  — L — t /2) w ‘ ( —L +  t /2)

Wignerova (lV D ) 1 m
Pseudo WD w (t /2)w ’ ( —t /2) 6(t)  w ( r / 2 ) w ’  ( —t /2)

Rihaczekova ( P D ) e j ° r / 2 8(t  -  t /2)

Generalizovana WD
V-01 6(t  +  q t )

Pseudo-zaobljena WD J ( t ) H ( 6 ) f ( r ) h ( t )

Pageova ( P D ) e - m T \ n S ( t + \ r  |/2)
Lev inova ( E D ) e j 0 \ r \ / 2 W - M / 2 )
Realna WD cos(0r/2) <5(l+r/2)+<5(£-r/2)

Born-Jordanova ( B J D ) sin(0r/2) 
Or/2 za |t/r| < 1/2 drugdje 0

SIN C recL(0r  / a) siD(a£/2r)
/ TT

Choi-Williamsova ( C W D ) J_f,-c^(t/r)'i/4 
-ITT |r|e

Gen. ekspon. ( G E D ) e - { 0 / 0 O) i M ( T / T 0 ) ™ /F T o{e -( ff/0^"A'(T/ Tô J' }
Optimalni auto clan ( O D ) e ~ \ e r \ / a 1 2 | t / ct| 

2 l t  T J / o '  +  t '

Zang-Satto ( Z S D ) e ~ 0 7 T 7 / o 7 cos(0t /2) C T ( t \ - T / 2 , T )  + C T ( t ~ T / 2 , T )  
2

Butterworthova ( B U D ) 1 I P'T f 1 11 + (t/ toP“ (0/OoPn . . ; 1 l + fr/ToPAR0/OnP'v J
Besselova ( B E S D ) Jj (2jtq0t) 

iraOr 1T^77\/1 -  (i/orr)27-ect(5^)

Zhao-Atlas-Marks ( Z A M D } f ia(r) ]i/r| < 1/2
1 0 |t/r| > 1/2

S-melod ( S M ) P (-| )  *o A w( - 9 ,  - t ) | 2 w ( - t  -  \ +  §)p(2£)

Tab cl a 2: Vremensko-frekvencijske distribucije i njihova jezgra u ambiguity i time-lag domenu.
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O s o b in a O g ra n ic e n je  je z g r a
O l :  R ea lna  vrijednost U l :  c( 0 , t ) — c * (—0, —t )

0 2 : Vrem enska invarijantno sl U 2: svako c(0,  r )
0 3 : Frekvencijska  invarijantnost U 3 : svako c( 0 , t )

0 4 : T ren u tn a  snaga signala U4: c(0,  0) =  1
0 5 : Spektra ln a  gustina snage U 5: c (0 , r )  =  1
0 6 : Vrem enski moment U 6 : c(0,  0) =  1
0 7 : Frekvencijsk i moment U 7 : c (0 , r )  =  1
0 8 : Ska liran je U 8: c( 0 , t ) =  c ( a O ,r / a )

0 9 : T ren u tn a  frekveneija U 9 : c(0 ,O ) =  1 i ^ r ^ | T=o =  0
O lO : G rupno kasn jcn je U10: c ( 0 , t )  =  1 i =  0
O i l :  Vrem ensko ogranicenje U l l :  cT ( t , r )  — 0 za  \t/r\ > 1/2
0 1 2 : F rckvencijsko  ogranicenje U12: C n ( 0 , u )  =  0 za  \u/9\ > 1/2
0 1 3 : M oyalova fo rm ula-U n itarnost U13: \c(9,r)\2

0 1 4 : Ko n vo lu c ija U14: c(0 ,  T\)c(0,  r 2) -  c ( 0 , t x 4 -t 2)
0 1 5 : P ro izvod U15: c (0 i , t ) c (02, t ) =  c (0 i +  02, r )
0 1 6 : Fourierova transform ae ija U 16: c( 0 , t ) =  c ( c t , —0 / c )

0 1 7 : C h irp  konvo lucija U 17: c (0 , r )  =  c(0,  t  — 0 / c )

0 1 8 : C h irp  proizvod U 18: c ( 0 , r )  =  c(0 — cr,  r )

Tab e la  3: O gran icen ja  ko ja  treba da zadovolji jezgro da bi b ile zadovoljene pojedine zeljene 
osobine vrcm ensko-frekvencijsk ih  p red stav ljan ja .
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D is t r ib u c i ja O so b in e  k o je  z a d o v o lja v a
S P E C 0 1 - 0 3 , P, K
W D 0 1 -0 1 8
P W D 0 1 - 0 4 , 0 6 , 0 9 : |tu(0)| =  1
R.D 0 2 - 0 8 , 0 1 1 -0 1 5
G W  D 0 2 - 0 8 , O i l ,  0 1 2 : |a | <  1/2, 0 1 3 -0 1 5 , i ostale za q  =  0
P S W D O l :  w(t)  <E R , 0 2 -0 3
P D 0 1 - 0 7 , O i l ,  0 1 3 -0 1 5
L D 0 1 - 0 7 , O i l ,  0 1 3 -0 1 5
R W D 0 1 -0 1 2 , 0 1 6
B J D 0 1 -0 1 2 , 0 1 6 , K
S I  N C 0 1 - 0 8 , 0 1 6 , K
C W D 0 1 -0 1 0 , 0 1 6 , I<
G E D 0 1 - 0 7 , 0 8 : M = N ,  0 9 : M  >  1/2, 0 1 0 : N  >  1/2, 0 1 6 , M  =  N ,  K
O D 0 1 -0 1 0 , 0 1 6 , K
Z S D 0 1 - 0 8 , 0 1 6 , K
B U D 0 1 - 0 7 , 0 8 : M  — N ,  0 9 : M  >  1/2, 0 1 0 : N  >  1/2 , 0 1 6 , M  =  N ,  K
B E S D 0 1 - 0 8 , 0 1 1 -0 1 2 : | a j  <  1/2, 0 1 6 , K
Z A M D O l :  prozor paran i realan, 0 2 - 0 3 , O i l ,  K
S M 0 1 - 0 3 , K

Tab e la  4: D istr ib u c ije  Cohenove klase i osobine koje zadovo ljava ju  (P  - p ozitivnost, K- 
potisk ivan je  kros c lanova).

D is t . A u to - c la n S ir in a  a u to - c la n a  C (0 )
SPEC ^ ™ 2(w /a ) a T  | a .
PWD F T { w \ r / 2 )} k / T m T

BJD - < ? ( £ ) ] +  
/ ¥ * ■ > < £  +  t )

3.3 2.5/y/a

S1NC nain(uv/Q/2a) 2n ̂ /2 a/a ^/2 a/a
CWD 2 - 8 ^ 1  =  7 .02^ /f 1 /a

ZSD A « » ( £  -  ? ) 4.3 s/a \J-nja

BUD f-oo \ +  ( a r y a) ^ e  dT h i ( N ) ^ , h i( N ) > 2  tt h2(N)Jz ,h2( N ) > 2

GED c - ^ T*la^ Ne ^ ^ Td r f i ( N ) ^ , M N ) > 2 n M N )  >  1.8

BESD roo J,(2cnraTv)
J- re ___ ax. ax.'2 - ___ 10.5 y/aa 1.15 /  y/aot

ZAMD 2.56 tt/ a

SM F T { w z {t / 2 ) } k / T m T

Tab e la  5: A uto-c lanovi d is lr ib u c ija  Cohenove klase sa sirinom  i m aksim alnom  vrijednoscu  
auto-clana. Z a  G E D  i B U D  rezu lta ti su dati za  M  =  N .
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N a m je n a F u n k c i je
Defin isanje trenutne am plitude am expo ls,am expo2s,am gauss,am rect,am triang

Defin isanje trenutne frekvencije
fm constJm hyp .fm lin jfm odany.fm parjfm pow er,
fmsin,gdpower

Defin isanje signaln ih  oblika
altes ,anaask ,anabpsk ,anafsk ,anapu]se ,anaqpsk , 
anasing, anas tep, atoms jdopnoisejdoppler^ lauder, 
m exhat,w indow

A d it iv n i sumovi noisecg,noisecu
M odilikovanje signala scale
P rocesiran je  u vrem . domenu ifestar2 ,instfreq ,loctim e
Procesiran je  u frek. domenu fm t,ifm t,locfreq ,sg rpd lay
L in eam e transform acije tfrgabor,tfrstft

Cohenova k lasa
tfrb j^ frbud^ frcW jtfrg rd^ frm hTfrinbs^ frrnm ce ,
tfrp ag e .tfrp m h jtfrp p ag e .tfrp w v .tfrr i.tfrr id b ,
tfrr id h ,t fr r id n ,t fr r id t ,t frsp ,t frsp w v ,tfrw v ,t frza m

Affine k lasa tfrb e rt,tfrd fla ,tfrsca lo ,tfrsp aw ,tfm n te r
Reassignm ent d istrib u c ije tfrrg ab ,tfrrm sc ,tfrrp m h ,tfrrp p ag ,tfrrp w v ,tfrrsp ,tfrrsp w v
A m bigu ity  funkcija ambi funb, ambi fuwb

Postprocesiran je friedm an, holder ,h tl,m arg tfr , mi dscom p.m om ftfr, 
mom ttfr ,p lo tsid ,renyi,r id g es , tfrideal

V izu e lizac ija p lo tif l,tfrq v iew ,tfrv iew ,tfrp a ram ,tfrsave

Ta b e la  6: Punkcije  M A T L A D  Toolbox-a za vrem ensko-frekvencijsku  ana lizu .

Predefinisani signali (signal—m)
_  g — 150(1+0.3)^ — jl2 ir t  _j_ e -1 5 0 (t+ 0 .6 ) :i+ jl4 ir t  £ -  150 (t-0 .3 )'J+ jl87rt _j_ e ~ 1 5 0 (t -0 .7 )J+ jl07rt

x ( Q  =
x { i )  — eJ32oos(7rt)
x { t )  — cos(47r(t +  2 )2)___________________________________________________________________________________
x (t )  — eJ,)7rt7 co s(l67rt)
~x{t) —  e j| -8sin (1 .5ir(£+ l))-127rt|

3 - ^ ^  __  e - 1 2 7 r t J +  e - j [ 4 c o s ( 2 7 r t ) + 1 2 7 r ( M - 1 . 5 ) ;'|

_  e - 4 t 5 e j(180n-t3-h507r(£+0.5)) ^  J.e - 4 t 2e j207r(t+0.5) +  V 2  g --J0t5 e j|507r(t (-0.5)5+  1507r(t+0.5)| 

x ( l )  =  e ~ J 87r(2 _ t )  ̂ -}- e j|12sm(1.57r(£-l-l))-20fft|

Tab e la  7: N eki od predefin isan ih  signala  ko ji se mogu ko ris t it i u v irtue lnom  instrum entu .

W ig n e ro v a  d is t r ib u c i ja  S -m e to d
Ko m p leksn ih  m nozenja ^ “ (4 + log2 N w ) ^“ (3 +  L^)

K o m p leksn ih  sab iran ja N w log2 2 N W - ^ (6  4- L j )

Tabela 8: B ro j num erick ih  operacija  kod W ignerove d istr ib u c ije  i S-m etoda.
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Signal FRFT za ugao q

6(t -  t) ^COtOgJ^-p-COtQ JKTCSCtt a  ^ k7J

1 N/1 + j  tan ae"-'V lanai a — tt/2 ^ kir

ejvt v /l+ jta n  ae J t “ taaa+*maeco, a -ir/ 2 ^  kw
e-u</2

eJCT2/2
--------------7

/ l± ii2E“ e-' 2 ]+ct«n0 Q _  arctan c — tt/2 V /c7rV 1 tan q ’ • '
_c£  e 2 / l rj COtQ J , ’r5 + c0tS0 g 3 +'co.5'o v C-jootQ

Tabela 9: Frakciona Fourierova transformacija za neke signalne oblike.

S ig n a l L - F R F T

x{L -  £0) X L o (u -  <0 COS a ) e 3 '~? sinacosa-jutosin  a

x ( l ) e ? w°l X L 'Q ( u  -  UJ0 sin  a ) e - j ^  sin QCOS Q+-’U<J0 cosa
x ( - l ) X l ,q ( - u )

X L La ( u ) ( u c o s a  +  j X ' L Q ( u ) ) ^ L

1 y / l  +  j  t a n a e _ J T  tanQ

c]^«t V I  + j  tan  a e  J 2 ta“ a+ ^ » se '“

cos(cjof)
U'+w'

V l + j t a n a e  J 3 tanQ cos(ttcjo sec q )

sin (w o0
. u ' -Fu/'

V l + j t a n a e  J 3 tan Q sin(nwo sec Q)
e - t ' / 2 - Je T

x(ct )
1 U2 t / | cos2 0 \

’  1 ^ * u K u ^ ) , / 3  =  . r c U „ ( c H a „ „ )

e ~ c * l *
, v «i_ .• u2 (ĉ  — 1 ) cot 0 tl2 c esc 0 f 1— J cot O: \ -J  2 2̂ 4 -fnl^ n p 5 r2-*-rnt2rt
'v C2 -  7 COt Q 1 C

eJctV2
/  . \ sV  .■ u f lann 1 1 J cot O \ Jt  5  1 *4- r tin Q
\ c5 -  j cot a  )

Tabela 10: LrFRFT nekih karakteristicmh signala.
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Ataci Stirmark sistema 
Gausovsko filtriranje 
Median filtar 
Izostravanje
Niskopropusno filtriranje
JPEG kompresija_______________
GIF kompresija
Resampling bez JPEG kompresije 
Resampling sa JPEG kompresijom 
Odsjecanje bez JPEG kompresije 
Odsjecanje sa JPEG kompresijom 
Distorzija duz jedne koordinate 
Rotacija sa odsjecanjem 
Rotacija sa skaliranjem 
Brisanje redova i kolona 
Obrtanje slike
Slucajna geometrijska distorzija
Test slike
Lena
Bear
Skyline arch 
Watch
Baboon_______________________
Fishing boat__________________

Tabela 11: Ataci Stirmark sistema.
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	1.	VREMENSKO-FREKVENCIJSKA ANALIZA

	1.1	Uvod

	X(u>) = I x(t)e-’“ldt, x(t) = — / X(u)e>“Ldw	(1.1)

	z(t) = Ax(t) + By(t)	(1.2)

	TFz(t,u) = A • TFx(t,u) + B • TFy(t,u>)

	TFz(l,u>) = Ai ■ TFxx(t,u>) + A2 ■ TFvy(t,uj) + B\ • TFxy(t,to) + B2 ■ TFyx(t,u) (1.3)


	1.2	Kratkotrajna Fourierova transformacija

	i(<)= E E to,

	(1.6)

	x(t) =	l— - f°° STFT(t,u)e^rdT.

	STFT(n + l,m) = [x{Nw/2) - x(-Nw/2) + .STFT(n, m)]e)^k	(1.15)

	1.3	Transformacije preuzete iz kvantne mehanike

	WD(t,u)= I x(L + r/2)x,(i-r/2)e-JulTdT =

	x{t)x'{t-T)e~}WTdT = / X(u + 0)X*{u)e}6td6.




	l85>:

	1.4	Wignerova distribucija


	i(0 = E1.*1)	(132)

	1.5	Ambiguity funkcija

	i(0,r) = t1-	/ I{t,u)ej0L+j“Tdtdw =


	1.6	Cohenova klasa distribucija

	= — /	/ Cn{0,u - u)X{u + 9/2)X'{u - 0/2)e~jetdddu =	(1.45)

	CD(t,uj) = A2C(u - at- b),	(1.50)


	1.7	S-Metod

	SM(n, k) = n(/)STFT(n, k 4- l)STFT' (n, k — l).

	p(r)STFT(L + t/2,lj)STFT'(L - T/2,L})e~j“TdT.


	1.8	Reassignment metod

	RD^(u, Q)WDx(t — u,lj — Q)dudQ J


	= R=rIZIZ^RRi^^)WDx{t -U,UJ- n)dudn


	I-

	TFRl{t,u>) .	_ TFR“(t,u)

	1.9	Dekompozicija distribucija Cohenove klase

	]Qk(n i)


	1.10	Visokokoncentrisane distribueije

	PWVDk{t,cj) = / x’(t + A,r) TT	+ Ai+lr)}e~j^TdT

	PWD(l,u>) =	- (a, + 2a2)cf>'{l))	FT[e^\	(1.106)

	CWD(n.w) =	Y vj(m)x{n+m)x,(7i-m)x~j(n+jin)xj(7i-jm)c'j'lu,m, (1.112)


	m)^l

	1.11	Distribucije viseg reda

	f P(0)X'{(k-2L + 2)uj + ——) x Jo	k + 1

	MWHOSk(t,u) = Jo P(0)XL{u + ^-)X,L(w ~	(1-121)

	MTWHOS2(t,u) =	f P(pu82)STFT'(2t,w + 0i+e2)x

	xSTFT(t,u> - Ox)STFT{ttu} - 82)d9ld62.	(1.125)


	1.12	Vremensko-frekvencijske transformacije visedimenzionih signala

	1.13	Ostala visedimenziona predstavljanja signala

	y H


	\/lal

	WWD(l a) = f x(t + r/2)x*{t — t/2)w{r ja)e~iTUo/adT.	(1.144)

	AMD(L,uj) =ul X(ue0/2)X'(coe~0l2)e~jwt0dP,	(1.145)

	X(uGP(p)e0/2)X(uGP{p)e-0/2)Gp(P)e-jwt0dP	(1.146)

	gdjeje Gp(P) = (P/2)/s\nh(P/2).

	Vx(b,p)=u>TebX([ujreb''0/2)X'(ureb-0'2),	(1.150)

	^Vx{b,P)^dp = j ^X{ue0l2)X\ue-0!2)e*XaZdu.	(1.151)

	PAWD(k>U,u}= r , = DJt, \k(u)u)DUl. At(-uyj)iv.	(1.170)

	PAWD^il.u) = r C(u)—j=^===Dx(t, Xk(u)u)Dj(i, Xk(-u)u>)du. (1.171) J-°° y/Xk(u)Xk(-u)




	2.	SOFTVERSKI I HARDVERSKI SISTEMI ZA VREMENSKO-FREKVENCIJSKU ANALIZU

	2.1	Softver za vremensko-frekvencijsku analizu

	2.2	Virtuelni instrumenti za

	vremensko-frekvencijsku analizu

	(0

	dWD„(l,w), . d2WDh(l,u,), A ,dWDh(t,w), c dWTMl.u,)	,

	8u2

	|o«5Auj - |/i|2 E vjh(nT)A<p(l, nl')(2nT)

	|o<5„ = E Wh(nT)[f(L + nT)iT(i - nT) +

	l	erf. I. o'i \ l-'h

	H ip(2sl *)(t)


	MO =2 S'

	|/1P V 2|/i|2y /i31

	1	WD(n,km — 1) — WD(n, ktIl + 1)

	2WD(n, krn + 1) - 2W D(n, kin) + WD{n,kin - l)1

	(P + l/2)WD(n,krr„)\WD(n,k„l + 1) - WD(n,km - 1]

	a2TX = E{WDl{n,u)} - E2{WDx(ntuj)}.

	_ .	,	1 d2WDf{n,u)


	x(n) = E/*(n) + Kn)-

	biasSpEC{n) = E{SPECxx(n,uj)} - SPECj/(n,u) = a2 Y] w2(k),	(2.57)

	OsPEci71^) = crlEo(2SPEC(n, u) + cr^£0),	(2.58)

	VsPEci71^) = alE0(2YySPECl(n,u}) + a2,E0),	(2.59)

	biasSM{ri,u) = o2v ^	w2(i)

	SM:

	2STFTf(n, u> + uj] )STFTJ(n. ui + o;2) +	_tlj , (2.61)

	2.3	Hardver za vremensko-frekvencijsku analizu

	.Jill J

	1 \STFT{ri,k±i)\ > R 0 \STFT(n,k ±i)\ < R

	2.4	Hardverski sistemi za

	prostorno/prostorno-frekvencijsku analizu




	3.	PARAMETARSKI

	VREMENSKO-FREKVENCIJSKI METODI ZA ESTIMACIJU SIGNALA

	3.1	Radon Wignerova distribucija

	3.2	Radonova transformacija za kreiranje signal adaptivnog jezgra

	3.3	Wigner-Houghova transformacija

	3.4	TF distribucije za parametarsku identifikaciju

	SMWtW(t,u>) J ’

	r G(u,L,0)i£jp-d0 = G(u>, t, -ev) - G(u,l,Op)	(3.9)

	STFTw(L,u> + ep)STFT^(t,u - 0P) SMw>w(t,u)

		STFTw(n, k + Ld)STFT^(n, k - Ld)	

	\STFT{n,k)\2 + 2Re £t^, STFTw(n,k + i)STFT'(n, k - i)

	STFTDw(n,k) = J^[STFTR(n,k- 1) - STFTR(n,k + 1)],	(3.12)


	3.5	Veza frakcione Fourierove transformacije i transformacija koordinata vremensko- frekvencijskih predstavljanja

	3.6	Transformacija koordinata L-Wignerove distribucije

	„ *V2

	/	/ xL(u<[)ejL	e-JLcu?/2ejLc ?o-<o du\du



	4.	NEPARAMETARSKI VREMENSKO-FREKVENCIJSKI METODI ZA ESTIMACIJU SIGNALA

	4.1	Estimacija trenutne frekvencije adaptivnim vremensko-frekvencijskim distribucijama

	Ui E [u(t) + bias(h(l)) + AKa(h(l)),u(t) + bias(h(\)) + (2k + Ak)<7(/i(1))]	(4.11)

	vl = (vtr + crli)/2-	(4.19)


	4.2	IF estimacija u uslovima impulsnih smetnji - Robusni spektrogram

	J(uj,C) = w^(nT)\xit + nT) ~ 0^(t,uj) ey:p(ju7iT)\2 = 'fTwh(nT)F(e),	(4.23)

	Ch{l,uj) = — 1 Yld{nT)x{t + nT) exp{-junT)	(4.27)


	.r(i/fc)

	r(3//c)

	Ua(t) = ujha(L) + 2K<r(h.ay,	LS{L) = Uh,(L) ~ 2Kd(h3).	(4.53)

	4.3	Robusna WD u estimaciji trenutne frekvencije

	WD(t,uj) - —		 ■ ^2wh(nT)x(t + nT)x'(t - nT) exp(-j2unT), (4.63)

	E nwh{nr)^	\e(L, nT)\	K

	u;j;0)(nT} = wh(nT)\x(t +nT)x‘(l - nT) - WDw(t,u)ei7u>nr\~	(4.65)


	4.4	Algoritam za neparametarsku estimaciju WD visedimenzionih signala

	PW D3(fi,u) = w(m)w’ (—m)s(n + m)s'(n —	(4-77)

	|WDf(ri,uj\ N) - [WDa(fi,u3; N) - bias{ri,u\ TV)]| < ko33{N),

	\WD/(n,Lj; N) — WD3(ri,u] N)\ < (k + Ak}<7S3(N).	(4.85)

	Lp = WD3{n,u)-Np) - (K + AK)a33(Np)-	(4.86)

	1 + 2 Q/2-	-2-QU + 2-Q	' i + 2-QU

	\WD3{n,u-,N,)-WD3{n,u-N2)\ < (k + Ak)[o33{Nx) + a33(N2)}.

	SM(n,d>) = ]T P{0)STFT{ri,Cj + 0)STFT'(fi,<2 - 0),	(4.92)

	< {*■ + AK)[a3S(NuLd = 0) + aS3(N2, Ld)\.	(4.95)

	— + —sign(SMe(ii,uj) — Lev) 2 2


	4.5	Prostorno-promjenljivo filtriranje

	(Hs)(f)= [h(r + v/2,r-v/2)s(r + v)dv,	(4.99)

	(IIs)(r) = f h(r + v/2,r — v/2)s(v)dv.	(4.100)

	(2?rj)Q

	Lii(r,u) = (2ttj)q/2J6{u - V0(r))<5(r - fg(u)) =

	WD33(r,u)= f E{s(f+v/2)s'(f-v/2)}e~iujvdv.	(4.109)

	WD/f(r,u) + WDl/t/(r,£)'




	5.	PRIMJENA VREMENSKO-FREKVENCIJSKIH METODA U DIGITALNOM WATERMARKINGU

	5.1 Digitalni watermarking - pregled

	5.2	Digitalni watermarking u FRFT domenu

	=	FRFT£-‘-{FRFTZ;t.„)}},


	E IM - •'Wi +	+ i*f|/m{Si)||.	(5.5)

	Z i=L+1

	5.3	Watermarking u Radon-Wignerovom domenu

	+kros — clanovi.	(5-12)


	</(/.) = | max{z(£)™(0l. mask(z(t)) = g(l)/max(g(t)),	(5.21)

	5.4	Watermark sa slucajnom amplitudom u

	prostorno/prostorno-frekvencijskom domenu

	d - AFT2DW(X,y)]\z*	(5‘24)

	Ws(x,y) = exp[?'(aix2/2 + a2y2/2 + a3xy)\ J2 A{ exp[j(ai4x + aiby). (5.27)

	Wiv(x.y) = l Ai\RWDi\exp\j(anx2/2 + ai2y2/2 + af3a:y)] exp[j(avlx + ai5y], (5.29)


	5.5	Upotreba sablona u watermarkingu u Radon Wignerovom domenu
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