UNIVERZITET “"VELJKO VLAHOVIC”

MASTINSKI FAKULTET TITOGRAD

MR MILAN VUKCEVIC, DIPL.ING.,

PRILOG ISTRAZIVANJU TERMO-MEHANICKIH PARAMETARA PRI

OBRADI PRESOVANJEM

- DOKTORSKA DISERTACIJA -

TITOGRAD, 1989, GODINA



¥952_



ZAHVALJUJEM,

U'rof. Madinskoy Juakulteta u T'itogradu
dr Vuku Domazetovidéu, na podrSci, vo-
djenju 1 ostvarivanju uslova za reali-
zaeiju ovog rada;

Prof. Moskovskog drZavnog univerziteta
P.M.0gibalovu i njegovim saradnicima na

postojanim konsultacijauma i novim z2nangjima.



1.3.

1.4.

1.5.

SADRZAI

Strana

OSNOVNE TEORIJSKE POSTAVKE PROBLEMA PLASTICNOSTI ....

METODE PRACENJA KRETANJA DEFORMABILMOG TIJELA

ELEMENTI] TEORIJE NAPONA

1.2.1. Naponi u tijelu

1.2.2. Glavne ravni, glavni naponi, invarijante

1.2.3. Intenzitet napona

1.2.4. Bivektorni zapis naponskog stanja

1.2.5. Diferencijalne jednacine ravnoteze

ELEMENTI TEORIJE DEFORMACIJA

1.3.1. Deformacija, brzina deformacije

1.3.2. Razlaganje tenzora deformacije (brzine

deformacije) ......

1.3.3. Glavne ose, glavne deformacije, invarijante. .....cccceeec..

1.3.4. Intenzitet deformacije (brzine deformacije)

USLOV! POJAVE PLASTICNIH DEFORMACIJA

JEDNACINE STANJA PLASTICNO DEFORMISANOG TIJELA

1.5.1. Male elasto-plasticne deformacije

1.5.2. Teorija plasticnog tecCenja

JEDNACINA TOPLOPROVODNOSTI

POCETNI | GRANICNI USLOVI ZA JEDNACINE

TIPICNA UPROSCENJA JEDNACINA TEORIJE PLASTICNOSTI

INZENJERSKO-MATEMATICKE METODE PRIMIJENJENE TEORIJE PL.

ANALITICKE METODE

2.1.1. IniZenjerska metoda = .. .......

2.1.2. Metoda karakteristika (linija klizanja)
2.1.3. Energetske metode

eo e e s e

EKSPER!MENTALNO-ANALITICKE METODE

DRI

TEORIJE PLASTIC.

11

11

12

16

16
18

21



Strana

PRILOZ!I PRIMJENE TEORIJE TECENJA TANKOG SLOJA METALA
U OBRADI DEFORMISANIJEM .. iiiiiiireenns cececsenes

OSNOVNE POSTAVKE TEORIJE TECENJA TANKOG SLOJA METALA

3.1.1. Presovanje kruZnog diska konstantne debljine ..........

3.1.2. Presovanje kruinog diska konstantne debljine sa radi-
jalnim rebrima i e i i i i i e

3.1.3. Presovanje kruinog diska promjenljive debljine
3.1.4. Presovanje kruZnog diska promjenljive debljine sa radija-

Inim rebrima e i et ettt ee e

3.1.5. Presovanje radijalno ojacanih uzoraka  ..... I A .

MODELIRANJE PROCESA OMD NA OSNOVU VARIJACIONOG
PRINCIPA, PRIMJENOM MKE = = ... iiiiiiiieeeeraannes ceeae

DIFERENCIJALNA | VARIJACIONA POSTAVKA PROBLEMA
TEORIJE TECENJA KRUTO-PLASTICNOG TIJELA cenrene

PENALNI VARIJACIONI METOD = ...ttt ereeccccanncacannas

VARIJACIONA POSTAVKA PROBLEMA PLASTICNOG TECENJA
POMOCU KRIVOLINIJSKIH ORTOGONALNIH KOORDINATA .....

VARIJACIONA POSTAVKA PLASTICNOG TECENJA ZA REALNO
DEFORMABILNDO TIJELO i iieeiienens casaans .

KINEMATSKO-TEMPERATURNA DISKRETIZACIJA PLASTICNOG
TECENJA U OKVIRU DVODIMENZIONALNOG MKE  .....

NAPONSKO-DEFORMACIONA DISKRETIZACIJA PLASTICNOG
TECENJA U OKVIRU DVODIMENZIONALNOG MKE

ANALIZA KONVERGENCIJE RAZMATRANOG FIZICKI
NELINEARNOCG PROBLEMA . ....

TEORIJA PLASTICNOG TECENJA ZASNOVANA NA METODI
MALOG PARAMETRA | NJENA NUMERICKA REALIZACIJA

ee o e

OSNOVNE HIPOTEZE TEORIJE

e e s eeer et nacaeceas ® e e s 0 e e e

MODELIRANJE POGRANICNIH SLOJEVA

----- e s e s e e e

49

49

56

58
64

66
69

71

71

76

78

81

83

91

99

103

108

108

115



5.3. ODREDJIVANJE SFERNIH NAPONA | POCETNIH BRZINA

ZA PLASTICNO DEFORMISANO TIJELO e eeennncanes . 141
5.4. ODREDJIVANJE TEMPERATURNOG POLJA DEFORMISANOG TIJELA 148
6. EKSPERIMENTALNA ISTRAZIVANIJA i e eieannn 153
6.1. USLOVI | PLAN IZVODJENJA EKSPERIMENTA .t eeietaaann 153
6.2 POVEZANOST SILE | GEOMETRIJE VIJENCA KOD PRESOVANJA 157
6.3. UTICAJ PARAMETARA NA MINIMALNU SILU PRESOVANJA ..... 158
6.4. ANALIZA OTPORA VIJENCA it tetseeeaseaasanannna 161
6.5. OCIJENA POPUNIJENOSTI KALUPA PREKO GRADIJENATA

SILE PRESOVANJA | SIRINE VIJENCA cesececsccseeses 165
6.6. OCJENA INTENZIVNOSTI RASTA SILE DOPRESOVANJA oo Mg 167
6.7. ANALIZA UTICAJA PRIPREMKA | GEOMETRIJSKIH ODNOSA

NA KARAKTERISTICNE VELICINE PRI PRESOVANIJU _.... 169
6.8. UTICAJ GEOMETRIJE ZA SLUCAJ 1ZRAZENE SUPLIJINE

OBA KALUPA cteececsececnennoann ceeenn .. 172
6.9 ISTRAZIVANJE GEOMETRIJE ZONE INTENZIVNOG TECENJA

U FAZ]l DOPRESOVANJA et ereccncoas cereae cesasfocase 175
ZAKLJUCAK Ceeenaas 186
LI TERATURA ceeseeas eeceaa eilesceasananna 196
PRI LOZ/

Strana

5.2.1. Kinematsko-temperaturna ekstrapolacija slobodne povrsine 115
5.2.2. Predstavljanje uslova na kontaktu I P2
5.2.3. Redukcija stepena slobocde grani¢nih elemenata ce.-. 132



UvoD | CiLJ RADA

Osnovni zadatak procesa obrade metala deformisanjem jeste davanje Zelje-
nog oblika metalu plasti€¢nim deformisanjem koje prati i odgovaraju€a pro-
mjena njegovih svojstava. Za ovaj vid prerade metala moZe se reci da je
najveéim dijelom vezan za serijski tip proizvodnje, 3to uslovljava da se zna-
tan dio proizvedenog metala obradjuje plasti¢nim deformisanjem. 1z skupa
procesa obrade deformisanjem se/svojom aktuelno&éu i slozenoi¢u izdvaja .//
zapreminsko oblikovanje koje karakteriSe veliki broj nedovoljno istraZenih

problema Sto je posebno naglaseno kod presovanja kao tipskog predstavni-

ka.

Teorijska istraZivanja mehanike ove klase problema su prevashodno zasno-
vana na primjeni metoda teorije plasticnosti i to, prije svega, inZenjerskog,
energetskog i metoda linija klizanja. RjeSenja za neophodnu deformacionu

silu, na bazi pomenutih metoda, je moguce bilo dobiti uz koris€enie mnogih
aproksimacija_sto uslovljava neophodnost eksperimentalne provjere pri nji-

hovom koriséenju (Prilog I).

Deformaciona sila se predaje presovanom uzorku ne samo neposrednim kon-
taktom sa alatom veé¢ i preko plastiéno nedeformisanih, krutih djelova tije-
la. Ova cinjenica znatno upro$éava matematicki aparat za slu€aj jednostav-
nog modeliranja dijela metala koji intenzivno teCe, ali gruba aproksimacija
zone uslovljava dobijanje uvecanih vrijednosti za silu. Zato su istraZivanja
usmjerena u pravcu relativno tacnog modeliranja zone intenzivnog tecenja
" (neophodna je eksperimentalna i racdunarska podrska) Sto se bez sumnje

povoljno odraiava na tacnost odredjivanja sile dopresovanja.

Veoma znacajan je i problem naponsko-kinematskog rjesavanja relativno ta-
nkih oiZljebljenih elemenata. Primjena istaknutih metoda teorije plasti¢nosti
za ovu klasu odpresaka je vrio oteiana. Dostignuta su rjedenja na bazi pri-
mjene teorije tecenja tankog sloja metala u postavci A.A.ljusSina, 2a slucaj
aksijalne oiljebljenosti (Prilog 1). U masinskoj industriji se mnogo primje-

njuju radijalno ojadani uzorci te su istraZivanja usmjerena i u pravcu nala-



jenja naponsko-kinematskih rjesenja za ove cesto koriScene elemente.

U vezi sa sve vecom primjenom kompjuterske tehnike, posebno je aktuelan
problem numeri¢kog odredjivanja naponsko-deformacionih polja po deformi-
sanom uzorku. Numeri¢ka simulacija eksperimenta se vrsi na osnovu metoda
konaénih elemenata pri ¢emu je sam pristup odredjen usvojenim modelom ma-
terijala koji se deformiSe: elasto-plasti¢nim ili plasticnim. S obzirom na ve-
like plasticne deformacije koje karakteriSu razmatrane probleme posebno je
pogodna primjena metoda kona¢nih elemenata za slucdaj kruto-plasti€énog ma-
terijala. Ova primjena je zasnovana na minimizaciji funkcionala koji zamjenju-

je sistem jednacina teorije plasti¢nosti (Prilog 1).

Istaknuto aktuelizira zadatak utvrdjivanja identi¢nosti varijacione i diferen-
cijalne postavke zadatka teorije plasticnosti, kao i istrazivanja susStine u
ovom smislu opsSte prihvacenih funkcionala. Na osnovama takvih istraziva-
nja moze se napraviti i pomak naprijed u definisanju originalne numericke
postavke ovih ekstremno teskih problema. Pri tome je nuino izvrsSiti anali-
zu slojeva na slobodnoj i kontaktnoj granici koja treba da obezbijedi kako
postovanje uslova na granici, tako i teorijski dosljednu redukciju broja ste-

peni slobode diskretizovanog tijela.

Za verifikaciju teorijskih postavki neophodan je eksperiment. Takodje,ekspe-
rimentalna istraZivanja mogu biti komponenta kompleksnog pristupa pri izu-
¢avanju razmatrane klase problema. Najveci broj dosad izvrSenih eksperime-
ntalnih istraZivanja je obavljen na osnovu jednofaktornog eksperimentalnog
plana (Prilog 1). Posebno je vaino u cilju minimizacije broja eksperimenata
i istovremenog analiziranja uticaja veceg broja faktora izvrsiti eksperimente

na osnovama modernog viSefaktornog plana eksperimenta.

Iz istaknutog slijedi da je cilj ovog rada da se da doprinos izuc¢avanju pro-
cesa zapreminskog deformisanja, sa naglaskom na postupak presovanja, ko-
ris¢enjem zbog sloZenosti problematike teorijskog, numeri¢kog i eksperimen-
talnog pristupa. Rad se sastoji iz Sest glava, zakljucka, spiska literature

i priloga.



U PRVOJ GLAV! su dati osnovni (neophodni) pojmovi iz mehanike kontinuu-
ma i teorije plasti¢nosti koji su posluZili kao osnova za izucavanja koja slije-

de.

U DRUGOJ i TRECOJ GLAVI je razmotren problem presovanja sa teorijskog
aspekta i data su rjeSenja na bazi koriS¢enja energetskog metoda i metoda

teorije tecenja tankog sloja metala.

U CETVRTOJ i PETOJ GLAVI su kriticki sagledana postojeca numericka
rjeSenja, predloZen je novi pristup i izloZena poboljSanja numeric¢ke proce-
dure.

SESTA GLAVA sadrii eksperimentalna istrazivanja koja su bila neophodna

komponenta u teorijskim i numeric¢kim rjeSenjima.

U ZAKLJUCKU su sistematizovani dobijeni rezultati i naznaéeni pravci bu-

dudéih istraZivanja.

Zbog obimnosti materijala PRILOZI su dati odvojeno. Sastoje se iz 12 cjeli-
na u kojima sn izlozeni duzi teorijski izvodi i uradjeni racunarski progra-

mi.

U radu su formule i slike oznacene sa tri cifre. Pri tome, prva cifra pre-
dstavlja broj glave, druga broj odjeljka u glavi, a tre¢a mjesto formule ili
slike u odjeljku. Literatura je pozivana brojem u srednjoj zagradi. Oznake
nijesu posebno navedene, veé je u tek\q? svuda naglasavano Sta odgovara-

"juéa oznaka znacdi.



1. OSNOVNE TEORIJSKE POSTAVKE PROBLEMA PLASTICNOST!
1.1. METODE PRACENJA KRETANJA DEFORMABILNOG TIJELA

Neka se kao globalne koordinate posmatraju pravougaone koordinate (x1,

>
x3]. Vrijeme se oznafava sa t. Radijus vektor tacke tijela r je u tom

x2,
slucaju:
' 1 i 5 1.1.1)
ro=oxged *ox,. + x3.i3 (1.1.
gdje su: 'i’], l;. _33 - jediniéni vektori globalnog sistema koordinata.
Brzina kretanja tacke tijela je:
k dx dx S dx > - >
. _dr 12 2 37 i i i
= e 3 - —_— i+ —i_= Jdtv_Li_tv_.i 1.1.2
VEgrTar T ar 2T ar T VY'Y ( )
ili
dx,
_d_t_:v a =1, 2, 3 (1.].3)
Qa

Na osnovu poznatog polja brzina moZe se naci trajektorija kretanja tacke ti-

-

jela.Neka materijalna tacka u trenutku t=0 ima koordinate x_, ,x i x, a
io” 20 30

pri t >0 - x_,x_ i X tada se iz diferencijalnih jednacdina (1.1.3) na os-

1" 2 3’
novu poznatih pocletnih uslova dobija:

X =X + f (x, , x t) a =1,2,3 (1.1.4)

X
o o) & 1o

20" " 30’

Jednacine (1.1.4) su parametarske jednacine trajektorije kretanja tacke ti-
jela koja se u pocetnom trenutku nalazi u tacki s koordinatama x1 ,x2 ,x3

o o o
pri ¢emu je parametar vrijeme t.

U mehanici kontinuuma [ 20,21,22,104 } su pasli primjenu dva medjusobno
.ekvivalentna pristupa na kretanje deformiSuceg materijala: glediste Ojlera

i glediste Lagrania. SuStina Ojlerovog pristupa se sastoji u razmatranju
date tacke prostora kroz koju prolaze razne cestice deformisanog tijela.Kre-
tanje sa aspekta Ojlera se smatra poznatim ako brzina, ubrzanje, tempera-
tura i druge traZene velicine su zadane kao funkcije koordinata tacke pro-
stora x, i vremena t. VeliCine x_, X+ X5, t se nazivaju promjenljivim Oj-

lera.



Sustina Lagranieovog postupka se sastoji u koncentraciji paznje na konkre-
tnu desticu kontiruuma i razmatranju istorije njene deformacije i kretanja
uopSte. Koordinate X o individualizirane tacke tijela i vrijeme t se nazivaju
promenljivim Lagrania. Veza Ojlerovih i LagranZeovih promjenljivih je data
jednad¢inama (1.1.4). lzbor promenljivih se vrii na osnovu karaktera zada-

tka koji se razmatra.

Cestica koja se u trenutku t nalazi u taéki r ima brzinu v (r.t) i zato ce
njena koordinata u trenutku tidt biti ;-+'(/dt, pri ¢emu je :/dt beskonaéno
mali vektor pomjeranja. To znaci da se u svakom trenutku t, za ispitivanje
kretanja tijela, za mali interval vremena dt moZe usvojiti Langranieov me-
tod ako se ;' smatra pocetnim vektorom a vdt vektorom pomjeranja. Istaknu-
to uslovljava poklapanje teorije malih deformacija po metodu LagranZa i teo-

orije beskona¢no malih deformacija tj. brzine deformacija po metodu Ojlera.

1.2. ELEMENTI! TEORIJE NAPONA
1.2.1. Naponi u tijelu

Naponi u tijelu se oznadavaju sa oii(x x3,t].Velic':ina [29,61,67] :

]lxzc‘

+ 0,,) (1.2.1)

1
P =3 Loy ¥ 0yy * 053

je poznata jo§ iz vremena Paskala pod nazivom hidrostati¢ki napon. Formu-
lom (1.2.1) se taj napon izrazava kao aritmeti¢ka sredina dijagonalnih ele-
x_.t) = p je skalar. No, moguce je o-

23
brazovati sljedeci dijagonalni tenzor:

menata ten:zora oii. Velié¢ina p(xl,x

0
(p‘Sii) =10 p O (1.2.2)
0 0 P

gdje je t‘ii simbol Kronekera, odredjen na sljedeéi nacin

0 pri 1 #j

S = .l'=1
ij i pri 0= (i,j .$2,3)

Polje tenzora napona oIj se moZe razloZiti na dva dijela, na polje Paskalo-

vih napona s tenzorom napona péii (njega cesto nazivaju sfernim tenzorom



3.

napona) i komplementarni dio Sij (x1,x2,x3,t) koji se naziva devijatorom

napona.

Devijator napona je po opredjeljenju ravan:

:
-0 - pd =0 - --6..0 (1.2.3)
% T TP T T 3 Kk

gdje se po ponovijenom indeksu k [ 20,41,] vrsi sumiranje:

- 1.2.
° Kk o1 F 9 F 933 (1.2.4)

Sferni napon p teii da izmijeni zapreminu tijela a komponente devijatora
Sqg da izmijene oblik bez izmjene zapremine u Cemu je fizicka opravdanost

ovakvog razlaganja napona.

1.2.2. Glavne ravni, glavni naponi, invarijante

U svakoj tacki tijela pri datom naponskom stanju postoje tri medjusobno no-
rmalne ravni u kojima djeluju samo normalni naponi, tangentni su ravni nu-
li. Te ravni se nazivaju glavnim ravnima a naponi na njima glavnim naponi-
ma. Vrijednosti glavnih napona su korijeni jednacine treceg stepena u ko-
joj je,kako je to uobicajeno, u inZenjerskoj literaturi p oznaceno sa o[29,

33, 34 |J.
3 2

o -l o =1, g~ 1, =0 (1.2.5)
p

2p0 3p
pri cemu su koeficijenti ove jednacine izraieni preko glavnih napona i zapi-

sani u tenzorskim oznakama sljedecCim relacijama [55,9,5]

| = 0
10 ii
1 2 '
|, == -0,
20 =7 O % %) (1.2.6)
3
I =1—°_0,0 +1—o_--l-ooo
30 3 ij jk kI 6 i 2 i 0y ij

S obzirom da se glavni naponi odredjuju samo sa naponskim stanjem u taé&-
ki ali ne zavise od sistema koordinata to od njega ne zavise ni koeficijenti

jednacine (1.2.5 a se nazivaju: | - - i - .

j ( ) p J 10 prvom, '20 drugom i 130 trecom

invarijantom tenzora napona. Iz (1.2.3) i (1.26), se dobijaju invarijante de-

vijatora napona:



1

2s = 2 SiiSij (1.2.7)
1
3

S

3s iSik ki

1.2.3. Intenzitet napona

Intenzivnost devijatora napona se definise jednacinom:

S =v S.S., (1.2.8)

Radi primjene u inienjerskoj praksi definidu se sljedeée veli¢ine proporcio-

nalne intenzivnosti devijatora naponal 15,16,52] :

a) Intenzivnost normalnih napona ili intenzitet napona
3
o = /: S
u P (1.2.9)
Za slucaj jednoosnog zatezanja i glavnih napona (c”# 0,022--033 = 0) na
osnovu (1.2.9)
- 1.2.1
0u o11 (1.2.10)
b) Intenzitet tangentnih napona
)
B = — _S (].2.]])
u 2
ey s C i - - = - 1.2.
Za slucaj Cistog smicanja ('” Liyr Ygp= 00 Vg l”] na osnovu (1.2.11)
vaii:
= 1.2.12)
Ty T (

lz (1.2.10) i (1.2.12) se vidi da su koeficijenti proporcionalnosti izabrani
tako da se u najjednostavnijim slu€ajevima naprezanja (jedncosno zatezanje
i smicanje) odgovarajuéi intenziteti napona poklapaju sa vrijednostima nor-
malnoyg odnosno ltangentnoy napona. Na osnovu (1.2.9) i (1.2.11) se dobi-

ja veza:
] o = V31 (1.2.13)
u u

1.2.4, Bivektorni zapis naponskog stanja

Za zapis karakteristi¢nih veli¢ina u mehanici se obicno koriste tenzorske

g’ S a ). Medjutim, moguce je sveukupnost parova
a

a,8 =11, 12, 13,...33 oznaditi jednim indeksom a koji u ovom sludaju ima

oznake (ne primjer, o
Q

prefiks bivektorni. Ovo dozvoljava da se predstavi tenzor o
Q

, u vidu



3 i H m « fO= O g = g = i
sestodlmenuornog vektora o s ko ponentama. ' 1’ 2 22° 3 33
4 12! ! 5 23 : 6

vektorom visedimenzionog prostora (20,23].

503]//5) koji se naziva bivektorom o t]=

Bivektorni prostor je Euklidovski: u njemu je moguée odrediti duZinuo

. =N . v
bivektora o’ jednacinom:

/2 Jz /2 /2 2 2 2 2 2
= v g = = =0" 407 + 07 407 407 40 1.2.14
! ¢ YT T T2 T T3 T T T s T e ( )

=> . Lo pi-o S
U Seslodimenzionom bivektornom prostoru o devijatorski bivektor S cini
petodimenzioni potprostor. Ovo je uslovljeno ¢injenicom Sto prema (1.2.3)

suma dijagonalnih elemenata devijatora napona je jednaka nuli:

S = 0 - 8

kk kk ~ kk:P T (O

117 9 033)— 3p =0 (1.2.15)

=>
To znaci, da se devijator napona razmatran kao bivektor S = (51;5”,
, $,3S,5. 5,35,.//2, S.= s, V2, S¢ = S,,7/2) za koji vaii uslov

5 = -~

S_=S
2 22
(1.2.15), moie graficki predstaviti u vidu hiperpovrsine § u prostoru A

(sf.1.1.1.):

01/3p + 02/3p +03/3p =1 (1.2.16)

=
Si.1.1.1. Bivektorni potprostor devijatora napona S kao hiper-

povriina § u bivektornom prostoru A napona G<

Ovakvu geometrijsku interpretaciju u Euklidovom bivektornom prostoru mo-

guce je uopstiti na druga mehanicka tenzorna (bivektorna) polja kao tenzor



deformacije, tenzor brzine deformacije itd. i njihove devijatore.

Time je omoguceno upro3céenje operacija sa indeksiranim veli¢inama tj. ope-

racija sumiranja na racunaru po parovima indeksa a,8 zamjenjuje se sumi-

ranjem po jednom indeksu. Vracdajuéi se iz bivektornog u tenzorski prostor

mogucde je prenijeti duiinu bivektora kao normu matrice. Informacija o nor-

mi matrice je veoma vaina pri analizi konvergencije vektorskih procedura.
=> =>

Duiine bivektora napona o i bivektora devijatora napona S su medjuso-

bno povezane iz (1.2.14) i (1.2.3) slijedi:

e 2 2
o = oiioii =/S + 9p (1.2.17)

gdje je S odredjeno sa (1.2.8) a p sa (1.2.1)

1.2.5. Diferencijalne jednadine ravnoteze

U mehanici kontinuuma se Siroko koriste dva poznata principa Dalambera:
suma sila koje djeluju na tijelo, ukljucujudi i silu inercije je jednaka nuli;

suma momenata koji djeluju na tijelo je jednaka nuli [ 20, 22, 2Z2].

Zapisujuci te principe matematicki dobijaju se jednaine mehanike u obliku
E)vi
—1_, (1.2.18)
SRR T
gdje se po ponavljajucem indeksu j vrsi sumiranje, i simetrije tenzora napo-

na:
(o] =0
ij it (1.2.19)

Pri statikim problemima sile inercije se zanemaruju 3 /3t = 0 te jednacina

(1.2.18) poprima oblik:

2. v, =0 (1.2.20)
J 1

Jednagina (1.2.20) oznacCava da je tenzorna divergencija napona jednaka 0.



1.3. ELEMENTI TEORIJE DEFORMACIJA

1.3.1. Deformacija, brzina deformacije

Za komponente vektora pomjeranja u, ili brzine v; moguce je obrazovati po-

lje gradijenta 3i uj ili 3 vi sukcesivno gdje ai =9 /3>-<i kao i ranije oznaca-

i
va operaciju diferenciranja. Ovi gradijenti obrazuju nesimetri¢ne tenzore

drugog reda - tenzore gradijenata pomjeranja ili deformacija.

Svaki nesimetri¢ni tenzor X.li moguce je na jedinstven nacin predstaviti u
vidu sume dva tenzora od kojih je jedan, oznacimo ga sa Sii simetrican:

ti. za bilo koji tenzor

.
1

S.. = S.. a drugi A, - je kosi vektor: A,, = - A,
1] n 1) 1 J
Xii mogudce je naci takve tenzore Sij i Aij da [ 41]

X..=5.+A,
1) 1) 1} i,j=1,2,3 (1.3.1)
X.. =S -A
ji ij ij
Iz gornjih jednacina slijede izrazi za simetricni i kosi tenzor.
S.. =

(Xi. + X..)/2
' I (1.3.2)

>
I

(X.-X..)/2
ij ji

Ako se primijeni postupak (1.3.2) na tenzore gradijenata pomjeranja i

brzina dobijaju se sljedeci simetric¢ni tenzori:

€ (3,u, + 3.u,)/2
i ji

i (1.3.3)
€. = (Q.v, + 3,v,)/2
1) 1 ] joi
pri ¢emu je ocigledno na osnovu (1.1.3):
€. =de,. /ot
ij ij (1.3.4)
Tenzor t:ii se naziva tenzorom deformacije a tenzor éi' - tenzorom brzine

deformacije. Analogno, kosi djelovi razmatranih tenzora gradijenata ¢e bi-

ti [20]:

n
c
[t}

(d.u, - 3.u.)/2
i j i
(1.3.5)

c
1

(3iv. -3.v,)/2
J ] 1



. . - .
Uzevs$i u obzir €injenicu da je rotor vektora pomjeranja u odredjen sa:

» -+ -»
. N . 1 2 '3
- - H Qi Qi = 3 9 ! 1.3.6
rot u Qi+ Qi+ 20y : 5 3 ( )
e I
. iti- = Q- = 0- 0] =0 w = .
Komponente tenzora wij c¢e biti: " 0; 29 0; 3 0; 12 3!2,
w,g =$21/2; o =$12/2. Njihov fizicki smisao je u opisivanju rotacije eleme-

nata tijela.

Vezu izmedju siemtricne i kose komponente tenzora gradijenata pomjeranja
prvi je ustanovio Cezaro[ 114], posavsi od izraza za deformaciju:

€., = (3.u, + 23 u,)/2
ik ik ko (1.3.7)

(aiu + 8kui) /2

€ik k

i primijenivsi operaciju diferenciranja 3i i 8i na jednacine (1.3.7) sukce-

sivno:
3 €k - aj €k = akwij (1.3.8)
Ova relacija se moZe napisati za k = 1,2,3 pri ¢emu se dobija:
9 w_ =23 € -8 €
1 ij i1 |1
9, w,, =3, €,_ -9, E,
2 ij i j2 joi2 (1.3.9)
9, w,, =3, €_ —3, €

Pomnozivsi relacije (1.3.9) sa diferencijalima koordinata dx],dxz,dx3 suk-

cesivno dobija se diferencijal:

W= 3w a w  d + 9w = ¢
dnii I(ij dx1 + 2 i x2 3 % dx3 (eii)dx (1.3.10)

gdje je ;(Ci]) neka funkcija deformacija.

Integracijom py proizvoljnom putu koji spaja tekuéu tac¢ku prostora(x1,x2,x3)
sa fiksiranom tackom (xio' X, x3o) dobija se:
(x],xz,x3)
©ij T J de ) (1.3.11)
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To znaéi da se po zadanom polju deformacije e i moZe doéi do polja rotora

W i analogno po éij do d’ij' Na osnovu (1.3.1) postaju poznata polja gra-

dijenata:

s (1.3.12)
o.v., =e,, tuw
1] 1 1)
a odavde koristeéi se procedurom integracije i sama polja:
*
o)
= S (9
u lSk +?( iuj)dxk
o
5 (1.3.13)
v
vo= V(0)+ S (3.v.)dx
K k L Tk
"o

To znac¢i da se pomocu malih deformacija moZe u potpunosti opisati polje po-

mjeranja u i brzina v ako se iskoristi procedura Cezaro. U inZenjerskim za-
dacima sa velikim deformacijama kona¢no stanje [20,52] deformisanog tijela
odredjuje se pomodu etapnog prelaza od pocetnog stanja ka konaénom pri

c¢emu svaka etapa odgovara malim deformacijama. Ove deformacije su pose-

bno pogodne pri proradunima primjenom racunara.

Siroku primjenu su dobile i logaritamske deformacije predloZene Henkijem

[ 20, 67, 54, 55 I:

| di |
T/ d(In 1/l0) = In(l/lo) (1.3.14)
lo lo

gdje su | i Io - dimenzije posle i do deformacije. Predlozene su takodje i mje-

re velike deformacije [20, 5, 7, 15]:
3Ui 3uj BUk 3Uk

,_ 1 + ) 1.3.15
Gx. * x; dx; 2 X ( )

P\)l—n

1.3.2. Razlaganje tenzora deformacije (brzine deformacije)

Deformaciono stanje tijela koje se karakteriSe tenzorom deformacije (1.3.3)
moie se predstaviti u vidu sume dva deformaciona stanja. Prvo deformacio-

no stanje je predstavljeno sfernim tenzorom [77,8017:
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€ 0 0
(céii] = 0 € 0 (1.3.16)
0 0 €

gdje je € srednja deformacija kao mjera promjene zapremine definisana iz-

razom:

LI 5
3 ('I'I 1 122 1 133) --lii/3 (1.3.17)
Tenzor drugog deformacionog stanja je devijator deformacije, cije kompone-

nte u tenzornom zapisu su date formulom:

e, =€.. -6 € (1.3.18)

T
- 3

€., .. > (1.3.19)
1] 1]

ij  kk

gdje se po ponovljenom indeksu k vrsi sumiranje .

Posebno veliki znacaj u teoriji plasti¢nosti (i uopSte u teoriji kretanja bilo
kog kontiniuma) ima devijator deformacije, koji pokazuje koliko se ispitiva-

no deformaciono stanje razlikuje od svestrane ravnomjerne deformacije.

Analogno (1.3.18) moZe se standardno odrediti i pojam devijatora brzine
deformacije:

) = € -6 ¢ (1.3.20)

: Ts ¢
ij ij 3 ij kk ij ij

Cesto se u teoriji pretpostavlja da je plasti¢no tekuce tijelo nestisljivo. U

.tom sluaju vaie sljedece relacije [ 58, 59,60]

-

€ =divu=29 u =0
kk k "k (1.3.21)

>

]
S
<
|
o

ke - div v k Yk

gdje se po ponavljajucim indeksima vrsi sumiranje. Na osnovu relacija
(1.3.18) i (1.3.20) vaZe sljedece identiénosti:
= € . e =
eij ij? e, = E, (1.3.22)

Na taj nacin, tenzori deformacije i njihovih brzina za nestisljivo plasti¢no

tekuce tijelo su istovremeno i devijatori.
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1.3.3. Glavne ose, glavne deformacije (brzine deformacije),invarijante

U svakoj tac¢ki tijela[ 20, 21, 22, 23 ] postoje tri medjusobno normalna pra-
vca koji se nazivaju glavnim osama deformacije i koji imaju svojstvo da vla-
kna usmjerena u njihovom pravcu su izloZiena samo izduZenju tj. ugaone de-
formacije u pravcu glavnih osa deformacije su jednake nuli. Linearne defor-
macije u pravcu ovih osa se nazivaju glavnim linearnim deforamcijama, a nji-

hove vrijednosti su jednake korijenima jednacine 1Il stepena [ 52, 53, 54 ]:

3 2
- | € - € - =
€ 1€ ’2!: |3C 0 (1.3.23)

pri ¢emu su korijeni ove jednacCine u tenzorskim oznakama dati sljedec¢im re-

lacijama:

| =-(e., —e,. € ..)I2 (1.3.24)

3
| = 1/3 € € € 1 € -1/2 € €
3c I3 8% S P M8 S T G S

S obzirom da vrijednosti glavnih deformacija ne zavise od izbora koordinat-
nog sistema, od njega ne zavise ni koeficijenti jednacine (1.3.23) pa se za-
to i nazivaju: | - prvom, | - drugom, i l3E - tredom invarijantom ten-

1€ 2€
zora deforamcije. 1z (1.3.18) dobijaju se invarijante devijatora deformacije:

le

0
1

re 5 eij eij (1.3.25)
1
3

m

1.3.4. Intenzitet deformacije (brzine deformacije)

Intenzivnostidevijatora deformacije i devijatora brzine deformacije se defini-

Su sijedec¢im relacijama:

(1.3.26)

pri ¢emu je ocigledno é # de/3t.

Relacije (1.3.26) i analogna relacija za intenzivnost devijatora napona(1.2.8)

definiSu matematicke norme odgovarajucih tenzora. U inZenjerskoj praksi radi
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lakSe primjene definiSu se sljedece veli¢ine proporcionalne intenzivnosti de-

vijatora deforamcija [ 9,15,16]:

a) Intenzivnost linijskih deformacija ili intenzivnost deforamcija
2
E = /: e (1.3.27)
u 3
Za slucaj jednoosnoy istezanja (u”=# 0, Ly~ €33 7 7 cn/2] ce biti:
£ =€ (1.3.28)
u 1

b) Intenzivnost ugaonih deforamcija

= V2. 1.3.
Yu e (1.3.29)
Z lucaj ¢&i 1 i = = = = = = A iti:
a slucaj c¢istog smicanja (en 522 33 0, y]2 Y], 713 v23 0) ce biti
Y. = Mg (1.3.30)

e =y W3 (1.3.31)
u u
Po analogiji sa intenzitetom deforamcije moZe se odrediti i intenzitet brzine
deformacije:
2 .
: =/1a (1.3.32)
u 3

1.4. USLOVI POJAVE PLASTICNIH DEFORMACIJA

Kod aksijalnog naprezanja ili kod Cistog smicanja, plasticne deforamcije na-
staju kada normalni, odnosno tangencijalni naponi dostignu vrijednost na-

pona tecenja o odnosno T pri odgovarajudéim ispitivanjima. Kod sloZenog
naponskog stanja postoji beskonaéno veliki broj kombinacija napona za koje
se javlja plasti¢no stanje. U sistemu koordinata glavnih normalnih napona

0,005, 0, sveukupnost kombinacija napona koje odgovaraju prelazu metala
u plasti¢no stanje obrazuje povrSinu plasti¢nosti:

f. (o,, © o)) =0 (1.4.1)



Povrsina plasti¢nosti se dobija na osnovu eksperimentalno provjerenih hi-
poteza, ¢ija matemati¢ka formulacija se naziva uslovom plasti¢nosti. Kako

se prelaz deformabilnogtijela u plasti€no stanje vrsi nezavisno od velic¢ine
srednjeg normalnog napona ili hidrostatickog pritiska povrsina plasti€nosti

(1.4.1) treba da zadovoljava uslov [ 61,52]:

+ do, o, + do, o_ + do) =0 (1.4.2)

fr (o 2 3

T 1

Iz uslova diferencijabilnosti (1.4.2) se dobija:

T T T
- - + + )do (1.4.3)
{I_(o1+do, 02+do,o3+do) f’r (o], Oy, 03) ( o o 203

Prelazeéi na granic¢ne vrijednosti slijedi:

af afT BfT

T
5 + 5o +30 =0 (1.4.4)
1 2 3

Diferenciranjem jednacCine (1.4.1) dobija se diferencijalna jednadina povrsine
plasti¢nosti u opsStem vidu:

_Tgo, + —Ldg, + ——do, =0 (1.4.5)

301 1 302 £ 3
Uporedjivanjem koeficijenata uz parcijalne izvode u jednacinama (1.4.4) i

(1.4.5) dobijaju se jednacine karakteristika:

d01=d0 =d03 (1.4.6)

(1.4.7)

Za slucaj izotropnosti sve tri glavne ose napona su ravnopravne i zato po-

vriina plasti¢nosti ima osu simetrije. Za osu simetrije je c,|=c2=0 te je:

0o =o0_=0 (1.4.8)

Dakle, osa je prava jednako nagnuta ka svim trima osama i koja prolazi

kroz koordinatni pocetak. S obzirom da se karakteristike povrsine plasti¢no-
sti nalaze na jednakim rastojanjima od ose siemtrije to one prolaze kroz kru-
inicu ¢&ija ravan je normalna na osu simetrije i odredjena je sistemom jedna-

€¢ina (Kosijev problem):
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O 4+ 0 4+ 0 =20
1 2 3
5 (1.4.9)
02+°2+ 02=r
1 2 3

Prva jednadina predstavlja ravan koja prolazi kroz koordinatni pocetak, a
druga sferu sa centrom u koordinatnom pocetku. TraZena kruZnica je nji-
hov presjek dok je veli¢ina radijusa fizicka karakteristika metala. Elemen-

tarnim operacijama iz (1.4.7) i (1.4.9) se dobija:

2
(o] - 02] + (02 - 03)2 + (03 - 01)2 = 3r2 (1.4.10)

Jednacina (1.4.10) predstavlja cilindar jednako nagnut prema svim trim koo-

rdinatnim osama cija veli¢ina radijusa r moZe biti nadjena iz eksperimenta

i i o =0 0. =0_ =
na istezanje ( 1 s %5 3 0)
2
=y = 0

r 3 s (1.4.11)

Sada c¢e povrsina plasticnosti imati oblik:

2 2 2 2

- + (0 - o + (o, - © =2 1.4.12
(o,= 0,) (0,- 0,) (o, 1) O { )

Uslov (1.4.12) je predloZio Mizes a matematic¢ki izrazio Huber razmatrajudi
potencijalnu energiju deforamcije tijela. Graficki se interpretira krivom 1

(sl.1.4.1) i najceSCe naziva Huber-Mizesovim uslovom plasti¢nosti.

Si.1.4.1. Krive uslova plastiénosti:
1. Huber-Mizes; 2.Treska-Sen-Venan:
3. Islinski-Hil.
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lz (1.2.9) i (1.4.12) slijedi za ovaj uslov plastiCnosti:

" (1.4.13)

Dobijena kruZnica se moZe aproksimirati mnogougaonikom. Mnogougaonik mo-
ra imati paran broj strana jer se ne uzima u obzir efekat BauSingera[22,623].
Usljed izotropnosti simetri€¢an je u odnosu na tri ose. Dakle, broj strana
mnogougaonika mora biti djeljiv sa Sest. Geometrijski je jasno da, ako se
kruZnica aproksimira sa Sestougaonikom dobija se Sestostrana prizma upisa-
na u cilindar koja odgovara uslovu konstantnosti najve¢eg tangencijalnog
naponal 34,52 ]. Ovaj uslov plasti¢nosti se najceS¢e naziva Treska - Sen-

Venanov, graficki se interpretira krivom 2 (sl.1.4.1] a matemati¢ki opisu-

je relacijama (o]>, o, 2 03):
oq 7 9pl€ o
|02'03|\< ag (1.4.14)
L
MozZe se zapisati i u obliku:
=1 (1.4.15)
"max 2 % e

pa se naziva i uslovom najveceg tangencijalnog napona.

Za slucaj aproksimiranja kruinice sa opisanim Sestougaonikom (kriva 3 na
sl.1.4.1) dobija se uslov najveceg devijatora napona koji su predloZili A.J.

1glinski [ 104) & R.Hil [77]:

2
max -0 ,0 -0, O0O-0 = -0 4.1
{ 1 2 3 J 3 s . 4.416)
Odnosi medju granicama tecenja 1 < i Us za slucajeve Cistog smicanja
0O = -0 0‘ o) =0 1 1 - - .
(e, ¥ 3 ) i zatezanja (01;é 0, 9, °, 0) prema navedenim

uslovima plasti¢nosti su:

1
TS 75 o (uslov Huber-Mizesa)
1
TS = 3 o (uslov Treska-Sen-Venana) (1.4.17)
1t =20 o o
s~ 3 (uslov najveceg devijatora napona).
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1.5. JEDNACINE STANJA PLASTICNO DEFORMISANOG TIJELA

Ove jednadine veiu napone i deformacije plasti¢no deformisanog tijela [ 20,
52,53] i mogu se podijeliti na dvije grupe: jednacine stanja koje veZu sfe-

rne i devijatorske komponente napona i deformacija.

Veza izmedju dilatacije € (1.3.17), hidrostatickog pritiska p (1.2.1) i te-

mperature T data je formulom [20]:

p=Ke - 8 K (T—To) (1.5.1)

gdje je B - zapreminski modul temperaturnog Sirenja (veli¢ina B8/3 = a se
naziva linijskim modulom temperaturnog Sirenja)a K - zapreminski modul

stisljivosti. Kako su € i B "male" velicine a komponente pritiska u(1.5.1)
konaé&ne to slijedi da je K "veliko",te zato ovakav proizvod "male" i "veli-
ke" veli¢ine predstavlja racdunarsku poteSkocu pri realizaciji problema u &i-

joj osnovi je pretpostavka nestiSljivosti.

Druga grupa jednacine stanja moZe biti razlicita, zavisno od predloZenog

modela.

1.5.1. Male elasto-plasticne deformacije

Po teoriji malih elasto-plasti¢cnih deformacija uspostavljaju se funkcionalne
zavisnosti izmedju napona i deformacija po analogiji sa generalisanim zako-
nom linearne elasti¢nosti [20,21]. Teoriju je postavio Henki [ 29] a pose-

ban doprinos njenom razvoju i primjeni je dao A.A.lljusin.

Primjena ove teorije je ograniena teoremom A.A.lljudina o prostom optere-
¢enju (komponente devijatora napona rastu proporcionalno nekom paramet-
ru), prema kojoj u slucaju homogenog naponskog stanja opterecdivanje tije-
la e biti prosto kada spoljasnje sile rastu proporcionalno jednom za sve

sile zajedniCkom parametru. Problem kako u procesu optereé¢ivanja treba

da rastu spoljasSnje sile da bi za opsti sluéaj nehomogenog naponskog sta-
nja opterecivanje u svim tac¢kama tijela bilo prosto nije rijeSen. Postoji sa-

mo specijalno rjeSenje [21] . Da bi u svim tadkama nestisljivog tijela opte-
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re¢enog spoljnim silama koje rastu proporcionalno nekom parametru, opte-

rec¢enje bilo prosto dovoljno je da zavisnost intenziteta napona od intezite-

ta deforamcija bude stepena funkcija oblika:

c =C.eh (1.5.2)
u u

gdje su C i n proizvoljne konstante.

Uporedo sa ovom teoremom A.A.lljusin [ 21] uvodi pojam aktivne i pasivne
deformacije. Kod sloZenog naponskog stanja deformacija je aktivna ako inte-
nzitet napona °., (1.2.9) za datu tacku u datom trenutku ima vrijednost
koja premasuje sve prethodne vrijednosti.U protivhom deformacija je pasi-
vna. Pri prostom opterecenju i aktivhom procesu deformacije vaZe dvije

osnovne postavke koje su utvrdjene eksperimentalno [ 55 ] :

a) Pravci glavnih linearnih deformacija poklapaju se sa pravcima
glavnih normalnih napona;

b) Morov dijagram deformacija u svakom trenutku je geometrijski
slican Morovom dijagramu napona.
Na osnovu ovili postavki i analogije sa linearno elasticnim podrucjem moze
se ustanoviti da je funkcionalna zavisnost napona od deforamcija i u pod-
rucju malih elasto-plasti¢nih deformacija linearna. Njen matematicki zapis

je dat relacijom [112]
Si. ei.
?1 = —el (1.5.3)

Ova jednacina u sustini predstavlja prenos poznatih relacija teorije elasti-

¢nosti koje veZu napone i deformacije u obliku:

Sij = 2G eii (1.5.4)

dje je:
g 2G' = S/e (1.5.5)

i igra ulogu inodula smicanja plasticno deformisanog materijala. Uzevs$i u
obzir relacije (1.2.9) i (1.3.27) relacija (1.5.4) se moze zapisati u inze-
njerskoj primjeni viSe koriS¢enom obliku:

o

S.. = 2. u e
ae = 3 Cu ij (1-5-6]



18.

U cilju uo&avanija razlike izmedju fundamentalnih obrazaca po teoriji linear-
ne clasti¢nosti (relacija analogna 1.5.4. gdje je G' zamijenjeno sa G - mo-
dul elasti¢nog smicanja) i po teoriji malih elasto-plasti¢nih deformacija(1.5.5)
moie se posmatrati dijagram dobijen linijskim istezanjem epruveta °l=f(€1)'
Na osnovu (1.2.10) i (1.3.28) ova zavisnost je identi¢na zavisnosti 0u=f(€u)

(sl. 1.5.1).

E =tgol-const

S1.1.5.1 Modul elasti€nosti i modul plasti¢nosti

Modul plasti¢nosti E' se mijenja od taCcke do tacke kao funkcija intenziteta

deformacije. Iskoristivii poznatu relaciju veze modula [ 15,67] :

E

G = 2(1+v) HESEH

kao i ¢injenicu da je koeficijent Puasona za plasti¢no podrucje v =0,5 dobi-
ja se:

G' = E'/3 (1.5.8)
To znaci da koeficijent proporcionalnosti devijatora tenzora napona i devi-
jatora tenzora deformacija kod linearne elasticnosti je konstantna velidina,
dok po teoriji malih elasto-plasti€énih deformacija ova veli¢ina zavisi od de-

formacije i mijenja se od tacke do tacke tijela.
1.5.2. Teorija plasticnog tecenja

Karakteristike naponskog i deforamcionog stanja su medjusobno povezane
funkcijama (fizickim jednacinama) koje su eksperimentalno odredjene. Veza

napona Oij i brzina deforamcije éi' u opStem vidu ima oblik:
)

o f(€'ii) ' (1.5.9)
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Funkcija treba da obezbijedi da se kao rezultat dejstva nad komponenatama

simetri¢nog tenzora drugog reda Eii dobiju komponente simetri¢nog tenzo-

ra drugog reda o,,. Formula (1.5.9) se moie predloZiti u vidu konvergen-
goc ij

tnog beskonaénog reda [33 ]:

=a. . € cE. - €.t A LELE LE. *... 1.5.10
T TR R THRS N T S B R TS " N ( )

gdje su a . a,,3,,3,.

tenzora. Elementarnim tenzorskim operacijama se moZe dokazati da su sve

.., - skalarni koeficijenti; 6” - komponente jedinicnog

komponente i suma u cjelini relacije(1.5.10) simetri¢ni tenzori drugog reda.
Ovaj uslov je ispunjen za slucaj izotropnog materijala. Za veliku veéinu te-
hnolodkih zadataka moguce je prihvatiti hipotezu o izotropnosti, na bilo kom
nivou dimenzije deformisuce elementarne zapremine [ 80]. Iz ove hipoteze se
elementarno moZe izvesti vaina hipoteza o koaksijalnosti tenzora napona oij

i brzina deformacije éii.

Uslov izotropnosti i koaksijalnosti zadovoljava i funkcija nastala iz (1.5.10)

ograni¢avanjem na prva tri ¢lana:

=a §.,+a, e, +a (1.5.11)

% T % % T 1 % T 2% ik Fki

Pretpostavka o proporcionalnosti napona © i brzina deformacije

’ 0 ’ O
11 22 33
é”, 5.22, 633 nije odriiva. Naime za nestisljivi materijal iz (1.3.21) slijedi
da glavne brzine relativnog izduZenja su obavezno razlicitih znakova,a ma-
terijal moZe biti opterecen samo na istezanje ili samo na pritisak tj. propor-

cionalnost odsustvuje.

Za razliku od ove pretpostavke opiti pokazuju [25, 29, 34, 15] da postoji
proporcionalnost komponenata devijatora napona i brzine deformacije - ova

hipoteza u teoriji plasti€nosti nosi naziv teorija plasti¢nog tecenja.

Matematicki zapis uslova proporcionalnosti ima oblik:

0. - 08 =A(E _€6 ) (1.5.12)
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Veli¢cina A moZe biti izraZzena preko poznatih invarijanti:

o _-/3 S.S.. = /ixzé,, e, = 3 A€ (1.5.13)
u 2 ij ij 2 ij 1j 2 u
1z (1.5.13) slijedi:
o
rz 2o (1.5.14)
3 e

Jednacdine (1.5.12) obezbjedjuju pet jednacina veze jer je prema (1.2.3)
suma dijagonalnih komponenata devijatora ravna 0. Takodje u (1.5.12) je
uvedena jo$ jedna nepoznata veli¢ina . Medjutim, jednadina veze, za gra-
nic¢ni zadatak teorije plasti¢nosti je potrebno Sest. Dakle, jednacdine (1.5.12)
treba dopuniti sa jos dvije relacije eksperimentalno odredjene. Prva relaci-

ja veZe prve invarijante tenzora napona i brzina deformacija:

o = o (é] (].5.15)
Druga jednacina je veza izmedju intenzivnosti napona i intenzivnosti brzina
deformacije:
o =ao (€) (1.5.16)
u u u

Eksperimentalne funkcije (1.5.15) i (1.5.16) se mogu odrediti relativno je-
dnostavno iz prostih opita (istezanje, pritisak, uvijanje itd.) koristec¢i hi-
potezu jedinstvene krive tj. Cinjenicu da funkcije koje veiu invarijantne

karakteristike naponskog i deformacionog stanja ne zavise od njihovog vi-

da.

Zamjenom (1.5.13) - (1.5.16) u (1.5.12) se dobija:

oij = [o(€)- Zou(éu) €/3 éu] 5ii +1 Zou(éu)/3éu] éii (1.5.17)

Uporedjujudi relacije (1.5.11) i (1.5.17) nije tesko pokazati da ako se ska-

larne funkcije a . a i a, prihvate u obliku:
a =0(€) - 20 (€ )e/3 ¢
o u u u
, . (1.5.18)
a = - - . =
: uu( Lu)/3 Lu' a2 0

to je i (1.5.17) izotropna tenzorska funkcija.
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U principu moguéa je i druga formulacija fizickih jednacina veze naponskog
i deforamcionog stanja koja se zasniva na drugim hipotezama, bolje usagla-

Senim sa eksperimentom.

1.6. JEDNACINA TOPLOPROVODNOSTI

U zapremini deformisanog metala, u opStem slucaju postoji nestacionarno te-

mperaturno polje T = T(xi,x .x_,t) koje ima velikog uticaja na teCenje me-

2" 3
tala i njegovo naponsko stanje, pa se naziva termomehanickom promjenljivom.
Da bi ova pr;omjenljiva bila odredjena neophodno je po analogiji sa zakonom
odrianja mehanic¢ke energije definisati zakon odrianja toplotne energije pre-
ma kojem: toplota nastala u jedinici vremena pri deformaciji neke materijal-
ne cestice 01, djelimiéno (02) se odvodi na racun toploprovodnosti u su-

sjedne zapremine tijela, a preostali dio (03] ide na poviSenje njegove te-

mperature, tj. vaii jednacina:
Q, =Q, +Q (1.6.1)

Plasti¢na deformacija je uvijek prac¢ena nepovratnim izdvajanjem toplote ko-
ja moZe usloviti, u zavisnosti od veli¢ine deformacije i svojstava materijala,
povecanje temperature od nekoliko desetina ili ¢ak stotina °c. Kalorimetri-
jski opiti su pokazali da éak viSe od 90% mehani¢kog rada utroSenog pri
plasti¢noj deformaciji prelazi u toplotu. Relativno mali dio se transformise

u elastiénu energiju deformacije kristalne reSetke [125,115,33]. U praktic¢-
nim zadacima teorije plastié¢nosti, plasticne deformacije nastale u tijelu su
veoma velike u odnosu na elasti€ne. To uslovljava da se u procesu teéenja
zanemaruje elastic¢ni dio deformacije, a samim tim i odgovarajuéi toplotni efe-
kti tj. smatra s2 da cjelokupni mehani¢ki rad plasticne deformacije prelazi

u toplotu.

Gornje prakticno oznadava da je snaga toplotnog efekta na ra&un plasti¢ne

deformacije (disipacija energije) elementarnog paralelopipeda stranica ax
]l’
sz,Ax3 (sl.1.6.1) data izrazom:

Qp =95 &5 0% 8%y bxg (1.6.2)
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(20, T+3,(AD,T) a%,) 8%, 8X,

|

/i e 20T ax Axg
|
|

R TP __]{-*Aina(;\am AXJAX, AX,

/ AX,

-A0,T ax, A%,

A0, AX, AX,
Sl.1.6.1. Protok toplote kroz elementarni paralelopiped

Prema Furijeovom zakonu [ 20] koli€¢ina toplote koja prolazi na racdun toplo-

provodnosti kroz jedini€énu povrSinu normalnu koordinatnoj osi i u jedinici
vremena je:

q = -13.T (1.6.3)

gdje je A - koeficijent toploprovodnosti, HIT - gradijent temperature u od-

govaraju¢em koordinatnom pravcu.

Toplotni protok se moZe razviti u red Tejlora u kojem se odbacuju besko-
naé¢no male velicine reda veceg od Axi (sl.1.6.1). Ako se uzme u obzir to-
ploprovodnost kroz sve grane paralelopipeda dobija se relacija za 02 koja
figuriSe kao komponenta u (1.6.1):
= - Lo (A T
Q2 C 1( 31” +32(x32 ) +a3(xa3T)] AX Ay AZ (1.6.4)
Potrebno je jcs odrediti poslednju komponentu energetskog bilansa Q3. U

tom cilju se definiSe koliCina toplote koju je potrebno utrositi da bi se za-

grijala jedinica mase metala:

q = f cdT (1.6.5)

gdje je c - koeficijent toplote koji je u opstem slucaju funkcija temperatu-

re. Brzina zagrijavanja jedinice mase ¢e biti:

dr_ . 47

T
dq/dt = [d/dT dT
q [ (JedT)1fF=c g (1.6.6)
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To znadi da ¢e toplota koja se tro3i u jedinici vremena na povecanje tempe-

rature materijalnog paralelopipeda biti:

= 1.6.7
03 c(dT/dt) AxlezAx3 ( )

gdje je P - gustina.

Iz jednacina (1.6.1), (1.6.2), (1.6.4) i (1.6.7) se dobija diferencijalna je-
dnacdina toploprovodnosti, zapisana za proizvoljnu tacku deformisanog tije-

la u proizvoljnom trenutku vremena:

dT ]
09T _ 53 (23 Ty+ 0 (22 3 (22 .6.
€Pge T R0 T 9, (A9, T+ 9 (00 Thvo €y (1.6.8)

Disipativna funkcija Oijéij moie biti izraZena preko invarijanti koriS¢enjem
relacija (1.5.12) i (1.5.13):

0.¢.. = (s.+06.)(e +é6.) =0 € + 30e (1.6.9)
i ij ij ijo i ij u u

Za nestisljivi materijal (1.6.9) poprima oblik:

0. €,,= O € (1.6.10)

Karakteristike materijala » i c se Cesto prihvataju kao konstante te u

tom slucdaju (1.6.8) poprima oblik:

dT 2 .
—=AV T + o0, ¢ .6.
cht ij ©ij (1.6.11)

2 .2 .2 2 . - .
gdje je V= =3 i + 0 2 +9 3" diferencijalni operator Laplasa.

Temperatura cestice T = T(x1,x .t). je sloZzena funkcija jer se koordina-

2°%3

te cestice u vremenu mijenjaju po nekom zakonu x=xl(t) te je izvod po vre-

menu substitucionalan:

dT/dt =3 T+ v 3 ?
/ £ Vi% T vy T F vy dT (1.6.12)
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1.7. POCETNI | GRANICNI USLOVI ZA JEDNACINE TEORIJE
PLASTICNOSTI

Uslovi na granici plasti¢no deformisanog tijela su formalizovani fizi¢ki uslo-
vi ili njihov matemati¢ki model, kao bitna pretpostavka mogucnosti rjeSenja
razmatranog problema. U cilju vizuelne interpretacije grani€nih hipoteza
moZe se razmatrati jednostavan slucdaj sabijanja cilindra (sl.1.7.1) koji u
nekom trenutku t zauzima zapreminu V i ogranicen je sa povrsinom S, koja
se sastoji iz dva dijela: kontaktne povrsSine sa krutim alatom (SVUSS) i
povriine slobodne od dejstva alata. Kretanje alata je poznato i dato funkci-
x_,t).

jom VA=VA(X1'X2' 3’

TI7777 777773

S1.1.7.1. Interpretacija grani¢nih povrsi pri deformaciji cilindra

Kao 5to je poznato u nekim uslovimal 20,33,11,12] , na dijelu kontaktne po-
vr$ine dolazi do lijepljenja deformisanog metala na povrsSinu alata Sv' Tada
¢e na ovoj povrsini brzina kretanja cestice deformisanog metala biti jedna-

ka brzini alata. Uslov se moZe matematicki zapisati u obliku:

YMe S = 7.
v v Va (1.7.1)
Na kontaktnoj povrSini moZe takodje doc¢i do klizanja metala po povrgini ala-

ta. Ova povrSina je oznacena sa SS i na njoj su normalne komponente brzi-

ne alata i deformisanog metala jednake. Normalna komponenta brzine alata

= 4 e » . Y >
se moZe odrediti izrazom VAN vAn, gdje je n - vektor normale na povr-
§ini alata. U tangencijalnom pravcu komponente brzine alata i metala se
. . . e w * N *
razlikuju i definiSu vektor v = vy - v N Sini kli j
. Na povrsini
S AT T p klizanja Ss na

. . . . -
deformisani metal, djeluje napon trenja &iji pravac se poklapa sa %
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Modul ovog vektora zavisi od uslova na povrsini Ss‘ normalnog napona p,
brzine klizanja vy itd. Zavisnost T i p je u obradi deformisanjem sloZie-
na, nelinearna. U op&tem slucaju moguce je postaviti zavisnost 1 =1(p,vs),
pri ¢emu vaiZi 3T /3 v > 0. To znaéi da se grani¢ni uslovi za slucaj trenja

klizanja mogu formulisati u obliku:

¢ =V . 1=t i 1.7.
Y M SS VNE VAN’ T (p,vs)l ( 2)

Na slobodnoj povrsini SF moZe se smatrati da je u opStem slucaju zadan
vektor povréi’nskog napona ;A(xl,t). U najvec¢em broju u praksi prisutnih
slucajeva je fA=0, tj. povrsina SF je slobodna od optereéenja. lzdvajanjem
beskonac¢no malog tetraedra oko tacke povriine SF moguce je doci do rela-
cije koja definiSe ogranic¢enje za komponente tenzora napona deformisanog

metala oko slobodne povr&ine [15,29,341]:

YVMES f. = o = f 1.7.3
F i i A ( )
Vaino je razmotriti temperaturne uslove na granici deformisanog tijela koji

u formalizovanom vidu definiSu medjudejstvo obradka i okolne sredine.

Najprostiji uslov je kada se na dijelu povrsine tijela S] zadaje temperatura
u obliku:

VM“-S‘ T=T (1.7.4)

gdje je Tz - zadana funkcija poloZaja tacke M na povrsini S] i vremena t.

Druga mogucnost je da se na nekoj povrsini tijela 52 zada toplotni protok

q, kao funkcija poloZaja tacke M na 52 i vremena t. Grani€ni uslov se ta-

da moZe zapisati u obliku:

Y Me S A9 =
2 T/an + qz (1.7.5)

Grani¢ni uslov se moZe zadati na povriini tijela 53 u obliku:

Y Me S3 A3T/3an =o:.(Tz - T) (1.7.6)

gdje je a - koeficijent razmjene toplote koji je funkcija koordinata tacke

na povrsini 53 I vremena t; Tz - temperatura okruzenja.
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Na povriini kontakta alata i deformisanog tijela Slt:SvUSs moguce je zadati
granic¢ne temperaturne uslove uz pretpostavku jednakosti temperatura ala-
ta i obradka. Osim toga saglasno zakonu o odrianju toplotne energije spe-
cifi¢ni toplotni protoci su vezani jednainom toplotnog balansa tj. toplota

trenja se odvodi na alat i deformisano tijelo. Ovaj uslov ima sljedecu mate-

mati¢ku interpretaciju:

VMQSu T =T

A T (1.7.7)
T = A_ 0 - A d
vs T nTT A nTA
gdje se indeksi A i T odnose na alat i deformisano tijelo.
Osim grani¢nih, vaino je definisati i pocetne uslove [201] pod kojima se po-

drazumijevaju znacenja traZenih promjenljivih u svakoj tacki M deformisanog

tijela u pocetnom trenutku t=0:

X zo = %iet Viteo = Vit T p=0-TolXi,)  (1.7.8)

Pocetni uslovi se odredjuju na osnovu fizickih pretpostavki u pocetku de-
formacije Sto moZe biti sloZen zadatak ako tijelo ne miruje ili nema konsta-
ntnu temperaturu ili gustinu.

Model grani¢nih uslova moZe biti usavrSavan i na razne nacCine zapisan pri
¢emu isti treba da obezbijedi moguénost kao i jedinstvenost reSenja razma-

tranog problema.

1.8. TIPICNA UPROSCENJA JEDNACINA TEORIJE PLASTICNOSTI

Pri analitickom reSavanju zadatka obrade metala deformisanjem nailazi se
na velike poteSkoce pa je opravdana primjene uproséenja koja ne bi bila
protivrecna fizici konkretnog izucavanja plasticnog tecenja, a olaksala bi
reSavanje. Navode se karakteristi¢na, najc¢esc¢e koriséena[ 12,20,21,15,29,
33,341 :

1. Uproscenja vezana sa smanjenjem broja nezavisno promjenljivih:

a) stacionarno kretanje (3/3t=0). Takvo je npr. kretanje metala u Zari-
$tu deformacije pri valjanju i vuéenju;

b) ravansko deformaciono stanje (3/3t=0, v =0) kao npr. proces valja-
nja dovoljno Siroke trake; z
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c) ravansko naponsko stanje (ozxz Ozy = ouz 0, a ostale ¢ i ne
zavise od z). Na primjer, ravanski se moZe tretirati naponsko

stanje u velikom dijelu Zarista deformacije pri deformisanju lima;

d) osnosimetri¢no naponsko-deformaciono stanje (3 /3¥= 0). Takvo je
npr. naponsko-deformaciono stanje u ZariStu deformacije pri vu-
éenju i presovanju Sipkastih materijala, pri sabijanju i kovanju
cilindriénih uzoraka itd.;

e) potencijalno kretanje (u = grad'f ). U ovom slucaju pri redavanju
ravnih problema moguce je primjena metoda teorije funkcija kom-
pleksne promenljive [21];

2. Uproséava se reoloSki model deformiSuée sredine:

“*
a) materijal se smatra nestisljivim (div v=0), tj. materijal je kompa-
ktan a gustina konstantna;

b) zanemaruju se elasti¢ne deformacije. Pri velikim deformacijama
koje su prisutne u OMD ¢ ?,((c P tji. moze se prihvatiti da je
e =gb. U] 1) ]
ij ij’

c) pretpostavlja se idealna plasticnost. Pri postojanju krutih zona
sredina se naziva krutoplasticnom sredinom Sen-Venana. Fizi¢ke
jednacdine datog modela imaju oblik:

div v =0 (1.8.1)
; 2 2 ;
0 o < g = const.

é = u S

ij - 3(-:U 2 5 (1.8.2)
=g, O =0
20 i u S
. s

6 =)

€
S1.1.8.1. Model krutoplasti¢ne sredine

Moze se takodje razmatrati i model krutoviskoznoplasti¢ne sredi-
ne za koju ce biti:

- 2 2
0 0 <0 = const.
' € S (1.8.3)
E. = 3 u .8.
1 55 9 o2 > 02
u Y u s
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¢ =blé)

6; b

S1.1.8.2. Model krutoviskoznoplasti¢ne sredine

gdje je o =@ (¢ ) pri €emu je: o (¢ ) >Dq_1i ¢'(g )>0 za € >0.
= u u u s u u

Pri razmatranju neizotermalnih zadataka ce biti au=¢ (éu,T),a
ako osim toga postoji i oévricavanje sredine to se pretpostavlja
o =46 ,T,e ).

u u u

Ako se pretpostavi da krute zone odsustvuju, jednacine (1.8.2)
i (1.8.3) dobijaju uprosceni oblik:

3¢€
¢ = —a_ o z0? (1.8.2)"
ij 20 ij u - s e
s
3 Zeu 2 2

|

Q
Q
1]

. 2
— e, o’(é) >0 '
ij 20 (¢ ) 1 v u s (1.8.3)
u u

Mogudi su i drugi vidovi uproscenja svojstava deformisuce sredi-
ne [20,21,77]. Ovakve pretpostavke su u velikom broju slucaje-
va opravdane jer se dobijaju jednostavni uslovi plasti¢nosti. Mo-
guéa je razrada matematicke teorije za konkretne zadatke a rezu-
Itati su zadovoljavajudi;

d) pretpostavka o izotermicnosti procesa (T(x.,t)=const.). U ovom
sluéaju broj nepoznatih funkcija, koje odredjuju fizicko-mehanicko
stanje se smanjuje za jedinicu - iz sistema jednacina se iskljuCuje
jednacina toploprovodnosti.

e) Procesi OMD su cesto dovoljno spori da se mogu iskljuciti zapre-
minske sile kao Sto su teZina i inercijalna sila. Ako je tecCenje do-
voljno lagano i bez zapreminskih sila diferencijalne jednacdine kre-
tanja se uproscavaju i nazivaju diferencijalnim jednacCinama ravno-
teie. Opravdanost ove hipoteze treba pailjivo izucditi u svakom
konkretnom slucaju.

3. linearizacija jednacdina i grani¢nih uslova. Nelinijnost je uzrok znacajnih
poteskoCa u matematickim metodama ispitivanja i reSavanja zadataka.Zato

se nelinijske jednacine linearizuju, na primjer, linijska teorija beskona&no
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malih deformacija (Iajuil €6 <<1). Ako je tangencijalni napon Ty kod
ravnog problema blizak naponu tecenja - . nelinijski uslov plasti€nosti
se pribliZzno moZe zamijeniti linijskim O O vy = 0 [77,80]. Linearizuju
se i uproséavaju i graniéni uslovi. Na primjer, pri razmatranju malih
deformacija grani€ni uslovi se Cesto razmatraju na povrsini 20 nedefor-
misanog tijela. Time je omoguceno da se u prvom pribliZenju moZe odre-
diti deformisana granica L. Smatra se takodje da je napon trenja jednak

na cijeloj kontaktnoj povrsini sabijenog plasti¢nog sloja[ 21] .

U nekim slucajevima rjeSenje zadatka OMD je jednostavnije ako se deka-

rtove koordinate zamijene krivolinijskim sistemom koordinata.

Prekidi napona i brzina. Uslov o neprekidnosti reSenja zadatka u defor-
macionoj oblasti V moZe biti neprimenljiv za mnoge zadatke. Takva po-
treba dovodi do odsustva rjeSenja, koje se moZe obezbijediti pretposta-
vkom parcijalne neprekidnosti trazenih funkcija. Prekidna rjeSenja se
cesto mogu iskoristiti za uprosc¢enje zadatka i kada neprekidna rjesenja
postoje.

Razlikuju se povrsi slabog i jakog prekida. Na povrsSima slabog prekida
trazene funkcije su neprekidne a prekide imaju samo njihovi izvodi (na
primjer, granica razdvajanja elastic¢ne ili krute oblasti s jedne strane i
plastiéne s druge strane). Pri prolazu kroz oblast jakog prekida, prekid

imaju samo traZene funkcije.

Prekidi napona ne mijenjaju oblik jednaina odrianja mehanic¢ke energije.
Ako je Ep povrsina prekida brzina, to se u jednadini zakona odrianja
mehaniCke energije javlja dopunska komponenta koja odrZava snagu na

povrii prekida NC[ 29 It

N = Sft av d . 8.
c T, 8v, zp (1.8.4)
P
. * * .
gdje su: AvT = lvT vtl - velicina prekida tangencijalne komponente
brzine, T - projekcija tangencijalne komponente vektora napona na

v
.-b
pravac ..iv,
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2. INZENJERSKO-MATEMATICKE METODE PRIMIJENJENE
TEORI!JE PLASTICNOSTI

Razvojem tehnologije obrade metala deformisanjem javljaju se sloZeni proble-
mi vezani za odredjivanje sila, potroSnju energije, izbor optimalnih tehnolo-
§kih parametara deformacije itd. Na njih je moguce odgovoriti samo na nau-
¢énoj osnovi, koristeci razlicite metode ispitivanja procesa OMD. Sve metode
ispitivanja procesa OMD mogu se razdijeliti na tri klase: analiticke, eksperi-

mentalne i eksperimentalno-analiticke.

Analiticke metode su zasnovane na zamjeni ispitivanog realnog fizickog obje-
kta matematickim modelom, ponasSanje kojeg s dovoljnom ta¢noS¢u odraZava
ponasanje samog fizickog objekta. Pri analitickim ispitivanjima je neophod-
no realni materijal i realni proces zamijeniti njihovim modelima, pri ¢emu se
pod modelom procesa podrazimijeva uproSc¢ena predstava o njemu koja doz-
voljava da se proces matematicki opiSe (odeljak 1.8.; glava 1.) Za ovakav
pristup karakteristicne su dvije vrste greSaka i to one vezane sa neta¢no-
S¢u opisivanja svojstava tijela i greSke vezane s neta¢nos¢u opisivanja pro-
cesa. To uslovljava da je za verifikaciju analitickog resenja neophodna ek-

sperimentalna provijera.

Eksperimentalne metode su vezane za ispitivanje realnih materijala u real-
nim procesima. Vrlo cesto radi uStede u materijalu i kalupima ispitivanja
se provode na geometrijski slicnim pripremcima smanjenih dimenzija. Obje-
dinjavanje eksperimenata i teorijske analize omogudilo je da se razviju ek-
sperimentalno-analiticke metode koje predstavljaju uspje$an aparat ispitiva-

nja i najslozenijih procesa OMD.

Dalje se daje kratki prikaz raznih, najéesée koriséenih metoda u OMD i

izu€ava mogucnost analitickog resavanja razmatranog problema.
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2.1. ANALITICKE METODE

2.1.1. InZenjerska metoda

Teorijske osnove ove metode postavili su joS E.Zibel i S.N.Gupkin[ 12,67],
a konac¢no ga razradili E.P.Unksov [ 65] i M.V.StoroZev, E.A.Popov [55,
56]. Metoda je zasnovana na zajednic¢kom reSavanju jednadina ravnoteie i
uslova plastic¢nosti. Cesto se koristi linearizacija uslova plastiénosti i pre-
tpostavija se naponsko-deformaciono stanje ravanskim. Ovo omogudava da
se odrede priblizne vrijednosti za sile i deformacije, a takodje i provede

analiza prostijih zadataka plasticne deformacije.

2.1.2. Metoda karakteristika (linija klizanja)

Pod linijama klizanja se podrazumijevaju linije maksimalnih tangencijalnih na-
pona duZ kojih odsustvuju deformacije izduZenja. Te linije se poklapaju sa
karakteristikama diferencijalnih jednacina ravanskog zadatka teorije idealne
plasti¢nosti. Veliki doprinos razvoju ove metode su dali: L.Prandtl, A.A.
IHjusin, S.G.Mihlin, R.Hil, V.V.Sokolovski, A.D.Tomlenov i drugil 21,54,
61, 67, 69].

Naponi ravanskog zadatka teorije plasti€nosti su dati izrazom:

o =0 - ksin228#9

XX
°yy=° + k sin 286 (2.1.1)
o = kcos 2 6

Xy

gdje su: k - maksimalna vrijednost tangencijalnih napona; 8 - ugao nagi-
ba linije klizanja prema osi x. Primjenom (2.1.1) je mogude dobiti integra-

le diferencijalnih jednacina ravnoteie:

o -2 k8 =¢ (8)
(2.1.2)
6 +2 k8 =n (a)
gdje su&(8) i n(a) - proizvoljne funkcije du% linija ¢« i g sukcesivno.

Iz jednacina (2.1.2) se vidi da je jedan od glavnih problema u metodi li-

nija klizanja nacin postavljanja linija klizanja poslije cega se naponsko sta-
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nje relativno lako nalazi. Za postavljanje linija klizanja se koriste sljedece

metodce L54, 55, 67 I:

a) Kada je to moguce postavlja se polje linija klizanja bez rjeSenja jednacina
na bazi analize uslova zadatka i koris¢enja geometrijskih svojstava linija
klizanja. U nekim prostijim sluc¢ajevima na ovaj nacin je moguce elementa-

rnim putem dobiti zatvoreno analiticko rjesenje;

b) Koristeéi teoriju linija klizanja moguce je dobiti polje linija klizanja gra-

fickim metodama;

c) Nekada je korisno odrediti polje linija klizanja po koordinatama cvornih
tacaka odiedjenih analiticki. Primjena ove metode je ograniena neopho-
dnim pretpostavkama o idealnom kruto-plasticnom materijalu i ravansko-

deformacionim uslovima deformisanja.

2.1.3. Energetske metode

Ove metode omogucavaju da se tacno ili priblizno odrede naponsko-deforma-
ciona stanja, izbjegavajuc¢i kao i u slucaju primjene metode linija klizanja
integraljenje diferencijalnih jednacina teorije plasti¢nosti. To se postiZe
koris¢enjem ekstremalnih i varijacionih principa zasnovanih na zakonu odr-
Zanja energije. Treba istac¢i da varijacione metode omogucavaju da se rijese
vrlosloZeni zadaci obrade deformisanjem u njihovoj opStoj postavci. NiZe se
razmatraju ekstremalni i varijacioni principi u duhu njihove primjene na rea-

Ine, kontaktne zadatke plasti¢nosti.
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