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UVOD I C ILJ  R A D A

Osnovni zadatak  procesa obrade metala deformisanjem jeste davan je  že l je -  

nog obl ika metalu plast ičnim deformisanjem koje p ra t i  i odgovara juća  p r o -  

injena n jcgovih  svo js tava .  Za ovaj  v id  p r e r a d e  metala može se reći  da je 

najvećim dijelom vezan za ser i jsk i  t ip  p ro iz v o d n je ,  što us lovl java  da se z n a -  

tan dio pro izvedenog metala ob ra d ju je  plast ičnim d e fo rm isan jem . Iz skupa  

procesa obrade  deformisanjem se^svojom a k tue lnošću  i složenošću izdvaja f  
zapreminsko obl ikovanje  koje k a r a k t e r i š e  v e l ik i  bro j  nedovol jno is t ražen ih  

problema što je posebno naglašeno kod preso van ja  kao t ipskog p r e d s t a v n i -  

k a .

Teor i jska  is t raž ivan ja  mehanike ove klase problema su p revash o d n o  zasno-  

vana na primjeni  metoda teori je  p last ičnosti  i to,  p r i je  svega,  i n ž e n je r s k o g , 

en erg e ts k o g  i metoda l inija k l izan ja .  Rješenja za neophodnu deformacionu  

silu, na bazi  pomenutih metoda,  je moguće bilo dobit i  uz kor išćen ie  mnogih  

a p r o k simacija š to us lovl java  neophodnost e ksp er im en ta ln e  p ro v je r e  pr i  n j i -  

hovom kor išćen ju  (P r i log  I ) .

Deformaciona sila se p re d a je  presovanom u z o rk u  ne samo neposrednim k o n -  

taktom sa alatom već i p reko  plastično nedeform isan ih ,  k r u t i h  djelova t i je -  

la.  Ova č in jenica  znatno uprošćava matematički  a p a r a t  za slučaj  j e d n o s ta v -  

nog modeliranja  di jela metala koji in tenz ivno  teče,  ali g ru b a  aproksimaci ja  

zone us lov l java  dobijan je  uvećanih  v r i je d n o s t i  za s i lu .  Zato su is t ra ž iv a n ja  

usmjerena u p ra v c u  re la t ivno  tačnog modeliranja  zone in te n z ivn o g  tečenja  

(neophodna  je eksper im enta lna  i r a č u n a rs k a  p o d r š k a )  što se bez sumnje  

povol jno od ražava  na tačnost o d re d j iv a n ja  sile d o p r e s o v a n ja .

Veoma znača jan je i problem n a p o n s k o -k in e m a ts k o g  r ješavan ja  re la t iv n o  ta -  

nk ih  ož l jeb l jen ih  elemenata.  Pr imjena i s t a k n u t i h  metoda teor i je  p las t ičnost i  

za ovu klasu odpresaka  je v r lo  o te ža n a .  D o s t ig n u ta  su r ješeti ja  na baz i  p r i -  

mjene teor i je  tečenja tankog sloja metala u p os tavc i  A .  A .  I l ju š in a ,  za slučaj  

aks i ja lne  ožl jebl jenost i  (P r i log  I ) .  U mašinsko j i n d u s t r i j i  se mnogo p r i m j e -  

nju ju  rad i ja lno  ojačani uzorci  te su i s t r a ž iv a n ja  usm jerena  i u p r a v c u  n a la -



ženja napo n sko -k in em atsk ih  r ješenja  za ove često ko r išćen e  e lem ente .

U vezi sa sve većom primjenom k o m p ju te rs k e  te h n ik e ,  posebno je a k t u e la n  

problem numeričkog odred j ivan ja  nap o n s ko -d e fo rm ac io n ih  polja po d e fo r m i -  

sanom u z o r k u .  Numerička  simulacija eksp er im en ta  se v rš i  na osnovu metoda  

konačnih elemenata pr i  čemu je sam p r i s t u p  o d re d jen  usvojenim modelom ma-  

ter i jala  koji se deformiše: e la s to -p las t ičn im  ili p las t ičn im .  S obzirom na v e -  

l ike p last ične  deformacije koje k a r a k t e r i š u  ra z m a t ra n e  probleme posebno je 

pogodna pr imjena metoda konačnih  elemenata za slučaj k ru to -p la s t i č n o g  ma-  

ter i ja la .  Ova primjena je zasnovana na minimizacij i  funkc ionala  koji zamjenju-  

je sistem jednačina teor i je  plast ičnosti  (P r i lo g  I ) .

Is tak n u to  a k tu e l i z i ra  zadatak  u t v r d j i v a n j a  identičnosti  var i jac ione  i d i f e r e n -  

ci ja lne p o s tavke  zadatka  teor i je  p las t ičnost i ,  kao i is t raž iv an ja  sušt ine  u 

ovom smislu opšte p r ih v ać e n ih  fu n kc io n a la .  Na osnovama t a k v ih  i s t r a ž iv a -  

nja može se n a p ra v i t i  i pomak n a pr i jed  u def in isan ju  o r ig in a ln e  numer ičke  

pos tavke  ovih eks trem no teških problema.  Pri tome je nužno  i z v rš i t i  a n a l i -  

zu slojeva na slobodnoj i ko n tak tn o j  gran ic i  koja t reba  da obezbijedi  kako  

poštovan je  uslova na g r a n ic i ,  tako i teor i jsk i  dos l jednu re d u k c i ju  broja s te -  

peni slobode d is k re t i z o v a n o g  t i jela.

Za v e r i f i k a c i ju  teor i jsk ih  p ostavk i  neophodan je e k s p e r im e n t .  T a k o d je ,  e k s p e -  

r imentalna  is t raž iv an ja  mogu biti  komponenta kompleksnog p r is t u p a  p r i  i z u -  

čavanju  razm atrane  klase problema.  Najveći  broj  dosad iz v r š e n ih  e k s p e r im e -  

nta ln ih  is t raž ivan ja  je obavl jen  na osnovu jed n o fa k to rn o g  eksper im enta lnog  

plana (P r i log  I ] .  Posebno je važno  u ci l ju minimizaci je broja  eksper im ena ta  

i istovremenog anal iz i ran ja  ut icaja većeg broja  fa k to ra  i z v r š i t i  e k s p e r im e n te  

na osnovama modernog v iš e fa k to rn o g  plana e k s p e r im e n t a .

Iz is takn u to g  sli jedi  da je cilj ovog rada da se da d o pr inos  i zu č av a n ju  p r o -  

cesa zapreminskog  d e fo rm isa n ja . sa naglaskom na p o s tu p a k  p r e s o v a n j a . k o -  

r išćenjem zbog složenosti  p ro b le m at ik e  te o r i j s k o g ,  num er ičkog  i e k s p e r im e n -  

talnog p r i s t u p a .  Rad se sastoj i iz šest g la v a ,  z a k l ju č k a ,  sp iska  l i t e r a t u r e  

i p r i lo g a .



U PRVOJ G L A V I  su dati osnovni  (n e o p h o d n i )  pojmovi iz m ehanike  k o n t in u u  

ma i teorije plast ičnosti  koji su posluži l i  kao osnova za izučavan ja  koja sli je  

de.

U DRUGOJ i TREĆOJ G L A V I  je razm otren  problem presovan ja  sa teor i jskog  

aspekta  i data su r ješenja  na bazi  kor išćen ja  e n e rg e ts k o g  metoda i metoda  

teori je tečenja tankog sloja metala.

U Č E T V R T O J  i PETOJ G L A V I  su k r i t i č k i  sagledana postojeća numer ička  

r ješenja ,  p red ložen  je novi  p r i s t u p  i iz ložena poboljšanja numer ičke  p ro c e -  

d u r e .

Š ES TA  G L A V A  sadrž i  eksper im enta lna  is t raž iv an ja  koja su bila neophodna  

komponenta u teor i jsk im i numeričk im r ješenj ima.

U Z A K L J U Č K U  su sistematizovani  dobijeni  rezu l ta t i  i naznačeni  p ravc i  b u -  

dućih  i s t r a ž i v a n j a .

Zbog obimnosti materi jala  P R IL O Z I  su dati  odvojeno.  Sastoje se iz 

na u kojima sn iz loženi  duž i  teor i jsk i  izvodi i u rad jen i  r a č u n a rs k i  

m i .

U radu  su formule i sl ike označene  sa t r i  c i f r e .  Pri tome, p r v a  c i f ra  p r e -  

dstav l ja  broj  g la ve ,  d ru g a  broj  odje l jka  u g la v i ,  a t reća mjesto formule  ili 

sl ike  u o d je l jk u .  L i te r a t u r a  je poz ivana  brojem u srednjo j  z a g r a d i .  O znake  

nijesu posebno navedene ,  već je u tek^U svuda  naglašavano šta o d g o v a r a -  

juća oznaka znači .

12 c je l i -  

p r o g r a -



OSNOVNE T E O R IJ S K E  P O S T A V K E  PRO BLEM A P L A S T I Č N O S T I1.

1 .1 .  M E T O D E  PRAĆENJA K R E T A N J A  DEFO R M A B I  LNOG T I J E L A

Neka se

x 2 . x 3] ,  

slučaju :

kao globalne koord inate  posmatra ju  p ra vo u g ao n e  ko o rd in a te  ( x  , 

Vr i jeme se označava sa t .  Radi jus v e k t o r  tačke  ti jela r je u tom

= X r ' l  + X2 ‘ '2 + X 3- '3 ( 1 . 1 . 1 )

gdje  su : i , i^. i^ -  jed inični  v e k to r i  globalnog sistema k o o rd in a ta .  

Brz ina  kretd i i ja  tačke tijela je: 

dx
v = d r

dt
1

dt

dx d x ,  .'-"'2  ■* 3 -> -*■ -*■ ■+
+ ------ i + ------ i = v . i +v . i + v . i

1 d t 2  dt  3 1 1 2 2 3 3
( 1 . 1 . 2 )

— “ = v a = 1, 2, 3 ( 1 . 1 . 3 )
d t  a

Na osnovu poznatog polja b rz in a  može se naći t ra je k to r i ja  k re tan ja  tačke  t i -  

je la .N e k a  materi ja lna tačka u t r e n u t k u  t=0 ima koord inate  x„ ,x ^  i x ,  a 

pr i  t > 0 -  X ^»X 2 ■ tac1a se iz d i fe ren c i ja ln ih  jednačina ( 1 . 1 . 3 )  na os-

novu poznat ih  početnih  uslova d o b i j a :

= x + f ,  (X « / A,  / / 10 2o 3o d a = 1 , 2 , 3 ( 1 . 1 - 4 )

Jednačine  ( 1 . 1 . 4 )  su p a ram e ta rsk e  jednačine t r a je k to r i j e  k re tan ja  

jela koja se u početnom t r e n u t k u  nalazi  u tački  s koordinatama x 

pr i  čemu je pa ram eta r  vr i jeme t .

tačke

1 ' x -. -1o 2o

t i -

x
3o

U mehanici  konl  inujma [ 20, 2 1 , 22,  1 04 ] su aašLi p r im jenu  dva  medjusobno  

e k v iv a le n tn a  p r is tu p a  na k re t a n je  de form išućeg  mater i ja la :  g led iš te  O j le ra  

i g led iš te  La g ran ža .  Suština  O j le rovog p r is t u p a  se sastoj i u ra z m a t r a n ju  

date  tačke  p rostora  kroz koju pro laze  ra z n e  čestice de form isanog t i j e l a . K r e -  

tanje  sa aspekta  Ojlera se smatra poznatim ako b r z i n a ,  u b r z a n je ,  t e m p e r a -  

tu ra  i d r u g e  t ražene  ve l ič ine  su zadane kao fu n k c i je  k o o rd in a ta  tačke  p r o -  

stora xQ i vremena t .  Ve l ič ine  x^,  x^,  x^ ,  t se naz iva ju  p ro m jen l j iv im  O j -

l e r a .



2 .

Suština Lagranžeovog postupka  se sastoj i u k o n ce n t ra c i j i  pažn je  na k o n k r e -  

tnu česticu kontiruuma i r a zm at ra n ju  is to r i je  njene deformaci je  i k re tan ja

uopšte .  Koordinate  x in d iv id u a l i z i r a n e  tačke  t i jela i v r i jem e  t se naz iva ju
ao

promenlj ivim Lagranža .  Veza O j le ro v ih  i L a g ra n ž e o v ih  p ro m jen l j iv ih  je data  

jednačinama ( 1 . 1 . 4 ) .  I zbor  prom en l j iv ih  se v rš i  na osnovu k a r a k t e r a  z a d a -  

tka koji se razm atra .

- > -> -►
Cestica koja se u t r e n u t k u  t nalazi  u tački  r ima b r z i n u  v  ( r , t )  i zato će

njena koordinata  u t r e n u t k u  t-i-dt bit i  r + v d t ,  p r i  čemu je v d t  beskonačno

mali v ek to r  pomjeranja .  To znači  da se u svakom t r e n u t k u  t ,  za isp i t ivan je

kretan ja  t i jela,  za mali in te rva l  v remena dt  može usvo j i t i  Lang ran žeo v  me-  
-* -+

tod ako se r smatra početnim vektorom a v d t  vek torom  pomjeranja .  I s t a k n u -  

to uslovl java poklapanje  te o r i je  malih deformaci ja  po metodu Lagranža  i teo-  

ori je beskonačno malih deformaci ja  t j . b r z in e  deformaci ja  po metodu O j le ra .

1 . 2 .  E LEM ENTI  T E O R IJ E  N A P O N A  

1 - 2 . 1 .  Naponi u t i jelu

Napo ni u t i je lu se označavaju  sa o . . (x . , , x  . x _ , t) . Vel ič ina  [ 2 9 ,6 1 ,6 7 ]  :
i j  1 2 3

P 3 ( ° 1 1 + °22 + a33J
(1.2 .1)

je poznata  još iz vremena Paskala pod nazivom h id ro s ta t ičk i  napon.  F o rm u -

lom ( 1 . 2 . 1 )  se taj napon iz ražava  kao a r i tm et ička  s red ina  d i jagona ln ih  e le -

menata tenzora  o. . .  Vel ičina p ( x  , x  x . t )  = p je s k a la r .  No,  moguće je o -  
ij 1 2  3

b ra z o v a t i  sljedeći  di jagonaln i  tenzor :

( p <5.. ) = 
'l

p 0 0 

0 p 0 

0 0 p

( 1 . 2 . 2 )

gdje  je ^ . simbol K ronekera ,  o d re d je n  na sljedeći  način

0
& . .  = (

'J 1

p r i ' *  j

p r i  i =  J
. ( i , j  = 1 , 2 , 3 )

Polje tenzora  napona o ,. se može raz lo ž i t i  na d va  d i je la ,  na pol je P aska lo -  

v ih  napona s tenzorom naj^ona p6. . (n je g a  često n a z iv a ju  s fe rn im  tenzorom
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napona) i komplementarni  dio S.. l x 1#x 2#x 3 , t )  koji se naz iva  dev i ja to rom  

nap o n a .

Dev i ja tor  napona je po o pred je l jen ju  ra v a n :

S.. == o " P U ::6 = o -  ■- 6 o
ij ij ij ij 1 * 3 >j kk

gdje se po jDonovljenom indeksu  k [ 20 ,41,J  v rš i  sumiranje :

( 1 . 2 . 3 )

° k k  °11 + °22  + °  33
( 1 . 2 . 4 )

Sfern i  napon p le.ži da izmijeni  zapreminu ti jela a komponente  dev i ja to ra  

Sa g da izmijene obl ik  bez izmjene zapremine u čemu je f iz ička  o p ra vd a n o s t  

ovakvog raz laganja  napona.

1 . 2 . 2 .  G lavne  r a v n i ,  g lavn i  naponi ,  in v a r i jan te

U svakoj tački  t i jela pr i  datom naponskom stanju postoje t r i  medjusobno no-  

rmalne ravn i  u kojima d je lu ju  samo normalni naponi ,  ta n g e n tn i  su ravn i  n u -  

l i.  Te  ravn i  se naz iva ju  g lavnim ravnima a naponi na njima g lavn im n apon i -  

ina. V r i j e d n o s t i  g la vn ih  napona su kor i jeni  jednačine t rećeg  stepena u ko -  

joj j e , k a k o  je to uobičajeno, u inženjerskoj  l i t e ra tu r i  p označeno sa o[ 29.

33,  34 J.
3 2

o -  L o  “ I _ o -* I ,  -  01p 2p 3p ( 1 . 2 . 5 )

pr i  čemu su koef ic i jent i  ove jednač ine  iz ražen i  p re k o  g la v n ih  napona i za p i -  

sani u te nzorsk im  oznakama sljedećim relaci jama [ 5 5 , 9 , 5 ]

I = 0 ..10 ii

I = ~  ( ° 2. -  °  . ..  o ..)2o 2 ii ij ij
1 1 3| = —  o O O + —  O

3o 3 ij j k  kl 6 ii
o o

'j 'i

( 1 . 2 . 6)

S obzirom da se g lavn i  naponi o d r e d ju ju  samo sa naponskim stanjem u t a č -  

ki ali ne zavise od sistema koord ina ta  to od njega ne zavise  ni koef ic i jen t i  

jednačine  ( 1 . 2 . 5 )  pa se n a z iv a ju :  I -  p rv o m .  I -  d ru g o m  i I - t r e ć o m  

invar i jan tom tenzora  napona.  Iz ( 1 . 2 . 3 )  i (1 .2 -6 ) ,  se dob i ja ju  in v a r i j a n t e  d e -  

v i ja to ra  napona:

0
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' 2s "  2 S i jS ij 

' 3s = 3 S i jSjk  S kl

( 1 . 2 . 7 )

1 . 2 . 3 .  I n te n z i te t  napona

In te n z ivn o s t  dev i ja tora  napona se de f in iše  jednačinom:

S = /  S. .S. .
' l  ' J

(1.2 .8 )

Radi pr imjene  u inženjerskoj  p raks i  de f in išu  se sl jedeće ve l ič ine  proporc io -  

nalne in tenz ivnos t i  dev i ja to ra  naponaL 1 5, 1 6 , 52]  :

a) In te n z ivn o s t  normaln ih napona ili in te n z i te t  napona

.  . A
u ( 1 . 2 . 9 )

Za slučaj jednoosnog zatezanja  i g la v n ih  napona (o .^ ^  0 , °22= °33 = na 

osnovu ( 1 . 2 . 9 )

0 = ou 1 1

b)  In te n z i te t  t a n g e n t n i h  napona

/ T . s
u

( 1 . 2 . 1 0 )

( 1 . 2 . 11 )

Za slučaj čistog smicanja ( " , , =  " _= 0, <> = -  na osnovu ( 1 . 2 . 1 1 )11 11 22 33 11

(1.2 .12)
v a z i :

T u T 1 1

Iz ( 1 . 2 . 1 o )  i ( 1 . 2 , 1 2 )  se vid i  da su koef ic i jent i  p roporc iona lnost i  i zabran i  

tako da se u na j jednostavni j im  slučajevima n a p reza n ja  ( jednoosno zatezanje  

i smicanje)  odgovara juć i  in te n z i te t i  napona pok lapa ju  sa v r i jednost im a  no» 

malnog odnusno langentnog  napuna.  Na osnovu ( 1 . 2 . 9 )  i ( 1 . 2 . 1 1 )  so d o b i -  

ja veza:
a = /~3~ t 

u u

1 . 2 . 4 .  B iv e k to r n i  zapis naponskog stanja

( 1 . 2 . 1 3 )

Za zapis k a r a k t e r i s t i č n ih  vel ič ina  u mehanici  se ob ično k o r is te  t e n z o r s k e

oznake (n& r . r im jer ,  o , S ) . M ed ju t im ,  moguće je s v e u k u p n o s t  p a ro v aaB aB
a ,B = 11, 12, 1 3 , . . . 3 3  označi t i  jednim indeksom a koj i  u ovom s luča ju  ima

p r e f ik s  b i v e k t o r n i .  Ovo dozvo l java  da se p r e d s t a v i  t e n z o r  o ,
aB

u v id u
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šestodimenzioriog v ek to ra  s komponentama :

° 5 5< ’ 23 , / I ' 0 62 0 3 1 / / ? )  k0i i  “  
vektorom višedimenzionog pros tora  [ 2 0 , 2 3 ] ,

r u = o o = o  o 
1 11' 2 22'  3

naz iva  b ivek torom

B iv ek to rn i  p ro s to r  je E uk l idovsk i  : u njemu je moguće o d re d i t i  

b iv ek to ra  čf’ jednačinom:

1! fsj II K,
,

II / 2 /  'n => '  20 2+0 2+ o 2
+ o

2 2 + 0 + 0
ij a 1 2 3 4 5 6

d u ž in u  o

( 1 . 2 . 1 4 )

U šestodimenzionom b ivek tornom  p ro s to ru  o d e v i ja to r s k i  b i v e k t o r  S čini  

petodimenzioni  p o tp ro s to r .  Ovo je us lovl jeno čin jenicom što prema ( 1 . 2 . 3 )  

suma d i jagona ln ih  elemenata dev i ja to ra  napona je jed naka  nu l i :

S = o  -  (5 
kk  kk  kk

. n = ( o + o + o ) -  3d  = 
H 1 11 22 33 H = 0 ( 1 . 2 . 1 5 )

To znači ,  da se d e v i ja to r  napona razm atran  kao b i v e k t o r  S^= (S^=S ,

S =S S = S ,_ ,  S | = S 1_ / / y ,  S = S „ / / 2 ,  S = S , / / 2 )  za koji važ i  uslov

( 1 . 2 . 1 5 ) ,  može g r a f ič k i  p r e d s t a v i t i  u v idu  h ip e rp o v rš in e  6 u p ro s to ru  A 

(s l .  1 .1 . 1. )  :

o ^ /3p  + o ^ / 3p + o ^ / 3p = 1 ( 1 . 2 . 1 6 )

Sl . 1 - 1 . 1 -  B iv e k to rn i  p o tp ro s to r  devi ja tora  napona S kao h i p e r -  
po vrš in a  6 u b iv ek to rn o m  p r o s to r u  h napona F '

O v a k v u  geom etr i jsku  i n t e r p r e t a c i ju  u Euk l idovom  b iv e k t o r n o m  p r o s t o r u  mo-  

guće je uopšti t i  na d ru g a  mehanička te n z o r n a  ( b i v e k t o r n a )  pol ja kao te n z o r
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deformaci je ,  tenzor  b rz in e  deformaci je  i t d .  i n j ihove  d e v i j a t o r e .

Time je omogućeno uprošćenje  operac i ja  sa indeks i ran im  vel ič inama t j .  ope-  

raci ja sumiranja na ra č u n a ru  po parovima indeksa a ,B zamjenjuje  se sumi-  

ranjem po jednom in d e ks u .  Vraćajući  se iz b iv e k to rn o g  u ten zo rsk i  p ro s to r  

moguće je p ren i je t i  duž in u  b iv e k to ra  kao normu matr ice .  In formaci ja  o nor— 

mi matrice  je veoma važna pr i  anal iz i  k o n v e rg e n c i je  v e k t o r s k ih  p r o c e d u ra .

=:> =>
Dužine  b iv ek to ra  napona o i b iv e k to ra  dev i ja to ra  napona S su medjuso-  

bno povezane iz ( 1 . 2 . 1 4 )  i ( 1 . 2 . 3 )  sl i jedi :

0 = /o . .  o .. = /  S2+ 9 p 2 ( 1 . 2 . 1 7 )
M 'l

gdje  je S odred jeno  sa ( 1 . 2 . 8 )  a p sa ( 1 . 2 . 1 )

1 . 2 . 5 .  Di fe renc i ja lne  jednačine  ravnoteže

U mehanici  kontinu jma se široko kor is te  dva poznata p r in c ip a  Dalambera:  

suma sila koje d je lu ju  na ti jelo,  uk l juču juć i  i silu inerc i je  je jednaka  nul i ;  

suma momenata koji dje lu ju  na ti jelo je jednaka  nuli [ 20, 22, 23] .

Zapisujući  te p r in c ip e  matematički

9 v. 
i -P - r — =  3 . o. .

9 t J ij

gd je  se po ponavl jajućem indeksu

na : o = o
'j j'

dobi jaju se jednačine  mehanike  u obl iku

( 1 . 2 . 1 8 )

j v r š i  sum iran je ,  i s imetr i je  tenzora  napo-

( 1 . 2 . 1 9 )

Pri s ta t ičk im problemima sile inerc i je  se zanem aru ju  3 /  3 t  = 0 te jednačina  

( 1 . 2 . 1 8 )  poprima ob l ik :

3 . 0 .. = 0 ( 1 . 2 . 20) 
J 'J

Jednačina  ( 1 . 2 . 2 0 )  označava da je te n zo rn a  d iv e r g e n c i ja  napona jed n ak a  0.
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1. 3.  E LEM ENTI  T E O R I J E  D E F O R M A C IJ A

1 . 3 . 1 .  Deformaci ja ,  b rz in a  deformaci je

Za komponente vek to ra  pomjeranja  u. ili b r z in e  v. moguće je o b ra zo va t i  po-  

Ije g rad i jen ta  3. u. ili 3 .v.  sukces ivno  gd je  3. = 3 /3 x. kao i ran i je  označa -  

va operac i ju  d i f e r e n c i r a n ja . Ovi  g r a d i je n t i  o b r a z u ju  nes imetr ične  tenzore  

dru g o g  reda -  tenzore  g ra d i je n a ta  pomjeranja  ili de formaci ja .

Svaki  nesimetričn i  tenzor  X. .  moguće je na je d in s tv e n  način p r e d s t a v i t i  u

v idu  sume dva  tenzora  od koj ih je jedan,  označimo ga sa S.. s imetr ičan:

S.. = S.. a d r u g i  A.. -  je kosi v e k t o r :  A. .  = -  A . . ,  t j .  za bi lo koji tenzor
i j  j i  i j  i j  j i

X.. moguće je naći takve  tenzore  S.. i A.. da [ 41 1 : 
ij M ij ij

X.. = s. .  + A. .
'J 'J 'J i, j = 1 , 2 , 3 ( 1 . 3

X..

<ii/iii

J' 'J 'J

Iz g o rn j ih  jednačina sl i jede iz raz i  za simetrični  i kosi t e n z o r .

S.. = ( X.. + X . . )  /2
IJ 11 J' ( 1 . 3

A. .  = ( X . . - X . J  /2 
'J 'J J'

Ako se pr imi jen i  pos tupak  ( 1 . 3 . 2 )  na tenzore  g ra d i je n a ta  pomjeranja i 

b rz in a  dobijaju se sljedeći  s imetrični  tenzor i  :

e .. = (3 .u. + 3.u.) /2 
'J ' J J '

e.. -  (3 . v .  + 3.v. ) /2
'J ' J j i

( 1 . 3 . 3 )

pr i  čemu je očigledno na osnovu ( 1 . 1 . 3 ) :

ć. .  =3 e .. / 9 t  ( 1 . 3 . 1 )

T e n z o r  c.. se naziva  tenzorom deformaci je  a ten zo r  e — tenzorom b r z in e
'/ 'i

de formaci je .  Analogno,  kosi dje lov i  ra z m a t r a n ih  te n zo ra  g r a d i je n a ta  će b i -

ti [ 20 ]  :
io.. = ( D.u. -  3 .u .) /2 

'J ' J J '

io .. = ( 3 . v.  -  3 v ) / 2  
'J ' J j i

( 1 . 3 . 5 )
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Uzevši  u obz i r  činjenicu da je ro to r  v e k t o r a  pomjeranja  u o d re d jen  s a :

rot  u = fit i ,  + « i 2 + « 3i3 =

'J 1 1

-► ->

*1 l2
i

3 3 3
1 2

u u„ u
1 2

• ti) _ 0 ;
* 22

( 1 . 3 . 6 )

33 12
id = S2  ̂/  2; u) ^  - i l ^l  2. Nj ihov f iz ičk i  smisao je u op is ivan ju  rotaci je eleme- 

nata t i jela.

Vezu  izmedju s iemtr ične  i kose komponente tenzora  g ra d i je n a ta  pomjeranja  

p r v i  je us tanovio  Č e z a r o [  114],  pošavši  od iz raza  za de form aci ju :

C )k = ( 3jU K + 3KUj ) / 2

£ ik = l 3iUk + V i 1'2

( 1 . 3 . 7 )

i pr im i jen ivš i  operac i ju  d i fe re n c i ra n ja  3.  i 3 . na jednačine  ( 1 . 3 . 7 )  sukce -

s i v n o :
3. e.. “ 3. e .. = 3. w ..i jk  j ik k ij

Ova relaci ja se može napisati  za k = 1 ,2 , 3  p r i  čemu se dobi ja:

( 1 . 3 . 8 )

3 (1) = 3 e - 3 c
1 * j 1 i i 1

3 U). . = 3 . e. -  3 G
2 ■J 1 j 2 j i2

3_ (0.. = 3 . c.„ -  3 E
3 'J I J3 J i3

( 1 . 3 . 9 )

Pomnoživši relaci je ( 1 . 3 . 9 )  sa d i fe renci ja l ima koo rd in a ta  d x ^ , d x 2 #dx^ s u k -  

ces ivno dobija se d i f e r e n c i j a l :

d(i'.. = 3, »i,, dx„ + M.. d x „  + ^ . . d x  =<M E . . ) d x
ij 1 ij 1 2 ij 2 3 ij 3 ij ( 1 . 3 . 1 o )

gd je  je ( £..) neka funkci ja  de formaci ja .

I ntegraci jom p j  proizvol jnom p u tu  koji spaja te k u ć u  tačku  p r o s t o r a ^ , x ^ ,  x 3)

sa f iks iranom tačkom ( x .  , x , x ) dobi ja  se:
io 2o 3o

( x , . x 2 . x 3 )

= f d (0 „ 
'J J 'J

, x  , x  ) 
1o 2o 3o

( 1 . 3 . 1 1 )
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w i analoano po £.. do w . . .  Na osnovu ( 1 . 3 . 1 )  posta ju  poznata  polja g r a -  
ij ij 'J

di jenata :

To znači da se po zadanom polju deformaci je  e .. može doći do polja ro tora

9.U. = € . . + 0) ..
I J IJ 'J

3 . V .  =  E . .  + ( ! ) . .
I J 1J 'J

( 1 . 3 . 1 2 )

a odavde kor isteći  se procedurom in tegrac i je  i sama polja:

u = + /  ( 3 u ) d xk k + 1 i i k

(o)
~ + /  0  .v. )  dxk k i J I

( 1 . 3 . 1 3 )

To znači  da se pomoću malih deformacija može u potpunost i  opisati  polje po-  

mjeranja u i b rz ina  v ako se iskor is t i  p rocedu ra  C ezaro .  U inženjerskim za -  

dacima sa vel ik im deformacijama konačno stanje  [ 2 0 , 5 2 ]  deformisanog ti jela  

od re d ju je  se pomoću etapnog pre laza  od početnog stanja ka konačnom pr i  

čeniu svaka  etapa odgovara  malim deformaci jama. Ove deformaci je  su pose-  

bno pogodne pr i  p roračunima primjenom r a č u n a ra .

Š i ro ku  pr im jenu  su clobile i logar itamske đeformaci je  pred ložene  Henkijem

L 20 , 67, 54, 55 J :
I I

e = /  ^— = f  d ( l n  l / lo )  = l n ( l / l o )  ( 1 . 3 . 1 4 )
lo lo

gdje  su I i I -  dimenzi je posle i do deformaci je .

re ve l ike  deformaci je  [ 2 0 ,  5, 7, 15] :
 ̂ 3u.  9 U. 9 u R 9 u k

c jj = 7  ( 9 ~  + 3 x. + 9 X: 3 X .  1 
'J L J i 1 J

Pred ložene  su takodje  i mje-  

( 1 . 3 . 1 5 )

1 . 3 . 2 .  Razlaganje  tenzora deformaci je  ( b r z i n e  deformaci je )

Deformaciono stanje ti jela koje se k a r a k t e r i š e  tenzorom deform aci je  ( 1 . 3 . 3 )  

može se p re d s ta v i t i  u v id u  sume d va  deformaciona  s tan ja .  P rv o  de form acio -  

no stanje  je p red s tav l jen o  s fe rn im  tenzorom [ 7 7 , 8 0 ] :



1 0 .

E 0 0

( £ 6 . . )  = 0 e 0

'J
0 0 e

( 1 . 3 . 1 6 )

gdje  je £ srednja  deformacija kao mjera promjene zapremine  def in isana  iz

razom :

22 ' ' 33^ r . . / 3  ll
( 1 . 3 . 1 7 )

T e n z o r  d ru g o g  deformacionog stanja je d e v i ja to r  de formaci je ,  čije kompone-  

nte u tenzorriom zapisu su date  formulom:

e = c -  6 ..e ( 1 . 3 . 1 8 )
'J 'J 'J

To znači  da važi  relaci ja:

e ..
'J

e . .
'J

+ ~  6 .. e 
3 'J kk

gdje  se po ponovljenom indeksu  k v rš i  sumiranje .

( 1 . 3 . 1 9 )

Posebno ve l ik i  značaj  u teori j i  plast ičnosti  (i uopšte  u teor i j i  k re tan ja  bi lo  

kog kont in iuma)  ima d e v i ja to r  deformaci je ,  koji pokazu je  kol iko se i s p i t iv a -  

no deformaciono stanje r a z l ik u je  od sves t rane  ravnom je rne  de formaci je .

Analogno ( 1 . 3 . 1 8 )  može se s ta n d ard n o  o d re d i t i  i pojam dev i ja to ra  b rz in e  

d e fo rm a c i je :

e = č _ l 6 e  = e  - 6 e  
ij ij 3 ij k k  ij ij

( 1 . 3 . 2o)

Često se u teori j i  p re tp o s tav l ja  da je plast ično tekuće  ti jelo nest iš l j ivo .  U 

tom slučaju važe sl jedeće re laci je  f 58, 5 9 , 60 ]  :

= d i v  u =  3k  u k  = 0
£ , , = di v  v = 9 v.  = 0  

kk  k k

( 1 . 3 . 2 1 )

gdje  se po ponavl jajućim indeks ima v r š i  su m iran je .  Na osnovu relac i ja  

( 1 . 3 . 1 8 )  i ( 1 . 3 . 2 o )  važe  sljedeće ident ičnost i  :

e.. = e . . = e
'J 'J ij ij

Na taj način ,  tenzor i  de formaci je  i n j ih o v ih  b r z in a  za 

tekuće tijelo su is tovremeno i d e v i j a t o r i .

( 1 . 3 . 2 2 )

nes t iš l j ivo  p las t ično



1 . 3 . 3 .  G lavne ose, g lavne deformaci je  ( b r z i n e  d e f o r m a c i j e ) , in v a r i j a n t e

U svakoj tački t i jela [ 20, 21 , 22, 23 j  postoje tr i  medjusobno normalna p r a -  

vca koji se naz iva ju  glavnim osama deformaci je  i koji imaju svojs tvo  da v la -  

kna usmjerena u nj ihovom p ra v c u  su iz ložena samo izd užen ju  t j .  ugaone d e -  

formacije u p r a v c u  g la vn ih  osa deformacije su jed nake  nu l i .  L in earn e  d e f o r -  

macije u p ra vc u  ov ih  osa se naz iva ju  g lavnim l inearnim deforamcijama, a nj i -  

hove v r i jed n o s t i  su jed nake  kori jenima jednačine I I I  stepena  [ 52, 53, 5 4 ] :

3
E I 3e 0 ( 1 . 3 . 2 3 )

pr i  čemu su kor i jen i  ove jednačine u tenzorskim oznakama dati  sljedećim r e -  

lacijama :

1e
= e

L  = -  (e „  -  e .. e  . . )  /2  
2e II ij ij

| = 1 / 3 e . . e e + l / 6 e.3 - 1 / 2 E . . £ . .  e ..
3e ij jk  kl ii ii ij ij

( 1 . 3 . 2 4 )

S obzirom da vr i jednost i  g la vn ih  deformacija ne zavise od izbora k o o r d in a t -  

nog sistema, od njega ne zavise ni koef ic i jenti  jednačine  ( 1 . 3 . 2 3 )  pa se za -  

to i naz iva ju :  I -  p rvom ,  I -  d ru g o m ,  i I -  trećom invar i jan tom  t e n -  

zora deforamci je .  Iz ( 1 . 3 . 1 8 )  dobijaju se in v a r i ja n te  dev i ja to ra  deformaci je :

1 e

2e

3e

0
1
r  e.. e..
2 'J 'J
— e e p
3 ij jk  k!

1 . 3 . 4 .  In te n z i te t  deformacije ( b r z i n e  deformaci je )

( 1 . 3 . 2 5 )

In te n z iv n o s t i  dev i ja tora  deformaci je  i d e v i ja to ra  b r z in e  deformaci je  se d e f i n i -  

šu sljedećim relacijama:

e = / ”e.. e..
'J 'J

e = / l ~ T “  ( 1 . 3 . 2 6 )
' J  ' j

p r i  čemu je očigledno e *  3 e / 3 t .

Relaci je ( 1 . 3 . 2 6 )  i analogna re laci ja  za i n t e n z i v n o s t  d e v i j a t o r a  n a p o n a ( 1 . 2 . 8 ] 

def in išu  matematičke norme o d g o v a r a ju ć ih  te n z o r a .  U inženje rskoj  p r a k s i  rad i
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lakše primjene de f in išu  se sl jedeće ve l ič ine  p roporc io n a ln e  in te n z iv n o s t i  d e -  

vi ja tora  deforamcija [ 9 , 1 5 , 1 6 J :

a) In te n z ivn o s t  l in i jsk ih deformacija ili in te n z iv n o s t  deforamcija

Ae = /  — e ( 1 . 3 . 2 7 )

Za slučaj jednoosnog istezanja ( c ^ ^  0, L 22~ E 33 ~ _ e i 1 ^ ^  ^'1'"

E
U

( 1 . 3 . 2 8 )

b) In te n z ivn o s t  ugaonih  deforamcija

Y = / T .  e ( 1 . 3 . 2 9 )
u

Za slučaj  čistog smicanja ( e  ̂  ̂” E22=E33=0 ' Y12=Y1' Y13= Y23

Iz ( 1 . 3 . 2 7 )  i ( 1 . 3 . 3 0 )  sli jedi  jednačina veze:

0) će b i t i :

( 1 . 3 . 3 0 )

e = y / /T  u u
( 1 . 3 . 3 1 )

Po analogi j i  sa in tenzi te tom deforamci je  može se o d re d i t i  i in te n z i te t  b r z in e  

d e fo rm a c i je :

= / f ( 1 . 3 . 3 2 )

1 . 4 .  U S L O V I  POJAVE P L A S T I Č N I H  D E FO R M A C  IJ A

Kod aks i jalnog naprezanja  ili kod čistog smicanja,  p last ične  deforamci je  n a -  

staju kada normaln i ,  odnosno tangenci ja ln i  naponi dos t ig n u  v r i j e d n o s t  n a -  

pona tečenja odnosno t ^, p r i  o dgovara juć im  is p i t iv a n j im a . Kod složenog  

naponskog stanja postoji beskonačno v e l ik i  bro j  kombinaci ja  napona za koje  

se jav l ja plast ično stanje .  U sistemu k o o rd in a ta  g la v n ih  norm aln ih  napona  

o o o 3 sveu ku p n o s t  kombinaci ja napona koje o d g o v a ra ju  p re la z u  metala  

u plast ično stanje obrazu je  p o v r š in u  p l a s t i č n o s t i :

f T  ( 0 1* ° 2 ' ° 3 ) = 0 ( 1 . 4 . 1 )



Površina plastičnosti  se dobija na osnovu eksper im enta lno  p r o v j e r e n i h  hi 

p o te z a , čija matematička formulacija se naziva  uslovom p la s t ič n o s t i . Kako  

se p re laz  deformabiInog  tijela u plast ično stanje  v rš i  nezav isno od ve l ič ine  

sredn jeg  normalnog napona ili h id ro s ta t ičko g  p r i t i s k a  površ in a  plastičnosti  

( 1 . 4 . 1 )  t re b a  da zadovoljava uslov [ 61, 52] :

fT  ( +  do,  o  ̂ + do , ° 3 + d ° )  = 0 ( 1 . 4 . 2 )

Iz uslova d i fe ren c i jab i ln o s t i  ( 1 . 4 . 2 )  se dobi ja:
3 f  3 f-r  3 f T

f ( o  +do, o +do,o + d o ) - f  ( o  o o )= ( - — + - —  + ) da ( 1 - 4 . 3 )2 3 T  1 2 3 3o, do1 303

Prelazeći  na g r a n ič n e  vr i jednost i  sli jedi:

3o
1

+ 0 ( 1 . 4 . 4 )

D i fe re n c i ra n jem  jednačine ( 1 . 4 . 1 )  dobija se d i fe renc i ja lna  jednačina p o v rš in e  

plastičnosti  u opštein v id u :

3fT— Lda +
9o , 1

3 f_ 3 f
T , T

9o.
-do_ = 0 

9o_ 3
( 1 . 4 . 5 )

1 ■ ’2 " 3

Upored j ivan jem  koef ic i jenata  uz p arc i ja lne  izvode u jednačinama ( 1 . 4 . 4 )  i 

( 1 . 4 . 5 )  dobijaju  se jednačine k a r a k t e r i s t i k a :

do = d o  = d o 
1 2 3 ( 1 . 4 . 6 )

Integrac i jom sl i jedi:

o = o  + 
3 1

0 = 0  + 
3 2

( 1 - 4 . 7 )

Za slučaj  izotropnosti  sve t r i  g lavn e  ose napona su r a v n o p r a v n e  i zato po-  

v rš in a  plast ičnosti  ima osu s im etr i je .  Za osu s imetr i je  je c.|=c =0 te je:

o = o = o 
1 2 3 ( 1 . 4 . 8 )

Dakle ,  osa je p ra v a  jednako  n a g n u ta  ka svim tr ima osama i koja p ro laz i  

kroz  koord inatn i  početak .  S obz irom da se k a r a k t e r i s t i k e  p o v r š in e  p la s t i č n o -  

sti nalaze na jednakim rasto janj ima od ose s ie m tr i je  to one p ro la z e  k r o z  k r u -  

žnicu čija ravan  je normalna na osu s imetr i je  i o d re d je n a  je sistemom j e d n a -  

čina (Koši jev  problem) :
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0 + 0 + Q II O

1 2 3

2 ,, 2 2 2o + 0 + L.IID

1 2 3

( 1 . 4 . 9 )

Prva  jednačina p redstav l ja  ravan  koja prolaz i  k roz  ko o rd in a tn i  početak ,  a 

d ru g a  s fe ru  sa centrom u koordinatnom p o č e tku .  T r a ž e n a  k ru ž n ic a  je n j i -  

hov pres jek  dok je vel ičina radi jusa f iz ička  k a r a k t e r i s t i k a  metala.  Elemen-  

ta rn im operaci jama iz ( 1 . 4 . 7 )  i ( 1 . 4 . 9 )  se dobi ja:

o - a ) + ( o - V + ( °  - V = 3r ( 1 . 4 . 1 o )

Jednačina ( 1 . 4 . 1 0 )  p red s tav l ja  c i l indar  jednako n a g n u t  prema svim tr im koo-

rd ina tn im  osama čija vel ičina radi jusa r može bit i  nadjena iz eksper im enta

n a  i s t e z a n j e  ( °  ,  = °  ,  o _  = cj = 0 )1 s 2 3

r ( 1 . 4 . 1 1 )

Sada će površ ina  plast ičnost i  imati ob l ik :

( V  a2 ) 2 + ( V  ° 3 ) 2 + ( o 3 -  » , ) 2 = 2o2 ( 1 . 4 . 1 2 )

Uslov ( 1 . 4 . 1 2 )  je pred lož io  Mizes a matematički  i z raz io  H u b e r  razmatra juć i  

potenci ja lnu en erg i ju  deforamcije t i je la .  G ra f ič k i  se i n t e r p r e t i r a  k r ivom 1 

(sl .  1 . 4 . 1 )  i najčešće naziva  H u b e r -M ize s o v im  uslovom p la s t ič n o s t i .

S l . 1 . 4 . 1 .  K r iv e  us lova p la s t i č n o s t i :
1. H u b e r - M i z e s ;  2 . T r e s k a - S e n - V e n a n ; 
3. I š l i n s k i - H i l .
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Iz ( 1 . 2 . 9 )  i ( 1 . 4 . 1 2 )  sli jedi  za ovaj  uslov p la s t ič n o s t i :

( 1 . 4 . 1 3 )

Dobijena k ru ž n ic a  se može aproks im ira t i  mnogougaonikom. M nogougaonik  mo-  

ra imati p a ran  broj  s t rana  je r  se ne uzima u o b z i r  e feka t  B a u š in g era [  2 2 , 2 3J . 

Usljed izotropnosti  simetričan je u odnosu na t r i  ose.  Dak le ,  broj  s t rana  

mnogougaonika mora bit i  d je l j iv  sa šest.  Geometr i jski  je jasno da ,  ako se 

k ru ž n ica  aproks im ira  sa šestougaonikom dobija se šestostrana  pr izma u p is a -  

na u c i l in d ar  koja odgovara  uslovu konstantnost i  na jvećeg tangenci ja lnog  

napona [ 34, 52 ]. Ovaj  uslov plastičnosti  se najčešće naziva  T r e s k a  -  Sen-  

V en a n o v ,  g r a f ič k i  se i n t e r p r e t i r a  kr ivom 2 ( s l . 1 . 4 . 1 )  a matematički  op isu -  

je relaci jama ( o ^  o  ̂ o^) :

l °1  "  ° 2 K  ° s

| o 2 " o 3|^  o s ( 1 . 4 . 1 4 )

Može se zapisati i u ob l iku :

1
T =  “  O max 2 s ( 1 . 4 . 1 5 )

pa se naziva  i uslovom na jvećeg tangenci ja ln og  napona.

Za slučaj aproks im iran ja  k ru ž n ic e  sa opisanim šestougaonikom ( k r i v a  3 na 

s l . 1 . 4 . 1 )  dobija se uslov na jvećeg d e v i ja to ra  napona koji su pred lož i l i  A . J .  

I š l inski  C 104] i R . Hil [77] :

max { o -  o , o -  o , o -  o }=  \  o ( 1 . 4 . 1 6 )
1 2 3 3 s

Odnosi medju granicama tečenja t  ̂ i o za s luča jeve  čistog smicanja 

( °^=  -  0* °2  = ■ za tezanja  ( o ^  0, ° 2  = °3  = 0) prema naveden im

uslovima plast ičnost i  s u :

(us lov  H u b e r - M iz e s a )

(us lov  T r e s k a - S e n - V e n a n a )  ( 1 . 4 . 1 7 )

(us lov  na jvećeg  d e v i ja to r a  napona)  .
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1 . 5 .  J E D N A Č IN E  S T A N J A  P L A S T IČ N O  D E F O R M IS A N O G  T I J E L A

Ove jednačine  vežu  napone i de formaci je  p last ično deformisanog t i jela [ 20,  

52 , 53 ]  i mogu se podijel i t i  na dv i je  g r u p e :  jednačine  stanja koje vežu  s fe -  

rne  i d e v i ja to rs k e  komponente napona i deformaci ja .

Veza izmedju di la taci je  e ( 1 . 3 . 1 7 ) ,  h id ro s ta t ičko g  p r i t i s k a  p ( 1 . 2 . 1 )  i t e -

m p e ra tu re  T  data je formulom [ 20 ]  :

p = K c -  0 K ( T - T  ) ( 1 . 5 . 1 )
o

gdje  je 6 -  zapreminski  modul tem p era tu rn o g  širenja (ve l ič ina  6 /3  = a se 

naziva  l inijskim modulom tem p era tu rn o g  š i re n ja )a  K -  zapreminski  modul  

s t iš l j i v o s t i . Kako su e i 6 "male" ve l ič ine a komponente p r i t i s k a  u ( 1 . 5 . 1 )  

konačne to sli jedi  da je K " v e l i k o " , te zato o vakav  p ro izvod  "male" i " v e l i -  

ke" vel ič ine  p red stav l ja  r a č u n a rs k u  poteškoću p r i  real izaci j i  problema u č i -  

joj osnovi je p r e tp o s ta vk a  nest iš l j ivost

D ru g a  g ru p a  jednačine  stanja može bit i  ra z l ič i ta ,  zavisno od predloženog  

modela .

1 . 5 . 1 .  Male e la s to -p las t ične  deformaci je

Po teori j i  malih e las to -p las t ičn ih  deformaci ja  uspostav l ja ju  se fu nkc iona lne  

zavisnost i  izmedju napona i de formaci ja  po analogi j i  sa genera l isan im z a ko -  

nom l inearne  elast ičnosti  [ 2 0 , 2 1 ] .  T e o r i ju  je postavio Henk i  [ 2 9 ]  a pose-  

ban dopr inos njenom razvoju  i pr imjeni  je dao A . A . I I j u š i n .

Primjena ove teori je  je o g ran ičena  teoremom A . A . I I j u š i n a  o prostom o p t e r e -  

ćenju (komponente  dev i ja to ra  napona rastu  p ro p o rc iona lno  nekom p a r a m e t -  

r u ) ,  prema kojoj u slučaju homogenog naponskog stanja  o p t e r e ć iv a n je  t i j e -  

la će biti  prosto  kada spoljašnje  sile ra s tu  p rop o rc io n a ln o  jednom za sve  

sile zajedničkom p a r a m e t r u .  Problem kako  u procesu o p te r e ć iv a n ja  t r e b a  

da rastu  spoljašnje sile da bi za opšti  slučaj  nehomogenog n a p o n s ko g  s t a -  

nja op te reć ivan je  u svim tačkama t i jela bi lo p ros to  ni je r i j e š e n .  Postoj i  sa-  

mo specijalno r ješenje  [ 21] . Da bi u svim tačkama n e s t iš l j iv o g  t i je la  o p t e -
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rećenog spotjnim silarna koje rastu  proporc ionalno  nekom p a r a m e t r u ,  o p te -  

rećenje  bilo prosto  dovoljno je da zavisnost in tenz i te ta  napona od in te z i te -

ta deforamcija bude stepena funkc i ja  ob l ika :
n

o  — C . E u u

gdje  su C i n pro izvo l jne  konstan te .

( 1 . 5 . 2 )

Uporedo sa ovom teoremom A . A . I I j u š i n  [ 2 1 ]  uvodi pojam a k t iv n e  i pasivne

deformaci je .  Kod složenog naponskog stanja deformacija je a k t iv n a  ako inte-

nz i te t  napona o ( 1 . 2 . 9 )  za da tu  tačku u datom t r e n u t k u  ima v r i jednos t  u
koja premašuje  sve p re th o d n e  v r i jed n o s t i  .U pro t ivnom deformacija je pasi -  

v n a .  Pri prostom opterećen ju  i akt ivnom procesu deformaci je  važe  dvi je  

osnovne pos tavke  koje su u t v r d je n e  eksper im enta lno  [ 55 ] :

a) Pravc i  g lavn ih  l inearn ih  deformaci ja  poklapaju  se sa pravcima  
g lavn ih  normalnih napona;

b) Morov d i jagram deformacija u svakom t r e n u t k u  je geometr i jsk i  
sličan Morovom d i jagramu napona.

Na osnovu ovih postavk i  i analogi je sa l inearno elast ičnim područ jem može 

se us tanov i t i  da je funkc ionalna  zavisnost napona od deforamcija i u p od-  

ruč ju  malih e las to -p las t ičn ih  deformaci ja  l in ea rn a .  Njen matematički  zapis 

je da t relaci jom [ 112] :

S.. e..
__L! = _U
S e ( 1 . 5 . 3 )

Ova jednačina u sušt in i  p re d s t a v l ja  prenos  poznat ih  relaci ja teor i je  e la s t i -  

čnosti koje vežu napone i de formaci je  u o b l ik u :

gdje  je :

S.. = 2 C  e.. 
'J 'J

2C' = S /e

( 1 . 5 . 4 )

( 1 . 5 . 5 )

i ig»‘a ulogu modula smicanja p last ično deformisanog m a te r i ja la .  Uzevš i  u 

o b z i r  relac i je  ( 1 . 2 . 9 )  i ( 1 . 3 . 2 7 )  re laci ja  ( 1 . 5 . 4 )  se može zap isa t i  u in ž e -  

njerskoj  pr imjeni  više kor išćenom o b l ik u :

S -  = I  ^  e..
'J 3 Eu 'J ( 1 . 5 . 6 )

V
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U cil ju uočavanja raz l ike  izmedju fundam enta ln ih  obrazaca  po teor i j i  l in e a r -  

ne elasl ičnosti  (re lac i ja  analogna gdje  je G' zamijenjeno sa G -  mo-

dul elastičnog smicanja)  i po teor i j i  malih e las to -p las t ičn ih  deformaci ja  (1 . 5 . 5 )  

može se posmatrat i  di jagram dobijen l ini jskim istezanjem e p r u v e t a  o.J= f ( E1) .

Na osnovu ( 1 . 2 . 1 o )  i ( 1 . 3 . 2 8 )  ova zavisnost je identična zavisnosti  o ^ = f ( e ^ )  

( s1. 1 . 5 . 1 ) .

S l . 1 . 5 . 1  Modul elast ičnosti  i modul plast ičnosti

Modul plast ičnosti  E' se mijenja od tačke do tačke kao funkc i ja  in tenz i te ta  

deformaci je .  Iskor is t ivš i  poznatu  re laci ju veze  modula [ 1 5 , 6 7 ]  :

2 (1 + v)
( 1 . 5 . 7 )

kao i č in jenicu da je koef ic i jent Puasona za p last ično p o druč je  v = o , 5  d o b i -  

ja s e :
G' -  E' /3 ( 1 . 5 . 8 )

To znači da koef ic i jent proporc ionalnost i  dev i ja to ra  tenzora  napona i d e v i -  

jatora  tenzora  deformacija kod l inearne  elast ičnosti  je k o nstan tna  ve l ič ina ,  

dok po teori j i  malih e las to -p las t ičn ih  deformaci ja  ova vel ič ina  zavisi  od d e -  

formacije i mijenja se od tačke do tačke  t i je la.

1 . 5 . 2 .  Teor i ja  plast ičnog tečenja

K a r a k t e r i s t i k e  naponskog i de foramcionog stanja su medjusobno po vezan e  

funkci jama (f iz ičk im  jednačinama) koje su e k s p e r im e n ta ln o  o d r e d je n e .  Veza  

napona o .. i b rz ina  deforamci je  e.. u opštem v id u  ima o b l ik :

o .. = f(e..)
'J 'J ( 1 . 5 . 9 )
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Funkci ja  t reba da obezb ijedi  da se kao re z u l ta t  de js tva  nad komponenatama

simetričnog tenzora d ru g o g  reda f .. dobi ju komponente s imetr icnog te n zo -

ra d ru q o q  reda o. . .  Formula ( 1 . 5 . 9 )  se može pred lož i t i  u v id u  k o n v e r g e n -  
ij

tnog beskonačnog reda [ 33 ] :

o .. = a . 6 .. + a . £.. + a . . £ . ,  ■ £, . + a_. £. ,  . e . e + . . .  ( 1 . 5 . 1 0 )°  ij o iJ 1 ij 2 ik kj 3 ik kl Ij

gdje  su a^,  a ^ , a^, . . . ,  -  ska larn i  k o e f ic i j e n t i ; 6 .. -  komponente jed iničnog

tenzora .  Elementarnim tenzorskim operaci jama se može dokazati  da su sve

komponente i suma u cjel ini  r e la c i je (1 .5 .  10) simetrični  tenzor i  d ru g o g  reda.

Ovaj  uslov je ispunjen za slučaj i zo tropnog materi ja la .  Za v e l ik u  već inu  te -

hnoloških zadataka  moguće je p r ih v a t i t i  h ipotezu o i z o t ro p n o s t i , na bilo kom

nivou dimenzi je deformišuće e lementa rne  zapremine [ 8 0 ] .  Iz ove h ipoteze  se

e lementarno može izvest i  važna hipoteza o koaksi jalnosti  tenzora  napona °  ;j

i b rz in a  deformaci je  £. . .
')

Uslov izotropnosti  i koaksi ja lnosti  zadovoljava  i funkc i ja  nastala iz ( 1 . 5 . 1 0 )  

ograničavanjem na p rv a  t r i  č l a n a :

o.. -  a 6 .. + a ć . .  + a e e 
ij o i j  1 ij 2 i k  k j

( 1 . 5 . 1 1 )

Pre tp o stavka  o proporc ionalnosti  napona o ^ ,  o i  b rz in a  deformaci je  

e , č , ê  nije o d r ž iv a .  Naime za nest iš l j iv i  materi ja l  iz ( 1 . 3 . 2 1 )  sli jedi  

da g lavne  b rz in e  re la t ivnog  izduženja  su obavezno  raz l ič i t ih  z n a k o v a ,a  ma-  

te r i ja l  može bi t i  op te rećen  samo na is tezanje  ili samo na p r i t i s a k  t j .  p r o p o r -  

cionalnost o d i u s t v u je .

Za raz l iku  od ove p r e tp o s ta v k e  opi t i  po kazu ju  [ 25 ,  29, 34, 15]  da postoj i  

proporc ionalnost  komponenata d e v i ja to ra  napona i b r z in e  deform aci je  -  ova  

hipoteza u teor i j i  plast ičnosti  nosi naz iv  teor i ja  p last ičnog  tečen ja .

Matemat ičk i  zapis uslova p ro p o rc io n a ln o s t i  ima obl ik:

o - o 6 = X (e _ e6 i
'j 'j ij ij ( 1 . 5 . 1 2 )
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Vel ičina A može bit i  i z ražena  p r e k o  poznat ih  i n v a r i j a n t i :

o u
S..S..  

'J 'J
e . . 

'J
3
2

A eu
( 1 . 5 . 1 3 )

Iz ( 1 . 5 . 1 3 )  sli jedi  :
o

A = — r— ( 1 . 5 . 1 « )
3 c u

Jednačine ( 1 . 5 . 1 2 )  obezbjed ju ju  pet jednačina veze  je r  je prema ( 1 . 2 . 3 )  

suma d i jagona ln ih  komponenata dev i ja tora  ravna  0. T a ko d je  u ( 1 . 5 . 1 2 )  je 

uvedena još jedna nepoznata vel ičina A . Medjutim,  jednačina veze ,  za g r a -  

nični  zadatak  teor i je  plast ičnosti  je po t rebno  šest.  D ak le ,  jednačine  ( 1 . 5 . 1 2 )  

t reba  dopuni t i  sa još dv i je  relaci je eksper im enta lno  o d re d je n e .  P rva  re lac i -  

ja veže  p r v e  in v a r i j a n t e  tenzora napona i b rz in a  deformaci ja :

o = o ( ć ) ( 1 . 5 . 1 5 )

D ru g a  jednačina  je veza izmedju in tenz ivnost i  napona i in tenz ivnos t i  b rz ina  

d e fo rm a c i je :

o = o ( e ) ( 1 . 5 . 1 6 )
u u u

Eksper im enta lne  funkc i je  ( 1 . 5 . 1 5 )  i ( 1 . 5 . 1 6 )  se mogu o d re d i t i  re la t ivno  je -  

dnostavno  iz p ros t ih  opita  ( is tezan je ,  p r i t i s a k ,  u v i jan je  i t d . )  kor is teć i  h i -  

potezu  je d in s tv e n e  k r iv e  t j .  č in jenicu da funkc i je  koje vežu  in v a r i j a n t n e  

k a r a k t e r i s t i k e  naponskog i deformacionog stanja ne zavise  od nj ihovog v i -  

d a .

Zamjenom ( 1 . 5 . 1 3 )  -  ( 1 . 5 . 1 6 )  u ( 1 . 5 . 1 2 )  se dobi ja :

o . .
'J

C o ( e ) - 2 O ( E ) u u / 3 e ] u + C 2 o (u e ) / 3 ć  ] u u 'J
( 1 . 5 . 1 7 )

Upored ju juć i  relaci je  ( 1 . 5 . 1 1 )  i ( 1 . 5 . 1 7 )  ni je teško p okaza t i  da ako se s k a -  

la rne  fu n k c i je  a^, a  ̂ i a^ p r i h v a t e  u o b l ik u :

a = o  (e' ) -  2o (e ) e / 3 e 
o u u u

a ! — 2 u. , c  ̂ ) / 3 ; a ,  = 01 u u u 2
to je i ( 1 . 5 . 1 7 )  i zo t ro p n a  tenzorska  f u n k c i j a .

( 1 . 5 . 1 8 )
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U p r inc ipu  moguća je i d ru g a  formulaci ja f i z ičk ih  jednačina  veze  naponskog  

i deforamcionog stanja koja se zasniva  na d ru g im  h ipotezama,  bol je u s a g la -  

šenim sa e ksp er im en to m .

1. 6 .  J E D N A Č IN A  T O P L O P R O V O D N O S T I

U zapremini  deformisanog metala, u opštem slučaju postoj i nestac ionarno te -  

m p e ra tu rn o  polje T  = T ( x  , x  , x  , t )  koje ima vel ikog uticaja na tečenje me-  

tala i njegovo naponsko stanje ,  pa se naziva  termomehaničkom promjenl j ivom.  

Da bi ova promjenl j iva  bila odred jena  neophodno je po analogi j i  sa zakonom 

održanja  mehaničke e n erg i je  de f in isa t i  zakon održan ja  toplotne  energ i je  p r e -  

ma ko jem : toplota nastala u jedinici  v remena pr i  deformacij i  neke  mater i ja l -  

ne čestice Q , djelimično (O^) se odvodi  na račun  top loprovodnost i  u s u -  

sjedne zapremine t i je la,  a preosta l i  dio ( Q^) ide na povišenje  n jegove te -  

m p e ra t u re ,  t j .  važi  jednačina:

Q 1 = q 2 + Q3 ( 1 . 6 . 1 )

Plastična deformacija je uv i jek  praćena nepovra tn im  izdvajanjem toplote ko -  

ja može us lov i t i ,  u zavisnosti  od vel ič ine  deformaci je  i svojs tava  materi ja la ,  

povećanje  te m p e ra tu re  od nekoliko desetina  ili čak  stot ina ° C .  K a lo r im e t r i -  

jski  opit i  su pokazal i  da čak više od 90d mehaničkog rada u trošenog pr i  

plastičnoj deformacij i  pre lazi  u to p lo tu .  R e la t ivno  mali dio se t ran s fo rm iše  

u e last ičnu e n e rg i ju  deformaci je  k r is ta ln e  re še tk e  [ 1 25,  1 1 5 , 3 3 ] .  U p r a k t i č -  

nim zadacima teor i je p la s t ič n o s t i , p las t ične  deformaci je  nasta le  u t i je lu  su 

veoma ve l ike  u odnosu na e las t ične.  To us lov l java  da se u procesu  tečenja  

zanemaruje  elast ični  dio deformaci je ,  a samim tim i odg o v a ra ju ć i  toplotn i  e f e -  

kti  t j .  smatra se da c je lokupni  mehanički  rad p last ične  deformaci je  p re laz i  

u to p lo tu .

C o rn je  p ra k t ič n o  označava da je snaga toplotnog e fe k t a  na r a č u n  p la s t ič n e  

deformaci je  (d is ipac i ja  e n e r g i je )  e lem entarnog  p ara le lo p ip ed a  s t r a n ic a  a x  

Ax 2#a x 3 (sl .  1 . 6 . 1) data  iz razom:

Q 1 = ° i j  * ij A X 1 A x 2 4 X 3 (1.6 .2 )
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Sl . 1 . 6 . 1 .  Protok  toplote kroz e lementa rn i  para le lop iped

Prema Furi jeovom zakonu L 20J količina toplote koja pro laz i  na račun  toplo-  

provodnost i  kroz jed in ičnu p o v rš in u  normalnu koord inatnoj  osi i u jedinici  

vremena je:
q. = -  X 3 .T  ( 1 . 6 . 3 )

i l

gdje je A -  koef ic i jent top lo p ro vo d n o s t i , 3 T  -  g r a d i je n t  t e m p e ra tu re  u o d -  

govara jućem koordinatnom p r a v c u .

Toplotn i  p ro tok  se može ra z v i t i  u red Te j lo ra  u kojem se odbacuju  b esko -  

načno male vel ič ine reda većeg od fix. (sl .  1 . 6 . 1 ) .  Ako se uzme u o b z i r  to -  

p loprovodnost  kroz sve g ra n e  para le lop ipeda  dobija se re laci ja za koja 

f ig u r iš e  kao komponenta u ( 1 . 6 . 1) :

Q 2 = - [9̂  ( A^T) +92(A32T) + 3 3(A33T)] fix Ay AZ ( 1 . 6 . 4 )

Potrebno je jcš o d red i t i  poslednju  komponentu  e n e rg e ts k o g  bi lansa  

tom cil ju se defin iše  kol ičina toplote  koju je po t rebno  u t ro š i t i  da bi 

gr i ja la  jedinica mase metala:

se

U

za-

T
q = /  c d T ( 1 . 6 . 5 )

o

gdje je c -  koef ic i jent toplote koji je u opštem slučaju fu n k c i ja  t e m p e r a t u -  

re .  B rz in a  zagr i javan ja  jed in ice  mase će bi t i :

d q / d t  = [ d / d T
T

( /
0 c d T ) ) £■■- = ¥dt  dt ( 1 . 6 . 6 )



2 3 .

To znači da će toplota koja se troši  u jed in ic i  vremena na povećan je  tempe-  

r a tu r e  materi jalnog para le lop ipeda  bi t i :

Q 3 = c ( d T / d t ) p  A x i ^ x 2 ^ X 3 ( 1 . 6 . 7 )

gdje je P -  g u s t in a .

I z jednačina ( 1 . 6 . 1 ) ,  ( 1 . 6 . 2 ) ,  ( 1 . 6 . 4 )  i ( 1 . 6 . 7 )  se dobija d i fe ren c i ja ln a  je- 

dnačina  top lop ro vo d n o s t i , zapisana za p ro izvo l jn u  tačku  deformisanog t i je -  

la u pro izvol jnom t r e n u t k u  vremena :

c p = 3 (A3 T ) +  3 (X3 T ) +  3 (A3 T ) +  o .. £..
d t  1 1 2 2 3 3 ij ij ( 1 . 6 . 8 )

Dis ipat ivna  funkci ja  cj .  . č .. može biti  iz ražena  p re ko  in v a r i j a n t i  korišćenjem

relaci ja ( 1 . 5 . 1 2 )  i ( 1 . 5 . 1 3 )

o . e . .  = (s..+ o f i . . ) ( e . . + e 6..) = o ć + 3 o e  lj lj IJ lj ij ij u u

Za nest iš l j iv i  materi jal  ( 1 . 6 . 9 )  poprima ob l ik :

( 1 . 6 . 9 )

o. . e .. = o e ij ij u u
( 1 . 6 . 1 o )

K a r a k t e r i s t i k e  materi jala * i c se često p r ih v a ta ju  kao konstan te  te u 

tom slučaju ( 1 . 6 . 8 ) poprima ob l ik :

d T  2_cp—  = AV T  + o.. e ..
d t  ij ij

(1.6 .11)

2 2 2 2
gdje  j e V  = ‘* - | + ') 2 + 3 3 _ d i fe ren c i ja ln i  o p e ra to r  Laplasa.

T e m p e r a t u r a  čestice T  = T ( x ^ , x^ ,  x . t). je složena fu n kc i ja  je r  se k o o r d in a -  

te čestice u v rem enu mijenjaju po nekom zakonu x . = x . ( t )  te  je izvod po v r e -  

menu subst i  tu c io n a la n :

d T / d t  -  ® T+  v 3 T  + v 3 T  + v  3 T  
t 1 1 2 2 3 3 ( 1 . 6 . 1 2 )



1 . 7 . P O Č ET N I  I G R A N I Č N I  U S L O V I  ZA J E D N A Č IN E  T E O R I J E
P L A S T I Č N O S T I

Uslovi  na granic i  plast ično deforrnisanog ti jela su formal izovani  f i z ičk i  us lo-

vi ili nj ihov matematički model, kao b i tna  p r e tp o s ta v k a  mogućnosti  r ješenja

razmatranog problema.  U ci l ju v iz u e ln e  in t e r p r e t a c i je  g r a n ič n ih  hipoteza

može se razm atra t i  jednostavan slučaj  sabi janja  c i l indra  ( s l . 1 . 7 . 1 )  koji u

nekom t r e n u t k u  t zauzima zaprem inu  V i ogran ičen  je sa površ inom S ,ko ja

se sastoji iz dva di jela:  k o n ta k tn e  p o v rš in e  sa k ru t im  alatom (S US ) i 1 v s
površ ine  slobodne od de jstva  a la ta .  K re ta n je  alata je poznato  i dato f u n k c i -  

iom ' ' A = V V W t ) -

Sl . 1 . 7 . 1 .  I n te rp re ta c i ja  g ra n ičn ih  površ i  pr i  deformaci j i  c i l indra

Kao što je poznato u nekim uslovima[ 20, 33, 1 1 , 12] , na di je lu  k o n ta k tn e  po-  

v r š in e  dolazi  do l i jepl jenja deformisanog metala na p o v rš in u  alata S^ .  Tada  

će na ovoj p o vrš in i  b rz ina  k re tan ja  čestice deformisanog metala bit i  j ed n a -  

ka b rz in i  a la ta .  Uslov se može matematički  zapisati  u o b l iku :

V M t  S v . = v ( 1 . 7 . 1 )v i A

Na k o n ta k tn o j  p o vrš in i  može takodje  doći do k l izanja  metala po p o vrš in i  a la -  

t a . Ova površ ina  je označena sa S^ i na njoj su normalne komponente  b r z i -  

ne alata i deformisanog metala jed n a k e .  Normalna komponenta  b r z i n e  alata  

se može o d re d i t i  izrazom VA N = v A n » 9 d je Je 11 ~ v e k t o r  normale  na p o v r -  

šini a la ta .  U tangencija lnom p r a v c u  komponente  b r z in e  a lata  i metala se 

ra z l ik u ju  i de f in išu  v e k t o r  v g = -  v y . Na p o v rš in i  k l i z a n ja  S na

deformisani  metal,  d je lu je  napon t re n ja  t čiji p r a v a c  se p o k lap a  sa v
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Modul ovog v ek to ra  zavisi od uslova na po v rš in i  S^,  normalnog napona p,

brz ine  kl izania v i td .  Zav isnost t i p je u obrad i  deformisanjem s lože-
s

n a , n e l in e a rn a . U opštem slučaju moguće je pos tav i t i  zav isnost  T = - r ( p , V s ) ,

pr i  čemu važi 8t /g v ^  0. To znači  da se g ran ičn i  uslovi  za slučaj  tren ja
^ s
klizanja mogu formulisat i  u o b l iku :

V M £ S  v = v ; t = T ( p , v  ) i ( 1 . 7 . 2 )
s N AN s

Na slobodnoj površ in i  S p može se smatra t i  da je u opštem slučaju zadan  

v e k to r  površ inskog  napona f ( x . , t ) .  U najvećem broju  u p ra k s i  p r is u tn ih  

slučajeva je f . =0# t j-  površ ina  S je slobodna od o p te rećen ja .  Izdvajanjemr\ i
beskonačno malog te t ra e d ra  oko tačke p o v rš in e  S moguće je doći do re la -  

cije koja defin iše  ogran ičenje  za komponente tenzora  napona deformisanog  

metala oko slobodne površ ine  C l5 ,2 9 , 3 4 ] ;

V M e S f. = o. .n.  = f  . ( 1 . 7 . 3 )
F i M I Ai

Važno je razm otr i t i  te m p e ra tu rn e  uslove na gran ic i  de formisanog ti jela koji 

u formalizovanom v idu  de f in išu  medjudejs tvo o b ra d ka  i okolne s red ine .

Na jprost i j i  uslov je kada se na di jelu  p o v rš in e  ti jela S^ zadaje  te m p e ra tu ra  

u o b l iku :

V M t  s T  = T  ( 1 . 7 . 4 )
1 z

gdje  je T^ -  zadana funkc i ja  položaja tačke  M na p ovrš in i  S^ i v remena t .

D ru g a  mogućnost je da se na nekoj p o v rš in i  ti jela S^ zada toplotni  p ro to k  

' q z kao funkc i ja  položaja tačke  M na S^ i v remena t .  G ran ičn i  uslov se t a -  

da može zapisati  u o b l iku :

V M t S ^  A 3 T / 3 n  = ±  ( 1 . 7 . 5 )

G ran ičn i  uslov se može zadati  na p o v rš in i  t i jela S^ u o b l i k u :

V M t S  A3T/3n  = a ( T  -  T )  ( 1 . 7 . 6 )z

gdje  je a -  koef ic i jent razmjene toplote koji je fu n k c i ja  k o o rd in a t a  tačke  

na po v rš in i  S^ i v remena t ;  T^ -  t e m p e r a tu ra  o k r u ž e n j a .
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Na površin i  ko n tak ta  alata i de formisanog ti jela S ^ S ^ U S ^  moguće je zadat i  

g ran ične  tem p e ra tu rn e  uslove uz p r e t p o s t a v k u  jed nakos t i  te m p e r a tu ra  a la -  

ta i o b ra d k a .  Osim toga saglasno zakonu o o d rž a n ju  top lotne  e n e r g i je  s p e -  

cif ični  toplotni  protoci  su vezani  jednačinom toplotnog balansa t j .  toplota  

trenja  se odvodi na alat  i deformisano t i jelo.  Ova j  uslov ima sl jedeću m ate -  

matičku in te rp re t a c i ju  :

V M 6 S T  = T  
4 A T

t v = X 8 T - A  9 Ts T  n T  A n A

gdje  se indeksi  A i T  odnose na alat  i de formisano t i jelo.

( 1 . 7 . 7 )

Osim g ra n ič n ih ,  važno je defin isat i  i početne uslove [ 2 0 ]  pod kojima se po -  

drazum ijeva ju  značenja t ražen ih  prom jen l j iv ih  u svakoj tački M deformisanog  

t i jela u početnom t r e n u t k u  t=0:

x = x. ; v = v. ; T  =T  (x .  ) ( 1 . 7 . 8 )i t=o io i t=o io t=o o io

Početni  uslovi  se o d red ju ju  na osnovu f iz ičk ih  p r e t p o s t a v k i  u početku d e -  

formacije što može bit i  složen zadatak  ako t i jelo ne miruje  ili nema k o n s ta -  

ntnu  te m p e ra tu ru  ili g u s t in u .

Model g ra n ič n ih  uslova može bit i  u s a v rš a v a n  i na razne  načine zapisan pr i  

čemu isti t reba  da obezbi jed i  mogućnost kao i j ed in s tven o st  rešenja  razm a-  

t ranog  problema.

1 .8 .  T I P I Č N A  U PR O ŠĆ EN JA  J E D N A Č I N A  T E O R IJ E  P L A S T I Č N O S T I

Pri anal i t ičkom rešavanju  zadatka  o b ra d e  metala deformisanjem nai lazi  se 

na ve l ike  poteškoće pa je o p ra v d a n a  p r im jene  uprošćen ja  koja ne bi bi la  

p ro t iv r e č n a  f izici k o n kre tn o g  izučavan ja  p last ičnog tečen ja ,  a o lakšala  bi 

rešavan je .  Navode se k a r a k t e r i s t i č n a ,  najčešće kor išćena  [ 1 2 , 2 0 , 2 1 , 1 5 , 2 9 ,  

33, 34 ] :

1. Uprošćenja  vezana  sa smanjenjem broja  nezav isno  p r o m j e n l j i v ih :

a) stacionarno k re ta n je  ( 3 / 3 1=0) . T a k v o  je n p r .  k r e t a n j e  metala u ž a r i -  
štu deformaci je  p r i  v a l jan ju  i v u č e n ju ;

b) rava n s ko  deformaciono s tan je  (3 /31=0 , v =0) kao n p r .  p roces  v a l j a -
nja dovoljno š i roke  t r a k e ;  z
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c ) ravansko  naponsko stanje  (t>z x = o ^  = 0 ^ =  0, a osta le  0 .. ne

zavise od z ) .  Na p r im je r ,  r a v a n s k i  se može t r e t i r a t i  naponsko  
stanje u vel ikom di je lu  žar iš ta  deformaci je  p r i  de fo rm isan ju  l ima;

d) osnosimetrično naponsko-de form ac iono  stanje {9 /3? = 0 ) .  T a k v o  je 
n p r .  naponsko-deform ac iono  stanje  u ža r iš tu  de formaci je  p r i  v u -  
čenju i p resovan ju  š ip ka s t ih  materi ja la ,  p r i  sabi janju  i kovan ju  
c i l in d r ič n ih  uzoraka  i t d . ;

e) potenci ja lno k re tan je  ( u  = g r a d  'f ) . U ovom slučaju p r i  rešavan ju  
ra vn ih  problema moguće je pr imjena metoda teor i je  funkc i ja  kom-  
pleksne promenl j ive  [ 2 1 ] ;

2. Uprošćava se reološki model deformišuće sred inez

a) materi jal  se smatra nest iš l j iv im (d iv  v = 0 ) ,  t j .  materi ja l  je kompa-  
ktan  a gus t ina  konstan tna ;

b) zanemaruju  se elast ične deformaci je .  Pri  ve l ik im deformacijama  
koje su p r is u tn e  u OMD c f . «  c ?. t j .  može se p r i h v a t i t i  da je
e = E P.  "  "

ij ' j ’

c) p re tp o s tav l ja  se idealna p las t ičnost .  Pri postojanju k r u t i h  zona 
sredina  se naziva kru top last ičnom  sredinom S e n - V e n a n a .  Fiz ičke  
jednačine datog modela imaju ob l ik :

div  v = 0
2 „ 2

0 0 < 0
u s

3 eu 2 2
f T . . 0 = 0

2 o 011 
s u s

c o n s t .

( 1 . 8 . 1 )

(1.8 .2)

= £u)

Cs‘ -------------------

š

Sl .  1 . 8 . 1 .  Model k ru to p la s t ič n e  s red ine

Može se takodje  ra z m a t ra t i  i model k r u t o v is k o z n o p la s t ič n e  s r e d i -  
ne za koju će b i t i :

e =

' 0
E

3 u

20
u
2

<
2

0 = const .  s
2 (1

'j r  —  0.. 0 > 0
. 2 ° u  'J u s
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c

£

£

S l . 1 . 8 . 2 .  Model k ru to v is k o z n o p las t ič n e  s red ine

cjdie ie o =•!>(£ ) pri  čemu ie: 4> (e ) > a  i <1>1 ( c )>0 za e . > 0 .  ' ' U u u s u u

Pri razm atran ju  ne izotermalnih  zadataka  će bit i  a u =(I> (e u » T ) , a
ako osim toga postoji i o čvršćavan je  s red ine  to se p re tp o s tav l ja
o = 1 (e , T , e ) . 

u u u

Ako se p re tp o s tav i  da k r u t e  zone o d s u s tv u ju ,  jednačine  ( 1 . 8 . 2 )  
i ( 1 . 8 . 3 )  dobijaju uprošćeni  ob l ik :

■)

3 e
— — o 
2o ij

2 2O = 0
u s

3  Eu 2 .2 . . 2
E = --------------- . , 0 = $ ( E ) > O

'j 2o (e ) 'j u u Su u

( 1 . 8 . 2 ) '

( 1 . 8 . 3 ) '

Mogući su i d ru g i  v idovi  uprošćenja  svo js tava  deformišuće  s r e d i -  
ne [ 2 0 , 2 1 , 7 7 ] .  O v a k v e  p r e tp o s ta v k e  su u vel ikom broju  s luča je-  
va o p ra vd a n e  jer  se dobi ja ju  jednostavn i  uslovi  p la s t ič n o s t i . Mo-  
guća je raz rad a  matematičke teor i je  za k o n k r e t n e  z ad atke  a r e z u -  
I tati  su za d ovo l java juć i ;

d)  p re tp o s ta v k a  o izotermičnosti  procesa ( T ( x . , t)  = c o n s t . )  . U ovom 
slučaju broj  nepoznatih  fu n k c i ja ,  koje o d re d ju ju  f i z ič ko -m e h a n ičk o  
stanje  se smanjuje za jed in icu -  iz sistema jednač ina  se isk l juču je  
jednačina to p lo p ro v o d n o s t i .

e) procesi  OMD su često dovoljno spori  da se mogu isk l juč i t i  z a p r e -  
minske sile kao što su tež ina  i inerc i ja lna  si la.  A k o  je tečenje  d o -  
voljno lagano i bez za p rem in s k ih  sila d i fe re n c i ja ln e  jed nač ine  k r e -  
tanja se u p rošćava ju  i n az iva ju  d i fe ren c i ja ln im  jednačinama r a v n o -  
teže .  O p rav d a n o s t  ove h ipoteze  t re b a  p až l j ivo  izuč i t i  u svakom  
konkre tnom  s luča ju .

3. l inear izac i ja  jednačina i g r a n ič n ih  us lova .  N e l in i jn o s t  je u z r o k  zn aca jn ih  

poteškoća u matematičkim metodama isp i t iv a n ja  i re š a v a n ja  z a d a t a k a . Zato  

se ne l in i jske  jednačine  l i n e a r i z u ju ,  na p r i m j e r ,  l in i jska  te o r i ja  b e s k o n a č n o
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malih deformacija ( l^ .u . l  <̂ 6 < < 1 ) .  Ako je tangenc i ja ln i  napon t kod
j i x  /

ravnog problema b l izak  naponu tečenja i ne l in i jsk i  us lov p las t ičnost i

se p r ib l ižn o  može zamijenit i  l ini jskim o -  o = 0  [77.  80 ].  L in e a r i z u ju  ^ xx  yy
se i uprošćavaju  i g ra n ičn i  us lov i .  Na p r im je r ,  pr i  r a z m a t r a n ju  malih 

deformacija gran ičn i  uslovi  se često razm atra ju  na po v rš in i  E n e d e f o r -  

misanog t i je la .  Time je omogućeno da se u prvom p r ib l i ž e n ju  može o d r e -  

diti  deformisana  g ran ica  E.  Smatra  se takodje  da je napon t re n ja  jed nak  

na cijeloj kontaktno j  površ in i  sabi jenog plast ičnog sloja [ 21 ] .

4. U nekim slučajevima r ješenje  zadatka  OMD je jednostavn i je  ako se d e k a -  

r tove  koord inate  zamijene k r ivo l in i jsk im  sistemom k o o rd in a ta .

5. Prek id i  napona i b r z in a .  Uslov o n e p rek id n o s t i  rešenja  zadatka  u defoi— 

macionoj oblasti V može biti  nepr im en l j iv  za mnoge za d a tk e .  T a k v a  po-  

treba dovodi do odsustva  r ješenja ,  koje se može obezb i jed i t i  p re tp o s ta -  

vkom parc i ja lne  ne p rek id n o s t i  t r a ž e n ih  fu n k c i ja .  P rek idna  r ješenja  se 

često mogu iskor is t i t i  za uprošćenje  zadatka  i kada n e p rek id n a  r ješenja  

posto je .

Raz l iku ju  se površi  slabog i jakog p r e k i d a .  Na površima slabog pre k id a  

t ražen e  funkc i je  su n e p r e k id n e  a p r e k id e  imaju samo nj ihovi  izvodi (na  

p r im je r ,  g ran ica  razdva jan ja  e last ične  ili k r u t e  oblasti  s jedne s t ra n e  i 

plastične s d ru g e  s t ra n e )  . Pri pro lazu  kroz  oblast jakog p r e k i d a , p r e k id  

imaju samo tražene  fu n k c i je .

Prek id i  napona ne mijenjaju ob l ik  jednačina  održan ja  mehaničke e n e rg i je .

Ako je E površ ina  p re k id a  b r z in a ,  to se u jednač in i  zakona održan ja

mehaničke energ i je  jav l ja d o punska  komponenta koja o d rž a v a  snagu na

površ i  p re k id a  N [ 29 ]: 
c

N
c f f A v d e ( 1 . 8 . U )

gdje  s u i A v ^ -  l v ~ -  v * l  -  ve l ič ina  p r e k id a  ta n g e n c i ja ln e  kom ponente  

b r z in e ,  -  pro jekc i ja  ta n g en c i ja ln e  komponente  v e k t o r a  napona  

p ra v a c  ..AvT ‘
na
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2. I N Ž E N J E R S K O - M A T E M A T IČ K E  M E T O D E  PR IM IJEN JE N E
T E O R IJ E  P L A S T I Č N O S T I

Razvojem tehnologi je obrade  metala deformisanjem jav l ja ju  se složeni  p r o b l e -  

mi vezani za o d red j ivan je  sila,  p o t rošn ju  e n e rg i je ,  izbor  opt imaln ih  tehno lo -  

ških parametara  deformacije i td .  Na nj ih je moguće o dgovor i t i  samo na n a u -  

čnoj osnovi,  koris teći  raz l ič i te  metode isp i t ivan ja  procesa OMD. Sve metode  

isp it ivan ja  procesa OMD mogu se razd i je l i t i  na t r i  klase:  an a l i t ič ke ,  e k s p e r i -  

mentalne i eks p e r im e n ta ln o -a n a l i t ič k e .

Ana l i t ičke  metode su zasnovane na zamjeni  isp i t ivanog  realnog f i z ičkog ob je -  

kta matematičkim modelom, ponašanje kojeg s dovoljnom tačnošću odražava  

ponašanje samog f iz ičkog o b jek ta .  Pri anal i t ičk im isp it ivanj ima je neophod-  

no realni  materi jal  i realni  proces zamijenit i  nj ihovim modelima, pr i  čemu se 

pod modelom procesa podraz imijeva  uprošćena p re d s ta v a  o njemu koja doz -  

voljava da se proces matematički  opiše (ode l jak  1 . 8 . ;  glava  1 . )  Za ovakav  

p r is t u p  k a r a k te r is t ič n e  su dv i je  v r s t e  grešaka  i to one vezane  sa netačno-  

šću opis ivanja  svojstava  ti jela i g r e š k e  vezane s netačnošću opis ivanja p r o -  

cesa. To uslovl java da je za v e r i f i k a c i ju  anal i t ičkog  rešenja  neophodna e k -  

sper imenta lna  p r o v je r a .

Eksper im enta lne  metode su vezane  za isp i t ivan je  rea ln ih  materi ja la  u re a l -  

nim procesima. V r lo  često radi  uš tede u materi ja lu  i ka lupima isp i t ivan ja  

se p rovode  na geometr i jsk i  sličnim pr ipremcima smanjenih d imenz i ja .  O b je -  

d in javan je  eksper im enata  i teor i jske  anal ize  omogućilo je da se r a z v i ju  e k -  

sper im e n ta ln o -a n a l i t ič ke  metode koje p re d s t a v l ja ju  uspješan a p a r a t  i s p i t i v a -  

nja i na js loženi j ih  procesa OMD.

Dalje se daje k r a t k i  p r ik a z  ra z n ih ,  najčešće ko r išćen ih  metoda u OMD i 

izučava mogućnost anal i t ičkog rešavan ja  ra zm atra n o g  pro b lem a.
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2 . 1 .  A N A L I T I Č K E  M ETO D E

2 . 1 . 1 .  Inžen je rska  metoda

T e o r i js k e  osnove ove metode postavi l i  su još E .Z ib e l  i S . N . G u p k i n  [ 1 2 , 6 7 ] ,  

a konačno ga razrad i l i  E . P. Unksov  [ 6 5 ]  i M . V . S to ro že v ,  E . A . P o p o v  [ 5 5 ,  

56] . Metoda je zasnovana na zajedničkom rešavan ju  jednačina  ravn o teže  i 

uslova p la s t ič n o s t i . Često se kor is t i  l inear izac i ja  uslova p last ičnosti  i p r e -  

tpostavl ja  se naponsko-deformaciono stanje  ra v a n s k im .  Ovo omogućava da 

se odrede  p r ib l iž n e  vr i jednost i  za sile i deformaci je ,  a takodje  i p rovede  

analiza p ros t i j ih  zadataka plastične deformaci je .

2 . 1 . 2 .  Metoda k a r a k te r i s t i k a  ( l in i ja  k l izan ja)

Pod linijama kl izanja  se podrazum i jeva ju  l ini je maksimalnih tangenci ja ln ih  na-  

pona duž koj ih odsu s tvu ju  deformaci je  izdu žen ja .  T e  l ini je se poklapa ju  sa 

k a r a k te r is t ik a m a  d i fe renc i ja ln ih  jednačina ravan sko g  zadatka  teor i je idealne  

p la s t ič n o s t i . Vel ik i  dopr inos razvoju  ove metode su da l i :  L . P r a n d t l ,  A . A .  

I l juš in ,  S .G .M ih l in ,  R . H i l ,  V . V . So ko lo vsk i , A . D . T o m l e n o v  i d r u g i  [ 21 , 54 ,

61 , 67, 69] .

Naponi ravan sko g  zadatka  teori je  p last ičnosti  su dati  izrazom:

o = o -  k sin 2 0 
xx

o yy  = o -  k sin 2 0 ( 2 . 1 . 1 )

o = k cos 2 9 
xy

gdje  su:  k -  maksimalna v r i je d n o s t  tan g en c i ja ln ih  napona;  0 -  ugao n a g i -  

ba l ini je k l izanja  prema osi x .  Primjenom ( 2 . 1 . 1 )  je moguće dobi t i  i n t e g r a -  

le d i fe ren c i ja ln ih  jednačina ra v n o te ž e :

o + 2 k0 = n ( a )

gdje  su £( B) i n (ct) -  p ro izvo l jne  fu n k c i je  duž l ini ja a i g s u k c e s iv n o .

Iz jednačina  ( 2 . 1 . 2 )  se vid i  da je jedan od g la v n ih  prob lem a u metodi l i -  

nija k l izan ja  način postavl janja  l ini ja k l izan ja  posl ije čega se n a p o n s ko  s t a -
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nje re la t ivno lako na laz i .  Za p o s tav l jan je  l inija k l izanja  se k o r is te  sl jedeće  

nietodeL54, 55, 67 J:

a) Kada je to moguće postavl ja  se pol je l ini ja k l izanja  bez r ješenja  jednač ina  

na bazi anal ize uslova zadatka  i kor išćen ja  g eom etr i jsk ih  svo js tava  l inija 

k l izan ja .  U nekim prosti j im slučajevima na ovaj  način je moguće e lem en ta -  

rnim putem dobiti  za tvoreno  ana l i t ičko  r ješenje;

b) Koristeći  teori ju  linija kl izanja  moguće je dobi t i  pol je l ini ja k l izanja  g r a -  

f ičkim metodama;

c) Nekada je kor isno odred i t i  polje l inija k l izan ja  po koordinatama č vo rn ih  

tačaka o d ie d je n ih  a n a l i t ičk i .  Pr imjena ove metode je ogran ičena  neopho-  

dnim p re tpostavkam a o idealnom k ru to -p la s t ič n o m  materi ja lu  i r a v a n s k o -  

deformacionim uslovima d e fo rm isa n ja .

2 . 1 . 3 .  E n erg e tske  metode

Ove metode omogućavaju da se tačno ili p r ib l i ž n o  odrede  n a p o n s ko -d e fo rm a-  

ciona s tanja ,  izbjegavajuć i  kao i u slučaju pr imjene metode l inija k l izanja  

in teg ra l jen je  di fe renci ja ln ih  jednačina teor i je  plas t ič n o s t i . To se postiže  

kor išćenjem eks trem aln ih  i var i jac ion ih  p r in c ip a  zasnovanih  na zakonu o d r -  

žanja e n e rg i je .  T re b a  istaći da var i jac ione  metode omogućavaju da se r i ješe  

vr lo  složeni  zadaci  obrade  deformisanjem u nj ihovoj opštoj  p os tavc i .  Niže  se 

razm atra ju  ekstrem aln i  i var i jac ion i  p r in c ip i  u du h u  n j ihove  p r im jene  na r e a -  

Ine,  k o n ta k tn e  zadatke  p la s t ič n o s t i .

2 . 1 . 3 . 1 .  Ekstremaln i  p r in c ip i  za k r u t o - p la s t i č n o  ti jelo

Fundam enta lne  postavke  ovih  metoda su postavi l i  R . H i l ,  I . M . K a č a n o v ,  P . G .  

P r a g e r  [ 6 7 , 2 9 , 3 4 ] ,  a vel ik i  d opr inos  nj ihovoj ra z r a d i  i p r im jen i  u p r a k t i č -  

nim zadacima obrade  deformisanjem su dal i A . A . M a r k o v ,  I . J . T a r k o v s k i , 

Z . Z i b e l ,  L.  G . Stepansk i  i d r .  [ 5 7 , 5 8 , 5 9  ] .  Primjena id e a l i z i ra n e  šeme k r u -  

to -p las t ičn o g  materi jala vezana je sa poteškoćama u smislu u p o re d je n ja  r j e -  

šenja sa r ješenjem istog z a d a t k a ,  ali za slučaj  e la s to -p la s t ičn o g  ponašanja
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mater i ja la . Ipak ,  koncepcija k r u t o - p la s t i č n o g  ti jela je omogućila da se dodje  

do niza novih r ješenja veoma d obro  p o t v r d je n ih  opitom i da se p r a v i ln i j e  

formulišu mnogi zadaci teor i je  p la s t i č n o s t i .

Osnovne en erg e tske  jednač ine: Razmatra  se ti jelo zapremine  V ,  o gran ičeno

površinom S=S +S +S . Prema (ode l jku  1 . 7 ;  g lava  1 ) :  S ,S  ,S  se odnose
r  V  j  • v

na djelove površ ine  sa zadanom silom, brz inom i mjsšavit im gran ičn im  uslo-

vima, sukces ivno .  Polje napona ti jela o.. zadovoljava  d i fe ren c i ja ln e  jed n ač i -

ne ravnoteže  ( 1 . 2 . 2 0 )  u n u t a r  t i je la,  a u ra v n o te ž a v a  se sa p o vrš in sk im  na -

ponima x .. Polju b rz ina  ti jela v. o d g ovara ju  komponente b r z in e  deformaci je

i  ( 1 . 3 . 3 ) .  Uvedena polja o .. i b rz in a  v. nemaju d r u g i h  ogran ičen ja  i u 
i j  ' J  1

p r in c ip u  ni jesu medjusobno povezana .  Radi jednostavnost i  uzima se da za-

preminske  sile o d s u s tv u ju .  Tada  za svaku  n e p re k id n u  s red inu  važi  s l jede-

ća osnovna jednačina:

f n r . . d V = r  x , v.  dS  
J ij ij 1 ni i

( 2 . 1 . 3 )

Jednačina  ( 2 . 1 . 3 )  se može lako dokazati  ako se zamijeni  jednačina  ( 1 . 7 . 3 )  

u njen desni in tegra l  :

, . ( 2 . 1 . 4 )
/  x . v. dS = /  o v .n .dS

ni i ij i j
S s

pa se zatim iskor is t i  transformaci ja  po v rš in s k o g  u zaprem insk i  in te g ra l  po 

formuli  O s t ro g rad s k o g  -  Gausa:

8 o ,
f  n. .v,n.dS = /  v. ^ dV  + /  o.. f  . .dV

ij i j J i 'J 'J
( 2 . 1 . 5 )

Prv i  in te g ra l  u ( 2 . 1 . 5 )  jed nak  nul i na osriovu d i fe re n c i ja ln ih  jednač ina  r a -  

v noteže  ( 1 . 2 . 2 0 )  te se time i dobija ( 2 . 1 . 3 ) .

U cil ju uspješne  pr imjene  u p ra k t ič n im  zadacima, jed nač inu  ( 2 . 1 . 3 )  je p o t re -  

bno uopšt i t i  za slučaj  t i jela koje ima k r u t e  ( nedeform isane)  ob last i  i za s lu -  

čaj p r e k i d n i h  polja b rz in a  i napona .  Prvo  uopšten je  se post iže  tako  š to  se 

razm atra  t i jelo koje sadrži  d e fo rm isane(sa  zapreminom V Q j p o v rš in o m  S )



i k r u te  (sa zapreminom V k i površinom S k) oblast i  medjusobno r a z d i je l je -  

ne površinom j; , na kojoj su b r z in e  i naponi n e p r e k i d n i ,  pa se dobija p r e -  

ma ( 2 . 1 . 4 ) :

/  o * d V  = /  x .v .dS  + /  x .v.dS
ij ij ni i ni i

V S ^  L ( 2 . 1 . 6 )
D D

0 = /  x .v .dS  -  /  x .v .dS
m i £ ni i

Sk

Sabiranjem jednačina u ( 2 . 1 . 6 )  dobija se ( 2 . 1 . 3 )  što znači  da osnovne ene-  

r g e ts ke  jednačine važe za ti jelo u c je l in i ,  u k l juču juć i  i k r u t e  zone.

Za slučaj p re k id a  napona, neka sa jedne  s t ran e  p re k id a  d je lu ju  po vrš in ske  

sile x ., a sa d ru g e  -  x . .  Tada će se p r i  s laganju jednačine  za odvojene  

dje love ti jela in tegra l i  na površ in i  p re k id a  medjusobno a n u l i r a t i ,  što znači  

da p re k id i  napona ne ut iču na obl ik  osnovne e n e rg e ts k e  jednač ine .

Prek id  b rz in e  je moguć samo kod komponente b r z in e  koja leži u tangentnoj  

ravn i  površ ine  p r e k id a ,  inače bi došlo do narušen ja  k o n t i n u i t e t a . U p r o i z -

vol jnoj  tački  površ ine  p re k id a  S ( s l . 2 . 1 . 1 )  postavl ja  se lokalni  k o o rd in a t -
+ + +*- . . . ni sistem x , y , z .  Neka su v^ i v^ ta n g e n tn e  komponente b rz in e  sa p o z i t i v -

-► -► + -► —
ne i n e aa t iv n e  s t ran e  p o v rš in e  S . Neka je A v = v -  v v e k t o r  re la t iv n e  

3 p t f
b rz in e  duž  kojeg je usmjerena osa x .

Površ inu  p r e k id a  t reba  razm otr i t i  kao g ra n ič n i  slučaj  tankog  

nualnom, no veoma oštrom izmjenom b r z in e  po d e b l j in i .  O š t r a  

ne je k a r a k t e r i s t i č n a  za komponentu  v dok komponente  v ix y

sloja sa k o n t i -

izmjena b r z i -

v su sko ro  z
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konstante  po debljini  sloja. To  znači  da pr i  gran ičnom slučaju  kada deb l j ina  

sloja teži 0 smičuća komponenta b r z in e  deformaci je  E “ . Neka je t  t a n -  

genci ja lna komponenta napona na p o v rš in i  p re k id a  S^ u p r a v c u  ose x i 

neka element površ ine  dS^ ra zdva ja  d v i je  oblasti  sa zapreminom i V ^ " .  

Tada će odgovarajuće  snage napona za oblasti  V^ i V^ imati ob l ik :

( 0 V  +  T v +  t  v ) dS
n n y y P

( 2 . 1 . 7 )

o < + ■-1 < + t  v ) dS
n n y y P

gdje  su: t  , v , o . v -  odgovara juće  naponske i b r z in s k e  komponente

u p ra vc u  y i n.  Sada će suma snage napona za element p o v rš in e  b i t i :

dN = Tl Av I dS ( 2 . 1 . 8 )
P P P

+ ~ w
pr i  čemu je sa I Av I = v -  v oznacen skok  b r z in a .  U k u p n a  snaqa na

p x x
svim površinama p re k id a  će b i t i :

N
P

Z / t  IA v I dS 
P

P=1 “ n

( 2 . 1 . 9 )

Snagu p re k id a  b rz ina  treba u k l juč i t i  u osnovnu e n e r g e ts k u  jednač inu  ( 2 . 1 . 3 )  

tako da se dobija najopšti ja e n e rg e ts k a  jednačina koja važ i  za svaku  n e p r e -  

k id n u  s red in u  koja se nalazi  u ravnotež i  [ 29] :

n

/
S

x .v .dS =  /  o.. g . .dV +  £  / t  lAv IdS
m 1 V ,J ,J p=1 S p

p

( 2 . 1 . 1 o )

L'ijeva s t rana  jednačine  ( 2 . 1 . 1 0 )  označava snagu p o v r š in s k ih  si la,  a desna  

s trana  u k u p n u  snagu dis ipac i je .  Ako se uzme u o b z i r  č in jen ica  da je p o v r -  

šina p r e k id a  ujedno i površ ina  maksimalnog tangenc i ja lnog  napona ( p o v r š in a  

k l izan ja )  kao i podjela po vrš in e  S^S^+S^+S^, jednačina  ( 2 . 1 . 1 0 )  dobija  o b l ik :

/  x * .  v .d S+  /  x , v * d S +  /  x ^  v * . d S + /  x ^ T ^v d S = /  o e d V  + 
s ni i s m i s n ‘ n ‘ S m T| y  'J 'J

v
n

+ £ /  T IAV IdS
p=1 S s P 

P

(2 .1.11)
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gdje su sa ( * )  označene zadane  fu n k c i je .  Na p o v rš in i  k o n ta k t a  u zoni  kIi  — 

zanja S v e k tc r i  sile i b rz in e  su p r e d s t a v l je n i  u v id u  sume normaln ih  i ta -  

ngencija ln ih komponenata:

( O  (n )
X . = X . + X .

m m ni
( 2 . 1 . 1 2 )

V. = V . + V
i t  i m

Jednačina ( 2 . 1 . 1 1 )  je osnovna e n e rg e ts k a  jednačina za k ru t o - p la s t i č n o  t i jelo.

Kinematska teorema : Neka su o . . , v . ,  t . .  -  s tv a r n a  polja napona,  b rz in e-------------------------------------  i] i ij
pomjeranja i b rz in e  deformaci ja .  Uporedo sa s tv a rn im  razm atra  se k inema-  

tski  moguće polje b rz in a  v! koje zadovoljava  uslov nest iš l j ivosti  d iv  v '=0 ,  

a na površ in i  ti jela k inematske ( 1 . 7 . 1 )  i mješovite ( 1 . 7 . 2 )  g ra n ičn e  us love .
I

Kinematski  moguće b rz in e  deformaci je  su prema ( 1 . 3 . 3 ) :  e..= ( V.v'.+V.v!) .
, 'J ' I 1 '

Njima prema ( 1 . 5 . 1 2 )  odgovara ju  naponi o .. koji u opštem slučaju ne zado-  

voljavaju  jednačine  ra vn o tež e .  Za raspored  s t v a r n ih  napona o.. i k inem at-  

ski mogućeg polja brz ina  v! osnovna e n e rg e ts k a  jednačina ( 2 . 1 . 1 0 )  može 

biti  napisana u ob l iku :

I  o .. e .. dV  +  £  t
ij ij p=1 s

V

/ A v 
Q .  P

dS' /  x . v.1 d S = 0 
ni i

S
( 2 . 1 . 1 3 )

gdje  je S' -  k inematski  moguća površ in a  p r e k id a  b r z in a .

S l . 2 . 1 . 2 .  Anal iza  pr i  izvodjen ju  k in em atske  i s ta t ičke  teoreme

U devetodimenzionom p ro s to ru  napona i b rz in e  deformaci je  [ 3 ] ugao izme-  

dju napona i b r z in e  deformaci je  je jed n ak  nul i  a n j ihov  p r o i z v o d  za k r u t o -  

plast ično ti jelo će b i t i :



37.

0 ij e ij Ts Y u
( 2 . 1 . 1 4 )

Uqao izmediu vek tora  ° . .  i e .. u opštem slučaju ni je nula pa s l i jed i:
i| ij

l>. . E ! . < T Y 
IJ IJ s '  U

( 2 . 1 . 1 5 )

Iz ( 2 . 1 . 1 0 )  i ( 2 . 1 . 1 3 )  se dobija:

N ^ N ( 2 . 1 . 1 6 )

gdje  snaga N može imati raz l ič i te  v r i jed n o s t i  za razna  k inematsk i  moguća 

polja b rz in a ,  a snaga N je defin isana izrazom:

n
N — x / y d V +  Z t  /  Av dS -  /  x . v .d S  v . d S  =

u p_ l  s _ p ^ ni i S ni T 1
p F s

* r ( n ) *= /  x .v.  dS + /  x . v .dS
c ni i S m m

v s

( 2 . 1 . 1 7 )

i naziva se potpunom snagom s t v a r n ih  p o v r š in s k ih  napona x^ ,  i  ̂ na

zadanim brzinama t j .  na S : v.1 = v *  i na S : v '  . = v * . .  Ti  naponi -  po-
v i i  s ni  ni

v r š in s k i  naponi x . na S i normalni p o v rš in s k i  naponi x . na S su ^ ni v ni s
nepoznati  i nužno ih je naći u toku rešavanja  zadatka  p la s t ič n o s t i . K ine-  

matska teorema ( 2 . 1 . 1 6 )  us tanov l java  g o rn ju  ocjenu snage: potpuna  sna-  

ga dostiže  apsolutn i  minimum za s tv a rn o  polje b r z in e .

Sta t ička  teorema : Neka su kao i u pre thodnom  slučaju cj„, v . ,  e.. -  s t v a -

rna polja koja k a r a k t e r i š u  naponsko-deform ac iono  stanje  k ru to p la s t ič n o g

ti je la .  Razmatra  se statički  moguće polje napona o.. koje zadovo ljava  u n u -

ta r  ti jela d i fe ren c i ja ln e  jednačine  ra vn o tež e ,  a na po v rš in i  S i S -  s t a t i -
F s

čke i mješovite g ra n ičn e  uslove za napone:
I

V o = 0 , x £ V
' ij

x ' . = o .'. n. = x *  . , x g S_
ni ij j m F

(  T ) 1 ( t ) *X . = X .
m ni

, x £ S
s

( 2 . 1 . 1 8 )
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Statički  mogući naponi zadovoljava ju  jednač inu  ( 2 . 1 . 1 0 ) :  

i n
/  o.. ć .. d V + T. /  t ' A v dS = / *  v dS ( 2 . 1 . 1 9 )

ij ij p = i s P S ni i
V w p

Uzimajući u obz i r  da je zbog konveksnost i  p o v rš in e  op terećen ja  ( s l . 2 . 1 . 2 ) :

( o -  o ) v  .< 0 ( 2 . 1 . 2 0 )
ij ij 'J

i oduzimajući  ( 2 . 1 . 1 9 )  od ( 2 . 1 . 1 0 )  dobija se uz uslov t '  <  :

/  x .v *  dS + /  x ^ ^  v * . dS ^ /  x ' . v * d S  + /  x ^ ? ^ v  . dS ( 2 . 1 . 2 1 )
c n i i  S n i ni s n i i  S n i  ni

v s v s

ili N ^ Np ( 2 . 1 . 2 2 )

S ta t ička  teorema u t v r d ju je  da je snaga s tv a r n ih  p o v rš in s k ih  sila na zada-  

nim brz inama veća od snage p o v rš in s k ih  sila koje o dgovara ju  drugom s ta t i -  

čki  mogućem polju napona.

2 . 1 . 3 . 1 . 1 .  E n erg e tske  metode zasnovane na ekstremaln im pr inc ip ima

Za mnoge operac i je  obrade  metala op te rećen je  koje izaz iva  p o t r e b n u  d e f o r -  

maciju je teškc o d r e d i t i ,  tako da je svrs isho dno  razm atra t i  p r ib l i ž n e  meto-  

de ocjene.  Pomoću, u pre thodnom poglav l ju  r a z r a d je n ih  e ks t re m a ln ih  p r i n -  

cipa,  moguće je ustanov i t i  g o rn ju  i donju  oc jenu.

Donja proc jena radnog p r i t i s k a  i deformacione sile o d re d ju je  se po s ta t ičk i  

mogućem polju l inija kl izanja  koje zadovoljava  d i fe re n c i ja ln e  jed nač ine  r a v n o -  

teže,  jednačine  funkc iona ln ih  zavisnosti  napona i b rz in a  deformaci je  i g r a -  

nične uslove za napone, ali ne zadovoljava  k inem atske  u s lo ve .  Gorn ja  p r o -  

cjena radnog p r i t i s k a  i deformacione sile o d re d ju je  se po k in em a ts k i  m ogu-  

ćem polju l inija k l izanja  koje zadovoljava  us love k o n t in u i t e t a  i g r a n i č n e  u s lo -  

ve za p ro jekc i je  b rz in a  pomjeranja ,  ali ne zadovo ljava  us love  r a v n o t e ž e .  Po-  

što je raz l ika  v r i je d n o s t i  dobi jen ih  po metodi g o rn je  i don je  p ro c je n e  r e l a t i -  

vno mala,  a g o rn ju  ocjenu je jed n o stavn i je  d o b i t i ,  to se r j e š a v a n je  n e k ih
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problema u tehničkoj  p ra k s i  može o g ran ič i t i  na v r i j e d n o s t i  dob i jene  meto- 

dom gorn je  proc jene  L80.  135J kada osnovna e n e rg e ts k a  jednač ina  prema

( 2 . 1 . 1 7 )  ima obl ik  :

i c d v  i i;
1 u p=1

T
S

/  & 
S

P
v d S -  /  

P
* h ,  /  ( l )x . v .d S -  1 x .
ni i s ni

s

v .dS =
T i

*

x ,v. dS + 
ni i

v

, ( n ) */  x v . dS 
S ni ni 

s

( 2 . 1 . 2 3 )

Zbog složenosti  vezanih  za računan je  snage u n u t r a š n j ih  sila ide se na u -  

prošćavanje  re la c i je (2 .1 . 23) . U ekstrem aln im  pr inc ip ima ta ideja je dje l imi-  

čno rea l izovana zamjenom snage vezane  za neravn o m je rn o st  deformaci je  

snagom utrošenom na smičućim p ovrš inam a .  U ovoj modif ikac i j i  za r a v a n -  

ski deformacioni  slučaj  se može poći ko rak  dal je [ 80 ] i p re tp o s ta v i t i  da je 

deformaciona oblast razb i jena  na t ro u g lo v e  u kojima deformaci ja  o d s u s tvu je ,  

a izmjena obl ika  se o s tv a ru je  re la t ivn im  smicanjem ovih  b lokova .  Ako se 

još uzme u o b z i r  činjenica da se najčešće dio k o n tu re  S ne mijenja,  osno-  

vna nejednačina ( 2 . 1 . 1 7 )  dobija o b l ik :

/  X  : v i n d S  ^  z /  T | A V *  I dS
S P=1 S s p

v P
( 2 . 1 . 2 4 )

gdje su u S uk l jučene  i k o n ta k t n e  p o v r š in e .  Jednačina  ( 2 . 1 . 2 4 )  je osno-  

vna e n erg e ts k a  nejednačina za ra vn i  deformacioni  slučaj  m odi f ikovane  me-  

tode gorn je  proc jene .  K o n s tru k c i ja  s ta t ičk ih  i k in em atsk ih  polja za defoi— 

macione procese sa složenom geometr i jom je v r lo  o težana .  T a k o d je ,  p r o b le -  

mi se jav l ja ju  ako t reba  uk l ju č i t i  o č v rš ć av a n je  metala ili p a k ,  lokalno oc i je -  

niti  raspored  napona i deformaci ja  po deformisanom u z o r k u .

2 . 1 . 3 . 1 . 2 .  P r im jer  jed nostavne  pr im jene  e n e r g e t s k e  metode p r i

zaprem inskom  deformisanju

Kao što je is takn u to  u (2 .  1 . 3 . 1 . 1 )  pr im jena  ove metode je najčešće  o g r a -  

ničena na konačni stadi jum procesa ,  p r i  čemu se p r e tp o s ta v l j a  da je d e f o r -  

mišući materi jal  p o tpu no  popunio  š u p l j in u  k a lu p a .  U tom ci l ju  se može p o -  

stav i t i  k inematski  moguće pol je b r z in a  v ( r , t )  na sl jedeći  nač in  ( s ! . 2 . 1 . 3 ) :



u podoblasti  I se pre tpos tav l ja  da je v = - v  ( t ) ( < ( l k l  = 1 ) ; u  podoblast i  I I  se 

p r ih v a ta  v=0; u podoblasti  I I I  se b rz ina  b i ra  tako da zadovo ljava  us lov  

nest iš l j ivo s t i . Pri tome se gran ica  podoblasti  I I I  sastoj i iz l in i je  p r e k id a  

tangenci ja ln ih  brz ina  E i od slobodnog od opterećen ja  k ra ja  £ .

S l . 2 . 1 . 3 .  Kinematski  moguća šema z a vrš n e  faze kovanja

Jednačina nest iš l j ivosti  ( 1 . 3 . 2 1 )  u c i l indr ičnom sistemu koord inata  je:

3 v . 3 v 3 v 
r  1 z

T 7 ~  + + +
J _  = 0 ( 2 . 1 . 2 5 )

ili za osnosimetrični  slučaj:

9 ( r v  ) 3 v
_____ r _  _ ____z

3 r  “  ~ 9 z ( 2 . 1 . 2 6 )

Neophodno je p r ik l ju č i t i  još i dva g ra n ičn a  uslova koja sli jede iz n e p r e k i d -  

nosti  normaln ih b rz ina  na površinama p r e k id a  u n u t a r  de formisanog m a te r i -  

jala :

v ^ (z  = h^ + 6 ) = - v ^ ;  v ^ ( z = h^) = 0 ( 2 . 1 . 2 7 )

Rješenje jednač ine  ( 2 . 1 . 2 5 )  će bi t i  t ra že n o  uz p r e t p o s t a v k u :

3 v

i f  = C ( 0  = COnSt ( 2 . 1 . 2 8 )

odakle se uz uz imanje u o b z i r  d r u g o g  g ra n ič n o g  uslova  iz ( 2 . 1 . 2 6 )  d o b i ja :

v (z )  = c (z -  h ) z 1 ( 2 . 1 . 2 9 )



Preostal i gran ičn i  uslov iz ( 2 . 1 . 2 7 )  se može iskor is t i t i  za o d r e d j iv a n je  k o - ,  

nstante  c( t) :

c ( t )  = -  v / 6 < 0 o
( 2 . 1 . 3 0 )

Sada je moguće in tegra l i t i  ( 2 . 1 . 2 6 )  uz uzimanje  u obz i r  uslova v ^ ( r = 0 ) = 0 :

v ( r . t )  = -  21  r 2
( 2 . 1 . 3 1 )

Na osnovu ( 2 . 1 . 3 1 )  i uslova nest iš l j ivosti  mogu se o d re d i t i  komponente  

b rz in e  deformaci je ,  a potoin prema ( 1 . 3 . 3 2 )  i in ten z ivn o s t  b r z in e  deforma  

c i j e :

i
u

/ ------------- /  2 2 7
/  -  e e = /  -  ( —  + ~ +  c ) = - c > 0  ( 2 . 1 . 3 2 )

3 ij ij 3 4

dok će in tenz ivnost  tangenci ja In ih  b rz in a  deformaci je  b i t i :

v = -  </~3 c ( 2 . 1 . 3 3 )

Saglasno energe tsko j  metodi ( 2 . 1 . 1 6 )  moguće je naći snagu N koja odgo-  

vara  postavl jenom,  kinematski  mogućem polju b rz in a  za model k r u t o p la s t i -  

čnog t i jela:

n R h +6
r o 1

N = /  t  y  * d V  + £ i l A v * l d S  = t  /  -f 211rdr /  dz +
v . .  s u p=1 S s p s u ,

V P °  h 1
Ro t c H R ( t )

+  2  t  /  ( - ^ ) 2 H r d r =  -  —  — 2 ------------ C 3  * ^ 3 " 6  ( t )  +  2 R  ( t ) ]
s o 2 3 o

( 2 . 1 . 3 4 )

Snaga p o v rš in s k ih  sila na zadanim brz inama će prema ( 2 . 1 . 1 7 )  bit i

N = x .v. dS = p ( - v k ) d S  = -  v p 
S ni 10 S o ov v

gdje  je P -  po trebna  sila procesa.

( 2 . 1 . 3 5 )

Iz jednačavanieu  ( 2 . 1 . 3 4 )  i ( 2 . 1 . 3 5 )  prema us lovu e n e r g e ts k o g  metoda d o b i -

( 2 . 1 . 3 6 )

ia s e : 2
1 T c II R

P = - s ,  °  [ 3 /~3s  + 2R ]3v o

ili posl ije uzimanja u o b z i r  ( 2 . 1 . 3 0 ) :
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t  1 R 2 * * *
p = — ------ - [  3 / T 6  + 2 R ] ( 2 . 1 . 3 7 )
K 3 6 o

Dobijeno r ješenje  ( 2 . 1 . 3 7 )  se može poboljšat i  ako se uzme u o b z i r  v is k o z n o -  

st materijala ili njegovo o č v r š ć a v a n je . Na p r im je r ,  p r i  razm atran ju  procesa  

u toplom stanju često se razmatra  model v iskop last ičnost i  t i je la .  Ako se 

ograničimo slučajem l ini jske v iskop las t ićnos l i  :

t (Y ) = T + u Y / / 3  ( 2 . 1 . 3 8 )s u s u

analogno se dobija:

P
{ T + S

U V O z - p ) 1 I R
o O

36
[ 3 /~36  + 2R ] 

o

2 . 1 . 3 . 2 .  Var i jacione metode

( 2 . 1 . 3 9 )

Teo r i jske  osnove var i jac ionih  metoda su ra z rad i l i  A . A . I I j u š i n ,  L .M .K a č a n o v ,

I . J . T a r n o v s k i ,  A . A . P o z d e e v ,  O . A . G a n a g o ,  V .D ž o n s o n ,  X . K u d o  i d r .  [ 2 1 ,

22, 29,  58,  77,  80 j . Var i jac ione  metode su zasnovane na iskor išćenju  zako-  

na o održan ju  e n erg i je ,  te su po svojoj p r i ro d i  e n e r g e ts k e .  Ip a k ,  one se odl 

kuju  većim mogućnostima. One omogućavaju da se re la t ivn o  prostim s r e d s t -  

vima dobiju p r ib l i ž n e ,  gorn je  ocjene de formacionih  sila i r a d n ih  p r i t i s a k a .  

Posebno je važno što je pomoću ovih metoda u p r in c ip u  moguće u t v r d i t i  

raspored  napona i deformacija po cijeloj zapremini  t i je la ,  kao i ob l ik  ti jela  

nakon završenog procesa sa uticajem neravnom jernost i  de formaci je .  Doskora  

glavna  poteškoca pr i  primjeni  ov ih metoda je bio složeni  matematički  mehan i -  

zam, ali je ovaj  problem u vel ikoj  mjeri r i ješen primjenom r a č u n a r a .

2 . 1 . 3 .2  . 1 . P r inc ip  minimuma po tpu ne  en erg i je  deformaci je

T i je lu  koje se nalazi  u ravnotež i  pod dejstvom zadanih  sila i pomjeranja  sao-

p š tava ju  se beskonačno mala i n e p re k id n a  pomjeranja  6 u. , usaglašena sa

gran ičn im  uslovima (k inem atsk i  moguća p o m je ra n ja ) .  V ar i jac iona  metoda se 

sada može formulisat i  [ 29 ]  : suma radova  sv ih  spoljn ih  i u n u t r a š n j ih  sila

na mogućim pomjeranj ima oko stanja ra v n o te ž e  je jed naka  n u l i .  Matem at ičk i  

zapis ima o b l ik :



( 2 . i . a o jo. .6c . .dV  -  /  x . i  u, dS = 0 
/  ij ij ni i
V S

gdje  su x . -  komponente spoljnih  sila koje d je lu ju  na površin i  ti jela S.

U uslovima razv i jen ih  p last ičnih  deformacija e last ične deformacije se mogu 

zanemar i t i .  To znači da p rv i  in teg ra l  jednačine  ( 2 . 1 . 4 o )  p redstav l ja  p r i r a -  

štaj  rada koji se troši isk l jučivo na promjenu ob l ika ,  ili p r i raš ta j  rada  

plast ične deformaci je .  U tom slučaju za p ro ra č u n  pr i raš ta ja  deformacija ko-  

r is te  se jednačine Levi -M izesa ( 1 . 5 . 1 2 ) .  Zamjenom ovih jednačina u p rv i  

in tegra l  ( 2 . 1 . 4 o )  uz korišćenje  izraza  za in te n z ivn o s t  napona o ( 1 . 2 . 9 )  

može se dobit i  da var i jaci ja  rada u n u t r a š n j ih  sila ima obl ik .

<5 A = 6 /  o . . e . d V = f  a 6c
V 'J 'J u d V  — /  x <5v dV ( 2 . 1 . 4 1 )  u u ' u

Za slučaj k ru to -p la s t ičn o g  tijela sli jedi  prema Hubei—Mizesovom uslovu p la -  

stičnosti  (1 .4 .  13) da se ( 2 . 1 . 4 1 )  može napisati  u ob l iku :

ć A = o  /  <$e d V  = t /  6y d V  ( 2 . 1 . 4 2 )
u s ^  u s v  u J

Kako u fazi plast ičnog tečenja za nest iš l j ivu  s red in u  var i jac i ja  napona ne 

pro izvod i  rad na s tvarn im  pomjeranj ima to i zraz za var i jac i ju  rada  spoljnih  

sila može bit i  zapisan u o b l iku :

6 A = /  x . 6 u.dS = 6 /  x .u dS 
s _ m i „  n i i

S S

U v r š tav a n jem  ( 2 . 1 . 4 3 )  i ( 2 . 1 . 4 2 )  u ( 2 . 1 . 4 0 )  dobija se:

( 2 . 1 . 4 3 )

T /  Y d V  -  /  x .u .dS ] = 0 ( 2 . 1 . 1
6 [ s v u s ni 1

Var i jac i ja  p o tpu ne  e n erg i je  deformaci je  (ve l ič ina  u uglastoj  z a g rad i )  je je -  

dnaka  n u l i .  Gornja jednačina je osnovna var i jac iona  jednačina pr im i jen jena  

na proces p last ične  deformaci je  i može bi t i  formul isana i na sljedeći  način  

C 29] :  s tv a r n i  ob l ik  ravnoteže  t i jela r a z l ik u je  se od sv ih  mogućih ob l ika  t i -  

me što potpunoj  energ i j i  de formaci je  saopštava minimalnu v r i j e d n o s t .

Jfednačina ( 2 . 1 . 4 4 )  se može dal je p r i l a g o d i t i  za neposrednu p r i m j e n u . Naime,  

uzimajući  u o b z i r  č in jenicu da je v a r i ja c i ja  normaln ih  pomjeranja  k in em a ts k i
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nemoguća C 58] ,  to se var i jac i ja  rada  spoljn ih  sila sastoji isk l ju č iv o  iz v a r i j a -  

cije rada sila k o n tak tnog  t re n ja :

6 A = -  6 A ( 2 , 1 . 4 5 )
s t r

Rad spoljnih sila se niože iz raz i t i  u o b l iku :

A =£ t  /  (u .u . )  1 ^ d S  ( 2 . 1 . 4 6 )
t r  s s , .

gdje  je £ (0  £ 4  1) k o n ta k tn a  funkc i ja  koja zavisi od k o n ta k t n ih  uslova

i odnosa dimenzi ja zone deformaci je .  Ova vel ičina je složena funkc i ja  niza  

mehaničk ih ,  f i z ičk ih  i hemijskih  fa k to ra ,  a moguće je o d re d i t i  isk l juč ivo  

eksper im enta ln im putem.  Iz ( 2 . 1 . 4 4 )  i ( 2 . 1 . 4 6 )  sli jedi

1 /2
/  dV  + C /<5 (u .u . )  dS = 0 ( 2 . 1 . 4 7 )
V u s 1 1

Prema T arn o vsko m  [ 58 I p r in c ip  var i jac i je  iz ražen jednačinom ( 2 . 1 . 4 7 )  može 

se formul isat i  stavom da suma var i jac i ja  u n u t r a š n j ih  i spol jašnj ih otpora d e -  

formaciji  mora bit i  jednaka nu l i .

2 . 1 . 3 . 2 . 2 .  Prav i  var i jac ioni  metod

Ideja ovog metoda je zasnovana na p r in c ip u  minimuma p o tpu ne  e n erg i je  d e -  

formacije i na pr imjeni  var i jac ionog metoda Rica [ 72 , 73 ,  128] . Metod se mo-  

že razd i je l i t i  na nekoliko f a z a :

a) I zb o r  p r ik la d n ih  fu n k c i ja .

Pri je svega potrebno je i zab ra t i  p r i k la d n e  fu n kc i je  koje op isuju  p o -  
mjeranje .  One mogu bit i  i z ab ra n e  za cijelo deformisano t i jelo ili p a k .  
za odvojene njegove dje love za slučaj deformaci je  ti jela složene k o n -  
f ig u ra c i je .  T r e b a  vodi t i  računa  da i zab rane  fu n k c i je  ni jesu p r e k i d -  
ne na granicama susjednih  dje lova deformišućeg t i je la .  Prema Ricu  
opšti  ob l ik  p r ib l iž n e  fu n kc i je  pomjeranja  će imati o b l ik :

u . ; a , ' f 1 ( x l y - z - ) + a 1 f , ( x , y , 2 ) + . . . + a  f  ( x , y , z )  ( 2 . 1 . 4 8 )kn 1 1 2 2 '  n n

gdje  s u : k -  bilo koja od koord inata  x , y , z ;  n -  broj  č lanova  r e d a ;  
a. -  neodredjeni  p a ram e tr i ;  'P. ( x ,  y ,  z) su p r i k l a d n e  fu n k c i je  koje  
moraju biti  odabrane  tako da a p ro ks im ira ju ć u  fu n k c i ju  na na jbol j i  
način p r ib l iže  s tv a rn o j .  Radi toga se p r i  nj ihovom iz b o ru  š i roko  
k o r is te  rezu l ta t i  e k s p e r im e n t a . T a k o d je  t re b a  tež i t i  da ( x , y , z )  
s ad rž e  što je moguće manje v ar i jac io n ih  p a r a m e ta r a .
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D a k le ,  r ješenje  će bit i  i teor i jsko  i p r ib l i ž n o .  T e o r i js k o ,  zbog zasnova-  
nosti na p r in c ip u  minimuma potpu ne  e n erg i je  de fo ram ci je ,  a p r ib l i ž n o  
zbog iskor išćenja  u cil ju uprošćenja  matematičkog a p ara ta  p r ib l i ž n o g  
metoda Rica.

u

b) Računanje  in tenz ivnost i  de formaci je  smicanja y :
Prema ob^ascima ( 1 . 3 . 3 )  na osnovu zadanih  komponenata  pomjeranja  
mogu se naći komponente deformaci je .  Pomoću ( 1 . 3 . 2 9 )  nalazi  se y 
l<no funkc i ja  k oord ina la  i pa ram e lara  a. .  Za neke posebne s luča jeve ,  
vr lo  česte pr i  p ra k t ič n im  zadacima (na p r im je r ,  male deforamci je ,  r a v a -  
nsko deformaciono stanje  i t d . )  y dobi ja uprošćen  obl ik  što olakšava  
dalji  raču n .

c) I n teg ra l jen je  iz raza za rad deformaci je  u n u t r a š n j ih  si la:

Ovdje  treba  s računat i  var i jac i ju  zapreminskog in tegra la  6 f  y d V  koji
V uulazi u var i jac ionu  jednačinu ( 2 . 1 . 4 7 ) .  In te g ra l je n je  je najčešće otežano,  

pa t reba  kor is t i t i  num er ičke  metode,  a u nekim slučajevima p r ib l i ž n o  in -  
tegra l jen je  se može i z v rš i t i  kor išćenjem teoreme o srednjo j  v r i jednos t i  
in te g ra la ,  prema k o jo j :

( 2 . 1 . 4 9 )/  Y dV =* 
' u

V

f  Y dV  
u 

V

koju je moguće naći kada se

ju se iz raz i  koji zavise od obl ika  ti jela 4> , uslova tren ja  u , param etara  
a. ( zavi se od i u) :

pr i čemu je y 
c

neka sredn ja  v r i jednost
'

u mijenja bez naglihi skokova . U nekim
se postiže ako se pr ' i/o izvrš i vari iran je .
i nteg ra 1 j e n je . Poslije in tegra l jen ja i di fe

3 a. /  y dV  = G . , P )
V  u

( 2 . 1 . 5 0 )

d) In te g ra l je n je  rada spoljnih  sila:  

Transformaci jama analogno u c) se dobija

9 1/2 
—  f  (u .u . )  dS = R.(<t , u ) oa. i i ii S

( 2 . 1 . 5 1 )

e) O d re d j iv a n je  parametara  a.:

Postav l ja ju  se ( 2 . 1 . 5 0 )  i ( 2 . 1 . 5 1 )  u ( 2 . 1 . 4 7 )  koji p r e d s t a v l ja  minimum 
p otpu ne  en erg i je  deforamcije

t  G j ^  '  =  0 ( 2 . 1 . 5 2 )

Rješavanjem n o v ak v ih  jednačina u odnosu na n p a ram e ta ra  a. nalaze  
se v r i j e d n o s t i  tih param etara:

v  j ( *  , U) ( 2 . 1 . 5 3 )
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Dakle ,  p a ram etr i  su izraženi  u o b l iku  funkc i ja  ob l ika  d e form išućeg  t i j e -  
la i t re n ja .

f) Računanje  pomjeranja  i de formaci ja :
Zamjenom parametara  ( 2 . 1 . 5 3 )  u ( 2 . 1 . 4 8 )  nalaze se komponente  p o m je ra -  
nja

u = u (<J>, U , x ,  y ,  z) 
x x

u = u  ( < f > , | j , x , y , z )  ( 2 . 1 . 5 4 )
y y

u z  =  u 2  ( ]J .  X ,  y ,  z )

Komponente deformaci je  se mogu naći iz relaci ja ( 1 . 3 . 3 ) .

g)  O d red j iv an je  potpune  sile deformisanja  :

U vel ikom bro ju  slučajeva u obrad i  metala deformisanjem, po tpunu silu 
je moguće dobit i  kor išćenjem zakona o o d rža n ju  e n e rg i je .  Na p r im je r ,  
potpuna  energ i ja  sabi janja ti jela za malu ve l ič inu  dh se sastoji iz rada  
u n u t r a š n j ih  i spol jnih otpora  (nač in  nj ihovog dobijanja je već o p i s a n ) , 
pa se sila odred ju je  obrascern:

F = t s f  d V  + C7 f  - r j -  (U.u . )  1 / 2 dS ( 2 . 1 . 5 5 )V d h s dh  i i

2 . 1 . 3 . 2 . 3 .  Metod konačnih elemenata ( MKE)

Osnovni p r in c ip  na kome se zasniva MKE sastoji se u podjel i razm atranog  

t i jela na konačan broj  elemenata,  tako da se anal izom po jedin ih  elemenata,  

uz p r e tp o s ta v k u  o nj ihovoj medjusobnoj povezanosti  ana l iz i ra  c je l ina.  O v a -  

k a v ,  u suštin i  i n d u k t i v n i  p r i s t u p  je od posebnog značaja kod problema č i -  

ja se opšta r ješenja  ne mogu dobi t i  u zatvorenom o b l ik u .

Ovom metodom se kontinujm sa beskonačno mnogo stepeni  slobode, zamje-  

njuje sa d is k re tn im  sistemom sa konačnim brojem stepeni slobode i a na l iz i ra  

metodama d is k r e t n e  anal ize .  Ovo p r a k t ič n o  znači  da se MKE može s h va t i t i  

i kao način form iran ja  sistema a lg e b a rs k ih  jednačina  pomoću kojeg se a p r o -  

ksimira  od re d jen i  k o n tu rn i  za d a ta k .  Pošto taj način ni je j e d in s t v e n ,  to ni 

formulaci ja  MKE ni je j e d in s tv e n a .  U dal jem r a d u ,  s obzirom na p r i r o d u  r a z -  

m a tran ih  problema posebno je in te res a n tn a  var i jac iona  formulaci ja  [ 93,  89,  

78, 98] .



2 .2 . E KS PE RI ME NT  A L N O - A N  ALI  T  I CK E M E TO D E

Ana l i t ičk im metodama ni je moguće uzeti  u o b z i r  ut icaj  mnogobro jn ih  f a k t o r a ,  

koji od red ju ju  p ro t ican je  rea ln ih  procesa o b rad e  metala deformisanjem,  je r  

se razm atra ju  veoma uprošćeni modeli procesa i de form išuće  s red in e .  S d r u -  

ge s t rane ,  usavršavan jem  teh n ike  mjerenja i s ta t is t ičke  o b ra d e  podataka  

[ 2, 1 9, 68, 62, 1 1 9] omogućilo je da se znatno podigne  n ivo  tačnosti  e ks p e r im e -  

nta lnog o d r e d j iv a n ja , p r i je  svega ,  pomjeranja  i de formaci ja .  Posl jednje je 

uslovi lo sve veće ob jed in javanje  eksp er im en ta ln ih  isp i t ivan ja  i te or i jsk ih  a n a -  

li z a .

E ks p e r im e n ta ln o -a n a l i t ič k e  metode k a r a k t e r i š e  jedna id e ja : na osnovu e k s p e -  

r imenta ln ih  isp it ivan ja  dobit i  funkc i je  koje opisuju pomjeranje  čestica d e f o r -  

macionog t i je la .  Zatim, kor isteći  Koši jeve jednač ine ,  s računat i  deformaci je  i 

poinoću jednačina veze izmedju napona i deformacija o d re d i t i  naponsko s ta -  

nje,  si lu,  napone u ala tu i td.

Metod otpora materi jala plast ičnoj deformacij i

T e o r i js k e  osnove ovog metoda ra z rad io  je G . A . S m irn o v -A l ja je v  [ 5 2 ]  . Ideja  

metoda je zasnovana na p re tp o s tavc i  da se g lavn e  ose deformaci je  i g lavne  

ose napona pok lapa ju ,  t j .  da su tenzor i  de formaci ja  i napona koaks i ja ln i .  

Eksper imenta lno  je us tanovl jeno da je za male deforamci je  ova p re tp o s ta v k a  

p ra k t ič n o  u v i je k  ispunjena,  a za ve l ike  samo u slučaju monotone d e fo rm ac i -  

je.  Na osnovu,  eksper im enta lne  anal ize  k r iv l j e n ja  k o o rd in a tn e  mreže  d o b i ja -  

ju se funkc i je  koje opisuju matematiku procesa ,  a takodje  o d re d ju je  se f u n -  

kci ja o tpora  deforamcije o a zatim pomoću jednačina  plastičnosti  ( 1 . 5 . 1 2 )  

nalaze se naponi o. . ,  opterećen je  alata i td .  Ovom metodom ri ješen je niz  

probleina u OMD [ 68,  52] .

V iz iop las t ičn i  metod

Ovaj metod su predloži l i  E .T o m se n ,  K .J a n g  i Š . Kobajaši  [ 76 ]. O vd je  se 

e k s p e r im e n ta ln o  nalazi  v e k to r s k o  pol je b r z in a  čestica u ž a r iš tu  d e fo rm a c i je ,  

To se može o s t v a r i t i ,  na p r im je r ,  pomoću k o o rd in a tn e  m reže  koja se nanosi



na meridi jalnoj  ra vn i  obrasca ,  nakon čega se isti pos tupno  d e fo rm iše .  Polje 

brz ina  se odred ju je  formulom:

v ~ A u / A t  ( 2 . 2 . 1 )

gdje s u : A u -  pomjeranja  č v o rn ih  tačaka mreže; At -  v r i jem e  de form isan ja .  

Dalji tok pr imjene ove metode o b u h va ta  matematičku o b ra d u  dob i jen ih  č v o r -  

nih b rz in a ,  t j .  dobijan je  zavisnosti  koje za ra va n s k i  slučaj  imaju ob l ik :

v = v ( x # y ) x x

v = v ( x , y )
y y

(2 .2 .2)

Zatim se primjenom ( 1 . 3 . 3 )  nalaze komponente b rz in e  deformaci je .  U cil ju  

odred j ivan ja  naponske sl ike ti jela kor is t i  se relacija ( 1 . 5 . 1 2 )  koja o b e z b e d ju -  

je d e v i ja to rs k e  komponente .  A u to r i  p red lažu  da se za o d re d j iv a n je  normalnog  

napona kor is t i  neka od d i fe ren c i ja ln ih  jednačina ra v n o te ž e .  Više  je osnovana  

L 80 ] pos tavka  o o d re d j iv a n ju  » p re ko  minimizaci je funkcionala  koji i z ra ž a -  

va k v a d r a t  odstupanja  od id e n t ič n o s t i , za d i fe ren c i ja ln e  jednačine  r a v n o t e -  

že. G lavni  nedosta tak  ove metode je u po treb i  za visokom tačnošću relacija

( 2 . 2 . 2 ) ,  s obzirom da se iste dva puta  d i fe re n c i ra ju  pr i  t r a ž e n ju  b rz ina  

deformaci je  i s red n j ih  normaln ih napona, te bi zato u ci l ju u savršavan ja  

metode treba lo  usmjer i t i  isp it ivan ja  u smislu razvoja  pos tupaka  mjerenja  na -  

pona deformisanog ti jela i t o , p r i j e  svega ,  s fernog di jela tenzora  napona.

Metod M u a ro v ih  p ra v ih

Speci f ičnost ovog metoda je način o d red j ivan ja  komponenata b r z in e .  Sušt ina  

metoda je da se pr i  p re k la p a n ju  dv i je  k o o rd in a tn e  mreže o b ra z u ju  k v a z i -  

i r i t e r f e r e n tn e  p r a v e  koje k a r a k t e r i š u  o d s tupan je  u p o re d j iv a n ih  l in i ja .  To  

znači  da je za raz l iku  od d is k r e t n e  v r i je d n o s t i  v iz iop las t ičnog  m e to d a ,o vd je  

dobi jena  kont inua lna  eksper im enta lna  informaci ja .

Kod metode M u a ro v ih  p ra v ih  na p o v rš in u  u zo rk a  se nanosi e ta lon re š e tk e .

Zatim se v rš i  e tapno deformisanje .  Poslije svake  e tape ,  rad n a  r e š e tk a  se

fo to g ra f iše  k ro z  e ta lon sku .  Na fo togra f i j i  se f i k s i r a  sl ika  M u a r o v ih  p r a v i h

pomoću koje je s dovoljnom tačnošću moguće o d re d i t i  pol je b r z i n a .  I p o red

te h n ič k ih  poteškoća ovom metodom su r i ješeni  mnogi složeni  p roblemi  u o b r a -  
di deformisanjem [ 58 , 68  ] .
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3. PRI L OZ I  PRIMJENE T E O R I J E  T E Č E N J A  T A N K O G  SLO JA M E T A L A
U O B R A D I  D E F O R M IS A N JE M

U ovoj g lavi  se razm atra ju  neke nove mogućnosti  p r im jene  teor i je  tečenja  

tankog sloja na procese obrade  de form isan jem . Data su o d g ovara juća  napo-  

nsko-k inem atska  rešenja za re la t ivn o  tanke  e lemente: sa radi ja ln im reb r im a ,  

elemente sa promenlj ivom deblj inom kao i elemente sa promenl j ivom debljinom  

i radi jalnim reb r im a .  Primjena d r u g ih  ana l i t ičk ih  metoda (g lava  2) za reša -  

vanje o v a k v ih  problema koje k a r a k t e r i š e  narušena  osnosimetr ičnost je veo -  

ma otežana,  što je p re d s tav l ja lo  dodatn i  motiv za ova i s t r a ž i v a n ja . Na osno-  

vu p re th o d n ih  rešenja  p re d ložen  je i p r i s t u p  izučavanja  posebne klase p r o -  

blema zapreminskog deformisanja  koji p r e d s tav l ja ju  osnovni ob jek t  našeg  

in te r e s o v a n ja .

3 . 1 .  O S N O V N E  P O S T A V K E  T E O R I J E  T E Č E N J A  T A N K O C  SLOJA M E T A L A

Teori ja  tečenja tankog sloja p last ičnog materi jala koju je pred lož io  A . A . I I j u -  

šin [ 25 , 26J  je jedna posebna v a r i ja n ta  teor i je v iskoznoplas t ičnog  tečenja ko-  

ja se uspješno pr im jen ju je  za p ro ra č u n  procesa obrade  de form isan jem . Na 

osnovu isp i t ivan ja  klasičnog problema Prandt la  ( s . 3 . 1 . 1 )  A . A . I I j u š i n  je 

postavio niz f i z ičk ih  h ip o te z a . Pomoću nj ih je izg rad io  p r ib l i ž n i  matematički  

model koji uspješno opisuje u prvom p r ib l i ž e n ju  nestac ionarno zapreminsko

plast ično teče nje u tankom

/ / / /  / /  / /  / /

sloju (h << n ■ 

Vel
/ / / / / / / / / / / /

h(t) as ' vp
' a s _

/ . / / / / / / / / / / /  / /  j  / / / 7 7
l ( t )

7

S l . 3 . 1 . 1 .  T a n k i  sloj metala

Razm atrane  probleme k a r a k te r iš e  visok i  k o n ta k t i  napon,  a takod je  i e fe k a t

p ro k l i z a v a n ja  plast ičnog materi jala V u odnosu na p ovrš i  3 V |  r a d n ih  t i -
P 1

jela V j  . U sušt in i  pred laže  se model h id ro d in am ičke  tečnost i  čija s vo js tva  

se o d r e d ju ju  vel ičinom osredn jenog  po debl j in i  sloja k o n t a k t n o g  napona p 

i b rz inama u , v  u ravn i  tečenja :
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<L2_
/4 3a

u - u  u - u 2
-  -  { T  -------  + T  ---------

h 1 I AV 2 A
( 3 . 1 . 1 )

! _E
B 3g

— 1 V V 1 V V 2 
h ( T 1 AV + T 2 AV^

( 3 . 1 . 2 )

3 h J _____
Dt + A B 3«

3 1
(h B u )  + AB

( h A v )  = 0

Pl = p_CD) ,  v = V. nl  = 0 3S. G n 3 s_

( 3 . 1 . 3 )  

( 3 . 1 . « )

gdje  s u : A = A ( “ , 8 ) ,  B=B (a ,  6) -  koef ic i jent i  p r v e  k v a d r a t n e  forme osno-

vne  površ i  zadane linijarna g lavne  k r i v i n e  a ,B ; h = h ( a ,  g , t )  -  debl j ina

s lo ja ;8  s = 3 s  ̂ U Ss^ -  k o n tu ra  pro jekc i je  oblasti  tečenja V ^  na osnovnu

p o v r š ;  V, ={ u . , v .  } -  pro jekc i je  b rz in a  k re tan ja  p r v e  i d r u g e  radne  p o v r -

ši na ta n g e n tn u  ra v a n ;  g.  -  koef ic i jent t r e n ja ;  T .=  T^F. ( p/  t^, A V j, y j) ”

tangenci ja ln i  kon taktn i  napon t re n ja ;  AV. = /  ( u - u . ) 2+ ( v _ v ) 2 .

u = / 3 t = o (A , ć ) -  eksper im enta lna  funkc i ja  koja k a r a k t e r i š e  z a v i -
s s s u

snost in tenz ivnost i  napona od stepena  deformaci je  A( a , B,  t ) = l n ( h ^ / h )

i in tenz ivnost i  b rz in e  deformacije def in isane  relaci jom:

€ =  
U

dA
dt

3 A 3 A 3A
9t  + U A3a + V b 3B ( 3 . 1 . 5 )

Za isp i t ivan je  problema postavl jenog jednačinama ( 3 . 1 . 1 )  -  ( 3 . 1 . 4 )  r a z r a -  

djene  su anal i t ičke  metode: metoda analogi je s pješčanim nasipom [ 2 6  ] ,  

var i jac iona  metoda [31 ] ,  metoda k a r a k t e r i s t i k a  pr im i jen jena  na dati  sistem 

n e l in earn ih  d i fe renc i ja ln ih  jednačina sa parci ja ln im izvodima p rv o g  reda  

[ 30, 104 ] , metoda t ransformaci ja  Ležand ra  [ 136 ]  i d r .

Ovd je  će podrobni je  bit i  iz loženi  metoda pješčane analogi je  i metoda k a r a k -  

t e r i s t ik a ,  je r  će ove metode bit i  iskor išćene  za rešavan je  k o n k r e t n i h  p r o -  

blema. U daljem radu. hlće zaaemareno k r e t a n je  r a d n i h p o v r š i u odnosu na 

materi ja l  ( V . = 0 ) ,  a takodje  deformaciono i b r z in s k o  o č v rš ć a v a n je  (o = o =
I ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------— ------------ S-------- s o — .

= const)  . Na kontaktn im površinama se može p o s ta v i t i :

T , = T 2 = T <P>

up P TS/1J (ob las t  Kulonovog t r e n j a )
( 3 . 1 . 6 )

P ž  t*s / u (ob las t  P ra n d t lo v o g  t r e n j a )
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Tada se jednačine ( 3 . 1 . 1 )  i ( 3 . 1 . 2 )  mogu napisati  u o b l ik u :

A3cc
_£ 2T ( p)

h cos 0 d P _ _ 
B 3 B

2T(P)  • 0------sin 0
h

(3.1.7)

gdje je 0 -  ugao izmedju v ek to ra  b rz in e  k re tan ja  materi ja lnog sloja po os-  

novnoj f iz ičkoj  površ in i  i koo rd in a tn e  l ini je n :

COS0 = sin 0 - ( 3 . 1 . 8 )

K v adr i ran jem  jednačina ( 3 . 1 . 7 ) ,  a zatim nj ihovim sumiranjem se dobija ne -  

l inearna d i fe renc i ja lna  jednačina za o d re d j iv a n je  k ontak tnog  p r i t i s k a :

4 t (p)
( ^ - ) 2 + ( ^ ) 2 = -------- —
V A 3 a ' B36  h 2

( 3 . 1 . 9 )

Kada je ko n tak tn i  napon u sloju od re d jen ,  b rz in e  tečenja u i v se mogu 

odred i t i  iz jednačine nestiš l j ivosti  ( 3 . 1 . 3 )  i jednačine:

3 p 3 pu — *- = v -----B38 A9a ( 3 . 1 . 1 o )

Iz jednačina ( 3 . 1 . 7 )  se v id i  da v e k to r  b rz in e  tečenja V ima p ra v a c  s u p r o -  

tan v e k to r u  (g ra d  p) t j .  usmjeren je po l inijama or togonalnim na l inije  

p=const .  Pckr.zuje se opravdan im  uvodjen je  monotone,  rastuće  funkc i je  

P( p)  koja se naziva uopšteni  p r i t i s a k :

P ( p )  = f
d£_

p 2t ( p )
( 3 . 1 . 1 1 )

koja je u potpunosti odredjena kada je poznat zakon kontaktnog trenja 
T= t (p ) . Ako se prihvati takav zakon u obliku (3.1.6), dobija se:

o

P( p)  =

- 1  In 
2 11 °S ITu -  P > ' ‘JoE 0 s

2U1 ln (^Tu _1) +  t T  p
s

Ako je na č itavoj  kontaktno j  p o v rš in i  t ( p )  = -t dobija se:

P(p) = 2 t
/ T

2

( 3 . 1 . 1 2 )

( 3 . 1 . 1 3 )

t j .  P ( p )  -  l in i jska funkci ja  od p.

Jednačina  ( 3 . 1 . 7 )  se može napisati  u e k v iv a le n tn o m  o b l i k u :
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h g ra d  p = -
-►
V

I V 1

otkuda je:
( i - P ) 2  
1 A 3a + (

3 P )2
B36

( 3 . 1 . 1 4 )

( 3 . 1 . 1 5 )

Craničn i  uslovi  ( 3 . 1 . 4 )  mogu imati ob l ik :

a) Dio g ran ice  na kojem nema pomjeranja  u p r a v c u  normale

-► -►

v = V- n l  = 0  n 3 s2

gdje  je n -  normala na k o n tu r u  Ss^.  H' prema ( 3 . 1 . 1 4 )

ap
-----  = 0 na 3s„
3 n 2

( 3. 1 . 16)

( 3 . 1 . 1 7 )

b) Dio gran ice  Bs^cSs^ na kojem nema opterećenja  t j . p = jlj:

P = 0 na 3 s'  ̂ ( 3 . 1 . 1 8 )

c) Dio g ran ice  3 s" = 3s^ p re d s tav l jen  žl jebom na radnoj  p o v rš in i ,  tako da 

u njega može slobodno da ut iče metal;  ako š ir ina  žl jeba ne pre laz i  d e -  

blj inu slcja h,  može se postavi t i  p= 2 ° s » ili:

2°s
P = /   ̂ = const na 3 s" ( 3 . 1 . 1 9 )

o 2t ( p)  1
s

Ako je u prethodnom slučaju ut ican je  metala u žl jeb otežano, p r i t i s a k  p je 

poznata funkc i ja  duž ine  luka p k o n tu r e  3 s'" i tada prema ( 3 . 1 . 1 1 )  će 

b i t i :

p = p (p ) na 3 s'" ( 3 . 1 .2o)

Jednačina  ( 3 . 1 . 1 4 )  i uslovi t ipa ( 3 . 1 . 1 6 )  -  ( 3 . 1 . 2 o )  u k a z u ju  na postojanje  

analogi je medju gr f ikom  uopštenog p r i t i s k a  P u oblasti  tečenja  i g ra f iko m  

pješčanog nasipa .  Naime, ako se na p o v rš in u  o g ran ičen u  k o nturom  a s n a -  

sipa homogeni pi jesak s koef ici jentom t ren ja  f ,  o b r a z u je  se nasip o d r e d je -  

nog obl ika  s visinom z koja se računa u tački  (a  , 6  ) po normali  na osno-  

vnu p o v r š in u .  Jednačina za o d re d j iv a n je  z = z (cc,B ) ima o b l ik :

, _3z 2 9 z 2 _ 2
A 3 a * + * B36 ( 3 . 1 . 2 1 )

Pri odgovara jućem  izboru dimenzi ja p r e g r a d a  na g ra n ic i  3 s moguće je sa
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tačnošću do razmjernog množitel ja o d r e d i t i  uopšteni  p r i t i s a k  P u oblasti  

tečenja.  Uporedj i  vanjem( 3.1 . 1 5) i ( 3 . 1 . 2 1 )  se dobija:

P = ( 3 . 1 . 2 2 )
fh

t j . visina g ra n ičn ih  p re g ra d a  pješčanog nasipa treba da je o d a b ran a  tako

da j e :

z = fh p na 3 s ( 3 . 1 . 2 3 )

gdje se p odred ju je  prema (3 .  1. 16) — ( 3 . 1  -2o)  .

Na taj način formula ( 3 . 1 . 2 2 )  omogućava da se nadje uopšteni  p r i t i s a k  

deformišućeg sloja na osnovu eksper im enta  s pješčanim nasipom. Poslije to -  

ga na osnovu medjusobne jednoznačnosti  funkc i ja  P = P(p ) po formuli

( 3 . 1 . 1 1 )  može se naći s tv a rn i  k o n ta k tn i  napon sloja n aradne  o rg an e  mašine.  

Nivoske l ini je p =const odred jene  iz pješčane analogi je (p ok lapaju  se sa l in i -  

jama z=const)  mogu se p ro jek to va t i  na osnovnu ra dnu  p o v r š in u ,  a zatim po-  

stavl jajući  na nj ih or togonalne  t r a je k to r i j e  dobi jaju se l ini je toka .  Poslije to -  

ga moguće je naći raspored  b rz in a  tečenja u sloju.  To znači da je metod 

analogi je  s pješčanim nasipom u sušt in i  g ra fo a n a l i t ič k i  metod.

Dal je se iz laže metoda k a r a k t e r i s t i k a . Ovd je  t reba  istaći da za razmatran i  

problem oblast Kulonovog t ren ja  čini  u odnosu na p o v rš in u  kontak ta  njen  

neznatn i  dio.  Zato se može postav i t i  T^=T^=  T ' na c ' ie^°i kon tak tno j  po-  

v r š i n i .  To znači  da se razmatra  problem tečenja tankog  sloja postav l jen  je -  

dnačinama ( 3 . 1 . 3 )  i ( 3 . 1 . 7 )  sa g ran ičn im  uslovom na k o n tu r i  3s :

pl=<(P) ,B ( D ) , t) = p (M ) ( 3 . 1 . 2 4 )
G

Kao što sli jedi  iz ( 3 . 1 . 7 )  n ivoske  l ini je p = const su or togon a lne  na l ini je  

toka i važi :

A d a _ u BdB v
ds V ds V ( 3 . 1 . 2 5 )

gdje  je ds element d u ž in e  luka l in i je  to ka .  Ovo omogućava da se p r e d je  

od sistema ( 3 . 1 . 7 )  i ( 3 . 1 . 3 )  na e k v i v a l e n t n i  sistem od d v i je  s k a la r n e  j e d -  

načine u odnosu na p ( a , B )  i modul v e k t o r a  V:



g ra d  p - ( 3 . 1 . 2 6 )

5V.

3 h 1 3 (hBVcosY ) _ _J_ 9 (h A V s in v )  _
~3t AB 9“ AB 38

gdje su : V = -V (c o s  y i + sin v j ) ,  a Y = Y (« /  B , t ) - u g a o  

ka u razmatranoj  tački  oblasti  tečenja i ose a .

Rešavanje  se počinje od jednačine  ( 3 . 1 . 9 )  u odnosu na p:

F ( a ,  S , p , m, n ) = ( ^ - ) 2 + ( “ ^ -  ) 2“ ^ 2 ' a, 8)

2Ts . 3 p 3p
gdje su:! l  = —  > 0. m = £  . n =

( 3 . 1 . 2 7 )

izmedju l ini je to -

= 0 ( 3 . 1 . 2 8 )

K a ra k te r is t ič n i  sistem za ( 3 . 1 . 2 8 )  ima ob l ik :

da J_ m dS _ 1 n SlE _
ds A 2 n ' ds B^ ds ( 3 . 1 . 2 9 )

dm
ds

2
A

S1A3 o
+ T  Ba + “ a

dn m n „
~ — Z -T A + B_ + J2ds n A^ 8 B^ B 8

gdje  se pod s podrazumi jeva duž ina  luka duž k a r a k t e r i s t i k a  a = a ( s ) ,  

8 = 8  ( s ) ,  a donji indeks označava odgovara juć i  izvo d .  Problem ( 3 . 1 . 2 9 )  je 

problem Koši jevskog tipa sa odgovara juć im  gran ičn im  uslovima na k o n tu r i  

3 s oblasti tečenja :

o =a  (u ) ,  6 =g(u ) , p=p( M) ,  m=m( u) ,  n =n (g )  ( 3 . 1 . 3 o )

gdje  se m(P) i n ( p ) b i ra ju  jednoznačno da bi bili zadovoljeni  sl jedeći uslovi  

u regu la rn im  tačkama k o n tu r e  oblasti  s:

d p G d« d 8
d P ~ m dC + n d u

F t a  ( P) ,  8 ( P ) ,  p _ ( u ) ,  m,  n ]  = 0  ( 3 . 1 . 3 1 )

A = F 8 _ - F a ^ 0  
m u n q

T a d a ,  na osnovu lokalne teoreme o posto janju  i j e d in s tv e n o s t i  d e sn ih  s t r a -  

na u jednačinama ( 3 . 1 . 2 9 )  [ 3 0 ]  se može za k l ju č i t i  da r ješen je  problema  

( 3 . 1 . 2 6 ) ,  ( 3 . 1 . 3 )  u okol in i  g la t k ih  tačaka k o n t u r e  oblast i  se pok lapa  sa 

rešenjem zad atka  t ipa Koši ( 3 . 1 . 2 9 ) .
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Uzimajući  u o b z i r  da se k a r a k t e r i s t i k e  sistema ( 3 . 1 . 2 9 )  pok lapa ju  sa l in i ja -  

ma toka,  sistem ( 3 . 1 . 2 9 )  se može napisat i  u e k v iv a le n tn o m  o b l ik u :

da _ cosY d B _ sin y dp  _ ^ 
ds A ' ds B ' ds

( 3 . 1 . 3 2 )

-iY 1 n8 1--—  -  —7T— ( -  —— sin Y+ ——  cos Y ) + -— -(A„ cos y -  B siny)  ds « A B AB 6 a

Korišćenje uslova d p / d s  = n >  0 ,omogućava da se sistem ( 3 . 1 . 3 2 )  napiše  u,  

za rešavanje  pogodnijem v idu  :

d a cos Y d8 sin y ds 1_

dp " Af! ' dp B n dp n

d Y
^ ( -

o
~A S' nY

n
+ -B. COSy ) +

■i
- n _( A„ COSYdp n ^ /A B A o  1( D

(3 .  1.33)  

E a s i n y )

Za o d re d j iv a n je  y ( ^ ) služi  uslov koji sli jedi  iz ( 3 . 1 . 3 1 ) :

đpc
——  -  -  S!cos w (ti) ( 3 . 1 . 3 4 )du

2 2 . . _
gdje je (dp  /d  u ) < f! . Ovd je  je u (u ) = < (V°t ° ) -  ugao izmedju p ravca  c»

"v n ->ol ini je toka V u i poz i t ivnog pravca  tangente  t  u  razmatranoj  tački k o n tu r e ,
~ -> o

a Y (P ) = n + [  < (a , t ) -  to (jj ) ] .  Rešavanjem sistema ( 3 . 1 . 3 3 )  o dred ju je  

se mnogolistna površ ina  ( a , 6 ,  p) pomoću koje je moguće, na osnovu p r i n -  

cipa jed ins tvenog  p r i t i s k a ,  o s tv a r i t i  p o k r iv a n je  oblasti djelovima k a r a k t e r i -  

stičnih k r i v i h .  Ove k r iv e  polaze od g ra n ice  oblasti  tečenja do r e b r a ,  t j . 

l ini je sastav l jene  iz tačaka p res jeka  bar  d v i je  k a r a k t e r i s t i č n e  k r i v e .  Za r e -  

šavanje  problema t ipa ( 3 . 1 . 3 2 )  u l i t e ra t u r i  su poznate  kako tačne,  tako i 

p r ib l i ž n e  metode (na p r im je r ,  metod R u n g e - K u t a ) .

Jednačina  ( 3 . 1 . 2 7 )  duž poznate  k a r a k t e r i s t i k e  ( 3 . 1 . 3 3 )  se može zapisati  u

o b l i k u :
dVV
ds VVV - w ( 3 . 1 . 3 5 )

gdje su:
W(s)  = h (cc ( s ) , 8 ( s ) ) . V ( s )

f  = —— r
AB *■

3 (Bcos y ) 9 ( A sin y

9 h 
3 t

36

( 3 . 1 . 3 6 )
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Odgovara jućim t ransformaci jama [3 0 ,  104J s g  moza dobi t i  u o b l i k u .

>Ms) = -

1 3 A

R (s ) RB
cosy R sin Y ( 3 . 1 . 3 7 )

)
■1 , 1 3 B -1 . . . .

Rr = ( ; — ) -  tangenc i ja ln i  rad i jus i  k r i -gdje su Ra -  ( AB 36 > , ' AB 3a

vine  a i B na osnovnoj p o v rš in i ,  a 1 / R ( s )  -  tangenci ja lna  (geodezi jska)  

kr iv in a  n ivoske l inije p(u , B )= c o n s t .  Smatrajuć i  f  = T ( s )  poznatom f u n k c i -  

jom može se in teg ra l i t i  jednačina ( 3 . 1 . 3 5 ) :

gdje  su:

W(s) = h ( s) V(s)  = A J  ̂ ( s ) -  J ^ ( s )

J (s)  = exp  ( -  /  t ( s ' ) d s ' )  , 
so

s s
J (s )  = /  o) (s")  exp  ( -  f'V (s ' jd s ' jd s"  

2

( 3 . 1 . 3 8 )

a za o d re d j iv a n je  konstante  in tegra l jen ja  A kor is t i  se uslov g ran an ja  teče-

nja w(s=s , ) =0 u neporebra
odredjen im tačkama r e b r a .

nja w (s=Sr r g )=0 u nePo z n a t 'mr n°  u toku  rešavanja  sistema ( 3 . 1 . 3 3 ) ,

3 . 1 . 1 .  Presovanje  k ru ž n o g  diska  k o n stan tn e  debl j ine

Za ovakav  slučaj  deformisanja  jednačine  ( 3 . 1 . 7 )  i ( 3 . 1 . 3 )  teor i je  tečenja
2 2 2

tankog  sloja će imati ob l ik  ( u = u ( r , t ) ,  v=0,  p = p ( r , t ) , d s  = d r  + rd  , A=1,

2 t
(3 .1  .39 )

3r  h ( t)

Du u 1 dh—  + — + — -------
3r r h dt (3 .1  .40)

gdje  su ve l ič ine  p i 

P(p)

P ( p )  vezane  medjusobno relacijom ( 3 . 1 . 1 3 ) :

p _ / T
2  t  2

s
( 3 . 1 . 4 1 )

Za slučaj  slobodnog tečenja g ra n ič n i  us lovi  će imati o b l ik :

P ( r  “  R ( t M )  = Og ( 3 . 1 . 4 2 )

Rješenje ovog zadatka  ( s l . 3 . 1 . 2 )  se sada može r e la t iv n o  lako o d r e d i t i :
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u ( r ,  t)

p ( r ,  t)

J_ dh r  . 
h d t  7

dA
dt

2 t

° + FTTT (R ( t ) “ r)

( 3 . 1 . 4 3 )

( 3 . 1 . 4 4 )

S l . 3 . 1 . 2  - Presovanje  k ru ž n o g  diska  konstan tne  debl j ine
1 -  l ini je konstantnog  p r i t i s k a ,
2 -  l ini je toka

Lini je toka su u ovom slučaju rad i jus i  koji polaze od cen t ra  k r u g a ,  a l ini je  

konstan tnog  p r i t i s k a  su koncentr ičn i  k ru g o v i  ( s l . 3 . 1 . 2 ) .  Sila potrebna  za 

dobi janje  d iska  debl j ine  h = h ( t )  i radi jusa  R = R ( t )  će b i t i :

2 11 R R
Q = /  /  p ( r , t ) r d r d f  = 211 /  r p d r  = H R o [1 + —

o
] ( 3 . 1 . 4 5 )

o o

Saglasno analogi j i  s pješčanim nasipom ako se na k r u ž n u  ploču rad i jusa  R 

bez g ra n ič n ih  p r e g r a d a :

z = z ( r = R ) = f h  P ( p ) l  =fh  -  ^ )  I = 0
G p = o 2 x 2 p= o

( 3 . 1 . 4 6 )

nasipa homogeni pi jesak s koef ic i jentom t re n ja  f ,  dobi jena zaprem ina  V n a -  

sipa uz o d govara juću  razm jeru  daje p o t r e b n u  silu p re so v a n ja  Q .  I za is ta ,  

iskor is t ivš i  ( 3 . 1 . 2 3 )  i ( 3 . 1 . 4 1 )  dobija se:
R R

V = 211/ r z ( r ) d r  = 211/ r f h f - 2 -  -  — ) d r  = — ( Q -  n R 2 o ) ( 3 . 1 . 4 7 ;
2  t  2  s 2 T

te će sila p resovan ja  b i t i :
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Q = -------— +JI R2 o ( 3 . 1 . 4 8 )
fh s

3 . 1 . 2 .  Presovanje  k ru ž n o g  diska  k o nstan tne  deb l j ine  sa radi ja ln im rebr ima

U fabr ičk im uslovima se v r lo  često susr i jeće  t ip u zorka  čiju geometr i ju  k a -  

ra k te r iš e  znatno veći p r e č n ik  od v is ine ,  a koji je uz to ojačan simetrično  

postavl jenim radi jaln im rebr ima koja mogu biti  promjen l j ive  v is in e .  Za o v a k -  

ve komade je p ro ra ču n  nap o n s ko -k in e m atsk ih  parametara  s tandardn im  inže-  

njersk im ana l i t ičk im metodama veoma o težan .  O vd je  je n a p ra v l je n  pokušaj  

pr i lagod javan ja  teor i je  tečenja tankog sloja narad i ja lno  ojačan k r u ž n i  d isk  

kao modelskog p re d s t a v n ik a  pomenute klase uzoraka  . Nastojala se o s t v a r i -  

ti sprega dva k r i t e r i ju m a :  k o rek tn o s t  i jednostavnost  t ješenja .  Pres jek  r e -  

bra  odpreska  je najčešće takav  da se ona blago konično sužava ju  ali se za 

sada ograničavamo usredn javan jem  š ir ine  r e b r a ,  t j .  razmatra  se <5 = 6 Q=const .  

( s l . 3 . 1 . 3 ) .  Neka je N - b ro j  simetrično postav l jen ih  žl jebova kalupa  i tada će 

ugao zahvata  sektora  izmedju sus jednih  žl jebova bi t : :

^ N  = ^ T '  N = 3<14' 5 ( 3 . 1 . 4 9 )

Radi jednostavnosti  razmatra  se slučaj  jed nost rane  ož l jeb l jen o st i . Neophod-  

ne geometr i jske  vel ič ine su označene na ( s l . 3 . 1 . 3 ) .

S l . 3 . 1 . 3 .  S ek to r  ož l jebl jenog d iska
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Proces se modelire tako što se smatra da u početku  dolazi  do sabi janja  

diska dok se ne dost igne  o dgovara juć i  rad i jus  R = R H (I  faza)  . Pri  dal joj  d e -  

formacij i radi jus R se ne mijenja,  već se na račun smanjenja v is ine  h = h ( t )  

vrši  popunjavanje  ž l jebova.  Slobodno popun javan je  žl jeba ( I I  faza)  se v rš i  

sve dok metal ne dotakne  n jegovu g o rn ju  g r a n ic u .  Nakon toga nastupa  po-  

tpuno popunjavan je  žl jebova ( I I I  faza)  koje se v rš i  postupno od kra ja  diska  

ka njegovom c e n t r u .  Konačna faza procesa ( I V  faza) se k a r a k t e r i š e  is t isk i -  

vanjem metala u c en t ra ln i  magazin i očigledno može se modelirat i  kao proces  

sabijanja k ru ž n o g  diska sa tečenjem ka c e n t r u  k r u g a .

Rješenje faze I se poklapa sa r ješenjem zadatka  ( 3 . 1 . 1 ) .  Prelaz od faze I 

ka fazi II se modelski  k a r a k te r iš e  naglom promjenom linija toka u s ek to r i ja -  

Inoj ob last i .  To znači  da u momentu t ^ f k r a j  I faze)  p r i t i s a k  p ( r , t  ) i sila 

deformaci je  Q ( t ̂ ) t r p e  skok:

A p t r . t ^ )  = p ( r ,  t^+0) -  p ( r ,  t  ̂- 0 ) 

A Q ( t  1 = Q ( t  +0) -  Q ( t ^ - 0 )
( 3 . 1 . 5 0 )

gdje  su : p ( r , t ^ - 0 )  i Q ( t  ̂— 0) dati  relaci jama ( 3 . 1 . 4 4 )  i ( 3 . 1 . 4 5 ) .

I tako za o d re d j iv a n je  u , v  i p u oblasti  s ( r , T  )=  { ( r . T ) !  0< r< R  ,

-  Y /2 < T < T /2 } u t r e n u t k u  t +0 na raspolaganju  su jednač ine  ( 3 . 1 . 7 )  
N N 1

i ( 3 . 1 . 3 ) ,  a takodje  i g ran ičn i  uslovi  ( s l . 3 . 1 . 4 ) :

3 ti
2o

s ( 3 . 1 . 5 1 )

Prv i  g ran ičn i  uslov je u z ro k o va n  nemogućnošću k re ta n ja  metala u p r a v c u  

normale,  a d r u g i  se može p r i h v a t i t i  [ 2 6 ]  za ž l jebove za koje je š i r in a  6 

reda vel ič ine  h.  Dio g ran ice  3 s  ̂ je l ini ja konstan tnog  p r i t i s k a ,  te  će prema  

jednačinama tečenja u tankom sloju ( 3 . 1 . 7 )  l inije toka bi t i  o r to g o n a ln e  na 

3 s . S d ru g e  s t ran e  poznato je da p r i  h=const l ini je toka će b i t i  p r a v e .

Iz simetri je  oblasti  S ( r .  ) i g r a n ič n ih  uslova na 3 s  ̂ sli jedi  da će ra d i ju s  

H3 = 0 bit i  l inija g ra n an ja  tečenja .
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S l . 3 . 1 . 4 .  S ek tor  diska u fazi I I .

Polje b rz ina  V se tada može naći in tegral jenjem uslova nest iš l j ivosti  ( 3 . 1 . 3 )  

koje će za slučaj  izbora osa prema ( s l . 3 . 1 . 3 )  t j .  us lovu v=0,  u = -  V b i t i :

dh + d ( hu) _
dt ds

( 3 . 1 . 5 2 )

r i f l 1 dh ( 1u (s )  = U ( S ) -  -  —  (s - s  )
p h d t  p

( 3 . 1 . 5 3 )

gdje  je 0 ^ s ^  s . Vel ičina s se mjeri  od g ra n ice  ti jela i j ednaka  je:

s = s ( r  ) =p p G
r G ^ g ^ N ^2 0< r <  R cos 'P /2

/ R 2 - r 2.
N

R cos 'P /2 r <R N G
( 3 . 1 . 5 4  )

a u ( s  ) = 0 -  uslov g ran jan ja  tečenja u tačkama r e b r a  rast ican ja  ( T  = 0 ) . 
P

Polje p r i t is ak a  saglasno ( 3 . 1 . 3 2 )  duž  l ini je toka će b i t i :
2i

p ( s ,  r ) = 2 o + G s h ( 3 . 1 . 5 5 )

gd je  je s -  duž ina  luka duž r a z m at ra n e  l ini je toka;

'P
s ( r c . Y c , r , f ) = r  sin ( - ^ — 'P)

te se ( 3 . 1 . 5 5 )  može napisati  u o b l ik u :
2 t VP N

p ( s )  = p ( r , ' f )  = 2 o +  — r s jn ( —— - T )
s n 2

( 3 . 1 . 5 6 )

Opšta  sila deformaci je  ra zm at ra n o g  sek tora  će b i t i :

( 3 . 1 . 5 7 )
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R ^ N /2 R H V 2 ? t .
Q M( t + ° ) = 2 /  /  p ( r , ' f >) rdrd^P = 2 /  / [  2 ^ +  h

N  1 O  O  °  °
T N

s r s i n ( y -  ,P ) r d r d f =

= o 'f’ R [1  + 
s N

_4____R_
3 /3  h?

( 1-cos —— )j ( 3 . 1 . 5 8 )
N

Sumarna sila presovanja  će b i t i :

q ( t , +o) = n Q N ( t l + o) = 2 n ô r2 M + TT (1_cos ~T]1 (3-'-59)
N

Skok sile izmedju faza I i II na osnovu ( 3 . 1 . « 5 )  i ( 3 . 1 . 5 9 )  je odred jen  re la -  

ci jom:

A Q . = n R o [ 1  +I -  11 s
2 R

3 /~ J  h-K A ] ( 3 . 1 . 6 0 )

9 d je je:
ii T N

A = — -  (1 -cos —— )-1  ( 3 . 1 . 6 1 )
T N

i zavisi  od broja ž l jebova.

Neka je t -  t r e n u t a k  za v rš e tk a  faze II ili moment kada je metal dod irnuo  

v r h  žl jeba.  U razmatranom slučaju kada je u d u b l jen je  duž  žl jeba def in isano  

zakonom ( s l . 3 . 1 . 3 ) :

H ( r , - )  = H + ( R - r  )tg<I> ( 3 . 1 . 6 2 )

može se p r ih v a t i t i  da pr i  N ^  3 popun javan je  žljeba će se v r š i t i  od p e r i f e -

r i je ka c e n t ru  diska  (faza I I I ) .  Neka je u t r e n u t k u  t ( t 2< t < t^) popunjen

žl jeb na di jelu  r *  < r < R ( s l . 3 . 1 . 5 ) .  U tom slučaju će se sila tečenja u

podoblast i  { ( s . r  J l  0 < r  „ < r ,  } poklapati  sa r ješenjem u fazi 11, a u 
G G G

preostalom di jelu  ( r *  < r < R) l ini je tečenja se z rakas to  p r o s t i r u  iz tačkeG G
( r  = r *  , s = 0 ) ;  l ini je konstan tnog  p r i t i s k a  će bit i  date  sistemom k o n c e n t r i -

G G
čnih  k ru ž n ica  sa centrom u toj ta č k i .

Saglasno [ 26] može se p r i h v a t i t i  da je s redn j i  p r i t i s a k  metala r e b r a  na dno  

žl jeba m.j0s gd je  je m̂  -  k a r a k t e r i s t i k a  geometr i je  žl jeba i s tepena  n jegove  

p o p u n je n o s t i , te će biti  na popunjenom di je lu  g ra n ic e :

p ( r l  < r  < R,  s = 0) = (2 + m ) o ( 3 . 1 . 63 )U G 1 S

Analogno ( 3 . 1 . 5 3 )  i ( 3 . 1 . 5 5 )  r ješenje  će imati o b l ik :



6 2 .

S l . 3 . 1 . 5 .  Sektor  diska tokom faze I I I

u ( s - r c ) = ' S  5T(s_sp ( r c ) )  - sp ( r c ) = r c (9 V 2
2T

p ( s , r _) = 2o +
pr i  0 < r  < r *  (3.G G

u ( s , r £ J

p ( s , r *  )Lj

1 dh _
-  r  —  (s -s  ( r*J ) h dt p G

2t P ri r Q< r G<R
( 2+m )o + —  

i s h

(3 .1

p r i  čemu obl ik iz raza s (r *J  zavisi  od položaja tačke  r * .p t i Li

U koordinatama (r,vp) će b i t i :

1 dh 'P N
u ( r -'f )  = '  h m  r s in (  ~ _ , f )  _ sp

2 \  T n
p(r,S>) = 2 o + r sin (  — -? )

( r . f )  6 s (1 ) (3.1

1 rlh /  7 * 2
u ( r , T ) = -  -  —  [ / r * 2 sin (?  / 2 - f  ) + ( r - r  c o s ( f  / 2 -  ? ) )  -  s ( r * J  ]

h d t G  N G N
2 T

p l r , ^  J ^ f Ž + m ^ ) 0 ^ +  —0 + / ri2sin2(vp i2 _vp) + (r_r* CQS( vp /2-?))
N

( 2 )

( 3.

G ‘ N '  ' ' '  ‘ G ‘ N

Relaci ja ( 3 . 1 . 6 7 )  se odnosi na s ' ~ J, i može se svesti  na o b l ik :

u ( r . f ) = -  FTdT?c^ ,'2+rc  ■ 2r  r £ cos( , fN / 2 - ' f )  -  i p ( r y  3 ( 3 .

+ r Ć 2-  2 r r c C° S ( t N / 2 -'f )

1.6/1)

.65)

.6 6)

1.6  7)

1 .68 )

p ( r , v f ) =  ( 2+m^) o s ( 3 . 1 . 6 9 )
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Konačno, poslednju IV  fazu  procesa ( is t isk ivan je  u c e n t ra ln i  magacin) k a -  

ra k te r iš e  centra lno  tečenje metala ( r *  = 0 ) .  Lini je toka su zraci  koji polaze  

iz cent ra  k ru g a  a l ini je konstan tnog  p r i t i s k a  kon ce n tr ič n e  k r u ž n ic e  (s l .

S l . 3 . 1 . 6 .  Sl ika tečenja na k ra ju  deformisanja

Rj ešenje će imati ob l ik :

u ( r , T )  = 4  ^  ( r - R )  h dt

p l r , ^ )  = (2 + m )
2 r ( 3 . 1 .7o)

Na k ra ju  može se dobit i  i p o t reb n a  sila d e fo r m is a n ja :

r 2 n 2 2+m
Q. = f  f  p ( r ,Y ’ ) r d r d ' f  = 1 n R o [ “ -2 + 2

o o

______R
3 /3  h

-] ( 3 . 1 . 7 1 )

T r e b a  istaći  da se d i jagram k o n ta k t n ih  napona i p o t reb n a  sila u fazama  

I I I  i IV mogu uspješno in t e r p r e t i r a t i  primjenom metode pješčane analog i je .

Kao što se vid i  iz p re thodnog  di jela ovog p a r a g r a fa  problem r ješavan ja  zadata-  

ka presovan ja  razm atrane  klase u zo raka  sa rebr im a svodi se na o d r e d j i -  

vanje  g ra n ičn ih  uslova na k o n t u r i ,  a potom se rešava  po teor i j i  tečenja  t a -  

nkog sloja metala.  O v a k a v  p r i s t u p  omogućava da se izborom o d g o v a r a ju ć ih  

g ra n ičn ih  uslova uzme u o b z i r  kon ičnost  ž l jeba ,  t j .  k o n t a k t n o  t r e n j e  na 

njegovim zidovima:
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p ‘ r c . t » =

2 H * ( r  , t)
T * djel imično popunjen i  ž l jeb

s

2 rj +
2 H ( r c , t )

hTt)

( 3 . 1 . 7 2 )
t  + » popunjen i  ž l jeb

gdje su H ( r  ) -  visina udubl jen ja  žl jeba,  H * ( r  ) -  tekuća v is ina metala 
G G

u ž l jebu .  Na taj način ,  o d red j ivan je  n ap o n s ko -k in e m atsk ih  fak to ra  se svo-  

di na rešavanje  jednačina tečenja u tankom sloju razm atrane  oblasti  sa gra -  

ničnim uslovima ( 3 . 1 . 7 2 )  koji se uspješno rešava metodom k a r a k t e r i s t i k a  

[104 ]  .

3 . 1 . 3 .  Presovanje  k ru žnog  diska promjen l j ive  debl j ine

Razmatra  se osnosimetrično tečenje (——- = 0) u oblasti (0 < r < R ( t ) ) ,  ta -  

nkog sloja promjen l j ive  debl j ine h = h ( r , t ) ( h  << R) . Jednačine ( 3 . 1 . 7 )  i

( 3 . 1 . 3 )  uz gran ičn i  uslov [2 6 ]  će za ovaj  problem imati ob l ik :
2 t

dp S
8r  h ( r , t )

—  + — + 1 dh
9r r h ( r , t ) dt ( 3 . 1 . 7 3 )

p ( r = R ( t ) ,  t) = ko

gdje  je k konstanta  zavisna od uslova na g r a n ic i .  V is ina  h = h ( r , t )  je o d r e -

djena obl ikom ra dn ih  p ovrš ina  ( h ( r , t  ) )  i brz inom nj ihovog pr imicanja  (v  ) :
o o

h ( r ,  t) = h ( r ,  t ) -  v t 
o o ( 3 . 1 . 7 4 )

• P retpostav l ja  se da u uslovima potpunog ko n ta k ta  sa radnim površ im a  teče

k r u ž n i  sloj sa zadanim početnim geometr i jsk im  k a r a k te r i s t i k a m a  : 0 < r < R ( t  ) e R ,
o o

h = h ( r , t Q) .  Rešenje zadatka  ( 3 . 1 . 7 3 )  će imati ob l ik :

u ( r , t )  = -  -  /
dh

r  o h ( r , t )  d t
d r

R ( t )  2 7S
p ( r , t ) = k w + r ---------- d r

s J

( 3 . 1 . 7 5 )

( 3 . 1 . 7 6 )s { h ( r , t )

gdje  je R = R ( t )  -  tekući  rad i ju s  koji o g ra n ič a v a  ob last  tečenja  i o d r e d j u je  

se rešavanjem d i fe ren c i ja ln o g  prob lem a:
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dR
dt

u ( R ( t ) ,  t)

R ( t= t  ) = R o o

r
h( r ,  t)

dh
—  d r  dt

( 3 . 1 . 7 7 )

Konkre tna  računanja  će biti  sp rovedena  za slučaj  u zo rk a  konusnog obl ika  

( s l . 3 .  1 .7 )  .

S l . 3 . 1 . 7 .  Konusni odpresak  

Promenlj iva vis ina u zorka  je defin isana relaci jom:

h =const 0 r < r
o a

h ( r ,  t ) = {
°  h -  2 ( r - r  ) tga r r  < R ( t ) o a a o

( 3 . 1 . 7 8 )

pr i  čemu se p re tp o s tav l ja  da je Rq > r^ .

Uzimajući  u obz i r  d r u g u  jednač inu  sistema ( 3 . 1 . 7 3 )  i relaci ju  ( 3 . 1 . 7 4 )  za 

b r z in u  tečenja u ( r , t )  se može p o s t a v i t i :

0 u u 1 , D h . D h
—  +  —  +  --------------------------------------------------------------------- (  —  +  —
3 r  r h - v  t - 2 ( r - r  ) t g a 3 t 3 r o o a

r  < r < R ( t) 
a

( 3 . 1 . 7 9 )

Na osnovu ( 3 . 1 . 7 8 )  iz ( 3 . 1 . 7 9 )  se d o b i j a :

3u—  + 
3 r •M r ,  t )  u

v
o

h - v  t -2 ( r - r  ) tg a o o a

gdje  j e :

<Mr, t )
_1
r

2 tg a
h - v  t - 2 (i— r o o a ) tg ot

( 3 . 1 . 8 o )

( 3 . 1 . 8 1 )

Relacija ( 3 . 1 . 8 o )  je l ini jska nehomogena d i fe re n c i ja ln a  jed nač ina  p r v o g  r e d a  

Njeno r ješenje  se može dobi t i  metodom v ar i ja c i je  k o n s t a n t i :
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u ( r . t )  =
v r 

o
c ( t )  

_ Q ___
2 h - v  t -2 { r - r  ) tga  rT h - v  t - 2 ( r - r  ) t g a  ] 

o o a o o a

( 3 . 1 . 8 2 )

U drugom di jelu oblasti tečenja na osnovu ( 3 . 1 . 7 3 )  i ( 3 . 1 . 7 8 )  će b i t i :

v
D_u u _______
3 r r h - v  t o o

= 0 ( 3 . 1 . 8 3 )

Rješenje ove d i fe renc i ja lne  jednačine je:
v

, ■. r ou ( r , t )  = -
2 h - v  t 'o o

0 < r  < r ( 3 . 1 . 8 4 )

Tada će r ješenje  ( 3 . 1 . 8 2 ) ,  nakon odred j ivan ja  c ^ ( t ) —0 iz uslova n ep rek id n o -  

sti u ( r , t )  pr i  r = r  , poprimit i  obl ik:3

u ( r , t)  =
v r

o
2 h -  v t -2  ( r - r  ) t g a 

o o a
r < r < R ( t )a ( 3 . 1 . 8 5 )

Polje p r i t isaka  prema ( 3 . 1 . 7 6 )  će b i t i :

p ( r , t ) —

t  h - v  t -2  { R - r  ) tg a
k o ------- 5- In 5-------------- 5----------- r < r < R ( t )

s t g a h - v  t - 2 ( r - r  ) tg a 3

kn “s tga

o o

r h - v  t -2  ( R - r  ) tg a s , o o a
n ----------- :------------------------ +

( 3 . 1 . 86 )

h - v  t 
o o

---------- T- ( r  - r )  , 0< r< rh - v  t a a
o o

Potrebna sila se može naći in tegrac i jom p r i t i s a k a  po p o vrš in i  d e js tv a :

r R ( t )
a

Q ( t) = ? 1 [  /  p ( r , t ) r d r  + /  p ( r , t ) r d r ]  ( 3 . 1 . 8 7 )
o r a

gdje  se u iz raz  ( 3 . 1 . 8 7 )  uk l ju ču ju  re laci je  ( 3 . 1 . 8 6 ) .

3 . 1 . 4 .  Presovanje  k ru žn o g  diska  p ro m jen l j ive  deb l j ine  sa rad i ja ln im  re b r im a

Razmatra  se problem analogan izloženom u ( 3 . 1 . 3 )  uz d o p u n u  ra d i ja in ih  r e b a -  

ra pos tav l jen ih  na di jelu ( r  < r< R )  prema ( s l . 3 . 1 . 7 ) .  Z a d a t a k  se r ješ a va  uz  

p r e tp o s ta v k u  da je popunjena c je lokupna  zaprem ina  medju ka lup im a  osim 

ž l jebova,  t j . posmatra se t r e n u t a k  n a ru š a v a n ja  s imetr ičnost i  p ro c e s a .
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U tom slučaju u podoblasti  s ^  smještenoj ka c e n t r u  k r u ž n o g  d iska  l ini je

toka će biti  p re d s tav l jen e  (sa izuzetkom malog d i je la ) ,  z rakas t im  prav im a

koje k o n v e rg i ra ju  ka tački  ( r  = r , s=0 ) ,  a n ivoske  l ini je kon stan tn o g  p r i -
°  3  ( 2 )

t iska koncentr ičn im krugovima ( s l . 3 . 1 . 8 ) .  U podoblast i  s l ini je toka

kao što je poznato će biti  or togonalne  na ožl jebl jeni  dio k o n t u r e  ( r  < r  ,<R)a Cj
za koji važi gran ičn i  uslov p = 2 o^=const.

S l . 3 . 1 . 8 .  Sl ika tečenja u fazi popunjavan ja  rebara

Zbog svojstava  jednačina tečenja u tankom sloju p r i  promjenl j ivoj  debl j ini  

h = h ( r )  [ 2 5 ,26 ]  l ini je toka se i s k r iv l ju ju  u s t ra n u  smanjenja deb l j ine  sloja 

i zato ni jesu u opštem slučaju p r a v e  l in i je.  Mogu se o d red i t i  r ješavanjem  

k a ra k te r is t ič n o g  sistema jednačina ( 3 . 1 . 2 9 )  a zatim r ješavanjem in tegra la  

( 3 . 1 . 3 8 )  duž  sada poznatih  k a r a k t e r i s t i k a . R ješavanje  sistema običnih  d i -  

fe renc i ja ln ih  jednačina ( 3 . 1 . 2 9 )  pr i  dat im h ( r , t )  i s ( r , t )  sa odgovara juć im  

gran ičn im  uslovima se v rš i  numer ičk i  (na p r im je r ,  metodom R u n g e - K u t a ) .  

Posebno in te resantna  je završna  faza deformisanja  koju k a r a k t e r i š e  ce -  

n t ra ln o  ist icanje  metala. Slika tečenja je analogna p r ika z a n o j  na ( s l . 3 . 1 . 6 )

; ova faza je p ro raču n ska  sa aspekta  ocjene p o t re b n e  sile p rocesa .  P o t re -  

bno je o d re d i t i  ko n tak tn i  p r i t i s a k  p ( r , t )  a takod je  i b r z i n u  tečenja  u ( r , t )  

koji zadovo ljava ju  sljedeće jed nač ine:

3r h ( r , t )
ajj + y + 1 dh _ o (3.1.88)
3 r r h d t

p(  r = 0 , t) = ( 2+m) o
s
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gdje m -  k a r a k te r iš e  ob l ik  i š ir inu  magacina u c e n t r u  o tk o v k a .

Brz ina  u ( r , t ]  se nalazi  po formuii  ( 3 . 1 . 8 2 )  gd je  se c0 ( t )  od re d ju je  iz u s lo -  

va u(  r=R ( t ) , t )=0 :

c ( t )  = -  R2 v /2 ( 3 . 1 . 8 9 )
o o

ili
/ > o , R ,u ( r , t )  = --------------------------------------  ( i— — ]

2 (h - v  t - 2 ( r - r  ) t g a )  r
( 3 . 1 . 9 o )

o o

P r i t isak  p ( r , t )  će imati ob l ik:
2 T

p ( r , t )  =

( 2+m) o + 0 < r < r
s h - v  t o o

( 3 . 1 . 9 1 )

( 2+m) o +
t  h - v  t -2 ( r - r  ) tg a 

r ____ £  ,n _2  9_______ - — _—; r_<r<R
s h - v t  a t q a o o

h - v  t 
o o

Sada se potrebna  sila može o d red i t i  e lementarnim integral jenjem:
R

Q ( t) =211/  p(  r , t) r d r ( 3 . 1 . 9 2 )

u koji se zamjenjuju iz raz i  ( 3 . 1 . 9 1 )  po oblastima in tegra l jen ja  su kces ivno .

Na osnovu izvršene  anal ize može se doći i do odred jen ih  p r e p o r u k a  o izbo -

ru  obl ika  rebara  o d p re sk a .  Naime, kao što je pokazano u ( 3 . 1 . 2 )  u t r e n u -

tk u  narušavan ja  simetričnosti  procesa naglo se mijenja slika tečenja .  U tom

t r e n u k u  je važno spr i ječ it i  v i to p e re n je  djel ića metala koji teče pod re b r o .

To p ra k t ič n o  znači  da je po t reb n o  obezb i jed i t i  da sumarni  p ro to k  metala

na jed in icu duž ine  d r  sa obi je s t ran e  žl jeba bude  proporc iona lan  š ir in iCj
žljeba 6 ( r  ) ( s l . 3 . 1 . 4 ) .  Matemat ički  se ovo iz raž a v a  uslovom [ 27 ] :G

s ( r _  1/6 ( r _ )  = H1 = const  
p C G ( 3 . 1 . 9 3 )

gdje  je s ( r ) za slučaj k o nstan tne  deb l j ine  prema ( 3 . 1 . 54 ) da to  relaci jom:  
P u

s
P

( r  )
r

rc t g Y N

T
G

12 0 < r  . < R cos 'f> / 2 (J N

R cos M3 / 2 < r < R 
IN G

( 3 . 1 . 9 4 )
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Za razmatran i  problem uslov ( 3 . 1 . 9 3 ]  p ra k t ič n o  znači  p r e p o r u k u  da se 

š ir ina  žljeba 6 ( r  ) izabere  kao l ini jska funkc i ja  od r koja se blago šir i
Cj Cj

od centra  ka p e r i fe r i j i  o tk o v ka .

3 . 1 . 5 .  Presovanje  rad i ja lno ojačanih uzoraka

Posebno važno je razmotr i t i  mogućnost pr imjene teor i je  tečenja metala u 

tankom sloju za slučajeve zapreminskog ob l ikovanja  uzoraka  re la t ivno slo-  

žene geometr i je  (osnosimetr ičnih sa radi jaln im rebr im a)  ( s l . 3. 1 . 9 - a ) , čije 

p roučavan je  s tandardnim inženje rsk im metodama je veoma otežano.  P r is tup  

je zasnovan na postavci  da je u završn im fazama deformisanja  proces mogu-  

će modelira t i  kao tečenje osnovnog tankog sloja metala ( 1-n a  s l . 3 . 1 . 9 a )  

uzimajući u obz i r  ut icaj ,  u poslednjoj  fazi popunjen ih  djelova t i jela,  ( r a -  

di ja ln ih  re b a r a (2- s l . 3. 1 . 9a ) p re ko  g ra n ič n ih  us lova.  Ostal i  dio metala se u 

razmatranoj  završnoj fazi procesa smatra k ru t im .

S l . 3 . 1 . 9 .  a) Radijalni p res jek  u zo rk a  -  l . o s n o v n i  tan k i  sloj;  2 .d io  metala  
koji teče u re b ro ;  b)  slika tečenja  u z avršn o j  fazi p ro cesa .

( 2 )
Lini je toka sredn jeg  di jela s { a < r < b }  su normalne  na k o n t u r u  je r  je 

na njoj p r i t i s a k  ko n s tan tan .  Š i r ina  h je tako d je  k o n s t a n t n a  pa su l in i je  t o -
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ka p r a v e .  Sada gran ičn i  uslov [ 26] može bit i  postavl jen  u ob l iku  

p (a  < r < b) = (2 + m ) a ( 3 . 1 . 9 5 )

gdje  je m -  empir i jska  k a r a k te r is t ik a  zavisna  od dimenzi ja žl jeba i o d p r e s -  

ka.  Na graničnim djelovima radi ja lnog p res jeka  l ini je toka su z rakas te  u 

cil ju obezbedjenja  popunjavanja  žljeba ( s l . 3 . 1 . 9 b )  a l ini je konstantnog p r i -  

t iska su koncentr ičn i  k r u g o v i .  Na osnovu uslova nest iš l j ivosti  ( 3 . 1 . 3 )  i 

jednačina ( 3 . 1 . 3 2 )  može se dobit i  raspored  b rz in a  i napona:

1 dh
= ‘  h d l  ‘ ^ p ’ 

p ( s , r  ) = (2 + m) O +
v j  S

2 T
( 3 . 1 . 9 6 )

( 3 . 1 . 9 7 )

gdje je s -  duž ina l inije toka od tačke z rakan ja  do pres jeka  sa rebrom r a -  
P

sticanja odnosno konturom.  Radni p r i t isc i  će sada po oblastima ( s l . 3 . 1 . 9 b )  

imati obl ik  u x - y  sistemu:

( D P  ̂ ( x ,  y)  = ( 2+m) ^

( 2 )

(3)

5 /o + —-—  /  ( a - x  
h

2 t

2 2 
( a - x )  +y

P 2 ( x , y ) = ( 2+m)os +

P 3 ( x , y ) = ( 2 + m ) o s +

h
2 t

f  2 2
V ( x - b )  +y

( 3 . 1 . 9 8 )

( 3 . 1 . 9 9 )

( 3 . 1 . 1 0 0 )

Sile presovanja  se mogu iz računat i  prema izraz ima:  

^  : P = J dx  *

xtg  /2

(2 )

s : P= ' a x  J p ( x ,  y ) d y
1 o o 1

i b x,g V z
p n = /  dx  /  p ( x ,  y)  dy

ii RcosfN/2 x tgHJ4 b  x
P2 = /  dx /  P2 ( x , y ) d y  + /  dx  /  P2 ( x , y ) d y

3 °  R c o s P . / 2  °

(3)

R /  R 2- N
P = /  dx  /  p ( x , y ) d y3 h o 3

/  2 2
n R cos+n/ ? x l g ^ / 2  R /  R - X

P = /  dx  /  P ( x , y ) d y  + /  dx  / p L ( x , y ) d y
3 b °  3 R c o s ' P / 2 0 ^  *

N

( 3 . 1 . 1 0 1 )

( 3 . 1 . 1 0 2 )

( 3 . 1 . 1 0 3 )

(3.1.1014)  

( 3 . 1 . 1 0 5 )

Iz raz i  ( 3 . 1 . 1 0 2 )  i ( 3 . 1 . 1 0 4 )  se odnose na slučaj  razm atran ja  jedne  oblast i
( 2 )presovanja  a ( 3 . 1 . 1 0 3 )  i ( 3 . 1 . 1 0  5) na slučaj  kada je oblast p resovan ja  s

(3 )odnosno s neophodno razb i t i  na dv i je  p o d ob las t i .  Nakon po p u n ja va n ja  

žl jebova dolazi  do završnog is t isk ivan ja  metala u v i jenac  kada  se p r a k t i č n o  

proces može modelirat i  sa sbi janjem tankog  s lo ja . t j .  analogno ( 3 . 1 . 1 ) .
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4. M O D E L IR A N J E  PROCESA OMD NA OSNOVU V A R I J A C I O N O G  
P R IN C IP A ,  PRIMJENOM MKE

Teori ja  plast ičnosti  treba da odgovor i  na dva osnovna zad atka :  da posta -  

vi odgovara juće  jednačine i da ih ri ješi  i time postavi  naponsko -  de form a-  

ciona polja uzorka  pr i  njegovoj plastičnoj deformaci j i .  U cil ju ispunjenja  d r u -  

gog osnovnog zadatka problem rješenja sistema jednačina teor i je  plast ičnosti  

može biti  p re d s tav l jen  kao problem isp it ivan ja  na ekstremum odgovara jućeg  

funkc iona la .  Isp i t ivan je  na ekstremum se najčešće v rš i  metodom Rica [72,

73 ] ili u vezi  sa sve većom primjenom kom pju te rske  teh n ike  metodom kona-  

čnih  elemenata (M KE) . Ova glava sadrž i  najčešće kor išćene var i jac ione po-  

s ta vk e  g ran ičnog  zadatka teori je p las t ičn o s t i , nj ihovu k r i t i č k u  anal izu i 

o r ig in a ln u  d is k r e tn u  formalizaci ju na osnovu metode konačnog elementa.  

Korišćen je četvorougaoni  izoparametr i jsk i  konačni e lement .  Na osnovu na j -  

novi j ih  saznanja o suštini  plast ičnog procesa data je var i jaciona postavka  

za realno plastično deformabi lno t i jelo.

4 .1 .  D IF E R E N C IJ A L N A  I V A R I J A C I O N A  P O S T A V K A  PROBLEMA T E O R IJ E  

TE Č E N J A  K R U T O - P L A S T I Č N O G  T IJ E L A

Da bi zadatak  teor i je plast ičnosti  bio r i ješen po trebno  je postav i t i  sistem 

jednačina ovog problema.  To su jednačine  već pomenute u g lavi  1: je d n a -  

čine s ta t ičke  ravnoteže  ( 1 . 2 . 2 o ) ,  jednač ine  teor i je  p last ičnosti  ( 1 . 5 . 1 3 ) ,  

jednačine koje odred ju ju  d ev i ja to r  napona ( 1 . 2 . 3 ) ,  s f e r n i  napon ( 1 . 2 . 1 )  

i tenzor  b rz in e  deformacije ( 1 . 3 . 3 ) :

n . 0.. = 0
■ ij

2 ° u •
Sij = 3 eu »J

O = s.. + p 5..
'j 'J 'J

p = <3 . . /  3kk
e ..= (3 . v . + 3.v . ) /2

'J ' i j '

i, j = 1 . 2 , 3

/ ~3 2
° I  Sij =u

■ / j = 1 , 2 , 3

k = 1 . 2 . 3  

i , j  = 1 , 2 , 3

Relacije ( 4 . 1 . 1 )  defin išu  sistem od 24 jednač ine  sa 

šest napona o... šest dev i ja to ra  napona S ^ ,  šest

6 i j ; i , j = 1, 2 , 3

(*».1 . 1)

24 n e p o z n a te  v e l ič in e :  

kom ponent i  b r z i n e  d e -
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formaciie £. , 3 b rz in e  deformisanja ,  s fe rn i  napon p,  in te n z iv n o s t  napona
'j

a i in tenz ivnos t  b rz in e  deformacije £ . Ovom sistemu jednačina  treba  do-
u u

dati g ra n ičn e  uslove koji komplet ira ju  jednačine plast ičnog tečenja:

n. = F. na S • v vi= v Akl i t = t ( p , v  ) i na S ; ij I i F N AN s s

i = W. na S ; i v

( 4 . 1 . 2 )

cidie su: F i W zadana sila,  odnosno brz ina  na površinama S i S ;
i i F v

VAN ' T ( P ' V ) b rz ina  alata u p ra vc u  normale i zakon t ren ja  ( g l . 1 ,  od je -

1 ja k 1 . 7 ) .

Sistem jednačina ( 4 . 1 . 1 )  eksp l ic i tno  ne sadrž i  uslov nest iš l j ivosti  ( 1 . 3 .2 1 )

kao ni relaci ju koja veže d i jagonalne članove dev i ja to ra  napona ( 1 . 2 . 1 5 ) .

Medjutim,  ovi uslovi  pro is t iču  iz is taknuto g  sistema kao posledica.  Naime,

iz treće  jednačine ( 4 . 1 . 1 )  sl i jedi :  o.  . = S. . + 3p = S + a , odakle  je
K K K K KK KK

S , = 0 .  Iz d ru g e  jednačine ( 4 . 1 . 1 )  će b i t i :  e . =  3e 12a S, , = 0. I s k o r i -kk  kk  u u k k  +
stivš i  dobijeno, peti sistem jednačina ( 4 . 1 . 1 )  daje £ = 3 ^ v ^ = d iv  v=0 t j .

uslov ne s t iš l j iv o s t i . To znači da postavka  sistema jednačina plast ičnog te -  

čenja u obl iku  ( 4 . 1 . 1 )  nije j e d in s tv e n a .  U njoj ,  na p r im je r ,  jednačina koja  

def in iše  s fe rn i  napon može biti  zamijenjena uslovom nestišl j i  v o s t i . Tada se 

veza p= o . , £3 dobija kao posledica.  U ovom nešto izmijenjenom ob l iku  se
K  K

sistem ( 4 . 1 . 1 )  češće defin iše je r  je p r e tp o s ta v k a  o nest iš l j ivosti  bl iža p r i -  

rodi  plast ično deformisanog ti jela i lakše se e ks per im enta lno  kontro l iše .

U dal jem radu se izlaže postavka  zadatka  o plast ičnom tečenju  var i jac ion im  

metodom sli jedeći  ideju Lagranža  koja se š iroko kor is t i  p r i  reša v an ju  veoma  

raz l ič i t ih  problema [ 128 ] „ Neka je L = L ( £ . . )  neka u p r in c ip u  nepoznata

funkc i ja  od b rz in e  deformacije e  koja je o d red jen a  u sistemu jednačina  

(4 .1 .1 ) .  Razmatra  se funkcional  de js tv a :

D f  L (ć . . )  dV  -  /  F v. dS
V ij S k k ( 4 . 1 . 3 )

u kojem je F ^ f s )  -  neka u p r in c ip u  poznata  ve l ič in a ,  pol je napona koj i d j e -

luju na g ran ic i  t i jela S . Potrebno  je naći  t a k v o  pol ie v fv  v
i l  1 ' x 2 ' x 3 )  k o j e
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obezbjed ju je  ekstremum funkcionala  de js tva  D pr i  dopunskom uslovu n es t i -  

šl j ivosti  t i je la.  Po Lag ranžu [ 128 J moguće je preći  s problema odre d j iv a n ja  

uslovnog ekstremuma funkcionala  de js tva  D ka problemu o d re d j iv a n ja  b e z -  

uslovnog ekstremuma dru g o g  nešto složeni jeg funkcionala  koji se često na -  

ziva uopštenim funkcionalom Lag ran ža .  Lagranž  je pokazao da postoj i jed i -  

nstvena  funkci ja  X = X ( ,  x 3< t) koja se naziva  konstantom L a g r a n ž a . t a -  

kva  da zadatak  o uslovnom ekstremumu D pr i  us lovu nest iš l j ivosti  je e k v i -  

va len tan  zadatku  o bezuslovnom ekstremumu uopštenog funkcionala  <J> d a -  

tog izrazom:

<P  ̂ = D + /  A x 3 #t)  d V  ( 4 . 1 . 4 )

Dak le ,  ovdje  je p r inc ip  Lagranža ,  pr imi jen jen  na zadatke  plast ičnog tečenja 

u potpunosti  sa pozicije matematike.  Cilj  je da se pri  njegovoj real izaci j i  do -  

biju sve jednačine zadatka  o plastičnom tečenju kao e k v iv a le n t  zadatka  o 

minimumu funkcionala  , što o tvara  put  ka metodi konačnog elementa i n u -  

meričkoj  real izaci j i  problema.

V a r i r a ju ć i  funkcional  <t>  ̂ po brzinama tečenja v. treba  imati na umu očigle-  

dnu relaci ju :

6e ..= 6 (^-( 3.V.+ 3 .v . ) )  = ; ( 3 . ( S  v . ) + J . ( 5 v . ) ]  
ij 2 i j j i 2 i J J i

( 4 . 1 . 5 )

Var i jac i ja  će na osnovu ( 4 . 1 . 3 )  i ( 4 . 1 . 4 )  imati ob l ik :

64> = y 6{ L (e . . )  + X ( x , x  , x  , t )  e . } d V  -  /  F 6v . d S
'J 1' 2 3 kk k k ( 4 . 1 . 6 )

Ako se uzme u obz i r  relacija 6e = 6 .. 6e.. g d je  je 6.. -  simbol K ro n e k e -
’ kk  ij 'J ij

ra i ( 4 . 1 . 5 )  iz ( 4 . 1 . 6 )  se dobi ja:

f * r  v  z r  + A 5 i i»j  <3 isV  8ii v i )dV ' s  Fk 5 v k dS
ij

(4.1.7)

U ( 4 . 1 . 7 )  se o z n a č a v a : A.. — + ^<5... T a k o d je ,  dodaju  se i oduzimaju
6 L

•j oeij ij
odgovara juć i  članovi  da bi se oformio izvod p ro izv o d a  te v a r i ja c i ja  f u n k c i o -  

nala poprima obl ik:



74.

6<t = -- / 3  ( A.. <S v , ) d V  + -  ^ . ( A . , 6  v . ) d V  -  ]- /  3.A.. 6 v .d V  -
1 2 v  'i j V J 'J V 'J J

-  -  f  3 .A.. <S v. dV  -  /  F  6 V ,  dS2 V j ij i S k k

Zamjenom indeksa i grupisanjem analognih  članova se dobi ja:

sV'vV j , A k l t A i k , S v i ] d V  - i ’k'l , A k i >Ai k , ]  6v id V  -

-  /  F 6 v dS S k k

( 4 . 1 . 8 )

( 4 . 1 . 9 )

Prvi  član formule ( 4 . 1 . 9 )  je zapreminski  in tegra l  od d iv e rg e n c i je  vek tora  

dobijenog množenjem var i jaci je  b rz in e  6 v  ̂ i s imetričnog tenzora :

° k l  5 2 <Akl + A |k>
( 4 . 1 . 1 o )

Iskor is t ivš i  smjenu za A dobija se iz ( 4 . 1 . 1 0 ) :
K  I

-  1  r ^ = -
CTkl -  2 L^ k , <5š|k

+ - J - t - i  +A6* i J kl
( 4 . 1 . 1 1 )

U jednačinu  ( 4 . 1 . 1 1 )  dovoljno je uvesti  ve l ič inu devi ja tora

„ 1 r 6 L 6 L
S = ~  L r t  + —— Jkl 2 6e k | 6e |k

da bi se na osnovu dobijene re laci je:

( 4 . 1 . 1 2 )

° k i = s ki + iS ki
( 4 . 1 . 1 3 )

i analogi je  sa ( 1 . 2 . 3 )  pod vel ičinom A prepoznao  s fe rn i  napon p:

A ( x ^ , x 2, x 3 , t)  E p E° ( 4 . 1 . 1 4 )

Izsk o r is t ivš i  relaci je ( 4 . 1 . 1 3 )  i ( 4 . 1 . 1 4 )  var i jac i ja  fu nkc ionala  ( 4 . 1 . 9 )  može 

bit i  zapisana:

6<t> = / 9  (o , , 6v , ) d V  -  /  3 , o 6 v ,d V  - /  F, 6v, dS ( 4 . 1 . 1 5 )
1 k kl I v  k kl I s k k

Prvi  zapreminski  in tegral  u ( 4 . 1 . 1 5 )  se može t ra n s fo rm isa t i  u p o v rš in s k i  

prema teoremi Gausa [ 129] :

13k , 0 kiS v i , d V  = n k ° k i S v id s  
V S

( 4 . 1 . 1 6 )
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Iz raz  ( 4 . 1 . 1 5 )  uzimajući u obz i r  ( 4 . 1 . 1 6 )  dobija ob l ik :

( n k ° k r F i )S
6v. dS -  /  

V
3 k ° k i  6 v i d v

( 4 . 1 . 1 7 )

Površ insk i  in tegra l  u ( 4 . 1 . 1 7 )  se može ra s tav i t i :

/  (n o - F  ) fiv dS = /  (n o - F  ) 6v dS + /  ( n o - F  ) 6v dS + k kl I I c k kl I I s  k kl I I
s  P  v

y  ( n k ” k r  f i ) 6 v i dS
s

( 4 . 1 . 1 8 )

In te g ra l  po površ in i  S je jednak nul i na osnovu uslova na gran ic i  d e f in i -  

sanog relaci jom ( 4 . 1 . 2 ) .  D ru g i  in tegra l  takodje  isčezava na osnovu uslova  

da je V| zadana b rz in a ,  te njena var i jac i ja  6 V|=0.  T reć i  in teg ra l  iz ( 4 . 1 . 1 8 )  

je ravan  nul i na osnovu g ra n ičn ih  postavk i  iz p re thodna  dva  slučaja.  Z a p r e -  

minski  in tegra l  u ( 4 . 1 . 1 7 )  je jednak  nul i na osnovu uslova s ta t ičke  r a v n o t e -  

že de fin isanog prvom jednačinom sistema ( 4 . 1 . 1 ) .

Da bi odredi l i  funkcional  4> ( 4 . 1 . 4 )  po t rebno  je naći nepoznatu  fu n kc i ju  L.

U tom cil ju može se t ransformisati  veza napona i b r z in e  deformaci je  iz ( 4 . 1 . 1 )

o
S.. = -- ij 3

6 ( o e ) u u
Tu 6e .. 

' J
( 4 . 1 . 1 9 )

Uporedjen jem ( 4 . 1 . 1 2 )  i ( 4 . 1 . 1 9 )  je jasno:

L = o e 
u u ( 4 . 1 . 2 o )

Konačno, funkcional  4> dobija ob l ik :

* 1  = / ° u £ u dV  + i A £ k k  d v  -  S F k V k dS ( “ - ' - 2 , )
V

a minimizacija njegovog de jstva  je zada tak  analogan r ješen ju  sistema j e d n a č i -  

na teor i je plast ičnosti  ( 4 . 1 . 1 ) .
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4 .2 .  P EN A LN l  V A R IJ A C I O N l  M E TO D

Penalni  var i jac ioni  metod su pred lož i l i  Li i Kobajaši [ 1 3 0 ,8 9 ,9 3 ,  96 ] s ciljem 

povećanja konvergenc i je  ra ču n a rs k ih  p ro c ed u ra  pr i  istovremenom automat-  

skom ispunjen ju  hipoteze o nest iš l j ivosti  deformisanog metala.  Ideja metoda 

se najbolje može uočiti ako se razm atran je  počne od var i jac ionog pr inc ipa  

L a g r a n ž a . Po L a g ran žu ,  u ci l ju defin isanja  plast ičnog tečenja metala koji se 

deformiše neophodno je naći takvo pol je b rz in a  v. ( x ^, x ^ , x ^ , t) koje minimi-  

zira ne l in i jski  funkcional  ( 4 . 1 . 2 1 ) .  No,  moguć je i d r u g i ,  sa g ledišta  nume-  

r ičke  real izaci je ,  povoljni j i  p o s t u p a k : umjesto funkcionala  <t̂  može se razma-  

t ra t i  d r u g i  fu nkc ional :

<i> = /  o :  dV  + -  /  ( e, , ) 2d V  -  /  F, v, dS
2 ^  u i j  2 V ^ k S

( 4 . 2 . 1 )

u kojem je u odnosu na ( 4 . 1 . 2 1 )  izmijenjen sredn j i  č lan.  Ovaj  član sadrž i

vel ik i  poz i t ivn i  param etar  C koji automatski  obezbedju je  iz jednačavanje  v e -
• 2 .2 - l ičine e sa nulom (il i  u kra jn jem slučaju vel ičinama e i I e I daje mi-  kk  K k k k

nimalnu v r i je d n o s t )  . Bilo kak v o  n a ru ša v an je  uslova e. . = 0 povlači  za sobom
K  K

posledice nastale zbog dodatnog člana sa vel ik im c kao "kazne"  za n a ru š a -  

vanje  n e s t iš l j iv o s t i . Ovaj  metod se zato u l i t e ra tu r i  sr i jeće pod nazivom:  

" p e n a l ty  method" ili metod " š t r a f a " .

Često se kor is t i  penalni  metod u nešto izmijenjenom ob l iku  [ 7 8 , 9 3 ]  i tada  

nosi naziv  modif ikovani  penalni  var i jac ion i  metod.

Sušt ina ovog metoda je u sl jedećem: nest iš l j ivos t  je sadržana  u p o t reb i  za -
2dovoljenja uslova e = 0 po cijelom deformacionom t i je lu .  Pri  kor išćen ju

k  k

metoda konačnih elemenata ovaj  uslov je teško fo rm a l izo va t i ,  te je umjesto

lokalnog r ješenja  bolje ići u početku na u s re d n je n je  po odred jen o j  zap rem i -
. 2

ni A V ,  okol ini  tačke  (x  , x  , x  ) ,  radi  čega se umjesto e ra z m at ra  u s r e d -
I ^  j  K  K

njena vel ič ina:

> _ L  f
A V A V ( x  , x  x )

( 4 . 2 . 2 )
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Kod real izaci je MKE,  zapremina AV može bit i  jednaka  samom konačnom  

e le m e n tu . U tom slučaju umjesto 4> ( 4 . 2 . 1 )  može se ko r is t i t i  sljedeći  f u n -

kcional  :

<t> = f a ć d V  + ~  f  
3 v  u u 2 V

< ^ 2, > d V - J F v dS= f a e d V  + 
kk  g k k V u

+
2A V

V
d V f

A V ( x r . x 2
kk  d v - /

S F k V k dS

( 4 . 2 . 3 )

Sa g led iš ta  numer ičke  real izaci je,  funkc ional i  penalnog var i jac ionog metoda

( 4 . 2 . 1 )  i ( 4 . 2 . 3 )  su bez sumnje pogodni ,  no po trebno  je razmotr i t i  i n j iho-

vu f iz ičku  su tš in u .  Ako se u iz laganju materi je  podje korak  n a p r i je d ,  može

se istaći [ 72 ,73  ] da je k ra jn j i  r e z u l t a t  d is k re t i za c i je  bilo funkcionala  >!>

bilo $ , po metodu konačnih elemenata,  matrična jednačina t ipa :
-► -►

A X = b ( 4 . 2 . 4 )
-► -+

gdje  su: A -  matrica k ru to s t i  sistema; b -  slobodni v e k t o r  i X -  t raženi

v e k t o r  (u razmatranom slučaju to je v e k to r  p r i raš ta ja  b rz in e  deform isanja) .
-►

Matr ica  A i v e k to r  b se mogu p r e d s t a v i t i  u v idu  suma:

gdje  su:

kcionala

Zamjenom

A
-►
b

A A

p + CQ

p + cq
( 4 . 2 . 5 )

A *► A

P i p komponente A i b sukces ivno ,  nastale  d iskre t izac i jom  f u n -  

<J>  ̂ ili ^  i koje ni jesu vezane  sa penalnom konstantom C .

( 4 . 2 . 5 )  u ( 4 . 2 . 4 )  dobija se:

( p  + c Q ) x  = p +  e q

Rješavanjem matr ične jednačine  ( 4 . 2 . 6 )  sli jedi

+ - 1 <N -1 + 1 +
X = (Q + ------ P) (q + -  p)

C C

Relaci ja ( 4 . 2 . 7 )  se može m odif ikovat i  na o b l ik :

+ 1 0-1 /> -  1 0 - 1 +  1 +
X = (1 + -  Q P) Q (q + ~  p)

( 4 . 2 . 6 )

( 4 . 2 . 7 )

( 4 . 2 . 8 )

Ako se p r v i  čin i lac matrične jed n ač in e  ( 4 . 2 . 8 )  raz loži  u r e d ,  dobija  se:
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1 A — 1 A
X = [1 ------Q P +

M atr ična  jednačina ( 4 . 2 . 9 )  p r i  £->•« poprima o b l ik :

- -1
X = Q q ( 4 . 2 . 1 0 )

To znači  da se sušt inska svojstva plast ičnosti  i z ražena  kroz matricu P i
-*• A . +

v e k t o r  p kao komponente A i b,  malo uzimaju u o b z i r .

4 .3 .  V A R I J A C I O N A  P O S T A V K A  PROBLEMA P L A S T IČ N O G  T E Č E N J A  

POMOĆU K R I V O L I N I J S K I H  O R T O G O N A L N IH  K O O R D IN A T A

Pri r ješavan ju  mnogih zadataka plast ičnog tečenja [ 104 ,87 ,  88 ] ,  pogodno je 

i skor is t i t i  kao globalne koord inate  sistema tr io r togona lne  koord inate  Lame.  

Specijalni  slučajevi  ovih koord inata  su c i l in d r ič n e ,  s fe r ičn e ,  parabol ične i 

d ru g e  koord inate  i p r im jen ju ju  se pr i  izučavan ju  deformisanja  ti jela čiji 

obl ik  je raz l ič i t  od kubnog i sl ičnih obl ika  za koje je n a jp r i ro d n i ja  primjena  

p ra v o u g l ih  k o o rd in a ta .  Opšti izgled k r ivo l in i jsko g  or togonalnog sistema koo-  

rd ina ta  sa bazom jed in ičn ih  vek tora  je dat na s l . 4 . 3 . 1 . :

gd je  s u : Ha(a ,  6, y)< H ( a , 8 , Y ) ,  Hy ( a , 8 , y ) -  koef ic i jen t i  Lame. D i f e r e n c i -  

jal du ž in e  luka u ovom sistemu je zadan d i fe renc i ja lnom  formom (po  P i tag o -  

r i )  :

S l . 4 . 3 . 1 .  K r ivo l in i jske ,  o r togona lne  koo rd in a te  (a , 8 , y )

D i fe renci ja l i  du ž in e  luka duž osa a , g , y , su dati  relaci jama:
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( d S ) 2= ( d S a) 2 + (d S 3 ) 2 + ( d S Y) 2=Ha2 d«  + H 2 d 8 + H 2 d Y 2 ( 4 . 3 . 2 )

Pri de formisanju  osnosimetričnih t i jela p r i r o d n o  je k o r is t i t i  c i l in d r ič n e  koor-  

dinate  ( r , z , 0 ) .  U tim koordinatama će d i fe ren c i ja l  duž ine  luka imati ob l ik:

d S 2 = ( d r ) 2 + ( r d vP ) 2+ ( d z ) 2 ( 4 . 3 . 3 )

gdje je H^ 5 1 ; H 0 = r ;  H z E 1 •
-V

U ovim koordinatama pro izvo l jn i  v e k t o r  v se raz laže  po ort ima ( e Q, e^, e^ ] 

lokalnog sistema koord inata  (a , 8 , y ) ( s H 4 . 3 . 1 )  na način:

v = v ( a , S , Y ) e  + vn ( a ,6 , y ) e n + v (a , 8 'y )u u p p Yy - "  ■ y

Za speci jalni  slučaj  c i l in d r ič n ih  koord inata  će b i t i :

v = v e + v e  + v e 
r r z z 6 0

( 4 . 3 . 4 )

( 4 . 3 . 5 )

Ako se v shvati  kao v e k to r  b rz in e  to raz lagan je  ( 4 . 3 . 5 )  p re d s tav l ja  teče-  

nje metala kao superpoz ic i ju  t r i  tečenja duž radi jusa  r ,  duž  ose z i ro tac i -  

ju duž 0. Za p ro izvo l jne  ortogonalne  koord ina te  ( a, 8, Y ) b rz in a  deformaci -  

je se odred ju je  jednačinama:

. 1 a 1 a 1 a
G aa 3a H a HS SF V

B
+

Ha H 6 ^  VY
1 3 v

8 , 1 a h 8 + 1 8 H g

E8S H
8

88 H8 H
3y

Y
■ V

y Ha H e 8a

1 8 V y . 1 8 H y 1 8 H Y
e yy

‘ h y 
1 ,

8 Y

H a

1

8 ,

Hy h
V
a

3a v a
. H6

a

8
HyH  8 db 

V 6 ^

E«e
= 1  ( 

2 H8 86 ( H a
) + H a 8a

l H 8
- ))

1 , h 6 8 , v 8 , h y 8 , VY
) )

e 8y 2 H6
+ ‘

HB 3 B H y
1 , H y 8 , V Y

) + i
H« 8 va

Y« 2  ( 3a (u----
Hy H y 8 Y ' ' h a

) )

U c i l indr ičn im  koordinatama : H a = 1, H B = 1, H y = r ,  u zadacima gd je  se

ne uzima u o b z i r  rotaci ja (v  e  0 , a / j e  = 0 ] formula ( 4 . 3 . 6 ) daje  sljedeće

izraze  za b r z in u  deformaci je :
8 v 8 v V

i  = r  
Er r  8 r  zz

z .
3 z '  60

i
r

1 , 8v r
Erz 2 8 ž + a r ' '  E 0Z ° ' e

( 4 . 3 . 7 )

0
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Brz ina  izmjene zapremine će bit i  jednaka

+ e + er r zz

3 3 v
1 d z

=  -—' ( r v  ) + —— = 000 r 3 r r  3z
( 4 . 3 . 8 )

Komponente tenzora napona u ortogonaln im koordinatama se od re d ju ju  po 

ravnima (dS , dSg, dS ) lokalno i o b ra zu ju  tenzor :

o =
aa °a6 oay
6a °66 0

67
ya °y6 oYY

=  o.
'J

i , j  = a .  6 , 7 ( 4 . 3 . 9 )

D i fe renc i ja lne  jednačine ravnoteže  u ovom sistemu koord inata  se dobijaju iz 

razm atran ja  ravnoteže  d i fe renc i ja lno  malog parale lop ipeda dSa dSg dSy[104 ,  

1 2 9 ]  . U c i l indr ičn im  koordinatama za slučaj ne uzimanja u o b z i r  rotaci je  

ove jednačine  se svode na dv i je  [77,  125]:

3or r
3 r

9-Jrz  
3 r

3o o o
^  + P = 0

3 z r r

3ozz °z r  n-------- + -------- + p = 0
Dz r z

( U . 3 . 1o)

gdje  su:  p i p -  komponente vek to ra  spoljnih sila P.

Komponente dev i ja tora  napona Sa g u or togonaln im koordinatama o d re d ju ju  

se saglasno ( 1 . 2 . 3 )  po jednač in i :

S = o  -  & o /3
a6 “ 6 aB yy

( 4 . 3 . 1 1 )

T a k o d je ,  analogno ( 1 . 2 . 8 ) se o d re d ju je  in te n z iv n o s t  dev i ja to ra  napona:

S = / s 2 ( 4 . 3 . 1 2 )
c«8

I jednač ine  plast ičnog tečenja ( 1 . 5 . 1 2 )  u or togonaln im koord inatama se ne

ra z l ik u ju  u tenzornom zapisu od analogn ih  za d e k a r t o v e  k o o rd in a te ,  mada

je nj ihov f iz ičk i  smisao nešto d ru g a č i j i  -  k r u t o  su vezane  sa lokalnim osama

koord inata  ( a, 6 , y  ) p red s tav l jen im  na ( s l . 4 . 3 . 1 )  . Na taj način se dobija

da izvodjenja  u ovim koordinatama ponav l ja ju  analogna izvod jen ja  sa te n z o -

rima u d e k a r to v im  koordinatama,  sa isk l jučenjem relac i ja  koje p o v e z u ju  k o -

mponente b rz in e  tečenja i b r z in e  de form aci je  ( 4 . 3 . 6 ) .  N avedeno  omogućava

da se teori ja  razv i jena  u d e k a r to v im  koord inatam a lako p r i l a g o d ja v a  i k o r is t i  
u k r iv o l in i jsk im  or togonalnim k o o r d in a t a m a .
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U.il .  V A R I J A C I O N A  P O S T A V K A  P L A S T IČ N O G  T E Č E N J A  ZA REALNO

D E F O R M A B IL N O  T IJ E L O

Sa pozicija klasične teori je p last ična  deformacija je n e p rek id a n  proces .  No,  

u poslednje vr i jeme na osnovu eks p e r im e n ta ln ih  isp it ivan ja  akus t ičke  emisi -  

je za vr i jeme plast ične  deformaci je  [ 131 j  postalo je očigledno da se proces  

plast ične deformaci je  ne odvi ja n e p r e k id n o ,  nego malim kvant im a .  Pri tome 

se informacije lokal izuju u odvojenim oblastima ti jela koje se naz iva ju  ž a r i -  

štima plastične deformaci je  i t ra ju  konačno vr i jeme [ 132 ] . Ovo je neopho-  

dno uzeti u obz i r  pr i  fo rmiran ju  uslova ( l a g ra n ž ia n a ) u funkc ionalu  d is ip a -  

cije energ i je  p last ične deformaci je .  Lagranž iane  t reba  p re d s ta v i t i  u v id u  s u -  

me po odvojenim oblastima ti jela pr i  čemu t re b a  o b u h v a t i t i  i e fe k t  brzog  p r i -  

gušenja u vremenu [ 129 1 To znači ,  u ci l ju p rav i lnog  modeliranja e ks p e r im e -  

nta ln ih  rezu l ta ta  po t rebno  je o s tv a r i t i  vezu  e fek ta  M arkova  koji se manifestu -  

je pr igušenjem informacija  u žar išt ima p lastične  deformacije sa efektom p r o -  

storne  organizac i je  procesa p lastične  deformaci je .

Rezu l ta t  eksper im enta ln ih  informacija i gorn j ih  zapažanja  je sljedeći  ob l ik  

funkcionala  :

gd je :  t označava tekući  moment v rem ena ,  a £ te kuće  v r i jem e  u prošlost i  

koje p r ipada  in te rv a lu  p r ig u š e n ja .  Jezgro  K ( t - £ )  je sa jedne s trane  L a g r a -  

nžov param eta r  penalnog metoda,  modif ikovanog usredn jen jem  i po z a p re m i -  

ni i po v rem e n u ,  a s d r u g e  s t ra n e  jezg ro  teor i je  .v is kozno-e las t ičn ih  r e la -  

ksaci ja procesa p last ičnog tečenja ,  te može imati ob l ik  [ 2 0 ]  :

gdje  s u : -  konstan te  a T  -  v rem ena  re laksac i je .

Pri sporim procesima plast ičnog o b l ikovan ja  (s a b i ja n ju ,  k o v a n ju ,  i t d . ) i n t e -  

gra l i  po v rem en u  £ u la g ra n ž ia n u  funkc iona la  ( 4 . 4 . 1 )  se o d r e d ju ju  meto -  

dom " z a m r z a v a n ja " . Uzima se u o b z i r  da imaju je d in s tv e n u  f o r m u :

K ( t - £ )  = Z
( i=1,2 )

, e x p ( - ( t -  £ ) / T . ) ( 4 . 4 . 2 )
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/  e ( t  ^ / T F(C ) d C ( 4 . 4 . 3 )
_ c c

gdje se pod F (^ )  podrazum i jeva ju  raz l ič i te  fu n kc i je  koje ulaze u s t r u k t u r u  

podin tegra lne  fu n k c i je .  F(C ) se mogu raz lož i t i  u red T e j lo ra :

F ( C ) = F ( t + ( C - t ) )  = F ( t ) + F ' ( t )  (C - t )  / I  ! + F " ( t )  ( c - t ) 2 / 2 ! + .  . .  ( 4 . 4 . 4 )

Postavljanjem ( 4 . 4 . 4 )  u ( 4 . 4 . 3 ) ,  a zatim parci ja ln im in tegra l jen jem dobija s e : 

t
/  ^ - ( t - C ) / T F (c )d c  = T  F ( t ) _ T 2F > ( t ) + T 3 /2 F" ( t)  - ____ ( 4 . 4 . 5 )

Uz ograničenje  prv im L l d  l  l U l l l  l U l  i i i u  i ca

/  e ( t  ? ) / T F (C )d  C= T F  ( t) ( 4 . 4 . 6 )

Uzimajući  u obz i r  ( 4 . 4 . 2 )  i ( 4 . 4 . 6 )  funkc ional  $ ( 4 . 4 . 1 )  postaje

+ = /  o e d V -  /  F v dS + zr f  d V  (E T .» . )  —— /  r  , ( t ) d V  4 u u  o. a 2 I I AV kk  t
V ,  s t v ,  t f iV ,

( 1 . 1 . 7 )

Iz analogi je sa ( 4 . 2 . 3 )  se može o d re d i t i :

C = T  n ; C j 5 T . f i . ( 4 . 4 . 8 )

Tada  se lagranž ian  ( 4 . 4 . 7 )  poklapa sa lagranži janom penalnog modi f ic iranog  

metoda. Ako se uzme da je:

C = EC. ( 4 . 4 . 9 )

iz ( 4 . 4 . 8 )  i ( u . 4 . 9 )  se dobija :

T  e E T .  ( i2. / i2) ( 4 . 4 . 1 0 )

gdje  je T  sredri je vr i jeme funkc ion isan ja  žar iš ta  p last ične  deformaci je  do -  

bijeno osrednjavanjem sa tež insk im fak tor ima jednakim odnosu k o n stan te  fi . 

za pojedina ža r iš ta  i k o n stan te  fi za sistem u c je l in i .

Sada funkc ional  ( 4 . 4 . 7 )  dobija o b l ik :

%  = J  °u  ž u d V  F» v» d V  + L ’d V  ™  / £ k k ( t ) d V ,
t t t 1

( 4 . 4 . 1 1 )



83.

pr i  čemu se ovdje  jav l ja ju  dv i je  k o n s ta n te  koje je po t rebno  eksper im enta lno  

o b e z b i je d i t i : vr i jeme re laksaci je  T  i konstan ta  jž .

Zapis ( i j . i4 .11)  omogućava da se u t v r d i  f i z ičk i  smisao la g ra n ž ia n a ,  metoda 

modif ic iranih penaln ih  fu n k c i ja ,  koji se najčešće tumači [ 9 3 ,9 4 J  vel ikom po-  

zit ivnom konstantom. Znajući  da fu nkc iona l  ( M . i J . I I )  ima d imenzi ju  snage  

moguće je u t v r d i t i  da konstan tu  t re b a  t r e t i r a t i  kao p r i t i s a k  ili pak g u -

st inu energ i je  vezanu sa žariš t ima p lastične  deformaci je .  U tom k o n te ks tu  

u metod modif ic iranih penaln ih  funkc i ja  su uveden i  re laksaci ja  koja t ra je  

neko srednje  vr i jeme T  raspored jeno  po s p e k t r u  ( T . ,  i = 1 , 2 , , . . . )  i žar iš ta  

plastične deformacije sa odredjenom gustinom e n erg i je  ili p r i t iskom  fž .

To znači da i; nije pro izvo l jna  ve l ika  konstanta  već je p ro iz v o d :  t  = T  

iz eksper im enta ln ih  ko n stan t i ,  koje se mogu m jer i t i .

Ako se u ( 4 . 4 . 5 )  sačuvaju dva  člana ,  tada ( 4 . 4 . 6 )  dobija ob l ik :  

t

/  e“ ( t _ C ) / T F U ) d  ? = T F ( t ) - T 2 F ( t )  ( 4 . 4 . 1 2 )
_oc t

dok se za eksponencija lno jezg ro  dobija sljedeći  r e d : 

t
/  K ( H ) F ( C ) d 5  = ? F ( t ) - ?  F ' ( t )  ( 4 . 4 . 1 3 )

- t r  * t

za koji su k a r a k te r is t ič n e  dv i je  k o n stan te :

? = = M . T . ,  C = f i T 2 = E T 2fi .  ( 4 . 4 . 1 4 )
l i  1 l i

D ru g a  konstanta  označava s ta t is t ičko  o d s tupan je  duž ine  t ra jan ja  ra z l ič i t ih
2

i zazvan ih  k re tan ja  i zato je vezana  sa vremenom T  .

4 . 5 .  K IN E M A T S K O - T E M P E R A T U R N A  D I S K R E T I Z A C I J A  P L A S T IČ N O G  

T E Č E N J A  U O K V I R U  D V O D I M E N Z I O N A L N O G  MKE

U prethodnom di jelu ove g lave  problem p last ičnog  tečenja je pos tav l jen  u 

vari jacionom ob l iku  p re d v id je n o m  za reša v an je  metodom k o n ač n ih  e lem enata .

Formalizaci ja var i jac ionog zad atka  počin je  sa p o k r iv a n je m  oblast i  V ( x ^ , x ^ , x ^ , t

ogran icene  gramcom , * 2 , x 3# t)  sistemom konačn ih  e lemenata  koji se d e fo r -



mišu sa vremenom. U ovom radu  se kor is te  četvorougaoni  izoparametarsk i  

element i ,  k r u t o  vezani  za ti jelo V .

S l . 4 . 5 . 1 .  Če tvorougaoni  izoparametarsk i  element

Četvorougaon i  element ( s l . 4 . 5 . 1 ]  ima če t i r i  t jemena, numerisana redom

1 , 2 , 3 , t l  sa koordinatama : r ( t) , z ( t ) , . . . ,  r^ (  t ) , z^( t) . C e n t a r  tež ine eleme-  

nata leži u tački  c s k o o rd in a ta m a :

r
c

1_
U

4
Z

a=1 ra ' z
c

1_
4

4
j:

a =1 ^ ( t ) ( 4 . 5 . 1 )

Da bi se odred i la  zakoni tost izmjene f iz ičk ih  vel ičina u granicama odvojenih  

elemenata sa svakim elementom (bi lo un u trašn j im  ili g ran ičn im )  k r u t o  se v e -  

že sistem lokalnih koord inata  ( s ,t  ) implici tno od red jen  fo rm ulam a: r= r  (s ,i,t) 

i z = z ( s # )  gdje  su:

4 4
r ( S T - t )  = z q r  ( t ) ;  z(s,T,t) = Z q z ( t )  ( 4 . 5 . 2 )a =  1 a a a = 1 a a

pr i  čemu je q de fin isano izrazom:  u

q = q ( s , t) = ( 1+s s ) ( 1 + t t ) / 4  ( 4 . 5 . 3 ) ̂a ^a a a

sa sljedećim vr i jednostima k o n s tan t i :

s = -1 S „  = 1 s = 1 s = -11 2 3 4
T  = — 1 T ,  =  “ 1 T = 1 T = 11 2 3 4

( 4 . 5 . 4 )

lz formuia ( 4 . 5 . 2 )  i ( 4 . 5 . 3 )  sl i jedi  da će p r i  s = t = 0 b i t i :
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odakle  sli jedi  zakl jučak da se koord ina tn i  početak lokalnih  koord inata  na la-  

zi u tež iš tu  četvorougaonog e lementa.  T a č k e  1 , 2 , 3 , 4  koje de f in išu  tjemena 

četvorougaonog elementa imaju sljedeće lokalne k o o r d i n a t e : tačka 1 ( s= - 1 , t =-1)  

2 ( s= 1 , t = - 1 ) ;  3 ( s= 1 , t =1 ) ;  4(s = - 1 ,  t = 1) prema ( s l . 4 . 5 . 1 ) .

Kao posl jedica deformacija i time izazvan ih  pomjeranja koord inate  sv ih  čvo-  

rova se u toku vremena mijenja ju .  Zato su koord inate  čvorova elementa 1234 

neke fu n kc i je  vremena t .  Nj ihovi  izvodi po v rem enu de f in išu  b rz in e  tečenja:

3 r ( s ,  t , t)
v = r 3t

v = z

3z ( s , t , t )

i~~t
( 4 . 5 . 6 )

koje imaju oblik recimo za tačku 1 :
3 r̂  (t)
3 t

3 z^(t) 
31 ( 4 . 5 . 7 )

In tegra l jen jem  d i fe ren c i ja ln ih  jednačina ( 4 . 5 . 7 )  dobijaju se formule za na la-  

ženje položaja čvorova  u sljedećem momentu vremena po poznatim ko o rd in a -  

tama u pre thodnom t r e n u t k u  vrem ena:

t+flt
r  ( t+At) = r ( t )  + /  v ( t )  dt
“ a i  m

( 4 . 5 . 8
t+At

z ( t + A t ) = z ( t ) +  /  v ( t ) d ta a za

pr i  a = 1 , 2 , 3 , 4  uz poznate  b rz in e  v i v .
r  a z a

2Jednostavna r ješenja  ( 4 . 5 . 8 ) ,  sa greškom proporc ionalnom At mogu biti  

u cil ju povećanja  tačnosti  zamijenjene formulama R u n g e - K u t a  kod koj ih se

tražene koordinate r (t+ At) i z (t + A t) definišu kao parabole po At sa
a 3 a

greškom proporcionalnom At i u d iskre tn o m  ob l iku  fo rmul išu  jednačinama:

ra ( t  + At / 2) = r a ^ + V ( t)  A t / 2  
r a

Za ( t  + At / 2) II N Q + v ( t) A t / 2za

r ( t+ At) = r ( t )  + >J ( t+ A t / 2 ) A ta a r a
za ( t  + At) = z ( t )  +a v ( t  + At / 2 ) A  z a

( 4 . 5 . 9 )
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koje omogućavaju da se odredi  položaj  mreže elemenata nakon vremenskog  

in te rva la  A t .  Zajedno sa kretanjem t i jela kreće  se i toplota.  U cil ju uz ima-  

nja u obz i r  ovih  efekata  jednačina top loprovodnost i  se t rans form iše  na taj 

način što se uvodi smjena c p= C (g lava  1, od je l jak 1. 6)  i potpuni  i z v o d  

razb i ja  na komponente.  Relacija ( 1 . 6 . 1 1 )  dobija ob l ik :

C 3 T
9 t

= V W  T  -  C T  v) + a.. e..
' J  ' J ( 4 . 5 . 1 0 )

Ako se jednačina podijel i sa C,  uvede  u razm atran je

roprovodnost i  X = ^ / C  i izvrš i  zamjena Q = o. . e . . /C
' J  ' J

9t  2 ■>
= X ? T - V T v  + Q9 t

koef ic i jent  tem p e ra tu -  

dobija se relac i ja:

( 4 . 5 . 1 1 )

Jednačina ( 4 . 5 . 1 1 )  je fak t ičk i  jednačina top loprovodnost i ,  ali u obl iku

( 4 . 5 . 1 1 )  može f.e nazivati  jednačinom te m p e r a tu ro p r o v o d n o s t i .

Uporedjen jem jednačina ( 4 . 5 . 6 )  i ( 4 . 5 . 1 1 )  može se uočiti  nj ihova analogi ja:  

jednačina  ( 4 . 5 . 6 )  pr i  in tegra l jen ju  daje položaj  mreže čvorova  izdvojen ih  u 

t i je lu ,  a jednačina ( 4 . 5 . 1 1 )  analogno tome omogućava p raćen je  polja tempe-  

r a t u r e .  Potrebno je samo oci jenit i  desni član jednačine  ( 4 . 5 . 1 1 )  koji se mo-  

že označi t i  sa :

n = x?2T -  V T  v + Q ( 4 . 5 . 1 2 )

pr i  čemu jednačina tem p era tu ro p ro vo d n o st i  dobija jednostavan  ob l ik :

$2 ( 4 . 5 . 1 3 )
O t

T r e b a  imati na umu da ( 4 . 5 . 6 )  i ( 4 . 5 . 1 1 )  de f in išu  sistem od 3N jednačina

( N - b r o j  čvorova  d is k re t i zo v an e  oblast i )  sa 3N nepoznat ih  ve l ič ina :  v , v  i T .
r  z

Da bi se p r ip rem i l i  za p ro raču n  po formulama MKE p o t re b n o  je zapisati  v e -

l ičinu n kac fu n k c i ju  čvo rn ih  p r o m e n l j i v i h : koord ina ta  čvo ro va  ( r , z ) ,

b rz in a  k re tan ja  čvorova (v  , v  ) i t e m p e r a tu ra  u čvorovima T .  U tom ci l ju
2nuzno te o d re d i t i  V T  i V T .1 *

Posmatra se čvo r  mreže (neka  je označen 0) i n jegovo b l isko  o k r u ž e n je  -  

čvorov i  1 , 2 , 3 , 4  koji zajedno o b ra z u ju  još jedan e lement  -  rombičn i  e lement
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koji o k ru ž u je  čvor  0. ( s l . 4 . 5 . 2 ) .  Kroz  t r i  tačke  ovog elementa ( 2 , 0 , 4 )  ili 

( 3 , 0 , 1 )  moguće je postavit i  samo jednu  p a rab o lu .  Dv i je  ta k ve  parabole  o b ra -  

zuju lokalni  k r iv o l in i jsk i  sistem koord inata  (€ ,  n) i p a ra m e t r i z i ra  se okolina  

posmatranog čvora 0{ £ = 0, n q= 0 ) ,  ako se za jedno sa ovim parabolama po-  

stave dv i je  familije e k v id is t a n t n ih  parabola  koje p o k r iva ju  rombični  e lement.

S l . 4 . 5 . 2 .  Rombični  element za zadatak  prenosa te m p e ra tu re

Globalne koord inate  problema su ( r , z ) .  U okolini  posmatranog čvora  0 po-

s tav l jene  su koord ina te  x = r - r  , v e z - z i u tim koordinatama se mogu 
‘ o o

iz raz i t i  t r a ž e n e  parabole ,  kor is teć i  pol inome La g ran ža .  Da bi po L a granžu  

[ 74, 83 ] prove l i  parabole  x ( y )  i y ( x )  k roz  tačke u prvom slučaju ( x 3 , y 3) ,  

( X = 0 , y = ° ) .  ( x  , y  ) i tačke ( x 2 , y 2 ) ,  ( x q= 0, y Q= 0 ) , ^^) u drugom s lu -

čaju ,  dovoljno je defin isat i  troč lane pol inome ob l ika :

x = x 2 L2 ( y )  + XQLo ( y )  + X4 L4 ( y )  

y = y L ( x )  + y o LQ( x )  + ^ ^ U )
( 4 . 5 . 1 4 )

gd je  su:

2 y < y , - y j l y , - y . )

( x - x  ) ( x - x  )
. , , o 1
L ? ( x ) = 7----------- w ----------- r3 (X - X  ) ( x  - x  ) 3 o 3 1

( y - y 2) ( y - y 4) (y -yp) ( y - y 2)

L° (y)= (y - y , ) ( y  - y fl) '  'Lt>(y) ~ ty.B- y _ ) ( y „ - y J

( x - x  ) ( x - x  )
; l  ( x ) =

°  ( x - x , ) ( x  _XJ  o 3 o 1

4 ' o  7 4 ' 2 ‘
( 4 . 5 . 1 5 )  

( x - x  ) ( x - x  )

L i , x ) =  ( 7 : °  h x . - x j1 1
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p r i  čemu n p r .  L ^ (y )  poprima v r i j e d n o s l  0 u "lud j i in" tačkama 0 i 4, a v r i -  

jednost  1 u svojoj tački  2.

T r e b a  uzeti  u obz i r  i vel ičine ^  0 i n 4 0 za slučaj  kada se tačka ( x , y )  

ne pok lapa  sa čvorovima 01234, pa se re laci je  ( 4 . 5 . 1 4 )  mogu zapisati  u ob -  

l iku:

x = K + x
(y -y0M y-y , )

2 ' v V ' v V

y = n + y.
( x — X ) ( x —X ) 

o______ 3
(x - X  ) ( x — X ) 1 o 1 3

+ x

+ y

(y -yo) ( y - y 2)
4 ( y  - y  ) ( y  - y  )7 4 * 7 o 7 4 7 2

( x - x  ) ( x - x  ) 
_____o______ 1__

3 (x  - x  ) ( x — x ) 3 o 3 1

( 4 . 5 . 1G)

te će lokalne koord inate  za čvorove  01234 imati v r i jed n o s t :

Za tačku 0 : 5  = 0
o

n  — 0
( y r y0) (y , - y 4) <y,-y0M y r y2 )

-  xZa tačku 1: 5 =  x - x  -
1 1 2 (y.,-y Hy-,-y„) 4 Cy„-y_)(y„-y_)2 ' o  ' 2  4 4 ' o  4 2

n 1 = °

( 4 . 5 . 1 7 )

( 4 . 5 . 1 8 )

Za tačku 2 : £ = 0

n =

Za tačku  3: r =

(x  - x  ) (x  - x  )2 o 2 1
Y2_ y 3 (X - x  ) ( x  - x  )

3 o 3 1

( y 3- y o M y 3- y 4 ) 

x3_><2 (y2- y 0) l y 2- y , l
“ X.

( x _ - x  ) ( X ~X ) 
2 o 2 3

r - - —

1 ( x r x o ) ( x r x 3 )

(y3-y o ) (y 3- y 2)

( y « - y 0 , < y 4 - y 2 )

( 4 . 5 . 1 9 )

( 4 . 5 . 2 o )

= 0.

Za tačku 4: 5 = 0

n _ _ ‘ V V ^ V V
4 y 4 y 3 (x  - x  ) (x  - x  )

( x , - x  ) ( x , —x )  
, 4 o 4 3
1 ( x  - x  ) ( x  - x  ) 1 o 1 3

( 4 . 5 . 2 1 )

3 o 3 1

Za pre laz  u rombične koord inate  k o r is te  se formule  ( 4 . 5 . 1 6 )  koje u s k r a -  

ćenom ob l iku  mogu biti  zapisane:

5 = x ( y ) ; n = y- n2(x) ( 4 . 5 . 2 2 )

gd je  su n ^ v )  i n2 ( x )  polinomi desne s t r a n e  jednač ina  ( 4 . 5 . 1 6 ) .  T a d a  će  

izvodi imati ob l ik :
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a_T
3 x

_3T
U ” Š  (X)

9 T
3n

23 T = t -  2 n ‘ ( x ) » * r >9
- + n,  (x )

2
3 T n " ( x ) 3 T

3 X 2 

9_T
3 y

2 2
3?

— - -  n ’ ( y )  —
3n 1 y 3C

2 3n 2 2 3n

( 4 . 5

2
3 T

3y 2
32T= 3 T _ 2 n (y) 1 19n 1

a 2T
3C3n

’ 2 r i+ n, (y)
3 2T

ae2
n"(y)

3T
3C

pri čemu će u tački 0 biti :

n ( y  )  =  0
1 o

vv
V y 4 + X

V y2

2 (y2-yoJ(V y i.) 4 (V yo) ( V y 2J

V V
2x 2 2x.

(V yo ) ( V y n) ' V V ' V ^ 1

n (x ) = o 2 o
( 4 . 5 . 2 4 )

x “ X 1o 1n ( X  )  =  y  -  

2 0  13 ( x 0_x ) (X - X )
+ Vi

X - X
o 3

n ( x_ )  =

3 o 3 1

2V3

( x i - x 0 ) ( x r x 3)
2y,

2 o ( x ] - Xo ) ( x r x 3 )

Da bi odred i l i  relaci je ( 4 . 5 . 2 3 )  po t rebno  je još naći izvode  od T  po k o ord i -  

natama £ i n p reko  v r i jednost i  t e m p e ra tu ra  u čvorovima 0 , 1 , 2 , 3 , 4 .  U tom 

ci lju kor isno je posmatrat i  u čvorov ima rombičnog elementa umjesto tempera  

t u r a ,  t e m p e ra tu rn e  raz l ike  u odnosu na t r a ž e n u  tačku ( s l . 4 . 5 . 3 ) .

a) b)

S l . 4 . 5 . 3 .  Zadavanje u čvorov ima rom bičn ih  e lemenata:  a) t e m p e r a t u r a ,  
b) te m p e ra tu rn ih  ra z l i k a .
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Za te m p e ra tu rn e  raz l ike  se po L a g ran ž u  može napisati :

K- c ne- e ) (e- eQ)(e -e,)
DT(C , n ) = D T .  --------- 5---------------  + D T - +

1 te-e )te -e_)1 o 1 3 3 ( V £o H W ( 4 . 5 . 2 5

(n-n ) (n -  n ) (n-n ) ( n -  n )
O 4 O 2

+ D T _ - ------------ ------------- r  + D T
2(V  n o ) ( n 2 ' % ) 4 (n -n ) (n -n ) 

4 o 4 2

gdje  su ? n Q- C n o dred jen i  relaci jama ( 4 . 5 . 1 7 ) - ( 4 . 5 . 2

Uzimajući  u obz i r  ( 4 . 5 . 1 7 )  relacija ( 4 . 5 . 2 5 )  dobija ob l ik :

e (e- e )
D T  = D T  -----------------  + D T

e(e~e J  n(n-  n ) n vn-n2 )
+ D T  ---- :---------- . +  DT .

i e / v  e3) 3 53U3-ei) 2n2S V  14 \ ( v n2 }
( 4 . 5 . 2 6

Iz ( 4 . 5 . 2 6 )  i ( 4 . 5 . 2 3 )  sli jedi  sljedeća aproksimaci ja  g rad i jena ta  te m p e ra tu r

U  -V DT3(2{- s> „•
3x' c,(5,-?3> +v w  2 n2(n2-v ' V", - v

d t 2 ( 2r|-  n ) DT^Un -  n^) 
4 + ------------- -------]

( 4 . 5 . 2 7

J T .  DT2 (2n- n4 , P y 2 n - n 2l n, c ° T , ( 2{ -  V  + DT3(2C ~ S » j
n ( n - n )  i '  e, ( e, -  e,) e , ( e , ~ e , )

^  n 2 ( n2~nH] 4 4 2 r  i 3 ' 3 3 '  1

Za ra va n s k i  slučaj  o pera to r  Laplasa će imati ob l ik  za tačku 0:

2— -2t 32r»T a2DT „'2 xnr DT1 DT32 _ 3_T + 2_J = 9 P.J +V T  = 2 2 2 
3 x 3y dx dy? ' 2 [  7 7 1 7 V  £ 3 ( 5 3 - ' , >

] +

DT. DT 4 " ^ 3 D T 1
] + n, ( v )  C— — !-------++ 2 [  1+ V ^ ^ n ^ n ^ - n ^ )  + n ^ n ^ r  ' “ l w°' e^ - ^ )

( 4 . 5 . 2£

SDT3 n 4D T 2 n DT .  2 4+ ----------- ------- ] +n ( XJ [— :--------- , +  — - — 1— ]
£3( V  £,> 2 J  V v V  n„ < V n2>

Na osnovu g o rn j ih  rezu lta ta  moguće je de f in isa t i  a lgor i tam  na laženja  vel iči  

fi ( 4 . 5 . 1 2 )  za čvor  0. rombičnog e lementa 0 , 1 , 2 . 3 , 4 .  R e la t iv n a  b r z in a  

u jednačin i  ( 4 . 5 . 1 2 )  je očigledno jed naka  n u l i .  Formule  ( 4 . 5 . 1 7 )  -  ( 4 . 5 . 2
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od re d ju ju  vel ičine £ ( t ) , C ^ U ) ,  n^ f t )  i n ^ C t ) ,  a

ne:  n ( y ( t ) ) ,  :i ’ ( y ( t ) ) ,  n" ( y ( t ) ) ,  n , ( x ( t ) ) ,1 o 1 o . o 2 o

formule ( 4 . 5 . 2 4 )  ve l ič i -
I II

n (x  ( t ) ) ,  n ( x  ( t ) ) .  2 o 2 o

Laplasi jan te m p e ra tu re  se može o d re d i t i  iz ( 4 . 5 . 2 8 )  i uz poznato Q u

( 4 . 5 . 1 1 )  moguće je odredi t i  n ( t ) .  Po metodi Oj lera  tem p era tu rn o  polje se 

o d re d ju je  formulom:

T  ( t + A t) = T  ( t )  + « ( t )  At ( 4 . 5 . 2 9 )
a a

Radi uvećanja  tačnosti algoritam prenosa koord inata  po t rebno  je kombinova-  

ti sa prenosom tem pera tu ra  u o k v i r u  numeričkog postupka  metoda R u n g e -  

Kut a :

T  ( t + A t / 2 )  = T  ( t )  + n ( t )  At / 2  
a a a

( 4 . 5 . 3 0 )
\  ( t  J A t )  = Ta ( t )  + n ( t + At / 2 )  At

a

4 . 6 .  N A P O N S K O -D E F O R M A C IO N A  D I S K R E T I Z A C I J A  P L A S T IČ N O G  

T E Č E N J A  U O K V I R U  D V O D IM E N Z IO N A L N O G  MKE

Ako je V (s ,  i  ) pro izvo l jna  funkc i ja  zadana u n u t a r  četvorougaonog konač-  

nog elementa,  tada njen zapis p re ko  svoj ih  v r i je d n o s t i  u čvorovima č e tv o -  

rougaonog elementa 1,2,  3, 4 prema ( 4 . 5 . 2 )  ima ob l ik :

4
f  (s ,  T )  =  E f  q (s ,  t )  ( 4 . 6 . 1 )

- i  “ “a -1

gdje  s u : f  za « =  1 , 2 , 3 , 4  -  v r i je d n o s t i  fu n k c i je  y u čvorov ima a q
a a

-  s ta n d a rd n e  funkc i je  de f in isane  sa ( 4 . 5 . 3 ) .  Pri numer ičko j  rea l izaci j i  po-  

godno je re laci ju  ( 4 . 6 . 1 )  zapisati  u o b l ik u :

Y (s.  t) = { q^ (s ,  T) , q 2 ( s , T) ,  q 3 ( s , T ) ,  q 4 ( s ,T ) } {  » 1 ’P2 » 3 » a> -1 ( 4 . 6 . 2 )

gdje  m a t r i c a - v r s t a  sadrž i  v r i je d n o s t i  fu n k c i je  o b l ika :

q ( s . T )  = [  q   ̂ ( s ,  t  ) ,  q 2 ( s ,  t  ) ,  q 3 ( s ,  T  ) ,  q  ( s ,  t  )  3 ( 4 . 6 . 3 )
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a matrica  -  kolona sadrž i  v r i jednos t i  samo eks t ra p o l i ra ju ć e  funkc i je :

t  = 4< 4/ } 1 ( 4 . 6 . 4 )
1 1 2 3 4

*► ^
Ako je v ( s # t )  v e k t o r  b rz ine  k re tan ja  u n u t a r  konačnog elementa tada se

njegov zapis p re ko  v r i jednost i  u čvorovima 1 , 2 , 3 , 4  četvorougaonog e le -

menta dobija primjenom ( 4 . 6 . 1 )  za svaku  komponentu toga v e k t o r a ,  što u

razv i jenoj  formi ima obl ik:

v r ( s , T ) = qi  ( s ,t ) v i r +q2 ( s , T )  v 2r + q 3 ( s , T )  v 3 r+ q 4 (s,T )

( 4 . 6 . 5 )
V Z ( S*T 3 ^  ( SA ) v 1z+q2 ( s , T )  v 2z+ q 3 ( s , T)  v 3z+q4 (s,T ) v ^

Pri numeričkoj  real izaci j i  pogodan je v e k to rs k i  obl ik  organizac i je  podataka  

te v e k t o r  brz ina  posmatranog konačnog elementa se zapisuje  u ob l iku :

v' = ( v v v v v v v v } 
r l  z1 r2 z 2 r3 z3 r4 z4

-1

pr i  čemu je očigledno da se v r i jednos t

v ( s ,  t ) =

v (s,  t  ) 
r

v ( s , t )
z

dobija iz ( 4 . 6 . 5 )  a može biti  zapisana:

( v ,  v„ v„ v.  v v„  v v )
1 1 2 3 4 5 6 7

( 4 . 6 . 6 )

( 4 . 6 . 7 )

Matrica

v ( s ,  T ) = q i
0

q 2

0 q i
0

v r i je d n o s t i  q se može

q i
0

N ( S, T ) = N.
1 a

=

° q 3 0 0 1V

q 2 ° q 3 0 q 4

označit i :

° q 2 0 q 3 0 q 4 °

^  ° q 2 °  q 3 ° q 4

( 4 . 6 . 8 )

( 4 . 6 . 9 )

i tada formula ( 4 . 6 . 8 )  kao osnovna formula  za zapis  v e k t o r s k o g  polja 

v ( s , t )  u n u t a r  konačnog elementa posta je:
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v(s, T  )  - N(s ,T ) v(s, T  )  (J|.6.1o]
ili p reko  komponenata:

8
v = E N. v a = 1 ,2  ( 4 . 6 . 1 1 ]

l j= i i a a

Sljedeći  ko rak  je odred j ivan je  g rd i jen a ta  eks t ra p o l i ra ju ć e  funkc i je  ( 4 . 6 . 1 ) :

VT = f <S'T ) 341 ( S'T ) )
1 3 r 3 z

Izvodi iz ( 4 . 6 . 1 2 )  mogu biti  p re d s tav l jen i  u ob l iku  [ 129 ] :

( 4 . 6 . 1 2 )

3 Y 3Y 3S 3V 3 t

3 r 3 s 3 r 3 t 3 r

3T 3T 3 s 3Y D t

9 z 3 s 3 z 3 t 3 z

( 4 . 6 . 1 3 )

U izrazima ( 4 . 6 . 1 3 )  je neophodno odred i t i  3 s / 3 r ,  3 s / 3 z,  3 t  /a r  i 3 t / 3  z . 

U tom cil ju se d i fe re n c i ra ju  početne jednačine  ( 4 . 5 . 2 ) .  D i fe renc i ran jem  p r v  

jednačine  iz ( 4 . 5 . 2 )  po r  se dobija:

4
1 = L r  ( t )  Sq (s ,  t  ) /3 r  ( 4 . 6 . 1 4 )

1 a “a =1

Zamjenom q ( s , t ) iz ( 4 . 5 . 3 )  u ( 4 . 6 . 1 4 )  dobija se jed nakos t :

4 4
1 =  —  Z  r s (1 + t  t  )  /4  + E r t  ( 1+ s s ) / 4  ( 4 . 6 . 1 5 )

3 r a =1 a a a 9r  a — 1 a a a

Relaci ja ( 4 . 6 . 1 5 )  može biti  zapisana u o b l iku :

M , “ ' s v + m 2 (s)  t t 1 1
( 4 . 6 . 1 6 )

gdje  su :

M ( t ) = 7  E r s ( 1 + T t  ) ,  M (s)  = -7 £ r  T (1+s s)
“ a=1  a a 4 a =1 a a

( 4 . 6 . 1 7

D i fe renc i ran jem  d r u g e  jednačine iz ( 4 . 5 . 2 )  po r  se dob i ja :

0
4
E z 
= 1 a

3 q a ( s ,T )  / 3 r ( 4 . 6 . 1 8
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Iz ( 4 . 6 . 1 8 )  i ( 4 . 5 . 3 )  nastaje jed nakost :  
4 4

0 = 3 s
9 r  a = l ra ^ ( 1 + T„ T ) +

9 t'L L  Z

3 r a = 1_ i  a a n +s„ s) ( 4 . 6 : 1 9

koja se može zapisati u ob l iku :

M ( t  ) —— + M (s)  = 0
3 3 r  4 3 r ( 4 . 6 . 2 o

4
1 Z

gdje  su:

M 3 ( t )  = 2a S« ( 1 + T a T ) ;  M 4 ( s ) = ^ a = 1  Za Tc ( 1 + S<*s) ( 4 ' 6 - 2

R ješavanjem jednačina ( 4 . 6 . 1 6 )  i ( 4 . 6 . 2o) po 3 s / a r  i 3i / a r  se dobija:

9 t9 s
3 r  ~ M4 ( t )   ̂ a ^s ' t ) ’ = -  M 3 (t ) /  M s , t ) ( 4 . 6 . 2 2

gdje  j e :

A = M^(t ) M^ ( s) -  M ^fs )  M^fT) ( 4 . 6 . 2 3

Zamjenom ( 4 . 6 . 1 7 )  i ( 4 . 6 . 2 1 )  u ( 4 . 6 . 2 3 )  sl i jedi:

4 4

A = a =i S a T6 f1+TaT ] (1+sasM ra z 6 -  r e za ) ( 4 . 6 . 2 4

Vel ič ina  A ( s , t  ) je iz računata  u Pr i logu 2 i jednaka  je:

A ( s , t )  = 1/8 n ^ - r ^ U j - ^ M r ^ H ^ - ^ J H d ^ - r ^ U , ^ ) -  

' ( r r r 2 ) u 3 "zn) ) 5 + ( ( r 2 ' r 3 , u r z n) _ ( r r r i1H z 2 ' z 3 ) ) t : |  ( ' ' - 6 - 25

Sada formule ( 4 . 6 . 2 2 )  mogu bit i  i skor išćene  u ( 4 . 6 . 1 3 )  za na laženje  kompc 

nente  a v / S r .  Analogno,  d i fe renc i ran jem  relaci ja  ( 4 . 5 . 2 )  po z dobija se:

0

1

aq ( s ,t ) 3 s
“ r

a =1 a 3 z ~ 3 z

** 3 q (s ,  t)
V  7 a 3 s

, “ 3 z a -  1 3 z

a _ (T )+ ^  M_( s )  9 z 1 9 z 2

3t

3 z 4 ( 4 . 6 . 2 6

Rješenja jednačina  ( 4 . 6 . 2 6 )  su:

3 s /  3 z = -  M 2 ( s ) /  A ( s , t ) ;  3 t / 3 z = M ^ t ) /  A ( s , t ) ( 4 . 6 . 2 7
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Formule ( 4 . 6 . 2 7 )  mogu biti  iskor išćene  u ( 4 . 6 . 1 3 )  za nalaženje komponente

9 V/ 3z .

1 t a k o  g r a d i j e n t  p r o i z v o l j n e  f u n k c i j e l '  ( r # z )  s e  i z r a ž a v a  u  t a č k a m a  ( s #t ) 

u n u t a r  č e t v o r o u g a o n o g  k o n a č n o g  e l e m e n t a  p r e k o  v r i j e d n o s t i  o v e  f u n k c i j e  

u  č v o r o v i m a  p o  f o r m u l a m a :

—  -  ( M ( s ) ------- M ( ,  ) —  ) / A ( s . t )
;j r  4 a s  3 ai

3? 3'i' 3 41
—  =  ( - M  (s)  ,—  +  M  ( T )  —  ) / A ( s # t )  
3 z 2 O s  1 OT

( 4 . 6 . 2 8 )

Prema ( 4 . 6 . 1 )  b ić e : 
4

3 Y 1
—  = -  Z Y s ( 1 + t t ) 
3 s 4 a -1 a a a

—  =  -  E Y t  (1 + s s)3t 4 a cx a a

( 4 . 6 . 2 9 )

Iz ( 4 . 6 . 2 8 )  i ( 4 . 6 . 2 9 )  sl i jedi:
4

3 Y
^  = 1/4  A ( S# t  ) Z f j M ^ s J s  Q (1+ t^t ) - M .  (- ) t q  (1+sa s) ]

( 4 . 6 . 3o)

= 1/4 A ( s #t ) Z ¥ [ - M  ( s ) S (  1+ T T ) - M  ( T) T ( 1  + s  s) ]
dz , a 2 <* a  1 a a

a = 1

Ovim formulama se rešava problem o d re d j iv a n ja  g ra d i je n ta  p ro izvo l jn e  f u n -  

kci je Y ( r #z) prema njenim vr i jednostima u čvorov im a.  Ovaj  pos tupak  se mo-  

že p r im i jen i t i  za dobi janje  komponenata b r z in e  deformaci je  ( 1 . 3 . 3 )  koje ima-  

ju ob l ik :

r r

3 v

3 r zz

3 v

3 z 'TT
rz

3 v 3 v v■ -n * rr,; l,,mr (‘t-6-3”
One se i i z ražava ju  p reko  g rd i je n a ta  3v^/3  r # 9 v ^  z,  S v ^ / S r ,  gv^/ 3z  či je

računan je  se može obavi t i  prema formulama ( 4 . 6 . 3 o )  pr im i jen jen im  za polja

v i v . 
r  z

Za komponentu e će b i t i :
r r
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v

V  [  M (s ) s (1+ t t ) “ M ( t ) t  (1+s s)]
r  U V- n ^  n nrr ar 4A(s, t)0 >"aL 4 u a  ̂ a a

(4.6.3
Koris teći  ( 4 . 6 . 2 1 )  dobija s e :

4 «1
r r 16 a

£ (1+s s) ( 1+t t  )s t  (v z - V  z ) (4.6.33
a =1 6 =1 a a 6 r a 6

Suma je iz računa ta  u Pr i logu 3 te će konačni izraz  imati ob l ik :

e = r~— {[ v fz-z l+ v _(z -z )+v (z -z_)+v (z -z ) ] + rr 8 A rl 2 4 r2 3 1 r3 4 2 r4 1 3

c ' 'r1< V z3)+vr 2 , V z ..) +v r3 , z r z2 , + v ri,, V z , ) ] s + c v r 1( z 3- z2 ,+

+  V  (z - z  }+v  _ ( z - z j + v  [z - z  ) ]  t  )  r2 1 4 r3 4 1 r4 2 3

Za komponentu  će bi t i :

J l i  = .-- -----, £  {  v  [  -M (s)s (1+ T  t )+M ( t  )  T (  1+S S ) ]  +rz / 2a ( s ,t )a =1 i& 2 a a 1 a a
( 4 . 6 . 3 5

+ v [ M, (t )s ( 1 + t  t )-M_(s) t (1+s s ) ]} za 4 a  a 3 a a

Ako se izv rše  zamjene prema formulama ( 4 . 6 . 1 7 )  i ( 4 . 6 . 2 1 ) ,  a zatim izra-  

čuna suma (Pr i loz i  3 i 4) dobija se:

1
rz 8 ,-- ------- , { [  v , ( r - r , ) + v  „ ( r  - r „ ) + v  _ ( r  - r , ) + v  ( r  - r  ) ]  +

/ 2 \ ( s ,t ) zl  4 2 z2 1 3 z3 2 4 z4 3 1 J

+ [ V r l , 2 2 - 2 l )+Vr 2 ,Z3 ' Z1)+Vr 3 (z4 - Z2 , *Vri . ,Zr 23 );l +[Vz l , V r /

+ Vz 2 , V r 3 ) + Vz 3 , V r i ) + Vz « , r r r 2 ) )  S + [ V r l , Z 4 - Z3) + V r 2 , Z 3 - Z/  +

+ V r 3 , Z r Z2 )+Vr / Z2"Z1)3s+ Cv z , (V r3,+Vz2« V r1)+v.3(rr r»,*vz»t V * " 1

+ [ V / V V V ' V V  + Vr3(Z4-Z,)+Vrlt(Z2-Z31:)T) (4.6.3

Za komponentu b rz in e  deformaci je  e ^  se dobija i z r a z :

1
zz

1
4 A ( s, t) ~ 4 A( s, t) a=1 Vza ["M 2 * ^  sa <1 + V J +M  i(t 3 Ta (1+Sa S)]
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Zamjenom relacija ( 4 . 6 . 1 7 ]  u ( 4 . 6 . 3 7 )  se dobija suma. Sumiranje  je i z v r -  

šeno u Pri logu *4 i dobijen je re zu l ta t :

z z  8 a ( s - ^ - ( t  ^ 1 < V r 2)+ V z 2 ( r r r 3, 't V Z3 ( r 2- ,V * Vz<., r 3 - ,V  3 +

<Vz1(r3-rf1)+Vz2(r<tr3) + Vz3(r2-ri)+Vz4,V r2))S+[Vzl,r2-r3) +

+ V z 2 , r « - r i )+ V z 3 , r r r « )+ V 2 « , r 3 - r 2 )3T)
( 4 . 6 . 3 8 )

Vel ič ina e se d i r e k tn o  odred ju je  prema relacij i  ( 4 . 6 . 3 1 )  . Na taj način
0 0

postupno je odred jen  tenzor  b rz in e  deformacije kao funkci ja  od lokalnih  

koord inata  ( s , t )  za p ro izvo l jnu  tačku deformisanog ti jela u proizvol jnom  

t r e n u t k u  t .

Pri numeričkoj  real izaci j i  pogodno je o rgan izova t i  komponente  tenzora  b r z i -  

ne deformaci je  u v id u  b iv e k to r a :

( S , T  , t )  = t  (s ,  T , t )
r r r

£ ( s ,t  , t )  = E (  S ,  T  , t )
z z z

i q ( s , T , t )  = E „ „ ( S ,  T , t )
0 OD

/~Z” e ( s , t # t ) rz

( 4 . 6 . 3 9 )

U b iv e k t o r u  ( 4 . 6 . 3 9 )  komponente e , e^ i efl su uk l ju čen e  sa težišnim fa -  

ktorom 1, a komponenta e sa faktorom / i~  da bi in te n z iv n o s t  d e v i ja to -  

ra b r z in e  deformaci je  ( 1 . 3 . 2 6 )  bilo moguće o d re d i t i  kao P i tag o r in u  in te n z i -  

vnost  b iv e k to ra  :

e  = I e ( s ,  t ,  t ) I -
. 2 + e

z
. 2+ e

6 ( / 2 c )rz
( 4 . 6 . 4o)

Postavl jajuć i  komponente b rz in e  deformaci je  i z raže n e  relaci jama ( 4 . 6 . 3 4 ) ,

( 4 . 6 . 3 6 ) ,  ( 4 . 6 . 3 8 )  u formulu ( 4 . 6 . 3 9 )  moguće je i z ra z i t i  b i v e k t o r  b r z in e

deformaci je  kao funkc i ju  od koo rd in a ta  i v r i j e d n o s t i  b rz in a  v ^ ( r , z )  i

v ( r , z )  u čvorov ima mreže KE što je bio ci l j :  
z

B. v
I ct a ( 4 . 6 . 4 1 )
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gdje  je za matricu B dobijena formula:

[ B. ] = 
i a

y 1
0

y 2
0

y 3
0 y 4

0

0
X 1

0
X  2

0
X 3

0
X 4

G 1
0

C 2
0

C 3
0

C 4
0

X 1rr
y 1

/  2

X
2

rr
y 2

rr
X 3

ri y 3

rr
X4
rr

y 4
/  2

Koefici jenti  matr ice  su dati jednačinama:

! x i
( r , - r _ ) + ( r _ - r . ) s + ( r „ - r  ) t 

4 z 3 4 z j
i

x„ ( r r r 3)+(V r 3)S + ( r 4- r i ) T2 ___ ]_

X 3
8 A

( r 2“ r , ) + ( r 2 ' r i ) s  + ( r r r 4 ’ '

X
4 ( r 3_ r i ) + ( r r r 2 )S + ( r 3“ r 2 ) r

V , ( Z 2 ' Z4 ) + ( Z 4 ‘ Z3 )S + ( Z 3‘ Z2 ) r

^2 1 ( v z i ) + ( v z 4 )s  + (zr z4)r
y 3 |

8A
( z 4' z2 ) + ( z r z 2) s  + ( v z i ) t

y 4 i
( Z r Z3 ) + ( Z 2 ' Z1 )S + ( Z 2‘ Z3 )T

< C 1 ° 2  ° 3  S  1 7( q, q2 q3 q ,  f '

( 4 . 6 . 4 2

( 4 . 6 . 4 3

( 4 . 6 . 4 4

( 4 . 6 . 4 5

Jakobijan  a je odred jen  izrazom ( 4 . 6 . 2 5 ) .  In te n z iv n o s t  b r z in e  deformacije  

se prema ( 1 . 3 . 2 7 )  može iz raz i t i  kor išćen jem ( 4 . 6 . 4 1 )  u o b l ik u :

= / ie = /  — B. v B . v  = /  — k v v 
u 3 i a a  1 6 6  3 a 6 a 6

= f ( 4 . 6 . 4(

gd je  je sa k obi l ježen matr ični  p r o iz v o d :

k = B. B.
a6 i a i 6

( 4 . 6 . 4 :

Zapreminska b rz ina  deformaci je  je o d re d jen a  matr ičnim pro izvo d o m :

e = C e. ( 4 . 6 . 4



99 .

gdje  j e : C = { 1, 1, 1, 0 .}

na osnovu ( 4 . 6 . 4 1 )  se dobija:

e = Q v ( 4 . 6 . 4 9 )
a a

gdje  je Q de fin isano sa :

Komponente  

zom :

Q = C. B.<* j j a

devi ja to ra  napona prema

2 °u  . 
s. = -  c . i 3 u i

(1 . 5 . 12 )

( 4 . 6 . 5 0 )

( 4 . 6 . 4 1 )  se računaju  i z r a -

( 4 . 6 . 5 1 )

gdje  će b iv e k to rn i  zapis za osnosimetrični  slučaj biti  analogan ( 4 . 6 . 3 9 )  i 

imati ob l ik :

( s. } = ( s 0 ' / t rz ( 4 . 6 . 5 2 )

4 . 7 .  A N A L I Z A  K O N V E R G E N C IJE  R A Z M A T R A N O G  F I Z I Č K I  N E L IN E A R N O G

PROBLEMA

U odjeljcima 5 i 6 anal iz i rana  je situaci ja u n u t a r  odvojenog konačnog eleme-  

nta .  Prelazeći  na zapis vari jacionog pr in c ip a  na ti jelo u cjel ini  po t rebno  je 

o rgan izova t i  i usaglasit i  numeraci ju elemenata i č vo ro v a .  Ovo je neophodno  

je r  se razm atran i  funkcional i  $ sastoje od in tegra la  po cijeloj  zapremini  

ti jela i oni se pr i  numeričkoj  formalizaci j i  u zad a tku  t ražen ja  minimuma p r e -  

tv a ra ju  u sume po elementima koji o b ra z u ju  to t i jelo.

Neka su svi konačni elementi  koji čine t i je lo zapremine  V numerisani  in d e -  

ksom m = 1 , 2 , . . . , M ,  gdje je M -  broj  poslednjeg e lementa .  Tada  će |t, m (w )  

označavat i  funkcional  s računat  za neki  konačni  element  sa brojem m. D e -

jstvo za ti jelo u cjel ini  će bit i  j ed n ako  sumi de js tva  odvo jen ih  e le m e n a ta :
M . .( m ) ,  .

$ = £ <t ( w)  ( 4 . 7 . 1 )
m=1

gdje  je sa w označen skup  p r o m jen l j iv ih  u n u t a r  e lementa j e d n a k :

w = E N w 
(ct) a

( 4 . 7 . 2 )
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p r i  čeinu w označavaju v r i je d n o s t i  w u čvorovima « = 1 , 2 , 3 ,  *1 a
m , a

je funkc i ja  ob l ika .  U opštem slučaju sumiranje po ct se može v rš i t i  

u dru g im  granicama zavisno do broja čvorova  koje sadrž i  element:

Prva  etapa računanja  je postavl janje  (14.7.2)  u jednačinu ( 4 . 7 . 1 )  i tako  

dobijan je  funkcionala  kao funkc i je  od v r i je d n o s t i  w u čvorovima:

M
<t> = Z <t» mJ(w ) ( 4 . 7 . 3 )m.oc

m=1

Pri numeričkoj  real izaci j i  često se v rš i  vek tor izac i ja  dvodimenziona lne ma-

t r ice  w uvodjenjem jednog v ek to rn o g  indeksa i = 1 , 2 , . . . , p  M, gdje p
m, a

označava broj  nepoznatih  u č vo ru ,  posl ije čega funkcional  ( 4 . 7 . 3 )  je 

moguće zapisati  u v idu  sume:

pM
<t> = E <f> ( w.)  ( 4 . 7 . 4 )

i = 1

Funkcional  ( 4 . 7 . 4 )  treba minimizi rat i  t j .  realne  v r i jednos t i  argumenata  w. 

t reba  da se potč in java ju  uslovu stacionarnosti  fu nkc ionala :

3 p ( w .)
F ( w ) = ---------— = 0 i = 1 , 2 ..........M . p  ( 4 . 7 . 5 )

i i 3 w

Ovi uslovi  zajedno obrazu ju  sistem n e l in earn ih  a lg e b a rs k ih  jednačina za 

pM nepoznat ih  vr i jednost i  argumenata  stanja u M č v o ro v a .  Poslije reše -  

nja sistema ( 4 . 7 . 5 )  sve vel ič ine zadatka  se i z ražava ju  p reko  nadjenih  

č v o rn ih  v r i jed n o s t i  pomoću in te rpo lac ion ih  formula dobi jen ih  za p ro iz v o -  

I jnu tačku ti jela i pro izvol jn i  moment v rem e n a .

Sistem jednačina ( 4 . 7 . 5 )  je n e l in e a ran .  Za r ješenje  sistema n e l in earn ih  

a lg e b a rs k ih  iednačina postoji više metoda [ 133, 124 ]  , a v r lo  često  se ko

r ist i  i terac ioni  metod N ju t n - R a f s o n a . Za slučaj  jedne p r o m je n l j i v e :

F ( w)  = 0 ( 4 . 7 . 6 )

Sl jedeći  položaj  pr ib l ižnog  kor i jena  dobija se iz p re th o d n o g  prema (sl ici  

4 . 7 . 1 ) :
9 F

F* + ( ~ ) * ( w T-  w * )  = 0 ( 4 . 7 . 7 )
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W

S l . 4 . 7 . 1 .  Jednodimenzionalni  metod N ju tn -R a fs o n  

Za slučaj  dv i je  p ro m je n l j i v e :

F 1 ( w 1, w2 ) = 0, F 2 ( W 1' W2] = ° ( 4 . 7 . 8 )

jednačine  analogne ( 4 . 7 . 7 )  će bi t i :

9 F * 3F.  *
F*  + ( —  ) (w*  -  w* )  + (----- ) ( w ; - w  ) = 0

1 9Wj 1 1 d w^ 2 2
( 4 . 7 . 9 )

9 F ? * 3 F^ A *
F * + ( ----- ) ( w’ - w * )  + ( —— -  ) ( w ’ - w  ) = 02 3 w 1 1  3 w_ 2 2

1 2

U ovim l inear izovanim jednačinama dv i je  su nepoznate  ve l ič ine :  Aw* i A w ’

za p o p r a v k u  p r ib l i ž n ih  vr i jednost i  w* i w*:

A w’ = w - w * , A w ’ = w * -  w *  
2 2

( 4 . 7 . 1 0 )

gd je  je w*  -  s ta ra ,  w* 

( 4 . 7 . 9 )  se dobija :

nova tačnija v r i je d n o s t  ko r i je n a .  Iz jednačina

A =

A w* = A / C , Aw* = B / C ( 4 . 7 . 1 1 )

su :

F ?-

F 2* '

(8 F / 3 w^) * 

( 3F2 / 3 w 2) *
;B=

(9 F^ / 3 W i ) * ,  F *

(8 F^ /  3 w ^) * ,  F^*
;C=

(9 f /̂'a v v ^ ) * , ( a F ^ / a w 2) *

(3 F k  vv^)* ,  (3 f 2 /3 w 2 ) *

( 4 . 7 . 1 2 )

To znači  da su p o p ra vk e  ( 4 . 7 . 1 1 )  i z ra ž e n e  p r e k o  p o z n a t ih  v e l ič in a :  i
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F^i n j ihovih  parci ja ln ih  izvoda u tački  * ( p r i  staroj  v r i jednost i  k o r i j e n a ) .  

Postavl jajući  nadjene ( 4 . 7 .  11) u ( 4 . 7 . 1o) dobija se nova tačnija v r i jednost  

kor i jena  wT p reko  vr i jednosti  u tački  * :

w
1

w'2=w* + A w* ( 4 . 7 . 1:

Analogno ovom, za sistem od pM jednačina  ( 4 . 7 . 4 ) ,  metod N ju tn -R a fso n a  

daje sistem a lg ebarsk ih  jednačina i te rac ione p ro ced u re :

3$ PM
(8 w.  ̂n-1 + }i j=1

3 <b

3 w.a w. 
' J

n-1 Aw - = 0 
J

( 4 . 7 . 14 ;

Sistem ( 4 . 7 . 1 4 )  se računa nekim 

pkom G au sa ) ,  a zatim se kor is t i  

Najčešće se zapisuje  u obl iku sa 

pM 2
E

j = 1

a
avv.avv. n-1 

' J
A W .

J

numeričkim postupkom (na p r im je r ,  postu  

AW. za p o p ra v k e  p r ib l i ž n ih  v r i j e d n o s t i .  

izdvojenim slobodnim članovima:

a«i>
= -  ( ‘-------) . ( 4 . 7 . 15 ;d w. n-1i

a nove v r i jednos t i  računaju  iz s tar ih  pomoću formula:

w
k ( n )

= vv
k ( n - 1)

Aw
k ( n ) ( 4 . 7 . 16 :

Za u p ra v l ja n je  procesima u kojima je k o n ve rg e n c i ja  otežana moguće je uve 

sti u formulu ( 4 . 7 . 1 6 )  pa ram eta r  n ( 0  < n <  1) koji poboljšava k o n v e r g e n -  

ci ju ,  pr i  čemu ( 4 . 7  . 16) dobija ob l ik :

w
k ( n )

= w k ( n - 1) + n A w k ( n ) ( 4 . 7 . 1 7

U cil ju obezbjedjenja  konve rg e n c i je  i samim tim dobijan ja  r ješenja  u toku

i te ra t iv n o g  procesa,  r ješenje  se mora k o n tro l isa t i  u svakoj  i te rac i j i  do za -

dovoljenja k r i te r i jum a k o n v e rg e n c i je .  Novo r ješenje  se može ko n t ro l isa t i  sa

koef ici jentom n , te treba o b ezb i jed i t i  optimalnu v r i j e d n o s t  n sa ci l jem d;

se obezbijedi  brza  konvergenc i ja  i r e d u k u j e  k o m p ju te rs k o  v r i j e m e .  Kao kr i

te r i jum konvergenc i je  se često k o r is t i  odnos lAwl / l wl
( n)  ( n - 1 )

v e k t o r  norme definisan sa sljedećom re lac i jom:

gd je  je
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/  pM'
I w I = /  £ w .  ( 4 . 7 . 1 8 )

i = 1 1

K r i te r i ju m  zahti jeva  da je g reška  u (n )  -  toj i teraci j i  manja nego u p r e t -  

hodnoj ( n - 1 )  i te rac i j i .  Takod je ,  treba  istaći  da zavisno od b rz in e  k o n v e r -  

gencije  p o p ra vk a  Aw + 0, te l i jeva s t rana  jednačine ( 4 . 7 . 1 5 )  se postupno  

p r ib l i ž a v a  nu l i .  To dovodi do zak l jučka  da se kao k r i t e r i ju m  k o n v e rg e n c i -  

je procesa N ju tn -R a fso n a  može def in isa t i  i ve l ič ina:

/pM 2
Ig l  = /  l  (3 <t> / 3 w .) ( 4 . 7 . 1 9 )

i =1

pr i  čemu njena nova v r i je d n o s t  mora bit i  manja od v r i jednos t i  u p r e t h o d -  

noj i te rac i j i .  Uspješno se može kor is t i t i  i kombinaci ja oba k r i te r i ju m a  k o n -  

v e rg e n c i je .  Za slučaj kada novo r ješenje  ne zadovoljava gorn je  k r i t e r i ju m e ,  

izlaz t reba  po traž i t i  u poboljšanju inici jalne p r e tp o s ta v k e  ili kor išćen ju dru-  

gih i t e r a t iv n ih  metoda.

4 . 8 .  D I S K R E T N A  FORMALl  ZACI J A F U N K C I O N A L A

Da bi se numer ičk i  r i ješio problem p lastičnosti ,  po t rebno  je pred ložen i  f u -  

nkcional  d is k r e tn o  formul isat i .  U tom cil ju razm atran i  funkc ional i  $  ̂

( 4 . 1 . 2 2 ) ,  $ ( 4 . 2 . 1 ) ,  <j> ( 4 . 2 . 3 )  mogu bit i  zapisani  u ob l iku  suma:

M (m) (m) ( m) (m)
f l = + * “ v  - “ f  Jm=1

M

* 2  =

* 3  =

E CII (  ̂ + n ( m)  - 11 (,T1) ]
m=1. 1 3 F

M
L t Il(m) 

m=1 1
( i i ( m ) ) 2 _ n (m)  

v F*  2 V (m)

( 4 . 8 . 1 )

( 4 . 8 . 2 )

( 4 . 8 . 3 )

gdje  su :

V

n (m)
1 /  o e dV  

, u u ( 4 . 8 . 4 )
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„ (m > = /  » i d v  = i ( m ) n (m)  
v ( m)

n (m)  = /  i  d v  

V v (m)

( 4 . 8 . 5 )

( 4 . 8 . 6 )

. (m) -* -r ( C/2)  e dV  
I m)

( 4 . 8 . 7 )

Hp m) = f  Fv dS 
s (m)

( 4 . 8 . 8 )

odvojene komponente razm atran ih  funkc ionala ,  napisane  za svaku zapremi-

nu v ( m )
M

V n M <

m=1

(m) ( m) označava po vrš in u  na koju dje lu ju  po vrš in ske  si!e.

Ako se p r ih v a t i  da su za funkcional  ♦ nezavisne var i jab le  p r i raš ta j i  č v o -
( m )rn ih  brz ina  a v  i s rednj i  napon A tada na osnovu ( 4 . 7 . 1 5 )  sli jedi  s i -

stem jednačina i te racionog procesa N ju tn -R a fso n a  :

M a 2
Z{ —

(m) ( m)
[II -II _ ] )

3 v gv 1

M
Z (

m—1 a 8

M (m)
Z ( —  n }

. 3v v m=1 e

(m)
1

3 II } A v
3 v v B I

a

, (m)0 X

M ( m) ( m
J L_[  n - n F

3 v 1
m=1 a

M
-  e n

m=1 v
( m )

n.1 ( 4 . 8 .  9)

Matr ica  ovog sistema je t ra k as ta  i s im etr ična .  Za i t e r a t iv n o  r ješenje  j e d n a -  

čine neophodna je inici jalna p r e tp o s ta v k a  b r z in s k o g  polja v a (0)  na početkc

p r v e  i te rac i je .  Za funkcional  <J> ( 4 . 8 . 2 ) ,  za ve l ič ine  a v  kao t ra ž e n e  p ro -
2 a

menlj ive,  jednačine  ( 4 . 7 . 1 5 )  daju sljedeći  sistem običnih  a lg e b a rs k ih  jedna-  

čina i teracionog procesa N j u t n - R a f s o n a :

M M

E ( ( n ! m) + . , (m) -  n( m ) ) )
m=1 8 v a v  a 8

1 A v
( n - 1 ) 8  ( n ) E( i - ( „ (m) + 

m=1 3v 1

( m) ( m) ,
* " 3  - ' f  > ( n - 1 ) ( 4 . 8 . 1 0
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O va k av  sistem jednačina se p ro g ra m ira  u slučaju kada je teori ja tečenja 

zasnovana na funkc ionalu  metoda pena ln ih  unkci ja  ( 4 . 8 . 2 ) .

Kada se kor is t i  funkcional  <I> ( 4 . 8 . 3 )  za p o p r a v k e  b rz in e  metoda N ju tn -

Rafsona sli jedi  sljedeći  sistem jednačina:

M 2
Z ( _ 3_

m=1 3va 1
M

= -  Z {
1 9 v111=1 a

[ n ! ra>+ — -(—. ( n(m>)2-
2V m v F (n -1  ) B ( n >

5 [  n(m|  + — nć m)  ] )
1 2V m V F ( n - 1 )

(11.8.11)

U formulama ( 4 . 8 . 9 ) ,  ( 4 . 8 . 1 0 )  i ( 4 . 8 . 1 1 )  f ig u r iš u  izvodi in tegrala  n dat ih  

formulama ( 4 . 8 . 4 )  -  ( 4 . 8 . 8 )  koje t reba  sračunat i

Izvod II j m) dat relaci jom ( 4 . 8 . 4 )  će za slučaj na ko rak u  f ik s i ra n e  geome-  

t r i j e  i te m p e ra tu re  imati ob l ik:

a n (m) a O (E  ,  E  , T ) 3č 2 £

/  (
u u u u

(m) 3 £u
E +  O

U
a v u u a v

a a
) dV ( 4 . 8 . 1 2 )

Na osnovu relaci je ( 4 . 6 . 4 6 )  će biti

a e ,/r
av 9v 3 a 6 a a Va V|i =

2 , 3 k a 6 V 8 ( 4 . 8 . 1 3 )

Zamjenom ( 4 . 8 . 1 3 )  u ( 4 . 8 . 1 2 )  dobija se:
( m )

an ao
/  2 , r u u

---------------- — t \  v  L r —7— t  r
3 v f ml 3 a 6 B  9 e ca v l J lJ

] d V
u

( 4 . 8 . 1 4 )

Relaci ja ( 4 . 8 . 1 4 )  može biti  napisana  u ob l iku :

9 oan
1 _ /  2

av
k v  / e' [ o  + ---------— ] dV

a , , ( m) 3  a6 B u u 3 | n £
V  u

( 4 . 8 . 1 5 )

Zanemarujući  spori  r as t  napona po logar itmu b r z in e  de form aci je  dobija se:

o
u

( 4 . 8 . 1 6 )
an(jm) 2

= F (m, J k„ 6 V6 T  dV
JJ

u
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D ru g i  izvod in tegra la  n j m} na osnovu ( 4 . 8 . 1 4 )  uz kor išćenje  relaci je  

( 4 . 6 . 4 6 )  će b i t i :

1 3 °ua 2 n 1 n
-------------  = /  -  k k v v ( —■—  -5—r—=3 v 3 v ,,(m)9 Y 6 E u 9 £u2

B  D V

3 o a
u

e 2Eu dC u
- 3 ) d V  +
u

3 0
2 k ' "

( 4 . 8 . 1 7 )

(■
u

( m ) 3 a8 3 e V u
JdV

Da bi se ocijenio član u zagrad i  p rvog  in te g ra la ,  isti se pomnoži i podijel i
.3sa e , a potom odvojeno posmatra:

3 2
. • r 1 3A = e L ——  -----.

u e 3 e 2
: °u 1 ! ! u  _ _!_u _ .  2 g^u + £ __h -  0 ( 4 . 8 .
i  t + . 2 3e • v 1 E 11 3e 2 u 3e „  u

u u u

;2
u 3e

3o
18

u u u

smjene E = X
e , x = Ine

u

3°u 90 u x 3ou
3e . X 3 xu 3 e

32°u 3 r ~x(e
3a

— - )  =

( 4 . 8 . 1 9 )

3o
- 2x u

3e.  .2'U 3 e
3 x 3 x

+ e
- 2x 3 u

3x

Zamjenom ( 4 . 8 . 1 9 )  u ( 4 . 8 . 1 8 )  uz kor išćen je  smjene dobija se:

A = -  o + 
u

- 2
3 °u ( 4 . 8 . 2o)

3 ( ln e ) u

D ru g i  član u iz razu  za A je očigledno mali pa se može za n em a r i t i .  Član  

u zagrad i  d ru g o g  in tegra la  je oci jenjen u ( 4 . 8 . 1 5 )  te sada ( 4 . 8 . 1 7 )  dobija  

konačan obl ik:

3 2 "1
3 v a v 

a 8
/ 2

V (m}3 u
t—- [ k 
e aB

2/3
(k  „ k r -a 6 yo yV Yb )j d V ( 4 . 8 . 2 1 )

u

Iz ( 4 . 8 . 5 ) ,  na osnovu ( 4 . 6 . 4 9 )  s l i j e d i :
( m )3 n

— V - : ■ " (m)(m) v
3 X

= f  Q v d V  
(m) ° a

V

( 4 . 8 . 2 2 )
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Poslije toga,  iz ( 4 . 8 . 2 2 )  će bi t i :
(m)

( m )
3 A 3 v

311 v ( m) 

3 v V
(m) Q a dV

I z ( 4 . 8 . 6 )  sli jedi  da je :

( m)

= 0
2 n9 v

3v 3 v.a S

jer  je funkc iona l  ( 4 . 8 . 6 )  l ini jski po v , te je njegov d r u g i

I z ( 4 . 8 . 7 ) na osnovu ( 4 . 6 . 4 9 )  sl i jedi:
311 ( m)
___I ____= U

3 v (m)
a V

Oa Q Y Vy dV

na osnovu čega je:

32 Il3 (m)

3 v av 
a 6

/  e 

v l m )

Q Q dVa y

Za k r u t u  oblast gd je  je £ < £ , pr i  čemu je eq -  k r i t e r i ju m  

sto ( 4 . 8 . 1 6 )  i ( 4 . 8 . 2 1 )  može se p r ih v a t i t i  ocjena:

311 (m)

3 va
r  2  ° u  k

= ' , i r  k . / r
V (m)

dV

32 V m) ,  2

3V V6 "v(m) 3

o
u

£
k

aB
d V

( 4 . 8 . 23 ]

( 4 . 8 . 2 4 ]  

izvod nula .

( 4 . 8 . 2 5 ]

( 4 . 8 . 2 6 ]  

k ru to s t i  umje-

( 4 . 8 . 2 7 ]

o
( 4 . 8 . 2 8 ]
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5. T E O R I J A  P L A S T IČ N O G  T E Č E N J A  Z A S N O V A N A  NA M E T O D I  MALOG  

P A R A M E T R A  I NJENA N U M E R IČ K A  R E A L I Z A C I J A

U ovoj g lavi  je izložen predlog novog r ješenja  procesa OMD na osnovu v a -  

r i jacionog p r in c ip a ,  primjenom MKE.  Osnovna ideja je bila da u OMD treba  

sl i jedit i  za p r i rodn im  tokom procesa,  t j .  t re b a  poći od opterećenja  koje za-  

daje mašina, p ra t i t i  njegov uticaj  na g ra n ičn i  sloj, a potom prouč i t i  uticaj  

na d u b in u  deformisanog meta la . O va k av  p r i s t u p  zadavanja  opterećen ja ,  za 

ra z l ik u  od zadavanja  pomjeranja p r i t i s k iv a č a  prese  u odredjenim jednakim  

kvant im a ,  uzima u obz i r  p r i ro d n i  k o rak  de fo rm isa n ja .

Iz ložena je osnovna postavka teori je  koja uk l juču je  raz laganje  naponskog sta 

nja na s fern i  i de v i ja to rn i  dio i kor išćenje  num er ičk ih  postupaka konačnih  

raz l ika  i konačnih  elemenata.  Glava sadrž i  takodje  iscrpnu  anal izu g ran ičn ih  

slojeva i to,  kako k o n ta k t n ih ,  tako i na slobodnoj p o v rš in i .  Na osnovu ove  

analize dat je p red log  redukc i je  stepena slobode d is k re t i z o v a n o g  t i jela .  Za 

k o n k re ta n  slučaj  presovanja  izložen je pos tupak  o d red j ivan ja  naponskog,  te -  

m p e ra tu rn o g ,  b rz in s k o g  i deformacionog pol ja.  U d is k re tn o j  postavci  kor iš te  

ni su rezu l ta t i  p re th o d n e  g lave .  U Pr i logu 6 je dat blok d i jagram za numeri-  

čku real izaci ju  pred loženog postupka i blok d i jagram fu n kc i jsko g  koraka  kao 

cent ra lnog  di jela numer ičke  p ro c ed u re .

5 . 1 .  O S N O V N E  H IP O T E Z E  T E OR I J E

Ova teori ja je zasnovana na mogućnosti  p re d s ta v l ja n ja  s f e r n ih  i d e v i ja to rs k i l  

napona koji nastaju  u deformisanom t i je lu u v id u  s te pen ih  redova  po malom 

p aram etru  u = W K  gdje s u : K -  modul s t iš l j ivosti  mater i ja la ,  t -  napon  

tečenja pr i  smicanju.  U početnom p r ib l i ž e n ju  r ješenje  se dobija rešavanjem  

jednačina matematičke f iz ike  i to: a)  num er ičk im  rješenjem tečenja  u p o g ra r

sloju;  b)  numei ičkim r ješenjem na osnovu metoda konačn ih  ra z l i k a  polja sr€ 

dnj ih  normaln ih napona nastal ih  u n u t a r  de form isanog t i jela de js tvom sile p re  

s e ; c ) toplotno -  deformacionim p ro ra ču n o m  polja te m p e r a t u r e  T  i g ra n ic a  t<
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čenja t ( T ) ,  na osnovu toplote za g r i ja v an ja  i toplote p re laska  mehaničke  

energ i je  u top lo tnu ,  uz kor išćen je  num er ičkog  metođa konačnih  raz l ika .  U 

sljedećem p r ib l iž e n ju  koje utačnjava  početno,  problem se r ješava  metodom 

konačnih elemenata na osnovu p ro c e d u re  minimizaci je funkc iona la :

sila i s fe rn i  p r i t is ak  p,  ve l ič ine dobi jene dovoljno tačno iz p r v ih  p r i b l i -

ženja za d a tk a .  To  znači  da je funkcional  4> djelimično l inear izovan a d je l i -  

mično je p re ko  p rv o g  in tegra la  u ( 5 . 1 . 1 )  zadržao  ne l inearnost  k a r a k t e r i s t i -  

čnu za funkc ionale  plast ičnog tečenja .  Odatle  slijedi da se p r i  r ješavanju  za -  

datka  metodom konačnih elemenata kor iste  sve t ipske  p ro c e d u re  ovog metoda 

-  dobijan je  matr ice k ru to s t i ,  a zatim kontro la  ko n ve rg e n c i je  procesa.

Var i jac i ja  fu nkc ionala  ( 5 . 1 . 1 )  po polju brz ina  plast ičnog tečenja je data i z r a -

<5<I> = 6( /  ( f a d e ) d V ) - 6  ( /  F v dS)  + 6 ( /  pć d V )  = 6A + 6 B + <5 C ( 5 . 1 . 2 )  
V o u u  S “ a V

Formula ( 5 . 1 . 2 )  je p redstav l jena  u v idu  sume zaprem inske  dis ipaci je (<5A),  

dis ipaci je  energ i je  kao posledice de js tva  spoljnih sila na g ran ic i  k o n tak ta  d e -  

formisanog ti jela i kalupa (6 B) i d is ipaci je  e n erg i je  na račun  s fe rn ih  p r i t i s a -  

ka ( 6 C ) .  P rva  komponenta var i jac i je  će imati o b l ik :

>!• = /  ( /  o ( p,  T ,  e )d  e ) d V  -  /  F v dS + /  p£ dV  ( 5 . 1 . 1 )
V o u u u s “ “  V

gdje  su polja tem p era tu re  T ,  in tenz ivnos t  napona ( p , T ,  e ) # površ inska

zom :

cu

c u
<5 A = / 6 (  f  0 d e  ) dV  = /  o 

V o u u v
( 5 . 1 . 3 )

gdje  je na osnovu ( 1 . 3 . 3 2 ) :

( 5 . 1 . 4 )

( 5 . 1 . 5 )
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D rug i  član u iz razu  ( 5 . 1 . 5 )  sadrž i  simbol K r o n e k e ra ,  koji je raz l ič i t  od n u -  

le samo za s luča ja  =6  . Medjutim, u tom slučaju je e = 0 ,  pa je ovaj  član 

relaci je ( 5 . 1 . 7 )  u v i jek  jednak nu l i ,  te će b i t i :
aa

6e
e

1 a6
( ^  (  ̂ v0 ) + 3 a (6 v ) )~ au 3 e u ' a 6 6 ( 5 . 1 . 6 )

Na osnovu ( 5 . 1 . 6 )  i ( 1 . 5 . 1 2 )  sli jedi:

o 6e = -  S (3 ( 6 v ) + 3 ( 6 v ) )
u u 2 a B a  6 6 a ( 5 . 1 . 7 )

Konačno, na osnovu ( 5 . 1 . 3 )  i ( 5 . 1 . 7 )  dobija se i zraz za zaprem insku  disipa-  

ciju :
1

( 5 . 1 . 8 )6 A = i  Sa 6 [9 (<5VJ  + 3o ( i v  ) ] dV2 V a P a 6 6 a

Prva  koinponenta iz raza ( 5 . 1 . 8 )  može biti  napisana u o b l iku :

/  S 3 ( 6v ) d V = /  3 (S n 6v ) d V -  /  6 v 9 (S ) d V
aB a B a aB 6 B a aB' ( 5 . 1 . 9 )

Prv i  in teg ra l  ( 5 . 1 . 9 )  se može po Gausu trans form isa t i  u p o v r š in s k i ,  te je:

/  S 3 (6v  ) d V  = f  n S a <5v0 dS -  f& v  3 (S n ) d V  
^  aB a 6 s a aB 6 v  B a afi

( 5 . 1 . io:

Analogno se dobija izraz  za d r u g u  komponentu in tegra la  ( 5 . 1 . 8 )

f  Sa g9g (6 v ) dV  = /  n SQ 6 vD dS -  /  6 v Q a ^ ( S D„ ) d V
V a Ba B V B a Ba ( 5 . 1 . 1 1

Zbog jednakost i  S(i(. = S ^ ,  izrazi  ( 5 . 1 . 1 0 )  i ( 5 . 1 . 1 1 )  su id e n t ičn i ,  te je va- 

r i jaci ja zaprem inske  disipaci je j ed n aka :

6 A = /  n S .  6 v dS -  /  6v 9 ( S  ) d V  
S a aB u 6 v  B a aB ( 5 . 1 . 12 ;

Var i jac i ja  dis ipaci je površ in sk ih  sila 6 b  je:

6 B = -  /  Fq<Sv  dS  
S p p

( 5 . 1 . 1 3

Var i jac i ja  energ i je  na račun rada s fe rn o g  napona koji je zadana  ve l ič ina  ima 
oblik  :
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6C = /  p <5e d V  ( 5 . 1 . 1 4 )
V

Isko r is t ivš i  ( 1 . 3 . 3 )  izraz ( 5 . 1 . 1 4 )  dobija ob l ik :

6 0  = V P V 6 \ ) d V  ( 5 . 1 . 1 5 )

Ova foriTiula se t r a n s fo r m iš e :

6 C = /3  ( p 6 v ) d V  -  /<5 v 3 p d V  ( 5 . 1 . 1 6 )
V Y Y V Y Y

Zamjenom indeksa a zatim korišćenjem formule Gausa za t ransformaci ju  za p re -  

minskog u p o vrš in sk i  in te g ra l ,  za p rv i  in tegra l  ( 5 . 1 . 1 6 )  dobija s e :

6 C f  n p6v dS
6 8

f  6 v 3 (p )  dV
,, 8 8

( 5 . 1 . 1 7 )

Disipaci ja za cijelo ti jelo na osnovu izraza (5 .  1 . 1 2 ) ,  (5. 1 .1 3) i ( 5 . 1 . 1 7 )  po-  

s t a je :

6<J> = / [  n S 6 v “ F 6 v + n p 6v  ] dS+ / [  -6 v 3 (S ) -
g ot a8 B 8 6  8 6 v  6 a aB

-  6 (p )  ] dV

Minimizacijom funkcionala  se d o b i j a :

( 5 . 1 . 1 8 )

6<J> = / [ n S - F  + n p]  6v dS -  / [ 8  (S + ft) ] 6 v  dV=0  ( 5 . 1 . 1 9 )
s a «B 6 6 ^ B v  a aB aB B

Iz p rv o g  člana jednačine  ( 5 . 1 . 1 9 )  sl i jedi:

F = n S + n . p  = n (S 
B a aB 6 ^ n 1

i v j  0 + p 6a aB M afi

Na osnovu ( 1 . 2 . 3 )  izraz ( 5 . 1 . 2 o )  dobija ob l ik :

( 5 . 1 .2o)

F6 = n a oaB ( 5 . 1 . 2 1 )

Iz jednačava juć i  d ru g i  član jednačine  ( 5 . 1 . 1 9 )  sa nulom dobija se:

9 (o _ ) = 0 ( 5 . 1 . 2 2 )a “ 6

Na taj način zadatak  na minimizaci ju fu n k c io n a la  <t> je ana logan  za d a tku  ma-  

tematičke f iz ike  sa jednačinama ra v n o t e ž e  ( 5 . 1 . 2 2 )  i g ra n ič n im  uslovima

( 5 . 1 . 2 1 ) .  Kao re z u l ta t  r ješenja ovog z a d a t k a ,  bi lo kao za d a tka  matematičke  

f i z ike  ili kao var i jacionog zadatka  na laze  se pol ja de formaci ja  i napona .
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Iz jednačine  ( 5 . 1 . 2 2 )  se dobija jednač ina:

3 S  + 3 p 5  = 0 
a aS a ag

koja se t rans form iše  na ob l ik:

( 5 . 1 . 2 3 )

9 S + D p = 0 
a u[$ B

Parci jaln im d i fe renc i ran jem  se d o b i j a :

( 5 . 1 . 2 4 )

3 3 S + A p 
a 6 aB

= 0

2
gdje je A = 7 = 77 -  o pera to r  Laplasa.

D ev i ja to rsk i  napon S a g i p r i t i s a k  p se mogu iz raz i t i  u ob l iku :

( 5 . 1 . 2 5 )

S = t  S 
aB s aB

P = K p

( 5 . 1 . 2 6 )

( 5 . 1 . 2 7 )

gdje  su : , napon tečenja u hladnom s tan ju ;  K -  modul s t iš l j i v o s t i ;

Š a6 , p  -  bezdimenzioni  fa k to r i .  Zamjenom ( 5 . 1 . 2 6 )  i ( 5 . 1 . 2 7 )  u ( 5 . 1 . 2 5 )  do-  

bija se:

3 3 ( t Š J  + A ( Kp)  = 0 ( 5 . 1 . 2 8 )
a B s «B

Kako su t  i K konstan te ,  ( 5 . 1 . 2 8 )  može bit i  napisano u o b l iku :

uDD S + A p = 0 
a B aB

gdje  je : o) = T s / K s obzirom na p r i r o d u  t   ̂ i K, mala ve l ič ina .

( 5 . 1 . 2 9 )

Razlažući  u stepeni red vel ič ine S i p po malom p a ram e tru  u ,dob i ja  se:
aB

-  - ( o )  X _ { 1 )  A 2 - ( 2 )p = p + w p  + 10 p + . . .

š  = S (0)  + - š ( 1 ) + u )2i (2)  +^aB ^aB aB aB

( 5 . 1 . 3 o )  

( 5 . 1 . 3 1

Postavl janjem izraza ( 5 . 1 . 3 o )  i ( 5 . 1 . 3 1 )  u ( 5 . 1 . 2 9 )  a zatim sabiran jem č lano-  

va sa jednakim stepenima po uj biće:

A p (o) + to ( A p ( 1 ) +D 3rŠ ( 0 ) )+ w2 ( AP( 2 ) +D D S ( 1 ) ) + . . .  = 0
a B “ d a B “ 6

( 5 . 1 . 3 2 )

Ap( 0 ) = 0; Ap( 1 ) + 3 3 S^0 ) = 0; A p ( 2 ) + 3  D S ( 1 ) = 0 ; . . .
a S “ d a B aB

( 5 . 1 . 3 3 )
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Na taj način za p^°^ je dobijena jednačina  4 ^-0 .  Na osnovu ( 5 . 1 . 2 7 )

biće 4 p ^ ° ' = 0 , iz čega slijedi mogućnost odred j ivan ja  p °  kao funkcionala  

od g ra n ičn ih  v r i je d n o s t i .  To dozvol java da se ovdje  predloži  metod r ješenja  

plast ičnog tečenja zasnovan na metodama konačnih razl  <a i konačnih eleme-  

n a t a :

-  u početku  se r ješava zadatak  a p ^°^=0 pr i  gran ičn im uslovima za 

polje p r i t i s a k a  p^°^ .  O dred ju je  se p ^ ° \  a takodje  i sistem sila
na p o v r s im  deformisanog t i jela;

-  postavl ja juć i  nadjene i p^°^ u ( 5 . 1 . 1 )  minimizira se funkcional

što daje smičuća polja : v f'ap}'0  ̂ ■ S ^ ° ) ;a ud a g

• ^  ”■ - H )  ,  .  • . . . .-  na osnovu jednacine ^ p  = - 3 3  S pr i  odgovarajuc im g r a n ic -
a 8 q 6 j  ̂j

nim uslovima u t v r d ju je  se p o p ra vk a  za p r i t i s k e  p i sistem povi— 

šinskih  sila F ^  i po tim podacima u tačnjava  polje p r i t is ak a  i sila,  

kor is tec i  p r ib l iz e n ja :  p = p + w p , F = F + WF ;

-  postavl janjem nadjenih  p i F u ( 5 . 1 . 1 )  dobija se funkcional  iz koga
.................... . . . .  .. (o) ( 1)se minimizacijom nalaze smicuca p o l ja : v a = va + ojv ,
_e(o) . • ( 1) ^ _ (o) . _ ( 1) “

'aB = a8 +(ue. = S + 
a6a8 a6 a6 a6

ponavlja se i terac i ja predhodna  dva de js tva  i tako postiže  r ješenje  

problema plast ičnog tečenja.

U ovakvoj  k o n s t ru kc i j i  metoda pol je p r i t is ak a  p može se naći razn im num e-  

r ičkim postupcima [ 133  ] koji se k o r is te  p r i  r ješavan ju  jednačina  e l ipt ičnog  

t ipa ( 5 . 1 . 3 3 ) .  Često se ,na  p r im je r ,  kor is t i  pos tupak  dobijan ja  p r i t i s a k a  na 

n epokre tno j  mreži  metodom konačnih r a z l ik a .  Ista mreža može bit i  iskor išćena  

pr i  r ješavan ju  termodinamičkog zadatka  o o d re d j iv a n ju  polja t e m p e r a tu re  T  

i in tenz ivnos t i  napona 0 = 0  ( T )  . Problem minimizaci je funkc iona la  ( 5 . 1 . 1 )  

svaki  p u t  se r ješava metodom konačnih  elemenata kako je to ra zm atrano  u 

(G lav i  4) . Smičuća polja ovdje  nasta ju  kao r e z u l t a t  p r i r o d n o g  de js tva  sile 

prese  na deformisani  u z o ra k .  Kako je p a ra m e ta r  i te rac ionog procesa mali ,  

t reba  oček iv t i  b rz u  kon verg en c i ju  procesa i minimum i te rac i ja .

O va k av  postupak  omogućava da se s ta t ičk i  n eo d red jen i  p rob lem  p ro r a č u n a  

plast ičnog tečenja svede na niz s ta t ičk i  o d re d je n ih  p rob lem a:  s vak i  p u t  se
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u početku  od re d ju je  polje p r i t is ak a  na g r a n ic i ,  zatim se v rš i  p ro raču n  na 

nepokre tno j  mrež i ,  a potom u t v r d ju je  samo tečenje ,  njegova b r z in a ,  b rz ina  

deformaci je  i smičući naponi.  To omogućava da se na sljedećoj etapi  tačni je  

dobije pol je p r i t is ak a  p prema jednačin i  ( 5 . 1 . 2 5 ) .  Ova jednačina [134 ] , uz 

uzimanje u obz i r  dinamičk ih  članova ima obl ik:

a a
a 6 aB

A P =
2

9 P 

at2
( 5 . 1 . 3 4 )

gdje  je:
r k

p
C = * -  = T /P 

S ( 'fc / K ) = C / 
o ( 5 . 1 . 3 5 )

a C = / ~ r  T~o ct 100 m/s  r134"| b rz in a  sporih plast ičnih  ta lasa.  
o s

To znači  da se u dinamici  problem odred j ivan ja  p r i t isaka  svodi na r ješavanje  

sljedeće jednač ine:

Ap = o) (“ J -  ~ 2 ‘ V e SaB J
C 3t  

o

Ova jednačina  može biti  iskorišćena kod r ješavanja  

k a r a k t e r i š u  ogromne dimenzi je razm atran ih  objekata  

U ovom slučaju treba o pera to r  Laplasa zamijenit i  sa

( 5 . 1 . 3 6 )

geo f iz ičk ih  problema koje 

i d e js tv u ju ć ih  e n e rg i ja .  

operatorom obl ika :

□ = A i o ( 1 / C 2) 3  /  3 t 2 
o

( 5 . 1 . 3 7 )

Kod r ješavanja  zadataka obrade  metala deformisanjem jednač ine  ( 5 . 1 . 2 5 )  i

( 5 . 1 . 3 4 )  su p ra k t ič n o  identične ,  je r  v r i jeme de js tva  radi  kašnjen ja  talasa u 

p r ip r e m k u  zbog malih dimenzi ja istog s jedne  s t ra n e ,  a v e l ik ih  b rz in a  z v u k a  

s d r u g e  s t ra n e ,  je zanemarl j ivo .  Brz ina  š iren ja  talasa je tako  ve l ika  da se 

talasi  p r i t i s k a  nastal i dejstvom pre se  u s tan o v l java ju  t r e n u t n o .  Sa pozici je t e -  

hnologa je očigledno daleko veći ut ica j  te rm ičk ih  napona, što je ran i je  ra zm a-  

t ra n o .  To znači ,  da je sa pozici je f i z ik e  procesa p red ložen i  a lgor itam k o r e -  

k t a n .
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5 . 2 .  JVIODELIRANJE P O G R A N I Č N I H  SLO JEVA

Razmatrani  konačni elementi  (G lava  4, od je l jak  5) su pogodni za op is ivanje  

realn ih  elemenata ti jela koji leže u njegovoj u n u t ra š n jo s t i ,  aii na samoj g r a -  

nici oni mogu hiti  nepogodni.  Ovo je dovelo do po trebe  da se elementi  na 

granic i  posebno izuče i to, kako elementi  na k o n ta k tu  kalupa i deformacio-  

nog komada, tako i elementi  na slobodnoj p o v rš in i .

5 . 2 . 1 .  K in em atsko - tem p era tu rn a  ekstrapolac i ja  slobodne površ ine

w ■ ■ ,  „  w +  t
Posmatra se slobodna površ ina  ti jela koje plast ično teče, sa normalom n i 

tangentn im  vektorom t  ( s l . 5 . 2 . 1 a j .  Iz d i fe ren c i ja ln e  geometri je  [ 129]  je 

poznato da pr i  presi jecanju  neke p o v rš in e  ravnima koje prolaze kroz razm a-  

t ra n u  tačku  p o v rš in e ,  pod uglom a ka normali  l inija pres jeka  ima k r i v i n u :

koja je iz ražena  p reko  k r iv in e  normalnog pres jeka  (teorema Mene) ( s l . 5 . 2 . 1 b )  .

Na ( s l . 5 . 2 . 2 )  su data tr i  p r im jera  p res jeka  M ene:  presjeci  s fe r e ,  el ipsoida  

i sedlaste površ i  u zavisnosti  od položaja ta n g e n tn o g  v e k t o r a .  Iz ovog p r i -  

mjera je očigledno da postoje p ovrš i  dva  t ip a :  t ipa  s fe re  i e l ipso ida ,  gd je  

je rad i jus  k r iv in e  nezavisno od položaja ta n g e n tn o g  v e k t o r a  s ta lno  p o z i t i v a n ,  

i t ipa sedlaste p o v rš i ,  gdje je rad i ju s  k r i v i n e  zav isno od položaja ta n g e n tn o g  

v ek to ra  raz l ič i tcg  znaka.

X = X / l c o s a l ( 5 . 2 . 1 )

b)

S l . 5 . 2 . 1 .  a) Slobodna p o v rš in a  deformacionog t i je la ;
b) Teorema M e n e , l - k r i v a  p re s je k a ;  2 -s ek u ć a  r a v a n .
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S l . 5 . 2 . 2 .  Zavisnost k r iv in e  pres jeka  Mene od p ravca  tan g en te :
1 -s fe re ;  2 -e l ipso ida;  3 -sed laste  po vrš i .

Gaus je p r v i  dokazao da površ ina  S ima u kra jn jo j  l inij i  dv i je  k r iv in e :  mini -  

malnu i maksimalnu,  i da su odgovara juć i  p ravc i  t  ̂ i t medjusobno o r -  

togonaln i ,  a od k r iv in a  ' X 2 m° g u ^e ie obrazovat i  sumarnu k r iv in u  

[ 129 ] :

X = X  ̂ + x 2 ( 5 . 2 . 2 )

K r iv in a  x i odgovara juć i  radi jus  k r iv in e  R = 1 /  x se mijenjaju pr i  d e fo rm i -  

sanju u zorka  i mogu se iskor is t i t i  pr i  de f in isan ju  slobodne površ in e  p las t ično -  

tekuće  p o v rš in e .  Ovi  osnovni pojmovi su neophodni za defin isan je  novih fo k a -  

Inih koord inata  čije uvodjenje  je uslovl jeno načinom deformisanja  slobodne po-  

v r š in e .  N a ( s l . 5 . 2 . 3 )  je uočen element slobodne p o v rš in e  S i postavl jeno je 

njegovo polje normala:  n , n , n , n , n . Na osnovu polja normala m ogu-O r» tj L> U
će je naći fokalne k r iv e  A B - C D  i B C - A D  koje se apro ks im ira ju  dužima

za posmatrani  element.  T akod je ,  može se postav i t i  formula za zapis normale

n u proizvol jnoj  tački  posmatranog elementa na površ in i  S, kao r e z u l t a t  l i -
►

ni jske  in te rpolac i je  vek tora  n na osnovu n jegove v r i je d n o s t i  u čvorov ima:

n ( U VUJ  = £ q ( u , , u . )  n1 2 a = A , B , C , D  ct 1 2 a
( 5 . 2 . 3 )

gdje su u i u lokalne koord inate  p ro iz v o l jn e  tačke  posmatranog elementa  

površ i  S koja je odredjena or t ima ( t ^, t^) g | a vn ih  p ra v a c a ,  a q a su 

in te rpolac ione funkci je  ( 4 . 5 . 3 )  koje su i ran i je  kor išćene  u in te rpolac ion im  

formulama ra v a n s k ih  konačnih e lemenata.
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Korišćenjem poznatog apara ta  iz teor i je  p o v rš in a ,  ovdje  su dak le ,  uvedene  

za razm atran i  problem p r i ro d n e  k o o rd in a te ,  nazvane  fokaln im, koje se u su -  

štini  re p r e z e n tu ju  fokalnim površima S^,  ekv id is tan tn im  slobodnoj površi  S.  

U dal jem radu  se razv i ja  teorija pograns loja  slobodnih površ ina  zasnovana  

na dv i je  š iroko kor išćene hipoteze: hipotezi  o nest iš l j ivosti  izraženoj  u v i -

du uslova da je d iverg en c i ja  polja b rz in a  tečenja jednaka  nul i  ( d iv  v  = 0)i  

hipotczi  o izohar ičnosti  slobotlne p o v rš in c  S.

S l . 5 . 2 . 3 .  Fokalne  k r i v e  elementa p o v r š in e :  1 - p r v a  foka lna  k r i v a ;  2 - d r u g a
foka lna  k r i v a .
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-► *►
Ako je g ran ica  S zapisana izrazom r. = R C u ^ u ^ )  i ako je sa ( 5 . 2 . 3 )  dato

polje normala p re k o  č vorn ih  nortnala elementa,  tada se pros torna  ko o rd in a -

cija u okol ini  površ i  S, koja se ovd je  naziva  fokalnim sistemom koordinata

( Ur U2 ' U3 -  x ) '  u v °d i  formijlom:
-► -► -►
r = R ( u i ( u 2 ) + u^ n ( u ^, u ^ ) ( 5 . 2 . i | )

-► -► -►
O rt i  ovog sistema ( t T^ ,n )  očigledno su t r i o r to t o g o n a ln i . To  znači ,  da se

može p r ih v a t i t i  da je i sistem k r iv o ln i js k ih  koord inata  (u , u  , u  ) t r io r to g o -

nalan,  te se p r i  zapisu uslova nest iš l j ivosti  može kor is t i t i  teori ja globa lnih

t r io r to g o n a ln ih  koord inata  (Glava  4, od je l jak 3 ) .  Jednostavni je  je pr ići  p r o -
*►

blemu u du h u  k last ične in žen je rske  mehanike gdje  jednačina d iv  v  = 0 u
-►

integralnom zq^isu označava da isčezava p ro to k  vek to ra  v k roz  g ran icu  r a z -  

matranog elementa C 129 ] :

d iv  v = lim (— /  v dS) = 0V n
V+ 0 S

( 5 . 2 . 5 )

gdje  je prema ( s l . 5 . 2 . 3 ) :  V = ( 0 < u 3< t , -  R^’P  ̂ l 2<u^<R^ 'V ̂ / 2 , ~ R ^ ^ / 2 < u 2< R ^  2 ^2  ̂• 

a t -  deb l j ina  p r ig ra n ič n o g  sloja.

I tako ,  oslanjajući  se na fokalnu koord inac i ju  ( 5 . 2 . 4 )  i ( s l . 5 . 2 . 4 )  može se 

odred i t i  p ro to k  materi ja la kroz p r ig r a n ič n i  element A B C D A  B C D .

S l . 5 . 2 . 4 .  Pogranični  element

Rebra  A B i C .D imaju e lem en ta rn u  d u ž in u  (R  + x )  y a r e b r a  A D i x x x x 1 1  x x
B C d u ž in u  ( R + x)H- tako da je p o v rš in a  g r a n e  A B C D ied n aka :  

x x  1 1  x x x x J
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= ( R^ + x ) ( R 2+ X)  T2 ( 5 . 2 . 6 )

*►
O d red ju ju ć i  p ro to k  materi jala iz konačnog elementa u p r a v c u  n dobija se:

} ( R 1+x } ( R 2+x )'I'1'P2v ( x ) - R 1R2 ^  H* 2 v ( 0 )
lim -  /  v dS = lim C--------------------------------------------------------------------------]
V>-o

V
( 5 . 2 . 7 )

n X  -v O r , r 2 t  x

Rješavanjem ( 5 . 2 . 7 )  na osnovu uslova ( 5 . 2 . 5 )  dobija se:

+ 4  v ( x = o )  = 0 ( 5 . 2 . 8 )
K

x=o

. . .  1 1 1gdje  j e : -  = ------ + --------.
R R R„1 2

-►
Iz gorn jeg  sli jedi  da se gran ičn i  uslov na slobodnoj površ i  S sa normalom n 

može postav i t i  u v id u  relaci je n e s t iš l j iv o s t i :

dv ( x ) 
dx

dv  ( s) n
dn n=o

—  v (s)  
R( s )  o

0 ( 5 . 2 . 9 )

i uslova izobarnost i :

pl  = P( s)  = const
s

( 5 . 2 . 1  o)

No, uslov ( 5 . 2 . 9 )  dovodi i do v r lo  b i tnog zak l jučka  o mogućnosti  eks trapo la  

ci je g r a n ic e .  Naime, metod konačnih elemenata je zasnovan na teor i j i  in te rp o  

lacije s k a la r n ih ,  v e k to r s k ih  i te n z o rs k ih  polja izmedju čvorova  mreže konač-  

nih e lemenata.  Za ra z l iku  od takvog  p o s tu p k a ,  formula ( 5 . 2 . 9 )  omogućava  

eks t rapo lac i ju  polja b rz in a  v ( to je osnovno t raženo  pol je)  na spoljne p r o -  

s t ra n s tvo  koje o k r u ž u je  ti jelo ( s l . 5 . 2 . 5 )

S l . 5 . 2 . 5 .  Ekstrapolaci ja  b r z in e  na g ra n ic u  n e p o k r e t n o s t i :
1 -p las t ično t i je lo;  2 - r e a ln a  g r a n ic a ;  3 -m e h a n ič k a ,
e k s t ra p o l i ran a  g ra n ica  n e k r e t a n j a .
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Polje b rz in a  u p r a v c u  normale n ( u ^ u ^ )  na spoljnu p o v rš in u  se l ini jski  

e k s t ra p o l i ra  formulom:

v ( n , s ) =  v Q(s) ( 1- n / L { s ) )  ( 5 . 2 . 1 1 )
n

gdje  je L (s )  neka vel ičina zavisna od p ovrš ine  S, ali nezav isna  od odsječka  

u p ra v c u  normale n.  Zamjenom u jednačinu ( 5 - 2 . 9 ) se dobi ja :

- v  ( s ) v ( s ) 
o o

— L  +  ^-----= 0 ( 5 . 2 . 1 2 )

Dakle ,  pr i  pro izvol jnom VQ( S) ^ 0 P r > L = R (s )  g ran ičn i  uslov ( 5 . 2 . 9 )  će 

biti  zadovo ljen .  To znači  ( s l . 5 . 2 . 5 )  da nezav isno od traženog polja v (s)

na slobodnoj površ in i  s na rastojanju L=R (s )  po normali  postoj i površ ina
*

S koja se naziva  mehaničkom eks trapo l i ranom  granicom n e kre tan ja  plast ično

tekućeg  t i jela ,  na kojoj je b rz ina  tečenja jednaka  n u l i .N a  ( s l . 5 . 2 . 6 )  je ta k o -
*

dje p r ika z a n o  svo js tvo ekstrapo lac i je  b rz in e  na g ran icu  n e kre tan ja  S pri  

dvodimenzionalnom tečenju ( ravanskom  ili osnosimetričnom) :

S l . 5 . 2 . 6 .  Ekstrapo lac i ja  g ra n ic a :
1 -  mehanička e k s t r a p o l i r a n a  g ra n ica  S (v  =0) ;
2 -  toplotna e k s t r a p o l i r a n a  g ra n ica  S * * ( a T = 0 ) .
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Analogno sa pojmom mehaničke,  uvodi se i toplotna e k s t ra p o l i ra n a  g ran ica ,  

čime se potpuno de f in išu  uslovi  na slobodnoj g ra n ic i .  Naime, p r i  fo rmulaci -  

ji toplotn ih  g ra n ič n ih  uslova obično se iz jednačava ju  toplotni  protoci  na g r a -  

nici t i jela i t o : k o n v e k t iv n i  g u b i ta k  toplote i razmjena toplote izražena F u r i -  

jeovim zakonom, te se dobija:

d T
dn

u
+ -  ( T - T  ]

n=o * ° o 0 ( 5 . 2 . 1 3 )

što je relaci ja analogna ( 5 . 2 . 9 ) .  Može se pr im i jen i t i  l ini jska interpolaci ja  s l i -  

čno ( 5 . 2 . 1 1 )  :

A T (n .s )  = T ( s ) - T o = ATQ { s) ( 1 - n / M ) ( 5 . 2 . 1 4 )

gdje je M ko n stan ta .  Relacija ( 5 . 2 . 1 4 )  zadovol java g ran ičn i  uslov ( 5 . 2 . 1 3 )  

pr i  uslovu M -  A /a gdje su A -  koef ic i jent  top loprovodnosti  a a -  koef ic i -  

jen t  razmjene  toplote .  Ovaj uslov označava da ekstrapolac i ja  g ran ice  ( 5 . 2 . 1 4 )  

pomjera g ran icu  toplotnog polja iz t i jela,  obično zagr i janog više od o k r u ž e -  

nja,  na konstantno  rastojanje M koje zavisi od f iz ičk ih  k a r a k t e r i s t i k a  s r e d i -  

ne, ali ne od obl ika  g ra n ice .

Obi je e k s t ra p o l i ra n e  g ran ice  -  mehanička S* i toplotna S * *  su p r ik a z a n e  na

jednoj slici ( 5 . 2 . 6 )  da bi se moglo jasno uočiti  da primjenom metoda e k s t r a -

polaci je slobodnih gran ica  je moguće za realno deformaciono ti jelo def in isa t i

dv i je  "ko šu l je" .  To je p rv a  adi jabatska  "košulja" koja izoluje ti jelo od o k o l -

nog p r o s t r a n s t v a  tako da svako k re ta n je  toplote  koje nastaje  zbog raz l ika  u

tem pera tu ram a ,  na toplotnoj  e ks t ra p o l i ran o j  g ran ic i  t i jela S * *  izčezava  kao

p r i ro d n a  posledica nestajanja raz l ike  u t e m p e r a tu ra m a . I ana logno,  d r u g a

je mehanička "košulja" na kojoj p re s ta je  svako k r e t a n je  ti jela ( v * = 0 , v *  = 0 )
n t

označena sa ( * )  i koja može biti  p r ih v ać e n a  kao apsolutno k r u t a , k a o  idealni  

k a lu p .  Matemat ički  k o rek tn a  formalizaci ja pred loženog  može bi t i  razm otrena  

na p r im je ru  slobodne gran ice  osnosimetr ičnog t i jela ( s l . 5 . 2 . 7 ) .

Neka su zadane koord inate  tačaka ( r Q- z0 » ) /  ( r -j ' z 1) ' ( r 2 ' z 2  ̂ k ° j e leže na 

slobodnoj p o vrš in i  u čvorovima mreže  konačn ih  e lemenata.  O b l ik  slobodne  

p o v rš in e  može bit i  p re d s tav l jen  parabolom u r  -  z i z -  r  s is temu:
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( z - z  ) = b ( r - r  ) + a ( r - r  ) 2 o o o

2
( r - r  )= B ( z - z  ) + A ( z - z  ) o o o

( 5 . 2 . 1 5 )

( 5 . 2 . 1 6 )

S l . 5 . 2 . 7 .  P r ig ra n ič n i  element na slobodnoj površ in i  
osnosimetričnog t i jela .

Tang en c i ja ln i  p ravac  t  pr i  tome je od red jen  jednacinama:

—  = b + 2 a ( r  -  r ) ,  37-  = B + 2 A (z  -  z ) ( 5 . 2 . 1 7 )
d r  o dz o

U tački  0 će biti  :

t; ( f ) = b; (^, = B
d r  o dz o

pr i  čemu važ i  uslov bB = 1. Analogno je za normalu n

n : < ^ ) = - b ;  < ^ ) = - B
dz o d r  o

( 5 . 2 . 1 8 )

( 5 . 2 . 1 9 )

K r iv in a  p res jeka  slobodne p o v rš in e  može biti  odred jena  po jednom od iz raza

[ 129] :

X1 =
2aB'

( 1 +B 2) 3/2

2 A

( 1 + B 2 ) 372
( 5 . 2 . 2 o )

odakle  sli jedi  veza A = aB .
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Po teoremi Mene, k r iv in a  d ru g o g  g lavnog pres jeka  ravn i  normalnog na r a -  

van ( r z ) sa tragom CO ( s l . 5 . 2 . 7 ) ,  gd je  je O razmatrana tačka ,  a C njen  

c en tar  k r iv in e ,  odredjena je formulom:

X 2
X cos a

l  ___ 1 _

r o / U B 2

Tada iz ( 5 . 2 . 2 o )  i ( 5 . 2 . 2 1 )  sli jedi :

( 5 . 2 . 2 1 )

X = X + X =
2 A 1

(1 + B 2 ) 3/2  r o ( 1 + B Z) 1/2
( 5 . 2 . 2 2 )

To znači  da rad i jus  k r iv in e  R = 1 /  X se odred ju je  koordinatama tačaka  

0 , 1 , 2  odnosno vr i jednostima konstant i  ( a , b )  i ( A , B ) .  Tačka  O sa k o o rd i -  

natama ( r  , z  ) po samom ob l iku  zadavanja  leži na parabolama ( 5 . 2 . 1 5 )  i 

( 5 . 2 . 1 6 ) .  Iz uslova pr ipadan ja  tačaka 1 i 2 parabolama dobijaju se j e d n a -  

č i n e :

i l i :

( z — z ) = b ( r  - r  ) + a ( r  - r  )
1 o 1 o 1 o

( z — z ) = b ( r  - r  ) + a ( r  - r  )
2 o 2 o 2 o

( r  - r  ) = B (z  - z  ) + A (z - z  )
1 o 1 o 1 o

( r  - r  ) = B ( z - z  ) + A (z - z  )
2 o 2 o 2 o

( 5 . 2 . 2 3 )

( 5 . 2 . 2 4 )

odakle  se za konstante  ( a , b )  ili ( A , B )  dobi ja:
2 2 

(z - z  ) ( r  - r  ) - ( z  - z  ) ( r . - r  )
1 o 2 o 2 o i o

a =
u 2 ' zo i ( r r r o ) ~u r ?o ) ( r 2~ro )

( r r r o ) ( r 2~r o ) ( V i )

b =
( r  - r  ) ( r - r  ) ( r  - r  ) 1 o 2 o 2 1

i l i :

A=
( r  - r  ) (z - z  ) - ( r  - r  ) (z  - z  ) 2 O 1 o_____1 O  2 0

( z — z ) ( z — z ) ( z —z )1 o 2 o 2 1

B=
( r r r o) (z 2~zo)

(zr zo) (z 2~zo) (z 2~zi )

( 5 . 2 . 2 5 )  

2

( 5 . 2 . 2 6 )

Formule ( 5 . 2 . 2 2 )  i ( 5 . 2 . 2 6 )  o d re d ju ju  d is tan cu  eks t ra p o lac i je  g ra n ic e  t i jela  

od tačke  0 na spoljnu oblast i oč ig ledno o v a k a v  opšti  p o s tu p a k  dovodi  do 

fo rmiran ja  e k s t ra p o l i ra n e  g ra n ice  n e k r e ta n ja  S *  iz o d v o jen ih  tač ak a .  Iz g o -  

re is taknuto g  sli jedi  veoma b i tna  posledica: b r z in a  tačaka  na slobodnoj p o -
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v rš in i  deformisanog tijela nije n ezav isn a .  Ona se može iz raz i t i  kao funkci ja  

brz ina  susjednih  u n u t ra š n j ih  tačaka .  Ovo je novi  k va l i te t  u odnosu na uobi -  

čajeni  p r i s t u p  [72,  73, 78, 79J r a v n o p r a v n o g  t r e t i ra n ja  u n u t ra š n j ih  i g r a n i -  

čnih slobodnih tačaka .  Kada se zna da je broj  tačaka na slobodnoj površ in i  

pr i  razm atran ju  razn ih  procesa deformisanja  po p r v i lu  v e l ik i ,  is taknut i  po-  

s tupak  omogućava znatno smanjenje dimenzi ja matrice  k ru tos t i  i samim tim 

povećanje  tačnosti  i b rz in e  p ro računa  koja je vel ikim dijelom zavisna od,  u 

i teracionim procesima često ponavl janog,  postupka  r ješavanja  l inear izovanog  

sistema jednač ina .

5 . 2 . 2 .  P redstav l jan je  uslova na ko n tak tu

Pri matematičkom opis ivanju  procesa OMD p r is u ta n  je i jedan p r inc ip i je lan  

problem,  za čije r ješenje  nije ra z rad je n  u n iv e r z a la n ,  f i z ičk i  k o rek ta n  p r i -  

s tu p .  To je problem formulaci je g ra n ič n ih  jednačina teor i je  OMD,  iz kojih 

pro is t iču  t ražen i  g ran ičn i  uslovi  neophodni za r ješavanje  sistema jednačina  

TO M D  ( teori je obrade  metala deformisanjem) .

Kao što je poznato proces deformaci je  početne  f iz ičke  zapremine os tvaru je  se 

dejstvorn te rmonaponskog polja što je praćeno visokim pr itscima na k o n t a k t -  

nim površinama deformacionog t i jela.  Baš na tim površinama i neophodno je 

formul isat i  g ra n ičn e  jednačine,  koje f iz ički  k o re k tn o  o d ražava ju  mehanizam  

k ontak tnog  medjudejs tva razm atrane  deformacione zapremine i spol jnjeg  

t i je la .  Kao re z u l ta t  in tegrac i ja  g ra n ič n ih  jednačina  po jav l ju ju  se g ran ičn i  n a -  

ponski us lovi ,  t j .  biće poznat v e k t o r  napona na gran ic i  de formacione z a p r e -  

mine. To znači ,  uzimajući u o b z i r  osnovne jednač ine  mehanike plastično d e -  

formisanog t i jela,  dobijen je d ru g i  osnovni  problem T O M D ,  t j . za r a z l ik u  od 

trad ic iona lnog  p r is tu p a  kada se na ko n ta k tn im  površinama zadaje normalna  

b rz ina  pomjeranja ka lupa ,  zadavaće  se sila p re so v a n ja .
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5 . 2 . 2  . 1 . O qi  »žničnim jednačinama T O M D

G ran ične  jednačine  TOMD biće postavl jene  na osnovu poznat ih  eksper im en-  

talno -  te o r i jsk ih  isp it ivanja  p ro ved en ih  sa ciljem u tv r d j i v a n ja  zakona tren ja  

na k o ntak tn im  površinama [ 33,65 ] , a takodje  na osnovu teor i je tečenja u 

tankom sloju plast ičnog materi jala ( T T T S P M )  prema A . A . I I jušinu [ 25,26 ] . 

Kao što je poznato p rv o  je radovima L .P r a n d t la  bilo pred loženo postojanje 

ra v n ih  s t r u k t u r a  tekućeg  materi jala i na osnovu Kulonovog zakona trenja  

dobijena naponska slika tečenja ravnog sloja.  Zatim su,  u radovima Nadaia  

razm otren e  jednačine tečenja u ravnom sloju pod uticajem sila i napona P ra -  

ndtla  i dobijena su polja b rz ina  i t r a je k to r i j e  tečenja P r a n d t l - N a d a i . U ra d o -  

vima A . A . I I j u š i n a  [ 25,26 ] na osnovu r ješenja  P r a n d t l - N a d a i ,  raz rad jena  je 

teor i ja pješčane analogi je koja je zatim razv i jena  na plastično tečenje n e r a v -  

nih slojeva (G lava  3 ) .  Pomoću nje su r i ješeni  mnogi inžen je rsk i  problemi ko-  

ji su i eksper im enta lno  p o tv rd jen i  u radovima P. M . Ogibalova i I . A .  Ki jka  

[ 3 8 ] .  Razmatra  se deformaciono ti jelo čija tekuća ko n f ig u rac i ja  je poznata  

—►
v ( x , t ) .  Zadana je takodje  kontaktna  površ ina  S ( t )  kao i opšta sila p r e -  

M k
s e : F ( t) = -  F ( t ) k  u p ravcu  p resovan ja .  Deformisanje  se o s tv a ru je  p re so v a -  

njem sile p reko  p ovrš ine  S ( t )  [ 3 3 ] .  Uvodi se pojam pograns loja  nepoznate  

debl j ine  H (C  , t )  duž  poznate k o n ta k tn e  p o v rš in e .  Ponašanje materi jala  po-  

granslo ja  (u k l ju ču je  kako mazivo tako i deformisani  metal) op isuje  se j e d n a -  

činama T T T S P M :
4

-*■ 2 T (p )  v
g ra d p  ( C , t) = -  — r r ^ -  ~  ( 5 . 2 . 2 7 )

H v

gdje  j e :

3H .. r + .  n —  + d i v ( H v ) =  0 
3t

p l 3s ( t )  °s 
k

t ( p ) = Kf] [ 1 - e x p ( - 1 , 2 5 p / o ^ )  ]

( 5 . 2 . 2 8 )

( 5 . 2 . 2 9 )

( 5 . 2 . 3 0 )

zakon gran ičnog  tren ja  po

odnosu g ra n ičn o g  napona  

nje pograns lo ja .  Koefic i jent

A . N . L e v a n o v u . O vd je  je K]( -  k o n s ta n ta  jed naka

ren ja  t i t^; Ts= 0 i5 8  o^_ Qt p o r  na smica-
K n se o d r e d ju je  prema tabl ic i  da to j  u [ 43 ] .
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Dal je se t raž i  r ješenje  za p U , t )  na ko n tak tn o j  p o vrš in i :

Ig ra d  pl =.  (p]
H Pl9 s k ( t )  °s

( 5 . 2 . 3 1 )

smatrajući  p r i  tome poznatim H = H ( t ) .

Za r ješavan je  zadataka  tipa ( 5 . 2 . 3 1 )  ra z rad je n i  su razni  metodi [ 3 0 , 3 1 ] .

O va k av  zadatak  se posebno uprošćava pr i  izučavan ju  osnosimetričnog teče-

nja (s ( t )  je rotaciona p o v r š in a ) ,  kada se in tegra l jen je  d i fe ren c i ja ln ih  jed -  
K

načina zadatka  ( 5 . 2 . 3 1 )  svodi na in tegra l jen je  duž  p ravca  po vrš in e  konta -  

kta s ^ J t ) .  Smatrajuć i  dalje poznatim zavisnosti :

p = p(  C , t ) ,  t  =  t  (5 , t ) ( 5 . 2 . 3 2 )

na kontaktno j  p o vrš in i  s ( t ) ,  može se postav i t i  jednačina za odred j ivan je
k -►

H = H ( t )  na osncvu zadane vel ič ine F ( t ) .  Neka je n(C , t )  -  normala na p o v r -
-+

šinu s ( t )  a k -  p ra va c  sile koja d je lu je  na k a lu p .  Tada će b i t i :  
k 3

F ( t ) =  /  [p ( n k  ) + ( -  t —) k ] dS = <J> ( f  , R,  L, H ( t ) ) 
S r t)  3 v 3

k '

( 5 . 2 . 3 3 )

gdje  je <l> ( t , R , L , H ( t ) )  -  poznata zav isnost koja uk l ju č u je  geometr i jske  k a -  

r a k t e r i s t i k e  pograns loja  ( L, H , R) na ko n tak tn o j  p o vrš in i  s ( t ) ,  a takodje
K

vel ič inu  otpora  deformacij i  pogransloja t  . Iz re laci je ( 5 . 2 . 3 3 )  se može o d -  

red it i  H ( t )  .

T r e b a  istaći da u svakoj fazi procesa kovanja  p r v o  se razm atra  tečenje  u po 

gran s lo ju ,  koje je izazvano zb l ižavanjem n jegov ih  ogra n iča v a ju ć ih  p o v rš in a .

U re z u l l a tu  se dobija v e k to r  napona na ko n tak tn o j  po v rš in i  s ( t ) ,  a zatim
K

pre laz i  na rešavan je  osnovnog zadatka  za deformisano t i jelo .

5 . 2 . 2 . 2 .  Pr imjena g ra n ičn ih  jednačina  na procese OMD

Kao p r im je r  razm atra  se slobodno sabi janje  c i l in d r ič n o g  t i je la  pomoću r a v n ih  

p o v r š i . U tom slučaju je: sk ( t ) =  ( ( r , T )  (0 N< r<C R ( t ) ,  2 11} . Zbog

osnosimetričnost i  zadatka  će b i t i :
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9j d  _  _  2 t  ( p )  

3 r H

2 T ( l - e x p ( - p / p  ) )  
o______________o

H

P' r = R ( t )
/  3 T O

( 5 . 2 . 3 4 )

gdje  su:
t  = k  t  , p = 1,38 T 

O J] s o s
( 5 . 2 . 3 5 )

pri  č e m u : "M'1 označava deformisano t i jelo.  In tegrac i jom ( 5 . 2 . 3 4 )  se dobija:

2 ( t  / p  )
In [ e x p ( l , 2 5 k  ) - 1 ]  -  ln [ e x p ( p / p  ) - l ] =  -  ----- — — ( R - r )  ( 5 . 2 . 3 6 )n o h

ili
2 ( t o / P o ]

e x p ( p / p QJ = H exp ( ------ --------  ( R - r ) ) + 1 ( 5 . 2 . 3 7 )

gdje  je H = exp  ( 1 ,2 5  k ^ ) — 1.

Iz ( 5 . 2 . 3 7 )  se dobija izraz za p:

2 ( t / p )
= ln [1 + n .e x p (  - ° -  ( R - r ) )]

p 1 H
( 5 . 2 . 3 8 )

Zanemarivanjem p r v e  komponente pod logaritmom se dobi ja:
2 ( t / p  )

p ( r , t] = p [ ln |j + — - j — °  ( R - r )  ] ( 5 . 2 . 3 9 )
O I H

Jednačina  za H ( t )  sli jedi  iz uslova:

R ( t )
F(t )=2H f  p ( r , t) r d r  = 2 11 

o
P R 2[

In I[ ( T / p  ) D 1 o o R t----------+ ---------------  — J
2 3 H

( 5 . 2 . 4o)

i ima ob l ik :

( t / p ) R { t)
H ( t )  = ----------------------------------- 2-------------------------  ( 5 . 2 . 4 1 )

F(t)/(211 PqR ( t ) ) - l n  n ^ /2

Dalje se razm atra  problem r ješavanja  g r a n ič n ih  jednač ina  za osnosimetr ično  

t i jelo složene k o n f ig u ra c i je .  Neka je  ̂ -  p a ram e ta r  koji k a r a k t e r i š e  d u ž in u  

luka duž k o n ta k t n e  površ i  ka lupa i p r ip r e m k a  koji se računa  od tačke  p r e -  

sjeka p ovrš i  ka lupa  sa osom s im etr i je .  P re tp o s tav l ja  se da se u razm atrano j
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fazi procesa kovanja  kontaktna  površ in a  (po svojoj p r i ro d i  rotaciona p o v r š i -  

na) k a r a k t e r i š e  izmjenom £ u in te r v a lu :

C ( t )  < C < E ( t )  
P k

(5.2.142)

Gran ična  jednačina  ( 5 . 2 . 3 1 )  u odnosu na k o n ta k tn i  napon p ( £ , t )  će u tom 

slučaju imati ob l ik :

2 t [ 1 - e x p ( - p / p  )J 
9_p _ I t. (p )  _ o ______  o
9C H H

( 5 . 2 . 4 3 )

gdje  prema A . N . L e v a n o v u , analogno ( 5 . 2 . 3 5 )  će b i t i :

p = 1,38 x ,  t  =  k n T o s o Jl s (5.2.14«)

Rješavanjem ( 5 . 2 . 4 3 )  se d o b i j a :

p / p  p , lp 2 ( t / p  )
ln ( e  ° - 1 ) -  ln (e  ° - 1 )  = ----- ^ — ° — ( £ “ £ )

H  p
( 5 . 2 . 4 5 )

gd je  se p^ = p(  £ ^ , t )  smatra poznatim.

Analogno in tegra I jen jem ( 5 . 2 . 4 3 )  sa d ru g o g  kra ja  k o n ta k tn e  p o v rš in e  dobija

p /p  p / p  2(T /p  j
7 n  n  n  n

( 5 . 2 . 4 6 )
p /p  p / p  2(T / p )

2 o o o o
ln (e -1 ) - l n ( e  -1 = ---------- -----------U . - C )H k

Iz relac i je  ( 5 . 2 . 4 5 )  sli jedi:  

p / p  2 ( t  / p  )

e =1+ n e xp  ( ----- °  °  ( £ -  E, ) ) =  1+ n e x p  ( t t ( K ~ 5 ) )  ( 5 . 2 . 4 7 )
II H  P  I M  D

gdje  su:
p 1/ p on = e -  1, f  = t  / p1 o o ( 5 . 2 . 4 8 )

Za slučaj  slobodne gran ice  k o n ta k t n e  p o v rš i  (o d s u s tv u ju  p r o t i v p r i t i s c i  na 

k o n tu r i  oblasti  s ( t ) )  g ran ičn i  uslov će imati o b l ik :
K

p  = p „  =  k„ t  S ~ T  = k a  ^i ^2 n s n s ( 5 . 2 . 4 9 )
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lz ( 5 . 2 . 4 7 )  se konačno d o b i ja :

, 2f
p=p In [1+ n e x p ( —— ( £ -  £ ) )  ], £ <C < C* ( 5 . 2 . 5 o )o 1 H p p

gdje C * k a r a k t e r i š e  položaj neu tra ln og  p re s je k a .  Analogno iz ( 5 . 2 . 4 6 )  se 

dobija :
2 f "  ’ ( 5 . 2 . 5 1 )p=p In [1+I I .  e x p ( ^ ^ (  £ - £ ) )  ] , £ *< £  <£

O Z  l i  K  K

gdje j e :
P2IPo ,  n = e -  12

( 5 . 2 . 5 2 )

Prema ( 5 . 2 . 4 3 )  korišćenjem ( 5 . 2 . 5 o )  i ( 5 . 2 . 5 1 )  dobijaju se iz raz i  za tangen-

ci jalne napone s jedne i s d r u g e  s trane  neu tra ln o g  pres jeka :  

1̂ e x p *^ H K " C }
T =  T 2 f

°  1+ II exp  ( —  ( £ -  £ ) )l n p

C <£ < £ * 
P

( 5 . 2 . 5 3 )

, 2 f
n e x P l H l 5 k - 5  ”

T =  T

°  1+ n ^ e x p ( ^ (  C k -  C ) )
£ *  <5 < C, ( 5 . 2 . 5 4 )

Dal je će biti  p re tpos tav l jeno  da je p^ = p^ = k ^ a ^ .  Tada se iz uslova n e -  

p re k id n o s t i  p(£ , t ]  p r i  £ = £ * prema ( 5 . 2 . 5 o )  i ( 5 . 2 . 5 1 )  dobi ja :

1
«*  = 7  < V  ' k ’

( 5 . 2 . 5 5 )

Razmatra  se pro izvo l jn i  (ali  zadani )  položaj  k o n ta k t n e  p ovrš i  s ( t )  ( s l . 5 . 2 . 8 )
K

n

sk ( t )  = sk i ( , )
( 5 . 2 . 5 6 )

koja se sastoj i iz "n" elemenata s ^ j ( t )  u o b l iku  konusn ih  p o v rš in a  p r i  čemu

) -  b

n eu t ra ln o g  pres jeka  £ = £ * .

je n = n ,+ n _ ,  gd je  je n. ( k= 1 , 2 ) — broj  elemenata razb i ja n ja  l i jevo i desno od
I 2- K
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S l . 5 . 2 . 8 .  Kontaktna  površ  deformacionog tijela

Smatra se da osim g ra n ičn ih  i ugaonih tačaka k o n ta k tn e  površ ine  u njenom 

razb i jan ju  na elemente ( 5 . 2 . 5 6 )  učestvu je  takodje  i tačka £ = £ * .  Neka je

n = [ cos a sin cij ] -  spol jna normala na k o n ta k tn u  p o v rš in u  deformacionog  

t i je la .  Sila p resovanja  koja p r ipada  elementu s ( t )  l i jevo od neutra lnog  p r e -KI
sjeka će b i t i :

, 5 i+ l
P. = f  2 1 l [ s i n a . p ( C )  +cos a. t  (C ) ] [ r . +  ( r - f . ) s i n a . ] d r  ( 5 . 2 . 5 7 )I I 1 01 s 1 1

C i

Zanemarujuć i  komponentu "1" u izrazi ina ( 5 . 2 . 5 3 )  i ( 5 . 2 . 5 0 )  (što je f iz ičk i  

o p ra vd a n o )  dobija se:

2f 2fp
P(S) = p ln [1+ H e x p (— (C -  C ) )  ]s= p In II + ~~ ~ ° (C “ C ) ,  C < C < C *  ( 5 . 2 . 5 8 )O 1 H p O 1 H p p

+ ( C ) = T ,  £ < £ < £ *
o p ( 5 . 2 . 5 9 )

Postavl jajući  ( 5 . 2 . 5 9 )  i ( 5 . 2 . 5 8 )  u iz raz  ( 5 . 2 . 5 7 )  dobija se:

C i+1
I 2 f  2 f

P. =: f  2U { p sin a. [ ( InJl  -  —  £ )+ —  £]  + cos a . t  } [ ( r  . - £ .sin ci.) +
i f  o 1 1 H p H 1 0  01 1 1

i

+ £ s i n a . ] d £
( 5 . 2 . 6 o )

Rješavanjem relaci ja ( 5 . 2 . 6 0 )  se svodi na ob l ik

P . 1 =  A I . +  7 - B I .I l H 1 ( 5 . 2 . 6 1 )
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Cjdje su :

AI  . = 2  11 ( p sin a  . In II h c o s  a . T ) [  ( r  . sin a . )  (£ . , - £ . )  + 
i o  i 1 i o  o i  I I 1+1 i

*  Sin “i 2 ) ]  ’
( 5 . 2 . 6 2 )

B 1 . -2  11 2 fp [ - s in  a . £ n ( r  . -  £ . s i n a . ) (  5. -  $ J + s in  a . ( r  . - C . s i r |a . ) -i o i P oi i i i+l i i oi i i

1 2 2 1 2 2 2 1 o 3 f i l lIC. , - ( . ) - s i n a .  C sin o. - (  (  . - (  , )+s in  a - (  £ 3 -  $ ,  ) ]  ( S . z . b i j
2 i+l i i p i 2 i+1 i i 3 i+1 i '

Tada  će sumarna sila koja p r ipada  di jelu  I po vrš in e  s ^ f t )  (C <C < £*)  

b i t i :

P 1 = Pl = Al + Bl

gd je  su : n n 1

Al = i=, A l i B I = B I .
i=1 i

(5.2.611)

( 5 . 2 . 6 5 )

n -  broj  elemenata razb i jan ja  di jela I k o n ta k tn e  p ovrš ine  s ( t ) .i K

Analogno ( 5 . 2 . 5 8 )  i ( 5 . 2 . 5 9 )  iz raz i  za normalne i tangenci ja lne  napone na 

di je lu  k o n ta k tn e  površ ine  će b i t i :

2 f  ^fp^
p=PQ In [ 1 +  I12exp ( — (? k - 5  ) ) ] « p o ln l l2 + ~  (C k ~ C )» £ * < £ <   ̂R ( 5 . 2 . 6 6 )

T  =  T ,  £ *  <  £  <  £ .o k ( 5 . 2 . 6 7 )

Sila presovanja  koja pr ipada  elementu desno od ne u tra ln o g  p res jeka  će bi t i
£.

.11 i + l
P. = f  2H [ s i n  a .p(£ ; )-cos a . i ( C ) ]  [ r  . + ( C _ C.)sin a . ]  dC = i {;. i i oi i i

£. 2 fpo
= 2 H /■iGsin a . ( p  ln n + — ~—  S , )~cos a .  t  ] - s in a .  — 5 ) [  ( r  . -  £ .s in a  .) + 

■' l o 2 H k i o i H -■oi

+ £ sin a . ] d£ 
l

( 5 . 2 . 6 8 )

Rješavanjem relac.ija ( 5 . 2 . 6 8 )  se svodi na obl ik:

p. = A11. + - B l l .
i i H i ( 5 . 2 . 6 9 )

gd je  su :
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A11. = 2H (s in  ctjpo In II 2~cos a . t q ) [ ( r oj-  £jsin a j H  £j + 1 £ j) +

*  S i n “ i 2 ( V l  " ' f 13’

( 5 . 2 . 7o)

B I I . = 211 2 fp [ sin a. £ ( r  . -  £ .sin a ) ( ?  -  K ) - s i n  a ( r  -  £ sin a ) •j ' o i k oi i i i+l i i oi i i

( 5 . 2 . 7 1 )1 2  Z 1 2  2, 2 1 . 3  3.
' 2  ( « i + 1 -  C p + s in „ . E k sin j U | + , -  « ,>=■" « , jK  l+ r  £p  3

★
Tada  će suinarna sila na di jelu II k o n ta k tn e  površ in e  s ( t ) ( £  < ? < 5 k ) b i t i :

p 1' = p| |  = A l l  + -- B l l  -  ( 5 . 2 . 7 2 )
H

gdje  su:
P n 1 +r*2 A A11 = £ Al  I .,
i=n +1

n n^+n^
Bl I = l  Bl I. 

i=n  ̂+ 1 1
( 5 . 2 . 7 3 )

n -  bro j  elemenata razbi janja  di jela II k o n ta k tn e  po vrš in e  sk U ) -

Konačno, iz relaci je ( 5 . 2 . 6 4 )  i ( 5 . 2 . 7 2 )  se dobija iz raz  za deb l j inu  pogran-  

sloja :

H =
B I + B 11

P- ( AI  + A11 )
( 5 . 2 . 7 4 )

gdje  je P = Pl + Pl I .

Na taj način je iz ložen a lgor itam real izaci je  r ješenja  g r a n ič n ih  jednačina  za 

osnosimetrične  procese zapreminskog k o van ja ,  prema kojem, pomoću nadjene  

iz ( 5 . 2 . 7 4 )  v r i jednos t i  H = H ( t )  se o d re d ju ju  na osnovu r e la c i ja : ( 5 . 2 . 5 o ) ,

( 5 . 2 . 5 1 ) ,  ( 5 . 2 . 5 3 )  i ( 5 . 2 . 5 4 )  v r i je d n o s t i  komponenata  v e k t o r a  napona na 

poznatoj  g ran ic i  kontakta  s ^ f t ) .

5 . 2 . 3 .  Redukci ja  stepena slobode g r a n ič n ih  elemenata

Značajan problem pr i  r ješavanju  zadataka  metodom konačn ih  elemenata je i 

kako obezb i jed i t i  poštovanje uslova na g r a n ic i ,  t j .  kako  o s t v a r i t i  da pojedine  

tačke na g r a n ic i ,  koje samim svojim položajem imaju o d r e d je n u  b r z i n u  (i li  p ak  

komponentu b r z i n e ) ,  u re z u l t a t u  rešavan ja  sistema jednač ina  po p r im e  ovu una
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p r i jed  zadatu v r i j e d n o s t .  Za r ješenje  ovog problema [8 3 ,  93]  p red lažu  se 

razne  metode.  Kor ist i  se, na p r im je r ,  popun javan je  nulama odgovara juće  

v r s t e  i kolone matr ice k ru to s t i  pr i  čemu se v rs ta  pomnožena sa zadatom 

vr i jednošću  prenosi  na d r u g u  s t ranu  matr ične jednač ine .  T a ko d je ,  koris t i  

se množenje ili pak  sabiranje un a p r i je d  odred jen ih  članova matr ične jednač i -  

ne sa vel ik im b r o je v im a .T o  p ra k t ič n o  znači  da se d iskre t izac i ja  razmatranog  

osnosimetr ičncg ti jela v rš i  tako što se iz svakog čvora  odvode po dva s tepe-  

na slobode, formira  se matrica k r u to s t i ,  a zatim naknadnom modifikaci jom 

obezb jed ju je  poštovanje  g ra n ičn ih  us lova.  O va k va  in te rv e n c i ja ,  ist ina obezbe-  

djuje  dobijan je  zadat ih  v r i je d n o s t i ,  ali zato ut iče na re z u l ta t  d r u g ih  u n a p r i -  

jed nedef in isan ih  b r z in a .  Ona t raž i  svoje op ra vd a n je  u č injenici  da se r a z -  

matra re la t ivn o  ve l ik i  sistem jednačina i da teor i jsk i  n e k o r e k tn e  izmjene na 

odredjenoj  v r s t i  i koloni ne ut iču bi tno na re z u l t a t .  Pri tome se ne uzima 

u o b z i r  nestab i lnost sistema jednač ina ,  k a ra k te r is t ič n a  za ne l inearne  p r o -  

bleme, koja prema numeričkim eksper imentima au tora  dovodi  do značajnih  

g r e š a k a .

Ovd je  se p red laže  d ru g i  p r i s t u p .  Numerička  p rocedu ra  je o rgan izovana  ta -  

ko da se iz čvorova  d is k re t i zo v an o g  osnosimetričnog ti jela ne odvode po 

d v a ,  već s tv a r n i  broj  stepeni slobode. Pri tome se k o r is te  č in jenice  da ta -  

čke  na k o n ta k tu  imaju p ra va c  k re tan ja  tan g en tan  na k a lu p ;  k o n ta k tn e  tačke  

na gornjem ka lupu  imaju v e r t ik a ln u  komponentu  b r z in e  o d re d jen u  brzinom  

a la ta ;  tačke  na slobodnoj površ in i  ti jela nemaju stepene slobode, je r  su oni 

iz ražen i  p reko  u n u t ra š n j ih  tačaka ti jela (o d je l jak  5 . 2 . 1 )  .

Prednost ovakvo g  postupka  je što je znatno smanjena dimenzi ja  matr ice k r u -  

tos t i .  S obzirom na često ponavl jan je  i te rac ione p r o c e d u re ,  re la t iv n o  ve l ik i  

broj  g ra n ič n ih  tačaka i ne l inearnost  problema postiže  se ušteda  k o m p ju te r -  

skog vremena i poboljšava tačnost  r ješavan ja  sistema je d n ač in a .  S d r u g e  

s t ra n e ,  nema naknadnog modif ic iranja  matr ice k ru to s t i  t i je la što o b e z b e d ju -  

je p o tpu nu  te or i jsku  dosl jednost.

Neposredna  real izaci ja pred loženog p o s tu p k a ,  u cil ju o b ezb ed jen ja  j e d n o b r a -  

znosti ,  o b u h va ta  nalaženje matr ice  k r u to s t i  pojed in ih  e lemenata  t i je la ra z m a -



t ra juć i  ih sa maksimalnim brojem stepeni  slobode. Tako  dobi jene matrice se 

re d u k u ju  na s t v a r n i  broj  stepeni slobode, a potom postavl ja ju  u matricu k r u -  

tosti  t i j e la .  T r e n u t n i  predmet našeg in teresovan ja  su redukc ione  matrice koje 

se ra z l ik u ju  zavisno do tipa posmatranog elementa.  Za razm atrano  osnosime-  

t r ičn o  ti jelo uočeno je 35 po broju i rasporedu  stepeni slobode, raz l ič i t ih  

elemenata ( s l . 5 . 2 . 9 ) .  Kao k a r a k te r is t ič n i  p r im jer  posmatra se element na 

slobodnoj p o vrš in i  označen sa brojem 18 za či ju anal izu nužna geometri jska  

in te rp re ta c i ja  je data na ( s l . 5 . 2 . 1 0 ) .

( 30) ©

J,_____

J

>

®
— M -  l3 ©

S l . 5 . 2 . 9 .  Razni  t ipovi  konačnih  eiemenata t i je la .
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Sl .  5 . 2 . 1 o .  Geometri ja elementa na slobodnoj g ran ic i

Granica  može biti  p reds tav l jena  pomoću rad i jus  v ek to ra  g r n ič n ih  tačaka

3 1 ^  P3C 1
-V
n<4G

. Tada  se e k s t ra p o l i ran a  gran ica  na kojoj b rz in a  poprima

v r i j e d n o s t : w - 0 ( s l . S . 2 . 10) može defin isa t i  s a :
->• -¥ -►0 = p + n R„
w 3G 3 3 3

-V -> ( 5 . 2 . 7 5 )
p = p + n , R ,
y UG 4 4

gdje  su 1 %
-  po luprečnic i  k r i v i n e  slobodne p ovrš ine u tačkama 3 i 4

Raz laganjem se iz ( 5 . 2 . 7 5 )  dobija:

r = r + R cos a _
3G 3 3 3

z = z + R sin a „3G 3 3 3
( 5 . 2 . 7 6 )

r = r + R. cos a
4C 4 4

z = z + R sin a
4G 4 4 4

Analogno,  tačka  T  na liniji 1 - 2  može bit i  o d re d jen a :

-+■ ->• ^ -*

° , 2  = P T  '  2 [ °1 + P2 J
( 5 . 2 . 7 7 )

ili p reko  pro jekc i ja  :

1
r T  -  I [ r , + r 2>

z = — [ z +z ) T  2 1 1 2

( 5 . 2 . 7 8 )



136.

Polje normala na gran ic i  je zadano jednačinom:

n = e c o s a + e sin a ( 5 . 2 . 7 9 )
r z

pr i  čemu je ugao a promjenl j iv  duž  g ra n ic e .  Tada ce normala u srednjoj  

tački g ra n ice  <t> b i t i :

"<t> = n 34=er C° S u3 4 ' e zSin U34 = e r C° SU<t> + e 2Sinc‘<(> (5 - 2 - 8 0 )

gdje  je = (a^ + a ^ / 2 .

Polje b rz in a  elementa 1234 je zadano u o b l iku :

f -► -► -► -►
w = ue + ve = w (e  cos a + e sin a ) ( 5 . 2 . 8 1 )

r z r  z

gd je  su u , v , w  -  in tenz ivnost i  komponenata i samog v e k to r a  b rz in e  s u kc e -  

sivno, a a ugao koji zaklapa b rz in a  sa r  osom.

Projektovanjem ovog polja na s redn ju  normalu se dobi ja:

-► *►
c = w n .  = w cos [ o - a  ) ( 5 . 2 . 8 2 )<t> <t>

Razlaganjem po malom uglu sl i jedi :
( a  - a $ ) 2

c = w (1 -  ------2----------  + . . . )  ( 5 . 2 . 8 3 )

Razl ika  medju veličinama c i w p r ipada  malim vel ičinama d ru g o g  reda i 

može se zanemar i t i :

c = w ( 5 . 2 . 8 4 )

U teor i j i  je pokazano da se vel ič ine  c i w na g ran ic i  l in i jsk i  e k s t r a p o l i r a ju  

na nulu :

W3G = ° '  W4G = ° ( 5 . 2 . 8 5 )

T a ko d je ,  b rz in a  u tački T  je data .

Na taj način problem l ini jske e ks t rap o lac i je  b r z in e  c može b i t i  r i ješen p o s ta -  

vl janjem in te rpolac ione ravn i  ( r , z , c )  k roz  tačke  3G, 4G i T  uz kor išćen je  r e -  

lacije ( 5 . 2 . 8 4 )  :



1 3 7 .

r z w 1 N X: o

0 1 0 r ac 1

r 4G Z4G
0 1 Z3G

0 1
r+

0
r 3G

1

r 3G Z3G
0 1

ZT wT  1 WT r T
1

r T ZT
w 1 

T
(5 .2

r 4G Z4G
1 r 4G Z4G

0

' 3G Z3G
1 w - r 3G Z3G 0

r T ZT
1 r T ZT WT

Sred j ivan jem  jednačine ( 5 . 2 . 8 6 )  se dobi ja:

( Z 3C ' 2« C ) r  + l r 4 G ' r 3 C )2 + ( 2 UCr 3 c '  r HC23G )
W ( r ,  2) = ---------------------------------------------------------------------------------------W

( r  - r T ) ( z n - z T ) - ( r  - r T ) ( z  - z T  )
3G T 4G ’3G

(5 .

Jednačina ( 5 . 2 . 8 7 )  može biti  zapisana u o b l iku :

w = w^_G ( r , z ) (5.

gd je  j e :

G ( r , z ) =
( 2 3 C ' 2- G ) r  + ( % G ~ r 3 G )2 + l2<l C r 3G~r ilGZ3 G l 

( r 3G~r T ) ( 2 i(G~2T ) ~ ( r ltG~r T ) ^ S C ' ^ T ^

(5 .

Pro jek tovanjem jednačine  ( 5 . 2 . 8 8 )  na ose se dobija :

u = wcosa = G ( r , z ) w  cosa 

v = wsin ot = G ( r , z ) w T  sin a
(5.

Razmatra  se vel ič ina:

w cosa = ~  (w ^ + w ^ )co sa (5

Ovu ve l ič inu  t reba  raz ložit i  u red na l ini j i  1 -2 .  U tom ci l ju se kor is te  

nometr i jske  smjene:

cosa = cos (8 + ( a -  6 ))  = cosB cos (a  - 8  ) -  sin 8 s i n ( a - B )  (5

. 8 6 )

2 .87 )

2 . 88 )

2 .89 )

. 2 . 9o)

. 2 .9 1 )

t r i g o -

. 2 . 9 2 )

Kada su uglov i a i B b l isk i ,  u l ini jskom p r ib l i ž e n ju  će b i t i :
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( a  - 8  ) 2
cos ( a -  8 ) = 1 “ ------^ ^  1

( a -  8 ) 3
sin ( a - 6 )  = ( a - 8 )  -  ---------------^ a  -  B

6

Zamjenom ( 5 . 2 . 9 3 )  u ( 5 . 2 . 9 2 )  se dobi ja:

cosa *  cos 6 -  ( a -  8 ) sin 6

Ako se zamijeni  sukcesivno 6 sa uglovima i a^ koji k a r a k te r iš u  

1 i 2 dobija se:

cos a = cos ( a -  a^) sin a

cos a = cos a - ( a  -  a ) s i n a  
2 2 2

Zamjenom ( 5 . 2 . 9 5 ) ,  relacija ( 5 . 2 . 9 1 )  poprima ob l ik :

w_j.cos a = ^(w^cos a^-w^sin a^(a  -  0 ^) + » ^ c o s a ^ -  w^sin a  ̂( a -  a ^ ) ) 

Prema ( 5 . 2 . 9 0 )  relaci ja ( 5 . 2 . 9 6 )  može bit i  zapisana u o b l iku :  

wT cos a = “"(u^ +u^) -  j  v^ ( a -  a^) -  v^fa  -  a^)  

te će konačni obl ik  relaci je ( 5 . 2 . 9 o )  b i t i :

u = Cw^.cosa = C u ^ - G / 2  [ v ^ ( a  -  a^J+v^f a -  a ^ ) ]

i analogno:

v = G w T s i n a =  G v 12- G / 2 [  u ^ ( a  -  a^J+u^f0 -  a^)  ]

Zadržavanjem g la v n ih  članova raz laganja  dobijaju  se sl jedeća p ra v i la  

p o lac i je :

u e u ( r , z ) = G ( r ,  z) u ^  

v = v ( r , z )  = G ( r , z )  v

U granični in  tačkama 3 i t| razm atranog  elementa će bit i

C ( r 3 ' Z3 ) 2 C 3- C ( r 4 - Zq) 5 C 1|

( 5 . 2 . 9 3 )

( 5 . 2 . 9 4 )  

tačke

( 5 . 2 . 9 5 )

( 5 . 2 . 9 6 )

( 5 . 2 . 9 7 )

( 5 . 2 . 9 8 )

( 5 . 2 . 9 9 )  

e k s t r a -

( 5 . 2 . 1 0 0 )

( 5 . 2 . 1 0 1 )
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i b rz in e  na gran ic i  će biti  odred jene  relaci jama:

U3 = ° 3 U12 = C3/2(U1+U2> = A(V U2> 

V3 = ° 3 V12 = C3/2(V V2» = A<v 1+v2» 

Ui| = C HU12 = C l | / 2 ( u , + u 2» = B ( u , +u2> 

V4 = C4V12 = Cl|/ 2 ( v , +v2» = B ( v , +v2>

( 5 . 2 .1 o 2 )

gdje  je označeno:

A = G ^ /2 ,  B e G^/2 ( 5 . 2 . 1o3)

To znači  da će funkcional  disipaci je energ i je  za razmatran i  element zavisi t i  

ne od osam, već od čet ir i  p ro m je n l j i v e :

<t> E * ( u j , v 1#u , v  , u  ( u , u  ) , v  ( v . j / v 2 ) , u ( u #lj ) #v  ( v  , v  ))

( 5 . 2 . 1 o4)

Redukc i ju  treba  i zv rš i t i  iz prostora  sa osam stepeni slobode u pros tor  sa 

čet i r i  stepena  slobode. R e d u k u je  se p r v o ,  p r v i  izvod funkcionala  4> :

a<t sv g a<t>
= R

aw 3w a vo a 6 9vft« a 6 p

du
3<t> 3 U3 3<? 9U4 3*- + ------ ------= -------+ A

1 3u. 9 u 3 3 u  ̂ au^ 3u^ 3 u^
a<i> a<t>

+ B
3 u. 3 u,

( 5 . 2 . 1 o 5 )

gdje  su : w q -  stepeni slobode u redukovanom p r o s t o r u : a  = 1, . .  . ,  4 

V .  -  stepeni slobode u potpunom p ro s to ru :  6 = 1 , . . . , 8
P

Na osnovu relacija ( 5 . 2 . 1o4) i ( 5 . 2 . 1o2) će b i t i :  

d *  3<t>

d  4> 3<I> 3<t> a v 3  a<t> 3 V 4 3<t>
+ A

a<t> 3<t>

d V 1 " 3 V 1 ' S V 3 9 V T ' 3 v i , 9 V 1 _ 9 V 1

+  L5

3 V 3 9 V 9

d  <1> a<t> a<t> 
--------- + -----------

9 u  a<t> 3 U ( I a<f 3<t> 34>
-------  = — —  + --------- -  + A +  B  ------
du 2 aU2 a U 3

3 u^ 9 u

d4 3<t> 3 <t> 3v 3 a<t>

au2 a u 2 3 u. 3 u,

d v . 3 v 2 a v  ̂ av^ a v ^

a v .

3 v .

a < t >

av.

a<t> a<t>
+ B -----

3v. a v ,

( 5 . 2 . 1 o 6 )

+ + +A
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Relaci ja ( 5 . 2 . 1 0 6 )  se može zapisati u matričnom ob l iku :

d *  
d u ,

d <P

d V !
d 4>

dU2
d 4>

d V 2

1 0 0 0 A 0 B 0

0 1 0 0 0 A 0 B

0 0 1 0 A 0 B 0

0 0 0 1 0 A 0 B

a *  / a u ^

a<i> / a  v ^

a <i> /a u

34> / a  v 2

a<t> / a  u 3  

34> / a  v 3  

a<t> / a  u ^

a<t> / 3  v ^

( 5 . 2 .1 o 7 )

čime je defin isana matrica redukc i je  Ra g, kojom se v rš i  redukc i ja  slobodnih  

članova matr ične jednačine elementa.  Za d ru g e  izvode  relaci ja red u kc i je  ima 

o b l i k :
32<I> 3

3 w a w a w 
k I

avg _a_  ^at> j 
aw k ava '9 W|

( 5 . 2 . I 0 8 )

Zamjenom ( 5 . 2 . lo5)  u ( 5 . 2 . l o 8) se dobija

a  2 <i>
9 v ~ .a 3 3$ 9 v

9 w k 3 w | 9 w k ava 9 v g  3 w j

( 5 . 2 . lo9)

Uzimajući  u obz i r  uslov da je veza l in i jska ,  t j .  av  /a w = const dobija se:
8

a 2* a v a 
_a 3<t>

(■ )
9 vo

a w.
( 5 . 2 . 1 l o )

9 w k 3 w i 3Wk 9V« 9v b »"I

gdje  za razm atran i  p r im jer :  k = 1 , . . . , 4 ;  l = 1 , . . . , 4 ;  a = 1, . . . ,  8 ; 6 = 1 , . . . ,  8 .

Analogno ( 5 . 2 . 1o5) relaci ja ( 5 . 2 . 1 l o )  može bit i  zapisana u skraćeno j  f o r m i :

9 2<I>
9 w a w, k I

a 2<t>
R k 3 v 9v * R |8

« a e

( 5 . 2 . 1 1 1 )

Jednačina  ( 5 . 2 . 1 1 1 )  de fin iše  način re d u k c i je  matr ice  k ru to s t i  elementa iz 

potpunog u r e d u ko v a n i  p r o s to r .  Sličan p o s tu p ak  je u ra d je n  i za osta le  uoče-  

ne elemente deformacionog t i je la .  Defin isana  je dimenzi ja  re d u k o v a n o g  p r o -  

stora ,  veze izmedju stepeni slobode potpu nog  i re d u k o v a n o g  p r o s t o r a ,  a 

potom je o d re d j iv a n a  matrica r e d u k c i j e .  Rezu l ta t i  su dati  u P r i logu  5.



5 .3 .  O D R E D J IV A N J E  S F E R N IH  N A P O N A  I P O Č E T N IH  B R Z IN A  

Z A P L A S T IČ N O  DEFORM I SANO T IJ E L O

Saglasno izloženom (odje l jak 5 .1 )  za o d red j ivan je  s fe rn ih  napona,  u prvom  

p r ib l i ž e n ju ,  za neko tijelo zapremine V i površ in e  S kor is t i  se jednačina  

Lnplasa.  Ovaj  uslov će za osnosimetrično tijelo zadano u koordinatnom sis te -  

mu r - z  imati ob l ik :

A P = 1  - 3-  ( r — + i - f  -r  3 r  1 3r  2
3 2

2
2_P +

2 2 
3 r  3 z

2
a_p d_£ 

3 r
= 0 ( 5 . 3 . 1 )

sa gran ičn im uslovima: p ( r , z ) l  = p (s )

gdje  je p ( s )  funkc i ja  zadana na gran ic i  S.  

Z
/ / / / / / / /  / • /  / / /

V

t
t

1

t t / f f t t f t J  *
/
/
/

'

\
V / • /  / /  /

— — — - — —

V /  / /  / ' /

/;
V.

'  / /  /  . /  / / / / / / /  / /  /  , /  / ' /

/

(/

/

S l . 5 . 3 . 1 .  Osnosimetrično ti jelo sa nepokre tnom  mrežom

Radijalni  p res jek  ti jela je p o k r iv e n  nepokre tnom  mrežom, p r i  čemu u p r i n c i -  

pu g ran ica  pres jeka  prolazi  mimo čvo ro va  mreže .  Oblasti  S p r ip a d a  i osa t i -  

jela sa koordinatom r=0.  Iz ( 5 . 3 . 1 )  je oč ig ledno da p r i  us lovu  r -»■ 0 t reba  

da je ispunjen  uslov r e g u l a r n o s t i :

^  = 0 za r  = 0 ( 5 . 3 . 2 )

Na ( s l . 5 . 3 . 2 )  su p r ikazan i  mogući s luča jevi  razmješta ja  čvo ro v a  koj i se da ju  

uočiti  u n u t a r  p res jeka  t i jela,  kao i na njegovoj g r a n ic i :
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1
? 9

© ©

o  °  0 0 0
«— -o

i

< 2 > © ©

J
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S l . 5 . 3 . 2 .  Mogući razmještaji  čvorova ti jela u odnosu na čvor  0.

-  č vo r  0 mreže ( r , z )  zajedno sa svojim susjednim čvorov ima leži u n u t a r  o b -  

lasti  V ( s l . 5 . 3 . 2  -  1) .;

-  čvo r  0 mreže ( r . z )  leži na osi r=0,  ili oko ose na rasto janju  koraka  mreže.  
V r i je d n o s t i  p r i t i s k a  u ovim tačkama su jed nake  ( s l . 5 . 3 . 2  -  2 ) ;

-  č vo r  0 mreže ( r , z )  se nalazi u bl iz ini  g ran ice  i to tako da je jedan n je -  
gov neposredni  susjed smješten na g ran ic i  na rasto jan ju  manjemod koraka  
mreže ( s l . 5 . 3 . 2  -  3, 4, 5 ) ;

-  č vo r  0 mreže ( r , z )  se nalazi na rasto jan ju  koraka  mreže od ose,  a n jego-  
vi neposredni  susjedi  bilo sa gorn je  ili sa donje s t ra n e  se nalaze na g r a -  
nici na rasto jan ju  manjem od koraka  mreže  ( s l . 5 . 3 . 2  -  6 , 7 ) ;

-  čvo r  0 mreže  
sjeda leže na

( r , z )  se nalazi  blizu g ra n ice  i dva  njegova neposredna  s u -  
rastojanj ima manjim od k oraka  mreže ( s l . 5 . 3 . 2  -  8, 9 ) .

U dal jem radu  d i fe renc i ja lna  jednačina  Laplasa biće rešavana  po metodu k o -  

načnih  r a z l ik a ,  pr i  čemu se razm atra ju  is tak n u t i  raz l ič i t i  s lu ča jev i .  Radi o p -  

štosti  p r i laza  razmatra  se " k r s t "  sa raz l ič i t im  v r i jednost im a  k o r a k a :  h^,  h^,  

h^ i h^ ( s l . 5 . 3 . 3 . ) .  U cil ju po jednostav l jen ja  problema u početku  se ra zm a-  

tra  ra v a n s k i  slučaj  deformisanja  sa ko o rd in a tn im  sistemom ( x , y ) .

Na ovakvo j  mreži  se može po L a g ra n ž u  pos tav i t i  in te rpo lac ion i  pol inom, p o -

moću kojeg se s fern i  napon p ( x , y )  u p ro izvo l jno j  tački  ( x , y )  okol ine  tačke

0, može i z raz i t i  p re ko  v r i je d n o s t i  ove fu n k c i je  p , p  , p  , p  i p u č v o r o v i -  
ma 0 ,1 ,2 ,3 ,11 :  o 1 2 3 4



S l . 5 . 3 . 3 .  Opšti slučaj razmještaja susjeda 1 , 2 , 3 , 4  čvora  0 
na razmatrano j  mreži  i p ravougaonoj  okol ini  { h +h3 ) x (h^+h^)

p ( x , y ) =  - p Q[
U + h ^ U - h ^ )  ( y - h q) ( y + h 2 ) x ( x - h 3 )

------- ]+  p
h , h 3

h, h 4 2 l h l ( h i +h3 )

( y - h j , ) y

’2 V  W
+ P

x ( x + h i )

3 hj(h t +h^)+ P
y ( y + h 2 )

4 h , ( h , + h o) 
11 4 2

( 5 . 3 . 3 )

D i fe ren c i ran jem  se iz ( 5 . 3 . 3 )  može dobit i  sljedeći  iz raz  za Laplas i jan:

A p ( x , y } =  -  p [o h h h h 1 3  4 2
] + P 1 h (h^+h^)  ^2 h^ fh^+h^)

( 5 . 3 . 4 )

3 h „ ( h +h 1 
j  1 3

+ p 4 h (h +h ) 
4 4 2

Iz ( 5 . 3 . 4 )  se vid i  da je izraz za Laplasi jan u pravougaonoj  okol ini  čvo ra  0, 

p r i  aproks imacij i  fu n kc i je  p ( x , y )  polinom Lag ran ža  ( 5 . 3 . 3 ) ,  ko n s tan ta .  , 

Formula za Laplas i jan,  za slučaj ravn o m je rn e  mreže ,  može biti  dobijena sa-  

glasno ( s l . 5 . 3 . 4 )

“  r

h 40
^  10 30

h h
h 20

<!?

S l . 5 . 3 . 4 .  O d red j iv an je  Ap za slučaj  ra vn o m je rn e  m reže .
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Parci ja lni  izvodi će b i t i :

3_Ei Po Pl f9_E  ̂ = P° - (9JB) -  P°  • faEr'LĴ  1 = ----- : - (2-E )
l 3 x l o h ' x ' 3o o

Tada  će u cen t ra lno j  tački  b i t i :

3 y 2o
• ( ^ )  = 

a y  4o
P4 ' Po

(L E )  = 1  [ ( i E )  + ( i E )  ^
x o 2 Ll 3xJ3o l 3 x J 1 o J

(3- E )  = 1 [ ( - ^ )  + (&f i )  ]
3 y o 2 LV 3y 2o a y 4o J

P 3~P 1 
2h

P 4~P2
2h

h

( 5 . 3 . 5 )

( 5 . 3 . 6 )

D ru g i  izvodi će b i t i :

i ^ - E )  = k  i - p ) ,2 o h a x 3o 
3 x

( J - J 2 )  = 1 [  ( i - E )
1 2 o h L L ay 4o
3y

( - p ) .  ] =a x io
P l ~ 2Po * P 3 

h 2

-  (
= P £ 2 P £ P _ 2

a y  2 o ] h 2

( 5 . 3 . 7 )

Na osnovu ( 5 . 3 . 7 )  može se napisati  izraz za Laplas i jan:

Ap =■
P 1+P2+P3+P4~4Po ( 5 . 3 . 8 )

Relaci ju ( 5 . 3 . 8 )  je moguće dobi t i  iz ( 5 . 3 . 4 )  uz uslov h ^ h ^ h  =h^=h.  Za 

osnosimetričn i  slučaj deformisanja  prema ( 5 . 3 . 1 )  kor is teć i  p r v u  iz relaci ja

( 5 . 3 . 6 )  i relac i je  ( 5 . 3 . 7 )  dobija se Laplas i jan u o b l iku :

AP =
P l +P2+P3+P|) ^Po

+ J K T ' P s ’ P i 1
( 5 . 3 . 9 )

To znači  da će s fe rn i  napon u tački  0 k v a d r a t n e  mreže  koja sa svoj im susje-  

dima p r ip a d a  oblasti V  ( s l . 5 . 3 . 2  -  1) b i t i :

P l +P2+P3+P1 h ,
po = — s------------ + T r ( p 3 - p i> ( 5 . 3 . 1 o )

Za tačke  na osi , uzimajući u o b z i r  uslov ( 5 . 3 . 2 ) ,  može se d o b i t i :

P 1 = Po = 7 p 2 + 7 p 3 + 7 p 4 ( 5 . 3 . 1 1 )



Ako se uzme u obz i r  odstupanje  od h jednog k ra k a  k rs ta  n e p o k re tn e  m re -  

že,  mogu se dobit i  iz raz i  za s fe rn i  napon za slučajeve 3 ,4  i 5 ( s l . 5 . 3 . 2 )  

sukcesi  v n o :

P = £(
1 , 2 , 1  1 %

: ) P ! + u#u,.u , P-, + ( ~  + T ^ P „  +
2P 4 2 2

] / ( — +------ ) ( 5 . 3 . 1 2 )
o L l h 2 2h r  1 h fh+h^ )  2 h 2 2hr  3 h ^ h ^ + h )  h 2 hh

2 3 1 ( . ____ 2____  f n
Po“ C ( h (h + h ^ )  r h f h + h ^ j  P l + h 2P2 h ^ h ^ + h )  rh ^ fh ^ + h )^  P 3

_ h _

. f h 
3 ' 3

2+h-h

♦ ^ / ' T h h p ^

( 5 . 3 . 1 3 )

1 1 ' -  ■ 2 -  1 + — ) p ? + T T r - r - . P n i i i h ;  +Po C ( h 2 2 h r^ P 1 + ( h 2+h) h 2P2+ ( h 2 2hr  P3 h ( h + h 2) Pi* h 

Za is tovremene osne i g ran ične  tačke 6 i 7 ( s l . 5 . 3 . 2 )  će b i t i :

+ ^ 3 + v k >  P < ] + V  + ^

2 hh.

( 5 . 3 . 1 4 )

-) ( 5 . 3 . 1 5 )

p o= c  h2 (h?T h , p 2 + i r r , p 3+ i n r r 2, p ^  + h ^ r + , 5 - 3  4- ,6)

Konačno, iz raz i  za s fe rn i  napon za tačku 0, čija dva  k ra k a  odgovara jućeg  

" k r s t a "  su manja od koraka mreže imaće ob l ik  ( s l . 5 . 3 . 2  -  8 , 9 ) :

2 _ _ 2  ( 2 ( 2 ( h
Po_C (h ( h + h  ) r h ( h +h 3 r P 1+ ( h +h 4 ) h P2+ l h 3 ( h 3+h) + r ( h + h 3 ) h 3 P 3 +

2 t „  2 2 h h 3 %
h, ( h , + h )  J l hh_ hh,  rhf i4 4 3 4 3

( 5 . 3 . 1 7 )

_  _  r  f_____ _______  _  _________ ______) p  +  '

°  h fh + h ^ )  rh fh + h ^ )  1 ( h 2+ h ) h
P 7 +(-

h
2 T ». ' ) P 7 +

2 .........2 h 3 ( h 3+hl r <h + h 3 ) h 3

_ _ h -h _
+  -------------------- p  ]  / ( —  +  —  +  -------------- —

h ( h * h 2 ) P" h 3h h 2h r h h 3

( 5 . 3 . 1 8 )

Radi b rž e  kon verg en c i je  isp i t ivanog  procesa v r lo  je v ažn o  o d a b r a t i  polje  

b rz in a  što b l iže  s tvarnom .  Smatraj ić i  ti jelo v r lo  v iskoznom tečnošću iz j e -  

dnačina  N a v ie -S to ksa  se može dobi t i  zav isnost :
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v = -  A g ra d  p (5 .3

gdje  je A -  konstanta  koja se može o d red i t i  iz g ra n ičn ih  us lova .  Da bi 

odred i le  v r i je d n o s t i  komponenata b rz in e  neophodno je o d red i t i  g r a d  p .  

tom cil ju kor is t i  se relacija ( 5 . 3 . 3 ) ,  iz koje sl i jedi:

1
h - h  h

__ _1___3 3 + __
o '  h^h^ Po '  h ^ ( h^ +h3 ) P 1 + h 3 ( h i + h 3)^3

h . *9 2 4
L P u u P,. 9p s ______________. ________________

3y  o h ^ f h ^ + h ^ ) ^ 2 h i , ( h 4+h2 - *"** h/»h 2

Za sluča jeve razm atrane  na ( s l . 5 . 3 . 2 )  dobijaju  se sljedeći  izrazi

(5 .3

1 LE P 3~P 1 3 P .
a x 2h ' a y

_ l £ 9 p
= o, — ^

P4~P2
3 x 3 y 2h

P3~P 1 3_E

P4~P2
2h

h -h .

a x 2h a y  h 4 ( h 4+ h ) 4 h ( h + h 4) 2 h h 4 o

(5 .3 .

(5 .3 ,

(5 .3 ,

JJ5
a x

J l E :
a x

h -h . h. h , 3 p P i| P 2
~------ P - ' ----------hh^ ^o h ( h + h 3 ) ^ l  h 3 ( h + h ^ ) ^3 3 y 2h

P3~P 1 . _3f i_ . h h 2 h 2“ h
|Pt+ KfUj-U ■»P/l l i_ P,2h ' ay h 2 ( h 2+ h ) K 2 h (h + h 2r 4  h 2h

(5 .3 ,

(5 .3 .

JLp
3x

i _ e
3x

h , h h_h_______ 4__ h p _ ____4_
3 y  h ( h+h^) P2+ h ^ d i+ h ^ )  4 hh^ Po

h.
0 ; 

h-h

_ ___ h____  - 2  h 2~h
' 9 y  “ h 2 ( h 2+ h ) P2+ h ( h + h 2 ) P 4 h^h Po

i E  _ 3 3 h
a x h h 3 p o h ( h + h 3) P l + h 3 ( h + h ^ ) P 3 '

i E  _ h 4 h
3y h ( h +h4 ) P2+ h 4 ( h +h 4 ) p 4 h^h p o

h - h
I B  _ 3 h 3 h
3 x h h 3 ‘'o h ( h + h 3 ) p r h 3 ( h +h / 3  '

i E  = _ h p t  h 2 h 2“ h
ay h 2 ( h 2+h) P2 h ( h + h 2) P 4 hh^ Po

(5 .3 .

( 5 . 3

( 5 . 3

-19)

se

U

. 2o)

. 21 )

.22)

.23)

.24)

.25)

. 2 6 ) 1 

.27)

.28)

( 5 . 3 . 2 9 )
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To znači da p r i  r ješavanju  zadatka  postavl jenog jednačinama ( 5 . 3 . 1 )  i

( 5 . 3 . 2 )  postupa  se na sljedeći način:

-  na mreži  ( i , j )  zadaje se p rv o b i tn o  p r ib l iž e n je  pol ju s fe rn ih  napona  
p ( i ,  j) ;

-  po formulama ( 5 . 3 .  1o) za u n u t ra š n je  tačke ,  ( 5 . 3 . 1 1 )  za tačke na osi,
( 5 . 3 . 1 2 )  -  ( 5 . 3 . 1 8 )  za tačke na g ra n ic i ,  računa ju  se sljedeća p r ib l i ž e -  
nja u s tvarnom  polju s fe rn ih  napona;

-  u cil ju kon tro le  konvergenc i je  po trebno  je obrazovat i  r a z l ik e  izmedju v r i -  
jednost i  u uzastopnim iteraci jama u svakoj tački  i p r e k r a t i t i  pos tupak  za 
slučaj  ko n ve rg e n c i je  procesa;

-  zatim se u cil ju odred j ivan ja  polja b rz ina  o d red ju je  polje grad i jenata  p r i -  
t isaka ( 5 . 3 . 2 1 )  -  ( 5 . 3 . 2 9 )  i normira  se po poznatoj  b rz in i  ka lupa .

Analogno tem p era tu r i  i polje s fe rn ih  napona se može t r e t i r a t i  kao dinamičko,

t j . može se posmatrat i  jednačina:

LP _
3 t = AP ( 5 . 3 . 3 o )

gdje  pr i  t-*- <* i Ap -*-0. To znači  da pol je p r i t is ak a  može bit i  dobijeno iz 

jednač ine  Ap=0 ili se pak može posmatrat i  kao gran ica  kojoj teži  r ješenje  

jednač ine  ( 5 . 3 . 3o) . Iz ( 5 . 3 . 1 )  i ( 5 . 3 . 3 o )  sl i jedi:

2 2 1 „ „
12 _ 9_P + L_B + -  JJp
9 t  9 r 2 a z 2 r  3 r

( 5 . 3 . 3 1 )

D iskre t izac i ja  ( 5 . 3 . 3 1 )  na osnovu metoda konačnih  raz l ika  za tačke u n u t a r  

ti jela daje:

4P,Po" Po P 1+P2+P3+P4 1 , , ■o
t  „ 2 2 rh  ^3 1 h 2h ”

( 5 . 3 . 3 2 )

gd je  su:  t  -  konstanta  re laksaci je ,  p ^ - s f e r n i  napon u sljedećoj i te rac i j i .  

Na osnovu ( 5 . 3 . 3 2 )  se može o d re d i t i  p u (n+1 )  i te rac i j i :

(n+1) ijT ( n ) t , (n )  (n )  ( n )  (n )^  t (n )  ( n l  x
o ' ( ’ - - 2 > P o  * ~ ( P 1 +P2 +P3 +P1 + 2rh  P3 ’ P 1 ' > <5 - 3 ' 33>
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Ako se defin iše  a = x/h -  konstanta  re laksaci je  (a<1) iz raz  ( 5 . 3 . 3 3 )  se mo- 

že zapisati  u re k u rz iv n o m  ob l iku :

(n + 1 ) ( n ) ( n ) (n )  _ ( n) (n )
Pi , j  = n - 4  a ) P j J  + a ( p i_ 1 J +p. J _ 1+ p.  + 1#j+ P i#+ p. . J  +j + 1

( 5 . 3 . 3 4 )

(P
(n ) ( n)

2 rh  i+1 , i. “ p. . -) 
. ]  i -1/J

Za tačke na osi r=0 i susjedne sa osom r=h iz ( 5 . 3 . 3 2 )  se dobi ja:

+ A r ------- ^ ) P _ +  - i ~ ( P - 1 + P j +
p ; - ” -  3 + ž  -  ^ V , p ° + 2P3h" h '  2h “  n 2h

te će r e k u r z i v n a  formula analogno ( 5 . 3 . 3 4 )  imati obl ik

( 5 . 3 . 3 5 )

( n+1 ) ( n )
p. . = (1 -  - a )p .  . + a (p .  . + p. . . ) +  - a  p .i.J 2 i.J-1 i.J+1 2 J  + 1,]

( 5 . 3 . 3 6 )

5 .4 .  ODREDJ IV A N JE  T E M P E R A T U R N O G  POLJA D EF O R M IS A N O G  T IJ E L A

Postavka zadatka  za o d re d j iv a n je  te m p e ra tu rn o g  polja je slična zadatku  za 

o d re d j iv a n je  polja s fe rn ih  napona. D i fe renc i ja lna  jednačina za odred j ivan je  

te m p e ra tu re  je po formi analogna jednačin i  za p r i t i s a k .  Jednačina  to p lopro -  

vodnosti  p r i lagod jena  za neposrednu pr im jenu  saglasno ( 4 . 5 . 1 3 )  moze biti  

zapisana u obl iku :

3-r ; = S T  + q ( 5 . 4 . 1 )dt

gdje  su : t' -  realno vr i jeme,  t = X / c t '  -  bezdimenziono v r i je m e ,  q=Q / X -  

odnos rada plastične deformaci je  i koef ic i jenta  to p lo p r o v o d n o s t i .

Može se iskor is t i t i  numeričk i  pos tupak  o d re d j iv a n ja  polja te m p e ra tu ra

T . . ( t '+  A t ' ) prema početnom polju t e m p e r a tu re  T . . ( t ' )  i medjupolju

T . . (  t '+ A t' / 2) , analogno ( 4 . 5 . 3 0 ) .  Prema ( 5 . 3 . 9 ) ,  zapis ( 5 . 4 . 1 ) ,  pomoću me-

tode konačnih  raz l ika  za tačke  u n u t a r  t i jela ( s l . 5 . 3 . 2  -  1) će imati o b l ik :

- T  T  +T +T  +T ,  - 4 T  , 3 T,  1 2 3 4 o
+ i ^ ( T 3"T 1]+q ( 5 . 4 . 2 )
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Za u n u t r a š n je  tačke  na osi i na rasto jan ju  koraka  od ose ( s l . 5 . 3 . 2  2] će

b i t i : „ T  +T  +T,  - 3 T  n
( — ) = — ----- ---------------—  + T J T - ( T o- T  ) +q ( 5 . 4 . 3 )

3 t o 2 h r  3 o

Korišćenjem odgovara juć ih  izraza za p r i t i s k e  i relaci je ( 5 . 4 . 1 )  mogu biti  za -  

pisane analogne re laci je  za g ran ičn e  tačke  označene na ( s l . 5 . 3 . 2 )  kodovima  

3 -  9. U ovim relaci jama su očigledno neodred jene  tačke na g ra n ic i .  U cil ju  

jasnog de f in isan ja  problema tačke u n u t a r  ti jela su označene x ,  tačke  na 

gran ic i  čija susjedna tačka ne p r ipada  t i jelu su označene sa 0, dok •  su 

označene tačke van ti jela u kojima je po t reb n o  odred i t i  te m p e ra tu re  T  , 

s obzirom da one ulaze u sastav jednačina top loprovodnosti  ( s . 5 . 4 . 1 )

S l . 5 . 4 . 1 .  T e m p e ra tu rn a  anal iza:  1 -  g ran ica  t i je la ;  2 -  g ran ica  
e k s t ra p o l i ra n e  te m p e ra tu re ;  x -  tačke  u n u t a r  t i je la ;  o -  g ra n ičn e  
tačke ;  •  -  e k s t ra p o l i ra n e  tačke .

N a jp rost i je  je p r e tp o s ta v i t i  da je T ^ = T ^  što odgovara  p re tp o s ta vc i  o isčeza-  

vanju  na g ran ic i  g rad i jen ta  te m p e r a tu re ,  a time toplotnog odvoda k roz  p r i -  

g ra n ičn u  oblast .  P r ih va t l j iv o s t  o v a k v e  p r e t p o s t a v k e  zavisi  od razm atranog  

problema.  Ona očigledno ne može važ i t i  za slučaj z a g r i ja v an ja  p r ip r e m k a  u 

peći,  je r  je u tom slučaju > T q i toplota dospi jeva  u t i jelo k ro z  p r i g r a n i -  

čnu oblast .

U cil ju s t rož i jeg  odred j ivan ja  t e m p e r a tu re  T^  može se k o r is t i t i  p o s tu p a k  

ekstrapo lac i je  te m p e ra tu re  na g r a n ic i ,  i to,  kako  za slučaj  z a g r i ja v a n ja
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hladnog p r ip re m k a  u peći ,  tako i deformisanja  p r ip rem k a  na p r e s i .  Na 

( s l . 5 . 4 . 2 - a )  je p r ika za n a  situacija pr i  z a g r i ja v an ju  hladnog p r ip re m k a  to-  

plim gasom T  u okolini  nekog para tačaka o -  Protok toplote gasa u 

p r ip re m a k  će bit i  :

J a ( T  -  T  ( o ) )  
G p

( 5 . 4 . 4 )

Isti p ro tok  kroz  p r ip rem a k  će b i t i :

d T  (x )
J = -  X — £  ( 5 . 4 . 5 )

dx

gdje su T  -  tem peratu ra  gasa; T  -  te m p e ra tu ra  p r ip r e m k a .
G p

Iz jednačavanjem ( 5 . 4 . 4 )  i ( 5 . 4 . 5 )  se dobija d i fe renc i ja lna  jednač ina:

d T  ( x )
“ X — f -------= « ( T ^ - T  ( o ) )  ( 5 . 4 . 6 )dx G p

Pretpostav l ja  se l ini jski  k a r a k t e r  T  ( x )  ( s l . 5 . 4 . 2 -a )  :

T  ( x )  = A + B x  ( 5 . 4 . 7 )
P

Pri graničnom uslovu T  (o) = A će biti  :

T  ( x ) = T  ( o ) -  ( T  - T  ( o ) ) x ( 5 . 4 . 8 )
P P X p G p

gdje  je X -  top loprovodnost p r ip r e m k a .
P

Za slučaj  T  (x )  = T  će b i t i :
P  G

t = X / a  (5.4.9)
P

što odgovara  tački  ekstrapo lac i je .

Sa ( s l . 5 . 4 . 2 - a )  se može postavi t i  p roporc i ja  iz koje s l i jedi :

T T  +
P

h
t+ h .

i
( T  - T  ) 

G p
( 5 . 4 . 1 o )

To znači  da se na nepokre tno j  mreži  dopunjenoj  e k s t ra p o l i ra n im  tačkama mo-  

že o s tv a r i t i  p r o r a č u n  procesa z a g r i ja v an ja  u početku  h ladnog p r i p r e m k a .
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Time je omogućeno nalaženje početnog rasporeda  te m p e ra tu ra  po t i jelu p r i -  

prem ka ,  što je v r lo  važno zbog teškoće njegovog eksper im enta lnog  id e n t i -  

f i k o v a n j a .

S l . 5 . 4 . 2 .  Top lo tna  situaci ja na g ra n ic i :
a) zag r i ja v an je  p r ip rem k a  u peći;
b) deformisanje  zagr i janog  p r ip re m k a  na p re s i .

Poslije početka procesa deformisanja  u t i jelu p r ip re m k a  in te n z ivn o  se i z d v a -  

ja toplota na račun rada plastične deformaci je .  Ovo us lov l java  jaku  izmjenu  

početnog rasporeda te m p e ra tu ra .  Polje te m p e ra tu re  deformisanog p r ip re m k a  

ima posebno ve l ik i  ut icaj  na in ten z ivn o s t  napona.  Za ra z l ik u  od pre thodnog  

slučaja zagr i javan ja  nedeformisanog p r ip re m k a  ovdje  će bi t i  q^0.  Što se tiče 

gran ičn o g  us lova,  g ru b o  se može p r e tp o s ta v i t i  da je p r ip r e m a k  o k r u ž e n  ad i -  

jabatskom "košuljom" t j .  T ^ = T ^ .  ^ va anal iza je uobičajena za teor i ju  u kojoj 

se isp i tu je  ka . -ak ter  izmjene t e m p e ra tu re  p r i  toploj  o b rad i  d e fo rm isa n je m [15 5 ] .  

Ovaj uslov je dovoljan da se toplotni  zad a tak  postavi  kao k o r e k tn i  zada tak  

matemat ičke f i z ik e  koji se r ješava na n e p o k re tn o j  m rež i .

Pri s troži jem p r is t u p u  neophodno je uzeti  u o b z i r  g u b l jen je  toplote p r ip r e m k a  

na račun  odavanja  ka lupu p r i  poznatom koef ic i jen tu  a .  O v d je  je ka lu p  h la -  

dnij i  od p r ip r e m k a  koji se obično g r i j e  do veće t e m p e r a t u r e ,  a i z a g r i j a v a  na 

račun  p lastične  deformaci je  te je T  < T  ( s l . 5 . 4 . 2  -  b)  . U d ru g o m e  je s i t u a -  

cija sl ična onoj izloženoj na ( s l . 5 . 4 . 2  -  a ) ,  te se može d o b i t i  re lac i ja  analogna
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( 5 . 4 . 1 o )  u o b l i k u  :

t  = T -  - r - r r - ( T “ T J•  p t+h.  p k

To znači  da je o d re d j iv a n je  tem pera tu rn og  polja

( 5 . 4 . 1 1 )

moguće i z v rš i t i  u dv i je  faze

-  odred i  se početno tem p era tu rn o  polje p r ip re m k a  koji se zagr i java  

u peći .  Za u n u t ra š n je  tačke  se kor is te  formule ( 5 . 4 . 2 )  i ( 5 . 4 . 3 ) ,  

a za tačke na gran ic i  formula ( 5 . 4 . 2 )  u kojoj se tačke  koje izlaze 

za granicom ti jela odred ju ju  formulom ( 5 . 4 . 1 o ) .  Uzima se q=0;

-  od re d ju je  se polje te m p e ra tu re  deformisanog p r ip re m k a  pr i  čemu 

se za u n u t ra š n je  tačke  kor is te  formule ( 5 . 4 . 2 )  i ( 5 . 4 . 3 ) ,  a za 

tačke  na g ran ic i  formula ( 5 . 4 . 2 )  u kojoj se tačke koje se nalaze  

iza g ra n ice  ti jela odred ju ju  formulom ( 5 . 4 . 1 1 ) .  Rad deformaci je  je

q i6 0.
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G. E K S P E R IM E N T A L N A  I S T R A Ž I V A N J A

Eksper imenta lna  is t raž ivan ja  se odnose na osnosimetrične  u zo rk e  ( s l . 6 . 1 . 2 )  

koji se dobi jaju presovanjem u otvorenim kalupima i tokom cijelog r a d a . s t a -  

Ini su p redm et  našeg in te re s o v a n ja . Korišćenjem modernog v iše faktornog  

matematičkog plana e k s p e r im e n ta , i zučavan je ut icaj  k a r a k te r is t ič n ih  geo-  

m etr i jsk ih  odnosa ka lupa ,  p rečn ika  p r ip re m k a  i kol ičine metala u v i jencu  

na de f in isane  izlazne  vel ič ine procesa.  Ta ko d je ,  na osnovu izloženih te o r i -  

jsk ih  postavk i  (g lava  2) uz pr imjenu računara  odred jena  je zona i n t e n z iv -  

nog tečenja u fazi d o p re s o v a n ja .

6 . 1 .  U S L O V I  1 PLAN IZ V O D JE N JA  E K S P E R IM E N T A

Kao eksper im enta in i  materi jal  kor išćeno je olovo.  Mater i ja l  se p rv o  topio,  

a zatim je l iven u ka lupu  i istosmjerno is t isk ivan  sa ciljem dobijanja r a z -  

l ič i t ih  prečn ika  e p r u v e t a .  Tako  dobi jene e p r u v e t e  su na tes ter i  rezane na 

odred jene  vel ič ine a potom tačno o b ra d j iv a n e  na s t r u g u .  Nakon toga,  p r i -  

premci su presovani  u o tvoren im kalup ima.  Proces je d is k r e tn o  p raćen ,  

p rek idan jem  i mjerenjem geometr i je  postupno deformisanih  u z o ra k a .  Ovaj  

postupak  je ponovl jen za sve s luča jeve geometr i jsk ih  kombinaci ja gorn jeg  

ka lupa ,  raz l ič i te  p rečn ike  p r ip re m k a  i raz l ič i te  kol ičine materi jala  u v i jencu  

i obezbed jivao  je informacije o k a r a k t e r u  tečenja eksper im enta lnog  m ate r i ja -  

la u d i s k r e tn o  uočenim trenucima procesa .  Na ( s l . 6 . 1 . 1 )  je p r ik a z a n a  je -  

dna seri ja deformisanih  u z o ra k a .  U Pr i logu 7 su date  fo to g ra f i je  opreme,  

alata za l iven je ,  is t isk ivan je  i p re so v a n je  u o tvoren im  kalupima kao i d o b i -  

jenih uzo ra ka .

Kao nezavisno promjenl j iv i  p a ra m e tr i  su de f in isan i  ( s l . 6 . 1 . 2 ) :

a / b  -  odnos rad i jusa  iz raženog di jela šup l j ine  ka lupa  i n jegovog osnovnog  
r a d i j u s a ;

i / b  -  odnos v is ine iz raženog di jela  šup l j ine  ka lupa  i n jegovog osnovnog  
r a d i j u s a ;

j / b  -  odnos osnovn ih ,  v is ine  i rad i jusa  ka lu p a ;
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D / h  -  odnos p rečn ika  p r ip re m k a  i osnovnog rađi jusa ka lupa;  
o

x -  odnos zapremine metala u v i jencu  i pr ipadnom c i l in d ru  na osnovnom  
k r u g u .

S l . 6 . 1 . 1 .  Izgled deformisanih  uzoraka

U tabeli  6 . 1 . 1 .  su date  v r i jednos t i  nezav isno promjen l j iv ih  p a ram etara ,  koje 

def in išu  isp it ivan i  petodimenzioni  h i p e r p r o s t o r . Donji k a lup  je imao s redn je  

vr i je d n o s t i  odgovara juć ih  geom etr i jsk ih  odnosa i tokom isp i t ivan ja  se ni je mi-  

jenjao.

Tabela  6 . 1 . 1 .  V r i jed n o s t i  param etara  presovanja

Parameta r Gornj i  nivo Donji n ivo Srednj i  nivo

a I b 0,6 0 ,4 0,49

j / b 0,7 0 ,3 0 ,46

i / b 0, 6 0 ,4 0 ,49

D /b 1,8 1,5 1 ,65o
X 1 0,3 0 ,55

Pre l iminarnim eksper imentima je u t v r d je n o da se zavisno p rom jen l j ive  v e l ič i -

ne ( iz lazi  eksp er im en ta )  mogu p r ik a z a t i  u stepenom o b l ik u :
n

(6 .1.1)
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gdje  s u : F j  -  razmatrana  iz lazna vel ič ina eksper im enta  def in isana  u v id u

stepene fu n kc i je  u t ica jn ih  nezav isno prom jen l j iv ih  ve l ič ina ;  f. -  više def in i  

sana, nazvaisno promjenl j iva  ve l ič ina ;  n -  broj  nezav isno prom jen l j iv ih  vel i  

čina čiji ut icaj  se izučava (maksimalno je razm atrano  5 ) .

/ / ✓ / / ✓ / / ✓ ✓ / / ✓ / /

a
/ / / / / / / .

D,01
D,02

Pp3

'77777777

> n  ; / / / / / / / / / / / / / n ) / / / > / /1 1 I___ ✓ /77777777

S l . 6 . 1 . 2 .  Šematski  p r ik a z  kalupa

Za slučaj  razmatran ja  ut icaja t r i  nezav isno promjenl j ive  ve l ič ine ,  relaci ja  

( 6 . 1 . 1 ]  će imati o b l i k :

F.
J

P
i f  
o (6 .1.2]

Ako se uzme u obz i r  e fe ka t  medjudejs tva  fa k to ra  jednačina  ( 6 . 1 . 2 ]  poprima  

formu :

F.= p f  
J o 1

P l +P13ln f 3 P 2+ P 12lM f1
P , +P , J n f  p ,  I n f  In f
* 3  ^23 2 ^123 2 3

3 T1
( 6 . 1 . 3 ]

Relaci ja ( G . 1 .3 )  omogućava da se sagleda ut icaj  ne samo pojed inačnih  fa k to -  

ra na iz laznu ve l ič inu  nego i ut icaj  n j ihove s prege  sa d ru g im  fa k to r im a .

Proračun  koef ic i jenata  modelskih fu n kc i ja  po jednostav l ju je  se kodiran jem no-  

v ih  nezavisno p' omjenl j ivih vel ič ina  ( f a k t o r a )  x -j • x 2 ' X 3 ' x ij * X 5 na t r ' n >voa

( + 1 ,0 ,  —1) pomoću jednačina t r a n s f o r m a c i j e :

Inf. -  Inf.i i maxx. = 1+2 -----------------  (6.1.4)
1 Inf.  -  Inf.

i max i min

Potpuna or togonalna  matrica N=2n p lana,  v iš e fa k t o r n o g  e k s p e r im e n ta  do 

n=5, ima obl ik  p r ika z a n  tabelom 6 . 1 . 2 .



156

Tabela  6 . 1 . 2 .  Potpuna ortogonalna  p la n -m at r ic a  d v o n ivo v s ko g  
fa k to rn o g  eksper im enta

Broj  e k s p e - Kodirane v r i je d n o s t i  fak to ra Odz iv
rimenta
N=2n X 1 X2 X3 X 4 X5

F..
J'

1 -1 -1 -1 -1 -1
Ff l

2 + 1 -1 -1 -1 -1
F|2
Fj33 -1 + 1 -1 -1 -1

4 + 1 + 1 -1 -1 -1

Fj5

Fj6

Fj7

Fj8

F j9

5 -1 -1 + 1 -1 -1

6 + 1 -1 + 1 -1 -1

7 -1 + 1 + 1 -1 -1

8 + 1 + 1 + 1 -1 -1

9 -1 -1 -1 + 1 -1

10 + 1 -1 -1 + 1 -1 F j1o
1 1 -1 + 1 -1 + 1 -1

F j11
12 + 1 + 1 -1 + 1 -1

F j n

F j1313 -1 -1 + 1 + 1 -1

14 + 1 -1 + 1 + 1 -1
Fj1 4

15 -1 + 1 + 1 + 1 -1
Fj15

16 + 1 + 1 + 1 + 1 -1
F j 16 

F j l 7
17 -1 -1 -1 -1 + 1

18 + 1 -1 -1 -1 + 1
Fj18

19 -1 + 1 -1 -1 + 1
F i 19

20 + 1 + 1 -1 -1 + 1 Fj2o
21 -1 -1 + 1 -1 + 1

Fm
22 + 1 -1 + 1 -1 + 1

F i22
23 -1 + 1 + 1 -1 + 1

F j23
24 + 1 + 1 + 1 -1 + 1

F j24 

F j 2 525 -1 -1 -1 + 1 + 1

26 + 1 -1 -1 + 1 + 1
F j 2 6

27 -1 + 1 -1 + 1 + 1
F j27

28 + 1 + 1 -1 + 1 + 1
F j 2 8

29 -1 -1 + 1 +1 + 1
F j 2 9

30 + 1 -1 + 1 + 1 + 1
F j3o

31 -1 + 1 + 1 + 1 + 1
F j 31

32 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1
F j32
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U p la n -m a t r ic i  su linijama ograničene  matr ice  koje p r ip ad a ju  d vo fak to rn o m ,  

t r o f a k t o r n o m , če tvoro fak tornom  i pe to fak tornom  e ksp er im en tu  r e s p e k t iv n o .  

Ako je u toku eksper im enta  potrebno  p ro š i r i t i  e ksp er im en te ,  uzimanjem u 

obz i r  više fa k to r a ,  pre thodni  čine dio nove matr ice .  Odz iv  F p redstav l ja  

e ksp er im en ta ln e  vr i jednost i  dobijene pr i  odred jenoj  kombinaci j i  fak to ra  iz 

ove p la n -m a t r ic e .

U Pr i logu 8 je da t niz programa primjenom kojih je v ršena  na raču n aru  ma-  

temat ička obrada  eksper im enta In ih  r e z u l t a t a .  Urad jen i  su programi  za d v o -  

fa k to rn i  (sa i bez medju zavi snost i ) ,  t r o f a k to r n i  (sa i bez m edjuzav isnost i ) ,  

č e t v o ro f a k to rn i  i pe to fak torn i  plan e k s p e r im e n ta .

6 .2 .  P O V E Z A N O S T  S ILE I G E O M E T R IJ E  V IJ E N C A  KOD P R ESO VA N JA

Is ta k n u ta  d iskre t izac i ja  procesa presovanja  u o tvoren im kalupima omogućava  

da se za sve slučajeve presovanja  mogu izmjeri t i  tr i v r i j e d n o s t i :  F , h , s  (s i -  

la p resovan ja ,  visina vijenca i š ir ina v i jenca) po fazama de fo rm isan ja . U 

cil ju dalje anal ize procesa veoma je bi tno na osnovu d is k r e t n ih  dobit i  k o n t i -  

nualne  zavisnosti  mjerenih ve l ič ina .

Na osnovu pre l im in a rn ih  is t r a i i v a n ja  p re tp o s ta v l je n e  su h iperbo l ične  za v is -  

nosti  sile presovanja  i vis ine v i jenca F = F (h ]  kao i o tpora  vi jenca (odnos š i -  

r ine  i v is ine  v i jenca) i njegove v is ine  z = z ( h ) .  Sa visokim stepenom k o re la -  

cije (P > 0, 985] dobi jene su zav isnost i :

F (6 .2 .1)

gdje  su: a ]f  b , a^ i b^ p o z i t iv n e  k o n s ta n te .

Posebno je važna i 

otpora  v i jen ca .  Ova 

obl ik  :

zavisnost F = F ( z )  koja 

zav isnost,  takod je  sa

daje ob l ik  p ro porc iona lnos t i  si le i 

visok im stepenom k o re lac i je ,  ima

(6 .2 .2 )
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gdje s u : a^ i -  poz i t ivne  k onstan te .

Na osnovu teor i jsk ih  postavk i  o metodi najmanj ih  k v a d r a ta  n a p rav l jen  je p r o -  

gram kojim se ob ra d ju ju  eksper im enta Ine  informaci je  za slučaj  p r e tp o s ta v l je -  

nih obl ika  zavisnosti  (P r i log  9 ) .Z a  svaki  slučaj  presovanja  u t v r d je n e  su v r i -  

jednosti  konstant i  a.,  b. .  Us tanov l javan je  ov ih  zavisnosti  za pojedine s luča-  

jeve presovan ja  omogućava da se u bilo kom t r e n u t k u  istog u t v r d i  poveza -  

nost sile i geometr i je  v i jenca,  t j .  ve l ič ine :  F,  h,  s i z .

Na osnovu d r u g e  jednačine u ( 6 . 2 . 1 )  može se def in isa t i  g ra d i je n tn a  vel ič ina  

d s / d h  koja de f in iše  in te n z i te t  p r i raš ta ja  š i r ine  vi jenca sa visinom:

d s / d h  = a ^ t l - b ^ J h  2 ( 6 . 2 . 3 )

Na analogan način ,  korišćenjem p r v e  jednačine u ( 6 . 2 . 1 )  može se odred i t i  

in te n z i te t  p r i raš ta ja  sile sa promjenom v is ine:

d F / d h
■ 1 -b .

V i h (6.2.1)

O d red j iv an je  g ra d i je n tn ih  vel ičina saglasno ( 6 . 2 . 3 )  i ( 6 . 2 . 4 )  omogućava da 

se ana l iz i ra  ut icaj  geometri je kalupa i k a r a k t e r i s t i k a  p r ip rem k a  na ove v e l i -  

čine .

6 .3 .  U T I C A J  P A R A M E T A R A  NA M IN IM A L N U  S IL U  P R E S O V A N J A

Kao posebno k a r a k te r is t ič n a  vel ič ina p r i  p re so v a n ju  je ra zm atrana  sila u 

t r e n u t k u  popunjavan ja  ka lupa ,  t j .  neophodna minimalna sila p rocesa .  Ova  

sila je oci jenjena učestalom d iskre t izac i jom  u okolini  momenta popunjavan ja  

k a lu p a ,  s obzirom da t r e n u t a k  popun javan ja  ni je posebno i s t a k n u t  na d i ja -  

gramu zavisnosti  sile od hoda.

Is t r a ž iv a n je  je v ršeno  tako što je p r v o  isp i t iv a n  ut icaj  po dva  ili t r i  p a r a -  

metra procesa,  pr i  čemu su ponav l jan ja  v r š e n a  u c e n t ra ln im  tačkama p la n a .
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Ovo je omogućavalo da se deta l jno ispita ut icaj  pojedinih fa k to ra  p re ko  s te -  

penog modela kao i stepenog modela sa m edjuzav isnost im a . T a k o d je ,  djelovi  

ovako u ra d je n ih  eksper im enata ,  zahva l ju juć i  poLit ivnim kompozicionim svo j -  

stvima matematičkog plana e k s p e r im e n ta , su se sk ladno uk lapal i  u "p i ra m i -  

du" potpunog p e to fak tornog  plana.

Za k ra jn j i  r e z u l t a t  is taknutog  p r is tu p a  dobijena je relaci ja koja daje uticaj  

p aram etara  procesa na minimalnu silu presovanja  iz ražen u  u kN :

F = 102,458 x
-0,123

(D /b )  o
0,993

( i / b )
0 ,439

( a / b )
-0 ,2 7 1

( j / b )
0,142

( 6 . 3 . 1 )

Relaci ja ( 6 . 3 . 1 )  ukazu je  da je ut icaj  odnosa D ^ / b ,  i / b  i j / b  u p ra va n  i r a z -  

l iči t po in te n z i te tu  a uticaj  x i a / b  o b r n u t ,  na silu p reso van ja .  K a r a k te r  i 

in te n z i te t  ut icajnosti  se najbol je mogu sagledati  p reko  g ra f ič k e  i n t e r p r e t a c i -  

je koja može uk l juč i t i  na jv iše dva fa k to r a .  Posebno je k a r a k te r is t ič n o  sag le -  

dati uticaj  odnosa prečn ika  p r ip rem k a  i š ir ine  kalupa  (D ^ /b )  i v iška  metala 

( x )  na silu p re so v a n ja .  O va k va  zavisnost je data na s l . 6 . 3 . 1 .  za srednje  

vr i jed n o s t i  ( tabe la  6 . 1 . 1 )  osta l ih  param etara  procesa.

Zavisnost sile p resovan ja  o d : D ^ / b  i x p r i  srednj im
vr i jednostima k o n s t a n t n ih  p a ra m e ta ra .

S l . 6 . 3 .  1 .
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Na s l . 6 . 3 . 2 .  ja data g ra f ičk a  in te rp re t a c i ja  uticaja iz raženog di jela šupl j ine  

gorn jeg  kalupa ( i / b  i a / b )  pr i  srednj im vr i jednost ima ostal ih p a ram eta ra .

S l . 6 . 3 . 2 .  Zavisnost sile presovan ja  od i / b  i a / b  pri
srednj im vr i jednostima k o nstan tn ih  p a ram e ta ra .

Uticaj  odnosa osnovnih  dimenzi ja gorn jeg  kalupa se može sagledati  sa sl ike

6 . 3 . 3 .  gdje  je odred jena  oblast var i jac i je  sile presovanja  p r e k o  usva janja  

maksimalnih,  odnosno minimalnih,  po u t ica jnost i ,  v r i je d n o s t i  param etara  p r o -  

c esa .

S l . 6 . 3 . 3 .  Zavisnost sile p reso van ja  od j / b :
1 -s red n ja  sila; 2 -m aks im alna  sila; 3 -m in imalna  s i la .
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K a ra k te r is t ič n i  izlazi  na ra č u n a ru  ( l i s t in z i j  su dati u Pr i logu 10, a p r o g r a -  

mi za dvodimenzionalnu i t rod imenz ionalnu  g r a f i č k u  in te r p r e t a c i ju  ( p r o g r a -  

mi su napisani  na tu rb o p a s ka lu )  dati  su u Pri logu 11.

6. i | . A N A L IZ A  O T P O R A  V IJ E N C A

Kao mjera sile neophodne  

vel ičina otpora vi jenca z 

[ 147 ] i koja je stepenom

za deformaci ju ,  veoma je pogodna bezd  

koja je po de fin ic i j i  odnos š i r ine  i vis 

zavisnošću ( 6 . 2 . 2 )  vezana sa silom.

imenziona 

ine vijenca

Najekonomičnij i  je takav  proces presovanja  kod kojeg u momentu p o p u n ja va -  

nja šupl j ine  kalupa metalom, visina  o d p reska  je jednaka njegovoj konačnoj  

v is in i ,  t j .  isk l juču je  se faza završnog is t isk ivan ja  metala u v i jenac .  Ip a k ,  

takav  proces je u praks i  teško o s tv a r l j i v  zbog kolebanja  zapremine p r i p r e -  

mka i dimenzija šupl j ine ka lupa .  Zato je potrebno  izab ra t i  t a k v e  dimenzi je mo- 

sta koje bi obezb jed j iva le  neophodan otpor  vijenca za popun javan je  šupl j ine  

ka lupa ,  bez pojave ve l ik ih  sila na posljednjem stadi jumu preso van ja .  U l i te -  

r a t u r i  p re p o ru če n e  v r i jednos t i  o tpora  vi jenca [ 1 4 7 , 1 4 8 , 1 4 9 ,  150, 151,154] su 

najčešće dobi jene jed nofaktorn im  eksper imentom te daju g r u b u  ocjenu ove  

vel ič ine na osnovu vr i jednost i  malog broja p a ram e ta ra .  Izostaju rezu l ta t i  gdje  

se kompleksno uzima u obz i r  geometri ja kalupa  kao i ve l ič ina samog p r ip r e m k a .

Zahva l ju juć i  p rec izno  izvršenim mjerenj ima koje je omogućila d iskre t izac i ja  r a -  

zmatranog procesa (odje l jak  6 .2 )  oci jenjena je v r i je d n o s t  otpora  vi jenca u 

momentu popunjavanja  ka lupa .  Eksper im ent  je v rš e n  postupno ,  p rv o  na nižim 

nivoima, gdje  je dobijena zavisnost otpora  v i jenca od manjeg broja p a ram eta -  

ra ,  p reko  stepenog modela i stepenog modela sa m ed ju zav isnost im a . Potom 

su djelovi  ov ih  eksper im enata  p re s l ik an i  u t jemena petodimenz ionog h i p e r p r o -  

stora i maten.atičkom obradom na ra č u n a r u  je dobi jena r e la c i j a :

* = 1 ,1 2 3  x - 0 - 36\ D o / b ) 3' 052( i / b ) , ' 2 ' ( a / b r ° - 297 ( j / b ) 0 - 3e9 ( 6 . 1 . 1)

Očig ledno,  pa ram etr i  procesa kod o tpora  v i jenca imaju u odnosu na silu 

presovan ja  analogan,  ali znatno in te n z iv n i j i  u t ica j ,  što omogućava da se
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i mala izmjena parametara  presovan ja  uzme u obz i r  p r i  anal iz i  neophodnog  

otpora koji je po trebno  o s tv a r i t i  da bi došlo do popunjavan ja  ka lupa .

C ra f ič k a  in te rp re tac i ja  zavisnosti  o tpora  vi jenca z od k a r a k t e r i s t i k a  p r i p r e -  

mka i osnovne dimenzi je kalupa za sredn je  v r i jednos t i  ostal ih parametara  

procesa je data na ( s l . G . 4 . 1 ) .

S l . 6 . 4 . 1 .  Zavisnost otpora vi jenca od D / b  i x p r i  srednj im  
vr i jednostima k o n s tan tn ih  p a ram e ta ra .

S l . 6 . 4 . 2 .  Zavisnost o tpora  v i jenca  od i / b  i a / b  p r i  s red n j im
vr i jednost im a  k o n s t a n t n ih  p a ra m e ta ra .
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Na s l . 6 . 4 . 2 .  je i n t e r p r e t i r a n a  zavisnost otpora v i jenca od dimenzi ja i z r a ž e -  

nog di jela šup l j ine  gorn jeg  kalupa t r e t i r a n ih  u razmjer i  sa osnovnom dime-  

nzijom ka lupa .

Uticaj odnosa osnovnih  dimenzi ja gorn jeg  kalupa  je p r ik a z a n  na s l . 6 . 4 . 3 ,  

na kojoj je k r iv im a  2 i 3 omedjena oblast var i jac i je  o tpora  v i jenca.

S l . 6 . 4 . 3 .  Zavisnost otpora vi jenca od j / b :  1 -s red n j i  o tpor  vi jenca^  
2-maksimaln i  o tpor  v i jenca;  3-minimalni  o tpor  v i jenca.

Na analogan način ana l iz i ran  je i ut icaj  parametara  presovan ja  na kompone-  

nte otpora v i jenca,  t j . v is inu  i š i r inu  v i jenca .  Dobi jene su re laci je:

h = 4 . , 6  ( D / b J - , ' 06 ‘‘ ( a / b ) 0 - 305 ( i / b ) - 0 ' 193o

.  ° . ° 6 , . . . 1 , 9 8 0  . . . . . 1 , 1 3 9  0, 196s = 5, 592 x (D  / b )  ( i / b )  (j / b )

( 6 . 4 . 2 )

( 6 . 4 . 3 )

U anal iz i  raspodje le  ut icaja p a ram eta ra  presovan ja  na komponente  otpora  

vi jenca k a r a k te r is t ič n o  je da odnos i / b  ni je u t ica jan  na v is in u  v i jen ca ,  a 

odnos a / b  na n jegovu š i r in u .  V iš a k  metala x ima znatno  veći  ut icaj  na v i -  

sinu nego na š i r inu  v i jenca ,  dok je ut icaj  D ^ / b  o b r n u t .  Utica j  j / b  je r a -  

vnomjerno raspored jen  na obi je komponente  o tpora  v i je n c a .  K a r a k t e r  u t i c a -  

jnosti  param etara  presovan ja  na h i s je o b r n u t ,  Sa i zu ze tko m  v iš k a  metala x .
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Na s l . 6 . 4 . 4 .  i s l . 6 . 4 . 5 .  je g r a f ič k i  i n t e r p r e t i r a n a  zavisnost v is ine  vi jenca  

h, odnosno š ir ine  vi jenca s od re la t iv n ih  k a r a k t e r i s t i k a  p r ip re m k a  p r i  s r e -  

dnjim vr i jednost ima ostal ih parametara  p reso van ja .

S I . 6 . M . 4 .  Zavisnost v is ine vi jenca od D / b  i x pr i  srednj im  
vr i jednost ima kon stan tn ih  p a ram e ta ra .

S l . 6 . 4 . 5 .  Zavisnost š i r in e  v i jenca od D / b  i x p r i  s redn j im

vr i jednost im a  k o n s t a n t n ih  p a ra m e ta ra .
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6 .5 .  OCJENA P O PU N JE N O S TI  K A L U P A  PREKO C R A D IJ  E N A T  A S ILE

P R E SO V A N JA  1 Š I R I N E  V IJ E N C A

Na d i jagramu zavisnosti  sile od hoda presovan ja  ne može se uočiti  tačka

popun javan ja  ka lupa ,  t j .  ne može se u t v r d i t i  pr i  kontinualnom presovanju
»

k a r a k te r is t ič n a  sila (v is ina  v i jenca) od koje počinje faza d o p re s o v a n ja . U 

tom cil ju su na osnovu d iskre t i zac i je  procesa (od je l jak  6 .2 )  odred jene :  

in te n z i te t  rasta  š ir ine  vijenca sa visinom d s / d h  ( 6 . 2 . 3 )  i in te n z i te t  rasta  

sile sa visinom d F / d h  ( 6 . 2 . 4 ) .  Ove vel ič ine  je moguće o d red i t i  na osnovu  

relacija ( 6 . 2 . 1 )  koje su dobi jene metodom najmanjih k v a d ra ta  iz eks p e r im e -  

nta lno u t v r d j e n ih  d is k r e tn ih  v r i j e d n o s t i .  Vel ič ine d s / d h  i d F / d h  su oc i je -  

njene u t r e n u t k u  popunjavanja  kalupa za sve kombinaci je parametara  p r e -  

sovanja saglasno punom petofaktornom or togonalnom planu e k s p e r im e n ta .

Matematičkom obradom rezu l ta ta  dobijene su re laci je  za apsolutne  v r i jednos t i

ds
dh

- 0 , 3 3 1 ,  1,931 (L . 0 ,6 3 2 ,  - 0 ,  581 , .  . 0, 254
2,431 x ( D / b ) ( i / b )  ( a / b )  ( j / b )

o
( 6 . 5 . 1 )

dF
dh

35,943
-0 ,391  

x (D /b )  
o

1.95
(6 .  5.2)

Očig ledno,  na in te n z i te t  promjene š i r in e  presovan ja  sa visinom ( 6 . 5 . 1 )  u t i -  

ču i geometr i jsk i  param etr i  i k a r a k t e r i s t i k e  p r ip r e m k a ,  dok  na in te n z i te t  

promjene sile sa visinom ( 6 . 5 . 2 )  ne u t iču  geometr i jsk i  p a ram etr i  posam tra -  

ni u defin isanom opsegu v ar i jac i je .  U slučaju da je u t v r d j e n  zakon p ro m je -  

ne š i r ine  v i jenca sa njegovom visinom u h ip e r p r o s t o r u  odred jenom v a r i j a c i -  

jom param etra  presovan ja ,  tada se uz poznati  zakon promjene otpora  v i j e -  

nca sa visinom ( 6 . 2 . 1 )  može o d re d i t i  v is ina  v i jenca u t r e n u t k u  p o p u n ja v a -  

nja p re ko  re lac i je :

h ds /d h
a 2 U - b 2 )

-1 / b 2
] ( 6 . 5 . 3 )
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Analogno,  ali jednostavni je  je u t v r d i t i  v r i je d n o s t  in tenz i te ta  promjene sile 

sa promjenom v is ine  na početku faze dopresovanja  koja je za ra zm atrane  

in te rv a le  var i jac i je  parametara  presovanja  data relacijom ( 6 . 5 . 2 )  i g ra f ič k i  

p r ika z a n a  na s l . 6 . 5 . 1 .

S l . 6 . 5 . 1 .  Zavisnost vel ič ine d F / d h  u t r e n u t k u  popunjenosti
kalupa od x i D / b .

o

I z (6 .5 .2  ) i p. 've jednačine  u ( 6 . 2 . 1 )  može bit i  odred jeno:

, d F / d h ,  l+b^ h = ( — ) 1
' a i b i

Relacije ( 6 . 5 . 3 )  i ( 6 . 5 . 4 )  de f in išu  nov ,  us lovno n azvan  g r a d i je n t n i ,  p r i -  

stup u o d re d j iv a n ju  popunjenosti  ka lupa  i početka  faze d o p r e s o v a n ja .
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6 .6 .  OCJEN A I N T E N Z I V N O S T l  R A S T A  S ILE  D O P R E SO V A N JA

Pri d opreso van ju  kada je šupl j ina kalupa  već p cpun jena ,  v i jenac  smeta

is t isk iva n ju  metala iz šupl j ine što znatno povećava silu na poslednjem

stadi jumu p resovan ja .  In te n z iva n  rast  sile sa smanjenjem v is ine  vijenca

h i povećanjem š ir ine  vijenca s je uslovl jen pr i je  svego rastom sila t r e -

nja i spec if ičnog p r i t is ka  vi jenca i ima bi tan ut icaj  na vr i jeme eksp lo a ta -

cije ka lupa .  Zato je i važno razm otr i t i  uticaj  parametara  presovanja  na

in te n z i te t  rasta sile.  Defin isana je vel ičina F / F  gdje  su: F -  t r e n u tn ao
sila procesa u fazi d o p re so va n ja , F^ -  sila u t r e n u t k u  popunjavanja  k a l u -  

pa. Ova vel ičina je oci jenjena p re ko  relac i je  ( 6 . 2 . 2 )  pr i  konstantnoj  v r i j e -  

dnosti  o tpora  vi jenca ( z = 6 ) .  Postupno je a na l iz i ran  uticaj  manjeg broja  

p aram etara  da bi ovi rezu l ta t i  bil i  iskor išćeni  u punom peto faktornom p la -  

nu pomoću kojeg je dobijena re laci ja :

F / F  = 
o

1,916 x ° ' 193( d  / b f 1
o

526, .  , , . , - 0 ,  708 , » 0, 19, .  . . . - 0 , 2 5 8  r( i / b )  ( a / b )  ( j / b )  ( 6 . 6 . 1 )

Na ( s l . 6 . 6 . 1 )  je p r ika za n a  zavisnost ove vel ič ine  od k a r a k t e r i s t i k a  p r i p r e -  

mka a na ( s l . 6 . 6 . 2 )  od geometr i je  iz raženog di jela šup l j ine  ka lupa ,  pr i  

srednj im vr i jednostima neprom jen l j iv ih  pa rametara  p reso van ja .

S l . 6 . 6 . 1 .  Zavisnost in te n z i te ta  rasta  sile d o p reso van ja  od r e ia t i v n i h  k a r a -  
k t e r is t i k a  p r ip r e m k a  p r i  s redn j im  v r i je d n o s t im a  k o n s t a n t n ih  p a -
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S l . 6 . 6 . 2 .  Zavisnost in tenz i te ta  rasta sile dopresovanja  od re la t iv n e  geome-  

t r i je  iz raženog di jela šuplj ine  kalupa pr i  srednj im vr i jednostima konstantn ih
parametara  procesa.

Na ( s l . 6 . 6 . 3 )  je data zavisnost in tenz i te ta  rasta  sile dopresovanja  od odno-  

sa osnovnih  dimenzi ja kalupa ( j / b )  pr i  srednj im vr i jednostima ostalih p a r a -  

metara procesa.

S l . 6 . 6 . 3  In te n z i te t  rasta  sile dopreso van ja  od odnosa j / b :  
1 - s r e d n j i ; 2 -m a k s im a ln i ; 3 -m in ima ln i .
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Na sl.  ( 6 . 6 . 3 )  je kr iv ima 2 i 3 omedjena oblast var i jac i je  in tenz i te ta  sile 

dopresovan ja  koja je funkci ja  parametara  p re so v a n ja .  Ana logni rezu l ta t i  

su dobijeni  i p r i  d rug im  vri jednostima otpora vi jenca u fazi d o p re so va n ja .

6 .7 .  A N A L IZ A  U T I C A J A  P RIPR EM KA I G EOMETR IJ SK I H ODNOSA  

NA K A R A K T E R I S T I Č N E  V E L I Č I N E  PRI P R ESO VA N JU

Već is takn u ta  parci ja lna  organizac i ja  eksper im enta  omogućava podrobnije  

i sp i t ivan je  ut icaja pojedinih parametara  na iz lazne  vel ič ine procesa,  koje 

uk l ju č u je  i e fek te  medjudejs tva fa k to ra .  T a ko ,  na p r im je r ,  moguće je od-  

vojeno posmatrat i  ut icaj  parametara  koji k a r a k te r i š u  p r ip re m a k  pr i  raznim  

nivoima geometr i jsk ih  odnosa koji k a r a k t e r i š u  ka lu p .  Relaci je su po svojoj 

sušt ini  analogne a ,n a  p r im je r ,  za srednje  v r i je d n o s t i  geometr i jsk ih  odnosa 

( tabe la  6 . 1 . 1 )  dobijeno je:

F = 73 ,56  (D  / b ) ' - ' 27
o

z = 0 ,592  X- 0 - 382 ( D / b ) 2 ' 755
o

F / F  = 4,887 x ° / 175(D /b )  1,905  
o o

( 6 . 7 . 1 )

( 6 . 7 . 2 )

( 6 . 7 . 3 )

Očig ledno,  medjudejs tvo ovih  fa k to ra  se ne pokazu je  ut icajn im na k a r a k t e -  

r is t ične  vel ič ine procesa pr i  čemu su slični  r e z u l ta t i  dobijeni  za razne  n i -  

voe geoem tr i jsk ih  odnosa.

Pri anal iz i  ut icaja geometr i jsk ih  odnosa za slučaj  k o n s ta n tn ih  k a r a k t e r i s t i k a

p r ip re m k a  p r is u tn i  su e fek t i  m edjudejs tva  ov ih  fa k to ra  na iz lazne  vel ič ine

p ro c e s a . T a k o ,  na p r im je r ,  za s red n je  v r i je d n o s t i  x i D / b  obradom na
o

r a č u n a ru  dobijeno je:
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f  =  , o 9 . i 3  ( i / b r 0 - 0 6 7 - 0 - 5 2 5  l n i , b  r a / b ) - ° - 2 8 2 r j / b ) - 0 - 37 5

z = 21 .337  ( i / b ) ’ - 38 ’ ( a / b ) ° ' 738 ( ] / b ) ' ' 283+° ' 906 ln 3 , b

, . , , ,  0, 276 + 0 ,802 In / b  , , ^ , 0 , 4 9 3  , . , , , 0 , 3 5
F / F  = 2 ,236  ( i / b )  J ( a / b )  ( j / b )

o

(6 .7 .4  ) 

( 6 . 7 .  5)

( 6 . 7 . 6 )

To znači  cla je na silu procesa kao i in te n z i te t  rasta  sile ut icajan e fekat  

medjudejstva  geometr i jsk ih  odnosa i / b  i j / b ,  a na o tpor  vi jenca sprega fa -  

ktora  j / b  i a / b .  O va k av  model koji u k l juču je  i medjudejs tvo  fa k tora  omogu-  

ćava dubl je  sag ledavanje  izučavan ih  procesa kao i v je rn i j i  p r ika z  iz lazne  

ve l ič ine .  Na ( s l . 6 . 7 . 1  -  6 . 7 . 3 )  su date  površ i  odziva  u funkc i j i  od s p r e -  

g n u t ih  param etara  za slučaj konstan tne  i s redn je  vr i jednost i  trećeg  param e-  

t r a .

Zavisnost minimalne sile p resovan ja  od g e o m et r i -  
jsk ih  odnosa i / b  i j / b  ( a / b  = 0 , 4 9 ) .

S l . 6 . 7 . 1 .



v
3

1

S I . 6 . 7 . 2 .  Zavisnost o tpora  vi jenca od geometr i jsk ih  
odnsoa j / b  i a / b  ( i / b = 0 , 4 9 ) .

S l . 6 . 7 . 3 .  Zav isnost in te n z i te ta  rasta  sile p reso van ja  od 
g eo m etr is jk ih  odnosa i / b  i j / b  ( a / b = 0 , 4 9 ) .
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Analiza  uticaja geom etr i jsk ih  odnosa na v r i je d n o s t  otpora  v i jenca koja je 

v ršena  sa više p re k id a n ja  procesa u fazi  dopresovanja  dala je re lac i ju :

z = C m
( j / b ) ° (6 .7 .7)

gdje  su :

C -  konstanta  zavisna od faze dopreso van ja  i početnog  
m . .p r i p r e m k a ;

D -  konstanta  zavisna od p r ip r e m k a .

Na p r im je r ,  za slučaj s rednj ih  v r i je d n o s t i  parametara  p r i p r e m k a : D = 0 , 32;

C ( F=200 kN)  =6.41 ; C (F=225 k N ) =  7 ,6 7 ;  C (F=250 k N ) = 9 , 1 7 .  Gra f ičk i  p r i -
2 j

kaz ovih k r i v i h  je da t na s l . 6 . 7 . 4 .

S l . 6 . 7 . 4 .  Zavisnost otpora vi jenca od odnosa osnovnih  dimenzi ja kalupa  
u fazi  dopresovan ja  za slučaj s red n j ih  v r i je d n o s t i  param etara  p r ip r e m k a :  
1 -  F = 200 k N ; 2 -  F = 225 k N ;  3 -  F = 250 k N .

6 .8 .  U T IC A J  G E O M E T R IJ E  ZA SLUCAJ IZ R A Ž E N E  Š U P L J IN E  O B A  K A L U P A

Predhodna isp i t ivan ja  se odnose na sluča jeve presovanja  kada se g e o m et r i -  

ja gorn jeg  kalupa mijenja prema v iš e fa k to rn o m  ortogonalnom p la n u ,  a donji  

ka lup  je blago ud u b l jen  ( s l . 6 . 1 . 2 ) .  I z v r š e n a  su e k s p e r im e n ta ln a  i s t r a ž i v a -  

nja i za slučaj  kada i donji  ka lu p  ima i z r a ž e n u  šup l j inu  op isanu  s redn j im



vr i jednostima geometr i jsk ih  odnosa (prema s l . 6 . 9 . 1 )  a geometri ja gorn jeg  

kalupa se v a r i r a  analogno ran i jem.  Isp i t ivan ja  su izv rš e n a  za razne  p r e č -  

nike  p r ip rem k a  i dobijeni  su mnogobrojni  odziv i  procesa.  Ana logno ( 6 . 7 . 4 -  

6 . 7 . 6 )  k a r a k te r is t ič n e  vel ič ine  presovanja  pr i  srednjim vr i jednostima p a r a -  

metara p r ip re m k a  imaju ob l ik :

z = 0 ,694  ( i / b )

- 0 , 8 2 5 - 1 ,8 0 1  In a / b
( j / b ) ° ' 2 ' ( a / b ) - ’ - 5 '13 ( 6 . 8 . 1 )

- 1 , 6 5 7 - 4  In a / b  #L. 0, 323 , ,, - 4 ,  158( | / b ) ( a / b )  ' ( 6 . 8 . 2 )

0 ,79+2 ,018  In a / b  
/b ) ( j / b ) - 0 , 2 3 6  , 2 , 1 2 5  

( a / b ) ( 6 . 8 . 3 )

Relacije ( 6 . 8 . 1  -  6 . 8 . 3 )  daju zavisnost minimalne sile p resovan ja ,  otpora  

vi jenca i in tenz i te ta  rasta sile,  posmatranih  u momentu popunjavan ja  go-  

rn jeg  kalupa od njegovih  k a r a k te r i s t i č n ih  geometr i jsk ih  odnosa.  OpŠta im 

je speci f ičnost zavisnost od uzajamnog uticaja geom etr i jsk ih  odnosa koji 

k a r a k t e r i š u  iz ražen i  dio šupl j ine  ka lu p a .  Ova zav isnost je kod sile i o tpo-  

ra v i jenca po k a r a k t e r u  analogna ali je in te n z i te t  ut icaja  nezav isno promje-  

n l j iv ih  kod otpora  vi jenca veći  što p o tv r d ju je  h ipotezu  o os jet i j ivosti  o tpo-  

ra vi jenca i na re la t ivno  malu promjenu parametara  p resovan ja .

S l . 6 . 8 . 1 .  Zavisnost sile p o p u n ja va n ja  g o rn je g  ka lu p a  od iz raž e n o g  di jela
n jegove  šup l j ine  ( j / b = 0 , 4 6 )
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Uticaj  geometr i jsk ih  odnosa na in te n z i te t  rasta s i le {p r i  o tporu  vi jenca z=6) 

je po svom k a r a k t e r u  o b r n u t  u odnosu na silu i o tpor  v i jenca .  Gra f ička  

in te rp re ta c i ja  is takn u t ih  ve l ič ina ,  od g eom etr i jsk ih  odnosa koji k a r a k t e r i š u  

šupl j inu  gorn jeg  ka lupa ,  za slučaj s redn je  v r i jed n o s t i  odnosa osnovnih  d i -  

menzija kalupa  je data na { s l . 6 . 8 . 1  -  6 . 8 . 3 ) .

S l . 6 . 8 . 2 .  Zavisnost otpora vi jenca u t r e n u t k u  popunjavan ja  gorn jeg  
kalupa od izraženog di jela n jegove šupl j ine  ( j / b = 0 , « 6 ) .

S l . 6 . 8 . 3 .  Zavisnost in te n z i te ta  rasta  sile pr i  z=6 od iz ražen o g
dijela šup l j ine  g o rn je g  ka lupa  { j / b = 0 ,46 )  .
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6 . 9 .  IS T R A Ž I V A N J E  G E O M E T R IJ E  ZONE I N T E N Z I V N O G  T E Č E N J A

U FAZI  D O P R E S O V A N J A

Još je M . V . S t o r o ž e v  [ 39,55 ] razmatra juć i  deformaci ju  metala u fazi  d o p r e -  

sovanja u t v r d i o  da plastična deformacija ne zahvata  cijelu zapreminu metala.  

Smatrajuć i  proces tečenja u vi jenac analognim procesu is t isk iva n ja ,  on je 

p re tp o s ta v io  da će plastičnom deformacijom biti  zahvaćena neve l ika  z a p r e -  

mina metala obl ika ovala sa obi je s t rane  površi  ra zd va jan ja .  P re thodnu  p r e -  

tp o s ta v ku  je p o tv rd io  i S . I . G u p k i n  [1 2 ]  kor is teć i  optički  metod anal ize na -  

pona a takodje  i metod nanošenja mreže na e ks per im enta lne  obrasce.

S l . 6 . 9 . 1 .  AproLs imacija  zone in te n z iv n o g  tečenja u fazi d o p r e s o v a n ja .

Ana logne  r e z u l ta te  je dobio veći  bro j  a u tora  i na k ra ju  je L . A . Š o f m a n  [69,  

71] kor is teć i  metod linija k l izan ja  te o re tsk i  pokazao da p lastična  d e fo rm a c i -  

ja pr i  dopresovan ju  zahvata  o g ra n iče n u  zonu u okol in i  zone ra z d v a ja n ja  dok  

ostala masa metala ostaje k r u t a  t j .  p last ično se ne de form iše .  Razm atrana  

k a r a k t e r i s t i k a  n a p o n sko-de form ac ionog  stanja  metala p r i  d o p re s o v a n ju  o d g o -
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vara  k ru to -p la s t ičn o j  šemi i o lakšava  o d re d j iv a n je  deformacione sile na ko~ 

ju je u ovoj fazi smanjen ut icaj  obl ika  o d p r e s k a .

ICako je is takn u to ,  eksper im ent i  pokazu ju  da žar iš te  p last ične deformacije  

u per iodu dopresovanja  iina blago ovaln i  o b l ik .  U matematičkoj  anal izi  bez 

sušt inske  pogreške  se o vakva  zona deformaci je  može a p roks im ira t i  sa mo-  

delom koji u radi jalnom pres jeku  čine dva p ravoug aon ika  i pre lazn i  t rapez  

( s l . 6 . 9 .  1) .

Ako se kor is te  rezu l ta t i  energe tskog  p r is t u p a  (g lava  2, od je l jak 2 . 1 . 3 ) ,  

postave  g ran ičn i  uslovi  za slučaj  p r ihvaćenog  obl ika  žar iš ta  deformacije i 

p re tp o s ta v i  l ini jsk i  raspored  b rz in e  v^ po zoni moguće je i z v rš i t i  sljedeću  

anal izu  po zonama deformisanog metala :

I -  Gran ičn i  uslovi  za b r z in u  v su
z ( s l . 6 . 9 . 1 ) :

z = h,  + t + ć v = - v  1 z o
z = h,  -  t ,  v = 01 z

( 6 . 9 . 1 )

Na osnovu g ra n ičn ih  uslova ( 6 . 9 . 1 )  i l ini jskog rasporeda  v važ i :

v
z

T f (z + t - V ( 6 . 9 . 2 )

Korišćenjem uslova nest iš l j ivosti  ( 1 . 3 . 2 1 )  koji u razm atran im  k o o rd in a ta m a .

ima obl ik  ( 4 . 3 . 8 )  sli jedi:
v

v
r ( 6 . 9 . 3 )

Sada će prema ( 4 . 3 . 7 )  b rz in e  deformaci je  imati o b l ik :

V
o

V
O V

o
V 2h' C e 2h '

1II
N

L
i

h

V e = o,

oII
NC
D

•>- Y = zr 0

( 6 . 9 . 4 )
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Konačno. in ten z i te t  b rz in e  deformaci je  će za zonu I bit i

Y 1 = h Vo
( 6 .9 .5 3

II -  Gran ičn i  uslovi  za ovu zonu su :

z = h +6  + ( r  - r )  tgu . 1 w
v = -  v z o

= h -  ( r - r ) tga ,

r = r
w

v =
s r

v
o

2h r s

v = 0  z
( 6 . 9 . 6 )

Analogno prethodnorn,  b rz in e  v^ i v^ će imati ob l ik :

- v  [ z - h  + ( r  - r ) t g  a ]  o 1 w
v = 

z 6 + 2 ( r - r )  t g a w
( 6 . 9 . 7 )

v = v -------
r o 2hr

v r  <5+2 r tg a 6+2 ( r  - r  ) tg a
o „ s w , w s

------- ( ------- 1)+ v ------------- -------  In --------------------------
°  4r  t g ? a <5 +2 ( r w- r ) tga2tga  r

( 6 . 9 . 8 )

Komponente b rz in e  deformaci je  raz l ič i te  od nule s u : 
2

r r 6+2r  t g as s w r ^ t g a  r
e = - v  — —j  " v --------s-  + v ------------------ [ --------- a-------+ v

°  2h r  °  2 tg u r 2 °  nr 2 t g ?a 6 + 2 ( r  - r ) t g a

6 + 2 ( r  - r  ) t g a 
I w s a
n 6 + 2 ( r - r ) t g a  w

e  s0 = v ------ j -  T -----------
°  2 h r  2 t9 a r

r  6 +2r tg a 6 + 2 ( r  - r  ) t g a
, s , .  w - w s( —  -  1) + v --------------— In ---------------------------

r o i i r 2t q 2a 6 + 2 ( r  - r ) t g a= w

( 6 . 9 . 9 )

( 6 . 9 . 10)

e = -  ---------------------------
z 6 + 2 ( r - r ) t g  a

w

( 6 . 9 . 1 1 )

6 + 2h -2z
y = v tgaz r [6 +2 ( r - r ) t g a ]  w

( 6 . 9 . 1 2 )
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Granični  uslovi za t re ć u  zonu se mogu defin isa t i  relaci jama:

v = -  v
z o

V  =  0 ,z

Z = + 6

z = h
( 6 . 9 . 1 3 )

Potom se za b r z in e  v i v dobijaju i z raz i :z r

T (J-'V ( 6 . 9 . 1 « )

wv — + ——
o r 2 6r

°  .  2 2 ( r  - r  ) w
( 6 . 9 . 1 5 )

gdje j e : r_2 6+ 2r  tgct ( 6 +2 r wtgct ^ r ^ t g c t  )
w In

. r
( — - 7 )  ( 6 . 9 . 1 6 )

2 h r w ' itgctf
2 tca  r w

w

Konačno su komponente b rz in e  deformaci je  raz l ič i te  od nule:

2r v 
w o , ,0 — -  v <l> —-  + t t  (1 +

w
-2 26 )

w
c = V <t 6 o r 2

o , 2 —  ( r
26 r

r 2 )w

( 6 . 9 . 1 7 )

( 6 . 9 . 1 8 )

o ( 6 . 9 . 1 9 )
E z " " 6

Prema izloženim teore tsk im postavkama sljedeća faza pr imjene  e n e rg e ts k e  .. 

metode o b u h v a ta  is t raž iv an je  dva  v ida  e n erg i je :

a) Zapreminske  dis ipaci je

N ' i  = 2 H y  ̂ t s1 f  r d r  /  
o

h ^ - t+ h
dz ( 6 . 9 . 2 o )

h r t

w

N" = 2 1  t ( /  r d r  /  
1 s2 r

w h + 6

y ( r . z ) d z  + /  r d r  /  y ( r . z ) d z  +

h -  ( r - r )  t g a  1 w
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w
h + S + ( r  - r ) t g  o 

1 w

/  r d r  /  v { r , z ) d z
r s h ! + 5  2

( 6 . 9 . 2 1 )

q h ! + 6
N'" = 2 l  t /  r  y , ( r ) d r  /  dz 1 s3 3

r w h !

( 6 . 9 . 2 2 )

b) Dis ipaci je na prekid ima brz ina

N 2 =

2 tlT V 5 2
____ E l _ °  , r d r

h *
( 6 . 9 . 2 3 )

N"2

r WW
= 2 11 ts 2 ^ /  r ( v r 2 _ v ^ 9  a )clr + /  r v ^ d r ) ( 6 . 9 . 2 4 )

N"'2 = 2 fla k T s 3 /
r v dr  

r3
( 6 . 9 . 2 5 )

w

gdje je a -  koef ic i jent zavis tan od geometri je  i t ren ja  u vi jencu [5 8 ]  .

Konačno, neophodna sila se može def in isa t i  izrazom:

-  F

3
N̂  + L 

i = l
( 6 . 9 . 2 6 )

I z rad je n  je pake t  programa pod nazivom "Ž a r iš te "  (d a t  je u Pri logu 1 2 ) .  

Paket ima 11 potprogram a pr i  čemu zbog specif ičnost i  p rob lem at ike  ni jesu  

kor išćen i  s ta n d ard n i  p ro g ra m i .  Is t a k n u t i  in teg ra l i  se r ješava ju  metodom 

C a u s - L e ž e n d r a  sa duplorn prec iznošću (doub le  prec is ion)  . Ovom metodom 

se sa visokom tačnošću r ješava ju  kako j e d n o s t r u k i ,  tako i d v o s t r u k i  i n te -  

gra l i  kod koj ih se promjen l j ive  ve l ič ine  jav l ja ju  i u gran icama in te g r a la .

Potom je v rše n o  sumiranje  komponenata e n e rg i je ,  a zatim kor išćenjem e k s p e -  

r im enta ln ih  informacija o sili i geometr i j i  v i jenca p re s o v a n ja ,  i t e r a t iv n o  p r i -  

bl ižavan je  ka optimalnom modelu žar iš ta  de form aci je .  Ta j  model je f u n k c i -  

ja v is ine  h i ugla a - Blok  d i jagram  je p r i k a z a n  na slici ( 6 . 9 . 2 ) :



S l . 6 . 9 . 2 .  Blok d i jagram p rogram a  za o d re d j iv a n je  geom etr i je  žar iš ta
de form aci je .
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S l . 6 . 9 . 3 .  Geometri ja žar iš ta  deformaci je  po fazama d o p reso van ja .

R ezu l tu juć i  podaci  za 4 faze p re so v a n ja ,  dobijeni  pomoću pake ta  p ro g ra m a ,

su p r ik a z a n i  na s l . 6 . 9 . 3 .  Funkc i ja  zavisnosti  sile F od geom etr i je  žar iš ta

deformaci je ,  t j .  v is ine h i ugla a je mnogoznačna p r i  odred jeno j  geome-

tr i j i  v i jenca .  S tv a r n i  ugao je minimalni ,  t j .  biće o d re d je n  k r iv o m  koja t a n -

q i ra  p r a v u  F=F , . Tačka  minimuma ove k r i v e  o d re d ju je  i v is in u  ž a r iš ta .ek
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Na taj način je moguće doći do u red jen o g  para ( h , a )  koji o d red ju je  zonu  

in tenz ivnog  tečenja metala.  Na ( s l . 6 . 9 . 3 )  je postupno praćena  izmjena ž a -  

r išta  deformaci je  po fazama d e fo rm is a n ja . Obradom na r a č u n a ru  dobi jenih  

vr i jednos t i  sli jedi da se sa visokim koefici jentom korelaci je  (P > 0 ,9 9 )  može 

p r ih v a t i t i  h iperbolična zav isnost  re la t iv n e  geometr i je  žar iš ta  od otpora v i je -  

nca :

h / b 

a  / ci
o

m1 ( 6 . 9 . 2 7 )

gdje  su: b -  osnovna šir ina kalupa  

v i jenca ,  m^, n^,  m2 ' n 2 -  poz i t ivne

Relacije ( 6 . 9 . 2 7 )  pokazuju  da se u 

r is t ik e  žar išta  deformaci je  smanjuju

, a -  ugao nagiba  ka lupa ,  z 
o

k o n s t a n t e .

fazi dopresovanja  geometr i jske  

po hiperbol ičnom zakonu .

-  otpor

k a r a k t e -

Na osnovu is taknuto g  se može zak l juč it i  da n a p rav l jen i  p rogram  o b e zb jed ju -  

je da se u bilo kom t r e n u t k u  dopresovan ja  na osnovu informacija o p roce-  

su (si l i  p resovanja  i dimenzi jama v i jenca) kao i opšt ih  informacija o kalupu  

i materi ja lu  koji se deformiše može o d re d i t i  ob last metala koja in tenz ivno  

teče.  Ostal i dio metala se može p r ih v a t i t i  k ru t im  u toku razm atrane  faze 

d o p r e s o v a n ja .

L i t e r a t u r n e  informaci je  o dimenzi jama [1 4 7 ,  149, 150, 151] oblasti  in t e n -  

z ivnog tečenja se najčešće odnose na početak  faze dopresovan ja  (dobi jeni  

r e z u l ta t i  se s la ž u ) .  Medjut im, kako se presovan je  obično v rš i  na o d r e d je -  

nu v is inu  v i jenca ,  to se ovim postupkom obezbed ju je  o d re d j iv a n je  d im en z i -  

ja žar iš ta  u bilo kom t r e n u t k u  nakon popunjava ja  k a lu p a .  S d r u g e  s t ra n e  

relaci je  t ipa ( 6 . 9 . 2 7 )  omogućavaju da se u potrebnom momentu d o p re so va -  

nja odrede  dimenzi je žar iš ta  deformaci je  a zatim i sama sila procesa .
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U cil ju eksper im enta lne  v e r i f i k a c i je  is t a k n u t ih  postavk i  ana l iz i rana  je faza 

d o p re s o v a n ja , za razne  sluča jeve presovanja  ( s l . 6 . 9 . 1 ) ,  zavisne  od geome-  

tr i je  gorn jeg  kalupa koja je v a r i r a n a  prema planu eksper im enta  ( tabe la  6 .1 .1  

-  ve l ič ine :  a / b ,  i / b  i j / b ) .  U svim slučajevima je uočavan t r e n u t a k  p o p u n ja -  

vanja kalupa a potom je učestalom d iskre t izac i jom  praćena  postupna izmjena  

geometri je  v i jenca sa silom d e fo rm isa n ja . Ove vel ič ine  su,  prema istaknutom  

spregnutom p o s tu p k u ,  bi le neophodna e ks per im enta lna  informacija za o d re -  

dj ivan je  geometr i je  zone in tenz ivnog  tečenja .  Računarskom obradom (Pr i log  9) 

dobi jen ih  v r i je d n o s t i  ( h , a )  iz sv ih  razm atran ih  slučajeva i faza deformisanja  

dobijene su relaci je t ipa ( 6 . 9 . 2 7 )  sa vr i jednostima k o n s tan t i :  m = 1 ,1 3 ;  

n = -  0 ,7 6 ;  m2= 0 ,6 7 ;  n^= -  0 ,4 4 .

Nadjene re laci je  omogućavaju da se odred i  zona in tenz ivnog  tečenja za poje -  

dine s luča jeve presovanja  a samim tim i modelira sila presovanja  u fazi  do-  

pre so v a n ja .  Ovu silu je moguće o d re d i t i  i primjenom pr ib l ižn o g  energe tskog  

metoda (g lava  2, odje l jak  2 . 1 . 3 )  koji prema oček ivan ju  daje uvećane v r i j e d -  

n o s t i .

Sila dopresovan ja  je modelirana i primjenom u l i t e ra t u r i  najčešće p r e p o r u č e -  

nih obrazaca koji su dati u Pr i logu 1. Obrasci  su zasnovani  na raz l ič i t im  

teor i jsk im postavkama pr i  čemu su u cil ju pojednostav l jen ja  f ina ln ih  izraza  

kor išćene  o d g ovara juće  aproksimaci je .

I tako ,  sila p resovan ja  u fazi dopresovan ja  za sve u z o r k e  sukces ivno  je mo-  

del i rana  na sljedeće načine:

-  primjenom

-  primjenom

-  primjenom

-  primjenom

-  primjenom

-  primjenom

s p re g n u to g  p o s tu p k a ,  

obrasca S toroževa  ( 1 . 2 ) ,  

obrasca Fostera  ( 1 . 3 ) ,  

obrasca Semenova ( 1 . 4 ) ,  

p r in c ip a  " g o rn je g  orm ara"  ( 1 . 8 )  

p r ib l i ž n o g  var i jac ionog  p r is t u p a 1. 10) .

Rezul ta t i  

je na (sl

su,  za razne  s luča jeve  p r e s o v a n ja ,  po svojoj  sušt in i  ana logn i  pa 

6 . 9 . 4 )  data g r a f i č k a  in t e r p r e t a c i j a  sile d o p re s o v a n ja  prema is t a -
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knutn im  postupc ima,  (s re d n je  v r i je d n o s t i  v a r i r a n ih  geom etr i jsk ih  odnosa)  

iz čega se može an a l i z i ra t i  usp ješnost modeliranja  sile za razm atran u  k lasu  

zapreminskog d e fo rm isa n ja .

S I . 6 . 9 . U .  Modeli ran je  sile p resovan ja  u fazi  d o p r e s o v a n j a :
1 -  eksper im enta lna  k r i v a ;
2 -  s p re g n u t i  p o s tu p a k ;
3 -  obrazac  Foste ra;
a -  obrazac  Semenova;
5 -  obrazac  S to ro ževa ;
6 -  p r in c ip  "g o rn jeg  o rm a ra" :
7 -  p r ib l i ž n i  var i jac ion i  p r i s t u p .
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Očigledno,  najveći  dio obrazaca  v r lo  g r u b o  aproks im ira  s i lu ,  je r  odstupanja  

pre laze  100 % l o b r a s c i : S to ro že va ,  Semenova, prema p r in c ip u  "gorn jeg  orma 

ra " ,  prema pr ib l ižnom var i jacionom p r i s t u p u ]  . Model i ran je  primjenom ovih  

obrazaca je na juspješn i je  u početku  a zatim ods tupan je  p r v o  blago a potom 

in ten z ivn o  ras te .

Prema obrascu Fostera u momentu popunjavan ja  kalupa dobijena je uvećana  

v r i je d n o s t  za silu (40 %] da bi na k ra ju  razm atranog  in te rva la  bila um anje -  

na (6 %] . To znači  da se na ovaj  način mijenja k a r a k t e r  aproksimacije  u od-  

nosu na eksper im enta lno  u t v r d je n e  v r i j e d n o s t i .

Primjenom s p reg n u to g  postupka kod kojeg je, za razm atranu  klasu u z o ra k a ,  

p re th o d n o  u t v r d je n a  zavisnost promjene zone in tenz ivnog  tečenja od o tpora  

vi jenca se re la t ivno  uspješno modelira sila d o p r e s o v a n ja . Ovd je  su k o r iš ć e -  

njem en erg e tsko g  p r is tu p a  za usvojenu aproksimaci ju  žar iš ta  deformacije  

dobi jene  nešto uvećane  v r i jednos t i  (10 ° )  .
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Z A K L J U Č A K

/■
U o k v i ru  obrade  deformisanjem se/svojom složenošću posebr io / izdvaja  z a -  

preminsko deformisanje ,  što j e , p r i j e  svega ,  us lovl jeno činjenicom da je 

pr i  ovom v idu  p r e ra d e  materi jala osobito teško pomiri t i  dva  k r i t e r i j u m a : 

k o rek tn o s t  ( t eo r i jsk u  dosl jednost)  i j ednostavnost  r ješen ja .  I pored n a -  

pora vel ikog broja is t raž ivača  može se reći da ne postoje d e f in i t ivn o  p r i -  

hvaćen metod niti  pak d e f in i t ivn a  r ješenja ,  koja ne podl i ježu dorad i ,  čak  

i na j jednostavn i j ih  postupaka u obrad i  zapreminskim obl ikovanjem.  I s t a k n u -  

ta svojstva su posebno naglašena kod presovan ja  kao najčešće korišćenog  

p o s t u p k a .

To znači ,  da je područje isp it ivanja  te rm o-m ehan ičk ih  param etara  pri  p r e -  

sovanju veoma ak tue lno  i nedovoljno is t raženo .  Složenost problematike  je 

uslovi la neophodnost kor išćenja sva t r i  moguća,  medjusobno povezana p r i -  

s tu p a :  teor i jsko g ,  eksper im enta lnog  i num er ičko g .  Posebno je aktue lna  p r i -  

mjena na,  u p raks i  veoma često ko r išćen u ,  klasu osnosimetr ičnih  ili r a d i ja -  

Ino ojačanih osnosimetričnih u z o ra k a .

Is t ra ž iv a n ja  su vodjena u sljedećim pravc ima :

I .  Anal ize  i o r ig in a ln e  pr imjene,  za ra zm at ra n u  klasu problema posebno  

p o godn ih ,  metoda pr imijenjene teor i je  p la s t ič n o s t i .

I I .  K r i t ičko g  sagledavanja  postojećih num er ičk ih  r ješenja  (metod konačnog  

elementa) i p red lagan ja  o r ig ina lnog  numer ičkog p r is t u p a  i o r ig in a ln ih  

poboljšanja numeričke  p r o c e d u re .

I I I .  E ksper im enta ln ih  is t raž ivan ja  sa ciljem dobijan ja  re laci ja  veze  iz lazn ih  

i u t ica jn ih  vel ičina razm atranog  procesa na osnovama modernog v iš e -  

fak to rnog  plana e k s p e r im e n ta ,  podržanog  raču n aro m .



.181'

Navode se osnovni,  po defin isan im pravc im a ,  dos t ignut i  r e z u l t a t i .

I .  -  Detal jno je ana l iz i rana  i p r ika z a n a  mogućnost pr imjene malih d e f o r -

macija pr i  plast ičnom deformisanju  t i je la .  To znači ,  da je u in ž e n je r -  

skim zadacima sa vel ik im deformacijama konačno stanje  deformisanog  

ti jela moguće odred i t i  pomoću etapnog pre laza  od početnog stanja ka 

konačnom, pr i  čemu svaka etapa odgovara  malim deformaci jama, što 

je posebno pogodno pr i  p roračunima primjenom r a č u n a ra .

-  Medju metodama pr imi jenjene teor i je  plast ičnost i  iscrpno je anal iz i rana  

energ e ts k a  metoda.  Za ra z l ik u  od klasičnog p r is tu p a  ovdje  je e n e r g e -  

tska metoda postavl jena  na temelju tr i  moguća obl ika  g ra n ič n ih  uslova  

što os igurava  teor i jsku  dosl jednost  u apl ikaci j i  ove,  za razm atranu  k la -  

su problema,  veoma povoljne metode.

-  Dat je p r im je r  ovako postavl jene  pr imjene e n erg e ts k e  metode za s lu -  

čaj presovanja  u otvorenim kalupima p re ko  modeliranja zone in te n z i -  

vnog tečenja u v idu  c i l indra  čija visina  je jednaka  v is in i  v i jenca .  U 

re z u l ta tu  je dobijena sila p resovanja  k ru to p la s t ič n o g  t i je la ,  a dato  je 

r ješenje  za l in i jski  v iskoznoplast ično t i jelo,  što bolje odgovara  u s lo v i -  

ma tople p r e r a d e .

-  Na bazi  tačne postavke  o ob l iku  zone in tenz ivnog  tečenja koju je p o -  

stavio  M . V . S to rožev ,  eksper im enta lno  v e r i f i k o v a o  S . I . G u p k i n  i t e o r i -  

jski  dokazao p re ko  linija k l izanja  L .A .Š o f m a n  dato je ,  primjenom e n e r -  

g e tske  metode,  r ješenje  problema o d re d j iv a n ja  geometr i je  zone in t e n z i -  

vnog tečenja u fazi d o p r e s o v a n ja . Složen obl ik  zone kao i, u ci l ju  

tačnost i ,  neophodna e ks per im enta lna  komponenta p r i  r ješ a va n ju  su 

uslovi l i  da je ovdje  r ješenje  d o s t ig n u to  primjenom sva t r i  p r i s t u p a :  

te o r i jsk o g ,  numeričkog i e k s p e r im e n t a ln o g . Post ignut i  re zu l ta t i  

omogućavaju  da se dodje do v r i j e d n o s t i  sile dopreso van ja  na osnovu  

poznate  geometr i je  zone in te n z ivn o g  tečenja .
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U o k v i ru  is t raž ivan ja  pr imjene  metoda pr im i jen jene  teor i je  plast ičnosti  na 

razm atrane  probleme presovan ja  ist iču se rezu l ta t i  p r im jene  teor i je  tečenja  

tankog sloja plast ičnog materi ja la  u postavci  A . A . I I jušina . Dodatni  motiv  

ovih is t raž ivan ja  su teškoće r ješavanja  izučavane klase problema drug im  

metodama teori je  p la s t ič n o s t i .

-  Razmatran je problem presovanja  ta n k o g ,  rad i ja lno  ojačanog, k ru žn o g  

otp reska  konstantne  deb l j ine .  Proces je modeliran sa če t i r i  faze u ko -  

jima je izučavano tečenje metala.  Oslanjanjem na p o s tavke  teor i je te -  

čenja tankog sloja metala,  uz uzimanje u o b z i r  ut icaja žljeba na osno-  

vni tank i  sloj,  dobijena je nap o n sko -k in em atska  slika tečenja metala u 

sektoru  o tp reska  za pojedine faze p re so v a n ja .  In tegrac i jom po p o v r š i -  

ni metala koji teče dobijaju se i p o t re b n e  sile p reso van ja .

-  I zučavan je i slučaj presovanja  k ru ž n o g  o tp reska  promjen l j ive  d e b l j i -  

ne za koji su dobijena opšta r ješenja  polja napona i b r z in a .  Posebno 

je r i ješen speci jalan slučaj konusnog o tp reska  za koji je dobijeno da 

se polje b rz ina  može p re d s ta v i t i  sa l ini jskom nehomogenom d i fe r e n c i -  

jalnom jednačinom p rv o g  reda koja je r i ješena metodom var i jac i je  k o -  

nstanti  za date  g ran ičn e  us iove .  Dobijena s l i  takodje  polja p r i t isaka  

po segmentima o tpreska  čijom integrac i jom po p o vrš in i  de jstva  se n a -  

lazi p o t re b n a  sila.

-  R ješavan je u praks i  veoma čest slučaj k ru ž n o g  o tp reska  promjen l j ive  

debl j ine  koji je ojačan radi ja ln im re b r im a .  A n a l iz i ra n a  je sl ika tečenja  

u fazi popunjavan ja  r e b a r a .  Deta l jno je ra zm atrana  za v rš n a  faza p r e -  

sovanja za koju su dobijena n ap o n s ko -k in e m atsk a  r ješenja  po s e k t o r i -  

ma deformisanog o tp re s ka ,  kao i p o t re b n a  sila p re s o v a n ja .  U rad jen a  

je i anal iza  sa ciljem dobi janja  p r e p o r u k a  o ob l iku  ž l jeba .  Dobijeno je 

da š i r in u  žl jeba t reba  b i ra t i  kao l in i jsku  fu n k c i ju  rad i jusa  koja se b la -  

go šir i  od c en t ra  ka p e r i f e r i j i .

-  U ra d je n  je i pokušaj  p r im jene  teor i je  tečenja tankog  sloja metala na 

zaprem insko  deform isan je  presovan jem  u završno j  faz i  p ro cesa .  O v a -



189.

kav  obl ik  deformisanja  je t r e t i r a n  kao tečenje tankog sloja debl j ine  

ravne  visini  v i jenca sa uslovima na gran ic i  odred jen im k a r a k t e r i s t i -  

kama žl jeba.  Dobijeno je polje napona koje zavisi  od spoljnjeg r a d i -  

jusa i vis ine v i jenca ,  a takodje  od položaja i obl ika  žl jeba.  Na osno-  

vu ustanovl jenog pol ja,  napona nadjena je integrac i jom potrebna  sila 

p r e s o v a n ja .

Veoma akute ln i  problem numer ičkog model iranja ,  na osnovama teori je  

p la s t ič n o s t i , procesa zapreminskog deformisanja  se k a ra k te r iš e  v e l i -  

kim teškoćama u real izaci j i  uslovl jenim geometri jskom i fizičkom n e l i -  

nearnošću .  Svaki  doprinos u ovom p ra v c u  je važan s obzirom na ne-  

postojanje u n iv e rza ln o  uspješnog p r is tu p a  pr i  r ješavan ju  is taknute  

problemat ike  a takodje  uzevš i  u o b z i r  čin jenicu posebno vel ikog zna-  

čaja t z v .  numeričkog e k s p e r im e n ta . Navode se d o s t ignut i  re zu l ta t i :

Dokazana je identičnost d i fe ren c i ja ln e  i var i jac ione pos tavke  problema  

teori je tečenja za k ru to p la s t ič n o  t i jelo.  Sl ijedeći ideju Lagranža  d o b i -  

jen je fu n kc io n a l ,  minimizacija čijeg de js tva  je zad a tak  analogan r j e -  

šenju sistema jednačina teori je p la s t ič n o s t i .

Pokazano je da veoma često kor išćeni  penalni  i modi f ikovani  penaln i  

metod zasnovani  na dostizan ju  uslova nest iš l j ivosti  p r e k o  ve l ike  po-  

z i t ivn e  ko n stan te ,  malo uzimaju u obz i r  sušt inska  svojs tva  p las t ično-  

sti .  Ovo može uslovit i  n e reg u la rn o s t i  p r i  r ješavan ju  l inear izovanog s i-  

stema jednačina d is k re t i z o v an o g  t i je la .

Data je var i jac iona postavka  plastičnog tečenja za rea lno  de form acio -  

no ti jelo sa pozic i je,  u poslednje  vr i jeme nepobi tno  p o t v r d je n e ,  k v a -  

ntne  p r i r o d e  procesa p lastične  de form aci je .  To  je u k l ju č i lo  o s t v a r i v a -  

nje veze  e fek ta  M a rk o va ,  koji se manifes tu je  p r ig u š en je m  informaci je  

u žar išt ima p last ične  deform aci je ,  sa e fektom p r o s to r n e  o rg an izac i je  

procesa p last ične  de form aci je .  Pokazano je da penalna  k o n s tan ta  n i -

je p ro izvo l jno  ve l ika  već  je p ro iz v o d  iz e k s p e r im e n ta ln ih  ko n stan t i  k o -  

je se mogu m je r i t i .



190.

I zvršena  je te m p e ra tu rn a  d iskre t i zac i ja  koja uk l ju č u je  formiran je  rom -  

bičnih elemenata na mreži  d is k re t i zo v an o g  ti jela kao i kor išćen je  p o -  

linoma L a g ran ža .

Postupno i de ta l jno  je i zvršena  naponsko-deformaciona  d iskre t izac i ja  

plastičnog tečenja u o k v i r u  dvodimenzionog metoda konačnih e lemena-  

t a . Postupak je sproveden  sredstv ima klasičnog d i fe renc i ja lnog  r a č u -  

na a rezu l ta t i  su p r ika z a n i  u # za ra č u n a r s k u  rea l izac i ju ,  posebno po -  

godnom matričnom o b l iku .

Urad jeno  je deta l jno i teor i jsk i  k o re k tn o  

s k re t iz o v an ih  funkcionala  kao neophodna  

primjene metode konačnog elementa.

Dal je je iz ložen pred log  novog r ješenja  procesa obrade  metala d e fo rm i -  

sanjem zasnovan na vari jacionom p r in c ip u  i pr imjeni  metode konačnih  

elemenata koji uk l juču je  i više pred loga  poboljšanja numer ičke  re a l i z a -  

ci je.

Ovaj  p r i s t u p  je zasnovan na mogućnosti p re d s tav l jan ja  s fe rn ih  i d e v i -  

j a to rsk ih  napona koji nastaju u deformisanom t i je lu  u v id u  stepenih  

redova po malom p aram etru  koji je de f in isan  kao ko l ičn ik  napona t e -  

čenja p r i  smicanju i modula s t iš l j ivosti  mater i ja la .  U početnom p r i b l i -  

ženju r ješenje  se dobija r ješavanjem jednačina  matemat ičke f iz ike  i to:

a) numeričkim rješenjem tečenja u gran ičnom sloju;
b) numeričkim rješenjem, na osnovu metoda konačnih  r a z l ik a ,  polja  

sred n j ih  normaln ih napona nasta l ih  u n u t a r  deformisanog ti jela d e -  
jstvom sile prese ;

c) toplotno deformacionim proračunom  polja t e m p e r a tu re  i g ran ica  t e -  
čenja na osnovu toplote  z a g r i ja v an ja  i toplote  p re la s ka  mehaničke  
en erg i je  u top lo tnu ,  uz kor išćen je  numer ičkog  p o s tu p k a  konačn ih  
raz l i k a .

U sljedećem p r ib l i ž e n ju ,  koje u tačn java  početno,  prob lem  se r ješava

metodom konacnih  elemenata na osnovu p ro c e d u re  minimizaci je  f u n k -

cionala dis ipac i je  e n e rg i je  p las t ične  deformaci je  u kojem je poznato  
polje s red n j ih  napona.

d i fe r e n c i r a n je  komponenti  d i -  

faza neposredne  real izaci je
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Pokazano je da b rz in a  i te m p e ra tu ra  tačaka na slobodnoj površ in i  d e -  

formacionog ti jela ni jesu n ezav isn e .  One se mogu iz raz i t i  kao fu n k c i je  

susjednih  u n u t r a š n j ih  tačaka ti jela što je novi  k v a l i te t  u odnosu na 

uobičajeni  p r i s t u p  ra v n o p r a v n o g  t r e t i r a n ja  u n u t r a š n j ih  i g ran ičn ih  

slobodnih tačaka .  Kako je broj  tačaka d is k re t i zo v an o g  ti jela na slo-  

bodnoj površ in i  pr i  r a zm at ra n ju  procesa presovan ja  kao i d ru g ih  p o -  

stupaka u obradi  deformisanjem po p ra v i lu  v e l ik ,  is takn u t i  pos tupak  

omogućava znatno smanjenje dimenzi je  matrice  k ru to s t i  i samim t im,  

povećanje tačnosti  i b rz in e  p ro ra ču n a  koja je vel ik im dijelom zavisna  

od, u i teracionim procesima često ponav l janog ,  postupka  r ješavanja  

l inear izovanog sistema jednač ina .

Postavl jene su g ran ičn e  jednačine  teor i je  obrade  metala deformisanjem  

na kontaktn im  površinama razm atranog  osnosimetričnog ti jela koje se 

deformiše presovanjem u otvorenom k a lu p u ,  na osnovu :

a) poznat ih  e k s p e r im e n ta ln o - te o r i j s k ih  isp it ivan ja  A . N . L e v a n o v a  p r o -  

veden ih  sa ciljem u t v r d j i v a n ja  zakona t ren ja  na kontaktn im  p o v r -  

š in ama;

b) teori je  tečenja u tankom sloju plast ičnog materi jala  u postavci  

A . A .  I I jušina .

Ovim je omogućeno da se u numer ičko j  real izaci j i  procesa obrade  de fo i— 

inisanjem može poći od opterećenja  koje zadaje mašina,  p r a t i t i  njegov  

uticaj  na g ra n ičn i  sloj, a potom p ro u č i t i  ut icaj  na d u b in u  d e fo rm isa -  

nog metala.  T a k a v  p r is t u p  zadavanja  opterećen ja  za ra z l ik u  od z a d a -  

vanja  pomjeranja  p r i t i s k iv a č a  prese  u odred jen im jednak im kvantima  

uzima u o b z i r  p r i ro d n i  ko rak  d e fo r m is a n ja .

P red ložen je novi p r i s t u p  o rg an izac i je  matr ice  k ru to s t i  u koju se sada  

iz čvorova  razmatranog  osnosimetr ičnog ti jela ne odvode  po d v a ,  već  

s tv a r n i  broj  stepeni s lobode. Pri  tome se ko r is te  is t a k n u t e  s p e c i f ič n o -  

sti tačaka na slobodnoj p o v rš in i  i kon taktnom  di je lu  g r a n i c e .  P r e d n o s t  

ovog p os tupka  j e . n e  samo u smanjenju d imenzi ja  m atr ice  k r u t o s t i ,  v e ć
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je i zb jegnuta  faza njenog naknadnog modif ic iranja  i mnoge netačnost i  

u vezi s t im . Neposredna  rea l izaci ja  je obezbi jedjena p re ko  matrica  

redukc i je  koje su de f in isane  za raz l ič i te  elemente d is k re t i zo v an o g  t i -  

j e l a .

Detal jno je iz ložen postupak  o d red j ivan ja  s fe rn ih  napona,  početnih  

brz ina  i te m p e ra tu ra  za d is k r e t n e  tačke plastično deformisanog tijela 

poinoću metode konačnih r a z l ik a ,  gdje  je posebno ana l iz i rana  spec i f i -  

čnost g ra n ičn ih  tačaka.

Dat je g loba lni  b lo k -d i ja g ra m  za num er ičku  real izaci ju  predloženog  

postupka  i b lo k -d i ja g ra m  funkc i jskog  koraka  kao centra lnog  di jela 

numer ičke  p ro c e d u re .

Eksper imenta lna  is t raž ivan ja  se odnose na osnosimetično presovanje  

u otvoren im kalup ima.  U ci l ju obrade  eksp er im en ta ln ih  podataka  i z r -  

adjeni su sljedeći  p rogram i:

a) niz programa primjenom kojih je v ršena  obrada  eksper im enta ln ih  

re z u l ta ta  i kod koj ih je kor išćena č injenica  da su ulazni  p aram e-  

t r i  procesa v a r i r a n i  prema v iše faktornom  ortogonalnom p lan u .  

U rad jen i  su programi  za d v o fa k t o r n i  (sa i bez m e d ju z a v is n o s t i ) , 

t ro f a k t o r n i  (sa i bez m e d ju zav isn o s t i ) , č e t v o ro f a k to rn i  i p e to fa -  

k to rn i  p lan ;

b) niz progr . ima za obradu e k s p e r im e n ta ln ih  v r i je d n o s t i  zasnovanih  

na metodi najmanjih k v a d r a t a  pomoću koj ih  je u t v r d j i v a n  obl ik  

zavisnosti  u lazn ih  i iz lazn ih  vel ič ina procesa ( h ip e r b o l i č n i , s te -  

pen i ,  e k s p o n e n c i ja ln i , logar i tam sk i )  ;

c) niz p rogram a za dvod im enz iona lno  i trod im enz iona lno  c r ta n je  koji  

u k l ju ču je  dvod im enz iona lno  c r ta n je  jedne  ili is tovrem no v iše  k r i -  

v ih ,  kao i t rod im enz iona lnu  g r a f i č k u  i n t e r p r e t a c i j u  sa jcdnom ili 

dv i je  izol in i je ;



1 93.

d)  pake t  od 11 potprogram a za na laženje  zone in ten z ivn o g  tečenja u 

fazi d o p r e s o v a n ja .

Navode se osnovni r e z u l t a t i :

-  Pokazano je da su sila i o tpor  v i jenca kod presovanja  u otvorenim  

kalupima vezani  h iperbol ičnom zavisnošću sa v isinom, iz čega sli jedi  

da je nj ihova medjusobna veza s tepena .  Nalaženje  o v ak v ih  zavisnosti  

je omogućilo da se odrede  i g ra d i je n tn e  vel ič ine  p r i raš ta ja  š ir ine  v i -  

jenca,  odnosno sile sa visinom u razmatranom t r e n u t k u  procesa.

-  U tv r d je n o  je da se minimalna sila procesa može p r ik a z a t i  u v idu  s t e -  

pene funkc i je  parametara  presovanja  p r i  čemu je uticaj  osnovne v i s i -  

ne ka lupa ,  v is ine iz raženog di jela šupl j ine  gorn jeg  kalupa i p re č n ik a  

p r ip r e m k a ,  posmatran ih  re la t ivn o  u odnosu na osnovni p r e č n ik ,  u p r a -  

van a uticaj  re la t iv n e  š ir ine  iz raženog di jela gorn jeg  kalupa i v iška  

metala o b r n u t  na silu p reso van ja .

-  Dokazano je da je uticaj  param etara  presovanja  na o tpor  v i jenca,  u 

momentu popunjavanja  ka lupa ,  analogan po k a r a k t e r u  ali naglašenij i  

po in te n z i te tu  u odnosu na s i lu .  Pri i s p i t iv a n ju  raspodjele ut icaja p a -  

rametara presovan ja  na komponente otpora  vi jenca u tv r d je n o  je da na 

vis inu  v i jenca nije ut icajna re la t iv n a  v is in a ,  a na š i r inu  re la t ivn a  š i -  

r ina iz raženog dijela šupl j ine gorn jeg  k a lu p a .  V iš a k  metala ima z n a t -  

no veći ut icaj  na v is inu nego na š i r in u  v i jen ca ,  dok je ut icaj  p r e č n i -  

ka o b r n u t .  Uticaj odnosa osnovnih  dimenzi ja kalupa je ravnom jerno  

raspored jen  na obi je komponente .  K a r a k t e r  u t ica jnosti  p a ram eta ra  p r e -  

sovanja je o b r n u t , s a  izuzetkom v iška  metala.

-  Pokazano je da se t r e n u t a k  popunjenost i  ka lupa  može o d re d i t i  p r e k o  

g ra d i je n tn ih  vel ič ina p r i ra š ta ja  š i r in e  v i jenca ,  odnosno sile p r e s o v a -  

nja sa visinom v i jen ca .  U t v r d je n o  je da je d s / d h  fu n k c i ja  sv ih  r a z m a -  

t ra n ih  param etara  p reso van ja  a d F / d h ,  fu n k c i ja  k a r a k t e r i s t i k a  p r i p r e -

m k a .
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-  U tv rd je n o  je da je ut icaj  parametara  presovanja  na in te n z i te t  rasta  

sile u fazi d o p r e s o v a n ja , po k a r a k t e r u , o b r n u t  ut ica ju  na minimalnu  

silu p reso van ja .

-  Anal izom na nižim nivoima v iš e fa k t o r n ih  ortogonaln ih  planova je na -  

djeno da medjudejs tvo r e la t iv n ih  param etara  p r ip r e m k a ,  razmatrano  

pr i  konstantnoj  geometri j i  ka lu p a ,  ne ut iče na k a r a k t e r i s t i č n e  iz laz-  

ne vel ič ine p resovan ja .  Sup ro tan  je slučaj kada se razmatra  uticaj  

geometri je pr i  konstantnim parametr ima p r ip r e m k a .  Ovd je  je dobijeno  

da na minimalnu silu presovanja  i in te n z i te t  rasta sile u fazi  d o p r e -  

sovanja je ut ica jno medjudejs tvo  re la t iv n e  vis ine iz raženog di jela šu -  

plj ine  i odnosa osnovnih  dimenzija ka lupa ,  a na o tpor  vi jenca u mome-  

ntu popunjavan ja  kalupa medjudejs tvo  re la t iv n e  š ir ine  iz raženog d i je -  

la kalupa i odnosa njegovih osnovnih  dimenzi ja .

-  Nadjeno je da u fazi dopresovanja  na o tpor  vijenca p re k o  stepenog  

modela,  od geom etr i jsk ih  odnosa,  ut iče samo odnos osnovnih  dimen-  

zija k a lu p a .  Sa rastom sile dopresovanja  ut icaj  ovog odnosa opada.

-  U t v r d je n o  je da za slučaj p re so v a n ja ,  gd je  oba kalupa imaju izraženi  

dio š u p l jm e ,  na k a ra k te r i s t i č n e  vel ič ine p resovan ja  u t iče  medjude js t -  

vo r e la t iv n ih  geomet i jskih  odnosa izraženog di jela š up l j ine .

-  Ri ješen je problem odred j ivan ja  zone in tenz ivnog  tečenja p r i  dopreso -  

van ju  pomoću n aprav l jenog  program a i eks p e r im e n ta ln ih  informacija

o sili i geometri j i  v ijenca p r i  p re s o v a n ju .  Pokazano je da se geome-  

t r i j s k e  k a r a k t e r i s t i k e  ove zone u fazi  dopresovan ja  smanju ju  po h i -  

perbol ičnom zakonu .

-  Dokazano je da se primjenom s p re g n u to g  postupka  koji podrazum i jeva  

p re th o d n o  o d re d j iv a n je  zone in te n z ivn o g  tečenja može usp ješno  modeli -  

rat i  sila d o p r e s o v a n ja . Pri ko r išćen ju  obrazaca  koji su zasnovani  na r a -  

znim teor i jsk im postavkama i odgovara juć im  aproksimaci jama jav l ja ju  se 

re la t iv n o  ve l ika  (sa fazom d o preso van ja  ra s tu ća )  ili p a k , p o  k a r a k t e r u  

razl iči ta  o d s tu p a n ja .
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Na k r a ju ,  može se naglasi t i  da su ova is t raž iv an ja  imala za cilj da daju 

doprinos izučavanju  procesa zapreminskog deformisanja  na širokom f r o -  

ntu teor i jskog ,  numeričkog i eksper im enta lnog  p r is t u p a .  To  znači  da 

se post ignut i  rezu l ta t i  mogu p r i h v a t i t i  samo kao etape  u budućim is t r a ž i -  

vanjima. Navode se osnovni p ravc i  da l j ih izučavanja  koji se, kao i svaki  

orig inaln i  in te lek tu a ln i  napor ,  ne mogu p r ih v a t i t i  kao d e f i n i t i v n i ,  već  

n a p ro t iv ,  zavisno od dobi jenih  re z u l ta ta  "u hodu" djel imično ili potpuno  

izmjenl j ivi  :

1 . Dal je isp i t ivan je  mogućnosti pr imjene teor i je  tečenja tankog  sloja na 

probleme zapreminskog deformisanja  uz sta lnu s p reg u  sa numeričkom  

i eksper imenta lnom podrškom. Numerička  komponenta is t raž ivan ja  omo-  

gućava re la t ivno  jednostavno r ješavan je  i glomaznih ,  teor i jsk ih  i z raza ,  

a eksper im enta lna  kontro lu  dobi jenih  r ješenja .

2. Rad na pake tu  program a kojim bi se neposredno real izovale  pred ložene  

teor i jske  p o s tavke ,  što s obzirom na nemogućnost kor išćen ja  t ipsk ih  

pro g ra m a ,  zaht i jeva  timski  rad is t raž ivača  raz l ič i tog  p ro f i la .

3. Us ložn javanje  geometri je  kalupa (p r i j e  svega p rav l jen jem  ž l jebova] i 

eksper im enta lno  izučavanje  presovan ja  za slučaj  uvećanog broja u la -  

znih p a ram e ta ra .

4.  I s t ra ž iv a n je  fenomena akust ične  emisi je uz saradn ju  sa Baumanskim  

inst i tu tom ( M o s k v a ) ,  radi  e ksp er im en ta ln e  v e r i f i k a c i je  penalne  k o n s ta -  

nte ,  kao i naponsko-deform ac ionog stanja  po deformisanom u z o r k u .
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P R I L O G 1

L I T E R A T U R N I  PREGLED



1 .

L I T E R A T U R N I  P R E C L E D

Procesi  obrade  deformisanjem su obično praćen i  vel ik im plast ičnim d e f o r m a -  

cijama, složenom geometri jom iz rad k a  kao i e fekt ima tren ja  na površ ima d o -  

dira  alata i u zo rk a  koji se deformiše .  Ovo us lov l java  da se e g z a k tn a  r je š e -  

nja,  u matematički  za tvorenom o b l ik u ,  dobi ja ju  samo za speci jalne  s luča jeve  

d e fo rm isa n ja . Već ina  ta k v ih  r ješenja je dobijena uz mnoge p r e t p o s t a v k e  k o -  

je model ira ju  s tv a r n e  us love,  što l imit i ra  nj ihovo kor išćen je  u p ra k t ič n im  

pr im jenam a .

Složenosti  su posebno iz ražene  kod procesa zapreminskog o b l ikovan ja  gd je  

o d re d j iv a n je  sile deformisanja  kao i rasporeda  napona i de formaci ja  po u z o r -  

ku p re d s ta v l ja ju  e ks t rem no  teške  z a d a tk e .  Is t iču se neki  d o s t ig n u t i  r e z u l t a -  

ti na bazi  pr imjene  metoda teor i je  p la s t ič n o s t i , numeričkog modeliranja  i i z -  

v rše n ih  e ksper im ena ta  koji su posebno ap l ic i ran i  na ra zm atrane  procese p r e -  

s o va n ja .

In že n je rs k i  metod

Prema M . V . S to roževu  [ 55, 59, 106] sila u završno j  fazi  zapreminskog  d e fo -  

rmisanja u o tvoren im kalupima može se o d red i t i  kao suma:

F = F + F ( 1 . 1 )v k

gd je  su :

-  sila neophodna za deform aci ju  metala u v i je n c u ,

F -  sila neophodna za de formaci ju  u k a lu p u .
K

Sila je dobi jena pod odred jen im  p re tp o s ta v k a m a  ( s l . 1 . 1 ) :

-  deformaci ja  v i jenca se posmatra  kao slobodno sab i jan je ,

-  t a n g e n tn i  naponi u v i jencu  su k o n s tan tn i  i l in i jsk i  v eza n i  
sa naponom tečenja ,

-  kao g r a n i č n i ,  ko r is t i  se us lov p rs te n a s to g  o k r u ž e n j a  v i je n c a  
sa metalom u m agac inu,

-  za o d r e d j iv a n je  sile ko r is t i  se teorema G u ld e n a ,

-  u ci l ju u p rošćen ja  z a v rš n o g  iz raz a  k o r is t i  se us lov  d » s .
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5 1 . 1 . 1 .  Šematski  p r ik a z  izgleda o tvorenog kalupa  za zaprem insko
o b l iko van je .

Sila F se takodje  dobija uz odgovara juća  uprošćenja  f i z ičkog m ode la : 
k

-  uzima se u obz i r  ovaln i  ob l ik  zone in tenz ivnog  tečenja ,

-  na osnovu anal ize metodom l inija k l izan ja  normalni  naponi
se apro ks im ira ju  logaritamskom zavisnošću sa bezdimenzionom  
vel ičinom odnosa p r ip ad n o g  rad i jusa  i v is ine  v i jenca ,

-  odnos h / d se smatra malom vel ičinom,
v

-  uzima se u o b z i r  uticaj  metala u v i jencu  na deformisanje  metala 
u k a lu p u .

Konačni iz raz  za silu ima ob l ik :
s 2g s

F = o { ( 1 , 5  + g T~ ) A + ( — 1- -  0 .375  + 1 .25  ln ~~ ) A. } ( 1 . 2 )s h v  h h kv v v

gd je  su: A , A -  p o v rš in e  p ro je kc i je  u z o rk a  odnosno mosta v i jenca  na
K V

ravan  r a z d v a ja n ja .

Prema Fosteru  [ 148, 1 5 0 ]  silu de formisanja  je moguće naći ako  se k o n t a k t n i  

naponi model ira ju  prema Kulonovom zakonu a potom se postupnom  i n t e g r a c i -  

jom po djelovima o tk o v k a  ( s l . 1 .2) dolazi  do r ješen ja .
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S l . 1 . 2 .  Osnosimetr ični  u zorak

Za p rv i  dio u z o rk a  (v i jen a c )  sila se nalazi prema o b ra sc u :

Dxi
F r  «s ( D x , + u —

2px'

3 H .

gdje  su :

D -  rad i jus  deformisanog komada sa v i jencem,  

p -  koef ic i jen t  t re n ja ,  

o -  napon tečenja .

( 1 . 3 )

Za d r u g i  dio o d p reska  (d e f in isan  sa i H^) sila se računa po iz raz u  ( 1 . 3 )  

u kojem je D zamijenjeno sa ( D - H ^ ) ,  x^ sa x^ i H^ sa H^. Ana logno je i za 

treć i  dio.

Dean je pred lož io  [1U8, 149 ]  da se u završno j  fazi  p resovan ja  zona i n t e n z i -  

vnog tečenja model ira  sa diskom čija debl j ina  je odred jena  debl j inom v i je n c a ,  

te je nakon o d re d jen ih  aproksimaci ja  dobio i z raz  za s i lu :

2 p R 2 UR R 2 R

F=,Rt° s ((7v r t ) c- s r r  e><pt2us /h »- t t 3 + ( - j ^  - 2/3 T h 3'

gdje  s u :

R^ _ rad i jus  u z o rk a  sa v i jencem,
t

R^ -  rad i jus  do kojeg metal tece,

R^ -  rad i jus  u z o r k a  bez v i je n c a ,  

h , s -  v is ina  i š i r in a  v i je n c a .
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Radijus R^ se računa po o b ra sc u :

R = R -  In ( 7 =  u) ( 1 - 5 )
s t 2 v * 3

E. I .Semenov C 106 ] je anal izom u t ica jn ih  fa k to ra  presovan ja  p r e k o  niza a p r o -  

ksimacija dobio iz raz  za silu u o b l iku :

F= o { (2+ - J j a ' + [  2 .5  + J  + 0 ,185  ( £ - 2 )  ] A } ( 1 . 6 )s 2h v h h k

gdje su :

d -  p re č n ik  osnosimetričnog u z o rk a ;
I I

A , A ^ -  povr"šine hor izonta ln ih  p ro jekc i ja  u zorka  i vi jenca  

sukces ivno  odred jene  formulama :

A = ( H / 4 ) [ ( d + 2 s ) 2- ( d - 2 h ) 2 ] ; A = ( H / 4 ) ( d - 2 h )  2 v k
( 1 . 7 )

U ku p n a  sila na k r a ju  deformisanja  može se o d red i t i  i kor išćenjem p r in c ip a  

"gorn jeg  ormara"  [ 1 0 6 ] .  Po tom p r in c ip u ,  a za slučaj  kor išćen ja  en erg e ts k o g  

uslova p las t ičnost i ,  dobija se izraz za u k u p n u  silu presovan ja  na k r a ju  p r o -  

cesa po obrascu :

F =0  H[ 
s

(d + 2 s ) 2 3 ( d + 2 s ) 3- d 3
________  d £  ____________

4 / T  12h + 3 P 8h ] ( 1 . 8 )

Metod l inija kl izanja

Primjenom metode l inija k l izanja  mogu da se o d red e  naponi ,  a zatim i neopho-  

dna sila za deformisanje  mater i ja la .  Šema k r u t i h  i p last ičn ih  zona u fazi t e -  

čenja metala [ 6 9 , 7 1 ]  za slučaj  t re n ja  k l izan ja  na k o ntak tn im  površ inama je 

data na ( s l . 1 . 3 ) .  Posmatran je slučaj  p resovan ja  u o tvoren im  kalupima sa 

i z raženim di jelom šup l j ine  gorn jeg  k a lu p a .  Pri  postav l jan ju  mreže l ini ja k l i z a -  

nja i o d re d j iv a n ju  k r u to p la s t ič n ih  g r a n ic a ,  u razmatranom s lu ča ju ,  ni je  neo-  

phodno uzimati  u o b z i r  ob l ik  dje lova ka lupa  koji ne dolaze u k o n t a k t  sa p la -  

stičnim zonama deformisanog t i je la ,  a takod je  ni g r a n ič n e  us love  na tim d j e -  

lovima. Analogno se može pos tav i t i  pol je l ini ja k l izan ja  i o d r e d i t i  položaj  l i -  

nije podjele tečenja metala p r i  bi lo koj im d ru g im  g ra n ičn im  us lov im a .
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R lr

p l
/ / / / /  /  /  /  /  /  /  / jS cP 3

S l . 1 . 3 .  Polje l inija k l izanja  i g ra n ice  p last ičnog tečenja pr i  p re so v a n ju  
sa vi jencem i izraženim dijelom šup l j ine  go rn jeg  k a lu p a .

G r a f ič k u  k o n s t r u k c i ju  t reba  ponav l ja t i  p r i  razm atran ju  svake etape p r e s o v a -  

nja .  Zato je kor isno p r e d s t a v i t i  konačne re z u l ta te  teore tske  anal ize  u v id u  

p r ib l i ž n ih  an a l i t ič k ih  i z raz a .  Pr ib l ižna  formula za o d re d j iv a n je  tačke  d i je l je -

nja metala ima o b l i k [  71 ]:
.  R , + 2 r  2y b h h. 2 U h h

-  P k v v k Mr  vP = -  = ---------- + -------------(1+ —  + --------- + ---------- ) —  U  • 9 J
r 2r  h 4r  7 , 5 r  r  2r

gd je  su :

P -  rad i jus  us lovne c i l in d r ič n e  p ovrš i  koja di jel i  tečenje  metala,

R -  rad i jus  šup l j ine  k a lu p a ,  
k

b , h  -  š ir ina  i deb l j ina  v i jenca ,

r , h  -  radi jus  o tv o ra  i d u b in a  tečenja  metala u o t v o r u ,  
r

M , u r — koef ic i jent i  t re n ja  na površ inama vi jenca i o t v o r a .

E n erg e ts k i  metod

U anal izi  naponskog režima p r i  p re s o v a n ju  u o tvoren im  kalupima može se k o -  

r is t i t i  i var i jac ion i  metod koji je po svojoj  p r i r o d i  e n e r g e t s k i  [ 56,  106, 125 ,107  ], 

O vd je  se kor is t i  uslov lokal izac i je  zone p las t ične  deform aci je  u z a v r š n o j  faz i  

presovan ja  a zatim modelira  ra d i ja ln o  pomjeran je  čestica metala p r e k o  f u n k c i -  

je od r i z k o o r d in a t e .  N epozna t i  k o e f ic i jen t  ove  f u n k c i je  se često o d r e d ju je
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iz uslova konstantnost i  zapremina a pomjeran je  u z p r a v c u  iz uslova  nest i  

šl j ivost i .  Nadjena pomjeranja  omogućavaju  de f in isan je  deform aci ja .

Sama sila procesa se nalazi iz uslova [ 5 8 ]  da je suma var i jac i ja  u n u t r a š n j ih  

i spol jašnj ih o tpora  deformaci je  jednaka  nul i  što je vezano  sa glomaznim r a -  

čunanjima.  Zato su p red ložene  raču n s k e  aproksimaci je  pr imjenom koj ih se 

dobija p r ib l ižn a  fo rmula :
R R R

F = H os [1 + 0 ,1 7  -  0 , 0 1 3 ( - ^  j 1 , 5 ^ 3 ' 5] ( 1 . 1 0 )
V V V

gdje  su :

R ,R ,  -  radi jus  vijenca i ka lupa  sukces ivno ,
v k

h -  vis ina v i jenca.v

Primjena teor i je  tečenja tankog sloja metala

T eo r i ja  tečenja tankog sloja p last ičnog materi ja la  koju je pred lož io  A . A . I I j u -  

šin [ 25 ,26  ] je posebna v a r i j a n ta  teor i je  v iskop las t ičnog  tečenja koja se 

uspješno pr im jen ju je  za p r o r a č u n  procesa obrade  deformisanjem.  Na osnovu  

i sp i t ivan ja  klasičnog problema P ra n d t la ,  A . A . I I j u š i n  je postavio  niz f i z ičk ih  

h ipo teza .  Pomoću nj ih je iz rad io  p r ib l i ž n i  matematički  model koji uspješno  

opisuje u prvom p r ib l iž e n ju  nestac ionarno zaprem insko  p lastično tečenje  u 

tankom slo ju.  Posebno su znača jne p r im jene  na ožl jeb l jene e lemente s o b z i -  

rom da je p r o r a č u n  o v a k v ih  elemenata d ru g im  metodama teor i je  plast ičnosti  

veoma o težan .

Sila presovan ja  k v a d r a t n e  ploče [ 26 ,38  ] 

obrascem :

F
1 a (2 + 

s 3 /3  h J

omedjene žl jebom se može o d re d i t i

( 1 . 11)

gdje  s u : a , h  -  osnovna d imenzi ja  i v is ina  ploče su kc e s iv n o .

Za analogan slučaj k r u ž n e  ploče je dobijeno:

2 R 
F_ = 211 R a (1 + — 7=— )

2 s v 3 / l h '

gd je  s u : R . h  -  rad i ju s  i v is ina  p loče.

( 1 . 12)
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Sila presovanja  k r u ž n e  ploče v iš e s t r u k o  ož l jebl jene  k ru ž n im  ž l jebov ima se

može odred i t i  obrascem [1041: 2
2n -n+1 2

F = 2 n t 2o [ ------ ------  + (3 n  -2 n + 3 )  ——  ] ( 1 . 1 3 )3 s 2 24h

gdje su :

t -  rastojanje  izmedju ž l jebova,  

n -  broj  ž l jebova .

Primjenom ove teor i je  može se dobit i  naponska slika i u d is k re tn im  trenucima  

procesa deformisanja  p r i  čemu se r ješenje  znatno uprošćava  kor išćen jem p je -  

ščane a n a lo g i je [  25, 26, 27 ] .

Empiri jsk i  obrasc i

Pored obrazaca  koji su dobijeni  kor išćenjem metoda pr im i jen jene  teor i je  p la -  

st ičnost i ,  za i z rač u n a v an je  sile p resovan ja  u o tvoren im kalup im a ,  u l i t e r a -  

t u r i  postoj i niz obrazaca dobi jen ih  s ta t ist ičkom obradom eks p e r im e n ta ln ih  

r e z u l ta ta  ili kombinovanjem a n a l i t ič k ih  i eks p e r im e n ta ln ih  metoda.  I pored  

toga,  što su ovi  obrasc i  p red ložen i  kao u n iv e rz a ln i  zbog spec i f ičn ih  uslova  

u koj ima se dobi ja ju  t re b a  ih tek  uz p r o v je r u  k o r i s t i t i . [107 , 147,  148, 149, 

150 ] :

-  Prosti  empir i jsk i  obrazac :

F = c o A ( 1 . 1 4 )
s

gdje  su :

A -  p ro jekc i ja  o tk o v k a  sa v i jencem na r a v a n  r a z d v a ja n ja ,

c -  p a ram e ta r  koji uzima u o b z i r  složenost o tk o v k a  (popr ima  
v r i je d n o s t  2 -  12 ) .

-  O brazac  Rebeljskog :

F = 6 , 2 8 4 ( 1 - 0 , 0 2 5 4  D ) (1 , 1 + 0 ,7 8 7 / D ) 2 o D 2 ( 1 . 1 5 )s

gdje  je:  D -  p r e č n ik  o tk o v k a  sa v i jencem .

Ostal i  ut icaj i  su uze t i  u o b z i r  e m p ir i js k i  p r e k o  k o e f ic i j e n a t a .
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-  O brazac  N e u r b e r g e r a :

F = 0,635 {37 + 87 A /dJA ^  ( 1 . 1 6 )

gdje su:

A ,A ^  -  po vrš in e  o tkovka  bez v i jenca i sa vi jencem sukc e s iv n o ,  

d -  p re č n ik  o tkovka  bez v i je n c a .

-  Obrazac  Baloguna :

F = 10,55 A + 122,9 W -  0 ,09  T  + 15,86  z -  27 ,36  c + 63 ,05  ( 1 . 1 7 )

gdje  su :
c -  pa ram e ta r  koji uzima u o b z i r  složenost o d p r e s k a ,

T  -  te m p e ra tu ra  o d p re sk a ,

W -  težina komada,  

z -  odnos š ir ine  i v is ine v i jenca .

Primjena metode konačnih  elemenata na procese obrade  deformisanjem

U vez i  sa sve većim razvojem k o m p ju te rs k e  tehn ike  veoma je a k tu e la n  p r o -  

blem numer ičkog  modeliranja  procesa obrade  deformisanjem koje se najčešće  

v r š i  na osnovu metode konačnih  e lemenata.  Sam p r i s t u p  je o d re d jen  u svo je -  

nim modelom materi ja la  koji se deformiše  ( s l . 1 . 4 ) .

S l . 1 . 4 .  Aproks im acioni  obl ici  na p o n s ko -d e fo rm ac io n e  k r i v e :
a) e l a s t o - p la s t i č n i ;
b)  k r u t o - p l a s t i č n i .

Za e la s t ičn o -p las t ičn i  model,  metod konačnog e lementa je p r im a r n o  fo rm ul isan  

na bazi  p r e t p o s t a v k e  o lokalnoj  p las t ičnost i  in ic i ja lno e las t ičnog  m a te r i j a la .

Na o vaJ način ie metod konačnog elementa koji  se p r im je n ju je  na l in e a rn o



9 .

elastične probleme m odif ikovan za r je š a v a n je  e las t ič n o -p las t ič n ih  problema sa 

malim deformacijama [ 7 2 , 7 3 , 7 5 , 7 9 ] .  Kod e la s t ič n o -p las t ič n ih  problema sa v e l i -  

kim deformaci jama, k inematska  n e l in e a rn o s t  može bi t i  ra zm atrana  d o p u n sk i  u 

toku samog procesa d e fo rm is a n ja . R ješenje  o v a k v ih  problema je ra z v i je n o  na 

bazi ink rem enta lne  p ro c e d u re  p r i  čemu se u t v r d j u j e  g ran ica  pre laza  izmedju  

elastičnog i plast ičnog materi ja la  [ 7 4 , 7 9 , 8 9 , 9 8 ,  109 ] .

Za već inu procesa obrade  deformisanjem koji su praćen i  ve l ik im  d e form ac i ja -  

ma elastični  dio je v r lo  mali u odnosu na p la s t ič n u .  To  us lov l java  da je o p r a -  

vdano k o r is t i t i  k r u t o - p la s t i č n i  model ( s l . 1 . 4 b j  i time zanemar i t i  elast ični  dio 

u matematičkoj  fo rm ulac i j i .  O va k av  k r u to -p la s t i č n i  p r i s t u p  će dal je bit i  pose-  

bno razm otren  zbog sve veće n jegove pr im jene ,  us lovl jene jednostavnom fo -  

rmulacijom i ekonomijom kom pju te rskog  vremena [ 7 8 , 9 0 , 9 1 , 9 2 , 9 3 , 9 4 , 9 6 , 1 1 6 ,

130 ].

Posmatra se

S . Naponi  
v

minske sile

-  jednačine  
tenzorsk i

t i jelo zapremine  V i površ in e  S koja se sastoji iz p o v rš in a  S^ i 

p. d je lu ju  na p o v rš in i  S a b rz in a  v na po v rš in i  S ^ ,  dok z a p r e -  

o d s u s t v u ju .  Naponi o.. i b r z in e  v. .  zadovoljava ju  sljedeće re laci je :

ra vn o teže  koje za slučaj  odsustva  zaprem insk ih  sila mogu bit i  
zapisane  u sljedećem o b l iku :

o .. . - 0 
' M ( 1 . 1 8 )

Ova relaci ja označava izvod komponentn ih  napona o.. po promjenl j iv im  
koord inatama x . .  'l

J

-  formule  veze b rz in a  i b rz in a  deformaci je  koje na analogan način mogu bit  
zapisane:  ^

( 1 . 1 9 )e .. = -  (v .  . + v.  .) 
' J  2 i, j ] , i

-  uslov nest iš l j ivosti

(1.20)

-  relac i je  veze napona i b r z in e  deform aci je  saglasno teor i j i  p last ičnog  tečenja
°  us.. = 2 /3  ——  e 

'J e .. 'J ( 1 . 21)
u

gd je  j e : s -  d e v i j a to r  napona ,  a o j 
'J u

nz ivn o st  b rz in e  de form aci je  r e s p e k t i v n o ,
eu su in t e n z iv n o s t  napona  i i n t e -  

koje u ten zo rsko m  zap isu  imaju
o b l i k :
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-  g ran ične  us love:

a = u
s . .

IJ

o .. n. = p. na S
'J J ' P

_<

it
_<

na sV

gdje  j e : n -  jed in ična spoljna normala na od g o vara ju ću  p o v r š in u .

( 1 - 22 ]

( 1 . 2 3 )

*
Neka je v. b rz in a  koja zadovoljava uslov nest iš l j ivosti  ( 1 . 2 0 )  i g r a n ič n e  

uslove ( 1 . 2 3 ) .  Ako je o.. pol je napona koje je u ravnotež i  sa p o vrš in sk im  

naprezanj ima (p r e tp o s ta v l ja  se da nema zaprem insk ih  sila) iz relaci ja ( 1 . 1 8 )  

i ( 1 . 2 3 )  sli jedi  :

f  a č* d V  = f  p . v * d S  + /  (o . .n. )  V .dS  ( 1 .2 4 )
ij ij S 1 S 'J J 1

V P v

Jednačina ( 1 . 2 4 )  se naziva  jednačinom v i r t u a ln o g  rada [ 3 5 ,1 0 6 ,  156] i lako 

se može dokazat i  objedin javanjem p o v r š in s k ih  in tegra la  a zatim t r a n s f o r m a -

cijom u zaprem insk i  in t e g r a l .  Polje b r z in a  v *  i komponente b r z in e  d e fo rm a -
*

cije e.. su vezane  p re k o  relac i ja  ( 1 . 1 9 ) .

Uslovi  konveksn ost i  površ i  

stične deformaci je  prema g

*

plastičnosti  i normalnost i  v e k to ra  p r i r a š ta ja  p la -

ore kor išćenim oznakama daju sl jedeću n e jednakost :  

*
e .. >, 0 

'J
( 1 . 2 5 )

★
gd je  su °  naponske komponente  dobi jene  pomoću dopuštenog pol ja b r z in a  

v *  na osnovu veza n a p o n - b r z in a  deformaci je  ( 1 . 2 1 ) .

*
Kako je zaprem inska  b r z in a  deformaci je  (e v=0) od red jen a  na osnovu  d o z v o -  

I jenog b rz in s k o g  pol ja,  te n z o r  p ro izv o d a  naponai  b r z in e  de form aci je  je e k v i -  

va len tan  p ro iz v o d u  in te n z iv n o s t i  napona i in te n z iv n o s t i  b r z i n e  d e fo rm a c i je :

° i j   ̂ ij °  u ^u ( 1 . 2 6 )
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Iz relaci ja (1 .2 4  -  1 .26 )  s l i jed i:

V
f  a e d V  

u u
S

( 1 . 2 7 )

P v

*

gdje  je znak jednakosti  samo kada je o = o t j .  kada naponske  kompone-  

nte odgovara ju  s tv a r n im .  Funkc iona l  je d e f in isan  re laci jom:

i kor is t i  se za formulaci ju  konačnim elementima.

R ezu l ta t  ( 1 . 2 8 )  se često naziva  vari jacion i  p r in c ip  M arko va  [ 9 3 , 9 6 , 1 0 6 ,  130, 

156] : Od sv ih  k inem atsk i  mogućih polja b rz in a  tačno r ješenje  obezbed ju je  

apsolutn i  minimum funkc iona la  <t> .

D ak le ,  problem se razm atra  kao i kod klasičnog metoda g o rn je  proc jene  ali 

se dobi jaju sasvim raz l ič i t i  r e z u l t a t i .  Kod metoda g o rn je  proc jene  dozvol jeno  

b rz in s k o  pol je mora bit i  p r ip rem l jen o  (najčešće se v e r i f i k u j e  eksper im enta lno )  

kako  bi r ješenje  bilo u matematički  za tvoreno j  fo rmi .  T a k o d je ,  ovom metodom 

se ne uzima u obz i r  o čvršćavan je  metala niti  se dobija deta l jna  informacija  

o ra sporedu  napona i deformaci ja .

Kod metoda konačnih  elemenata b rz in e  u čvron im  tačkama se p re tp o s ta v l ja ju  

pa se zatim d i r e k t n o  dobi ja ju  tačne v r i j e d n o s t i .  Uzima se u o b z i r  o č v rš ć a v a -  

nje i ut icaj  t ren ja  i dobija d is t r ib u c i ja  k a r a k t e r i s t i č n ih  vel ič ina  po u z o r k u .

•

Uslov nest iš l j ivosti  ( 1 . 2 0 )  koji mora zadovolj i t i  b r z in s k o  pol je može bi t i  obe -  

zbi jedjen uvodjenjem L agranžeovog  m u l t ip l ik a to ra  ili penalne  fu n k c i je  u f u n -  

kcional <l> ( 1 . 2 8 )  [ 7 8 , 9 1 , 9 3 , 9 6 ,  130] . Neka je u p ro izvo l jno  b r z in s k o  pol je  

koje zadovoljava g ra n ič n e  us love ali ne zadovoljava  us lov n e s t iš l j i v o s t i . Sada  

će modif ikovani  funkc iona l  za slučaj kor išćen ja  metoda L a granžeovog  m u l t ip l i -  

katora  imati o b l ik :

/  o e 
v  u u

e d V  -  /  p. v. dS 
u s 1 '

( 1 . 2 8 )

-  / o u
V

gdje  je X L ag ran žeo v  m u l t i p l i k a t o r .

( 1 . 2 9 )



( 1 . 3 o )

Analogni funkcional  za slučaj  kor išćen ja  penalne fu n k c i je  će b i t i :

'  »u Ju d V  *  1 2 ‘ u d V  ' s  P iU idSv  V  p

gdje  j e : £ -  ve l ika  p o z i t ivn a  k o n ta n ta .

F iz ičk i ,  članovi  jednačina ( 1 . 2 9 )  i ( 1 . 3 0 )  p re d s t a v l ja ju  e n e rg i ju  deform aci je ,  

dilataci je i u laznu e n erg i ju  re s p e k t i v n o .  Može se pokazat i  C 1 063 da za slučaj  

kada b rz in s k o  pol je odgovara  s tvarn o m ,  v r i j e d n o s t  L agranžeovog  m u l t ip l ik a -  

tora je e k v iv a le n tn a  v r i je d n o s t i  s redn jeg  n a p o n a :

Iz komparaci je  

u,  dobi jena iz 

stacionarnosti

X = — o
3 ii

i z raza  (1 .24)  i ( 1 .2 5 )

uslova minimuma 

(jĵ  važ i t i  re laci ja :

(1 - 3 1 )

sli jedi  da će u slučaju kada je b rz in a  

ident ična  b rz in i  dobijenoj iz uslova

£ e = X v
( 1 . 3 2 )

Primjena funkc iona la  $ i ima odred jene  p rednos t i  i n e d o s ta tk e .  Za La-

g ra n ž eo v  metod d opunska  nepoznata  X,  za slučaj  kada je d is k re t i z a c i ja

izv rš e n a  sa ve l ik im  brojem elemenata može dovesti  do znatnog uvećanja

matr ice k ru to s t i  a samim tim i kom pju te rskog  vremena p o trebnog  za r ješ a -

vanje  l inear izovanog sistema jed nač ina .  Kod metode kor išćen ja  pena lne  f u -

nkci je  nema d o p u n s k e  n ep o zn a te ,  ali se problemi jav l ja ju  kada je loša in ic i -

jalna p r e tp o s ta v k a  je r  se u tom slučaju mogu dobi t i  suviše  v e l ik e  v r i j e d n o -

sti .v

Često se ko r is t i  penaln i  metod u nešto  

se najčešće naziva  modi f ikovan i  p m a ln i  

toda sadržana  je u č in jenici  da je uslov  

nom t i je lu teško formal izovat i  rad i  čega  

djenoj z a p r e m i n i :

( e * ) 1 , . 2
■f e. . d Vk k  sr  A V  AV k k

izmijenjenom ob l iku  [ 7 8 , 9 3 ]  i tada

var i jac ion i  metod.  Sušt ina  ovog me-

nest iš l j ivost i  po cijelom d e fo rm ac io -
2

se ko r is t i  u s re d n je n je  k po o d r e -
K K

( 1 . 3 3 )

Uslov minimuma fu n k c io n a la  ( 1 . 2 9 )  ili 4>2 ( 1 . 3 0 )  dovodi do n e l in e a r n o g  si-

stema jednačina  koji se najčešće  r jeŠava i te ra t iv n o m  tehn ikom  [  117 126 128 
133] . '



1 3 .

V r lo  često se kor is t i  N ju t n - R a p s o n o v  i t e r a t i v n i  metod zbog svoje j e d n o s t a -  

vnosti  i k v a d r a t n e  k o n v e r g e n c i je .  K ra jn j i  r e z u l t a t  d is k re t i z a c i je  je jednač ina  

t ipa :  A -
A x = b U - 3 4 )

* -*■ + 
gdje  s u : A -  matr ica k ru to s t i  sistema, b -  slobodni v e k t o r  i x -  t ra z e n i

v e k to r  (u razmatranom slučaju to je v e k t o r  p r i r a š ta ja  b rz in a  deform isan ja )  .

Pri r ješavan ju  k o n k r e t n ih  problema neophodno je uzeti  u o b z i r  č in jen icu  da 

pojedine g ra n ič n e  tačke samim svojim položajem imaju o d re d jen u  b r z in u  ( k o -  

mponenta v e k to r a  x ) .  U k l ju č iv an je  o v a k v ih  g r a n ič n ih  uslova u jednač inu

( 1 .3 4 )  može se v r š i t i  na više načina [ 8 3 ,93 ]  što če bi t i  ana l i z i ran o  za s lu -
-V

čaj kada matrica k r u to s t i  ima dimenzi je  N x N a komponenta v e k to r a  x

iznosi x = a : 
n

-  iskl juči  se n - t a  kolona i v r s t a  iz matr ice k ru to s t i  i time ista re d u k u je  

na vel ič inu  ( N - 1 ) x ( N - 1 ) .  Is tovremeno se od slobodnog v e k to r a  desne  

s t rane  jednač ine  ( 1 . 3 4 )  oduzima n - t a  kolona matr ice  k ru to s t i  pomnožena  

sa traženom v r i je d n o š ću  a .

-  n - t a  kolona i v r s t a  matr ice k ru to s t i  se popune nulama osim nj ihovog p r e -

sjeka gd je  se postavl ja  1. Desna strana  jednač ine  se modif iku je  tako što

se umjesto b postavi  a i od nje se oduzima n - t a  kolona matr ice  k r u -  
n

tosti  u kojoj je član a zamijenjen 0 i koja je pomnožena sa traženom  

vr i jed n o šću  a .

-  član a matr ice  k ru to s t i  se pomnoži  sa ve l ik im  pozi t ivn im brojem ( n p r .
nn .

12 12  10 ) .  Is tovremeno se u slobodnom v e k t o r u  i z v r š i  zamjena b sa a a 10
1 n nn

-  članu a matr ice  k ru to s t i  se doda v e l ik i  poz i t ivn i  bro j  ( n p r . 1 0 ^ ° ) .  Od 

slobodnog v e k to r a  na desnoj s t ra n i  jednač ine  ( 1 . 3 4 )  se oduzme n - t a  kolo-  

na matr ice  k ru to s t i  pomnožena sa t raženom v r i je d n o š ću  a .

O v a k v e  in te rv e n c i je  obezbed ju ju  da se dob i je  u n a p r i je d  zadata  v r i j e d n o s t  

komponente v e k t o r a  x ( x ^  = a) ali zato u t iču  na v r i j e d n o s t i  d r u g i h  u n a -  

p r i je d  n e d ef in isan ih  komponenata  r e z u l t u ju ć e g  v e k t o r a .
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P R I L O G 2.

4 4
A (s.T ^ { T )  M a ( s ) - M 2 (s )  M 3 (t ) = ra Sa (1+TQT) ^ ^ Z g T ^ i + s  B s ) -

-  7  E r t ( 1+S s) 7  E z s ( 1 + T T ) = — L E [ ra Sa ^ 1 + TaT  ̂
4 B=1 6 6 '  B “ a = i a a a 16 a=1 6=1

Z ^ T ^ d + S B S ’ - r g T g d + S ^  S ) z a s a ( 1 + V  ) ]  = ^ g ^ S ^ T ^  (1 + To T )
4 4

(1+So s] C r  z „ -  r  z ] = —  z z s „ T r r  z - r  z 
B a 6 B a 1 6 a = 1  6=1 a 6L a B 6 a ] +

4 4
1+ E z  s a x B [ r z -
16 a = 1 6 = 1 a 6 

4 4
- r z ]  s 

a 6
s + - -  E E

6 16 a=1 6=1

-  1 { [ (r - r 1 (z  - z , ) - ( r„-r8 1 3 2 4 2 4

-(v r 2 ) ( Z 3 S + [(r2-r3

4 4
z8 "
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P R I L O G 3 .

Z V  [ 7  T Z S  (1+T t ) (1+S s )  T  ] =  - 7 T  £  £ — [ V  Z T  (1 +
= 1 rB 4  0t=1 a a a B 3  4A a = i 3 = 1 4 m 6 8

41
r r  -  4^

T. v  
a = i

4
1 T4A a = 1

4
_ L V

6=1 rB

+ SB s) (1

+ S8 S , ( , +

+ T T + T :a a

-  V z ]
r$ a

4
t T

1 6  A, a =

-  V z ]
r B a

a a 3 a a

z v [ -  I z  t (1+s s ) ( 1 +  T t ) s  ]  -
a = 1 ra 4 B =1 6 8 B a a

4
" T z ;5 ( 1+T T» a =1 a a a

T ) s - V ^ za a rB a

T )s  Ta[ V z„a a 6 ra B

st) [ V z -  V
ra 6 i

4 4
s T T. s T

16A a = 1 6=1 a |

4
T. s T T 
; =1  s a 6 a:[ v z

r a

4 4

1 4 4
s s ) ]  = —  z z
B 1 6Aa =1 6 = 1

4 4

1 4 4
’i Z ' J ,  8=1S“ TS[ v m zs

4 4
L L

V r Bz 0 3+  e V ^ e V e  *"V ra zg ■

'  V r6 V = i f  “ V ' V V ^ V V V ^ V V V ^ V V V 3 +

+ [ V ' V V ^ V v V ^ V v V ^ V v V ] 5 + : v r , ( W  +

+ Vr 2 ( 2 r Z» ) + V r 3 ( V Z1) + V r 4 (Z 2 - Z3 l : l  T>
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P R I L O G 4

l = ------1------  £ v  [ -  M_s (1+ t  t  ) +M t  (1+s s) ] =
zz 4 a ( s , t  ) o t = 1 z ot z ot ot l c t  a

+ + 4
=  ---------  V  s ( 1 + t t )  r  T (1 + s _  s )+  ^  V  T  (1 +1 6 A a = 1  z a  a l a =1 6 B l  • 5g s j  B = 1 v z B T B l | +

+ S r S ) E ra sa (1 + TaT ) ]  =
4 4

a =1

+ v r ) =

---------  £  E t  S ( 1 + t  t ) ( 1 + s „  S )  ( - v  r +
1 6a a = 1 6 = 1 8 ct a 6 z6 a

4 4
1 L l

z6 a 16A a = 1 B=.lSa V ' -  V + 5 BS + T a S B ^s ><v zS

-  v r ) =
4 4
L Z

za 6 16A a=1 6=1 S» T6 , V zSra - V za r B> +

4 4
Z L c  t  t

4 4
L L

+ T S  a= l 6=1 Sa T6Ta ( v , ^  - v ^  r ^ H  + —  Qi ,  r ,

4 4

“V zar 6 )S + ^  a = l 6=1 Sa Se V B ( V z 6 V Vz a r 6 ,S T =

T i  U  Vz 1 , V r 2 ) + V z 2 , r r r 3 , + V z 3 ( r 2 - r 4 , + V z 4 ( r 3 - r i ) 3 + C V z 1 ( V V  +

+ V ^ V V ^ z s ' V l ^ V ' V V 3 S+CVz 1( V r 3) +V z2 l V r i ) +

+Vz3, V r 4 , + Vz 4 , V r 2) )  T }
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P R I L O G 5.

M A T R I C E  R E D U K C IJ E  E L E M E N A T A  D ISK R E T I  ZO V A N O G  T IJ E L A



3

1

4

2

*  =4>( V W V 2 ' U 3 ' V 3 ' V V

4> =  4* ( u  , v  ^ , . v _  2 2 «*.u„.v 4. v k)

4«-

1,k

4> <t> ( u  ^ , v

R

R

R

1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

■si r i a  c o s a 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

sire^coso^ 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0 0 -1 0 0

R

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 - s i n  a  - c o s a „  0 
2 2

0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 

0 0 

0 0

0 0 0 

0 0

0 0 1 I

0 0 0 1
4> =  <t> ( u 1 / v 1 ' w ' u 3 ' v 3 ' u l4' v 4 )

0 0
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I

*  = * ( u ^ , v , , v^,  U/(, v^)

*  =0 l u 1' v 1' u2' V VV VV Vk )

V K

4

1'“

3

2

<t =0 ( u ^ ' V  u 2 ' V 2 , v k )

4 = <t ( u 1 ' v i ' UiJ' V4 ' V k )

R =

R =

R =

R =

R

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 -1 0 -1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 -1 0 -1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 -sina cosa 0 0 0 0

0 0 0 0 -sina cosa 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 - sincicosot 1 1 sinotcosot -sin2oi 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 -1 0 -1 0 0

(5 )

( 6 )

(7 )

( 8 )

(9 )
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— — c'O

' / / / / ,
w,
*  s  /  /  /  / / ' .

w2
' /  /  / /

1 2 R =

----------------- 3

_ v  (
w2{

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 - s i r a cosa 0 0 0 0
0 0 0 0 - s i r a cosa 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 s ina2 -c osa 2 ° 0 0 0
0 0 0 0 sm o3 - c o s a 3 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0

0 -sinĉ cosĉ  -sin^ -sind̂ cosĉ -sin2̂  0 -1*  = ® ( u 1, v l , w 2 , w 3# w4 , v k ) 0



3 3 .

<t> = 4>̂ u i ' v i ' v k )

$ =  <t ( w 1 * W 2 ' W 3 ' l V v V

4

1

*  = *  ( V V 4]

N f u ^ . v  , u 2 , v 2 ]

A= C ^ / 2 ;  B=G^/2  ( 5 . 2 . 8 9 )

3 **3% - 34

C<2jJ]2
1 “ 2 f

4> = <t ( u r v r u 4. v 4)
A=G / 2;  B=G3 /2 ( 5 . 2

R =

R =

R =

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 (15)

0 0 -1 0 -1 0 -1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 sino^ COS °2 °
0 0 0

0 0 0 0 s in a cosa 0 0
3 3 (16)

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0
(17)

0 0 0 0 0 0 0 1

R

R

1 0 0 0 A 0 B 0

0 1 0 0 0 A 0 B
(18)

0 0 1 0 A 0 B 0

0 0 1 0 A 0 B

1 0 A 0 B 0 0 0

0 1 0 A 0 B 0 0

0 0 A 0 B 0 1 0 (19)

0 0 0 A 0 B 0 1



*  = 4 ( U 3 ' V 3 ' U4 - V « 1 
A=G^ 12; B=G2 /2 ( 5 . 2 . 8 9 )

JVk
3 W3

— / H Č = '

$ = iH u ^ .V ^ V V  .VV^.V ) 

A = G 2 / 2 ;  ( 5 . 2 . 8 9 )

4

1

*  = *  ( u . ,  v j ,  v k )
A = G 2 /2

R

A 0 B 0

0 A 0 B

A 0 B 0

0 A 0 B

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

(2o)

1 0 0 0 0 0 A 0

0 1 0 0 0 0 0 A

R =
0 0 -sinct cosa 0 0 - Asirvj Acosa

0 0 0 0 - s i n a cosa 0 0

0 0 -sinrtcosol -sinć< sindcoso/ -sinot Asinricosof-AsirŜ

1 0 0 0 0 0 A 0

R = 0 1 0 0 0 0 0 A

0 0 0 -1 0 -1 0 - A

1 0 A 0 0 0 0 0

0 1 0 A 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

A 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 - A 0 -1 0 -1

( 2 1 )

( 22 )

(23)

1 0 A 0 0 0 0 0

R = 0 1 0 A 0 0 0 0 (2*1)

0 0 0 - A 0 -1 0 -1
( 5 . 2 . 8 9 )



4?

/ X T /  / / / / / ' / /  ' / ' / / /

<J> = ♦( W , w^, u^, v^)

$ = $ ( v v
A = C 3 /2 ( 5 . 2 . 8 9 )

*  = *  ( w 2> w 3 , u 4 , v 4 )

$=<t> ( u 4 ' v 4}
A=G^ /2 ( 5 . 2 . 8 9 )

R =

R =

R =

R =
A

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

A

0

A

0

0

0

0

A

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

A

0

0

A

1

0

0

A

0

0

0

0

0

0

0 0 -sirta -c osa  0 0 0 0

Asinc< -Acosrf 0 0 -s in a -cosa 0 0

A 0 0 0 0 0 1 0

0 A 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0 0

4<j---------------- 3 0 0 1 0 0 0 0 0

i 0 0 0 1 0 0 0 0

i
4 A

R =
o

0 0 0 0 1 0 0 0

1 ?
1 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

t J  .V  . Ll . V . V ) 0 0 0 0 0 0 0 1
1 2 '  2 3 3' 4'
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l . , / / / '  / / j } / ±

4>= 4> ( v 1' u 2 ' V2 ' W , V k^

|V>
J_±J/ / / /  / > / / / / ./ /

u \

i
1 i-------------------

3

2

4> =4> ( v  , u  ' V v k }

/ { __________ oH J ---- J

j w
 ̂ /  / / / / / / /  ^  /  /

4> = *  (vv .u ^ ^ v^ .v^ )  

4 ]■■ -----------o3

4> = 4>(v , u 2 , v 2 )
A = C 3 /2  ( 5 . 2 . 8 9 )

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 ■ 0
(3o)

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 -1

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0
(31)

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 -1

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0
(32)

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 (33)

0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 A 0 B

0 1 0 A 0 0 0 (34)

0 0 1 0 A 0 B

0 B 0 1 0 0 0

A 0 B 0 1 0 0 (35

A 0 B 0 0 0 1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
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P R 1 L O G 6 .

BLOK D IJ A G R A M  N U M E R IČ K E  R E A L IZ A C IJ E  M E TO D E  

MALOG P A R A M E T R A

BLOK D IJ A G R A M  F U N K C IJ S K O G  K O R A K A  KAO C E N T R A -  

LNOG D IJE L A  N U M E R IČ K E  P R O C E D U R E



3 8 .
I .



3 9 .I I .
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P R I L O C 7.

K A R A K T E R I S T I Č N E  E K S P E R IM E N T A L N E  F O T O G R A F IJ E



41.

S l . 6 . 1 .  Izg led  radnog mjesta.

S l . 6 . 2 .  H id rau l ičn a  presa  R-100  sov je tske  p ro iz v o d n je
is t is k iv a n je  i p re s o v a n je .

na kojo j je  v rš e n o
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i

S l . 6 . 4 Posuda od v idas i la  u kojoj je topl jeno olovo



43

S l . 6 . 6 . P r ip remci  za p re s o v a n je  u o tvo ren im  kalupima



S l . 6 . 7 .  Alat  za presovan je  u o tvoren im kalupima

S l . 6 . 8 . Komplet alata za p re so v a n je  u o tvoren im  kalupima

S l . 6 . 9 .  A la t i  za p re s o v a n je  sa ž l jebov ima.
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P R I L O G 8.

PROGRAMI Z A A N A L IZ U  E K S P E R IM E N T A L N IH  R E Z U L T A T A  

PRIMJENOM V I Š E F A K T O R N I H  O R T O G O N A L N I H  P L A N O V A  ZA  

SLUČAJ STEPENOG M O D E L A  IZ L A Z N E  F U N K C IJ E :

1 -  D V O F A K T O R N  1 PLAN

II -  D V O F A K T O R N  1 PLAN ( Š T A M P A Č )

I I I -  D V O F A K T O R N 1 PLAN SA M E D J U Z A V IS N O S T IM A

IV -  T R O F A K T O R N I PLAN

V -  T R O F A K T O R N I PLAN ( Š T A M P A Č )

VI -  T R O F A K T O R N I PLAN SA M E D J U Z A V I S N O S T I M A

V I I -  T R O F A K T O R N I PLAN SA M E D J U Z A V I S N S O T I M A

V I I I -  Č E T V O R O F A K T O R N I PLAN

IX -  Č E T V O R O F A K T O R N I PLAN ( Š T A M P A Č )

X -  P E T O F A K T O R N l PLAN

XI -  P E T O F A K T O R N I PLAN ( Š T A M P A Č )
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.3 0  FOR :i2=-:l 10 1.2

.60  READ R< !: )

.7 0  y < :i: >:-t..OG< r < :i: :> >
30  NEXT i:
9 0  DATA 2 3 0 , 2 4 0 , 7 6 7 , 7 1 . 0 , 6 4 0 , 6 0 0 , 1 .8V 3 ,1 .0 0 0  

>00 DATA 7 0 0 . 6 3 0 , 7 0 0 , 6 3 0  
'IO  I 0R i: - 1. l'O 1.2 
>20 READ J.TADI < 1 )
!30  NEX1 I
!40  DA T A 3 3 3 , 1.3 3 ,3 1 .3 ,  1.1.3,- 331. , 1 3 1.. 3 J. J. , I. J. 1.
!30  DATA 2 2 2 , 2 9 9 , 2 2 2 , 2 2 2  
!6<) F'OR J - l  'T'O 3
!7o xi.< :i: v-f :i:x< < i..oo< '.'< i: :> :> - i..og< u< i. > :> :>/< i..og< u< i. > >- i..og< u< 3 > > >»2-ki >
!30 X2< i: >::"F*j:x< < i...og< s< j: :> >-i.og< s< 1. > > :>/< i...oo< s< 1. > >--log< s< 3 > > >k-2+-j. >
!9o X3< :i: >«=!•• :i:x< < i..oo< r< 1: > >-i..og< t < 1. > :> >/< i..og< t < 1. > >--log< t < 3 > > >»2-m. >
;oo next j:
:i.O F'OR :i>0. TO 1.2 
;2<) 3LJMA-3UMA 1 Y< T. >
130 NEX'T' 1:
4 0  A 0 :~3U M A / J. 2.
3 0  A 1. ;-< —Y< 1. > * Y< 2  > - Y< 3 > » Y< 4 >~Y< 3  > ♦ Y< 6 >--Y< 7  > • Y< 8  > > /8
6 0  A 2 “ < -Y< J. > - Y< 2 > i Y< 3 >+ Y< 4 > ■■ Y< 3  >-Y< 6 > ( Y< 7 >•( Y< 3  ) > /3
7 0  A 3 -<  —Y< 1. >- Y< 2 > - Y< 3  >~Y< 4 >•» Y< 3  > » Y< 6  >-*-Y< 7 > * Y< 8  > > /8  
3 0  Y 0 :::;< Y< 9 X  Y< 1.0 > < Y< 1.1. X  Y< 12 > v '4  
9 0  l-OR :[=-9 TO 1.2 
0 0  3 E ;:::3E-(-< Y< J. > Y0 >G2
1.0 n e x t  :i:
2 0  £>A0": J. 2-k AOL'2 
3 0  S A l.~8»A i1 »f‘2 
4 0  S A 2 —3MA:2l 2 
3 0  S A 3 :«8*Y.3»'-''
6 0  J- A 0 " :8 A 0 /<  I::./ 3  )
7 0  F A l« :S A .r/<  31: 73  >
3 0  F A 2 " :S A 2 /<  S F /3  >
9 0  FA 3» ;S A 3 /<  9IT ./3  >
9 3  I-'TK"! 1. <).. I .
9 6  P R IN T  "7N A C A JN 08T  K O E F IC I JE N A 'l A "
oo  i:e  f t i o i - a o  t f ie n  a o :;-o
10  F’R IN 'l" "A 0 ” : " 5 AO
20 i:i- l' 'l"K >1-A 1. TI IEN A J .-0
30  F 'R IN T  ‘ A l.~  " i A1.
40  J:e  FTK  >F"A2 'T'MEN A 2 ::::0
30  P R IN T  " A 7 - “ ?A2
40 i:i- F T IO E A 3  T'I-IEN A 3-"0
70 P R IN T  " A 3 ~ ‘ JA3
3<> p r i :n t
?0 PR.I.MI



5 4 .

600 TFAI...F:=:3 . 1.0
6o:=; D:i:sp==-8n:>:< :i.-'3)/< 3 >: :l '2 >
61.0 UPUI I7.:“ 'l 1 01. 1 )’p;cir< ru.5>p )
620 OI:,OM=". 5>M-.U(::i< :i. >/'.■< 3 > ')
660 SPUM™ ,5»<l .0G< s< 1 >/£i< 3 > >
640 TT-'OM==: ,5>:l_.OG< T< :l. >/T'< 3 > >
650 ci.“ i. •■■■< 1 ni;x o< 1 >>/OPOM
6 6 0 C2 - -1 -< I..OG< G< :l. >>/£i>l 'UM )

670 C3“ l~< I...OU< T< ]. >>/TPUM >
680 BO=“AO h -‘i 1. ■>:•(::: :l.-»02 * C 2 * 03 ■:Cs
690 F 1.̂ 01.7UPUM
700 I«2'«A2/SP0M
71.0 »3“A3/TP0M
720 o i ::x p < p o  >
730 p r i:m t  "u < j .j >n r "S< J > " 11

r 1 < K )". "R< L >", "Fl< J
740 FOR :i:-|. 10 ;|
750 KK“ ] NT< 11 OBI..< i:>/].<> >
760 k ==::i:n t < :i:toi:bl.< :i: >—KK>: 1.0 >
770 JJ=--=i:NT < 1 T OBI.< j:>/!.<><> )
78 0 ,.i-:i:n r <  < : n  o d l < :i:>-i..U.l >:•:!.0 0 > / : i . o  '»

790 F  1. < ] > : " : C « ' v ' < >l:' B  1 >'•£>< J
. r.m ;b ::>x-t < k >U:b 3

800 y m < :i: >:=;oo-i 0 :1.«X 1.< ,1.1 > 1 O X 2 < ,.) > i f-‘.3>:X3< K  >
£x>5 vm  i:n < i: j: > g p o ij z
B 0 6  YMr*iX< :i: >•• y m >' :i. > ♦ (..ipni 17 
£K>7 r m i:m < i: >• i :x p < y m  i:m < i > >
8 0 0  R’MAX< : i :  V r : | ; ; v p <  YMOX< T  > >

01.0 E!R“ S R K  y < 1: >--YM< 1: > >cr : >
8 2 0 PRTNT '.'■•: J J  >r8< ... >. 1 < k  > ■ r < :i. m t . (  : r  >
8 3 0 p r j :n t  x i .< .j j  ) , x ; '< J  ) ,■ X3< K  >, Y< 1: >, YM< 1: >
8 3  :l. p r :i: n t ' ” r  m 1: n =- * - y m : i : n < : i : >; " y m o x == " ;  y m o x < :i : > t "r m .r n -=- ‘ ; r m  t n < : i :

8 3 5 1 'R i:m
8 4 0 nie:x t  .1
£150 £10B=/ SIR -£)F >75
8 6 0 PO lH  SOi'.i '< SF/3 >
£165 1- r'M=-£>.. 0 1.
8 6 6 P R TN l'
£170 TF l-T M 'F O n  TIIFh p r i :n  r  "Moni:: 1... n i .j f  o h f k u o t o n  Fon===" ;  p o n
8 7 5 PRTNT "MGniTL. JIE OliFKOO I ON F o n •=•-" ; l': O r i; " < |-"1 M-=" ; FTM
£176 RRTNT
8 8 0 PRTNT "D==" !C ,  " :l. - " ;  B l  r "82=== " ? B 2 , "JE13===" i .83
£)£)5 P R T N r
8 9 0 PRTNT "CiTIET'-TFNO l' ...10 ,..ir OBL.TKO '
9 0 0 P R IN T  " l M“  " ? C  ? " )■• *.1 k  m " ; :b 1. f ” m£)MM> " f ;B2 r " k T m; m " ; ,B3
9 0 5 PRTNT
91.0 p r j :n t  " so c i-  " ;  s f n , "£>R=== "  PJR, "£>F==" ;£)F
9 4 0 i-Nin

RMAX™ ; l:
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V 5 5 .

.1.0 D IM  Y< :l 2  >, R< :l. 2 ) ,  :i: TABI..< 12  ) ,  lr  1 < 1.2 >. YM< 1 2  >
2 0  D:i: M 'v '<  :•> > . s< 3  >. T< 3  > . X 1 < 3  >, X2< 3  >, X3< 3  >
2 5  D IM  YM! N< 1.2 >,YMAX< 1.2 >. RMAX< 1.2 >■ RMITK 1.2 >
3 0  F'oi'; :i:-■■:!. ro  3
<>o i:;.m:::a d  v < i: >
s o  mie:x  t :i:
* 0  DATA 1 .0 .5 .9 2 , .1.20.15.• 7 7 , 2M
7 0  r'or< :i: ==■:!. ro
8 0  TtFAD 8< i: >
9 0  NLXT T
1.00 DATA 0 .3 .5  . O , 1 . 8 , 0 . 0 9  I
: u o  f o r  : i : i .  t o  3
i.2 o rie:a i :i t < i: >
:i.3o nie:x t  :i:
1.40 DA'T'A 2 .5 .5 ,1  -6 ,1 .  . 0
1 5 0  ro R  :i>:i. t o  1 2
1.50 READ R< 1: >
:i.70 r<  :i: >:-M oo< r < :i: > >
1 80  n i:::x t  1
1.90 DATA 2 '5 0 , 2 4 0 , 7 6 7 ,7 :1 .0 ,6 A 0 , 6 0 0 ,  1 8 9 3  , 1.800 
2 0 0  DATA 7 0 0 , .5 8 0 ,7 0 0 ,  .580 
2 1 0  FOR l> 1 TO 12 
2 2 0  RGAD 1:TADI..< I >
.230 nie:x t  :i
2 4 0  DATA 8 3 3 ,  1.33,■31.3, 1 ! 3 ,3 3 1 ,1 .3 1 .  , 31. I . , 1.1.1.
2 5 0  DATA 2 2 2 ,9 2 2  , '  >' '2  - '  '9 2
2.50 I OR 1 TO 3
2 7 0  x i<  :i: >===i:*:i:x < < i..oo< o< i > > - i..oox «.•< 1  > > >/< l o g < »-«< 1. :> > - i..o g < o < 3  > :> >»2  < i  >
2 8 0  X2< 1: >:” l- rx<  < I .OG< S< 1: > > ~LOG< S< 1 > > >/< LOG< $< 1. > )-|..0G< 55< 3  ) > >»2-H. )
2 9 0  X3< :r >:=t- :i:x< < i..no< r< :r :> > -l o g < t < 1 > > >/< i ..o g < t < 1  > > - i..g g < t < 3  > > >»2-m  >
30 0  ni:::x t  1:
3 1 0  r  o rt 1: = 1 r o  1 2
3 2 0  GUMA~:$HIMA< Y< \. >
3 3 0  NLX T T 
3 4 0  A 0 :~GL1MA/ 1.2
3 5 0  A . l“ < — Y< I. >•♦ Y< 2  >~Y< 3  > 1 Y< 4 >~Y< 5  X  Y< 6  >-Y< 7  >-»-Y< 8  > >78
3.50 A 2-<  --Y< 1. >—Y< 2 >•< Y< 3 >+Y< 4 >- Y< 5  >--Y< 6 > i-Y< 7  > <-Y< 8  > > /8
3 7 0  A 3 —< — Y< 1 >—Y< 2 >~Yf 3  Y< 4 1 ♦ Y< 5  > ♦ Y< 4  > ♦ Y< 7  > ♦ Y< 8  > >78
3 8 0  Y<>:~< Y< 9 >< y'< 10 >•< Y< 1 ’ > 1 V< 19 > > /4
3 9 0  l*OR \ - 9  ! 1.1 12
400  g l - g i::< < v< j: >--y o  :>č 2
4 1 0  NI:::XT 1 
4 2 0  GAO:::: 12■><■ A0 £ 2  
•430 B A 1 —8 * f;,i 1 l :.2 
4 4 0  G A2~8xA2<r;2 
•450 < 3 A 3 -0 v (:,;=;č2
4.50 FAO::::GAO/< G E /3  '>
-470 i: a i :=:Sa i /<  s i : : / 3  >
4 8 0  F A 2 ::::G A2/< 8 L / 3  >
-490 F A 3 :=:SA3/> ' Sl: / 3  >
4 9 5  F 'T 'K- 1.0 .. 1.3
4 9 6  i..p r :i:n t  ":?.n a Ca j n o s t  k o j e f i c i  j e :n a t a  "
5 0 0  II-  FTK .'FA O  T'HLN A<>::::0 
5 1 0  L.PR TN r " A 0 - " iA 0  
5 2 0  11" I "I K '! A 1 THEN A l.“-*0 
5 3 0  L.R R IN T " A l — " J A1 
5 4 0  1F r: l"K> l-'A9 'I'HLN A 2 - 0  
5 5 0  I.T 'R IN  l' “ A 2 - : “ i A2
5.50 CF FT"K >FA3 T'HEM A 3 - 0  
5 7 0  L.PRIN'r " A 3~  " ? A3
5 8 0  I .P R rN T  
5 9 0  I.PRTNT'



6 0 0  T F A L F -1  .• 1.8
6 0 S  D IS P -S i:-::«  :l. »-3 ) /<  3 x :l.2  >
AJ.0 GPOI.I'iL"T r  Al...F*Sf,IR< n  1 SP :>
6 2 0  OPOMt--. S VI..DG< L'< :l >/'.'< 3  > >
6 3 0  SPGhl=“  .- S«l...aC5< S< 1. )/S <  3 > >
6 4 0  TT:'OM:-; . S*I..OG< T< :l. >/T< 3 > >
6 5 0  C l.~ l.-<  I. .00 / 0< 1. > >/VPOM >
660  C 2 - l. -<  l-.OCK S< :l. > J/S r-’GM >
6 7 0  LT3“ l.-<  I..OG< T< 1. > >/T‘POM >
6 8 0  ]F<0:=:AO • A 1. vr;: :l. • A2*C2-» A 3 *C 3  
6 9 0  »1 “ AI./OPOM 
7 0 0  D2==:A2/SF-0M
71.0 » 3 “ A 3 / r ‘P0M 
7 2 0  C“ :E:XF'< r::0 >
7 3 0  I..PR1 MT' "','< J J  > " , "S< J  > " . " T < K > " , "R< l' > " , " l "1 < L >"
7 4 0  r n p  i:-  i K  i :i.2
7 5 0  k k - :j:m t < i:t"a b l .< i: >/i.o >
7 6 0  k =::i:m i < :i:t a b i..< :i: > -k k x :l o >
7 7 0  j j :=: i;n t < i:t a b i ...< i: >/].<><> >
7 8 0  j  - :i.Ni'< < :n  a b l .< :i: >■ j ,..i-»io o  > /:i.o  >
79<> f  .1. < i: >::::C>f-v< ...u >(';»]. »s< ■.) >l;b 2  v:t < k  >i!;b 3 
8 0 0  YM< :i: >:='A0 • A:l.»x:l.< ...I....I > I A2»X2< ...1 > • A3»X3< k  >
8 0 5  y m j :n < 1: >™YM< j: > -g p o u z
8 0 6  YMAX< :i: >:::YM< I  > »•(.-iF'OUZ
8 0 7  r m j :m< j: >“ Ex i:,< y m j :m< 1: > >
8 0 8  r m a x < :r. >“ E x r-\ 1 m a x < :i: > >
81.0 S R -8 R I < Y< 1: >—YM< I  > >C7
8 2 0  i..p r :i:m i' o< j ,.j >, s< j  >, t < k  >, r < :i: >, f k  :t: >
8 3 0  L.PR i:'M r  X l.< J.J > r X2< ...1 >, X3< K >, Y< i: >, YM< 1. >
8 3 1  L .PR IN T "YMT.N“  " 5 YMIN< T > • T'nAX :: " 5 YMAX< I  > ? "R M IN «: " J RMIN< T > i "RMAX: 
8 3 5  i...p r j :mt
8 4 0  nie:x t  :i:
8 5 0  SAD“ < S R -S E  >75 
8 6 0  F'AD“ SAXi/< S E /3  >
8 6 5  FTM ::::9 ..<>1
866
8 7 0
8 / 3
8 7 6
8 8 0
8 8 5
8 9 0
9 0 0
9 0 5
91.0
9 4 0

LPR'TNT
j:f f t t k f a d  t u f m  l p r l n t '"m g d e i... mi:j p  a d e k o a t a n  i-a d - " j f a d
L.PR IN T "MODEL. JE ADEKVA'J AN |"AD:=: " J F'AD % "< F 'TM - " ,* F'TM
1.. .PRT.MT
L.P R IN 'l' "D :: " ? C , " 5 D1 , "D 2 :=: " % D 2 , "D 3 :::" % D3
1.. .PRLMI'
l .p r i n t  "s t f :p e n a  r--,.JA j f  o d l .i k a "
1.. .PR j:n i "Rl::::" r c  • " »U)f k " r D1. r " ws»« " r D2 r " kT'-m k " r D3 
L.F'FLLN l'
LPR J: NT' "SAIi— " r SAD .■ "8R::: " r SR , " SE“ " r SE 
i::n d

g g t o



VI 57

:lo V< IM  Y< i ;. > r R< 12  ). 1:
20 n  j:m u< > ) r 8< 3  ) r T ( ;
3 0 f h r :i: —; iI TO V

40 RF.AVi <*< i: >
3 0 n i-::x t :i.
30 (KVI 0 /l ,*>0 , 4 40  > 42!0
7 0 R.)R I  HlI TO 3
8 0 RRAD 8< 1 '
9 0 n i::x t :i:
1.00 DAVA > >• 1 0  . 5
:L :l. o R iR r - : i 1. 10 3
1.20 READ T< i: >
:L30 n i::x t r
1.40 DATA o .. 3 / .  <:) , 2 9  r <>
:L30 1 f)R t;-"I1 TO 12
1 30 r i:::a d R< I )
:L70 Y< T >-:|..0G< R‘< :r. > >
1 8 0 NEXT !
:i.?0 D A IA V . •t i = - r > , 3S  r
2 0 0 DA'TA 1 .4 .5 8  >1 .3 .5 >8
2  :l o r- oiv :i: -  i'. TO 12
2 2 0 READ i: i ADI. < 1: :■
2 3 0 NEXT :i:
2 4 0 DATA >3r i.:;f"y -1>-J> r 1.3
2 3 0 DATA >'*• *"i*‘ ..i. 7 ..X.j ')  '•'»*•,fO
2 3 0 1 OIV i:~ ! . TO "VJ>
2 7  0 X I  < 1 > :-T* i:x< < L.OO’. 1 1,
2 8 0 X2< i: y-\- i:x< < I...00< ■:><
2 9 0 X3< :i: >-T- :i:x< < l..00< !•
3 0 0 NEXT i:
3:1.0 EOR T "-•• T. 'TT.'i 12
3 2 0 8L.JMA'-8L JMA <■ V’< j: >
3 3 0 NEXT :i:
3 4 0 A 0 -8 U M A /1 .2
3 S 0 A:l.—< -Y< T. > < Y< 2  > Y<
3 * 0 A 2 “ < •-Y< ! ) -Y < 2 ) <Y<
3 7 0 A 3 :-< •-Y< 1. >-Y< 2  > - Y<
3 7  J. A 1.2 ” <: y < 1. )—Y< 2 ) ■••Y<
3 7 2 A I 3 —:: y < I  >■■ YV 2  ) I Y<
3 7 3 A 2 3 - :<: y < 1. ) < Y( 2  v Y<
3 7 4 A:l. 2 3 :;-< .■Y< :l. )H-Y< 2 >
3 8 0 Y 0 —< Y< 9' ) < Y< 1.0 H Y<
3 9 0 EOE' :IX-9 ' 10 12
4 0 0 8 E ::::8i;;::<■< y < i: ) •Y0 >VX
4 :L 0 NEXT :i:
4 2 0 8 A 0 — (l.2-v A0ir'9
4 3 0 <;>a :i.=:5::)*A :i i'
4 4 0 8 A 2 :- f :)KA 2 O2
4 3 0 5:5 A 3 ” 8  *  A3Ć'2
431. 8A1.2""8  ><A 1 2Ć •;>
4 3 2 ::f!v A I 3Ć 2
4 5 3 8 A 2 3 "=8* A23Ć
4 3 4 S A J .2 3 -8 ■>: A T. 2 3 0 2
4 * 0 EAO -3 >A0 /<  8E / 3  )
4 7 0 l-'A:l. - :5:»A .1. ..-"< SE / 3  )
4 8 0 E A 2 -:'č>A2 /<  8E / 3  )
4 9 0 E A 3 -:5!>A3/■< BE./ 3  )
491. EAl. 2 - ::8A 1.2 /< 8 E / 3 )
49.2 EAJ. 3 - :SA : i.3 /< !s i:: / 3 )
4 9 3 I-A 2 3 - :8A 2 3 /<  :8 E /3 )
4 9 4 l: 'A 'l.23 '-'> iA :l. 23./<  SE,/ 7

4 9 5 ETK":: 1. 0 . 1 "■>

1 3 ,  :S7)1 r 1.31. , 31. 1. r I. 1.1.

:r ) > 1 ri(";< ','< > >>/< L oo< '.'< : > > • L.OCK L'< '3 > > » 2  • L>
i: ) )"-LOG< 8< . >) >/< I...OG< 8<

'u
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3 I Y< 4 
•; ) (• ¥•; 4 
3 Y< 'v 
;> >-r-Y< 4

Y< 1=; )•< Y< 6  > Y< 7  ) :  Y< 8  > > /8
Y< 5  ) ' V< *  ) i Y< 7 )-<-Y< ?} ) ) /8

h  Y< 3  )■• Y< 6  > t Y< 7  >■* Y< 8  > >75:)
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494. P R IN T  "ZNAČAvJNOS'1 KCH:.lr  1 C IJ k N fV l A 
5 0 0  II-  FT IO FA O  TIIEN A<)™0 s G 0T 0  5 2 0  
5 1 0  P R IN l " r'iO - " ? 00
5 2 0  i:F FTK 'l' Al. r i lEN A I ~::0 s 0 0 1 0  5 4 0  
5 3 0  P R IN l ''rV I^ " ;A : l.
5 4 0  i:F FTK >FA2 TMEN A2™0 s GOTO 5 6 0  
5 5 0  P R IN T  "F.2-==" ; A2
5 6 0  J:F l-T K  >1; A3 r i lFN A ;V 0 s 00) 0 5 7  j.
5 6 1  P P IN T ' "A3™ "SA3 * .
571 I I FTK >1 A 1.2 r i lEN A I2 - - 0  s GO'TO 5 7 5
5 7 2  PR IN T ' "rVI.2::: " ; r i 1.2
5 7 3  IF  F T IO I'"A l.3  1111:71 Al.3™ 0 s GO'T'O 5 7 5
5 7 4  PRIM'T' ” A 13™" ?A:1.3
5 7 5  IF  F T IO F A 2 3  Tl IEN A 2 3 “ 0  s GO'T'O 5 7 7
5 7 6  P R IN  r  V.23™  " ;  A 23
5 7 7  IF  F T IO F A J .2 3  TMEN A l.2 3 :=:0 s GOT'O 5 0 0  
5 7 S  P R IN  I' "A:I.2 3 "  s A:l 2 3
5 0 0  PRIN'T'
5 8 5  P R IN T  A O , A I , A 2 , A3 
5 0 6  PE ]. N'T' A 1.2 , A 1.3 , A 2 3  r A 1 73  
5 9 0  PRINT'
6 2 0  UPOM- . 5>4. Oi:-5< 1 P ’ ’2 <  3  )  )

6 3 0  8P 0M - .3 >  I..OG< I >/S< 7> > >
6 4 0  TPOM™ . 5-kT...00< T< 1. )/'T  < 3 ) )
6 5 0  0:l-:==:l. -  < I..OG< ','< :l. > >/>.T;,OM >
6 6 0  02™ 1. —< I..OG< 0< 1 >>/OPOM>
4 7 0  0 3  I < I. 01X ! < I > ' • I PHM ''
6 0 0  BO“ AO i-A I.)(C J. i A7 ><02 i A3-K-C3 < A 1 7  ><C I. -K-C2 »A 1.3 ><C I. k C3 i-A23><C2k C3  i-A I.23KC  J.KC2K
6 8 5  :f: 1. := < A 1 i A :l. 2>: 0 2  i-A 1 3 * 0 3  »A 1.2 3 K C 2 * 0 3  )/O I-’OM
6 9 0  B2===< A7 • A 1.2><C 1 i■ A 2 3 *C 3  i A I 23><C 1. k C-3 >/OPOM
6 9 5  B 3 “ :< A3-i A 1 3 *0 1  • A 23*:C 2  i A:l 23*C :I. »C 2 V l'P O M
7 0 0  BJ.2” < A 1.2-i A I 23><C3 )/<  VP0MK3P0M )
7 0 5  B23'=:< A 2 3 + A 1 2 3 K C 1  ) /<  SE’OMk T'POM )
71.0  B J.3“ < A1.3 1 A 1.23K-C2 ) /<  VI-’OMk TPOM )
7 1 5  B 12 3 :::A 1 2 3 /<  VI-’OM >: SPOM >:TT-’OM >
7 2 0  C“ E X P < B O >
7 3 0  P R IN 'I ' "'.'< .,1.1 > " 7 "OC ,..l > " , "'I < K > " , ” p< I  > " , "l-':l.< I  > "
7 4 0  l-'OR’ i:« l l"0 .1.2
7 5 0  KK —INT ■ I 'l ABI. < > -"I.O '
7 6 0  K“ J:n t < i:t a b l .< i: :> k k k i .o )
7 7 0  J J :=:IN T  < ITABI..< I >■':! 0 0  >
7 8 0  J “ i:NT< < n  ABI. < I  >■• . IJK 1.00 > ‘ I o >
8 0 0  Y 1 < I  >:«AO »-A1K X 1< J. I VI A2> *'.'< J  >•» A3»X3< K > * A12>:X1< J J  >k X2< J  K A 1 3 k X1< J J  )«
8 0 1  Y2< I  ) :=:A 2 3 k X2< J  >*X3< K >+ -A1.23k X2< J  )><X3< K )
80.2 YM< I  >“ Y1< .1 :> * Y2< I  >
8 0 3  F .1.< i: >-T"XP< YM< I  > >
8 1 0  SR“ SR «< Y< I  >—YM< T > >Ć2
8 2 0  l-T: IN T  ...1,1 >, :;i< ,1 >, T< K >, R< I  >, F !.< i: >
8 3 0  P R IN T ' X:l < J J  >, X2< J  > , X3< K >, Y< I  > , YM< I  >
8 3 5  PRIN'T'
8 4 0  NEX'l' I
8 5 0  SAD:=:< 8R -8F > /5
8 6 0  PAB“ S A B /< S E /3 >
8 6 5  FTM “ 9 .0 J .
866 l- 'R IN T
8 7 0  IF  r- TM ’ FAD THEN P n iN T  "MODEL NIKJE A I iEKVAT AN FAD ~ " i  FAD s GGTO 8 8 0
8 7 5  P E IN 'I "MC'IOE'L. JC. ADIIKUA'I AN FAD™ " f FAD s "< l-'TM™ " { FTM
8 7 6  P R IN 'I
8 7 9  P R IN 'l' "BO“ "?BO
8 8 0  l-'R’ IN'T' "C -  " t 0 ,  "B  I : :- " ;• D , "B2==- " t B 2 , "B3««" i B3
8 8 1  P E IN T  " 0 1 2 “  " - B 12  , " B 1 3 “ " ; B:|. 3 , " B 2 3 :« " ! B 2 3 , ’  B 123«= " s B I 2 3  
8 9 0  l-'R' IN T  " 8TEPENA l- '- J A  ,JE GBI... I.K A "
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9 0 0 l-'R IN 'l' " I M : "»Vv.«< " ;0 1 . ;
901. P R IN T 11?( r >( k < ” ; 0 3 ; ” i " ; 0 2 3 ;
9 0 5 P R IN  r
91.0 P R IN T "S A Ii=  " ;3 A 0 ,  "S5R«°" »S5F
9 4 0 ie:n .d

"♦ " }  B 1 3 ; "*I..OG< T ■} 0 2  5 "+  " ;  0 1 2  i
"«U:»G< ■:> ) )*V H K  " fB I .2 3 ;  "*LOG< 5» )*LOG< T

, "St>"?SE:

xL.(JD< Lfi



V I I 60

I.0 d :i:m y < 1 2 :>,r < :i.2  >, :i:
.!<) D IM  0< 3 ). 3< 3 ) ,  T<
>0. r  oR r - :! . 10 3
X) READ 0< i : )
:.:o n i:-:x t  :r.
)0 DATA 4 0 0 ,■ 4 4 0 ,4 2 0
:'0 FOR r - : l . TO 3
)<) READ 3< i : )
?o n i-:x t  :i:
.00 DATA 20 , 1.0 r 5
. :i. o r-OR :r.--:i TO 3
.20 r i: AD I < i: :>
.3 0 n e x t  :i:
.40 DATA <),:3 7 , 0 . 2 2 , 0
.5 0 i -'o r  :i: - !. TG :l. 2
.60 READ R< 1. )

2 :L2 ) f Y2< 1 2  )

. 7 0  

.30  

.90  
!<><) 
':LO 
>20 
>30 
!<K)

y < :i: ):=:|..gc-x  !■•< :r. > >
NEXT i.
D A ! A :l. 2  . 3  , 9 . 3 3 , 2 .6 . 0 K  :l. 6 . 6 7  , 1.3 . 7 3 , 1 3 . 1 3 , 2 7 . 0 3 , 2 0 . 3 3  
DATA I.■<).. 3 3 ,1 .3 .5 3 .  1 .3 ,5 3 ,1 4 ,5 3
f o r  :i: •■=:.! TG I 2
READ I I ADI < i: )
N i::xr :i:
nA T A  3 3 3  , ! .3 3 ,3 } .3  , I 1.3 , 3 3 1 , 1 3  !., 31 I., 1.1.1.

!50 DATA
60 FOR ]: - i .  TO 3
7 0 X :l. < 1: >:-i j x< < i...t g < ','< :i. :> :> I..OG< '.'<
30 X2< i: )=~F i:x< < t...OG< s< 1: )  )•■ L..OG< 8<
9 0 X3< :i: ) -  i: :i: x< < i..o g < t < :t :> > LOG< I <
00 NEXT i:
:i. 0 l-OR' i n  1.2
20 3LJMA=-8UMA-«- Y< I  )
3 0 n i:-:x  i :i:
40 A 0--3 U M A/ 1.2

:i. > :> :>/< i..g g < ’.'< : i.) > • i..g g < o < 3  ) )  )» 2 m  )
1. ) ) >/< l..i:)G< 3< !. ) )~I.J.)G< 3< 3 ) ) )«2-M. )
I. ) ) >/< !..GG< I < :!. ) )—l_.OG< T< 3  ) ) )*2  » :L )

:so  
:/»<) 
■70 
"71.
7 2
7 3
7 4  
3 0  
9 0  
00  
:L0 
20 
3 0  
•40 
5 0  
5!. 
3 2
5 3
5 4  
6 0  
70  
30  
90  
91.
92
93
94
95

A:l.:-< - Y< :l. :>•* y<n ) - Y<
A2™< -Y< 1. ) -Y< •p >■' Y<
A3™< -  Y< :l. >- Y< > •Y<
A1.2™<Y< 1. )—Y< ;>■•■Y<
A:l.3===< Y< 1 >™Y< > ! Y<
A23-=< Y< 1. ) i Y< p ) - Y<
A :l. 23™< - Y•' 1. :> *Y' > *
Y<)=-< Y< 9  ) ■1 Y< .1.0 >-( Y<
r'OR’ : t - :9 ! 0  :!.
S»E::::i>E «•< Y< i: ) - Y0 >i.r;2
n e x  t :i:
3A0™ l . >■ . ur'-;>
S A :l.-8»A :i. >’ •••
3A2™Gw-A2C:2
S A 3 :e:G *A 3 Č2
S;A!.2::-3 » A ].2Č 2
8A :l.3 --8»A :l 3 ('::..■.!
G A 23 :-8 » A 2 3 0 2
8  A 1.2 3 - :8-» A:L23 č:c!
F A 0 - -8 A 0 / < 8 E / 3 >
lr A.1.:=:SA:i / < 8R ■•'3 >
f a 2=-s»a ::.!/< 8 E / 3 >
FA 3« :S A 3 / '< 81:./ •-/ >
F A .1.2-::S»A 1.2/ < G E /3  )
FA.1.3:« S A 1 3 /'< gih: / 3  >
F A 2 3 ::: < S5LH/3 )
FA :l.23 :=-8A:l.2 3 /<  8 E /3
F T K - I . 0 ,1 .3

3  ) > Y< 4 ) -Y< 5  )-»-Y< 6  )-Y <  7  )-<-Y< 8  ) ) / 8  
3  ) i-Y< 4 ) -Y< 3  )™Y< 6 ) < Y< 7  ) i-Y< 3  ) ) / 3  
3  )™Y< 4 ) * Y< 5  )■« Y< 6  )■« Y< 7  )■* Y< 8  ) )/£ }
3 ) i- Y< 4 )-< Y< 3  )~Y< 6  ) -Y< 7 ) < Y< 3 ) ) / 3
3 )• Y< 1 >-Y< 5  > i  Y< 6 ) -  Y< 7 ) «-Y< 8  ) >/G
3 ) - -Y< 4 )-Y <  5 ) --Y< 6  ) < Y< 7  )•< Y< 3  ) ) / 3
Y< 3  > - Y< 4 > * Y< 3  >--Y< 6  ) - Y< 7 >-« Y< 8  ) > /8  
1.!. )-< Y< 1.2 > > /4

>



4 9 6  i. p r :i:n t  ":o '!A (Y .j n o s t  K n ji: :r " i:c : i.j p n a i a  
5 0 0  i:f  f t i o f a o  t i if n  a o =::o j noTT j 5 2 0  
s:i o l p r :i:n t ' " a o ~ " • .*.0
5 2 0  j:F FTTOFAI. 'TIIF.N A1.:“ 0  : l-)0T0 5-40 
5 3 0  L.P'RTNT " A:L=: " f A:l.
•540 LF FTTO FA2 THFN A 2“ :0  : GOT'O 5 6 0  
5 5 0  I..PRIMT " A 2 = " iA 2
5 4 0  J'.F FTTO FA3 T'l IFM A 3 “  <> r OOT'O 571. 
56:1. I.T'RTNT ” m3 :=: "? A 3
571. IF  F T IO F A 1.2  THFN A1.2::::0  : GO10 5 7 3
5 7 2  I..PRT NT " n:l 2 :=: " : A 1.2
5 7 3  TF FTTO r A l.3  TI-IFN A 1 .3 -0  t GOTO 5 7 5  
5 7  4 I..PR T. MT " A :l. 3™ '  ? A 1.3
5 7 5  i:F F T IO F A 2 3  T'l IFN A 2 3 :“ 0  t GOT'O 5 7 7
5 7 6  L.PRTNT *A 2 3 :“  " i  A 23
5 7 7  TF FTTO FA l.2 '3  T'l IFN A1.23“ :0 : GOTO 5'30
5 7 8  L.PR .i: NT " A 12 3 :=: " 5 A 1 2 3
5 0 0  LPR IN T
5J:?5 L.PR :i:NT A O , A :l. , A 2  . A3 
5 0 4  I...PRi: NT A 1.2, A 1.3 „ A 23  . A 1.23
5 9 0  L.PRTNT
4 2 0  OI-’OM— .. 5 wI.j :)G< 0< 1. >/0< 3 ) ) 
6 3 0  SPOM:“  . 5*1..OG< B< :l. >/S< 3  > > 
4 4 0  TPOM , 5«-I...GG< T< 1. >71 < 3 > )
6 5 0  0:1 .-i -< L.GG< V< .1 > >/V I:'OM >
4 4 0  C2 “  1. —< I...OG< 0< 1. > >/OPGi'l >
6 7 0  C 3 :=: :l. -■< L.OG< T < 1 > >/TPGM >
4 0 0  B O -A O i A 1. k-C l. i A2 )''C2 i A 3«C 3 < A 1.2-k-C I. )<C2 i A 3.3 ><C J. «C3-i A 2 3 « C 2 mC3+ A 1.23«C J. h C 2 *C ;
6G 5 B 1 A I. i A 1 2 » C 2  t A :l. 3 »C3 » A 1 2 3 * C 2 *C 3  >/VPOM 
4 9 0  B 2 :"< A 2  i A l.2«C  1. •i -A 23 k C3 i A 1.23*C  I. *C 3  >/SPGM 
6 9 5  B 3 “ < A3-* A:L3*C:l. ♦ A 2 3 *C 2  i-A 1 2 3 *C l.*C 2  VTPCJM 
7 0 0  E»J.2~< A 1.2-t A123M-C3 >/< L?POMmGPOM )
7 0 5  B 2 3 “ :< A 2 3  * a :I. 2 3  >:C'l >/< SI:,OM-«TF'OM >
7 1.0 B 1 3 -<  AJ.3 i A1.23MC9 >/< VPGMk TPCJM >
7 1 5  B 1 2 3  - A I 2 3 /<  VPOMmSI:'OM*TI:'(.)M >
7 2 0  C«FXP< I«0 >
7 3 0  l.p r :i:n t  " v < ,..u  > " , "c< j  > " , " r< k  >n , "r < t > " , "f k  t >"
7 4 0  FOR ) > l  T 0 12
7 5 0  KK:"TNT< T TAE«L.< T > "1.0 >
7 4 0  K~:TNT< I TABI..< I  )~KK»J.O >
7 7 0  i.JJ":TNT'< TT'ABI.a T > /1 0 0  >
7 0 0  J :®INT< < 1T"A»L< T >••• J J *  1 0 0  ) /1 .0  >
0 0 0  Y l<  :i. >:=:A0 i A 1 *X 1 <  v.l....» > i-A2>:X2< J  > ♦ A3»X3< K >■» A12>:X1< J J  » 'X 2<  J  >«A 13*X 1<  J J  >*X;
0 0 1  Y2< T. >::::A 2 3 kX2< J  » X 3 <  K > i -A 123*X 2<  J  >*X3!< K )
0 0 2  YM< T >:“ Y1 < I  >» Y2< I  >
G)03 F 1 < i: >“ :FXP< YM< T > >
0 1 0  SR—SR « < Y< I > -YM< T > >Č2
£120 I...PR TN 1 V< ...U > r S< J  >, T < K >, R< T >, F l.< T >
0 3 0  LPR TN T X l<  ,..U > , X2< J  >, X3< K >, Y< T >, YM< T >
0 3 5  LPRKNT 
<340 NFX 'l :i:
0 5 0  SAD“ :< S R -S E  > /5  
0 6 0  FAD:“ SAXi/< S F /3  >
0 4 5  F'T'M:" 9 . O I.
0 6 6  L.PRTNT
£170 j:f  i::'t m < i:"a :o tt if n  l p r i :n t ,,m o d f l  n i :.j f  a d f k v a t  a m  f a d ~ " t f a d  t  g o t o  000
0 7 5  L.PRTNT "iTGDFL J F  ADFKVA TAN F A D - " i FAD i "< FTM”  " JFTM
0 7 6  LPRTNT
0 7 9  I..PRTNT "DO:“ " iD O
£)£)<> LPR j; NT " C~ " i  C , " B 1:=: " f B I , " P 2-- " t B'.>, " B 3 “ : " f B 3
0 0 1  LPR TN T "B.l 2 “ : " i  D l.2  , "E«:L3:=: " s B 1 3  , "B 2 3 :=: " f B 2 3  , "B 1 2 3 :=: * i B.1.2'3
0 0 5  LPR TNT
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(390 I..PRINJ “ s t i5:pie:n a  r ' • ia .11::
9 0 0 LPRJTJJ " f n ™ "r r : ; " k v v k v " ; H l ;
9 0  :i. 
9 0 0

1.. p r :i:n j ’
1.. .p r i :n t

>:■ 1 >:-x< t ; J323;

9 1 0
9^10

j..p r :i n t
i:::n d

"S A D « !"sS A n , "SR -  " - <r-t-7 l V

t m . i K A "
" I " : K1,7.r "K|...00< T ) >|'S5HX< " ; » 2 ;  " t " rHJ .2 ;  " kLOG' 
">:|..OG< S ) ) >:V'x >: " ; » 1 2 3 ;  " x|..OG< S )x-I..OG< T > "
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10 I iIM  Y< 2 0  ) ,  R( 2 0  ) ,  :i: t a h l < 2 0  ) P 1( 2 0  ) ,  YM< 2 0  )
2 0 D :i: M V( 3  ) ,  S( 7  >, T< 3  ) , l:,< 3 ) ,X 1 <  3  ),X 2 <  3 > ,X3< :
2 5 D IM  Y M ]:M <20) YMAX( 2 0 ) . ' |-:MAX< 2 0  ). RMI'.PK 2 0  )
3 0 roi=: :i:- i  i'p  3
40 READ Q( i: )
5 0 n p :x t  t
60  HAI'A  0 . •!> , 0 .. 49  r O . 4
7 0 P'OR' I  — 1 T'O 3
80 READ 5>( i: )
9 0 n i=:x t  :i:
1.00 DATA 0 . 7 ,• 0 , 4 6  ,
1 10 P'GR T.- :l T'O 3
1.20 READ V ( i: )
1 3 0 n i=:x t  :i:
1.40 DATA 0.. 6 r  0  .. 49  r

1 42 P'GI=: T = 1 TO 3
1.44 READ P< i: )
1 4 6 n i=:x t  :i:
1 48 DA T'A 1. ..8 r  1. .. 6 5  r

1 50 P'OR T -1 T'O 2 0
1.60 R'EAD R( 1 )

4

170 Y< I  ) T . i >G( !'•:( :i. > >
1.80 MEX r i:
1 9 0 DATA . 0 4 1 r 1 . 7 13  r .1 :)63 , 1. . 1 4
1.95 DA'T A 1 .3 8 9  r 1 . 1 0 4 r 1 329 r 0 , •:>y 89
2 0 0 DA'T'A 0 7 8 , 2 . 0 0 3  r 1 »7 49 r 1. . ’7 4 3
2 1 0 F'OR ]>■ . TO 2 0
2 7 0 READ I ' v a b l < >
2 3 0 NEXT i:
2 4 0 DATA ,')v■533,13 %.'?%') t s.'> !l. %.*> . 11 3  - ,'S ? 31
2 4 5 DATA -*v ' >31. r 1.331 31.3 1. . 1.1. 3 1. r 31.
2 5 0 DAT'A ■0-> '>') v/r_! • , '
2 6 0 l-OR ]> . TG 3
2 7 0 X l (  I ):=:1-TX< < 1. 0G( v< :i: > ) 1. Ott( 11; 1
2 8 0 X2< i: ) - l :T.X< ( 1.. Qtt< •=>( i: > ) •■!.. 0G( '. 1
2 9 0 X3< :r. >—1• :i:x< < l OCj( 1( 1 > > I. 0(-.i< r ; i
2 9 5 X4< 1 >::::|= i:x< < i...0G< i;,( i: > ) -I... 0G( p ; i
3 0 0 NEXT :i:
31.0 EOR j .... r o 2 Q
3 2 0 SIJMA -71. >MA * Y< :i: >
3 3 0 NEXT 1
3 4 0 A 0 —5J JMf i/' 2 0
3 5 0 P A l - -Y< 1 ) t Y( 2 i- v'( 3 )t-Y( 4 ) - Y : 5
3 5 5 Q A 1 - -Y< 9  ) * Y< 10  >™Y< L 1. ) ■*•Y-' 1 )■—

3 1 .11,11 1. I.

;>;> > /( i. n o :  :i. :> >- I..GG( V( 3  ) ; 
) " I...OG( 5>( 3  ) : 
) "I..UG( T( 3  ) :

•■( i > ) :>/•: i...o g ( p (  j. :> )  -l o g ( p (  3  ) :
) ) > /(  l..0G( T ( :l. •)

3 5 7
3A 0
3A5
3 6 7
3 7 0
3 7 2
3 7 4
3 7 6

A 1 . PAl. i QA1. ) / l . 6 
PA2-- • Y' 1 >• Y( 7  ' i V > i y,'

) i-Y< 6  ) -Y( 7 >-i-Y( 0  )

) Y( 6  > i Y( 7  ) i Y( 9  >
C-IA2-"■-¥( 9 )■•■ Y( 1 0  ) i  Y( 1.1. ) t Y( J.2 ) -Y( 1.3 ) - Y (  1.4 ) > Y( 1.5 )-i-Y( 1.6 ) 
A 2 - :( l:,A2 >QA2 ) / : l .6
P A 3 --—Y( 1. ) - Y (  2 )—Y( 3  ) -Y( 4 ) > Y( 5  )t-Y ( 6  R Y (  7 ) t-Y( 0  )
Q A 3 -;- Y( 9  ' -Y ( 10  ) —Y( I. I. ) -Y ( 12  ) > Y( 13  > i Y( 14 ) * Y( 15  ) > Y( 16  )
A3--< PA3 t QA3 ) / 1 6
P A 4 :=:-Y <  1 )—Y( 2  )-Y <  3 >■ •• Y( 4 )-Y <  5  )-Y <  6  >™Y< 7 )-Y <  8  >

3 7 7  Q A 4 -Y ( 9  ) t-Y( 1 O )-t-Y< 1.). ) t-Y< 12 ) t-Y( 1.3 ) i Y( 14 )-t-Y< 1.5 ) l-Y( 1.6 )
3 7 8  A 4 —( PA?!*Q A4 ) /  16
3 8 0  Y0™< Y( ? 7 )■!• Y( 1.8 ) t Y< 19 ) t-Y< 2 0  ) ) / 4  
3 9 0  R l l /  I - / I . 7  TG 2 0  
400 8i=:-3E-t-< Y( i: :> - y o  :>l:'>
4 1 0  N i=:xr :i 
4 2 0  8 A 0 ::::2 0  ><• AOl:2 
4 3 0  S A l — 1 6>:A1(':2 
4 4 0  8 A 2 - : 1 .!'>■><A2>')2 
4 5 0  SA3~-16>:■ A3(’;2

:>*2 M  ) 
)»2-M. ) 
> »2  *-l ) 
)><2-H. )
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4 5 3 8 A 4 -1 . ,!>>c A 4 fj2
4 6 0 E A 0 -8 A :>/< S E /3  )
4 7 0 E A 1 .-8 A L /<  8 E /3  )
4 8 0 E A 2 :-SA 2 / < S E / 3 >
4 9 0 I-A 3 -8 A 3/<  8 E /3  >
4 7 2 \- A 4 -S A 4 /<  S E /3  )
4 9 5 E T K -1 .0 .. 1
4 9 6 P R IN I' "ZNACA. INGSl' K< >1 r i.i. i . ii :r- r’ i 1 A
5 0 0 Ll' e t k >l''AO T'MEN AO-O * GGT G 5 2 0
5 1 0 PRINT' ” AO—” : AO
8 2 0 IE  ETK >1 Al. THEN A 1.—0 GCITG 5 4 0
5 3 0 r-'R IN 'I' A i ::: ;A:l.
5 4 0 j:e  ETK :>EA2 T'I-IEN A 2 —0 t GuTO 5 4 0
5 5 0 PRT.MT " A 2 - " t A2
5 4 0 II- F ] K ■>EA3 'TT IEN A‘3 —0 $ GOTO 571.
5 6 1 PRTN l' A 3 1: ? A3
5 7  J. j:e  r-'T'K >EA4 'T'HEN A 4 ::::<) : GOT 0 5 8 0
5 7 3 PRLNT' ii . . ii . .A 4 — : A4
5 8 0 PRJ NT'
5 9 0 P R IN T
6 0 0 11: Al. 1':=: 'L. 18
6 0 5 m  s p —s ;:■*< U  4  ) /< 4 * 2 0  )
4 1 0 G POUZ- !"l: AI. E MSLTR : i :h :s p >
6 2 0 '.'P( )M'=: . :.;*L.CG< L'< 1. )/ '. '<  3 ) )
4 3 0 8 P 0 M - . 5 * u :ig < S< 1. :>/s< > :>
6 4 0 'T l:'GM ='. :.;*L.OG< T< 1 >/T'< 3 ')
4 4 5 P P G M -.. “jH-LOG'. P< J. )/P <  3 )
6 5 0 C1 = :!—< _.0G< '.'< 1 ) >/'v'POM
6 4 0 C 2—1.—< ,.0G< 8< 1. > ) /8 P 0 M
/> y/0 C 3 -1  -< i ii :.' T < I > ) /T'POM
6 7 5 C 4 - 1. •-< ...0G< p< 1. ) ) /PPOM
6 8 0 DO“ :AO * •■ il*C .!.i-A2* 0 2 1 A3 ■o3 f A4*c: 4
4 9 0 B J.-A I./U P O M
7 0 0 D2==:A 2 / :>i:,om
7 1.0 B 3 —A 3 / EPOM
7 1 5 B>1“ :A 4 /I :,POM
7 2 0 C~EXF< X) )
7 3 0 PPTNT' ” '.'< L 1. ) “ • ” :.**% L . '

n 1 < K ' " , P< 1\ ) , R< .1. )
7 40 l: GP !' TG 20
7 5 0 K K -T N T ' i: i a d l < i: ' ■'10 >
7 4 0 K— i: N'T'< :t a b i..< j :>•■ \l\>c 1.0 \
7 7 0 J J - IN T ' ' I. T a c i .< :i. > ■■ 1 >
7 8 0 j - i:n t < - j:t a b l < :i: > • J J k l.-; )•') :>./ i .o ;>
7 8 2 L L - IN T 'c :i:t a b l .< :r >.■' 1 0 0 0 >
7 8 4 l. . - i :n t < ■ ]"T'A»L< J. ) -LL>c|.< »o ;> '- '1 .0 0 )
7 9 0 p i < :r v- i -:'.'< 11 >(’ 1 VS< 1 . >c 09  . >Cri3 > | -< k  >f’ r: 4

r i <  :i: >

8 0 0
8 0 5
r-\nA
8 0 7
8 0 8  
8 1 0  
8 2 0  
8 3 0  
831. 
8 3 5  
8 4 0  
8 5 0  
8 6 0  
8 6 5  
8 6 4  
8 7 0

YM< i: )»Y‘|0-I AJ. !0:1.< U... >1 »V2 >':x.’ ( |... ) i A3>c'X3< J  ) i A4«X4< K ) 
y m :i:n < :i: "=o m< :i: > -g i-'0U7 
y m a x < j: >™y m < i : > i gf-o u z  
r m :i:n < :i: y m i n < :i. :> >
RMAX< l: >"EXP< YMAX< i: ) )
8R --8R -K  Y< :i: )-YM< I  ) >0.2
P R IN T  <•'< I..L ) r 8< I... ) r T< J  ) r !-•< K ) .  R< i: ) ,!- !.<  j: )
P R IN  T' X I  < I..L. ) » X2< L. >. X8< J  ) ,  X4< K ) . Y< l' ) , YM< I  )
PR.LNT "Y M i:m - " ; y m j :n < j: ) r  ,,Y M A X -"fY M A X <  j: >f " i \M i:n ~ " r r m j :n < j: >r ” r m a x =
P R IN T
NEXT i:
8A D :==< 8R-8I=: ) / 1 2  
l"'AD:::8A:Ci/< 3 E /3  >
F "T'M:=:8 .7 4
p r j :n t

:i:|r ETM<: FAD TI-IEN PR.I NT'"MC iDE.L. N LJE AIIL-.KOA'I'AN EAICI- " } PAH :

t RMA)

CSUTO 8 8 0
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8 7 5 P R IM T " m o iii:-:L JF  ADEKLVVf
8 7 6 i:,r :i:n t
£!79 P R IM T "K O -" f DO
8 8 0 P R IN T r ,  " d :i. " ; d :i , "
8 8 5 P R IN T
8 9 0 P R IN T ILMA F -.JA  V..IIL
9 0 0 P R IN T " f m — " ; r; f " i 'V K  H " f d j .
9 0 5 P R IN T
9 J. 0 P R IN T "8 A D - " f S5AD. " 8R~ " f
9 6 0 i:-:md

AN F A D = ” f F A H f "< FTM“ " f FTM

D 2«-" ;  B2  . *B3=« " i B 3 . "D 4 ® "} BA 

OBL.IKA ’
; " k S« v: " ? :Ci2 ? " wT »<■ K " f » 3  f " * p K *  

GJRr "S D = " fS E

K-a



b .

IX

:i.o n :m  y < ::: 0 ) , R< 2 0  ) ,  :n  ABI..< 2 0  ) ,  p':l.< 2 0  ) , YM< 2 0  )
2 0 n:m  3 ) , S< 3  ),'!'< 3 ) , p’< 3  ) , X 1. < 3  ) , X2.< 3  ) , X3< 3  ) ,  X4< 3  >
2 3 n m  y m i:i'K 20  ) ,  YMAX< 2 0  ) ,  RMAX< 2 0  ). P<M I N< 2 0  )
3 0 POR I :=:1. T 0  3
40 RF.AD i: )
3 0 n e x t  :i:
60 DATA 0 , 6 , 0 , 4 9 , 0 . 4
7 0 f o r  :i:==::i f 0  3
SO REAII S< i : )
9 0 m e x t  :r
1.00 IIATA 0 . 7 . 0 . 4 6 , 0 . 3
:i i o i-OR ro 3 
1.20 Rli-AD T< i: )
1 3 0  ne :x t  :i:
1.40 n i'VT V'. O . 6 ,  0 .. 4 9  r 0 ,4
:i.42 f o r  :i: .1 ro  3  
1.44 r i;::a u  p < r . )
:L4A n e :x t  i:
I 4 8  HAT i’-i I. . .o , 1. , 6 3 ,  I. , 5
.1.30 FOR’ I  -:t 10 2 0
1.60 RF.AIi R< i: )
1 7 0 y < :i:) - :L.oo< P:< :i: >)
1.00 NEXT i:
:i 9 0 HATA 0 4  :l., :l. . 7 :l. 3 ,1 »I• V.. 6 3 ,1 . 0 1 4 , 2 . 2 8 3 , 1 . 9 0 1 7 . 0 0 3 ,  :i. • 9 ;5
1.93 HATA i . .. 3 0 9 ,1 . , 1.04,1. , 3 2 9 , 0 , 9 0 9  , 1., 7 1. 1. r 1 .4 4 7 , 1. 2 36 9  r 1. r i : 22
2 0 0 I iA l'A a: ! • 0 7 0 , 2  - 0 0 3 ,  :l. ■ ■*/ , / 4 9 ,1 . 7 4 3
21.0 FOR 1- ] . TO 2 0
2 2 0 IVEAH :i: i a b i..< : i: :»
2 3 0 NFXT ]
2 4 0 IiA T A 3 v')3 3 ,1 3 3 3 ,3 :1 .3 -/v.’> 71.133 ,3 3 1 3 ,1 3 1 3 ,3 1 1 . w> 7 11. 3
2 4 3 HATA ••tJ) :>31. .■ 1.3 31., 31.3 1. . 1.1.31. , 3 3 1 .1., 1.31. 1 ,3 1 1 1 r 11. l . i
2 3 0 H A I'A *-• fm
2 6 0 FOR ] “  1. TO 3
2 7 0 x:i.< :i: :>: = :P :i:x< < l .o g < u< :i. ') ) - I..OG-< V< 1. ) > )/< ..gg;< v< i ) >—L.0G< V< 3 ) ) > * 2 + i
2 0 0 X2< i: ■ r r.x< < i...oo< s< i ) ) - I .  OG< S< I. ) ) ) /< ...0G< S : i. ) ) -LOG< ’O 3 ) ) > *2 + 1
2 9 0 X3< :i: :=i- 1 X< < I..OG< T< I 'i l -  I..GG< T< 1. ) ) ) /< ,.0G< 'T'< 1 > >■ L.OG< T < \.J ) ) > *2 + 1
2 9 3 X4< r. ] >:< < i...oo< p'< i: ) ) —I..OG< p< 1. ) ) ) /< ...0G< P < 1. ) ) -LOG< P1N3 ) ) > « 2 + l
3 0 0 NEXT :i:
31.0 l-OR ] - ] . 'I'O 2 0
3 2 0 SUMA:=s u m a  * y < :i: >
3 3 0 NFXT i:
3 4 0 A 0 :=:SUMi‘i •"2.0
3 3 0 PA l.::::- Y< I. ) I Y< 2  )- Y< 3 ) t Y< 4 ) Y < 5 ) t Y< 6 )-Y<  7 >t Y< 0  )
3 3 3 q a :i. Y< 9 ) f-Y< 10  ) -Y< 1.1 ) «Y< 1.2 )—Y< 13  ) » Y< 14 ) - Y< 13  ) ♦ Y< 16  )
3 3 7 A l- <  P A 1. i-OA 1. )/.1.6
3 6 0 P’A 2 :=: - Y< 1. > • Y< 2  ) i-Y< 3 > i Y< 4 ) -Y< 3  ) -Y< 6 ) i 'Y< 7 ) l Y< O )
3 6 3 Q A2::::- Y< 9 ) - Y< 1.0 > i Y< 1.1 ) i- Y< 12 ) —Y< 1.3 ) -Y< 14 )t- Y< 1.3 > t-Y< 16 )
3 6 7 A 2 :«< PA2 «-QA2 ) /1 .6
3 7 0 P A 3 :~—Y< 1. )--Y< 2 ) —Y< 3 )--Y< 4 )+Y< 3  )D '<  6 ) t Y< 7 )t-Y< 0  )
3 7 2 Q A3:=: ■Y< 9 > - Y< .1.0 )-Y < l:i. >-Y< 12  ) « Y< 13  ) • Y< 14 ) IY ( 1 3  )+Y< 16 )
3 7 4 A 3 ::::< F A:> i-QA3 ) / 1 6
3 7 6 l-'A4:=:- Y< 1 >—Y< 2  >-Y< 3 )—Y< 4  ) ■ Y< 3  ) —Y< 6 >—Y< 7 ) - Y< 0  )
3 7 7 Q A4::::Y< 9 ) i Y< 1.0 ) i Y< 1. 1. )i-Y< 1. 2 ) t-Y< 1.3 ) i Y< 1.4 )t-Y < 1.3 >+Y< 1 ./ )
3 7 0 A 4 :-< P- A4 i QA4 ) / 1 6
3:90 Y 0 :-< Y< 1 7 )I-Y< 10 ) i-Y< 1.9 ) i-Y< 20  ) ) / 4
3 9 0 p'o r  :i::»1 7 TO 2 0
4 0 0 S E -S E Y< i: )~ Y0 )Č2
4:i.o n i=:x t  i
4 2 0  £5AO"::2 0  KAOC‘2 
4 3 0  S A I:=::l 6>:A I.Č2 
4 4 0  S A 2:*:1 6 W )2 iD2 
4 3 0  SA3 ::: 1.6>: A3(!)2



4 3 5  «5A4“ l.AKA4f:2 
■440 l-AO===SAO/< B!ž: / 3  )
4 7 0  FA .1. :":'oA1./( :i;F./3 )
4 8 0  FA2>«8A2/< S E /3  )
4 9 0  F A 3 ~ S A 3 /<  S F ./3  )
4 9 2  FA-4=«SA4/< S E :/3  )
4 9 5  FTK-J.O .. 1.3
4 9 6  l_ P R IN T  " /N A Č A J N fT /l' KGJFI'irC /U.JO 'IA 'l A
5 0 0 i: f  f t k :m:' ao THFN A 0~ 0 GGTU 5 2 0
51.0 L.PRTNT' "A 0 :=; " ;  AO
5 2 0 L1 l "t'K :>l "A 1. TT IFM A 1 “0 5 GGTG 5 4 0
3 3 0 L .P R IN l " A1.~: " ;  A:l.
5 4 0 l'.F F T K >F A 2 TITFN A 2~ 0 t GGTO 5 4 0
5 5 0 L.PRTNT ” A 2 ::; " ;  A2
5 4 0 VF F T IO F A 3 r 1 II : N A 3 “::0 GOTO 571.
541. L.PRTNT " A 3 “ ■; A3
371 j:i:: F T T O IA 4 TT IFM Ai4 ::=••<) t GGTO 5 0 0
5 7 3 L.PRTNT’ " A 4 “ " ;  A4
5SJ0 L P R IM I 
5 9 0  L .P R IN l 
4 0 0  T F A L F “ 3 . 1J
A o s  n :r.sp “ Si::*< :i. 1-4 ) /<  4 * 2 0  >
41.0 G P 0U 7.~TFA LF* SGR< IU SP )
4 2 0  UI:,DM■=■-. 5*LGO< U< :l. )/U <  3  ) >
4 3 0  «;PGM“ ,3«LGG< S< 1 )/S>< 3 ) )
4 4 0  TPGM": . 5>:-I..GG< T< 1. >/T< 3  ) >
4 4 5  PPGM— .• 5 )(l.. L)G< P< 1. )/P <  3 ) )
4 5 0  C:l. = :l. -< I..GG< '.•'< :l. ) )/'.'l--GM >
4 4 0  C 2 -• 1 < l._GG< S< 1. ) )/S P 0 M  )
4 7 0  C 3” =:l~< I..GG< T< 1 ) > /T I:’0M )
4 7 3  C 4” l.--< LGG< P< 1. ) )/PPG M  )
4 8 0  EiG"=A0-*-A:l. *C:I. » A 2 *C 2  * n 3 *C 3 -f A 4 *C 4
4 9 0  B 1 ■“ AJ./UPOM
7 0 0  E«2===A2/SI':,GM
7 ) 0  B 3 -A 3 /T P G M
7.1.3 E {4 ~ A 4 /I:,I:,GM
7 2 0  c:==e x p < :oo >
7 3 0  L.PRTN I "'.'< L.L ) " , "S< I.. > " - "T< K ) ” , "l:,< K >" , "R< I  ) " . * F K  I  ) "
7 4 0  FGR V. ~ 1. I' G 2 0
7 3 0  k K"=:i:n t '< i i a b l < :i: > /: i.o >
7 6 0  k ™i:n t < i:t a b l < i : >■■-k k -k- i.o >
7 7 0  j j =»:.t:n t '< :i: t a b l < :i: > /: i.o o >
7£10 J«J:NT< < I TABL< > J J k J.OO ) /  1 0 )
7 8 2  I..L~:i:N K  I T A L:l..< T >/.1.000 )
7SJ4 L~1:NT< < 1 TABI .< T > -l...t.«  1.000 >/1 0 0  )
7 9 0  Fl.< T )^(.:> ,.,< I..L. )ČB1. *:..;< I.. >Č.B2v I ,.i 'ČP3>P< K )ČE:4 
SJOO YM< i: >~A<> i AJ.«X1.< I...L. ) i A2«X2< L )•« A3>0<3< J  >«-A4xX4< K )
8 0 3  y m :i:n < :i: x = y m < :i: >™g p o u z
8 0 4  y m a x < j: >~y m < j: > « g p g u z
8 0 7  r m t n < :i: >” i::xp< y m :i:n < :i: >>
8 0 8  RMAX< 1. >:=EXP< YMAX< j: ) )
81.0 SR'ci8R « < Y< T >~YM< T ) )Č2
8 2 0  LPR J: NT L'< I...I... ) ,  '■:>< I... >, T< .J >. P< K >, R< i: >, F i.< T >
8 3 0  LF'RTNT X1.< I..L ) ,  X2< L. ) ,  X3< J  ) ,  X4< K ) , Y< T ) ,  YM< T )
831. l p r j :n t  " y m j :n ~ " ; y m j :n < i: >? " y m a x ~ " ? y m a x < j: >? " r m j :n = " ? r m j :n < j: >
8 3 5  L.PRTNT 
SJ40 NEXT J:
8 5 0  SAI«“ !< S R -S E  >/:L2 
8 4 0  F A D " S A H /< G F /3 >
8 4 5  F T M - 8 .7 4  
8 4 4  LPRTNT
8 7 0  i:F  FTM< lr At'i T'ITFN L PR.I.NT "MGTHM.. N T JE  ABFKL'AT AN l"A B ~  “ ; F'AD



5175 L P R IN T "MODFL .JE ADEKUATAN FAD
Q76> L.PRTM!
£179 L P R IN T "B O « "fB O
8 8 0 l .p r :i:m i "(>■’* ;C> "D1.“  " :D1. , " D 2:::" J D2> "
£lS>S:i i .p r  i: MT
8 9 0 i..p r :i:mt "SI'EPEM A F - ,.ia  ,.jl: o d l .i k o
9 0 0 L .P R IM T " " f C f " K'v' K K ” : D 1 : " K Sf -K K " ; B2
9 0 1=; L.PRTMT
91.0 LPRJ.NT "SJAEi= " f S5AD r "S5R* " f SiR r "3 E =  " f
9 4 0 ie:mo

'  FTM™" fFTM

r ’  i B 4

MECTf " k R k k '



10 D li 't  Y< 3A  :>, R< -.36 > , I  I'ADI. < 3 6  >, F I < 3 6  >, YM< 3 6  >
2 0  D I i i  3  >, S< 3  >, T< 3  :>. I:*< 3  >, ('■•< 3  >, X 1 < 3  >, X2< 3  >, X3< 3  >, X 4< 3  > , X ’3< 3  > 
2 3  D i:M YM i:M< 3 6  ) ,  YMAX< 3 6  >, RMAX< 3 6  ) ,  RM J.N< 3 6  )
3 0  F'OR :F-:I. TO 3  
60  RF.AD 0< i: >
3 0  MEX'T' I
6 0  DA'T'A 0 , 6 . 0 , 4 9 , 0  ..6 
7 0  I-TIR I ;r: T 10 3 
■30 l:<EAD 3< i: )
9 0  NFXT I
1.00 DATA O. ;y. O. 6 6 , 0 . 3  
1 :lo f u r - :i: - t 10  3
1.20 RF.AD K  i: )
1 3 0  NFXT :i:
1.60 DA T A O .. 6 , 0  . 4 9  , O . A 
1 6 2  f o r  :i: -- i lO  3
1.43 READ P< 1. )
1 44  N FXT I
1.4'5 DATA I. . O , ! .6 5 ,1 .  . 5 
1 4 6  FOR 'TO 3
1.47 RFAD G< i: )
1 4 0  NFXT I
1.49 DA'TA 1 . 0 . 5 5 . 0 . 3
1 5 0  TOR I« = l TO 3 6
1.60 RFAD R< 1. )
1 7 0  y < :i: >:=:i..oo< r«  :i: > >
1.00 NFXT i:
1 9 0  riA  T'A 2 .0 4 1  , :l. . 7  I 3 , 1 . 5 6 3 , 1 . 0 1 4 , 2 . 2 0 5 , 1 . 9 0 1 , 2 . 0 0 3 , 1 . 9 3  
1.92 DATA 1. .. 3 0 9 ,1 .1 .0 4  . 1... 3 2 9 . 0 . 9 0 9 ,  I - 7 1.1. . 1.. 4 4 7  . I - 5 6 9 ,1 .1 .2 2  
194  DA'T A 2 . 0 4 1 , 1  .3 0 9  , I. . 7:1.3 , .1 . :l.04 , :l. . 5 6 3 ,3 . ,  3 2 9 , 1 . 0 1 4 , 0 , 9 0 9  
1.96 DA'T'A 2 . 2 0 5  , .1 .7  1 1 , 1 . 9 0  1 . 1 . 4 4 7 . 2 . 0 0 3 , 1 .  . 5 6 9  , I . . 9 3 ,1  , 1 22  
2 0 0  DA'T'A 2 . 0 7 0 , 2 . 0 0 3 , 1 . 7 4 9 , 3 . . 7 4 3  
2 ) 0  FOR ]>]. TO 3 6  
2 2 0  RFAD :i:TADL< 1 >
2 3 0  NFXT 1
2 4 0  DATA 3 3 3 3 3 ,1 3 3 3 3 ,3 1 3 3 3  , I. I 3 3 3 ,3 3 3 .3 3 ,1 3 1 3 3 ,3 3  133 ,3 .3 .3 .33  
2 4 2  DA'T'A 3 3 3 1 .3 , 1 .3 3 1 3 ,3 1 .3 1 .3 , I 1.3 1 3 ,3 3  1.1 .3 ,1 3 1 1 3 ,3 1 1 .1.3 ,  111 1.3 
2 4 4  DA'l'A 3 5 3 3  3 , 3.333 3. , 3 1 3 3  I. , 3. 1.3 3  3. , 33133. , 3 .3133., 33.133. , 1 1 131  
2 4 6  DA'T'A 3 3 3 1 1 .1 3 3 1 .1 . , 3 1 3 !. 1., 1 1 31. I. , 3 3  I. 1.1. . 1 3 1 1 1 ,3 1  1.1.1., 1.1111.
2 5 0  DATA 2 ? ' ’2 2 ,2 2 '1 9 2 ,9 2 2 2 2 ,2 2 2 2 2  
2 6 0  FOR J > ! TO 3
2 7 0  X 1 < I  >« \ 1 X< < L.OG< '.'< I  > > - 1. CiR< 1 > > '* ■'< I. OG< U< 3 > > • l„OG< ’.'< 3  > > > »2  f-1 >
200  X2< i: >«=r i:>« < i...oo< o< i > ) -i...oo< o< i. > ) >/< i ..o g < s < i > > -l o g < o < 3 > > >»2 + 1. >
29 0  X3< 1  >- r- :i; x< < i..oo< t < i  > > -l o g < t < i  > > >/< i..o g < t < 1  > > - l .o g < t < 3  > > >»2-m  >
2 9 5  X4< j: > 4 ' l  v;< < |...0G< p< I' > )-LOG< P< 1 > > >/< I...OG< P< I. > >-LOG< P< 3  > > )*2 -H . >
2 9 8  X5< :i: v- i t:x < < i..o g < g < :i: > > - i ..o g < g < :i > > >/< i..oo< g < i > > - i..o g < g < 3  > > >»2-i-i >
30 0  n f x t  i:
3 1 0  FOR I :=:.3. I'O 3 6  
3 2 0  8UMA—OUiiA i 'Y< I  >
3 3 0  NEXT :i:
3 4 0  A 0 ::«£>UMA/36
3 5 0  PA3.~-Y< 3. > * Y< 2  >~Y< 3  > i Y( 4  > ~Y< 5  > * Y< 6  >~Y< 7  > » Y< 8  >
3 5 2  C lA l.-:—Y< 9 > i-Y< 10 >-Y< 1.1. ) i-Y< 12 > -Y< 13 >■( Y< 14 )~Y< 15 > »-Y< 16  >
3 5 4  RA1»:~Y< 17  >•» Y< 18  >~Y< 1 9  >■» Y< 2 0  >-Y< 21  > « Y< 2 2  >~Y< 2 3  > i Y< 2 4  >
3 5 6  S5A1.~-Y< 2 5  M  Y< 2 6  > -Y< 2 7  > i Y< 2 8  >-Y< 2 9  > i Y< 3 0  >~Y< 31. > i Y< 3 2  >
3 5 7  A3.~< F-'A 3. » QA:I.-» RA:I. » 8AT. > /3 2
3 6 0  P A 2 -— Y< 1 >■ •Y< 2 >•» Y< 3  >+ Y< 4 > -Y< 5  > -Y< 6 >+-Y< 7 > i Y< 8  >
3 6 2  Q A2~ - Y< 9  >~Y< 3.0 >» Y< 13. > » Y< 1 2  >~Y< 13  > -Y< 14  > * Y< 3 5  > » Y< 1 6  >
3 6 4  R A 2~ -Y <  17 > -Y< 1.8 > i-Y< 1.9 > i Y< 2 0  >-Y< 21. >~Y< 2 2  >+ Y< 2 3  )+ Y( 2 4  >
3 6 6  S A 2 := •Y< 9 5  )~Y< 2 6  > « Y< 2 7  ) » Y< 2 8  >~Y< 2 9  >~Y< 3 0  > * Y< 3 1  > * Y< 3 2  >
3 6 7  A2~< PA2+0A2+-RA2+-S5A2 > /3 2
3 7 0  l:'A 3 ;-~Y< 3. > - Y< 2  >~Y< 3 >~Y< 4 >•« Y< 5  > « Y< 6  > « Y< 7  >■« Y< 8  >
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371. QA3“ —Y< 9 ) ~Y< 1.0 )-Y <  ] 1 )...Y< J.2 ) i-Y( 12
3 7 2 R A3:-: -Y < 17 )—Y< 18  )—Y< 19 )■ -Y< 2 0 >» y < ;
3 7 3 3 A 3 ::::—Y< 2 3  ) • Y< 2 6  ) —Y< ■*>7 ) •■■■ Y < 2 8  ) i-Y< •;
3 7 4 A 3 “ :< l="f-i3 ♦ Q A 3 iR A 3 * SA3 ) / 7 0
3 7 3 PA4 -  -Y< 1. ) ■ Y< 2 )-Y< 3 ) Y< 4 ) ■■• Y< !5 ) —Y<
3 7 6 Q A 4-:Y< 9  ) i Y< 10 )» Y< 11 >• Y< ;|. 2  ) ( 'y < :i,3 :
3 7 7 R A4:-: -Y< 1.7 )—Y< 1.8 ) -Y< 1.9 ) -Y< 2 0 > y < ;
3 7 8 8 A 4 :=:Y< 2 5  ) • Y< 2 6  ) • Y< / > l Y< 2 8  ) » Y<
3 7 9 A4 ■ ■■(. I-'A4 i QA4 i RA4 «-8A4 ) / 3 **>
3 8 2 l:'A 3-- - Y< 1 ) Y< 2  ) Y< 3  ) . . . Y< 4 >—Y< 5 :> - y <
3 8 3 QA3:“ -Y < 9 )■• Y< 1.0 )-Y <  1 1. ) . . . . Y< 1.2 ) -  Y < 12
3 8 4 R A 5 :” Y< 17  )»Y< 18  ) i  Y< 1 9 >i Y< 2 0  ) 1 Y< 2:1
3 8 3 8 A 3  ::::Y< 23  ) i Y< 2 6  'M Y< 2 7 ) t Y< 2 8  ) i-Y< 2 ;
3 8 6 A5 -:< l ',A i QA3 > RA3 f SA5 >
3 8 8 Y 0 :-< Y< 3 3  ) i Y< 3 4 ) i Y< 3 3 ) ( Y< 3 6  ) ) /  4
3 9 0 F'OR !■■■■ 3 3  'I'O 3 6
4 0 0 s r - s r  i < Y< ) . > -Y 0  :>l:.2
4:1.0 nie:x t  :i:
4 2 0 3 A 0 :-3 6 k a o i’;2
4 3 0 S A l - 3 2 ■>: r-i :i. (’::.2
4 4 0 3 A 2 - :3 2 ■KA2Č2
4 3 0 8 A 3 :=:32>: A3Ć 2
4 3 3 3 A 4 - 3 2 )•: A i4č 2
4 3 8 8 A 5 - :3 2 ■KA5Č2
4 6 0 I-A 0 —8A o /<  8 i: : : /3 )
4 7 0 l: A 1 := 8A i / <  s i : : / 3 )
4 8 0 1- A 2 - :8A 2 /<  8 E /3  )
4 9 0 l: 'A 3 :='8A 3 /<  8 E /3  )
4 9 2 F A 4 ~ 8 A 4 /<  81::73 )
494 F A 5  -SA '5 /<  S E /3  >
4 9 3 F T K -1 .0 . 1.3
496 F-RINT " 'I'JAČA.JNOST k 0 f :f I  C I.JEN ATA
3 0 0 i:f  f t k T A O  TI IEN A<)::"<■) 0 0  T i..i 5 2 0
3:1.0 P R IN 'I AO’=: i i i ' . i
3 2 0 i :f  f t k >EAI. TIIEN  A 1.—0 GOTO 3 4 0
3,-.0 P R IN 'I' " A . l— " ? A.l
3 4 0 II-  l-TK M "A2 TI IEM A 2 :- o r GO'T'O 5 6 0
3 3 0 P R IN T " A 2 :=: " ? A2
3 6 0 l.F FTK >EA3 TI-IEN A 3 ::::o r GO'l'O 371.
3 61 P R IN T " ? A3
3 7  1. j:f  f t k >FA4 l"l !EN A 4 —10 r 001 0 'o /
1 zjy 3 F 'R IN  1 A 4:=: ? A 4
3 7 3 i:f  f t k >EA3 'TI-IEM A 3 :- '0 r GOTO 5 8 0
3 7 7 p r t n t " A 5 :=: " ? A 5
3 8 0 PR 1. M 1
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>=Fi:X< < l...GG< R< L > >” L...OG< p< i. 
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> ) >/< l...GG< P< 1. > >-I...GG< P< 3 > > » 2 -M . )
> > > •''< I..OG< G< .1 > >•••!..OG< G< 3 > ) >»2-M >

8UMA—8UM AiY< I
n e x t  :i:
AO ^S ilJM A/36
PAl--" ■ Y< 1 > * Y< 2  >■■ Y< 3  > i-Y< 4 >■ Y< 5  > » Y< 6  > Y< 7  > * Y< 8  >
Q A1.■-■••■>'< 9 > i Y< 1.0 >—Y< 1.1. >i Y< 1.2 >-Y< 1.3 > i Y< 1.4 >-Y< ! 5  ) i-Y< 1.6 > 
R A l -■■ Y< 17  > * Y< 18  V-Y< :l 9  >-i-Y< 2 0  > - Y< 21 >-»-Y< 2 2  >-Y< 2 3  >-« Y< 2 4  > 
8 A » ::-Y <  2 5  >■( Y< 2 6  > -Y< 2 7  > i-Y< 2 8  >~ Y< .29 > i-Y< 3 0  >--Y< 31. » Y <  3 2  > 
Al~:< PA:I i O A I- i -R A I-s-S A I >732
PA2:::-Y< 1. > ■ Y< 2 X  Y< 3 >1 Y< 4 >--Y< 5  > ~V< 6 >■( Y< 7  )-(-Y< 8  >
Q A 2-~  Y< .)•••• Y< .1.0 >M"< .1.1. >•» Y< 12  >--Y< 1 3  >-Y< 14  X  Y( 1 5  >+Y< 16  > 
RA2=r:.~Y< 1.7 >—Y< 18  >-(-Y< 1.9 >+Y< 2 0  >-Y< 21. )-Y <  2 2  >+Y< 2 3  >+Y< 2 4  ) 
8 A 2 ——Y< 2 5  >~ Y< 2 6  > «-Y< 2 7  > i-Y< 2 8  > - '
A2 <  PA2-I- OAO-I RA2-I-SA2 >732
l:,A3="-~Y«' 1 >—Y< 2  )—Y< 3  >-Y< 4  >-»-Y< 5  >-»Y< 6  >-• Y< 7  > *Y< 8  >



73

371. QA3-~ y < 9 :
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5 6 1 LP’E IM I "|A7:.: " ;  A 3
571. j:f  i- t k >1 "A4 t i ii::n A4'-<) : GOTO 5 7 5
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8 0 5 y m i :n < i: >~YM< I  ) -GPOUZ
8 0 A YMAX< 1. ■' = YM< I  > > i i l ’GU:/
8 0 7 rm  i:n < i: >•1: XP< YM I.N< 1 > >
8 0 8 RMAX< .1. ' ==i: x i:,< y m a x < :i: :> '
81.0 8 R - 8 R i < y < i: > •y m < i  > x,:2
o o o L .P R IN r MM > , 8< M > . T< L > . P< J  > - G< K > - R< I  > . 1" 1 < 'l )
8 5 0 L.PRIN' f X ].< 'MM ) ,  X2< M > , X3< 1. .), X 4< . I ) ,  X5< K >. Y< I  >, YM< I  >
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8 7 9 L.F'RINT "D0 =: " H DO
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8 8 5 I . .PRINT
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P R I L O G 9.

PRO G RAM I ZA O B R A D U  E K S P E R IM E N T A L N I  

POMOĆU M ETO D E N A JM A N JIH  K V A D R A T A : I II III IV

I -  H I P E R B O L IČ N A  Z A V IS N O S T

II -  S TE PE N A  Z A V IS N O S T

I I I  - E K S P O N E N C IJA L N A  Z A V IS N O S T

IV  -  L O G A R IT A M S K A  Z A V IS N O S T

P O D A T A K A
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K c A U ( 5 / ’r ) ( X ( i  ) /  I  = 1 /  f. )

U = 0 .
Y =0 .
£ = 0 .
F =0 .
T = u .
D 0 2 1 = I /  ‘ J 
U = U + A L 0 0 ( Y (. i  ) -  Y 0 ')
Y = V + AlOO<X(D)
CONTINUE
U S = U /  iJ
vs = v /;j
1)0 4 1=1/ . ^
E = £ + < A L 0 G ( Y ( i  ) -  Y 0 ) -  0 D  * * t 
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F 0 r< A A T ( I ,< / 1 h P . li I J S < ~ L> I 3 ? L X r I  J A T. X = ’ /  F 1 0 . 4  )
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E N = R 0 * 3 Y / S X
CE = E x P ( U 3 - k O * ( s  Y / S X ) * v D  
K H I T c ( 1 1 / 1 0 j 1)  k
F 0 RM A T ( 1 X /  ' K i k F i L l J r . t r  •.') .<.. c KC I J E -: •')= 1 /  F - . . 5 )
W R 1 T t  ( 1 1 /  1 U _ D  Y u /  C _ /  £ .v
FOI C1AT( 1X/  ' K k I 'vM  I'-IA u ■ L i \  : Y = 1 /  f •. :  /  1 + 1 /  r 1 0 . 5  / l X * * , / F B . 5 )  
W R I  T fc ( 1 1 /  l 0 u i  )
F 0 R M A r ( 1 X / l * * * * " ,»,r,r* * * * * * r:ir* * * ' * * * * * * * *  + * +  * + ' * * * * * * )
WRI  Tfc <1 1 /  1 1)04 )
FOki-lAT ( 1 X /  1 Y -IUJ Y < 1 )
Y S = 0 .
X S = 0 .
L) 0 o I  = 1 /  •■•
Y f"i 0 Đ = Y 3 +C :  * X ( I )  * * L i
Y Y = Y ( I )
X X = X ( I )
W R I  T E (1 1 /  l 0 J J ) Y ' C j  /  Y Y /  X /.
Y S = Y S * Y ( I )
XS = X S« - X ( I )
C 0N r i  N0 L
Y s = Y S /  IN 
X S = X S /  N
W R I T  fc (1 1 /  1 J 1 5 )  Y S 
W R I  T E ( 1 1 / 1 0 1  <•) X j
F 0 R i'I A T ( U / ' S k t U . j A  V •< I  J : J ’J )  : T Y > ‘. = ' / F  i . O  
FCRMAT ( I a / ' S k  j.JJ A v -I I J 1 -J.iOST < j  • = 1 /  F , .  4 )
F 0 R,-! A 7 ( i  F 1 b . d )
S T0P 
END

76.



77.

P U 0 G - A f‘i L X P J 
D I  l'i t  N S I  U N Y ( (5 0 ) ,  X ( J )

R i i ADCJ / i O i U / f }
R Ć A D C 5 / * )  ( Y ( l  ) / ! - ) / : » )
RL AJ ( (j ,  * ) ( X C1 ) /  1= I /  .1)

U = G.
V = J .
C: =0 .
F =U.
T  = J .
U 3 2 1 = 1 / 4
U = U+ALu-;.C f O- YC I ) )
V = V + 4 L 0 o ( X ( D )

2 CONT 1 NU '=
U 5 = U /  N
V S = V /  N
00 H 1 = 1 / 1
E = c + ( A L 0 G ( Y 0 -  Y ( D  ) -  U D  *  * ?
F = F+ ( A L 0 o ( a C 1 ) ) - V S ) * * £.
T = T + ( A L 0 G ( Y J -  Y ( D  ) “  U b ) * ( / L 'J!. ( a ( D  ) "  V 'i )

A ( O N T i l . u L
5Y = S v J R T ( f c / ( i - D )
S X = S Q RT ( F /  C.J-1 ) )
W R 1 T d U  1 ,  1 0 1 0 ) 5 1
W R 1 T E ( 1 1 ,  1 j  1 D  S X

1U1U FORrlAT (1 X ,  1 t  -IP 1 *  i  J a «. A (i I r  2 fs. 1 1 J A 5Y= ' / F 1 0 . U
1011 FOR 1AT (1 X /  ' c P  1 P. I J 5 < A u I . P :  2 I  J A 5 X = 1 /  F 1 'J . a )

r . 0 = T / ( S Y * o X * (  I -  D  ) 
ć N = K U * i Y / S X
CE = E X P ( U S - k O * ( o Y /  j X ) *  V o )
N S l T c  ( 1 1 /  1 O J 1 )  P j

1 j U1 F 0 R M A T ( 1 X ,  ' Ku t  F I  C 1 J i  T <0R c L ŠC I J -2 ‘U =  ' , F  . 5 )
W R1 T fc( 1 1 ,  i J j f c )  Y 0 / C- / fc N

100 2 F 0 K M A T ( 1 X ,  ' f . R l V A  1 1A O c L K  : Y = ' /  F 1 2 . 5 ,  ' -  ' ,  F 1 2 . ,  ' X * *  ' ,  F 8 . 5  )
WR1 Tfc ( l 1 / 1 0 0 i )

1 UO 3 F 0 R M A T ( 1 X ,  1 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  * + > < * * * * + * *  + * * * * '  )
U R I T t  ( 11 ,  1 O J A )

10UA F O A M A T ( 1 X , '  YM0L» Y X ' )
V S = 0 .
X S = 1 j  ■
D 0 o i  = 1 /
Y vlUD = Yu 
Y Y = Y ( D  
XX = X ( I )
W R 1 T E ( 1 1 ,  1 0 'J 3 ) Y -i u 'J /  ( r /  a \
YS = Y3+Y ( I )
X S = X S + X ( I )

6 C 0 N T I  >V U t
V S = Y 5 /  N 
X S = X S /  .%’
W R I T  E ( 1 1 , 1 0  15)  Yo 
J R I T E  (1 l , 1j 1 5) X j

1015 F 0 R rl A T (1 X /  ' 3 R fc Lmn J A V - I J - u l O - T  Y S R = 1 ,  F . -, )
1 016  FOKi-lAT (1 X ,  ' S K č j  N J A V R I J  = J • I 0 S T X S = ' ,  F . N )
1 005 F 0 R MA T ( j F 1 u . 5 )

STOP
END
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P R 0 <i K A ;■! *: X K J,
(. Y = C £ * č A ? ( i i ; * X )

D I  rl C *< S I  0 •<) Y ( j  U ) /  X O  'J >
r \ t A D ( ? / * )  N
HhAU (.5 /■ * ) ( Y ( I ) / I  = 1 /  i l )
• < £ A i / ( l > / * )  ( X ( i  ) /  X = 1 /  i; )

U = J .
Y = J.
£ = U .
F = 0 .
T = 0 .
1)0 2 I  = I /  4
U = U + A1_Qj (Y ( i )  )
Y = V + X ( i  )

2 C 0 N T I N U L
U S = U /  N
Y S = V /  N
D 0 4 I  = 1 /  \
£ = £+ ( A L O G ( Y ( l )  ) “ u S)* * 2 
F = F + ( X ( I  ) - v i ) * * :
T = T + ( A L O ' j ( r ( I ) ) - u i ) * ( x ( I ) - ^ )

4 C 0 NT I .JU£
SY = SsjRT <E /  ( 1 - 1  ) )
S X = 3 0 q T ( r /  ( N -  1) )
W ? I  r £ ( 1 I ,  I 01 U ) 3 Y 
.V k I  T £ ( 1 1 / 1 3 1 1 )  S*

1U1D FOKI-1AT ( 1 X / 1 £ i F l K i  J j v A L- I 3 r» £ •'( L I J A >'= 1 , F 1 0 .4  }
1011 F0K?1MT ( 1 X /  1 t : ' l ? l  !< I J Sr. \ U l o K F ' k / i J A  SY= ' /  F 1 fJ • 4 )

KO = T /  ( j Y * 3 a * ( i\ “ 1 ) )
£ N = k O * S Y / 3 X
C f. = E X P ( U S -  K J * ( 3 Y /  o X ) * V >)
w R 1 T t  (1 1 ,  1 U 'J 1 ) k <j

1001 F O R M A T d  X,  ' KOt F 1C 1J 1 M  v ORCL ACI  J £. kO= ’ / F A . 5 )
WR I T c ( 1 1 / 1 u j c ' )  C ć / U

1UU2 F* JRMAT( 1X/  ' K H I V A  0 < L I K  : Y = ' ,  F 1 5 . j ,  ' * E. X P ( X *  ' /  F 1 5 . .4 ,  ' ) 1 )
W R i r t ( 1 1 / 1 0 u J )

1 00 J F 0 A M A T ( 1 x /  l * * * * * * * ' * / * ,\ * / i * * / i * i r* ' * * * * * * , *' + * * * * ' * * ,,r* * * * )
W A I  T c (1 1 /  U O m )

1004  F 0 R M A T ( 1 X ,  1 Y L U  Y ( ' )
Y S = 0 .
A 3 = 0 .
o  o 6 : = 1 ,
Y MOD = C L * r '  F ('< ( i  )
Y Y = Y ( I )
X X = X ( I )
W K I T c ( 1 1 / 1 o j 5)  V i! j 0 /  l Y /  * n
Y S = Y i> + Y (1 )
XS = X$ + X ( 1 )

0 C O N T I N U £
Y S = Y S /  N 
X S = X S /  N
W K I  T £ ( 1 1 / 1 U I 5 )  Y
W P. I  T L (1 1 /  1 1 0 ) X j

1 0 1 j  FOR.iAT (1 .</ ' SRt D. t J A v -i I J 0 L U L T Y 3 R = 1 ,  F 3 . )
1016  FOKMAT (1 < ,  1 a •< 11, ' i  J A V 4 i  J t i.’ NO S T * .> - = ' ,  c )
10 0 5 F 0 K .'•! A T ( 5 F 1 U . 3 )

STOP 
£ N v

I I I



IV
79.

p r 'j g r< 4 1'-, e x r  ;<
C Y = L C + E N * w L O ' j ( x )

D I K c l o U N  r ( J t i ) , X ( J 0 )
K E 4 L' l i;  /  « )
R E A D C 5 / * )  C Y ( 1 ) / I = 1 /  i i ) 
R E A u C j / 1’ ) C ,< C I ) /  I  = 1 / I■;)

u = o . 
v = o . 
e = o .
F = u .

T  =0 .
DU l 1= 1 / 1  
U = U + Y ( I )
V = V +  4 L 0 ' j  C X (  I  )  )

l CONTIN'Jc
U S = U /  N
V 5 = V /  N
D C 4 1 = 1 / )  
t  = E+ ( Y ( I ) - U S ) * * i ' ;  
F = F + ( A L O G ( X ( I ) ) - v S ) » * U  
T = T + ( Y ( I ) - U S ) * ( A L 0 L - ( X ( I ) ) - V 3 )  

4 C 0 N T i  N U E
S Y = 3 0 R T ( č /  ( :-J — ! ) ) 
S X = S U R T ( F / ( m - 1 ) )

1 01 0

W R I T E ( 1 1 / 1 0 1 0 )
WRI T k ( 1 1 , 1 0 1 1 )
F 0 R ,’l A T ( 1 X / ' t  ,-i P I

j Y
S X
r t i J S K 1' D 1 j i ' E  '■ L I  J ' S Y = ' / F 1 0 . 4 )

1011 F 0 K.-1AT ( 1 X/  ' t ' l r  1 , < I J S < h J I  j f ' S R L  I  J 4 s x = 1 /  F 1 0 . 4 )

1 001

R 0 = T / ( S Y * S X * ( N - 1  
L N = R 0 * S Y / j X 
C č = U S - R 0 * ( S Y / S x )  
WRI T L ( 1 1 /  1 uU'l ) .< 
F 0 Ri'l A T ( 1 X /  ' k U c F

) )

*  V s
0
I  C j J , 1 r , u : : : L / ,C  i  J . P0 = 1 /  F ■ . 5 )

URI TE ( I 1 /  I U.J2) CE / F,i
1 0 0 2 F 0 n i-, A T (1 X /  ' ^ r i i  V k 1 ’ 4 u i L i  \  : Y = ' /  F 1 'j  . 5 /  ' + ' /  F 1 G . 5 /  ' * L 0 G ( X ) ' )

U R I T t  (1 1 / l U i J j )
1 00 5  FOF^i' IAT ( 1 X /  1 / 1 )

U R I T c  ( I 1 /  1 UJ 4 )
1 0 U 4 F 0 i< M A T ( 1 < / 1 Y -10 u Y < ' )

Y S = 0 .
XS = 0 .
00 6 1 = 1 / ,
Y^0D = CL + F' i * 4 L U u ( X ( I ) )
YY = Y ( I )
XX = X ( I )
w r i t e ( 1 1 / 1 j J 5 )  y <■:w j /  y y /  >;x
YS = YS + Y ( I )
X S = X S X ( I  )

6 CONTI NUE
Y S = Y S /  N 
X S = X S /  is
w R I T  £ ( 1 1 / 1 0  15)  t S
W R I  T E (1 1 /  1 0 1 j ) X I

1015 F 0 R !•) A T ( 1 X /  1 S '< z J N J w V K I  J : J N 'J S T Y ■> *' = 11 /  F o . )
1 U1 6 FOKMAT ( 1 .</ 1 o-vEDUJA V R 1 J c i> 'i J S T X S L' = '1 /  F o . 4 )
1 005 F 0 R M A T ( 5 F 1 U . j )

S TOP 
END
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P R 1 L O G 10.

K A R A K T E R IS T IČ N I  IZ L A Z I SA R A Č U N A R A  ( L I S T I N Z l ) :

1. 

II .

( 6 . 3 .1 )

( 6 . 4 . 1 )

111. ( 6 .4 .2 )

IV . ( 6 . 4 . 3 )

V . ( 6 . 5 . 1 )

V I . ( 6 . 5 . 2 )

V I I . ( 6 . 6 . 1 )

V I I I ( 6 . 7 . 1 )

IX . ( 6 . 7 . 2 )

X . ( 6 . 7 . 3 )

X I . ( 6 . 7 . 4 )

X I I . ( 6 . 7 . 5 )

X I I I . ( 6 . 7 . 6 )

X I V . ( 6 . 8 . 1 )

X V . ( 6 . 8 . 2 )

X V I . ( 6 . 8 . 3 )
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I .

ZNACflJNDST KGJ E FI CI J ENATf l
fl0= 4 . 96646
fll= - . 0712783
fl2= . 0 9 0 5 1 3
A3= . 088 9 2 2 5
A1=-.0 5 5 0 I 21
A5= . 0603579

v m m S(hl T(LI P(J) G(K) 8 (1) Fl(I)
. 3 1.5 . 1 .4 . 3 120 1 2 8 . 5

- l -1 -1 -1 -1 4 . 7 8 7 4 9 4 . 8 5 5 9 3

I 1. 5 . 1 . 4 . 3 110 110. 74 1
l -1 -1 -1 -1 4 . 7 0 0 4 8 4 . 7 0 7 3 7

. 3 1. 8 .1 . 4 . 3 150 1 54 . 009
- l 1 -1 -1 -1 5 . 0 1 0 4 4 5 . 03701

l 1. 8 . 1 . 4 . 3 135 132. 74 9
l 1 - 1 -1 -1 4 . 9 0 5 2 8 4 . 8 8 8 4 4

. 3 1. 5 . 4 . 4 . 3 150 153 .51 1
-1 - 1 1 -1 -1 5 . 0 1 0 4 4 5 . 0 3 3 7 7

1 1. 5 . 4 . 4 . 3 130 13 2 . 3 1 9
1 -1 1 - 1 -1 4 . 8 4 7 5 3 4 . 8 8 5 2 2

. 3 1. 8 . 4 .4 . 3 175 183. 98 4
-1 1 1 - 1 -1 5 . 1 4 4 7 9 5 . 2 1 4 8 4

1 1. 8 . 4 .4 . 3 140 1 58 . 587
1 1 1 -1 -1 5 . 0 7 5 1 7 5 . 0 4 4 3

. 3 1. 5 . 1 . 4 . 3 115 1 15 . 112
-1 -1 1 -1 4 . 7 4 4 9 3 4 . 7 4 5 9

1 1 . 5 .1 . 4 . 3 105 9 9 . 2 2 0 8
1 -1 -1 1 -1 4 . 4 5 3 9 4 4 . 5 9 7 3 5

.3 1 . 8 . 4 . 6 . 3 140 1 37 . 944
! -1 1 -1 4 . 9 4 1 4 4 4 . 9 2 4 9 9

1 1. 8 .1 . 4 . 3 130 118. 91 8
1 1 -1 1 -1 4 . 8 4 7 5 3 4 . 7 7 8 4 3

.3 1.5 . 4 . 4 . 3 140 1 37 . 517
-1 -1 1 1 -1 4 . 9 4 1 4 4 4 . 9 2 3 7 5

1 1. 5 . 4 . 4 . 3 110 1 18 . 533
1 -1 1 1 -1 4 . 7 0 0 4 8 4 . 7 7 5 1 9

.3 1. 8 . 4 . 4 . 3 180 144 . B I 7
- J 1 1 1 -1 5 . 1 9 2 9 4 5 . 1 0 4 8 4

I 1 . 8 . 4 . 4 . 3 1 35 . 18 14 2 . 0 4 4
1 1 i 1 -1 4 . 9 0 4 4 1 4 . 9 5 4 2 8

.3 1 . 5 .1 . 4 . 7 145 14 4 . 9 8 7
-1 -1 -1 -1 1 4 . 9 7 4 7 3 4 . 9 7 4 4 4

1 1. 5 .4 .4 . 7 125 1 2 4 . 9 7 2
1 -1 -1 -1 1 4 . 8 2 8 3 1 4 . 8 2 8 0 9
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. 3 1. 8 .4 .4 . 7 170 173 .77
-1 1 -1 -1 1 5 . 1 3 5 8 5 . 1 5 7 7 3

1 i . a .4 .4 . 7 140 149. 781
1 l -1 -1 1 4 . 9 4 1 4 4 5 . 0 0 9 1 7

. 3 1. 5 . 4 .4 . 7 185 173 .20 7
-1 - l 1 -1 1 5 . 2 2 0 3 4 5 . 1 5 4 4 9

I 1 . 5 . 4 .4 .7 140 149. 29 4
1 -1 1 -1 1 5 . 0 7 5 1 7 5 . 0 0 5 9 3

. 3 1. 8 . 4 .4 . 7 215 2 0 7 . 5 9 2
-1 1 1 -1 1 5 . 3 7 0 4 4 5 . 3 3 5 5 8

1 1. 8 . 4 . 4 . 7 190 178. 93 4
1 1 1 - 1 1 5 . 2 4 7 0 2 5 . 1 8 7 0 2

. 3 1. 5 . 4 . 4 . 7 140 129 .881
-1 -1 -1 1 1 4 . 94144 4 . 8 4 4 4 2

1 1 . 5 .4 . 4 . 7 110 111. 95 1
1 -1 -1 1 1 4 . 7 0 0 4 8 4 . 7 1 8 0 4

.3 1. 8 . 4 . 4 . 7 150 155. 44 5
-1 1 -1 1 1 5 . 0 1 0 4 4 5 . 0 4 7 7 1

1 1. 8 . 4 . 4 . 7 130 1 34 . 174
1 1 -1 1 I 4 . 8 4 7 5 3 4 . 8 9 9 1 5

. 3 1. 5 . 4 .4 . 7 150 155. 14 1
“ 1 -1 1 1 1 5 . 0 1 0 4 4 5 . 0 4 4 4 7

1 1 . 5 . 4 . 4 . 7 125 133 .741
1 -1 1 1 1 4 . 82831 4 . 89 59 1

.3 1 . 8 . 4 . 4 T • 1 175 185. 94 4
-1 1 1 1 1 5 . 1 4 4 7 9 5 . 2 2 5 5 5

1 1 . 8 . 4 . 4 . 7 1 41 . 34 1 40 . 292
1 1 1 1 1 5 . 0 8 3 5 1 5 . 0 7 4 9 9

.55 1 . 4 5 . 4 9 . 49 . 4 4 155 1 4 4 . 12
0 0 0 0 0 5 . 0 4 3 4 3 4 . 9 4 4 4 4

.55 1 . 4 5 .49 .49 .44 142 1 4 4 . 12
0 0 0 0 0 4 . 9 5 5 8 3 4 . 9 4 4 4 4

.55 1 . 45 .49 . 4 9 .44 140 1 4 4 . 12
9 0 0 0 0 4 . 9 4 1 4 4 4 . 9 4 4 4 4

.55 1 . 4 5 . 4 9 . 49 . 4 4 145 1 4 4 . 1 2
l 0 0 0 0 4 . 9 7 4 7 3 4 . 9 4 4 4 4

MGDEL J E ADEKVATAN FAD= 1 . 3 5 1 9 4  <FTM= 8 . 4 3

B0= 0
C= 102. 45 8 B l = - , 123389 B2= . 9 9 3 2 2 3 B3= . 4 3 8 4 2 B4 = - , 27135 3 B5= . 1 4 2 4 7 2

STEPENA F - JA J E  OBLIKA
FN= 102. 45 8 •V * « - . 123389 t S »* . 9 9 3 2 2 3  *T » f  , 4 3 8 4 2  »P*»- . 2 7 1 3 5 3  »G»» . 1 4 2 4 7 2

SAD= 9.7dl41F-<n SR= .0901&02 SF= A.0fl7li.F-fll



ZNACAJNOST KOJ E F I C I J E N A T A
fl0= 1 . 13 20 2
A l = - . 21910
02= . 27 B193
03= .2 45 33 1
0 4 = - . 0 6 0 1 3 3 4
05= . 164 75 7

(MH) S (H) T (L ) P (J ) G (K) R U I F l (I )
.3 1. 5 . 4 . 4 . 3 1 . 983 2 . 06071

-1 -1 -1 -1 .684 61 1 . 7 2 3 0 5

1 . 5 . 4 . 4 . 3 1 . 28 4 1 . 32935
-1 -1 -1 -1 . 24998 . 284689

.3 1. 8 . 4 . 4 . 3 2 . 9 9 6 3. 59 461
1 -1 -1 -1 1 . 0 9 7 2 8 1. 27 94 4

1. 8 . 4 .4 . 3 2 . 4 5 8 2 . 3 1 8 8 6
1 -1 -1 -1 . 8 9 9 3 4 8 . 841076

. 3 1. 5 . 6 .4 . 3 3 . 8 6 3 . 3 6 5 9 5
-1 1 -1 -1 1 . 35067 1. 21371

1 . 5 . 6 . 4 . 3 2 . 6 3 8 2 . 1 7 1 3 5
-1 1 -1 -1 . 970 02 1 .775351

. 3 1. 8 . 6 .4 . 3 5 . 1 9 5 5 . 8 7 1 4 3
1 1 -1 -1 1 . 6477 1.7701

1 . 8 . 6 . 4 . 3 3 . 5 4 4 3 . 7 8 7 6 2
1 1 -1 -1 1 . 2 6 5 2 6 1 . 33174

. 3 1 . 5 , 4 . 6 . 3 2 . 201 1 . 82 72
-1 -1 1 -1 . 7 8 8 9 1 2 . 602783

1. 5 . 4 . 6 . 3 1 . 27 8 1. 17871
-1 -1 1 -1 . 2 4 5 2 9 6 . 164423

.3 1 . 8 . 4 . 6 . 3 3 . 5 0 3 3 . 1 8 7 2 9
1 -1 1 -1 1 . 2 5 3 6 2 1 . 15917

1 . 8 . 4 . 6 . 3 2 . 7 6 9 2 . 0 5 6 1
1 -1 1 -1 1 . 0 1 8 4 9 . 7 2 0 8 0 9

.3 1 . 5 . 6 . 6 . 3 1 . 704 2 . 9 8 4 5 4
-1 1 1 -1 . 5 3 2 9 7 9 1 . 09344

1 . 5 . 6 . 6 . 3 1. 311 1. 92 531
-1 1 1 -1 . 2 7 0 7 9 . 6 5 5 0 8 5

.3 1 . 8 . 6 . 6 . 3 7 . 7 1 5 5 . 2 0 6 1
1 1 1 -1 2 . 0 4 3 1 7 1 . 6 4 9 8 3

1. 8 . 6 . 6 . 3 4 . 1 8 7 3 . 3 5 8 4 2
t 1 1 -1 1 . 4 3 1 9 8 1 . 2 1 1 4 7

.3 1. 5 . 4 . 4 . 7 3 . 1 2 . 8 6 4 9 9
- 1 -1 -1 1 1 . 1 3 1 4 1 . 0 5 2 5 6

1 1 . 5 . 4 . 4 . 7 2 . 1 8 1 . 8 4 8 1 8
1 -1 -1 -1 t . 7 7 9 3 2 5 . 6 1 4 2 0 3



.3 1 . 8 . 4 . 4 . 7 4 . 4 4 4 4 . 9 9 7 5 4
-1 1 -1 -1 1 1. 53 40 1 1 . 40895

1 1. 8 .4 .4 . 7 2 . 7 8 5 3 . 2 2 3 8 9
1 l -1 - 1 1 1 . 0 2 4 2 5 1.17 05 9

. 3 1. 5 . 4 .4 . 7 5 . 3 2 4 4 . 4 7 9 4 4
-1 -1 1 -1 1 1 . 4 7 2 4 1 . 54 32 3

1 1. 5 . 4 . 4 . 7 3 . 4 3 9 3 . 0 1 8 8 2
1 -1 1 -1 1 1. 29 17 1 1 . 10 48 7

. 3 1. 8 . 4 . 4 . 7 8 . 1 9 7 8 . 1 4 3
-1 1 1 -1 1 2 . 1 0 3 7 7 2 . 0 9 9 4 1

1 1 . 8 . 4 . 4 . 7 5 . 1 7 8 5 . 2 4 5 9
1 1 1 -1 1 1 . 4 4 4 4 2 1 . 44125

. 3 1. 5 . 4 . 4 . 7 2 . 9 4 4 2 . 5 4 0 3 4
-1 - 1 -1 1 1 1 . 0 7 9 7 7 . 932297

1 1 . 5 . 4 . 4 . 7 1 . 412 1 . 43 87 5
1 -1 -1 1 1 . 477474 .4 93 93 7

. 3 1. 8 . 4 . 4 . 7 3 . 7 3 4 4 . 43124
-1 1 -1 1 1 1 . 31802 1. 48 848

I 1 . 8 .4 . 4 . 7 2 . 4 0 4 2 . 8 5 8 5 8
1 t -1 1 1 . 877 13 4 1 . 05032

.3 1 . 5 . 4 . 4 . 7 4 . 8 4 3 4 . 1 4 9 3 8
-1 -1 1 1 1 1 . 57753 1 . 4 2 2 9 4

l 1 . 5 . 4 . 4 .7 2 . 2 9 8 2 . 4 7 4 7 4
1 - I 1 1 1 . 8 3 2 0 3 9 . 9 8 4 5 9 8

. 3 1. 8 . 4 . 4 . 7 7 . 9 4 5 7 . 2 3 8
-1 1 1 1 1 2 . 0 7 5 0 4 1 . 97935

1 1. 8 . 4 . 4 . 7 4 . 9 4 2 4 . 4 4 9 1 9
1 1 1 1 1 1.40 18 1 1 . 54 09 8

.55 1 . 4 5 . 4 9 .49 . 4 4 2 . 9 4 8 3 . 1 4 1 9 3
0 0 0 0 0 1 . 0 8 7 8 9 1 . 13202

.55 1 . 4 5 . 4 9 .49 .44 2 . 7 0 8 3 . 1 4 1 9 3
0 0 0 0 0 .994 21 1 . 1 3 2 0 2

.55 1 . 4 5 .49 .49 . 4 4 2 . 7 0 4 3 . 1 4 1 9 3
0 0 0 0 0 . 9 9 4 7 3 2 1 . 1 3 2 0 2

.55 1 . 4 5 . 4 9 .49 . 4 4 2 . 4 4 3 3 . 1 4 1 9 3
0 0 0 0 0 . 9 0 1 3 8 1 . 1 3 2 0 2

MDDEL J E ADEKVATAN FAD= 7 . 9 4 9 0 2  <FTM= 8 . 4 3

B0= 0
C= 1.42 27 7 B l = - . 344 09 5 8 2= 3 . 0 5 1 4 8 B3= 1 . 2 1 0 1 2 B4 = - . 294414 B5= . 3 8 8 9

STEPENA F - J A  J E  OBLIKA
FH= 1. 42 27 7  »V t * - . 34 40 95  *S i * 3 . 0 5 1 4 8  *T*» 1 . 2 1 0 1 2  *P* * - . 29 44 14  *6 ** . 3 8 8 9



ZNflCflJNDST KOJ E F I C I J E N A T A
fl0= . 574 78 4
fll= . 25 5433
A2 = - . 0949585
A4= . 041841
A5 = - . 0814947

v (HN) s i m T (L ) P (J 1 G (K) R ( 1 1 F 1 (11
. 3 1. 5 . 4 .4 . 3 1 . 728 1. 54 474

-1 -1 -1 -1 -1 . 5 4 4 9 4 5 . 434145

1 1. 5 .4 .4 . 3 2 . 5 7 8 2 . 5 7 8 0 5
1 -1 -1 -1 -1 . 947014 . 947032

.3 1 . 8 . 4 . 4 . 3 1 . 555 1.27411
-1 1 -1 -1 - 1 . 441474 . 242248

1 1 . 8 .4 .4 . 3 2 . 1 1 4 2 . 1 2 3 4
1 1 -1 -1 -1 . 7 4 8 5 8 2 . 753115

.3 1 . 5 . 4 .4 . 3 1 . 4 8 3 1. 54 474
-1 -1 1 -1 -1 . 3 9 4 0 4 7 . 4 3 4 1 4 5

1 1 . 5 . 4 . 4 . 3 2 . 1 4 5 2 . 5 7 8 0 5
1 -1 1 -1 -1 . 7 7242 . 947 03 2

.3 1. 8 . 4 . 4 . 3 1 . 3 0 3 1. 27411
-1 1 1 -1 -1 . 2 4 4 4 4 9 . 242248

1 1. 8 . 4 . 4 . 3 1 . 9 0 9 2 . 1 2 3 4
1 1 1 -1 -1 . 4 4 4 5 8 . 753115

.3 1 . 5 . 4 . 4 . 3 1 . 3 8 9 1. 75041
-1 -1 -1 1 -1 .32 8584 . 559847

1 1 . 5 . 4 . 4 . 3 2 . 4 0 4 2 . 9 1 7 4 4
1 -1 -1 1 -1 . 8 7 7 9 4 4 1. 07071

.3 1 . 8 .4 . 4 . 3 1 . 21 4 1 . 44 18 5
-1 1 -1 1 -1 .193 92 1 . 3 4 5 9 3

1 1 . 8 . 4 . 4 . 3 2 . 7 9 4 2 . 4 0 3 1 9
1 1 -1 1 -1 1 . 0 2 7 4 7 . 874797

. 3 1 . 5 . 4 . 4 . 3 2 . 5 4 1. 75 04 1
-1 -1 1 1 -1 . 9 4 0 0 0 7 . 5 5 9 8 4 7

1 1 . 5 . 4 . 4 . 3 4 . 3 4 2 . 9 1 7 4 4
1 -1 1 1 -1 1 . 4 4 7 8 7 1. 07071

.3 1. 8 . 4 . 4 . 3 1. 011 1 . 44185
1 1 1 -1 . 0 1 0 9 3 9 8 . 3 4 5 9 3

1 1 . 8 . 4 . 4 . 3 2 . 3 4 2 . 4 0 3 1 9
1 1 1 1 -1 . 8 5 8 4 4 2 . 8 7 4 7 9 7

. 3 1. 5 .4 . 4 . 7 1 . 4 1 7 1 . 31 34 1
“ 1 -1 “ 1 -1 1 . 3 4 8 5 4 2 . 2 7 2 7 7 4

1 1 . 5 .4 . 4 . 7 2 . 1 8 2 . 1 8 9 4 3
1 -1 -1 -1 1 . 7 7 9 3 2 5 . 7 8 3 4 4 2
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.3 1 . 8 .4 .4 . 7 1 . 1 3 2 1 . 08205

1 -1 -1 1 . 1 2 3 9 8 6 . 0788589

1 1. 8 .4 . 4 . 7 1 . 927 1.80 34 9
1 1 -1 -1 1 , 6 5 5 9 6 4 . 589 72 5

.3 1. 5 .6 . 4 . 7 1 . 255 1.31361
-1 -1 1 -1 1 . 2 2 7 1 3 6 . 272776

1 1. 5 . 6 .4 .7 1 . 962 2 . 1 8 9 4 3
1 -1 1 -1 1 . 6 7 3 9 6 4 . 783642

.3 1. 8 . 6 .4 .7 1. 037 1 . 08 20 5
-1 l 1 -1 1 . 036 3 3 1 8 . 078 8 5 8 9

1 1. 8 . 6 . 4 . 7 1. 757 1 . 80 34 9
1 1 1 -1 1 . 5 6 3 6 0 8 . 589725

.3 1. 5 . 4 . 6 .7 1. 504 1 . 48 65 5
-1 -1 -1 1 1 . 40 8 1 2 8 . 39 6 4 5 8

1 1. 5 .4 . 6 . 7 2 . 5 3 6 2 . 4 7 7 6 8
1 -1 -1 1 1 . 930588 .90 7324

.3 1.8 . 4 . 6 . 7 1. 328 1. 22451
-1 1 -1 1 1 . 283674 .2 02 54 1

1 1. 8 . 4 . 6 . 7 2 . 1 1 4 2 . 0 4 0 9 3
1 1 -1 1 1 . 748582 . 713 40 7

. 3 1 . 5 . 6 . 6 . 7 1. 3 1 . 48655
-1 -1 1 1 1 . 262 36 4 . 396 45 8

1 1. 5 . 6 .6 . 7 2 . 2 4 2 . 4 7 7 6 8
1 -1 1 1 1 . 806476 . 907324

. 3 1. 8 . 6 . 6 . 7 1. 3 1. 22 45 1
-| 1 1 1 1 . 262 36 4 .202 54 1

1 1. 8 . 6 . 6 . 7 2. 1 2 . 0 4 0 9 3
1 1 1 1 1 . 741937 . 7 1 3 4 0 7

.55 1 . 6 5 . 4 9 . 49 .46 1 . 72 2 1 . 77086
0 0 0 0 0 . 5 4 3 4 8 6 . 574786

.55 1 . 6 5 .49 .49 .46 1. 721 1 . 77086
0 0 0 0 0 . 5 4 2 9 0 6 . 57 4 7 8 6

.55 1 . 6 5 . 4 9 .49 .46 1 . 918 1 . 77 08 6
0 0 0 0 0 . 6 5 1 2 8 3 . 5 7 4 7 8 6

.55 1 . 6 5 .49 .49 . 4 6 1 . 8 8 6 1 . 7 7 0 8 6
0 0 0 0 0 . 6 3 4 4 5 8 . 5 7 4 7 8 6

U
J

U
J ADEKVATAN FAD= 8 . 1 4 6 3  <F TH= 8 . 6 3

B0= 0
C= 4 . 16043 B l = . 4 2 4 3 1 7 82=-l , 0 636 B3= 0 B4= . 3 0 5 0 3 7 8 5 = - . 1 9 2 8 3 6

STEPENA F - J A  J E  O B U K A
FH= 4 . 1 6 0 4 3  *V»* . 4 2 4 3 1 7  *S**-1 . 0 6 3 i  »T»» 0 *P»» . 3 0 5 0 3 7  »6 * * - . 1 9 2 8 3 6

SflD= .0273627 SR= .74387 SE= .0100767



I V .

ZNACAJNOST KOJEFIClJENATA
A0= 1.7068
Al= .0362625
A2= .181254
A3= .230906
A5= .0830863

8 7 .

v m «) s i n ) T I L l F I J ) G I K) R 11) F 1 11)
.3 1 . 5 . 4 . 4 . 3 3 . 4 2 7 3 . 2 3 9 0 8

-1 -1 -1 -1 -1 1 . 23169 1 . 17 52 9

1 1 . 5 .4 . 4 . 3 3 . 3 0 9 3 . 4 8 2 7 2
1 -1 -1 -1 -1 1 . 1 9 6 6 5 1. 24781

.3 1 . 8 . 4 . 4 . 3 4 . 6 5 8 4 . 6 5 4 3 2
-1 1 -1 -1 -1 1 . 53 85 9 1 . 5378

1 1 . 8 .4 .4 . 3 5 . 1 9 6 5 . 0 0 4 4 2
1 1 -1 -1 -1 1 . 64789 1 . 6 1 0 3 2

.3 1. 5 . 6 . 4 . 3 5 . 7 2 4 5 . 1 4 0 2 4
-1 -1 1 -1 -1 1. 74 467 1.6371

1 1. 5 . 6 . 4 . 3 5 . 7 1 2 5 . 5 2 6 8 9
1 -1 1 -1 -1 1 . 74257 1 . 70963

.3 1 . 8 . 6 . 4 . 3 6 . 7 6 9 7 . 3 8 6 1 6
1 1 -1 -1 1 . 91235 1. 99961

1 1. 8 . 6 .4 . 3 6 . 7 6 6 7 . 94174
1 1 1 -1 -1 1.91 19 1 2 . 0 7 2 1 3

. 3 1. 5 . 4 . 6 . 3 3 . 0 5 8 3 . 2 3 9 0 8
-1 -1 -1 1 -1 1 . 11776 1 . 17529

1 1 . 5 .4 . 6 . 3 3 . 0 7 4 3 . 4 8 2 7 2
1 -1 -1 l -1 1 . 1 2 2 9 8 1.24 78 1

.3 1 . 8 .4 .6 . 3 4 . 2 5 3 4 . 6 5 4 3 2
-1 1 -1 1 -1 1 . 4 4 7 6 2 1 . 5 3 7 8

1 1 . 8 .4 . 6 . 3 7 . 7 4 5 . 0 0 4 4 2
1 1 -1 1 -1 2 . 0 4 6 4 1 . 6 1 0 3 2

.3 1 . 5 . 6 . 6 . 3 4 . 3 6 5 . 1 4 0 2 4
-1 -1 1 1 -1 1 . 47247 1.6371

1 1 . 5 . 6 .6 . 3 5 . 6 9 5 . 5 2 6 8 9
1 -1 1 1 -1 1 . 73 87 1 1 . 70963

.3 1 . 8 . 6 . 6 . 3 7 . 7 9 9 7 . 3 8 6 1 6
-1 1 l 1 -1 2 . 0 5 4 1. 99 961

1 1. 8 . 6 . 6 . 3 9 . 8 8 7 . 9 4 1 7 4
1 1 1 1 -1 2 . 2 9 0 5 1 2 . 0 7 2 1 3

. 3 1 . 5 .4 .4 . 7 4 . 3 9 3 3 . 8 2 4 6 3
-1 - 1 -1 -1 1 1 . 48 00 1 1 . 3 4 1 4 6

t 1. 5 .4 . 4 . 7 4 . 7 5 2 4 . 1 1 2 3 2
1 -1 -1 -1 1 1 . 5 5 8 5 7 1 . 4 1 3 9 9
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.3 1.8 .4 .4 .7 5.259 5.49571
-1 1 -1 -1 1 1.65994 1.70397

1 1.8 .4 .4 .7 5.367 5.9091
1 1 -1 -1 1 1.68027 1.77649

.3 1.5 .6 .4 .7 6.685 6.06948
-1 -1 1 -1 I 1.89987 1.80327

1 1.5 .6 .4 .7 7.141 6.52602
1 -1 1 -I I 1.96585 1.8758

.3 1.8 .6 .4 .7 8.5 8.7214
-1 1 1 -1 1 2.14007 2.16578

1 1.8 .6 .4 .7 9.097 9.37742
I 1 1 -1 1 2.20795 2.2383

.3 1.5 .4 .6 .7 4.427 3.82463
-1 -1 1 1 1.48772 1.34146

1 1.5 .4 .6 .7 4.088 4.11232
1 -I -1 1 1 1.40806 1.41399

.3 1.8 .4 .6 .7 4.962 5.49571
-1 1 -1 1 1 1.60181 1.70397

1 1.8 .4 .6 .7 5.082 5.9091
1 1 -1 1 1 1.6257 1.77649

.3 1.5 .6 .6 .7 6.296 6.06948
-1 -1 1 1 1 1.83991 1.80327

1 1.5 .6 .6 .7 5.148 6.52602
1 -1 1 I 1 1.63861 1.8758

.3 1.8 .6 .6 .7 10.355 8.7214
-1 1 1 1 1 2.33747 2.16578

1 1.8 .6 .6 .7 10.42 9.37742
1 1 1 1 1 2.34373 2.2383

.55 1.65 .49 .49 .46 5.111 5.56379
0 0 0 0 0 1.6314 1.7068

.55 1.65 .49 .49 .46 4.661 5.56379
0 0 0 0 0 1.53923 1.7068

.55 1.65 .49 .49 .46 5.186 5.56379
0 0 0 0 0 1.64596 1.7068

.55 1.65 .49 .49 .46 4.645 5.56379
0 0 0 0 0 1.53579 1.7068

MODEL JE ADEKVATAN FAD= 6.7482 <FTH= 8.63

80= 0
C= 5.59225 Bl = .0602381 B2= 1.98829 B3= 1.13897 B4= 0 B5= .196121

STEPENA F-JA JE OBLIKA
FH= 5.59225 *V»« .0602381 »S«» 1.98829 «Ti» 1.13897 *F»* 0 *S*» .196121

SflD= . 0232745 SR= . 63876 SE= . 010347



V

INACAJNOST KOJEFICIJENATA
A0= 1.0125
Al=-, 199412
A2= .176055
A3= .120226
A4=-,117002
A5= .107559

8 9 .

5(K) T (L) P(J) 6(K) R(l) F! (!)
1.5 .4 .4 .3 4.67 5.57312
-1 -1 -1 -1 1.54116 1.71796

1.5 .4 .4 .3 3.513 3.74017
-1 -1 -1 -1 1.25647 1.31913

1.0 .4 .4 .3 6.42 7.92534
1 -1 -1 -1 1.85942 2.07006

1.0 .4 .4 .3 6.3 5.31877
1 -1 -1 -1 1.04055 1.67124

1.5 .6 .4 .3 7.777 7.20235
-1 1 -1 -1 2.05117 1.97441

1.5 .6 .4 .3 5.66 4.83356
-1 1 -1 -1 1.73342 1.57558

1.0 .6 .4 .3 7.912 10.2422
1 1 -1 -1 2.06838 2.32652

1.8 .6 .4 .3 7.256 6.87363
1 1 -1 -1 1.98183 1.92769

1.5 .4 .6 .3 5.977 4.40258
-1 I -1 1.78792 1.48219

1.5 .4 .6 .3 3.68 2.95461
-1 -1 1 -1 1.30291 1.08337

1.0 .4 .6 .3 7.304 6.26075
1 -1 1 -1 1.98842 1.8343

1.0 .4 .6 .3 5.842 4.20165
1 -1 1 -1 1.76507 1.43548

1.5 .6 .6 .3 4.74 5.68961
-1 1 1 -1 1.55604 1.73864

1.5 .6 .6 .3 2.23 3.81835
-1 1 1 -1 .802002 1.33982

1.8 .6 .6 .3 10.447 8.091
1 1 1 -1 2.34631 2.09075

1.8 .6 .6 .3 5.86 5.42994
1 1 1 -1 1.76815 1.69193

1.5 .4 .4 .7 6.804 6.91072
-1 -1 -1 1 1.91751 1.93307

1.5 .4 .4 .7 4.98 4.63785
-1 -1 -1 1 1.60543 1.53425

3
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.3 1.8 .4 .4 .7 8.953 9.82749
-1 1 -1 -1 1 2.19199 2.28518

1 1.8 .4 .4 .7 5.922 6.59532
1 1 -1 -1 1 1.77867 1.88636

.3 1.5 .6 .4 .7 10.305 8.93098
-1 -1 1 -l 1 2.33263 2.18953

1 1.5 .6 .4 .7 7.692 5.99366
1 -1 1 -1 1 2.04018 1.7907

.3 1.8 .6 .4 .7 15.266 12.7004
-1 1 1 -1 1 2.72563 2.54164

1 1.8 .6 .4 .7 10.297 8.52337
1 1 1 -1 1 2.33185 2.14281

.3 1.5 .4 .6 .7 6.665 5.45924
-] -1 -1 1 1 1.89687 1.69731

1 1.5 .4 .6 .7 3.541 3.66374
1 -1 -1 1 1 1.26441 1.29849

.3 1.8 .4 .6 .7 5.488 7.76338
-1 1 -1 1 1 1.70256 2.04942

1 1.8 .4 .6 .7 5.049 5.21008
1 1 -1 I 1 1.61919 1.6506

.3 1.5 .6 .6 .7 9.61 7.05517
-1 -1 1 1 1 2.2628 1.95376

1 1.5 .6 .6 .7 3.328 4.73479
1 -1 1 1 1 1.20237 1.55494

.3 1.8 .6 .6 .7 10.298 10.0329
-1 1 1 1 1 2.33195 2.30587

1 1.8 .6 .6 .7 6.6 6.73317
1 1 1 1 1 1.88707 1.90705

.55 1.65 .49 .49 .46 5.167 6.17257
0 0 0 0 0 1.64229 1.8125

.55 1.65 .49 .49 .46 4.772 6.17257
0 0 0 0 0 1.56277 1.8125

.55 1.65 .49 .49 .46 4.71 6.17257
0 0 0 0 0 1.54969 1.8125

.55 1.65 .49 .49 .46 5.783 6.17257
i 0 0 0 0 1.75492 1.8125

NODEL JE ADEKVATAN FAD= 6.5519 <FTM= 8.63

B0= 0
C= 2.43147 Bl=-. 331256 B2= 1.93126 B3= .632488 B4=-,581468 B5= .253887

STEPENA F-JA JE OBLIKA
Ffl= 2.43147 *V»»-.33125A »S»» 1.93126 »T»» .A324B8 »P»»-.58I46B »B»» .253887

SAn= SB= 1.A0MA 5P= fl?A7i



2NACAJN0ST KOJEFIClJENATA 
A0= 4.70554 
Al=-.235174 
A2= .177744

v(wm SIIII TILI P(J) 0(KI R(!) FKI)
.3 1.5 .4 .4 .3 130.10 124.842

-1 -1 -1 -1 -1 4.84892 4.84294

1 1.5 .4 .4 .3 79.58 79.2491
1 -l -1 -1 -1 4.37474 4.3724

.3 i.a .4 .4 .3 153.48 100.994
-1 l -1 -1 -1 5.03357 5.19848

1 i.s .4 .4 .3 134.74 113.084
1 l -1 -1 -1 4.9035 4.72813

.3 1.5 .4 .4 .3 113.84 124.842
-1 -1 1 -1 -1 4.73497 4.84294

1 1.5 .4 .4 .3 99.17 79.2491
1 -1 l -1 -1 4.59484 4.3724

.3 1.0 .4 .4 .3 147.94 180.994
-1 1 1 -1 -1 4.99494 5.19848

1 1.0 .4 .4 .3 117.194 113.084
1 1 1 -1 -1 4.74385 4.72813

.3 1.5 .4 .4 .3 154.7 124.842
-1 -1 -1 1 -1 5.05433 4.84294

1 1.5 .4 .4 .3 91.13 79.2491
1 -l -1 1 -1 4.51229 4.3724

.3 1.0 .4 .4 .3 233.57 180.994
-1 1 -1 i -1 5.45348 5.19848

1 1.0 .4 .4 .3 150.29 113.084
1 1 -1 1 -1 5.04443 4.72813

.3 1.5 .4 .4 .3 130.31 124.842
-1 -1 1 1 -1 4.84992 4.84294

1 1.5 .4 .4 .3 34.4 79.2491
1 -1 1 1 -1 3.59457 4.3724

.3 1.8 .4 .4 .3 210.29 180.994
-1 1 1 1 -1 5.34849 5.19848

1 1.0 .4 .4 .3 120.23 113.084
1 1 1 1 -1 4.78941 4.72813

.3 1.5 .4 .4 .7 127.5 124.842
-1 -1 -1 -1 1 4.84812 4.84294

1 1.5 .4 .4 .7 93.85 79.2491
1 -1 -1 -1 1 4.5417 4.3724
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.3 1.9 .4 .4 .7 157.50 100.996
-1 1 -1 -1 1 5.05993 5.19048

1 1.0 .4 .4 .7 90.03 113.004
1 1 -1 -1 1 4.50527 4.72813

.3 1.5 .6 .4 .7 160.19 126.042
-1 -1 1 -1 1 5.1251 4.04294

l 1.5 .6 .4 .7 113 79.2491
1 -1 1 -1 1 4.72739 4.3726

.3 1.0 .6 .4 .7 201.67 100.996
-1 1 1 -1 1 5.30663 5.19848

1 1.0 .6 .4 .7 129.17 113.004
1 1 1 -1 1 4.06113 4.72813

.3 1.5 .4 .6 .7 100.07 126.842
-1 -1 -1 1 1 4.60507 4.84294

1 1.5 .4 .6 .7 65.31 79.2491
1 -1 -1 1 1 4.17915 4.3726

.3 1.0 .4 .6 .7 149.04 180.996
-1 1 -1 1 1 5.00957 5.19840

1 1.0 .4 .6 .7 104.24 113.084
1 1 -1 1 1 4.6467 4.72813

.3 1.5 .6 .6 .7 194.20 126.842
-I -1 1 1 1 5.2693 4.84294

1 1.5 .6 .6 .7 60.64 79.2491
1 -1 1 1 1 4.10496 4.3726

.3 1.0 .6 .6 .7 153.25 180.996
-1 1 1 1 1 5.03207 5.19848

I 1.0 .6 .6 .7 126.94 113.084
1 1 1 1 1 4.04371 4.72813

.55 1.65 .49 .49 .46 100.09 120.543
0 0 0 0 0 4.61403 4.78554

.55 1.65 .49 .49 .46 99.21 120.543
0 0 0 0 0 4.59724 4.78554

.55 1.65 .49 .49 .46 95.67 120.543
t 0 0 0 0 4.56091 4.78554

.55 1.65 .49 .49 .46 121.3 120.543
0 0 0 0 0 4.79027 4.78554

MODEL JE ADEKVATAN FAD= 6.09276 <FTM= 0.63

B0= 0
C= 35.9427 Bl=-.390663 B2= 1.95003 B3= 0 B4= 0 B5= 0

STEPENfl F-JA JE OBLIKfl
FN= 35.9427 *V»*-.390663 *S** 1.95003 *T** 0 »P»* 0 *6** 0

SflD- .04B4047 SR= l . SS&II  SE= .0337001



V I I

2 NflCflJNOS T KDJEFICIJENATA
fl0= .347327
Al= .114154
A2=-,139003
A3=-.143530
A4= .0304644
A5=-.109276

93.

vchn) Slh) T(LI P(J) G(K) R( I ) F1 (11
.3 1.5 .4 .4 .3 1.926 1.79428

-1 -1 -1 -1 -1 .655445 .584603

1 1.5 .4 .4 .3 2.164 2.2635
1 -1 -1 -1 -1 .771958 .816912

.3 1.8 .4 .4 .3 1.497 1.35858
-1 1 -1 -1 -1 .403463 .306437

1 1.8 .4 .4 .3 1.677 1.71386
1 1 -1 -1 -1 .517007 .538746

.3 1.5 .6 .4 .3 1.353 1.34653
-1 -I 1 -1 -1 .302324 .297527

1 1.5 .6 .4 .3 1.615 1.69865
1 -1 1 -1 -1 .479335 .529836

.3 1.8 .6 .4 .3 1.116 1.01955
-1 1 1 -1 -l .109751 .0193605

1 1.8 .6 .4 .3 1.273 1.28617
1 1 1 -1 -1 .241376 .251669

.3 1.5 .4 .6 .3 1.886 1.93777
-1 -1 -1 1 -1 .634458 .661536

1 1.5 .4 .6 .3 2.294 2.44451
1 -1 -1 1 -1 .830297 .893B45

.3 1.8 .4 .6 .3 1.406 1.46722
1 -1 1 -1 .340749 .38337

1 1.8 .4 .6 .3 1.716 1.85091
1 1 -1 1 -1 .539996 .615679

.3 1.5 .6 .6 .3 1.645 1.45421
-1 1 1 -1 .49774 .37446

1 1.5 .6 .6 .3 2.511 1.8345
1 -1 1 1 -1 .920681 .606769

.3 1.8 .6 .6 .3 .813 1.10108
-1 1 1 1 -1 -.207024 .0962937

1 1.8 .6 .6 .3 1.274 1.38903
1 1 1 1 -1 .242161 .328603

.3 1.5 .4 .4 .7 1.339 1.44203
“ 1 -1 -1 -1 1 .291923 .366051

1 1.5 .4 .4 .7 1.71 1.81913
1 -1 -1 -1 1 .536494 .59836



.3 1. 8 .4
-1 1 -1

1 1. 8 . 4
1 1 -1

.3 1. 5 . 6
-1 -1 1

1 1. 5 . 6
1 -1 1

.3 1. 8 . 6
1 1

1
1

1. 8
1

. 6
1

. 3 1 . 5 .4
“ 1 -1 -1

1 1 . 5 .4
1 -1 -1

.3 1. 8 .4
“ t 1 -1

1
1

1. 8
1

. 4

. 3 1. 5 . 6
“ 1 -1 1

1 1. 5 . 6
1 -1 1

. 3 1. 8
1

. 6
1

1
1

1. 8
1

. 6
1

.55 1 . 6 5 . 4 9
0 0 0

.55 1 . 6 5 . 4 9
0 0 0

.55 1 . 6 5 .49
0 0 0

.55 1 . 6 5 . 49
1 0 0

MDDEL J E  

Đ0= 0

ADEKVATAN FAD= 2 . 5 9 3 5 5  <F T N=

C= 1.91 57 Bl = . 1 9 2 9 5 2 B2=-1 . 52569

STEPENA F --JA J E OBLIKA
FM= 1.91 57 *V»» . 1 9 2 9 5 2  t S t t - 1 . 52 569  f T i

. 4 . 7 1. 121
-1 1 .11 4221

. 4 . 7 1 . 4 3 7
-1 1 . 3 6 2 5 5 8

. 4 .7 1 . 0 2 6
-1 1 . 025 6 6 7 6

. 4 .7 1. 269
-1 1 . 238229

. 4 . 7 . 83 7
- l 1 - . 1 7 7 9 3 1

.4 . 7 1 . 04 5
-1 1 . 044 0 1 6 8

. 6 . 7 1 . 457
1 1 . 3 7 6 3 8

. 6 . 7 1. 873
1 1 .627 54 1

.6 . 7 1. 354
1 1 . 303063

.6 . 7 1. 686
1 1 . 5 2 2 3 5 9

. 6 . 7 1. 195
1 1 . 178146

.6 . 7 1. 477
1 1 . 3 9 0 0 1 3

. 6 . 7 . 8 3 9
1 i - . 1 7 5 5 4 5

. 6 . 7 1 . 1 3 4
1 1 . 1 2 5 7 5 !

. 49 . 4 6 1. 411
0 0 . 3 4 4 2 9 9

.49 . 4 6 1 . 3 7 7
0 0 . 3 1 9 9 0 7

. 4 9 . 46 1 . 3 7 3
0 0 . 3 1 6 9 9 8

. 4 9 . 4 6 1 . 5 8 4
0 0 . 4 5 9 9 5 3

8 . 6 3

B3 = - . 708017 B4= . 1 8 9 7 4 B5 = - , 25794

- . 7 0 8 0 1 7  t p t t . 1 8 9 7 4  I 6 t t - . 2 5 7 9 4

SAn= sr= rp= di'u i i i

1. 09 18 4
. 0878 84 7

1 . 37739
.3 20 19 4

1.08 21 8
. 0789749

1 . 3 6 5 1 8
. 311284

. 8 1 9 3 9 3
- . 1 9 9 1 9 2

1 . 03 36 7
. 0331173

1 . 55735
. 442 98 4

1.96 46 1
. 675293

1 . 17 91 8
. 164818

1 . 48 75 4
. 397127

1 . 1 6 8 7 2
. 1 5 5 9 0 8

1 . 47435
. 3 8 8 2 1 7

. 8 8 4 9 2
- . 1 2 2 2 5 8

1 . 1 1 4 3 3
. 1 1 0 0 5

1 . 4 0 5 9 5  
. 3 4 7 3 2 7

1 . 4 0 5 9 5  
. 3 4 7 3 2 7

1 . 4 0 5 9 5  
. 3 4 7 3 2 7

1 . 4 0 5 9 5  
. 3 4 7 3 2 7
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V I I I .

ZNACftJNOST K O J E F I C I J E N A T A  
A0= 4 . 9 4 2 5 3  
A 1 = —. 0 S 4 5 S 15 
A2= . 1 0 2 7 6 5

V ( J J  ) S ( J > R ( I  ) F 1 ( I )
. 3 1 . 5 135 1 3 7 . 5 9 9

-1 - 1 4 . 9 0 5 2 8 4 . 9 2 4 3 4
YMIN= 4 . 8 4 1 6 4 YMAX = 0 0 7 0 5 R M IN =  1 2 6 . 6 7 6 RMAX= 1 4 9 . 4 6 3

1 1 . 5 1 10 1 1 6 . 1 8 4
1 - 1 4 . 7 0 0 4 8 4 . 7 5 5 1 8

YMIN= 4 . 6 7 2 4 7 YMAX = 4 . 00 OJ -J m 00 RM IN=  1 0 6 . 9 6 2 RMAX= 1 2 6 . 2 0 2

. 3 1 . 8 160 1 6 8 . 9 9 5
- 1 1 5 . 0 7 5 1 7 5 . 1 2 9 8 7
YMIN= 5 . 0 4 7 1 7 YMAX = 5 . 2 1 2 5 8 R M IN =  1 5 5 . 5 8 1 RMAX= 1 8 3 . 5 6 6

1 1 . 8 1 40 1 4 2 , 6 9 5
1 1 4 . 9 4 1 6 4 4 . 9 6 0 7 1

YMIN= 4 . 8 7 8  YMAX= 5 . 0 4 3 4 1  RMIN=  1 3 1 . 3 6 8  RMAX= 1 5 4 . 9 9 8

. 55 1 . 6 5 155 1 4 0 . 1 2 4
0 0 5 . 0 4 3 4 3 4 . 9 4 2 5 3

YMIN= 4 . 8 5 9 8 2 YMAX = C . 0 2 5 2 3 R M IN =  1 2 9 . 0 0 1 RMAX= 1 5 2 . 2 0 5

■ 55 1 . 6 5 142 1 4 0 . 1 2 4
0 0 4 . 9 5 5 8 3 4 . 9 4 2 5 3

YMIN= 4 . 8 5 9 8 2 YMAX = 5 . 0 2 5 2 3 R M IN=  1 2 9 . 0 0 1 RMA X = 1 5 2 . 2 0 5

. >_) 5 1 . 6 5 140 1 4 0 . 1 2 4
0 0 4 . 9 4 1 6 4 4 . 9 4 2 5 3

YMIN= 4 . 8 5 9 8 2 YMAX = 5 . 0 2 5 2 3 RMIN=  1 2 9 . 0 0 1 RMAX= 1 5 2 . 2 0 5

. 55 1 . 6 5 145 1 4 0 . 1 2 4
0 0 4 . 9 7 6 7 3 4 . 9 4 2 5 3

YMIN= 4 . 8 5 9 8 2 YMAX = 5 . 0 2 5 2 3 R M IN =  1 2 9 . 0 0 1 RMAX= 1 5 2 . 2 0 5

MODEL J E  ADEKVATAN FAD= 2 . 9 9 4 2 2  <FTM= 9 . 5 5  

C= 7 3 . 5 5 9 9  B l = - . 1 4 0 5 0 4  B 2=  1 . 1 2 7 3  B 1 2 =  0

STEPENA F - J A  J E  O B L IK A
FM= 7 3 . 5 5 9 9  1 4 0 5 0 4  * S * * ( 1 . 1 2 7 3  + 0  * L D G ( V > >

SAD= 6 . 07594E—03 SR= .0182395 SE= 6 .0 S 7 6 6 E -0 3



IX.
96.

ZNACAJNOST KlO J E F I C I J E N A T A
A0= 1 . 0 7 3 6
A 1 = —. 2 3 0 0 0 2
A2= . 2 51 145

V ( J J  ) S ( J ) R ( I ) F 1 ( I )
. 3 1 . 5 2 . 8 9 4 2 . 8 6 4 6 9

-1 - 1 1 . 0 6 2 6 4 1 . 0 5 2 4 6
YM I N = . 9 7 2 4 6 3 YMAX = 1 . 1 3 2 4 6 RMIN=  2 . 6 4 4 4 5 RMAX= 3 . 1 0 3 2 7

1 1 . 5 1 . 9 6 7 1 . 8 0 8 4 3
1 - 1 . 6 7 6 5 1 . 5 9 2 4 5 7

YM I N= . 5 1 2 4 6 YMAX = . 6 7 2 4 5 4 R M IN =  1 . 6 6 9 3 9 RMAX= 1 . 9 5 9 0 4

. 3 1 . 8 5 . 1 4 9 4 . 7 3 3 9
-1 1 1 . 6 3 8 8 1 . 5 5 4 7 5
YM I N = 1 . 4 7 4 7 5 YMAX = 1 . 6 3 4 7 5 RMIN=  4 . 3 6 9 9 5 RMAX= 5 . 1 2 8 1 6

1 1 . 8 3 . 0 1 9 2 . 9 8 8 4 2
1 1 1 . 1 0 4 9 3 1 . 0 9 4 7 5

YM I N = 1 . 0 1 4 7 5 YMAX = 1 . 1 7 4 7 4 RMIN= 2 . 7 5 8 6 7 RMAX= 3 . 2 3 7 3 1

. 55 1 . 6 5 2 .  9 6 8 2 . 9 2 5 9
0 0 1 . 0 8 7 8 9 1 . 0 7 3 6

YMI N = . 9 9 3 6 0 6 YMAX = 1 . 1 5 3 6 RMIN=  2 . 7 0 0 9 6 RMAX= 3 . 1 6 9 5 8

. 55 1 . 6 5 2 . 7 0 8 2 . 9 2 5 9
0 0 . 9 9 6 2 1 1 . 0 7 3 6

YM I N= . 9 9 3 6 0 6 YMAX = 1 . 1 5 3 6 RMIN=  2 . 7 0 0 9 6 RMAX= 3 . 1 6 9 5 8

intn 1 . 6 5 2 .  7 0 4 2 . 9 2 5 9
0 0 . 9 9 4 7 3 2 1 . 0 7 3 6

YM I N = . 9 9 3 6 0 6 YMAX = 1 . 1 5 3 6 RMIN=  2 . 7 0 0 9 6 RMAX= 3 . 1 6 9 5 8

. 55 1 . 6 5 2 . 7 9 3 2 . 9 2 5 9
0 0 1 . 0 2 7 1 2 1 . 0 7 3 6

YMIN = . 9 9 3 6 0 6 YMAX = 1 . 1 5 3 6 R M IN =  2 . 7 0 0 9 6 RMAX= 3 . 1 6 9 5 8

MODEL J E  ADEKVATAN FAD = 6 . 1 1 4 4 6  <FTM= 9 . 5 5

C= . 5 9 1 8  8 1 = - ,  3 8 2 0 7 1  B2=  2 . 7 5 4 9 7  B 1 2 =  0

STEPENA F - J A  J E  O B L IK A
FM= . 5 9 1 8  3 8 2 0 7 1  * 8 * * (  2 . 7 5 4 9 7  + 0 * L O G ( V ) )

SAD= .0116084 SR= 0289124 SE= 5 . 69556E—03
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X.

ZNACAJNOST K O J E F I C I J E N A T A
A0= . 5 3 4 9 2
A 1 = . 1 0 5 7 1 8
A 2 = - . 1 7 3 6 4 8

V ( J J  > S ( J ) R ( I ) F 1 ( I )
. 3 1 . 5 1 . 8 4 2 1 . 8 2 7 3 2

- 1 - 1 . 6 1 0 8 5 2 . 6 0 2 8 5 1
YM I N = . 5 8 7 2 1 1 YMAX = . 6 1 8 4 9 R M IN =  1 . 7 9 8 9 6 RMAX= 1 . 8 5 6 1 2

1 1 . 5 2 .  2 5 9 2 . 2 5 7 5 6
1 - 1 . 8 1 4 9 2 2 . 8 1 4 2 8 6

YMIN= . 7 9 8 6 4 6 YMAX = . 8 2 9 9 2 5 R H IN =  2 . 2 2 2 5 3 RMAX= 2 . 2 9 3 1 5

. 3 1 . 8 1 . 2 9 2 1 . 2 9 1 1 8
- 1 1 . 2 5 6 1 9 1 . 2 5 5 5 5 5
YMI N = . 2 3 9 9 1 6 YMAX = . 2 7 1 1 9 4 R M IN =  1 . 2 7 1 1 4 RMAX= 1 . 3 1 1 5 3

1 1 . 8 1 . 6 0 8 1 . 5 9 5 1 9
1 1 . 4 7 4 9 9 1 . 4 6 6 9 9

YMIN = . 4 5 1 3 5 1 YMAX = . 4 8 2 6 2 9 RMIN=  1 . 5 7 0 4 3 RMAX= 1 . 6 2 0 3 3

. 55 1 . 6 5 1 . 6 8 6 1 . 7 0 7 3 1
0 1? . 5 2 2 3 5 9 . 5 3 4 9 2

YMI N = . 5 1 9 2 8 1 YMAX = . 5 5 0 5 5 9 RMIN=  1 . 6 8 0 8 2 RMAX= 1 . 7 3 4 2 2

. 5 5 1 . 6 5 1 . 6 9 4 1 . 7 0 7 3 1
0 0 . 5 2 7 0 9 3 . 5 3 4 9 2

YM I N = . 5 1 9 2 8 1 YMAX = . 5 5 0 5 5 9 R M IN =  1 . 6 8 0 8 2 RMAX= 1 . 7 3 4 2 2

. 5 5 1 . 6 5 1 . 7 2 1 . 7 0 7 3 1
0 0 . 5 4 2 3 2 4 . 5 3 4 9 2

YMI N = . 5 1 9 2 8 1 YMAX = . 5 5 0 5 5 9 R M IN =  1 . 6 8 0 8 2 RMAX= 1 . 7 3 4 2 2

. 5 5 1 . 6 5 1 . 7 1 . 7 0 7 3 1
0 0 . 5 3 0 6 2 8 . 5 3 4 9 2

YMI N = . 5 1 9 2 8 1 YMAX = . 5 5 0 5 5 9 RMIN=  1 . 6 8 0 8 2 RMAX= 1 . 7 3 4 2 2

MCDEL J E  ADEKVATAN FAD= 1 . 4 0 2 1 4  <FTM= 9 . 5 5  

C= 4 . 8 8 7 2 9  B 1= . 1 7 5 6 1 5  B 2 = - 1 . 9 0 4 8 5  B 1 2 =  0

STEPENA F - J A  J E  D B L IK A
FM= 4 . 8 8 7 2 9  . 1 7 5 6 1 5  * S * * ( - 1 . 9 0 4 8 5  + 0 * L O G ( V > )

SAD= 1.01738E—04 SR= 4.21154E—04 SE= 17677E-04



X I .
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ZNACAJNCJST KOJSF I  C I JENATA 
A0= 4 . 9 4 1 3 7  
A 1 = . 0 6 9 5 1 6  
A 2 = - . 0 5 7 1 3 9 1  
A 1 3 = - . 0 4 5 1 0 1 7

4 . 9 4 1 3 7 . 0 6 9 5 1 6 - . 0 5 7 1 3 9 1 0
0 - . 0 4 5 1 0 1 7 0 0

V ( J J ) S (J  ) T (K) R ( I ) F 1 ( I )
. 4 . 4 . 3 1 2 9 . 3 3 1 3 2 . 1 4 4

-1 -  1 - 1 4 . 8 6 2 3 7 4 . 8 8 3 8 9

. 6 . 4 . 3 166 1 6 6 . 1 8 9
1 - 1 - 1 5 . 1 1 1 9 9 5 . 1 1 3 1 3

. 4 . 6 . 3 1 1 7 . 6 7 1 1 7 . 8 7 4
- 1 1 - 1 4 . 7 6 7 8 8 4 . 7 6 9 6 2

. 6 . 6 . 3 145 1 4 8 . 2 4 3
1 1 - 1 4 . 9 7 6 7 3 4 . 9 9 8 8 5

. 4 . 4 . 7 150 1 4 4 . 6 1 8
-1 - 1 1 5 . 0 1 0 6 4 4 . 9 7 4 1

. 6 . 4 . 7 1 6 6 . 6 7 1 5 1 . 8 5 5
1 - 1 1 5 . 1 1 6 0 2 5 . 0 2 2 9 3

. 4 . 6 . 7 1 4 1 . 6 7 1 2 9 . 0 0 1
- 1 1 1 4 . 9 5 3 5 4 . 8 5 9 8 2

. 6 . 6 . 7 1 4 0 . 5 8 1 3 5 . 4 5 6
1 1 1 4 . 9 4 5 7 8 4 . 9 0 8 6 5

. 49 . 49 . 46 130 1 3 9 . 9 6 2
0 0 0 4 . 8 6 7 5 3 4 . 9 4 1 3 7

. 49 . 49 . 46 128 1 3 9 . 9 6 2
0 0 0 4 . 8 5 2 0 3 4 . 9 4 1 3 7

. 49 . 49 . 46 1 33 1 3 9 . 9 6 2
0 0 0 4 . 8 9 0 3 5 4 . 9 4 1 3 7

. 49 . 49 . 46 1 4 0 1 3 9 . 9 6 2
0 0 0 4 . 9 4 1 6 4 4 . 9 4 1 3 7

MODEL J E ADEKVATAN FAD= 4 . 2 5 0 2 6  <FTM= 9 .  01

B0= 4 . 6 9 2 5 4
C= 1 0 9 . 1 3 B 1 = —. 0 6 6 8 7 3 1 B 2 = - . 2 8 1 8 4 5 B 3 = - . 3 7 4 7 0 8
B 12= 0 B 1 3 = - . 5 2 5 1 2 6 B 2 3 =  0 B 1 2 3 =  0

STEPENA F - J A  JE  O B L IK A
FM= 1 0 9 . 1 3  * V * * ( - . 0 6 6 B 7 3 1  + - . 5 2 5 1 2 6  * L O G ( T ) ) * S * * ( - . 2 8 1 8 4 5  +  0  * L O G ( V )  
* T * * ( - . 3 7 4 7 0 8  + 0 * L O G ( S ) ) * V * *  0  * L O G ( S ) * L Q G ( T )

SAB= 6.51086E—03 SR= .0371499 SE= 4.59562E-03



X I I .

ZNACAJNOST K O J E F I C I J E N A T A
A(ii= 1 . 0 7 3 3 8
A l =  . 2 8 0 0 6 5
A3= . 2 5 7 7 3 4
A 2 3 =  . 0 8 1 2 2 7 2

1 . 0 7 3 3 8 . 2 8 0 0 6 5 0 . 2 5 7 7 3 4
0 0 . 0 8 1 2 2 7 2 0

V (JJ  ) S ( J ) T ( K ) R ( I  ) F 1 ( I )
. 4 . 4 . 3 2 . 0 9 3 1 .8 5 3 0 1

-1 - 1 - 1 . 7 3 8 5 9 8 .6 1 6 8 1

. 6 . 4 . 3 3 . 7 0 5 3 . 2 4 4 4 3
1 -  1 - 1 1 . 3 0 9 6 8 1 . 1 7 6 9 4

. 4 . 6 . 3 1 .5 2 1 1 . 5 7 5 1 6
-1 1 - 1 . 4 1 9 3 6 8 . 4 5 4 3 5 6

. 6 . 6 . 3 2 . 8 8 6 2 . 7 5 7 9 5
1 1 - 1 1 . 0 5 9 8 7 1 . 0 1 4 4 9

. 4 . 4 . 7 3 .  3 9 9 2 . 6 3 7 4 8
-1 - 1 1 1 . 2 2 3 4 8 . 9 6 9 8 2 4

. 6 . 4 . 7 4 . 6 2 2 4 . 6 1 7 9 7
1 - 1 1 1 . 5 3 0 8 3 1 . 5 2 9 9 5

. 4 . 6 7
• ( 2 . 8 7 7 3 . 1 0 2 7 2

-1 1 1 1 . 0 5 6 7 5 1 . 1 3 2 2 8

. 6 . 6 . i' 5 . 9 2 5 . 4 3 2 5 5
1 1 1 1 . 7 7 8 3 4 1 .6 9 2 4 1

. 49 . 49 . 46 2 . 4 6 3 2 . 9 2 5 2 6
0 0 0 . 9 0 1 3 8 1 . 0 7 3 3 8

. 49 . 4 9 . 46 2 . 7 3 1 2 . 9 2 5 2 6
0 0 0 1 . 0 0 4 6 7 1 . 0 7 3 3 8

. 49 . 49 . 46 2 .  3 7 2 . 9 2 5 2 6
0 0 0 . 8 6 2 8 9 1 . 0 7 3 3 8

. 49 . 49 . 46 2 .  7 0 4 2 . 9 2 5 2 6
0 0 0 . 9 9 4 7 3 2 1 . 0 7 3 3 8

MODEL J E ADEKVATAN FAD= 7 . 5 2 9 1 8  <FTM = 9 . 0 1

B0= 3 . 0 6 0 4 5
C= 2 1 . 3 3 7 1 B 1= 1 . 3 8 1 4 5 B2= . 7 3 7 9 8 4 B 3=  1 . 2 8 3 2 1
B12= 0 B 13=  0 B 23=  . 9 4 5 7 4 1 B 1 2 3 =  0

STERENA F - J A  JE OBLIKA
FM= 2 1 . 3 3 7 1  ( 1 . 3 8 1 4 5  + 0 *LO G  ( T ) ) *S *-»  ( . 7 3 7 9 8 4  + 0 * L O G (V )
* T * * (  1 . 2 8 3 2 1  + . 9 4 5 7 4 1  * L O G ( S ) ) * V * *  0  * L O G ( S ) * L O G ( T )

SAD= .0366711 SR= .197967 SE= .0146116



X I I I
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ZNACAJNOST K D J E F I C I J E N A T A
A0= . 4 2 9 5 5 1
A l = ~ . 0 7 0 8 7 2 6
A2= . 0 9 9 9 5 6 1
A 3 = - . 0 9 4 2 3 4 7
A 13= . 0 6 8 8 6 7 9

. 4 2 9 5 5 1 —. 0 7 0 8 7 2 6 . 0 9 9 9 5 6 1 - . 0 9 4 2 3 4 7
('J . 0 6 8 8 6 7 9 0 0

V ( J J ) S ( J ) 7 < K ) R ( I ) F 1 ( I  )
. 4 . 4 . 3 1 . 7 4 4 1 . 7 5 6 9 3

-1 -1 - 1 . 5 5 6 1 8 1 . 5 6 3 5 7

. 6 . 4 . 3 1 . 2 6 7 1 . 3 2 8 5 5
1 - 1 -1 . 2 3 6 6 5 2 . 2 8 4 0 8 9

. 4 . 6 . 3 1 . 9 9 6 2 . 1 4 5 7 3
-1 1 -1 . 6 9 1 1 4 5 . 7 6 3 4 8 2

. & . 6 . 3 1 . 5 7 1 1 . 6 2 2 5 5
1 1 -1 . 4 5 1 7 1 2 . 4 8 4 0 0 1

. 4 . 4 . 7 1 . 2 8 3 1 . 2 6 7 9
-1 -1 1 . 2 4 9 2 0 1 . 2 3 7 3 6 5

. 6 . 4 . ? 1 . 1 2 4 1 . 2 6 2 8 3
1 -1 1 . 1 1 6 8 9 4 . 2 3 3 3 5 5

. 4 . 6 . 7 1 . 4 1 3 1 . 5 4 8 4 8
-1 1 1 . 3 4 5 7 1 5 . 4 3 7 2 7 7

. 6 . 6 . 7 1 .6 1 . 5 4 2 2 9
1 1 1 . 4 7 0 0 0 4 . 4 3 3 2 6 7

. 49 . 49 . 46 1 .6 8 6 1 . 5 3 6 5 7
0 0 0 . 5 2 2 3 5 9 . 4 2 9 5 5 1

. 49 . 49 . 46 1 . 6 9 4 1 . 5 3 6 5 7
0 0 0 . 5 2 7 0 9 3 . 4 2 9 5 5 1

. 49 . 49 . 46 1 . 7 2 1 . 5 3 6 5 7
0 0 0 . 5 4 2 3 2 4 . 4 2 9 5 5 1

. 49 . 49 . 46 1 . 5 6 1 1 . 5 3 6 5 7
0 0 0 . 4 4 5 3 2 7 . 4 2 9 5 5 1

m o d e l J E ADEKVATAN FAD= 6 . 0 7 8 0 8  <FTM= 9 .0 1

B0= . 8 0 4 8 1 3
C= 2 . 2 3 6 2 8 B 1= . 2 7 6 1 0 8 B 2=  . 4 9 3 0 4 4 B 3=  . 3 4 9 7 2 3
B12 = 0 B 13=  . 8 0 1 8 4 8 2 3 =  0 B 1 2 3 =  0

STEPENA F - J A J E O B L IK A
FM= 2 . 2 3 6 2 8 * V * * ( . 2 7 6 1 0 8  + . 8 0 1 8 4  * L O G ( T > ) * S * * ( . 4 9 3 0 4 4 + 0 * L O G  < V )
* T * »  ( . 3 4 9 7 2 3  + 0 * L O G ( S ) ) * V * *  0  * L O G ( S ) * L O G ( T )

SAD= .0114882 SR= .0631111 SE= 5.67029E-03



X I V
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ZNACAJNOGT K O J E F I C I J E N A T A
A0= 4 . 9 6 6 8 5
A1 = . 0 9 3 3 1 1 6
A2= . 0 8 8 8 8 7 4
A 3 = - . 1 3 3 2 8
A 1 3 = - .  0 7 3 9 7 3 4

4 . 9 6 6 8 5 . 0 9 3 3 1 1 6 . 0 8 8 8 8 7 4 - . 1 3 3 2 8
0 - . 0 7 3 9 7 3 4 0 0

V ( J J ) S ( J ) T (K) R ( I  ) F1 ( I  )
. 4 . 3 . 4 1 25 1 2 6 . 9 7

-1 - 1 - 1 4 . 8 2 8 3 1 4 . 8 4 3 9 5

. 6 . 3 . 4 175 1 7 7 . 4 2
1 - 1 - 1 5 . 1 6 4 7 9 5 . 1 7 8 5 2

. 4 . 7 . 4 155 1 5 1 . 6 7 3
- 1 1 - 1 5 . 0 4 3 4 3 5 . 0 2 1 7 3

. 6 . 7 . 4 2 1 6 . 1 7 6 2 1 1 . 9 3 9
1 1 - 1 5 . 3 7 6 0 9 5 . 3 5 6 3

. 4 . 3 . 6 1 2 2 . 2 6 6 1 1 2 . 7 6 9
- 1 - 1 1 4 . 8 0 6 2 4 . 7 2 5 3 4

. 6 . 3 . 6 1 1 2 . 6 9 1 1 1 7 . 2 1 6
1 - 1 1 4 . 7 2 4 6 5 4 . 7 6 4 0 2

. 4 . 7 . 6 1 25 1 3 4 . 7 0 9
- 1 1 1 4 . 8 2 8 3 1 4 . 9 0 3 1 1

. 6 . 7 . 6 1 4 6 . 5 2 8 1 4 0 . 0 2 1
1 1 1 4 . 9 8 7 2 2 4 . 9 4 1 7 9

. 49 . 4 6 . 49 1 5 3 . 0 2 5 1 4 3 . 5 7 3
0 0 0 5 . 0 3 0 6 4 . 9 6 6 8 5

. 49 . 46 . 49 1 4 3 . 4 2 1 1 4 3 . 5 7 3
0 0 0 4 . 9 6 5 7 8 4 . 9 6 6 8 5

. 49 . 46 . 49 1 3 2 . 2 4 2 1 4 3 . 5 7 3
0 0 0 4 . 8 8 4 6 3 4 . 9 6 6 8 5

•. 49 . 46 . 49 1 4 2 . 8 9 6 1 4 3 . 5 7 3
0 0 0 4 . 9 6 2 1 2 4 . 9 6 6 8 5

MODEL J E ADEKVATAN FAD= . 9 6 3 8 8 1  <FTM= 9 . 0 1

B0= 4 . 0 7 3 4 9
C= 5 8 . 7 6 1 4 B l = - . 8 2 4 0 0 5 B2= . 2 0 9 8 1 4 B 3 = —1 . 9 4 1 6 9
B12= 0 B 13 = —1 . 7 9 9 8 2 B23= 0 Đ 1 2 3 =  0

STEF'ENA F - J A  JE OBLIKA
FM= 5 8 . 7 6 1 4  * V * » < - . B 2 4 0 0 5  + - 1 . 7 9 9 8 2  * L O G < T ) ) * S * »  ( . 2 0 9 8 1 4  + 0  * L O G < V )  
* T * *  < — 1 . 9 4 1 6 9  + 0 * L O G ( S ) ) * V * *  0 * L O G ( S ) * L O G ( T )

SAD= 3.43789E—03 SR= .0278896 SE= 0107002



X V

z n a c a j n o s t  k o j e f i c i j e n a t a
A0= 1 . 4 9 4 9 3  
A1 = . 2 4 2 7 6 2  
A2= . 1 3 6 7 2 1  
A3=—. 2 6 4 1 0 7  
A 13 = —. 1 6 4 4 2 6

1 0 2 .

1 . 4 9 4 9 3 . 2 4 2 7 6 2 . 1 3 6 7 2 1 - . 2 6 4 1 0 7
0 - . 1 6 4 4 2 6 0 0

V ( JJ ) S ( J ) I ( K ) R ( I  ) F 1 ( I )
. 4 . 3 . 4 3 . 0 0 6 3 . 3 7 0 9 9

-1 - 1 - 1 1 . 3 3 6 5 8 1 . 2 1 5 2 1

. 6 . 3 . 4 6 . 4 8 6 7 . 6 1 0 9 1
1 - 1 - 1 1 . 8 6 9 6 5 2 . 0 2 9 5 8

. 4 . 7 . 4 3 . 9 8 9 4 . 4 3 1 1
-1 1 - 1 1 . 3 8 3 5 4 1 . 4 8 8 6 5

. 6 . 7 . 4 1 1 . 9 3 2 1 0 . 0 0 4 4
1 1 - 1 2 . 4 7 9 2 2 2 . 3 0 3 0 2

. 4 . 3 . 6 2 . 8 5 9 2 . 7 6 1 2 5
- 1 - 1 1 1 . 0 5 0 4 7 1 . 0 1 5 6 9

. 6 . 3 . 6 3 . 3 4 9 3 . 2 2 9 5 9
1 - 1 1 1 . 2 0 8 6 6 1 . 1 7 2 3 6

. 4 . 7 . 6 3 . 5 6 3 3 . 6 2 9 6 1
- 1 1 1 1 . 2 7 0 6 1 . 2 8 9 1 3

. 6 . 7 . 6 4 .  161 4 . 2 4 5 2 4
1 1 1 1 . 4 2 5 7 6 1 . 4 4 5 8

. 49 . 46 . 49 5 . 0 6 4 . 4 5 9 0 2
0 0 0 1 . 6 2 1 3 7 1 . 4 9 4 9 3

. 49 . 46 . 49 4 . 0 2 4 4 . 4 5 9 0 2
0 0 0 1 . 3 9 2 2 8 1 . 4 9 4 9 3

. 49 . 46 . 49 4 .  13 4 . 4 5 9 0 2
0 0 0 1 . 4 1 8 2 8 1 . 4 9 4 9 3

. 49 . 46 . 49 4 . 4 0 5 4 . 4 5 9 0 2
0 0 0 1 . 4 8 2 7 4 1 . 4 9 4 9 3

MODEL JE ADEKVATAN FAD= 1 . 6 5 2 6 4  < FTM = 9 .  01

B 0 = - . 3 6 5 6 1 6
C= . 6 9 3 7 6 9 B 1= — 1 . 6 5 7 2 Đ2= . 3 2 2 7 2 1 B 3 = —4 . 1 5 7 7 8
B12= 0 B 1 3 = —4 . 0 0 0 5 9 B23=  0 B 1 2 3 =  0

STEPENA F - J A  JE OBLIKA
FM= . 6 9 3 7 6 9  * V * - *  ( - 1 . 6 5 7 2  + - 4 . 0 0 0 5 9  * L O G ( T ) ) * S * * ( . 3 2 2 7 2 1  + 0  * L O G ( V )
* T * * ( - 4 .  1 5 7 7 0  + 0 * L O G ( S ) ) * V * *  0 * L O G <S ) * L O G ( T )

SAD= . 0 1 7 3 4 7 2 SR = 1 1 0 2 2 6 SE= . 0 3 1 4 9
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X V I .

ZNACAJNOST K O J E F I C I J E N A T A
A0= . 1 6 9 5 5 6
A 1 = —. 1 3 1 7 6 1
A 2 = - . 1 0 0 1 4 4
A3= . 1 3 8 7 5 8
A 13= . 0 8 2 9 5 1 1

. 1 6 9 5 5 6 - . 1 3 1 7 6 1 - . 1 0 0 1 4 4 . 1 3 8 7 5 8
0 . 0 8 2 9 5 1 1 0 0

V ( J J > S ( J ) T ( K ) R ( I  ) F 1 ( I )
. 4 . 3 . 4 1 . 5 0 8 1 . 4 1 2 9 1

-1 - 1 - 1 . 4 1 0 7 8 4 . 3 4 5 6 5 5

. 6 . 3 . 4 . 9 6 7 . 9 1 9 6 4 4
1 -1 - 1 - . 0 3 3 5 5 6 8 - . 0 8 3 7 6 9 :

. 4 . 7 . 4 1 .1 1 1 1 . 1 5 6 4 6
-1 1 -1 . 1 0 5 2 6 . 1 4 5 3 6 7

. 6 . 7 . 4 . 7 3 4 . 7 5 2 7 2 4
1 1 -1 - . 3 0 9 2 4 6 - . 2 8 4 0 5 7

. 4 . 3 . 6 1 . 5 3 1 1 . 5 7 9 7 5
-1 - 1 1 . 4 2 5 9 2 1 . 4 5 7 2 6 8

. 6 . 3 . 6 1 . 3 8 5 1 . 4 3 2 8 3
1 - 1 1 . 3 2 5 7 . 3 5 9 6 4 8

. 4 . 7 . 6 1 . 3 6 8 1 . 2 9 3 0 2
-1 1 1 . 3 1 3 3 5 . 2 5 6 9 8

. 6 . 7 . 6 1 . 2 4 4 1 . 1 7 2 7 6
1 1 1 . 2 1 8 3 3 2 . 1 5 9 3 6

. 49 . 46 . 49 1 . 137 1.  1 8 4 7 8
0 0 0 . 0 6 7 6 5 8 5 . 1 6 9 5 5 6

. 49 . 46 . 49 1 . 1 5 2 1.  1 8 4 7 8
0 0 0 . 1 4 1 4 9 9 . 1 6 9 5 5 6

. 49 . 4 6 . 49 1 . 2 5 1.  1 8 4 7 8
0 0 0 . 2 2 3 1 4 4 . 1 6 9 5 5 6

. 49 . 4 6 . 49 1 . 1 5 7 1.  1 8 4 7 8
0 0 0 . 1 4 5 8 3 . 1 6 9 5 5 6

m o d e l  j e ADEKVATAN FAD= 1 . 0 0 6 6 5  <F T N = 9 . 0 1

B0= 1 . 0 3 7 3 5
C= 2 . 8 2 1 7 3 B 1= . 7 9 0 2 1 6 B 2 = —. 2 3 6 3 8 5 B 3=  2 . 1 2 4 5 8
B12= 0 B 13=  2 . 0 1 8 2 5 B 2 3 =  0 B 1 2 3 =  0

STEPENA F - J A  JE  O B L IK A
FM= 2 . 8 2 1 7 3  ( . 7 9 0 2 1 6  + 2 . 0 1 8 2 5  * L O G ( T ) ) * S * * ( —. 2 3 6 3 8 5  + 0  * L O G ( V )
* T * * (  2 . 1 2 4 5 8  + 0  * L O G ( S ) ) * V * *  0 * L O G ( S ) * L O G ( T )

SAD= 4.06024E—03 SR= 0324014 SE= 012100
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P R I L O G 11.

PROGRAMI  ZA 2D i 3D G R A F I K U :

I -  3D G R A F I K A  SA D V I J E  I Z O P A R A M E T R I J S K E  L I N I J E

II -  3D G R A F I K A  SA JEDNOM 1Z O PA R A M E T R I J S K O M  L I NI JOM

I I I  -  2D GRAFI  KA

IV -  2D G R A F I K A  SA I S T O V R E M E N I M  C R T A N J E M  V I Š E  K R I V I H



[ *N + ] -
p r a g r a m  d 3 n 1 ( i.ri pu  L , oi.>. t p u  t ) : 
u s e s  g r a p l i ;
v a r  p , k , y  p , y  k ,, :: p , sk s s i n g  le;

v x  , v y  , v z  , p. i  , f  i  , f  f , r r  , rc>: s i n g  1 e ;
X , y  , x x , y y , z ,  px  , p y  , pz  : s . i n g  1 e ;
i  1 , i 2  , j. , j  , .1. , k z  , x i  i  , y i i  , n  , n y  , nn  , k o x  , k o y  : i n t e g e r  
s , od  : r  [ ia i  ;
l x ,  l y ,  I z ,  I s ,  r.rin , yinn , xO , y 0 , x n a d  , y n a d  : i n t e g e r  ; 

v a r  y r  r  : a r  r a y  | .1. , . 7 4 0  ]  o f  i n  l ' .ogor ;
:: T , y ] , x J s „ y I s : a r r a y L  O . . 7 0 0 ] o f  i n t e g e r ; 

f  u n c t  i o n  f n r :  s . i i u j  .1 f? ; 
bey  i  n

f  n z : = e :: p ( 1 n  ( 1 7 7 .9 3  ) +0 „ 9 9 *  1 n ( x ) - 0 . 5 6 * l n ( y  > ) 
nncl ;
p r o c e c l u r e  o k . v i r  ; 
beg  i n

1 i n e  ( xmn „ ymn „ xri£uJ , ymn ) ;
J i n e (  ::inn , y n a d  , : : na d  „ y n a d  ) ;
1 i n e  ( ;:mri , ymn , ;:mn „ y n a d  ) ;
1 i n e  ( : : na d  , vmn , x n a d  , y n a d  ) 

erid ;
p r o c e d u r e  o s e ;  
beg  i n

1 i n e  ( xO , y 0 , ::0 , y m n - 5  ) ;
1 i . n e (  x 0  , y 0  _, x n a d  + 5 , y 0  ) ; 
i  : = 0 ;

i i . : = ; ;0  ; 
y . i i .  : = y 0 ;
w h i l e  ( x i i  x m n - 5 ) a n d  ( y i i  < y n a d + 5 ) d o  

b e g i r i
i  : = i . h 1 ;
X i  i  : = x O — r o u n d  ( i ' f s i n  ( f  i  ) / c o s (  f  i  ) ) ; 
y i  i  : = y 0 +  i 

en  d ;
3. i n e  ( xO , y 0 , :•: i  i  , y  i  i  ) 

end  ;
p r o c e d u r e  i g r ;  
b e g i n

i  1 : = d e  t e i :  t ; 
i n i t g r a p h (  i  .1 , i 2 .  ' ' ) ;
i f  g r a p h r e s u l t  <> g r o k  t h e n  h a l 1 ( 1 )  

end  ; 
beg i n

p i : = a r c  t a n (1 , 0 ) * 4 . 0 ;
;:mn : = 2 0 ;  
y m n : = 1 0 ;
;<0: = 2 0 0 ;  
y 0 : = 1 5 0 ;
X n a d : = 7 0 0 ; 
y n a d : = 3 1 5 ; 
f f : = 4G . O ;  
s  : = ' s  ' ;
w h i  1 e s =  ' s  ' cJo 

b e g  i n
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f  i. : = f  f  £ p i. /  I B  O ; 
i u r  ;
s e t c o 1o r ( i ) :  
o k v i r ;
o s e ;
r  e a d I n ( s  ) ;
c 1o s e q r a p h ; 
i. f  s ' - ' s '  t l i e n beci- in

w r i  t e  ( :<mn , 
r e a d  i  n ( :;mn ) ;

Xmn

w r i t e  ( ; ;nad  , 
r e a d  1 n ( :<na.d ) ; 
w r  i  t e 1n ;

X n a d

iv r  i  Le ( y m r i , 
r e a d  1. n ( yrnn ) ;

Ymn

n r  i  t e  ( y n a c J , 
r e a d 1n ( y n a d  ) ; 
M r i. I .ol .n ;

Y na d

w i .i t ( . O , 
rea .d  i  n ( :<0 ) ;

XO

w r  j. te? ( vO , 
r e a d l n ( y O ) ; 
w r i  t e 1n ;

YO

i v r i  t e  ( f  f , 
r e a d 1n ( f f  ) 

e n d  ;

F. i

e n d  ;
f o r  i : = : : r n r i  t o  : :na d  d o  y c r L i ] : = l ;
p± : - a r c  t a n  ( .1 . 0 ) *  4 . 0
f i. : f  f *  p i /  .1. BO ;
wr i  I o  ( ' X ) ;
t eacl 1. n ( :•: |± ) ;
w r i t ; e (  ' X ) ;
r e a d  1 n ( : :k ) ;
w r i t e l n ;
w n t e  ( ' Y > ) ;
r e a d 1n ( y p  ) ;
w r . i  t e  ( ' Y < ) ;
r e a d  1 n ( y  k ) ;
w r i t e 1n ;
w r i t . e (  ' Z ) ;
r e a d 1n ( z p ) ;
w r i . t e (  ' I ) ;
r e a d l n ( z k  ) ; 
w r i  t e 1n ; w r i t e 1n ;
V>; : = ( :<k — p ) /  ( y n a d  — y 0 ) ;
v y  ; — ( y k —y  p ) /  ( : :nad  — : :0 ) ;
v z :  = ( z k - - s p ) / (  y(. ) -ynin ) ;
w r i t e ( ' G u s t i n a  l i n i j a  n a  X ; ) :
r e a d 1n ( n ) ;
I: □:■:; = ( y n a d  - y 0  ) d i . v  n ;
n n : = ( y n a d - y O )  d i v  k o x ;
w r i t e (  ' G u s t i n a .  l i n i j a  n a  Y : ' ) :
r e a d 1n ( n y ) ;
w r i t e l n ;

' ) ; 

' ) ;

' ) ;

) ;

) ;

' ) ;

' ) ;
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w r i t e ( n n  „ ' B r o j  k o r a k a  : )
r e a d  I n ( n r i )  ;
k o y  :'-- ( n a d - O ) d i .  v  n y j  
wr i  L e 1 n ; w r  i  l ic  l n  ; 
w r i t e ( ' U g a o  r o t a c i j e  : ' ) ;
rearJ  1 ri ( r  r  ) ; 
w r  i  t .e J n ; 
i  f i? ! ' b thc-’ i r

b eg  i  n
wi-.i  i-f.'( ' Da 1 i  s l c a l i  r a t e  o r .e  L v / n ]  s ) ;  
rea i ; l  I n ( cni ) ; 
w r i. L e I n
i f  o c . l = ' y '  t l v i 'n  

b e g  i.n
wr i t r i  ( L ' r e d r io s l ' .  i ' o r leo l . 'a  na  X ; ) ;
r e a d  .1. n ( p;< ) ;;
>aii i t _ e (  ' V r e d n o s t  p o d e o k a  n a  Y : ) ;
r o a i .1.1 n ( p >') ;
w r  L Lt? ( ' V r e d n o s  L pcjdeol-.a n a  Z : ' ) ;
rr-»ad 1 n ( ps  ) ;
1.;: : - rou . r id  ( p x  /  v ; :  ) :
I  >■ : -  r r . 'und  ( p y / w  ) ;
1 r : - rou . r id  ( p z / v s  ) 

g i i (J :

e n d  ;
r o  ; = r r  * p i /  1 80  ;; 
w r  ;i L.e 1 n ; w i " i  l : o  i  n 
i  g r s
i  f  s  < > ' b '  t . h e n  o s e  ;
l f  ( s  <> ' b ' ) a n d  ( o d  = ' y '  ) t h e n

b eg  i.n
1 s  : = ;■: 0 ;
w11,i 1 e 1 s < ; ; n a d  + 5 do  

b e g  > n
i i I -> >' l.h«»n I i n> • ( I «r<, y< * l s ,  yO >-2 ) ;
I : ■--{ ~ 1 1

c-? r 111 ;;
1s : = y O ;
w l i J . l i '  I y mn 1 ■ • li >

l.'t' i ■ n
; f  l s < > y " >  11 ien  ] 1 n e  f ; : 0 —2  , l  s  , : :0  r-7! , .1 s  ) ;
.1 s : -  .1 s J r  

e n d  ;
j  ■ “  ^
:< i  i  : = 0  ; 
y  i  i  :: = y v ' ;
w h . i l  e  ( ; : i i  > ; : i n n - 5 ) ancl ( y i i  y n a d i - 5 ) d o  

b e g i n
if (::ii <> y 0 ) then 1 ine( xii-3, yxi „ x ii+3 ,yii ) ; 
i. : l a ] : : ;

j  i  s « x O - r  o u n d  ( i  ♦ s i n  ( f  i  ) / c o s  ( f  i  ) ) ; 
y  j. x :: = y O + i

F' I i i.l S
e n d  ;

f o r  1 : = 0  t o  nn  d o
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b e g i n
i  : =  I. ;
f o r  j  = t") t  u  n a đ — O d o

bt-'rj i i  i
:: s “ •:■: p+  i. # v x  s
y y  ■■ = y p-'-j # v y  ;
:■: : ■ = : : t  r :o s  ( r o  ) - y y * s i r t  ( r o  ) ; 
y : = •; # s i n  ( r o  ) + y y # c o s  ( r o  ) ; 
z :: = f  n z ;
k z  : = r  DLind ( ( z —z p ) / v s  ) ; 
y i  i = - y O + . i - k z ;
:■: i 1 : = ; : 0 + j  —r o u n d  ( i  # s i n  ( f j. ) /  c o s  ( f j. ) ) ;
i  f ( y . i i . > = y m n )  a n d  ( y i . i < = y n a d )  a n d  ( ; d . i > : : m n ) a n d  ( : : i i < : : n a d ) t h e n

becj ,in
j. f  y c  r  L • i  I I. t h e n
Ijo '.I i ri
r. ,i- + c o I. o r ( ( J) ;
I. 1 riE» ( V  i. 1 , y  j. j  , j. j , y c  r  f  !' i  i  J ) 
ei 'i .l;
s e h . o  l.oi- < I. t ;
J. :i. n o ( i  i  ,. y i  i  ,: ;  i  i  , y  i  j . ) ;
1 f y i  r  L ;: i. i  j  J. t l t e n

.1 i  n e (:■ i  i  , yr: r  [  :: i  i  J , :: x x , y c  r  L ;; i  i  ]  ) ;
>".:r [ : : i i  J : ~ y i i

e  r 11.1
e .1. s e
h i ' 1. 1 i n
se tiro lor j U ) :
i. f ( j . i  : mn) a n d  ( : d i < : ; n a d  ) t h e n

1.1' "-C| ’ i >
i i v .1 i v'nri i lit.'ii

L ieq .! n
’ i n e  ( :: j. i  , ymn , i  i  , y c r  [  i  i  J ) ; 
i f  y r . r [ : : i i ]  <> 1 t h e n  
bc?q i n

s b I l o i  n r ( 1 )  ;
1 i  r i e  ( i  i  , y  c  r  [  :: i  i  ]  , x i  i  , y  c  r  [  :: i  j  

e n d  ;
vc. r  [  :: i  i  J : =ymrt  
e n d  
e 1 s e  
h e q  i n
.1 i .ne ( ; ;  i  i  , y  n a d  , ; ;  i. i  , y  c r  [  ;; i  i  J ) ; 
i  f  y  c r  [  x i  i  ]  < > 1 t  h e n  
b e g  i n

s e t r . o l o r  (.1. ) ;
1 i n e ( x i  i  , y  c  r  [  x i  i  ]  , x i  i  , y  c  r  [  x i  j 

e n d  ;
yc  r  [  :■: i  i  ]  : = y n a d  
encl  ;

e n d  ;
e n d  ;

i. f  i  x x n:n t h e n  •: j  i  : =: :mn ;
i  1 y  .i. ,i : yum • 11• ■'11 y i. i : * y m n ;  
i  f  i  j  > ;;i umJ t h e n  : ; i i :  -::n-;iiJ;
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i  f  y  i  i > y n a d  thran y  i  i  : = y n a d  ; 
i f  j  =  ( j  d i v  k n y  ) f  k n y  t h e n  b e g j . n

1 l ' j  'J : - ; : i  .i ; 
y  11 j J : ~ y i i  

e?nd ;
p n d  ;
f  n  r  l : “  O (". o n a cl — <j < I o 

Ijc-m i i n
i  f ( j  =  ( j  d i v  k o y  j * k o y ) a n d  ( I < > 0  ) t h e n  b e g i n

s e t  c o  .1 o r  ( J ) ; 1 i n e  ( 1  s T  j  J . y  1 s  C j  J , I t j  J , y  I C j  J ) e n d  ;
: I. r, I. j  1 : = I L j J ; 

y i s [ . J  J : ~ y  l  L j  J 
emJ:

e n d  ;
s e  L c o  l  o r  ( 1 ) ; 
o k  v  ,i. r ; 
r e a d 1n ; 
c 1 o s e g r a p h ; 

t’ n d  .



C$N+}
p r o g r a m  03 n i  ( i n p o u t , o u t p u t ) ; 
u s e s  g r a p h ;
v a r  p , I- , y  p , y i- , , rp j , : : l -  . p : ; . p v  , ps  : s i n r i l t ? ;

v : ; ,  v y  , v  z , p: i  , f  i  , f  f , r r  , r □ : r, i  nq  1 o ;
:: , y  y y  , 2 : s  i nq  1. e ;
.1,.1., i 2  , i  , j  . ] , I- i  i  , y i i  , n , nn  , ko: ;  , k o y  : i n  t o r i o r  ;
o d , s : c h a r ;
] :; , , ly  , 1 2 , 1 s  , ;;mn , ymn , ::0 „ y 0  „ ;;nad „ ynad : i n  tecjer ; 

var ycr:array[l. . 7 4 0 ] o f  integor; 
f un c: I. i on l n : s i.n g 1 e ; 
bey  i n

i f  ( O O . 0  ) o r  ( y < > 0 . 0 )  t h e n
f n z  : - s i n  ( s q r t  ( x * : - : + y * y  ) ) / s q r t (  x *  : < + y * y  ) 

e .1. s  e 
f n 2 : “  J.

end  ;
p r o c e d u r e  o l : v i r ;  
becj i n

l i n e (  :;mn „ ymn , : : na d  , ymn ) ;
1 i n e  ( ::mn , y n a d  , : ; na d  , v'nacl ) ;
1 i n e  ( :;mn , ymn , ::mn „ y n a r i  ) ;
1 i n e  ( ;-:nad , ymn „ ::nar.l „ y n a d  ) 

end
p r o c e d u r e  o s e ;  
beq  i  n

1 i n e  ( ::0 , yO , ::0 ., v m n - 5  ) ;;
.1. i n e  ( ::0 , yO „ :n a d  i-5 , y 0 ) ; 
i  : — 0 ;
:■: i  i  : —:; 0 ;
y i i : - y 0 ;
w h i  l e  ( ; ; i i  > :mn-5 ) a n d  ( y . L i  \  n a d  + 5 ) d o

b e g i n
i : = i  + J.:
:•: i. i  : — xO— r o u n  d ( i. I- s  i n  ( l i. ) /  c o s  ( f  i  ) ) ; 
y  i  i  : = y  0 •- i. ; 

e n d  ;
1 i n e  ( 0  , y 0 , i i  , >■ i  1. )

end ;
p r o c e d u r e  i g r ;  
b e g i n

i 1 : = d e t e c t ;
i n  i. tc j  r a p h  ( i i  , i  2 , ' ' ) ;
i f  graphresLil t  g r o k  t f i e n  h a  11 ( i )

e n c l ; 
beg i n

p i : = a r c t a n ( J „ O ) * 4 . 0 ;
x m n : = 2 0 ;
y m n : = 1 0 ;
x 0 : = 1 6 0 ;
y 0 ; = 1 2 0 ;
x n a d : = 7 0 0 ;
y n a d  :: = 3 1 5 ;
f f : = 4 8 . 0 ;



w h i l  o  3 =  ' r»' <1 o
b e y i n

f i : - f  f  f p i / I B O ; 
i g r  ;
setcolor<1 ) ; 
o I-. v  i  r ;
o s e  ;

r e n d  l r i ( s !  ; 
c l o s e g r a p h ;  
i f  s = ' s '  t h e n  h e g . in

w r  i  t e  ( ::mn , 
r e a d  1 n ( ;:mn ) ;

Xmn

t ' i r j .  t e  ( , :nad  , 
r e a d  J n ( : :na d  ) ; 
w r  j. t e  1 n ;

Xnad

w r i  t e  ( yrnn , 
r e a d 1n ( v m n ) ;

Ymn

u r i t e  ( yr> ad , 
r e a d  l n  ( ynar.l  ' ; 
w r  i. he 1.n ;

f n a d

w r i  tr? ( : 0 , 
r  e a d  1 n ( : :0  ) ;

X 0

w r  i. t e  ( y ‘ >, 
i eacl l n  ( yO ) ; 
w r  .1 t e  1 n ;

Y0

i'j t - i  tc-> ( f  f  ., 
r e a d 1n ( f f )

F i

e n d  ;
e n d  ;

f  o r  i  : =xmn Lc> :nacl  «Jo y c r  I .1 1 : " J.;
f  i  : - f  f  # f3i /  J.Wu;
w r  i t  e  ( ' X ) ;
rea .d J. n ( ;< p ) ;
w r i  Le (  ’ X < ' ) ;
r e a d  1 n ( k ) ;
w r  i  t.e 1 n ;
w r  i  t  e  ( ' Y ) ;
r e a d 1n ( y p ) ;  
w r i t e (  ' Y < ) ;
r e a d I n ( y k  ) ; 
w r  1 1 e 1 n ;
w r i t e ( ' Z ) ;
r  e a d 1n ( z p ) ;
w r  i  t  e  ( ' Z ) ;
r e a d 1n ( z k ) ;
w r i t e  1 n ; w r  i  t e  .1 n ;
v  :■: : = ( : :  k --:: p ) /  ( y  n a i J -  y  O ) ;
v  y  : = ( y  k -  y p ) /' ( : :  n a d - : :  0  ) ;
v z  : = ( z k - z  p ) /  ( y O - y in n  ) ;
w r i t e (  ' G u s t i n a  l i n i . j a  : ' ) ;
r e a d 1n ( 11 ) ;
ko:< : ~ ( y n a d " y O  ) d i v  n ; 
n n :  = ( y n a d - y O )  d i v  ko:-: ; 
w r i t e 1n ;
wr i  t c o ( n n ,  Ut o.j  k o r a k a  : ) ;
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read1n (nn ) ; 
l -, c.) y  ; =  (;■! n a d — ;: «.*) < I i. n ; 
wr iteln ; wri te.ln ; 
wri te ( ' Uci ao rotdcije : ) ;
read1n (rr ) ; 
writeln ; 
i f s I)' t l ien 

b eg  ;i. 11

wr i t e (  ' L)a l i  s k a l i r a t e  a s e  [ y / n ]  : ) ;
r e a d  .1 n ( od  ) ; 
w r i  t e 1 n ; 
i f or l =  ' y  ' t l i e n

b e g  .i.n
w r  i. t e  ( ' V r e d n o s t p o d e o k a n a. X : ' )
r t?ad l ri ( px ) ;
W r  i '- c- ( ' V r e d n o s t podeol c  a n a Y : ' )
r e a d 1n ( P y ) :
w r i  tt? ( ' V r e d n o s t podec' k . a na. Z : )
rc.:-ad .1.11 ( p z  ) ;
1x :=round(p x / v x ); 
1. /  : —r o u i  i li ( py  /  v y  ) ; 
1 : -rou.ncl ( p z / v z  )

e n d  ;
erid ;

r o  : = r r  # p i  /  1E30 ; 
w r  i  t  e I  n ; w r  i. t  o 1 n ; 
i  g r ;
i. f  s  b t h e n  o s e ;
i. f  ( s  < > ' 

b e g  i.n
b ' ) a n d  ( od = y ' ) t h e n

.1 s  : = : ; 0 ;
w hi 3. (- 1 s<: :nac. l  • b 

b e q  i n
drj

) 1 .1 s  < >: :  0 +. heri 1 i  n o  ( .1 s  , y 0
I s  : =  .1 s-i I. y  

e r id  ;
1 s  : = y 0 :.
w h i l (3 ! n > ymn —b d o  

b e g  i. n
i f I s O / U  t h e n  l i n e  ( x0 -2, ls,:;0-i-2, l s  ) ;
.! s : = 1 s — 1 ~

u i i ' l  ;
,i : c <;
x i i  ; = ; ;0 : 
y i i : = y 0 ;
w l i i l . e  ( : : i i  ::mn — 5 ) a n d  ( y i i  y n a d  + 5 ) d o

b e g  i n
i  f  ( : : i i  <> y 0 ) t h e n  1 i n e  ( :■: i  i - 3  , y  i  i  , i  i +3 , y  i  i  ) ; 
i  : = i  +1 ;

i  i  : = x 0  — r o u n d  ( i  f c s i n  ( f  i. ) / c o s  ( f  i  ) ) ; 
y  i  .i. : = y O + i  

er i d ;
en  d ;

f o r  1. : - O l:.u n n  cJo 
beg  i n
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i  : = 1 * k o } ' ;
f o r  j  : =0  t o  : ; n a d - : : 0  d o  

b e g i n
>•; : =: : p i - i  *  v :

y y  : “ V p'-. i  t v v :
:: : •-:•: •: +1: o<- ( r o  ) - y y  t  i n ( r n  ) ;

:•: *E.i.n ( ro ) ' vv *a«b ( ro ) ; 
z : " ( n , '  ;
k z  : = r o u .n d  ( ( z - s p )  / v z  ) ; 
y  i  i : - y 0 + i - k z :
>: i  i  : >■;0+j  — r a u n d  ( i  # s i n  ( f  i ) / c a s  ( f  i  ) ) :
i f  ( y  i. i  = y m n ) a n d  ( y i i <  = y n a d )  a n d  ( x i i > « m n )  a n d  ( x i i < x n a d )  t h e n

t>og i.n
i  f  y c  r  L : i  i  j  > 1 t  h en
b e q  i. n
s e t c o l o r ( 0 ) ;
1 i n e  ( >■: i  i  , y  i  i  , x i i ,  y r  r  f  :: i  i  j  ) 
encj ;
s e t . c o l o r ( .1 ) ;
J i. n e  ( :•: i. i  , y  i  j. , ;: i  i  , y  i  i  ) ;
.i f  y c  r I  k i  i  1 < ■ 1 t h e n

1 i n e ! i  i  , y c  r  L x i  i  ]  , : :  i  i  . y c  r  [  >■: i  i  j  ) ; 
y r  r  i; L i  J : - y i i  

e n đ
o  I. <3C-
bc-g i  n
s o t c o i a r ( 0 ' :
i f  ( : : i i  . :mn) a n d  ( : ' i i < : : n a d ) t h e n  

b en  i.n
i f ■ • a i  , iiin t .heri  

bc?cj i  n
I i n e ( : : i i ,  ymn , i  i  , y c  r  [  i  i  ]  ) ; 
i f  y c  r  f  >■: i  i  ]  < > 1 t h e n  
b e o i n

s e  t  c.o 1 o r  ( i  ) :
1 i  n e  ( :: i  i  , y c  r  [  ;: i  i  ]  , X i  i  , y c  r [ : : i i ]  

c?nd ;
/z: r  [  :: i  i  ]  : -  ymn 
e n d  
e .1 s  e

e n d  ;
e n d  ;
s e t c o i o r ( J ) ;  
o k v i r :

L>r?q i n
l .i n e  ( x i  i  , y n a d  , x i  i  , y c  r  C > : i i  ]  ) ; 
i  f  y  c  r  [  x i  i  ]  < > 1 t  h e n  
b e q  i n

s e t c o l o r  ( J.) ;
1 i r i e  ( >: i  i  , y c r [ ; : i i ]  , x i i , y c r [ x i  i  ]  

e n d  ;
yc: r  [  >: i  i  ]  : = y n a d  
e n d  ;

e n d  ;
c n d  :
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r e a đ I n  ; 
c 1o s e g  r a p h ; 

e n d  .



115.

C*>IM+]
p r o c i r a m  q r 2 d  ( i n p u t . , o u  t p u t ) ; 
use35 graph;
v a r  :: p , x k , y  p , y  k , v  x , v y  , , y  : i n q  l c?:

1 , 1 y  , 1 s „ l  , k j  , j  1 : i n  tec |G r  ;
i 1 , i  2 : i  n t e g  e r  ; 
o d , 5 : c h a r ;
[->:•: , p y  : t i i n t j  11-?;
k :< , k y  : . i n i . e g e r  ;

v a r  ::mn , yrnn , : : na d  , y n a d  : i n  t e g e r  ; 
c o n s t  b f = 5 ; p f = 1 ;  
f u n c t i o n  f n y : s i n g l e ;  
beg i n

I I I

cast? j  1. n  f
1 " f n v : = s i n ( "  ) ;

. . f  n y  s =:■: f  :<-2*: - ;  +
■T m f  n y  ; = c o s  ( :■■— 4 )
4 : f n y :  = : < # ; : * ; : - l ;
5 : f  n y  : = s q r  t  ( :: * ;•:

e n d  ;
e nd  ;
p r  o c e d u r  e  k v  d ; 
b e g i n

1 i n e  ( ::mn „ ymn , ;:mn , y n a d  ) ;
1 i n e  ( ;;mn , ymn „ : : na d  , ymn ) ;
3 i n e  ( ::mn , ynac l  „ : ;nad  „ y n a d  )
1 i n e  ( ; :na d  „ ymn „ ; : n a d  , y n a d  ) ; 

e nd  ;
p r  o c e d u r  e i  g r  ; 
beg  .in

i  1 :  = d e l : e c  t ; 
i n . i  t g r a p h  ( i  i  .12 „ ' ) ;
i f  g r a p h r e s i t l  t  O c i r o l  t h e n  ha  I ( ( 1 ) ; 

end  ; 
bc-?q i n

s : = s  ' ;
;:mn : = 5 0 ;
:•: n a d : =700  ; 
ymn ; = 5 0 :; 
y n a d  :: =.3 0 0 ; 
w r i t e (  ' :•: ' ) ;
r e a d  .1 n ( :•: p ) ; 
w r . i t e (  ' t ;
r e a d  .1 n ( k ) ; 
w r i .  t e  1. n ;
w r  i  t  e ( y  ' ) ;
r e a d 1n ( y p ) ; 
w r i t e (  ' y  < ' ) ;
r e a d 1n ( y k  ) ; 
w r . i t e l n  ;
w r i t e (  ' Da l i  s k a l i r a t e  o s e  l . y / n j  2  * ) ; 
r e a d 1n ( nd  ) ; 
w r  i  t e  1 n 
i f  o d = ' y ' t h e n  

b e g  i n
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w r i L e (  ' Vr  e d n o s t  pi )dt*t)k a n a  X : ) ;
r e a d  I n ( p :
w r i t R ( ' V r e d n o s t  p o d e o k a  n a  Y : ' ) ;  
ri-ead t n ( p y ) 

e?i td ;
w h i  i e  s  = ' s ' d o  

b e g  . in 
i  y r  ;
s e  Lcp  l o r (  1 j ; 
k v d  ;
r e a d  1. n ( s  ) ; 
i  f s —' s ' t h e n  b e g i n

c i  o s e c j r a p h  ; 
w r i t e 1n ;
wr i  t e  ( ::nm , ' Xnm -  ' ) ;
r e a d  I n  ( :;mn ) ;
w r i t e ( n n a d , ' X na d  = ) ;
r e a d  1 n ( ; ;nad  ) ; 
wi i  t e  1 n ;
wr i  L e ( y m n ,  'r'rnn =  ) ;
r e a d  1 n ( yrnn ) ;
w r  i  te? ( y n a d  Y n a d  = ) ;
r e a d 1n ( y n a d )

'•ai >d ;
er id  ;

c 1 osceg r a p h  ; 
i y  i" ; 
l-.vd ;
v x  : -* ( k - x p  ) /  ( x n a d - x m n  ) ; 
v y  : =- ( y k —y p  ) /  ( y n a d  —ymn ) ;
1 y : =: ;mn —r o u n d  ( x p / v ”  ) ;
i  f  ( 1 y  > mn ) a n d  ( l y  < : ;nad  ) t h e n  1 i n e  ( 1 y  , ymn , 1 y , y n a d  ) ; 
1 :  = y n a d  + r n u n d  ( y p / v y  ) :
i f  ( 1 ; :  > ymn ) a n d  (1 : :  < y n a d  ) t h e n  1 m e  ( ::mn , l  :< , : ; na d  , .1 ) ; 
i f  o ( J = ' y '  t.hr-.-n 

b eg  i n
k:-: : = r o u .n d  ( pw / v : ; ) ; 
k y  : =r"Dund ( p y  /  v y  > ;
i f  ( ! : •; .  -y inn ) a r i i i  ( l :• ) t h e i  i

b e g  ..ti i
L s  s = l y  ;

iv11 i .1. e .1. s  '■ 11 -i<:l ( Ic>
Ijoli  j .n

i f  l . s> : :mn t .hen  J i n e  ( 1 s  , 1 — 2 ,1  s  , 1 x +2  ) ;
I s  : - I =5 + k ;;

C r'l n i  ;

J. s  : -= .1 y  ;
w h . i l  e 1 s> : :mn  d o  

l:>oq i n
i  f  l s < x n a d  t h e n  1 i n e  ( 1 s  , ) : ; - 2 , 1 s  , 1 :-i-«-2 ) ; 
ls;=ls - k 

e n  d ;
erttl;

i. f  ( .1. y >=:■; m n ) a n d ( 1 y  < = n a d ) t  h e  n 
bet i  i  n
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wh.i. i r? Is<viii-»cl lIo 
bc-uin

i ( 1 cti v iiin l h> 'ii I .i.i k > ( I y i‘, .1 n , 1 y * i’. I s) :
1. 5 : " 1 s k y 

end ;
1 s ;
cj 11 i 1 6’ .1. 3 > y m n lI o

beq m
i f 1 s ynad then 1 ine ( .1 y—2,1 s , 1 y+2 ,ls) ; 
ls:=ls-!■■. y 

end ;
en d

end ;
f u r  j  1 : -pf  1 o b f d o 

I j  ( j g i  n
for i:= i to ::nad — ::mn do 

berg ln
:: : = - *p+v  t  i  ; 
y: = f ny;
k.j : = y r i a d - r o u n d  ( ( y - y p ) / v y )  ; 
i  f  ( k j ymn ) a n d  ( k j  v n a d  ) t h e r i

1 ine ( :■:nm t-i , k j , mn + i , k j ) ;
en d ;

end ;
read .1 n ; 
c: 1 osic?L) raph ; 

end .
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IV

[ ' i n + l
p r o g r a m  q r 2d ( . i r i p u t , o u t . p L i t ) : 
u s e s  g r a p l i : ;
v u r  p , , y | >, y k  , v:.  , v y :: , y : r. i .ni j  I c»;

J :: , .1. y . 1 e , i . k j , j .1 : in t e g e r  ;
j. 1 , i 2  : i n t e g e r  :
o d , s : c h a r ;
p;-: , p y  : s i n i ]  1 o ;
k. :: , k.y : i n  t e g e r  ;

v a r  ::mn , ymn , KnacJ, y n a d  : i n t e g e r  ; 
c o n s t  b t  =3  ; p f - . I  : 
f u n c  t  i or i  f n y  : s  ? n y  J o ;

c o n s t  . v . a r r a y L . L .  - b t ' J o f  s i n g  1 e =  i 0 . 4 , 0 . 4 9 ,0  
bfc?g i n

f n y  : -+j :: p ( I n ( 177 . 9 7 ) +0 . 9 9  11 n ( ) - 0  - 5 6 * 1 n (
er id  ;
p r o c e d u r e  k v  d ; 
beq  i n

1 i r i e  ( :;inn , ymn , mn , y n a d  ) ;
.1. i . ne  ( ;:mn , ymri , ::n-ad , y imi  ) :
1 ine? ( ::inn , y n a d  , : :nad  , y n  ad ) ;
.1. i r i e  ( x n a d  , yrnn , :-:ri a.d , y n a d  ) ; 

e nd  ;
p r t . i c e d u  r ©  i  q r  ; 
b<?g i n

i J : “detec: t.; 
i r i i  t q r a p h  ( .1 1. , 12
i  f  g r a p h r e s u  1.1 g r o k  t  h e n  ha  J. L (1 J ; 

e nd  ; 
bnq  i n

s : = ' s  ' ;
::inn : — 50 ;
: :nad  : —700  ;
ymi i : — 50 ;
y n a d : = 3 0 0 ;
w r  i  Le ( ' > ) ;
r e a d  J. n ( p ) ;
w r i t e (  ' :: ) ;
r e a d  1 n ( k ) ;
wr  i  t .e 1 n ;
w r i t : e (  ' y  > ' ) ;
r t?ad  1. n ( y  p ) : 
w r i  t  e  ( ' y  ) ;
r e a d I n ( y k  ) ; 
w r . i . t e  J n ;
write( ' Da .1. i  skalirate ose Lv/nJ ) ;  
read1n( od) ; 
write.ln ; 
i f  ocf —' y  ' then 

becj i n
w r i t e (  V r e d r i o o t  p o d e o f . a  n a  X : 
r ta ad  .1 r: ( |:i:: ) ;
w r i t e  ( ’ V r e i i n o s t  p o d e o k a  n a  V : 
r e a r l  1 n ( p y  ) 

e r id  ;

. 6 ) ;

j L j l ] ) ) ;

' ) ; 

' ) ;
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w h i l e  5 =  ' i? ' clo 
b o q i n  
i q r  ;
s e  t c o  1. o r  ( i  ) ; 
k v d  ;
r e a d l n ( s ) ;
i f  s ~  ' s  ' Lhen  b e c j i n

c_ 1 o s e q  r a p h  ; 
w r i  t e 1n ; 
w r  i  t .e ( :;mn , 
r e a d  1 n ( :;mn ) ; 
wr i  t e  t v.n acl, 
r e a c l  1 n ( :;n<a.d ) 
w r i  t e 1n ;

r  , i t e ( y m n ,  
r e a d I n ( y m n ) ;  
wr i  Lc? ( y n  ad , 
r ( £■ nd 3. n ( y i i <:\rl ) 

c.'M'.l ;
e n d  ;

c 1 o s e g  r a  p t r ; 
i  q r ;
I- v d  ;
v:; : ~ ( :■ k ■■-:: |.)) /' ( ::i iai  I -::iin i ) ; 
v y  : = ( y k -  y  j...) /  ( y n a d - y m n  ) ;
I y : -  ::mri--roLinr.l  ( : :p /  v : :  ) ;
:i f  ( I. y  > :■:mn ) a n d  (1  y
I  :•: : = y n a d + r o u n d  ( y p / v y  ) 
i ' f  (!.:■: > y m n ) a n d  ( 1;; 
i f  o d = ' y ' t  h en  

b eg  i n
k :•: ; - - - round  ( p /  v : ; ) ; 
k y  : = r o u r ;d ( p y  /  v y  ) ; 
i f  ( ). ::> = ymri ) a r iđ  ( ]? :< •  

ber.j i 11
1 'V ; - - 1 y ;
wh j . l c?  ls <? :nv .d  do

Xmn =  ' )

Xnad  =

Ymr> =

V n a d

) ;

) :

: ; na d  ! I h e n  l i n e l  l y , y i n n , l y , y n a d )  ; 

v n a d  ) t h e n  1 i n e  ( xmn , 1 :•: , : : na d  , 1 :•:) ;

=ynad ) t h e n

bc;q i  n
i  f 1 s  > ;:iiii i t l i e n  l . l n e (  l s ,  l : < - 2 ,  l s ,  l x + 2 )  ;
i s :  = l s  + k :: 

e r id  ;
I : 1 v ;
wl i j. i t* .1. s .  " iim  d o  

b e u  i n
i f  l s < : ' i i a d  t h e n  1 i n e  ( 1 s  , 1 : < - 2 ,1  s  , 1 ?: + 2 ) ;
J s  : = J  s -l- :■: 

c?i id ;
e n d  ;

i f  ( l y >  = : ;mn) acrid ( l y < “- x n a d )  t h e n  
b e g  i n

1 s  :: = 1 ;
w h i l e  i s < y n a d  d o  

breci i r i
i  f  l s > y m n  t h o n  1 i n e  ( l y - - 2 ,1  s  , 1 y + 2 ,1  s  ) ;
1 s ; =1 s+ k .y
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en  lI ; 
l s : - l  :; ;
w h i l e  1s > y  mn đ o 

he'O i. n
i  f l ' j < y n a d  Lhen  l i n e  c l y - 2 ,1 3 ,1  y  + 2 ,1 s  ) ;
1 s : = 1s - k y  

e n d  ;
e n c l ;

e n d  ;
f o r  j l : = p f  t .o b f  do  

b e g  i.n
f o r  i : - i  Lo ; :na d  —::mn d o  

b e g i n
: : : = :■- p+ y # i  ; 
y r — f  n y  ;
k j  : ■■■-y n a d — r o u n d  ( ( y - - y p  ) / v y )  ;
i f  ( k . j  > ymi ' i ) a n d  ( k j  < y n a d  ) t h e n

1 i  n e ( ;: inn + i  , I . j  , :<mn + i  , k j  ) ;
e n d  ;

e n d  ; 
r e a d 1n ; 
c l u s e g r  a p h  ; 

end  .
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P R I L O G 12.

PROGRAM ZA R A Č U N A N J E  ZONE I N T E N Z I V N O G  T E Č E NJ A  

U FAZI  D O P R E SO V A N J A KOD P RE SO V AN J A U O T V O R E N I M

K A L U PI MA



I M P L I C I T  L> 0 U iJ L h P K E C I 5 I J N  ( A - H / O ' Z )
W R I T E ( 7 0 x 1 U 0 )
FORi l ATC'  RkCUNANJE ZONe DEFORMACI JE PRI  PRESOVANJU U ' / / '

OTVORENI N K A L U P I M A ' )
W R I T E ( 7 0 / * )  
w R I T t  C 7 0 / * )
DE = 1 . 3  oO DU 
R Q = 2 o . 1 JUDu 
W K I T h ( 7 0 / 1 1 )DE
FOR' I ATC'  ' /  1 V I  S 11. A Vl JE ' > i CA=, / G l 3 . o )
W R I T E ( 7 0 / 1 2>Ru
FOR.-IATC'  ' / ' P K E C N I K  v/ 1 J E N C A = , / G 1 5 . 6 )
W R I T £ ( 7 j / * )
W R 1 T £ ( 7 U / * )
WRI Th < 7 0 / 1  5)
FORMATC 1 1 /  1U o A 0 Z O N E ' / O X  / ' V I S I N A  10 N£ ' / SX / '  S I L A  PRESOVANJA 
DO 77 1 = 5 0 / 6 5 / 5  
D 0 77 J = 4 / 2 0 / 2
A L F 1 = 0 . + I  
H H = 0 . + J
S S = 6 U M A ( A L F 1 / H H / D h / R ^ )
W R I T E < 7 0 / 2 U ) A L F 1 / H H / S S
CONTl NUc
F 0 R M A T < j 1 5 . 6 / G 1 5 . 0 / G 1 5 . o )
STOP
END

D0U3LE PRECI ŠI O' N F U N C T I u N SUi' i A ( » L F 1 /  h H / D E /  R Q )
I  ;1p L I  C I  T DOUULc P R E C I S I O N U - H / O - Z )
D I HE NS I ON T U P ( ? )
T S l = 0 . 0 2 5 0 0 u / D S ' ) R T ( i . 0 D G )
T S 2 = C i . 0 2 5 0 D ( J / D 5 J f < T ( 5 . U D j )
T S 3 = 0 . 0  ?. 5 OĐO /  D 3 J RT ( 5 . U d O)
T R = 0 .  160D0
RW=20 . 0DU
AK = TR + ( I . 0 D 0 / 3 . ' J D 0 ) * ( ( R - - K W ) / Đ E ) * ( 1 . 0 D 0 - T R ) * D S Q R T < T P )  
P I = a . ODOu * D A T A N ( 1 . ODUG)
CALL I N T 2 I ( A L F 1 / H H / S 2 1 / D Č / K 0 )
CALL I N r č A ( A L F l / H H / 6 ? A / D L / R u )
CALL I U T 2 r i ( A L F l  /  H H / S c. H / D C / R U )
CALL I N T 2 C ( A L F l / H H / S 2 C / C - E / R C i )
CALL l UTc '  5 ( A L F 1 / H H / S 2 3 / J E / R ' J )
CALL I NT1 1  ( A L F l / H H / j 1 1 / D h / R  Q)
CALL I N T 1 A ( A L F 1 / H H / S 1 A / D E / K Q )
CALL I N r l b ( A L F l / H H / 3 l U / D L / K U )
CALL I N r i 5 ( A L F 1 / H M / ^ 1 3 / D E / R Q )
T U P ( 1 ) = D S Q R T ( j . u u J O ) * T S l * 2 . U D O J * P I * S 2 1 / H H
T U P ( 2 ) = T o 2 * 2 . U D 0 0 * P I * S 2 A
T U P ( 3 )  = T 3 2 * 2 . 0 D 0 u * P I * S 2 t i
T U P ( A ) = T S 2 * 2 . 0 D u 0 * P I * S 2 C
T U P ( 5 ) = T o5 * 2 . 0 D O O * P I * S 2 5
T U P ( 6 ) = T S 1 * 2 . 0 D 0 0 * P I * S 1 1 / H H
T U P ( 7 ) = T S 2 * 2 . 0 D 0 C * P I * S 1 A
T U P ( U ) = T o 2 * 2 . 0 D U 0 * P I * S 1 lJ
T U P ( 9 ) = T S 3 * A < * 4 . 0 D 0 0 * P I * S 1 3
W R I T E ( 7 0 / 1  5 0 )  ( TOP( I ) / I =1 / ? )
F 0 R r t A T ( / F 6 . 5)
SUi l  A = 0 . JDOO 
D 0 1 = 1 / ?
S U M A ^ S U . I A + T U P d )
END DO 
R £ T 0 K N 
END

1 2 2 .
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C

SUUROUTINfc I  N T 2 1 ( A L F 1 , H H / S / D E , R U )
I . ' I P L I C I T  DOUd L t  P P E C l S i O f H A - H / O - Z )
DI MENSI ON X1 ( 1 0 0 ) / *  1 ( 1 C J ) / X 2 ( 1 0 0 ) / W 2 ( 1 0 0 )
HW=20 . 0DU
A L F = A L F 1 * 3 . 1 A 1 : > U D 0 / 1 6 0 . U D 0  
T E = ( H H - D E ) / 2 . ODJ 
HS = RW~T i / D T A N ( ALF )
A = 0 . 0  D 0 0 
0 = R S 
N1 = 2 0  
H 2 = 2 0
CALL GAJLE( j ( N 1 / X 1 / W 1 )
CALL G A U L Ć G ( N 2 / X 2 / W 2 )
S = 0 . 0  D 0 0 
D 0 10 K = 1 / N 1
S = $+ W l ( K ) * F ' J N l 2 1 ( ( 1 . 0 D 0 ) / 2 . U D 0 0 ) * ( X 1 ( < ) * ( R - A ) + - ?  + A ) / N 2 / X 2 / W 2 /  

& A L F 1 / H H / D E / R J )
10 CONTI NUE

S = S * ( 3 - A ) / 2 . G D U 0
R E T U k N
END

DOUBLE PRf cCI SI ON FUJCTI OH FUN1 2 1 ( X / N2 / X 2 / W2 / A L F 1 / HH/ DE/ )  
I M P L I C I T  DOUdLE P H E C I S 1 0 N ( A - H / 0 - Z )
D I Mć N S I ON  X 2 ( N 2 ) / W 2 ( N 2)
FUN1 21=  J . 0  D 0 U 
A 1 = H 1 21 ( X / H H / D E / H ' ž )
B1= H 2 21 ( X / H H / D E / R Q )
D 0 10 K = 1 / N2
F U N 1 2 1 = F U N 1 2 1 + W 2 ( k. ) * G c 1 ( X / ( 1 . 0 D 0 0 / 2 . 0 D U 0 ) * ( X 2 ( K ) * ( B 1 - A 1 ) + U 1 + A 1 ) )  

10 CONTI NUE
F U N 1 2 1 = F U N 1 2 1 * F J N 2 1 ( X ) * ( : M - A 1 ) / 2 . J D 0 0
R E T U R N
END

DOUBLE P R c C I S l ' J N  F U N C T U N  H1 2 1 ( X /  H H ,  D E /  R 3 )
I M P L I C I T  DOUBLE PREC1 S I J N ( A - H / 0 - Z )
HH1 = 1 U . 1 UDO
T E = ( H r i - D E ) / 2 . 0 D J
H1 2 1 = HH1 - T E
RETURN
END

DOUJLE PRECI S I ON FUiJ C T I C n HE2I  ( X / H r i / D E / R ! i )  
I M P L I C I T  D'JUULE P H E C 1 S I ON ( A~ H /  0 -  Z )
HH1 =1 0 . 1  ODU
T l = ( H H “ Dl ) / 2 . 0 D U
H 2 2 1 = H H 1 - T E + H H
RETURN
END

DOUBLE PKf cCI SI ON FUNCTI J N F U N 2 1 ( X )
I M P L I C I T  DUUBLĆ P R E C I  S I  0 IH A- H ,  0-7.  )
FUN 2 1 =X
RETURN
END

DOUBLE P R c C I S I U N  FUNCTI UN o 2 1 ( X / Y )
I M P L I C I T  DOUoLE P R E C I S I 0 N ( A - H / 0 - Z )
G21 = l . O D u J 
R E T U R N 
END
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SUBROUTINE I i ' J T < i A ( A L F l , H M , S / ’ C<t£rRQ)
I I - I P L I C I T  OOUtsLt  P R E C I S I O N (  A - H , 0 - Z )
D I  KENS I  ON X1 (1 G J )  ,  W1 ( 1 ^ J ) , X 2 ( 1 0 O ) , V J 2 ( 1 C O )
Hvl-iO. ODU
A L F = A L F 1 * J . l 4 l 5 J D O / 1 t 3 0 . ' J D 0
T £ = ( H H - D E)12 . J D 0
R S = R d - T E / D T A N ( A L F )
k = R S
6 = R d
N1 =2 0
N2= 20
CALL G A U L £ t j ( N l , X l , J  I )
CAL L  ( j A U L E G ( N 2 , X 2 , W 2 )
S = 0 . UD03 
D 0 10 K = 1 , N1
S = S+ U 1 ( K ) * F J N l 2 A ( ( 1 . U D 0 U / 2 . 0 D J U ) * ( X 1 ( O * ( i J - A ) + 3  + A ) , N 2 , X 2 , W 2 ,  

& A L F 1 , H H , D E , R W )
10 CONTI NUE

S = S * ( 3 - A ) / 2 . 0 D 0 u
R £ T U « N
END

DOUBLE P K E C I S I ON  FU.NCTION F U N 1 2 A ( X , N 2 , X 2 , W 2 , A L F 1 , H H , D E , R G )  
I I ’I P L I C I T  DOUbLE P r t E L I S I J N ( A - H , 0 - Z )
DI MENSI ON X 2 ( N 2 ) , W 2 ( H 2 )
F u N 1 2 A  = O. OuO' J  
A 1= H1 2 A ( X , A L F 1 , D E , R Q )
H1= H 2 2 A ( X / D E , R Q )
DO 10 ( =1 , 112
F U N 1 2 A = F U N 1 2 A + N 2 ( \ ) * 3 2 A ( X , ( 1 . 0 D 0 U / 2 . U D 0 J ) * ( X 2 ( K ) * ( E 1 - A 1 ) + B 1 + A 1 ) ,  

3ALF1 , HH , D E , R « J )
10 C 0 N T I N  U c

FUN 1 2A=FUN1 2 A * F ' J N 2 A ( X )  * ( 01 -  A 1 ) /  2 .  ODOU
RET ’URN
END

D0U3LE P K E C I 3 I 0 N  f UNCT I ON H1 2 A ( X , A L F 1 , DE, RG)
I M P L I C I T  DUUuLE r K E C I S I U N ( A - r i , 0 - Z )
H H 1 = 1 0 . 1  U D U 
R W= 2 0 . ODU
ALF = A L F 1 / 1 < 5 0 . U D O C * 3 . 1 4 1 3 D J O  
H1 2 A = H H 1 - ( K W - X ) / C T A N ( A L F )
RETUKN
END

DOUdLE P K E C I S I O N  FUNCTI GN H 2 2 A ( X , D E , R O )
I M P L I C l T  DOUdLE P R E C I 3 I C N ( A - H , 0 - Z )
H H 1 = 1 0 . 1  D U 
H22A=Hr i 1  
RETURN 
END

DOUBLE P k E C I S I O N  FUNCTI ON F U N 2 A ( X )
I M P L I C I T  DOUuL.E P R t  C I  S I  ON ( A-H ,  0~Z )
F UN 2 A = X
RETURN
END

D0U3LE P K E C I S I O N  FUNCTI ON J 2 A ( X , Y , A L F 1 , H H , D e , R Q )
I  i*1 P L I  C I  T DGUbLL H l t ć C I 3 I ' J N ( A “ H , 0  — Z)
G 2 A = D S U R T ( 2 . D u O / 3 . D U O ) * D S Q R T ( ( G l 2 A ( X / A L F 1 , H H , D E , m ) -  

8 G 2 2 A ( X , A L F 1 , H H , D L , R j ) ) * *
8 2 . D U 0 + ( G 1 2 A ( X , A L F 1 , H H , D E , H U ) - G 3 2 A ( X , A L F 1 , D E , R J ) ) * *
8 2 .  D 0 0 + ( G 2 l.’ A(  X , A L r  1 , m H , D L ,  h J)  —
8 G 3 2 A ( X , A L F  1 , u E , R j ) ) * *  c ; . o oO + 3 . Đ U  0 / 2 . D 0 0 * 0 4  2 A ( X , Y , A L F 1 , D E , P Q ) * * 2 )



R c T U H N 
END

D 0 U 3 L E  P R E C I S I O N  F UNCT I ON o 1 2 M ( X >- A L F 1 r  H H ✓  D E /  R Q )
I . ' I P L I C I  T DOUBL č  PKEC I o  I ON ( A - H / - 0 - Z  )
RW=2 U. UDU
ALF = A L F 1 / 1 b 0 . 0 D 0 u * 5 . 1 4 1 5DU0
A A = ( D E + 2 . U D U * « « * D T A N < A L F ) ) / ( 2 . U I ' 0 * P T A N ( A L F ) )
G 1 2 1 = - R S / ( 2 . U D U * D T A N ( A L F ) * X * X ) - R S * R S / ( 2 . 0 D 0 * H H * X * X )
G 1 2 2 = A A / ( 2 . 0 D 0 * D T A N ( A L F ) * X * X ) * D L 0 G ( ( X - A A ) / ( R S - A A ) )
G 1 2 3 = - A m / ( 2 . 0 D U * D T A N ( a L F ) * X * ( X - A A ) )
G 1 2 A = G 1 2 1 + G 1 2 2 + G 1 23
R E T U A N
ČND
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D 0 U 3 L E  P R E C I S I O n FUNCTI ON'  G 2 2 A ( X / A L F 1 / H H > - D E x R Q )  
I i- I P L I C I T  DOUf oLt  P R E C I S l J N ( A - H / 0 - Z )
RW= 2 0 . ODU
A L F = A L F 1 / ] b 0 . U D U u * j . 1 4 1 3 d OO
T E = ( H H - D t ) / 2 . 0 D D
R S = R W - T E / D T A N ( m L F )
A A = ( D E + 2 . 0 D O * R W * D T A N ( A L F ) ) / ( 2 . 0 D O * D T A N ( A L F ) )
G 2 2 1 — — 1 . O d U /  ( 2 . 0 D O * D T A f j ( A L F ) * X * X )
G 2 2 2 = X - R S - ( R S * R o * D T A N ( A L F ) ) / H H
G 2 2 3 = A A * D L O G ( ( X - A A ) / ( R 3 - A A ) )
G2 2 A = G 2 2 1 * ( G 2 2 2  + G 2 2 3 )
RETURN
END

DOUBLE P R t C I S I O N  F UNCT I ON G3 2 A ( X/ A L F 1 / DE/ RQ) 
I M P L I C I T  D O J b L t  H R E C I S I O N ( A - H / C - Z )
R w = 2 U . 0 D U
AL F  = ALF1  / 1 o O . U D U J * 3 . 1 4 1  b L> 0 C'
G3 2 A = - 1 , D O U / ( D E + c . U D U O * ( R . v - X ) * D T A N ( A L F ) )
R č T U R N 
END

DOUBLE P k E C I S I O N  FUNCT i J N  G ^ 2 A ( X / Y / A L F 1 / D E / R C )  
I H P L I C I T  DOUd LE PR č C I o I 0 N < A - H / 0 - Z )
HH1 = 1 0 . 1 UDO 
R W =  2 0 . 0  D U
A L F = A L F 1 / 1 b O . U D U L * i . l A l j D O J
G 4 2 A = D T  A N ( r t L F ) * ( D č  + 2 . D J U * H d 1 - 2 . U D 0 U * Y ) /

& ( de  + 2 . u d o o * ( r w- x ) * d t a :j ( a l f ) ) /
& ( D E + 2 . 0 D 0 Q * ( R W - X ) * D T A N ( r t L F ) )

RETURN
END

SU U R OU T I N E  I iN T 2 B ( A L F 1 / H H , S / D c / R O  
I M P L I C I T  DUUd L E P R E C I S I O N ( A " H / 0 - Z )
DI MENSI ON X 1 ( 1 U J ) / W 1 ( 1 U U ) / X ć ( 1 u O ) / W 2 ( 1 0 0 )
RW= 2 0 . ODu
A L F = A L F 1 * 3 . 1 A 1 5 0 D 0 / 1 o 0 . U D 0  
T E = ( HH- D E) / 2 . 0 0 0  
R S = H W - T t / D T A N ( A L F )
A = RS 
B=RW 
N1 = 2 0 
N 2 = 2 0
CAL L  G A U L E i3 ( n 1 / X 1 / W 1 )
CALL  G A U L E G ( N 2 / X ć / W 2 )
S = 0 . UUOO 
D 0 10 K = 1 ,  im 1
S = i + W l  ( < )  * f  JN1 l j  ( (1 . . . i n . n n  *  r y 1 f v  \  \ i



8 A L F 1 x H H y O c y R J )
C ONT I NUE
S = S * ( 3 - A ) / 2 . OuOO
R £ T U ft N
END

DOUBLE P R t C I S l O N  FUNCT I ON F UN12 FU X x N X 2 x W2 / A L F 1 / HH/ D E / R Q ) 
I M P L I C I T  DUUbLE P H E C I S I O N C A - H / O - Z )
D I M E N S I O N  X 2 ( N 2 ) / W 2 ( N 2 )
FUN1 2d  = ' J . ODUU 
A 1 = rl 1 2 H ( X / D E / R u )
3 1 = H 2 2 d ( X / D E / R O )
D 0 10  K = 1 / N 2
F U N l 2 B = F U N 1 2 b  + W 2 ( K ) * G 2 3 ( X / ( 1 . J D O 0 / 2 . O D 0 0 ) * ( X 2 ( . < ) * ( B l - A 1 ) + B l + A 1  

&ALF1 /  H H / D E / R G i )
CONT I NUE
F U N 1 2 o = F U n 1 2 B * F U N 2 3 ( X ) * ( 3 1 - A 1 ) / 2 . 0 D 0 0
K E T U R N
END

DOUBLE P K E C I S I O N  F U N C T I  0 N H 1 2 H ( X / D E / R 0 )
I M P L I C I T  DOUBLE P R E C l 6 i J N ( A - H / 0 - Z )
H H 1 = 1 0 . 1 UDU 
H 1 2B=HH1 
RETURN 
END

DOUr i LE P R E C I S I O N  F UNCT I ON H 2 2 d ( X / D E / K U )
I M P L I C I T  D J U U L c  P H E C I S i O N ( A - H , 0 - Z )
H H 1 = 1 0 . 1 ODU 
H 2 2 B  = HH1+DE 
Rc TURN 
END

DOUBLE P R c C I S I O N  FUNCTI OM F U N 2 3 ( X )
I M P L I C I T  DOUBLE P R E C I  S I  O.N ( A - H  /  0 - Z )
F U N 2 b = X
RETURN
END

DOUBLE P R E C I S I U N  F U N C T I J N  G2 t U  X /  Y , A L F 1 , HH, DE, RG)
I M P L I C I I '  D O U b L t  P R t C I S Z 0 N ( A - H / 0 - Z )
G28 = DS0RT ( 2 . D 0 I j / j  . DOO)  * DSORT ( ( G 1 2 U ( X / h LF1 , H H / D E / R Q )  —

& G 2 2 8 ( X / A L F 1 / H H / D c / r i v J ) ) * * 2 . t ' >  0 0 + ( G 1 2 b ( X / A L F 1 / H H / D E / R 0 ) -  
& G 3 2 r i ( X / A L F l / D E / K O ) ) *  * 2 . D U J  *
a ( G 2 2 3 ( X / A L F l / H H / D Č / R Q ) - G 3 2 : K X / A L F 1 / D f c / R - ) ) ) * * 2 . D U O + 3 . Đ O O / 2 . D O O *  '
& G 4 2 B ( X / Y / A L F 1 / D E / R C ) * * 2 )

R E T U R N 
END

DOUBLE P R E C I S I O N  F UNCT I ON G1 2 8 ( X , A L F 1 , HH, D E , R0 )
I M P L I C I T  DOUbLE P K E C I S I 0 N ( « - H / O - Z )
R N = 2 U . ODO
A L F = A L F 1 / 1 b O . O D O O * 3 . 1 4 1 5 D 0 C
A A = ( D E  + 2 . 0 D 0 « K W * D T A N ( A L ' F ) ) / ( 2 . U D O * D T A N ( A L F > )  
G 1 2 1 = - R S / ( 2 . 0 D 0 * D T A N ( A L F ) * X * X ) - R S * R S / ( 2 . 0 D 0 * H H * X * X )  
G 1 2 t = A A / c 2 . U D O * D T A N ( A L F ) * x * X ) * D L O G ( ( X - A A ) / ( K S - A A ) )  
G 1 2 3 = - A A / ( 2 . 0 D 0 * D T A , J ( A L F ) * X * ( X “ A A ) )
G1 2 8 = G1 2 1 KG122  + G 1 23
RETUf t N
END

DOUBLE P K E C ' I S I O N  r ’J M C T I O N  G22 3 ( X / A L F 1 / H H / D E / R Q )
I M P L I C I T  D U J d l E P R L C I S 1 0 N ( A - H / U - Z  )
R K= 2 U . ODU
A L F = A L F 1 / 1 đ C . O D O O * 3 . U 1 3 D O O

126.
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TE= ( H H - D t )  /  2 . UuU 
RS = R w - T t / D T A . M ( A L F )
A A = ( D E + 2 . G D 0 * k w * U T A N ( A L F ) ) / ( 2 . O D O * D T a N ( A L F ) )  
G 2 2 1 = - 1 . U D J / ( ž . 0 D ' J * D T A N ( A L F ) * X * X )  
C - . 2 2 2 = X - R S - ( R S * K S * D T A N ( A L F ) ) / H w 
G223 = A A * i) L O S ( ( X - A A ) / ( R 3 - A A ) )
G 2 2 d = G221 * ( Gc . t 2  + G2 2 J )
R t  T U R N 
END

DOUBLE P KE CI S I ON FUuCTI ON G 3 2 d ( X /■ A L F 1 /■ D E /  R 3 ) 
I M P L I C I T  DOUBLE F K E C I S I O N ( A - H x O - Z )
R w = 2 0 . 0 j U

A L F = A L F 1 / 1 d U . 0 u 0 O * 3 .  1A1D D 0 0 
G 3 2 3 = - 1 . D 0 0 / ( D E + 2 . O D U 0 * ( k X - X ) * D T A N ( A L F ) )
R E T U R N 
END

DOUBLE P R t C I o I G N  F U N C T I U N  G A 2 t J ( X x Y y A L F 1 / D t / R Q )  
I M P L I C I T  D OU H L t  P H E C I S  I O N ( A - H z O - Z )
H H 1 = 1 0 . 1 uDU 
R W = 2 0 . 0 0 0
ALF=ALF 1 / 1 t i U. ODJ  0 * 3 . 1  A1 i>DOO 
o A t B = D T  A N ( A L F ) * ( D t  + 2 . D J 0 * H H 1 _ 2 . 0 D 0 0 *  Y ) /  

8 ( D c + 2 . 0 D 0 0 * ( R * - X ) * D T A N ( A L F ) ) /  
S ( D E + 2 , O D O O * ( R w- X ) * D T A ; U A L F ) )

RETURN
END

SUBROUTI NE I NT2 C ( A L F 1 / H H / S / D E / R O )
I M P L I C I T  DUU b L t  PREC 1 S ION ( A - H / O - Z )
D I MENSI ON X 1 ( 1 U 0 ) / W 1 ( 1 0 0 ) / X 2 ( 1 O J ) / W 2 ( 1 0 0 )
RW=20. ODO
ALF = ALF1 *  j  . 1 41 5 J D U / I  <3 0 . 0  D 0 
T E = ( H H - D E ) / 2  . U D 0 
R S = R W - T E / D T A N ( A L F )
A = R S 
d  =  R W 
N1 = 2 0  
N 2 = 2 G
CALL G A U L t  vi ( iM 1 /  X1 /  W 1 )
CALL G A U L E G ( N 2 / X 2 / W 2 )
S = 0 . ODO0 
D 0 1 0 K = 1 /  N1
3 = S + W l ( K ) * F U N l 2 C ( ( 1 . 0 D ' J J / 2 . 0 D 0 0 ) * ( X l ( K ) * ( a - A ) + 8 + A ) / N 2 / X 2 / W 2 /

8 A L F1 / H H / D t / R U )
CONTI NUE
S = S *  ( 3 - A )  /  2 .  ODU'J
RETJRN
END

DOUBLE PP. ECI SI OM FU.mCTI ON F UN1 2 C ( X /  M2 r  X 2 /  W 2 /  AL F 1 /  HH /  D E /  RQ ) 
I M P L I C I T  DOUBLć P R E C I o I U N ( A - H/ 0 - Z )
DI / 1ENSI 0 N X 2 ( N 2 ) / W 2 ( N 2 )
F U .N 1 2 C = J . 0 D 0 0
A 1= H1 2 C ( X / D l / R u )
l) 1 = H 2 2 C ( A / A L F 1  /  J t / R u )
D 0 10 K = 1 /  iJ 2
FUN12C = FuN12C + W 2 ( K ) * o 2 C ( X / (1 . O D 0 0 / 2 . 0 D 0 0 ) * ( X 2 ( K ) * ( 9 1 —A 1 J + B 1 + A 1 ) /  

& A L F 1 / H H / D E / R U )
CONTI NUE
FUN12C = F U. N1 2 C* FUN2 C( X)  + ( 3 1 - M 1 ) / 2 . 0 D Q 0
R £ T U R N 
END



DOUSLč P RE CI S l UN FUNCTI ON H 1 2 C ( X / D E / K Q )
I ' I P L I  C I T  DOULLr  P R t C I 3 l O N ( A ~ H x O - Z )
HH1= 1 0 . 1 CDU 
H12 C = H H1 +DE 
RcTURN 
END

DOUBLE PPEC I SICl N FUNCT I J N H 2 2 C ( X , A L F 1 / D E / R O )
I M P L I C I T  OOU-JLc P K L C I S I U I U A - H / O - Z )
HH1 = 1 0 . 1  U l>U 
RW=2U. 0Du
A L F = A L F 1 / 1 f a O . U L J O * 3 . l A l 3 J D U U  
H 2 2 C = H H1 + D L + ( R w - X ) / D T A N ( A L F )
R E T U R N 
END

D0U8LE PRf cCI SI UN FUNCTI UN FUN2C( X)
I M P L I C I T  DOUbLfc P R E C i S I 0 N ( A - H / 0 - Z )
F UN 2 C = X
RETURN
END

DOUdLE P R c C I S I u N  FUNCTI ON u 2 C ( X / Y / A L F 1 / HH, D ć / RQ) 
I M P L I C I T  DOUHLfc P R f c C I S I 0 N ( A - H / 0 - Z)
G 2 C = D 3 Q R T ( 2 . D U U / i . D 0 u ) * D b Q R T ( ( G 1 2 C ( X / « L F l / H H / D E / R O ) -  

C G 2 2 C ( X / A L F 1 / r t H / D f c / R u ) ) * * 2 . D u u + ( G l 2 C ( X / A L F 1 / H H / D E / R Q ) -  
<1 G 3 2 C ( X / A L F 1 / D ć / R j ) ) * *
S 2 . D O O + ( G 2 2 C ( X / A L M / H H / D E / H Q ) - G i 2 C ( X / A L F 1 / D E / R Q ) ) * * 2 . D O O +  
& 3 .  D O O / 2 . D U 0 * G A 2 C ( X / Y / A L F 1 / D E/ K Q ) * * L  )

R t  T U R N 
END

DOUdLE P R E C I S I U N  FUNCTI ON G 1 2 C ( X / A L F 1 / H H / Đ E / R Q )
I M P L I C I T  DOUULfc P R c C I S I J N ( A - H / O - Z )
r t W=2(J . 0D0
A L F = A L F 1 / 1  U 0 . 0 u j u * 3 . 1 a 1 j>DJu
A A = ( D E + 2 . u D 0 * R W * D T A N ( A L F ) ) / ( 2 . 0 D U * D T A N ( A L F ) )
G 1 2 1 = - R S / ( 2 . 0 D u * D T A N ( A L r ) * X * X ) - R S * R S / ( 2 . 0 D 0 * H r t * X * X )
G 1 2 2 = A A / ( 2 . Q D U + j T H i U A L F ) * X * X ) * D L 0 G ( ( X - A A ) / ( R S - A A ) )
G123  = “ A A / ( 2 . U D U * D T A N ( A L F ) * X * ( X ~ H  A ) )
G1 2 C = G1 2 1 + u 122  + 31 23
R c T U R N
END

DOUBLE Pr t f cCI SI OM FUNCTI ON G 2 2 C ( Z / A L F 1 / H H / D E / R G )  
I M P L I C I T  DOUULfc P R E C 1 S 1 0 N ( A - H / C - Z )
R w = 2 0 . 0 j | j
A L F = A L F 1/ 1 o O . O D j u * 3 . 1 A 1 3 D 0 U  
T E = ( H H - D E ) / 2 . 0 d U 
R S = R w - T c / Đ T A N ( A L F )
A A = ( D E + 2 . 0 D O * R W * D T A N ( A L F ) ) / ( 2 . O D 0 * D T A N ( A L F ) )
G 2 2 1 = - 1 . U D 0 / ( 2 . 0 D 0 * D T A N ( A L F ) * X * X )
G 2 2 2 = X - R S - ( R S * H S * D T A N ( A L F ) ) / H H
G 2 2 3 = A A * u L O U ( ( X - A A ) / ( R S - A A ) )
G 2 2 C = G 2 2 1 * ( G 2 2 2 + o 2 2 3 )
KETUR.N
END

D0U8LE PREC1SIU.M F J N C T I C N  G 3 2 C ( X /  A L F 1 /  D £ ,  R Q )
I M P L I C I T  DUJbLE P R E C I S I O N ( A ~ H / 0 - Z )
RW = 20 . ODU
ALF= AL F1  / 1  3 0 . U D 0 C  * 3 . 1  t*1 3D00
G 3 2 C = - 1 . D 0 0 / ( D t  + 2 . 0 D u 0 * ( i < w - X ) * D T A N ( A L F ) )
R E T U K N 
END



D0U3LE PRECI SI ON F U N C T I  O N G A 2 C ( X / Y / A L F 1 / D E / R Q )  
IM P L I  C I  T DOUdLE P « E C I S I O N ( A - f i / 0 - Z )
HH1 =1 0 . 1  0 D (J 
R W = 2 0 . 0 D U
A L F = A L F l / 1 b O . U D U  0 . 1 «*1 5D 00
G 4 2 C = D T A N ( A L F ) * ( D E + 2 . D 0 0 * H H 1 - 2 . O D O O * Y ) /

&( DE + 2 . U D U O * ( R i i “ X ) * D T A N ( A L F )  ) /
&( DE + 2 . O D O O * ( R w - X ) * D T A N ( ALF ) )

RETURN
END

SU3RCUTI NE I N T 2 3 ( A L F 1 / H H / S / D E / P . 0 )
I i l P L I C I T  DOUULE P R E C I S I 0 N ( A - H / 0 - Z )
DI MENSI ON X1 ( 1 0 0 ) /W1 (1 OL' ) /  X 2 (1 0 0 )  ,  W 2 (1 0 J )
RN= 2 0 . ODO 
A=RW 
3 = RQ 
N 1 = 20 
N 2 = 2 0
CALL G A U L E G ( N 1 / X 1 / W 1 )
CALL G A U L E G ( N 2 / X 2 / W 2 )
S=U. CDOO 
D 0 10 < = 1 / N1
S = S + W l ( < ) * F U N l 2 i ( ( 1 . 0 D 0 0 / 2 . 0 D 0 0 ) * ( X 1 ( < ) * ( U - A ) + B + A ) / N 2 / X 2 / W 2 /  

& A L F 1 , H H , D E , R Q )
CONTI NUE
S = S * ( 8 - A ) / 2 . 0 D 0 0
RETURN
END

DOUBLE P R E I I S I O N  F U N L T I J N  FUN1 2 3 ( X / N2 / X 2 / W2 / A L F 1 , HH, DE/ RQ) 
I M P L I C I T  DOU0LE P k E C I S  I  UN( A - H / 0 - Z )
DI MENSI ON X 2 ( N 2 ) / W 2 ( N 2 )
F U N 1 2 i = 0 . O D O O  
A l = H 1 2 i U , D E , R Q )
B l = H 2 2 i ( X / D E , R Q )
D 0 10 K = 1 / N 2
F U N 1 2 3 = F L N 1 2 i  + W 2 C O * G 2 i ( K , ( 1 . Q D u U / 2 . 0 D 0 0 ) * ( X 2 ( O * ( B 1 - A 1 ) + 8 l + A 1 ) ,  

& A L F 1 / H H / D E / R G )
CONTI NUb
F U N 1 2 i  = F U N 1 2 i * F U N 2 i ( X ) * ( d 1 - A 1 ) / 2 .OOUO
R E T U R N
END

DOUBLE P R E C I S I O N  FUNCTI ON t l 1 2 i ( X / D Ć / R a )
I M P L I C I T  DOUBLt  F H Ć L i S l U N ( A - H / 0 - Z )
HH1= 1 0 . 1 UDu 
H1 2 3 = H H 1 
R ETURN 
END

DOUdLE P RE CI S I ON FUNCTI UN H 2 2 3 ( X / Đ E / R Q )
I M P L I C I T  DUUdLc P K L C I S I 0 N ( A - H , 0 - Z )
H H 1 = 1 0 . 1  U D u 
H 2 2 3 = H H 1 + D t  
RETUkN 
E N D

DOUBLE PRECI S I ON FUn CTI ON F U M 2 3 ( X )
I M P L I C I T  DOJBLE PRtC I S I O N ( A - h , 0 - Z )
F U N 2 5 = X
RcTURN
END



D 0 U 3 L t  P R t C I S I U N  FUNCT I u N G 2 3 ( X / Y / A L F l / H H / D f c / R Q )  
I M P L I C I T  DUU’J L t  PHEC I S  t ON ( A - H r O - Z  )
G 2 3 = D S Q R T ( 2 . D iJ O / 3 . D U O ) * D S G R T < ( G 1 2 3 ( X / A L F 1 / H H / D E / R Q )  

& G 2 2 3 ( X / A L F 1  /  HH/ DE /  R3)  ) * fcZ . DOO+( v j 1  2 3 C X r A L F 1  /  H H / D E / R 3 ) -  
i G 3 Z 3 ( X / D f c / R ; 3 ) ) * * 2 . Đ U O F ( U 2 2 3 ( X / A L F 1 / H r i / D E / R Q ) -  
& G 3 2 3 ( X / D t / ’ K < 3 ) ) * * 2 . i ) U O  + j >. DOO/  
& 2 . D O O * G 4 2 3 ( X / Y / D c / R Q ) * * 2 )

RETUKN 
fc N D

DOUf lLE PRECI SI O' 1  FUNCTI GN G 1 2 3 ( X / A L F 1 / H H / D E / R ' J )  
I r l P L l C I T  DOUfcLfc P * < E C I S I O N ( A - H / 0 - Z )
r <v = 2 u . O do
ALF = AL F  1 / 1 & O . O D O U * 5 . 1 41 iiDUO 
T f c = ( H H - D E ) / 2 . 0  JU 
R S = R W - T E / D T A N ( A L F )
A A = ( D E + 2 . 3 D 0 * R W * D T h N ( A L F ) ) / ( 2 . 0 D 0 * D T A N < A L F ) )
</ K 2 1 = - 1 . 0 0 0  /  ( 2  . O D G * D T A N ( A L F )  *RW)  
V R 2 2 = R W - H S - ( R S * R S * D T A N ( A L F ) ) / H H  
VR23 = A A * D L 0 G ( ( R W “ A A ) / ( R S — A A ) )
F I  = VR 21 * ( VR22 + VRt  3)
G 1 2 3 = - F I * R W / ( X * X ) + ( 1 . 0 D O O + R W * R V ; / ( X * X ) ) / ( 2 . D O O * D E )
RETURN 
END

D0U3LE P R E C I S I O N  F U N C T U N  o 2 2 3 ( X / A L F 1 / H H / D E / R O )  
I M P L I C I T  DOUbLE P R t C I S I O N ( A - H / 0 “ Z )
RW=2u. Ol ) U
AL F = AL F 1  / 1  6 0 . UDL) 0* 3 . 1  41 liDOO 
T E = ( H H - D f c ) / 2 . 0  D j  
RS = R W - T E / D T A N ( m L F )
A A = ( D E + 2 . 0 D 0 * f < W * D T A N < A L r ) ) / ( 2 . 0 D C * D T A N ( A L F ) )
V R 2 1 = ~ 1 . O D G / ( 2 . U D u * D T A N ( A L F ) * R W )  
V R 2 2 = R W - R S - ( R S * R S * D T A N ( A L F ) ) / H H  
VR23 = A A * D L 0 G ( ( R . « - A A ) / ( t c S - A A ) )
F I = V R 2 1 * ( V R 2 2 + V R 2 3 )
G 2 2 3 = F I * K W / ( X * X )  + ( X * X  — R W * R W ) / ( 2 . D 0  0 * D E * X * X )
Rt TURN
END

D0U3LE P R t C I S l O N  FUNCTI ON G 3 2 3 ( X / D E / R Q )
I M P L I C I T  DOdoLE P R f c C i S I O N C A - H / O - Z )
G323  = - 1  . U D O J / D t
R fc T U R N
END

DOUbLE P P t C l S I O N  FUNCTI ON o - 2 3 ( X / Y / D E / R j )
I M P L I C I T  DGU3LE PKc L I S I O I K  A - H / O - Z )
G 4 2 3 = 0 . 0 D 0 0
RETURN
END

S U3 R0 U T I NE  I NT 1 1  ( A L F 1 / H H / S i / O E / R  Q) 
I M P L I C I T  DUU e L t .  P R E C I S I O N C A - H / O - Z )  
D I H E N S I U H  X ( 1 0 0 ) / w ( 1 U 0 )
RW=20. UDO
A L F = A L F 1 * 3 . 1 4 1 5 Q D O / 1 o O. ODU 
TE= ( HH- Df c )  /  2 . ODO 
R S = R w - T E / D T A N ( A L F )
A = 0 . 0  D 0 'J 
d = R 3 
N = 2 0
CALL GAULEG ( N / A / v , )



s  =  0 . 0  D 0  0  
DO 10 K = 1 / N
S  =  S+ W C K ) * F U N l 1 < ( 1 . 0 L » U 0 / 2 . J D 0 O ) * ( X ( H J * < 3 - A ) + 3  + A ) )  

10  CONT' I NUč
SS = S*  ( 3 -  A ) / Z. ODOCJ
RETUkN
E N D

DOUBLČ P R E C I S I O N  F U N C T I U N  FUN1 1 ( X )
I M P L I C I T  DOUULE P r t c C I S I O N ( A - H / l ) - Z )
F U N 1 1 = X * X  
R t  T U P. N 
END

C

SUBROUT I NE  I N T l A ( A L F 1 / H M / S b x D E / « a )
I M P L I C I T  DOUbLE P H E C I S I O N ( A - H / 0 “ Z)
D I M L N S I O N  X ( 1 OU)  /  vl (1 CU)
R W = 2 0 . 0 0 0
A L F = A L F 1  *  3 . U 1 5 0 D U / m 0 . U i > U  
T E = ( H H - 0 t ) / 2 . U D 3 
R S = R w - T t / D T A r i ( A L F  )
A=R S 
B = R W 
N = 2 0
CAL L  G A U L E o ( N / X / w )
S = U . UDUJ 
D 0 10  K = 1 /  N
S = S + W ( K ) *  F U N1 A ( (1 . C D O U / 2 . O D U U ) * ( X ( < ) * ( B - A ) + B  + A ) / A L F 1 / H H /  

10  C O N T I N U E
S S = S * ( B - A ) / 2 . U D U O
R E T U k N
END

DOUBLE P k ć C I S I O N  F U N C T I J N  F U N 1 A ( X / A L F 1 / H H / D E / R U )
I H P L I C I T  DOUBLL PRČC I  S I O N ( A ~ H / O - Z )
R W = 2 U . ODU
A L F = A L F l / l a O . O D O O * 5 . l A l 5 DOO 
T E = ( H H - D E ) / ć . ODO 
R S = R W - T E / D T A N ( A l F)
A A = ( D E + 2 . O D U * R w * D T A N ( A L F ) ) / ( 2 . O D C * D T A N ( A L F ) )  
VR21= - 1 . 0D U / ( 2 . J D U * D T A N ( A L F ) * X )
V R 2 2  = X - RS -  ( R S * R S * D T A N  ( A L F )  ) /  Hr<
V R 2 5 = A A * D L 0 G ( ( X “ A A ) / ( R S - A A ) )
V R 2 = V f t 2 1 * ( V R 2 2 + V R 2 3 )
F U N 1 A = ( V K 2  + DT A N ( h L F ) ) * X
f t ETURN
END

C

S U 3 R 0 U T I N E  I N T 1 b ( A L F 1 / H H / S S / D = / R j ) 
I N P L I C I T  D O U B L t  P RE C I  S I UN ( A - H / O - 7 . )  
D I N E N S I O N  X ( 1 U 0 ) / W ( 1 0 0 )
R W= 2 u . O d O
A L F = A L F l * 3 . 1 A 1 5 0 D 0 / 1 S U . G D U  
T E = ( H H - D E ) / 2 . 0  D U 
R 3 = R W - T E / D T A N ( A L F )
A=RS 
3 = R W
N = 2 U
C A L L  G A U L E 5 ( N / X / w )
S = 0 . 0  D 0 0 
D 0 10  K = 1 /  N
S = S + n ( K ) * F U N 1 P ( ( 1 . O D O G / 2 JDOO)  *  ( X  ( K )  *  ( - l - A J + B + r t )  /  ALF1  / H H

131 .

D E /  R 0 )

D E / RQ)



1 3 2 .
10 C O N T l N U t

S5= S * ( b - A ) / 2 . GDJC
R E T U h N
END

DOUSLE P R E C I S I O N  F U N l T I O N  F U ? I 1 0 ( X / A L F 1 / H H / D E / R Q )  
I M P L I C I T  D OU U L t  P R E C I S I 0 N ( A ~ H / 0 - 2 )
R W = 2 0 . 0 d 0
A L F = A L F 1 / 1 o O . G D O u * 3 . 1 a 15DUO 
T E = ( H H - D L ) I I . ODO 
RS = RW“ T d / D T A N  ( A L F  )
A A = ( D ć: + 2 . G D O * R W * D T A N ( A L F ) ) / ( 2 . 0 D O * D T A N ( A L F ) )
V R 2 1 = - 1  . J D u / ( t . J D U * D T A N ( A L F ) * X )
VR2 2  = X - R S - ( R S * R S * D T A I J ( A L F ) ) / H H  
V R 2 3 = A A * D L O S ( ( X - A A ) / ( R S - A A ) >
V R 2 = V R 2 1 * ( V R 2 2 + V R 2 i )
F U H1 B = V R 2 * X  
RETURN 
EN D

C

S U H R O U T I N t  I N T 1 3 ( a L F 1 / H H / S S / D E / P C i )
I M P L I C I T  DOUdLE P ?. E C I  S I  ON ( A~H /  0 - Z )
D l n E N S I O N  X ( 1G0 ) / W ( 1U0 )
RW= 2 G. 0 DG 
A = K W 
B = RQ 
N = 2 0
CAL L  G AU L E u ( N /  X /  vJ)
S = U . UDOO 
DO 10 K = 1 / N
S = S + W ( K ) * F U N l 3 ( ( 1 . J D U 0 / 2 . 0 D U 0 ) * ( X ( K ) * ( B - A ) + d + A ) / A L F 1 / H H / D E / R Q )  

10  CONT I NUE
S S = 3 * ( fcJ- A ) / 2 . 0  D 0 0
R E T U K N
END

DOUBLE P R E C I S I O N  F U N C T I J N  F U N 1 5 ( X / A L F 1 / H H / D S / R Q )  
I M P L I C I T  DOUBLc  P R E C I S I O N ( A - H / O - Z )
RW=2 C. ODO
A L F = A L F 1 / 1 6 u . 0 D J C * 3 . 1 4 1 5 D 0 0  
T E = ( H H - D c ) / 2 . U D J  
R S = R W - T E / D T A N ( A L F )
A A = ( D E + 2 . 0 D 0 * R W * D T A N ( A L F ) ) / ( 2 . 0 D 0 * D T A N ( A L F ) )
V R 2 1 = - 1 . U D G / ( 2 . U i) 0 * D T A N ( A L F ) * R W )
V R 2 2 = R W - K 5 - ( R S « K S * D T A N ( A L F ) ) / H H
V R 2 3 = A A * D L 0 G ( ( R W - A A ) / ( R S - A A ) )
F I  = VK 21 * ( V R 22 + V R E i )
F U N 1 3 = ( F I * K W / X + ( a * X - K W * R W ) / ( 2 . U D G * D E * X ) ) * X
R E T U R N
END
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