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P R E D G O V O R

U savremenoj metalnoj industriji obrada metala pritiskom zauzima 
vidno mjesto u odnosu na ostale tehnoloske grane. Tome u prilog ide činjeni- 
ca da je više od 90% svih metalnih produkata (polufabrikata ili gotovih pro- 
izvoda) moralo proći kroz ovu vrstu obrade. U vezi s tim od posebnog značaja 
i interesa jedalje istraživanje tehnoloških procesa. kao što su presovanje, 
kovar.je. valjanje. izvlačenje itd. s ciljem njihove optimizacije, kako u 
pogledu naponskog stanja tako i u pogledu deformacija odnosno kinematike sa- 
mih procesa.

Iz skupa procesa plastičnog deformisanja metala može se izdvojiti 
klasa koja se karakteriše jednim opštim svojstvom. a to je da se tečenje me- 
tala vrši u obliku tankog sloja koji se nalazi izmedju radnih površi čije kre- 
tanje definiše karakter i geometriju tečenja. Procesi te vrste su dovoljno 
rasprostranjeni u tehnologiji: štampanje i presovanje tankozidnih elemenata 
konstrukcija. valjanje limova itd. Pri relativno opstim predpostavkama poka- 
zalo se mogućim formirati teoriju i predložiti efektivne metode za rešavanje 
naznačene klase problema.

S druge strane. u poslednje vrijeme. mnogi proizvodi se izradjuju 
od nemetalnih (polimernih) materijala pa se, u vezi s tim, posebno intenzivno 
razvija naučna disciplina mehanika polimera. Formiranje efektivnih metoda za 
proračun konstrukcija od polimernih materijala je jedan od njenih najvažni- 
jih zadataka.

Savremeni problemi vezani za transport goriva u tečnom i gasovitom 
stanju, sagorijevanje čvrstih goriva, transport cijevi od polimernog materi- 
jala i sl. učinili su da mehanika polimera bude predmet interesovanja veli- 
kog broja istraživača. posebno u inostranstvu.

Ovim aktuelnim problemima nelinearne mehanike je posvećena ova diser-
tacija.

U vezi s predhodnim, cilj istraživanja, u okviru disertacionog rada, 
je bio da se dobiju rešenja za niz novih problema iz naznačenih oblasti i da 
se pri tome ili predlože nove metode rešavanja. ili dalje razviju postojeće 
ili pak samo primijene već poznate efektivne metode.

Disertacija se sastoji od predgovora, tri glave. opšteg zaključka 
i spiska literature.

U prvoj glavi su dati osnovni (neophodni) pojmovi iz mehanike kon- 
tinuma. korektne postavke graničnih problsma teorije plastičnog tečenja i



termo-visko-elasticnosti u slucajsvima statickog i dinamickog opterscenja 
i pregled efektivnih metoda rešavanja.

Drugu glavu disertacije sačinjavaju rešenja novih problema hladnog 
presovanja i valjanja tankog metalnog sloja. Istraženi su: problem presova- 
nja sloja oblika elipse. problem dobijanja koncentričnih kružnih rebara. 
udar tereta u kružni disk i prster. i problem valjanja lima. Uopšten je efek— 
tivni metod karakteristika. Predložen je metod rešavanja problema dinamičkog 
opterečenja šupljeg cilindra od linearno visko-elastičnog materijala, oblo- 
ženog sa elastičnom ljuskom. uz prisustvo nehomogenog i nestacionarnog tem- 
peraturnog polja.

U poslednjoj. trećoj. glavi su date postavke i rešenja problema od- 
redjivanja polja i profila temperature kod izvlačenja tankih žica i valjanja 
limova za slučaj prisutnosti elektro-termo plastičnog efekta.

Na kraju je dat opšti zaključak u kojem su sintetizovani dobiveni 
rezultati i dati odredjeni komentari.

U disertaciji su formule i slike označavane sa tri cifre. Pri tome, 
prva cifra predstavija broj glave. druga broj odeljka u glavi, a treća mje- 
sto formule ili slike u odeljku. Korišćena i citirana literatura navedena je 
na kraju. i to za prvu glavu posebno. a za drugu i treću zajedno. Pozivanje na 
literaturu se vrši brojem u uglastoj zagradi.

Oznake nijesu posebno navodjene, već je u tekstu svuda naglašavano 
šta odgovarajuća oznaka znači.



GLAVA I: NEOPHODNI IZVODI IZ MEHANIKE KONTINUMA 
I EFEKTIVNE MATEMATIČKE METODE

Ovdje su izloženi osnovni elementi iz teorije napona i 
teorije malih i konačnih deformacija. Prikazane su. u kratkom 
obliku. i neke efektivne matematičke metode za rješavanje pro- 
blema nelinearne mehanike deformabilnog tvrdog dijela.
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1. ELEMENTI TEORIJE NAPONA I DEFORMACIJA

1.1. TEORIJA NAPONA

1.1.1. Naponsko stanje u tački

Znamo ([ L] , [2"]. da je sa devet komponenata napona za tni uzaja- 
mno normalne ravni, koje prolaze kroz razmatranu tačku 0 (sl.1.1.1.), u potDu- 
nosti odredjeno naponsko stanje u tački. tj. znajući njihove vrijednosti, može- 
mo izračunati ukupni napon za proizvodnu ravan ABC koja prolazi kroz tačlcu 0.

Pomenutih devet komponenata napona obrazuju tenzor napona (5 )

6x t x y
7*Lxz

tsx Sy f f '  l yz

Tzx T z y cn
. N • 
__

gdje su: Sx' ^y’ *̂z “ normatne komponente napona

£* , Tyx’ Tzx' tyz' Tzy - tansentne komponente napona
x,y,z - oss pravouglog Dekartovog sistema koordinata.

Tenzor napona (6 )je simetričan jer, na osnovu stava o konjugova- 
nosti tangentnih napona,važi

r* - ffs — <T~ (p" —
xy ” Lyx’ Lyz Lzy’ ẑx " Lxz'

Projekcije XN. i Z^. na koordinatne ose x,y i z, ukupnog napo- 
na p^ (sl. 1.1.2) za kosu ravan ABC su odredjene relacijama:

( 1 . 1 . 1 )

~ ̂ x'.t+ Lxy:m + txz<n *

- + &ym  + £yz*n»
~ ^zx-t +<CzyJTJ+ 5z* n *

gdje su: l.m.n - kosinusi pravaca normale ^ ravni ABC.

Ukupni (-p̂ ), normalni ( ) i tangentni ( 'fc ) napon se zatim, na
osnovu poznatih projekcija ukupnog napona, odredjuju iz:

X* 2 U  2** = ^

6^ = x^-£ + Z^.n f
2 - £ 2



U daljem tekstu ćemo. u cilju sažetijeg pisanja. koristiti i ten- 
zorske oznake, prema kojima se Dekartove koordinate x,y i z oznacavaju sa xif 
pri čemu indeks i dobija vrijednosti 1,2 i 3. Normalne komponente napona ozna-
čavaćemo sa (a ^22  ̂ ^ 33’ tanSente sa ^ 12’ ^23  ̂ ^ 3 1’ a ^snzor r.apo-
na sa 5 ! .)i,j_1,2.3. Ako sa n^ označimo ranije uvedene oznake £ ,m i n, onda
relacija (1.1.1) ima oblik

(1-1.2)

pri čemu se sabiranje vrši po ponovljenom indeksu u monočlanu. Indeks koji se 
ponavlja naziva se nijemi indeks, a indeks koji se ne ponavlja je slobodan.

1.1.2. Diferenci jaJLne jednaČine ravnoteže
Ako se iz opterećenog tijela izdvoji mali element oblika paralelo- 

pipeda, sa stranicama koje su paralelne koordinatnim osama x.y,z i koje imaju 
dužine dx, dy i dz, na njegovim stranamaće se pojaviti naponi kao uticaj odba- 
čenog dijela. Označavajući sa'X, Y i Z, zapreminske sile, jednačine ravnoteže 
(bez inercijalnih članova) su:

3^x 3txy Ć)(-XZ
T iT  ■*' D y 't) Z
3iCxy + 96'y * dtyz
3 x D y ’TTžT

c)fzx . 3Tzy . DS*z
'T) x TTž“

+ X = 0 y

+ Y = 0 , 

- + Z = 0,
ili u skraćenom obliku

Q£ij
xj

(1.1.3)

34 ■°- ....  (1.1.4)



1.1.3- Razlaganje tenzora napona

Opšti slueaj naponskog stanja možemo oredstaviti u obliku zbira 
dva naponsl-ca stanja (Sl. 1.1.3)-Tenzor napona prvog naponskog stanja (S1.1.1.3.b) 
naziva se sfernim tenzorom sa komponentama c5" - • ^j.

gdje su:

( G 0 0 '

°
$ 0

—1
> = 5  „-K.

/ 0 0 <0

Kronekerov delta simbol
ij

1 za i=j 
0 za i^j ,

^ s r e d n j i  normalni napon

(1.1.5)

Tenzor napona drugog naponskog stanja (Sl. 1.1.3-c) naziva se devi- 
jator napona (S) sa komponentama

odnosno:
S i j  “ ^ i j (T . jK .........  ( 1 .1 .6 )

Sx = S' x - G'- Sxy

v>X
b~>II

Sy - 6'y- ffi Syz
- T  • Cyz’ ...... (1 .1 .7 )

Szx = T  :Lzx

Na osnovu relacija (1.1.5) i (1.1.6), odnosno (1.1.7) slijeđi

S. . = S +S +S = 0. ....  (1-1.8)xi x y z

U oblasti elastičnosti zapreminska deformacija je upravo propo- 
rcionalna zbiru normalnih napona L O* Kasnije će biti pokazano da se ova kon- 
statacija može proširiti i na oblast preko granice elastičnosti. Na osnovu 
predhodno rečenog i na osnovu relacije (1.1 .8) slijedi da je kod drugog napon- 
skog stanja (Sl. 1.1.3-c) promjena zapremine elementa jednaka nuli, a mijenja 
se samo oblik elementa. Očigledno je da se kod prvog naponskog stanja (Sl.1.1-3- 
mijenja samo zapremina elementa dok oblik elementa ostaje nepromijenjen.

Eksperimentalno je utvrdjeno da se pri jednolikom zatezanju ili 
pritisku elementa sa svih strana on plastično ne deformiše. To znači da se u 
plastičnom području materijal može smatrati nestišljivim, odnosno da su pla- 
stične deformacije posledica promjene oblika elementa. tj. postojanja devija- 
tora napona. U tome leži, i fizička, opravdanost razlaganja ukupnog tenzora 
napona na sferni tenzor i devijator.



1
' i  * ,r,,
/r 1/ -XJ

M 1 i o<J I *
>-r— • *

/i
/

X  -J— S'V
/  "Sjj f

1

Tj.-

• A S <

/

c 1 
„ . i  ,

’  i- /  C

/ / - %  [

J >x

'n.' *
1 /

«■) * t) 

SL.j 1 5.

c)

1.1.4. Glavne povrsi i glavni naponi
U svakoj tački tijela postoje tri uzajamno normalne površi. za koje 

su tangentni naponi jednaki nuli. Te površi se nazivaju glavnim površima. a na- 
poni na njima glavnim (normalnim) naponima. Vrijednosti glavnih napona jednake 
su vrijednostima korijena jednačine trečeg stepena £4]

- ^15- 5 2 - = 0.2 S '°

gdje su: I1S = 6̂ - 5*y+ e z-

I2C =  +

(Cx Txy Ijcz'

2
zx'

(1.1.9)

( 1 . 1 . 10)

Lxz1

-*-3 s = Ĉyx Sy tyz {• ~ x̂̂ y ẑ~ ŷXyz ^ytzx ^z t xy

(Gx

|£yx v,y I
(fzx Czy S'zJ

ili u tenzorskim oznakama

I1S " ̂ ii’
r2S- = " ^ij ^ij] * ....  (1.1-11)

= ■j S'jk £ki+ '5‘ S ii “ 7 & i i ^ i j  ̂ i j ’

Može se dokazati da su sva tri korijena £*2 ̂ .^*3) jednačine (1.1.9) realna.
Pošto glavni naponi ne zavise od izbora koordinatnog sistema, od njega ne zavi- 
se ni koeficijenti jednačine (1.1 .9), pa se nazivaju: prvom, I2S - drugom
i I ^  - treeom invarijantom tenzora napona.

Iz (1.1.10) se lako dobijaju relacije kojima se invarijante ten- 
zora napona izražavaju preko glavnih napona

IK  = 1̂ +$2 +^ 3 ’
=~S*lS’2 - ^ 2 ^ 3 -S36*1 «

I3« = ^1 2 <4 3*

.... (1.1.12)
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Iz (1.1.10) se, postavljanjem komponenata sfernog tenzora i devija- 
tora napona umjesto komponenata tenzora napona. mogu naći invarijanta sfemog 
tenzora i devijatora napona. Na primjer invarijante devijatora napona su:

odnosno:

1S = 0.

25
1

= F [ W J+((Ty
£x- S* txy txz

3S= Cyx G*y-G* Tyz
J J

Txz tzy Gz-G

1S = S. .li=0.

(1.1.13)

Ip = i S. ..s. .,25 J ij ij
Ioc= 7T S. . ■ S S. . 3S- 3 1J jk k(

.(1.1.14)

1.1.5- Intenzitet napona
Pod intenzitetom napona podrazumijeva se veličina koja je propor- 

cionalna kvadratnom korijenu iz druge invarijante devijatora napona. U zavisno- 
sti od koeficijenta proporcionalnosti razlikuju se:

a) Intenzitet normalnih napona ili, često, samo intenzivnost na-
Pona (g* )

U Su = | 3I2S-

b) Intenzitet tangentnih napona (C^)

....(1.1.15)

....(1 .1 .16)fu = ^
Na osnovu (1.1.115) i (1 .1 .1 6 ) slijedi

S ' u = P ' t u   ( 1 -1 - 17)
Intenzitet napona izražen preko, komponentnih napona, preko glavnih 

napona i u skraćenoj oznaci je:

....... (i-i-i8)

^ u ^ - 5*2 ) +(^2_6-̂) +( ), .....(1.1.19)

6 U= ......... (1 .1 .2 0 )

Za specijalan slučaj jednoosnog zatezanja (̂-| = G0 ,^=6‘o=0)» na osnovu 
(1.1.19), važi

Su = So-  (1 .1 .2 1)
U slučaju čistog smicanja (S’̂ 'T , 0^=0. , na osnovu (1 .1 .19), je

S'u =  (1 .1 .22)



12

odnosno _ c;- .....  (1 .1 .23)
ć-u ^o ‘

imajući u vidu (1.2.17).
Iz relacija (1.1.21). (1.1.22) i (1.1.23) se vidi da je intenzitet 

napona definisan tako da se u najjednostavnijim slucajevima naprezanja (jedno- 
liko zatezanje i smicanje) njegove vrijednosti poklapaju sa vrijednostima nor- 
malnog i trangentnog napona.

Jedna od interpretacija uvedenog pojma intenziteta napona [B], 
jeste da je intenzitet napona proporcionalan takozvanom oktaedarskom tan- 

gentnom naponu (<C~• ), tj. tangentnom naponu na oktaedarskoj ravni (ravan koja 
zaklapa isti ugao prema trima glavnim osama, S1.1.1.U)

C  - 1  5“ .... (1-1-24)Lok

U tom slučaju, pokazano je [5], da je pravac tangentnih napona na oktaedarskim 
ravnima odredjen trećom invarijantom devijatora napona, dok su normalni naponi 
na ovim ravnima (6 isti i jednki srednjem normalncm naponu G* -

1.1.6. Geometrijsko predstavljanje naponskpg stanja
Naponsko stanje u tački tijela. geometrijski gledano, može se pred- 

staviti tzv. elipsoidom napona (Sl. 1.1.5), čije poluose imaju vrijednost glav- 
nih napona. U specijalnom slučaju svestranog jednolikog zatezanja ili pritiska, 
elipsoid napona se transformiše u sferu. pa se zato i tenzor takvog naponskog 
stanja naziva sfernim (Sl. 1.1.3b).

Preglednu predstavu o naponima daje i tzv. Morov dijagram napona 
(Sl. 1 .1 .6). On se sastoji iz tri polukružnice prečnika jednakih razlikama glav- 
nih napona. Pokazano je [6"], da koordinate tačaka u šrafiranoj oblasti predstav- 
ljaju normalne i tangentne napone u proizvoljno orijentisanim presjecima koji 
prolaze kroz posmatranu tačku. a da koordinate tačaka na kružnicama I,II i III 
određjuju normalne i tangentne napone za skup različito orijentisanih presjeka
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I,II i III (Sl. 1.1.7) 1^3- Za presjeke I-II i III se, iz Morovog dijagrama,
mogu naći i ekstremne vrijednosti tangentnih napona

_ gž. - £- _ ^3 ~ ^  .... (1-1.25)

Tangentni naponi koji imaju ekstremne vrijednosti nazivaju se glavnim tangen- 
tnim naponima. Presjeci u kojima se pojavljuju glavni tangentni naponi zakla- 
paju uglove od 45° sa presjecima u kojima se pojavljuju glavni normalni naponi. 
Pošto smo ranije usvojili da je ^ 2 ' ^ 3 ‘ na osnovu i’slacije (1.1.25). se 
aobija _

....... (1.1.26)Tmax * fcl-
U slučaju jednolikog zatezanja ili pritiska, kružnice iz Morovog 

dijagrama se transformišu u jednu tačku na osi 6* . To znači da su kod takvog 
naponskog stanja tangentni naponi jednaki nuli. Pošto je, kao što je ranije 
rečeno. obrazovanje plastičnih deformacija vezano za postojanje tangentnih na- 
pona, znači da se pri jednolikom svestranom pritisku ili zatezanju plastične 
deformacije ne pojavljuju.

1.2. TEORIJA DEFORMACIJA

1.2.1. Stanje deformacije u tački
Predpostavimo da se neka tačka M opterećenog tijela, kao rezultat 

njegovog deformisanja, pomjerila u novi položaj. Sa U^, Uy i označimo pro- 
jekcije ukupnog pomjeranja na ose Dekartovog koordinatnog sistema. U slučaju, 
kada su deformacije male (analiza ovog pitanja je data npr. u [7^)^ veze izmedju 
deformacija i pomjeranja imaju oblik [33

7)u

u -

"3x
-9ux

. c Si.cv " 'd y ’ C.z -gz (1.1.27)

y TPv '3Uz y T z  
*yz^7) z +"3 y ’ vzx^)x

gdje su;
5xy 'd y

^x’ £y Cz - IiniJs^e deformacije (dilatacije)
Vxy’)Jyz  ̂ <def°rrnaGide -
U kursevima teorije elastičnosti M  se dokazuje, da se pri rota-

ciji koordinatnih osa komponente deformacija mijenjaju analogno promjeni kom-
ponenata napona u razmatranoj tački. Uporedjivanjem odgovarajućih relacija za
komponente napona i komponente deformacija može se zaključiti da se iz prvih
druge mogu dobiti formalnom zamjenom napona o i T" sa deformacijama 8 i 
X*°/2 uz zadržavanje odgovarajućih indeksa.

Šest komponenata deformacije: £ x< £ ± obrazuju
tenzor deformacije £
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U tenzorskim oznakama komponente tenzora o ćemo označavati sa 
ČijCi, j=1,2,3), pri čemu je npr. Č 22=Ćy , 3̂2=̂ F ' * ' ’ pa relaciJa O - 1-2^) 
ima oblik

P 1 3°j,
Cij ‘ ?  V j  "

.... (1.1.28)

1.2.2. Uslovi slaganja deformacija

Iz (1.1.27) se vidi da se šest komponenata tenzora deformacija izra- 
žavaju preko parcijalnih izvoda tri komponente pomjeranja po koordinatama 
x, y, z. Prema tome. one nijesu nezavisne funkcije tih koordinata, već izme- 
dju njih postoje zavisnosti, koje se nazivaju uslovima slaganja deformacija.
Da bi predhodno rečeno bilo jasnije, može se deformabilno tijelo zamisliti 
kao skup elementarnih paralelopipeda koji se deformišu kada se i tijelo defor- 
miše. Ako bi deformacije bile nezavisne, onda bi se svaki paralelopiped de- 
formisao na svoj način, što bi značilo da se u tijelu, poslije njegovog de- 
formisanja nalazi veliki broj šupljina.

Uslovi slaganja deformacija se dobijaju, iz (1.1.27), eliminacijom 
pomjeranja [2]- Oni su

'd tfxy . 7)z[x , ‘ t y
1  x7)y ' T * -d y

c)2̂ yz 2-
d 6 y 'd S z

7>ydz

(MtsJ
(

'
^  (Tzx -3*6 z 2 r

'd £x
"3 zQx " V '0 x2

^"9 £x d  ,'d%yz c)iSzx 3Xxy,
-Qyć)z =/3 x ^ x  +D z

2it y _ =  3 . ( p z i  2 1 ™  £ ) .......... (1 .1 .29)
vzdx »y

^  6z 9 )3&yz 9 ̂  zx 'c) Vxy .
^ 5Q y  =^)z  x ^  y ^ z

ili u tenzorskim oznakama

V f  ik -aVje *32fie , ^ z£jk
+ - 0 x.V k  ? xi?)xfi-

1.2.3. Razlaganje tenzora deformacije
Analogno opštem slučaju naponskog stanja, opšti slučaj deformaci- 

onog stanja, koje se karakteriše tenzorom deformacija (6 ),možemo predsta- 
viti u obliku zbira dva deformaciona stanja. Tenzor deformacije prvog defor- 
macionog stanja je sferni tenzor sa komponentama



15.f e o o]
5 ij 8= \ 0 e 01 •

t° o £ j
gdje je £ - srednja deformacija 

1 f  ) = I  £ • • • ....  (1-1-3DC Z j U 11

Tenzor drugog deformacionog stanja je devijator deformacije (3) sa komponen-
tama (9 ̂ j)

odnosno
= čij - <51 j e • .... (1.1.32)

= ^x-f

rvj>11>,X
(T)

1 £y-£ ’ 3yz = ^yz/2. ....  (1-1-33)

= Cz-e ’ 3zx = ^zx/2.
Na osnovu relacija (1.1.31) i (1.1.32), odnosno (1.1.33), slijedi

3  . . = 3  + 3  = 0.v '~'\r 'S'7 .... (1.1.34)’li x -'y ■'z
što znači da je promjena zapremine kod ovog drugog deformacionog stanja jednaka 
nuli.

Na taj način se kod prvog deformacionog stanja mijenja zapremina 
(oblik ostaje isti), kod drugog oblik, dok se kod polaznog deformacionog sta- 
nja mijenjaju i zapremina i oblik.

1.2.4. Glavne ose i glavne deformacije
U svakoj tački deformisanog tijela postoje tri uzajamno normalne 

ose, za koje su komponente ugaonih deformacija jednake nuli, pa se. prema 
tome, uglovi izmedju tih osa^prilikom deformisanja tijelajne mijenjaju. Te 
ose se nazivaju glavnim osama deformacije, i označavamo ih sa 1,2 i 3- Line- 
arne deformacije u pravcu glavnih osa nazivaju se glavnim linearnim đeforma- 
cijama i označavamo ih sa , £2 1 63* Vrijednosti glavnih linearnih defor-
macija jednake su vrijednostima korijena jednačine trećeg stepena [3]-

£. ~ - l̂ g' 6“ = ....  (1.1.35)
pri čemu su:

ie z ’
^2E - £x £y £y£z Cz £ x +T}' ^xy +1T ̂ yz+ T  ̂  zx’ ....  (1 .1 .36)

£x ~2 ̂ xy
1 - 2 2 2

),x3e=

~2 ̂ zx ■? y  zy £1

*fx Ey £z y y z +fy +yzx+̂ z ^ xy‘
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'1£ " ^ii ’

L2 l = " 7 ^ii" ^ij ^ij}’ (1.1.37)

T^ijČjk ̂ ke+ 6 ^ii" T^ii £ij ̂ iL3 ' T l“ijcjk c ke ' 6 ‘■ii 2 v ii ~ij ̂ ij
Pošto vrijednost glavnih deformacija ne zavisi od izbora koordinat- 

nog sistema. od njega ne zavise ni koeficijenti jeđnačine (1.1.35), pa se, 
zbog toga, i nazivaju: - prvom, - drugom i I ^  - trećom invarijantom
tenzora deformacije.

Iz (1.1.36) se lako dobijaju relacije pomoću kojih se invarijante 
tenzora deformacije izražavaju preko glavnih linijskih deformacija:

■16 = ti + Č2 + £3
J2l =‘ “ (̂ 1 £ 2 + ̂  2 £ 3 + ̂ 3 f 1J ’ 

I36 = ^2 ̂ 3*

(1.1.38)

Takodje se iz (1.1.36). postavljanjem komponenata sfernog tenzora 
ili devijatora deformacije. mogu naći invarijante sfernog tenzora i invari- 
jante devijatora deformacije. Tako npr. invarijante devijatora deformacije 
imaju oblik:

I 19 " ° ’

J2 3 = H ^ ' ty )2+(^y~Čz) +(ez-ex ) + l (̂ xy+Yyz + ̂ x )]»

39

ex-e l ^ X y  U

(1.1.39)
xz

? * y x  M * * :

odnosno

y

l*zy

’yz

ez - a

I1?=^ii = °’

^ l V ^ i j ’ ............ ( 1 -1 *U0)

X39= T 3 ij

1.2.5. Intenzitet defonnacije

Po analogiji sa intenzitetom napona, pod intenzitetom deformacije 
podrazumijeva se veličina koja je proporcionalna kvadratnom korijenu iz 
druge invarijante devijatora deformacije. Zavisno od vrijednosti koefici- 
jenta proporcionalnosti razlikuju se:

a) Intenzitet linijskih deformacija ili samo intenzitet deformacija
(£u)

T  Z23' (1 .1 .4 1 )



b) Intenzitet ugaonih deformacija ( ^ )

.... (1.1.42)h a  ■
Na osnovu (1.1.41) i (1.1.42) slijedi

£u Ku'

Intenzitet deformacije izražen prekokomponentnih deformacija, 
preko glavnih deformacijaiu skraćenim oznakama je

(1-1.43)

e u = #  l/(Vey) % V fz)2+(ez-ex)24 < ^ V r z2x )--a.i.44)

6u = “’F

eU ' \jj 3 ij ̂ ij’

.....  (1.1.45)

.....  (1.1.46)

Za specijalni slučaj, jednoosnog zatezanja (f-| = 60 > 6 2=^=-(f0-3^)/2, prema 
(1.1.45), važi
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Eu = £ 0-£- (1-1.47)

U slučaju čistog smicanja (Č^ Čy = £.z = 0, Kyz=^zx= °) iz (1 -1 -^4)
se dobija

0o£ = ^  . 
Cu 3

(1.1.48)

Iz relacija (1.1.43) i (1.1.48) se vidi da se intenzitet ugaonih 
deformacija ^ poklapa sa veličinom najveće ugaone deformacije pri čistom
smicanju

Su = %o'

Analogno sa (1.1.44) i (1.1.46) intenzitet plastičnih deformacija 
( £ u ) se definiše sledećim relacijama:

....  (1.1.50)

I ovdje se, kao i ranije, pokazuje [3"], [4*] da je intenzitet deformacije 
(£u ) proporcionalan tzv. oktaedarskoj ugaonoj deformaciji (Sol<)

e u ^  ^ o k ’ ....  (1.1.51)

1.2.6. Gecmetrijsko predstavljanje defonnacionog stanja
Daljim razvijanjem analogije izmedju naponskog i deformacionog sta- 

nja, može se zaključiti da se, geometrijskim putem, deformaciono stanje u 
tački tijelo može predstaviti, u prostoru elipsoidom deformacije a u ravni



18.kružnim dijagramom deformacije. Kod kružnog dijagrama deformacije na apscisi 
se nanosi linearna a na ordinati polovina ugaone deformacije. Iz njega sli- 
jedi da je jedna od glavnih linearnih deformacija najveća. a jedna najmarja 
od svih linearnih deformacija iz okoline razmatran tačke. kao i da se naj- 
veće ugaone deformacije pojavljuju u pravcima koji sa pravcima glavr.ih lir.e- 
arnih deformacijama zaklapaju ugao od 45°. a leže u glavnim presjecima. Te 
ekstremne ugaone deformacije nazivaju se glavnim ugaonim deformacijama i za 
njih važe relacije:

^ = £ 2 - 6 3 , tf2 = £ 3 - 6 r  ^ = 6 , - 6 2 ........... d.1.52)

1.2.7- Konačne deformacije i brzina deformacije

U predhodnim izlaganjima predmet razmatranja su bile tzv. male defor-
macije koje su se karakterisale time da su linijske deformacije (izduženja)* •
i ugaone deformacije (uglovi klizanja) bile izražene linearno preko prvih iz- 
voda pomjeranja po koordinatama. Medjutim, nije teško pokazati £4^ da takve, 
male, deformacije ne mogu karakterisati procese koji su praćeni znatnim rela- 
tivnim pomjeranjem uočenih čestica (npr. tečenje plastičnog materijala). Ta 
pomjeranja mogu imati red veličine rastojanja izmedju čestica, pa se defor- 
macije koje karakterišu takva pomjeranja nazivaju konačnim (velikim) deforma- 
cijama.

Pošto veličine konačne deformacije, zavise, pored unutrašnje
deformacije. i od prenosnog kretanja elementa kao krutog tijela, besmisleno 
je tražiti vezu izmedju njih i napona koji su vezani samo sa unutrašnjim defor- 
macijama.

Zbog toga se. za odredjivanje deformacija koristi drugi prilaz
r>s

(Ojlerov), koji je zasnovan na uvodjenju pojma tenzora brzine deformacije (tf) 
i koji se koristi u hidrodinamici. Neka tačka 0 (Sl. 1.1.7) nije stalna fizička 
tačka (čestica). već nepokretna tačka prostora kroz koju prolaze razne fizičke 
tačke (čestice), i neka se u njoj u trenutku t, nalazi odredjena fizička tačka. 
Neka je OMPN (Sl. 1.1.7), odredjena, stalna elementarna zapremina prostora, 
koju, u trenutku t, zauzima neki odredjeni fizički element. Ako salT^, (J i(5^ 
označimo projekcije brzine fizičke tačke na pravce osa x,y,z, onda su projekci- 
je brzine tačke M: ^*x (x+y ,y), <Jy(x+^,y) i tačke N : ^ x (x.y+^) i (x,y+^).
Za vrijeme dt ostvariće se beskonačno male deformacije čije su komponente:

d £ x = d t ___ relativno izdužen je duži OM

d i 7)6
y cTy

1 1

d t --- relativno izduženje duži ON

d£ c)6 ylxy _ I s—  + --— _Jdt .... promjena ugla koji je prije deformisanja 
bio prav (90°).
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Označavajući projekcije brzine fizičke čestice sa izduženja stranica za

interval vremena dt će biti» • _ Iu ___ _____ _ P
------r j du^ = LT^dt, .... (1.1.53)

' / i /
l I Beskonačno mali prirastaj deformacija, na osr.o-
ij ______W  (vj' vu (1.1.28), su:

H _ | _ ( dn )+_2 _(du ) 1.......  (1.1.54)
i j   ̂ Lđx i 1 a x! J J 

SL 1.1.7. J 1
Veličine d  ̂ obrazuju tenzor beskonačno malog priraštaja deformacije (d£).
Analogno, kao kod malih deformacija, i ovdje kod priraštaja deformacije se mogu
definisati intenzitet priraštaja deformacija (d i intenzitet priraštaja
plastičnih deformacija (df^)* Te relacije, u skraćenim ozr.akama, imaju oblik

1! d3 ijd 3ij' ....  <1-1-55)
odnosno ___ ____________

d £ u =  .... <1-1-56)
Dijeleći sa dt lijevu i desnu stranu znaka jednakosti u (1.1.54),

dobijaju se brzine deforrnacije fizičkih elemenata u uočenoj tački prostora

lT. • = X + JJ^) /. • 1 P o-v ....  d.1.57)w ij 2 -2x±' (l, J=1 ,2,3)
Veličine (T- • obrazuju tenzor brzine deformacije (U), i fonnalno se pokla- i J
paju sa veličinama £ „, datih sa (1.1.28), koje obrazuju tenzor (c )- Medju- 
tim, ne treba zaboraviti suštinsku razliku. a to je, da veličine karakte- 
rišu jednu fizičku tačku (česticu) dok se veličine CT̂  odnose na sve čestice 
koje prolaze kroz fiksiranu tačku prostora.

U slučaju malih deformacija predhodna dva načina prikazivanja defor- 
macija se poklapaju i tada je

(j.. = . .... (1.1.58)
U 1J Ć) t
Po analogiji sa intenzitetom deformacije može se uvesti i pojam 

intenziteta brzine deformacije ((J )

3 1 « L - + 6 i v  4 > ' .... (1-1-59)
odnosno _̂__________________________

(Ju = j[§«fiJ-<Jiji')((V < 5 i j i J )' ....  (1-1-60)
gdje je: lT- srednja brzina deformacije

a= j = j 'Ja- .<1-1-61)
* Crtica iznad oznaka dČu i<J^ označava da se radi o intenzitetu priraštaja 

deformacija a ne o priraštaju intenziteta deformacija df., i d f* -jer su to 
različite veličine. u J
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Ako je materijal nestišljiv, što znači da je relativna promjena jedinične za- 
premine u jedinici vremena jednaka nuli, tada je

^xx + Liyy + ^zz " ^ii ~ 
pa relacija (1 .1.60) ima oblik

.... (1.1.62)

(1-1-63)

Bitno je primijetiti da čak i u slučaju malih deformacija, kada 
važi relacija (1.1 .58), intenzitet brzine deformacije (/ nije jednak parci- 
jalnom izvodu po vremenu od intenziteta deformacije (£ ). Jednakost

-Uu
za slučaj malih deformacija, važi samo u slučaju tzv. prostog opterećivanja 
["]’ o čemu će kasnije biti više govora.

Takodje je važno naglasiti da se i u slučajevima kada treba pove-
zati komponente tenzora napona (G . .)sa komponentama tenzora brzine deforma- .. 1Jcije (ILj^tenzor (§) formira u nepokretnom geometrijskom prostoru kroz koji 
se kreće materijal. U tim slučajevima se, dakle, komponente Gf . . ne odnose na 
jedne iste presjeke tijela u posmatranoj tački (oni se zajedno sa tačkom tokom 
vremena mijenjaju), već na nepokretne, uvijek (tokom vremena) medjusobno nor- 
malne površi geometrijskog, nepokretnog, prostora, odnosno na one presjeke 
tijela koji se u posmatranom trenutku vremena poklapaju sa tim geometrijskim 
površinama.

1.3. HUKDV ZAKON I USLOVI POJAVE PLASTTČNTH DEPORMACIJA 
1.3.1. Veza izmedju napona i defonnacija elastičnog tijela
Poznato je, da izmedju komponenata tenzora napona i komponenata ten- 

zora deformacije izotropnog tijela postoje sledeće zavisnosti

Čx = i:[6’x"/'(^ y +G,z)] ;
Ey = 1T ^ z +^  x }] ;

[ z  = i  P z " / * (

gdje su: E i G - moduo elastičnosti i moduo klizanja,
- koeficijent poprečne deformacije (Poasonov koeficijent). 

Veza izmedju karakteristika materijala E,G i ka je

_ W  .
xy “ t g ’Lyz
yz G 

T z x
Jzx

....  (1.1.64)

G = F.
ž'Ci~y T ....  (1.1.65)

* Pod prostim opterećivanjem tijela se podrazumijeva ono pri kojem se sve 
spoljašnje sile mijenjaju proporcionalno nekom parametru.
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Zapreminska deformacija (0), kod malih deformacija. jednaka je 

zbiru linijskih deformacija i proporcionalna je zbiru normalnih napona El]

s = = 3 e = 3 r < V W  ............................. 1̂ -1 -66*
gdje je K - zapreminski moduo elastičnosti, i važi 

1 EK = ^  (1-2 1̂

odnosno

U tenzorskim oznakama relacija (1.2.64) ima oblik 

^ij = -^"^ij-^ij

0-1-67)

(1.1.68)

(1.1.69)C. . - X . ..r = 2G( £. - c j .  ..p ).Qi j   ̂ u i j  i j  0
Imajući u vidu relacije (1.1.6), (1.1.32) i (1.1.69), veza izmedju

komponenata devijatora napona ( V  .)i komponenata devijatora deformacije, je •• 1J
s . . = 2G. 3 . .. .... (1.1.70)°ij iJ

Postavljajući relaciju (1.1.70) u (1.1.20) i koristeći (1.1.46) može se naći 
veza izmedju intenziteta napona (§* ) i intenziteta deformacije (£y), oblika

£  = 3G. P . ....  (1.1.71 )y u u
Imajući u vidu relacije (1.1.17) i (1.1.43) može se naći veza izmedju intenzi- 
teta tangentnih napona ) i intenziteta ugaone deformacije ( ̂ )

- n.v'L u " «u’
Na osnovu (1.1.71) iz (1.1.70) dobija se

C - 2Su -
■ ’-'ij"

(1.1.72)

....  (1.1.73)
^  H u
Dakle, iz predhodnih relacija se vidi da su, u svakoj tački elastično 

deformisanog tijela, devijatori napona i deformacije, kao i intenziteta napona 
i deformacije, proporcionalni.

Takodje je poznato [3"] da se komponente tenzora napona, izotropnog 
elastičnog tijela, mogu prikazati kao parcijalni izvodi specifične potenci- 
jalne energije deformacije (U) po komponentama tenzora napona. Važi i obratno,
tj- 1 TT ^TT . . r- 1 / '9u T)U \ ,, , ,f . . =  4- (J^—  ) i ) ....  (1.1-74)

cij ?  ^sij 96jY 1J * )̂tij ae■ J1
1.3.2. Uslovi p>ojave plastičnih deformacija
Kao što je poznato, kod prostog aksijalnog naprezanja, ili kod čistog 

smicanja, plastične deformacije nastaju kada normalni, odnosno tangentni napon 
dostigne vrijednost (hp, odnosno na dijagramu istezanja. XV*‘l̂

“ ’3 -f'u z
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Kod složenog naponskog stanja je takodje od posebnog značaja odre- 

djivanje uslova koji karakteriše početak plastične deformacije materijala.
Taj uslov se može prikazati u obliku

(G^) = 0, .... (1.1.75)
jer je jasno da on mora zavisiti od komponenata tenzora napona. U relaciji 
(1.1.75) mora uči i neka mehanička karakteristika materijala koja odredjuje 
trenutak pojave plastičnih deformacija (kao što su to kod prostog naponskog 
stanja bile veličine odnosno C ,̂).

Za izotropno tijelo funkcija j ̂  se ne mijenja sa promjenom koordi- 
natnih osa što znači da se uslov plastičnosti može zapisati u obliku neke 
funkcije koja zavisi od glavnih napona, odnosno od njihovih invarijanti, tj.

f T u lS, i2(r, i3S) = o-
Kao što je rečeno sferni tenzor ne utiče na pojavu plastičnih đeformacija, 
što znači da se u predhodnoj relaciji mogu staviti invarijante devijatora 
napona, dakle

■jj ( » I35) = 0 • .... (1.1.76)

U sistemu koordinata ^ ^  i 6*3 jednačina (1.1.76) opisuje cilindar čije 
su izvodnice normalne na devijatorsku ravan (ravan u kojoj leži tangentni 
oktaedarski napon Sl. 1.1.2) jer srednji normalni napon, tj. I1S, ne
figuriše u relaciji (1.1.76). Trag toga cilindra u devijatorskoj ravni je 
neka kriva C koja je prikazana na Sl. 1 .1 .8. Ose 1' , 2' i B' su projekcije 
glavnih osa na devijatorsku ravan. Kriva C se naziva krivom tečenja i ona, 
saglasno [3]i irna sledeća svojstva:

1? Kriva C ne prolazi kroz koordinatni poče- 
tak jer se plastične deformacije pojavlju- 
ju pri nekoj (znatnoj) vrijednosti napona; 

2® Zrak povučen iz koordinatnog početka si- 
ječe krivu samo na jednom mjestu jer bi 
u protivnom postojala dva slična napon- 
ska stanja koja bi zadovoljavala uslov 
plastičnosti, što je nemoguće;

3“ Kriva C je simetrična u odnosu na ose l',
2' i 3', što je posledica ravnopravnosti 
osa zbog izotropnosti materijala;

HT Kriva C je simetrična i u odnosu na ose koje su normalne na pravcima 1', 2' 
i 3' jer se predpostavlja da su mehaničke osobine materijala na zatezanje i
pritisak iste, što znači da su tačke , A
rdinatnog početka.

*6 podjednako udaljene od koo-
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5° Kriva tečenja je ispupčena .

Na osnovu navedenih osobina može se zaključiti da se kriva C sastoji 
iz dvanaest jednakih lukova kao i da se može uokviriti sa dva pravilna šestc-

ugla: (A^A^,....A&) i (B̂  ,3^..... Bg) što je
prikazano na Sl. 1.1.9. Rastojanja O'A^.O'A^ i 
O'A^ imaju vrijednosti t (tačka Â  na prvoj
glavnoj osi je granica tečenja materijala pri

i [2jednoosnom istezanju, dok je vrijednost
kosinusa ugla izmedju glavne ose 1 i njene pro- 
jekcije na đevijatorsku ravan).

Jednačine strana šestostranih prizmi, koje sa 
devijatorskom ravni obrazuju presjeke u vidu 
pravilnih šestouglova su t3]

.... (1.1.77)
odnosno

1^1“ S*2l ” ^T’ 1^2“ *̂3! = ^T’ 1̂ *3“ 5"l l = ̂ T* 

\ S \ - ^  | ^ T ; |£2-6*| = § ^ T ; 1̂ 3-^1= f  ^T- (1.1.78)

Presjek cilindra, koji je upisan u veču prizmu odnosno opisan oko
manje prizme, sa devijatorskom ravni je kružnica poluprečnika 
čina cilindra je

Jedna-

(̂ 1 - ̂ 2 ̂ +(S,2_ ^3^ = 2 5t . (1.1.79)

a) Treska-Sen Venanov uslov plastičnosti
Na osnovu (1.1.77). uslov plastičnosti se može predstaviti u obliku

ls'2- s ,3i ,  p 3-  - f T . .........(1 .1 . 80)max
odnosno, pošto je usvojeno da je ^ ^ ^ 22-^3* 1430

S',-S,3 = 6't - ....  (1 .1 .8 1)
Ovaj uslov je eksperimentalno dobio Treska, a matematički ga je formulisao 
Sen Venan. Iz njega se vidi da glavni napon (G^Jne utiče na pojavu plastičnih 
deformacija. On se može napisati i u obliku

Lrr,-=v : 7  ^ f  ....  (1 .1 .82)-max “ 7 T ’
pa se često naziva i uslovom najvećeg tangentnog napona.

b) Uslov najvećeg devijatora napona
Ovaj uslov plastičnosti se dobija iz jednačine (1.1.78) i izražava 

se relacijom

max Is’a-rl. l63-6”ij= |.ev- (1.1.83)
* Ispupčenost krive tečenja je posledica postulata Drukera o koiem će u nared- 
nom paragrafu biti više riječi. J
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Predložili su ga prvo A.J.Išlinski [9], zatim R.Hil tlO], D.D.Ivlev D  0  i 
na kraju R.M. He jzornsve jt [,12"].

e) ftjber-Mizesov uslovplastičnosti
Uslov (1.1.79) prvo je predložio Maksvel, zatim ga je Huber izveo 

[13] razmatrajući potencijalnu energiju deformacije tijela. Mizes [l4] je, 
smatrajući Treska-Sen Venanov uslov tačnim, predložio da se umjesto šestougla 
A^A^.-.Ag (Sl. 1.1.9) posmatra kružnica opisana oko njega. Dalja eksperimen- 
talna provjera pokazala je da se Huber-Mizesov uslov bolje slaže sa eksperi- 
mentima od Treska-Sen Venanovog uslova. Imajući u vidu relacije (1.1.19) i 
(1.1.79) Huber-Mizesov uslov plastičnosti je

'Ou = ̂ T' .... (1.1.84)

Odnosi medju granicama tečenja za specijalne slučajeve čistog smi- 
can ja (̂  = - S"’2= £”0 i ^’3=0) i zatezanja ( ^ = ^ 0 - ^2=^ 3 =0  ̂, prema navedenim
uslovima plastičnosti, su:

r*** 1 r—t
T (prema uslovu Treske-Sen Venana)

(prema uslovu najvećeg devijatora napona)---(1.1.85)

7* - (prema uslovu Huber-Mizesa)LT ^  1
Eksperimenti na zatezanje i smicanje pokazuju da je ^ = ( 0 ,57-r 0,60 čemu 
je najbliži Huber-Mizesov uslov, kod koga je Z-T=0,577S'T.

2. METOĐE RJEŽAVANJA STATlCKIH I 
DINAMlCKIH PROBLEMA

2.1. TEORIJE PLASTTCnOSTI
2.1.1. Osnovi teorije plastičnosti

Površ plastičnosti
Znamo da, u slučaju jednoosnog naponskog stanja, materijal počinje 

da se plastično deformiše u trenutku kada napon dostigne granicu tečenja. 
Analogno, pri složenom stanju napona materijal se plastično deforroiše kada su 
ispunjeni uslovi dati relacijama (1.1.81), (1.1.83) ili (1.1.84). Pri daljem 
deformisanju, u slučaju jednoosnog naponskog stanja, materijal očvršćava tj. 
povećava mu se granica tečenja, što je prikazano na Sl. 1.2.1a (tačka C).

U cilju razgraničavanja elastične i plastične deformacije očvršćava- 
jućeg materijala, za slučaj složenog naponskog stanja, uvodi se pojam uslova 
plastičnosti

/( ̂ j )  = 0. ( 1 . 2 . 1 )



2Ovaj pojam se bitno razlikuje od pojma uslova pocetka plastičnosti. koji je 
definisan relacijom (1.1.75). Ftazlika je u tome što uslov (1.1.75) sadrži u 
sebi veličinu vezanu za mehaničke karakteristike materijala. dok uslov (1.2.1) 
mora sadržati neku mjeru kojom se definiše oČvršćavanje. Kao mjere očvršćava- 
nja (q) mogu se uzeti £3] rad plastične deformacije(Ap).

ili, tzv. parametar Udkvista

U prvom slučaju se za mjeru očvršćavanja uzima rad utrošen za ostvarivanje 
nepovratne plastične deformacije, dok u drugom slučaju mjeru odredjuje ostva- 
rena plastična deformacija. Integracija u predhodnim relacijama se vrši po 
putu deformisanja.

Uslov plastičnosti (1.2.1) je jednačina hiper površi 21 (Sl.1.2.1b) 
u šestomjernom sistemu koordinata. Ta površ se naziva površ plastičnosti. Od 
nje treba razlikovati površ početka plastičnosti

Dimenzije, oblik i položaj površi plastičnosti ne zavise samo od 
konačnog deformacionog stanja već i od istorije đeformisanja. Površ plastič- 
nosti je ispupčena, što će kasnije biti pokazano.

Ako komponente tenzora napona dobiju priraštaj d to dođatno—J
opterećenje može da izazove elastično rasterećenje materijala, dalje razvi- 
janje plastične deformacije ili da bude neutralno, zavisno od toga kakav je 
položaj vektora d S\ . u odnosu na površ plastičnosti (Sl. 1.2.1b, tačka A).

Postulat Drukera (osnovna nejednakost plastičnosti)
Neka je, u slučaju jednoosnog stanja napona (Sl. 1.2.1a), obrazac 

opterećen do napona S’ (tačka C), a zatim rasterećen do napona S°(tačka D).
To stanje neka bude početno. Ako se zatim obrazac optereti do napona ^+dG* 
(tačka H), a zatim rastereti do napona S°(tačka ) onda je utrošena energija



proporcionalna zbiru površina CC.DD^ i CHC^. pa je

(C-  ̂ ° )ddp 2 0  i d (T’d £ > 0 , .... (1.2.4)
gdje je d £ p - priraštaj plastične deformacije.

U slučaju kada je d£>0 i d £ P;0, tj. kada uslov (1.2.4) nije za- 
dovoljen, na obrascu se pojavljuje vrat. pa se taj uslov može smatrati uslovom 
stabilnosti deformisanja preko granice elastičnosti.
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Kada se razmatra opšti slučaj naponskog stanja (Sl. 1.2.1b) važi 
analogna analiza samo što se tačke C i H nalaze na površinama plastičnosti i 
njihov položaj je odredjen vektorima S\ j i d ̂ j  -

Postulat Drukera (postavljen 1951.g.) glasi: Rad đodatnih napona na 
priraštajima deformacija (izazvanim tim naponima) za ciklus opterečenja i ras- 
terečenja je po^itivan, tj.

.... (1-2.5)( $ \  . -  S . \ ) d  £ .P. + d C  .d e .p. >  0 .ij ij '“ij ij ij
U predhodnoj relaciji se ne nalazi rad dodatnih napona na elastičnim 

deformacijama jer je na zatvorenom putu deformisanja, zbog obratnosti elastič- 
nih deformacija, on jednak nuli.

Ako se u (1.2.5) stavi da je Q\°. = ^ \  ̂  onda se đobija

dS'. . • d £ p. > 0, ij '“ij ( 1-2 . 6)

Uslov koji je analogan uslovu (1.2.4), i koji se može smatrati kriterijumom 
stabilnosti deformisanja van granica elastičnosti za slučaj opšteg naponskog 
stanja.

Ako ie u (1.2.5) . . t C. . onda se veličina . može napra-ij ij  ̂ iJv iJ
viti proizvoljno velikom u odnosu na d S\j pa se drugi član može zanemariti, 
tada je

( C  ° P Ps,n ....  (1.2.7)

Predhodna relacija se, prema [15], naziva osnovnom nejednakosti plastičnosti.

Iz
Relacija (1.2.7) ima sledeće geometrijsko objašnjenje (Sl.1.2.2a i b). 

5 relacije (1.2.7) slijedi da je skalarni proizvod vektora ^ “GijjiČij pozitivan
A o  /N . 1 /an a  a —  - - _ J  J, . J 4 U  n  X  1- rt +•»> /-»I r* rt U  -I i- < i m  a U  a  J J _ _ J____tj. da je ugao izmedju njih ostar. Posto tacka D moze biti uzeta sa obije stra- 

ne od vektora (sl. 1.2.2a) to proizilazi da površ plastičnosti mora biti
ispupčena i da vektor priraštaja plastične deformacije ima pravac normale
na površ plastičnosti. Samo pri ispunjenju oba ova uslova ugao izmedju vektora 
^ij- ij i dFjPj je oštar, tj. relacija (1.2.7) je zadovoljena, jer:

- Ako vektor d nije normalan na površ plastičnosti (isprekidani 
vektor na Sl. 1.2.2a) onda se uvijek može naći vektor koji sa njim
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zaklapa tup ugao.

- Akabi površ plastičnosti bila izdubljena (Sl. 1.2.2b) onda bi,-•nezavisno od pravca vektora d 8- uvijek bilo moguće odabrati tačku D, tako- J ' Q
da je ugao izmedju vektora ^ , i d f,H. tup. ̂J J A J

Povezujući zakon plastičnosti

Činjenica da je vektor d £̂ P normalan na površ /( §\j)=0, odnosno
da je kolinearan sa vektorom grad f, moze se izraziti sledecom relacijom:

, ...........  (1 . 2 . 8 )dć.p. = d
1J

gdje je d ^  za sada neodredjeni množitelj.

Relacija (1.2.8) je matematička formulaoija povezujućeg zakona plastičnosti.

Na osnovu (1.2.8), (1.1.5) i (1.1.6) nije teško pokazati [ 3"] da je 
promjena zapremine kod plastičnih deformaeija jednaka nuli. tj.

d = 3 d£ =0, ....  (1.2.9)

što znači da se tenzor priraštaja plastične deformacije poklapa sa devija- 
torom priraŠtaja plastične deformacije, tj.

d£.p. = d3.p..
ij ij (1.2.10)

Množitelj d A  se, na osnovu (1.2.10), (1.2.8) i (1.1.55), može odrediti preko 
intenziteta plastične deformacije dfP.u

J ) £ _
'd S i j

( 1 . 2 . 11)

Iz predhodne relacije slijedi da je d X >  0.

Na osnovu (1.2.6) i (1.2.8) dobija se:



28.- Za proces opterećivanja

. d^,,yO, f(̂ ..)=0, dfP=d>2^ (d\>0). .... (1.2.12)
'36'ij 1J 1J 1J ^Sij
- Za proces rasterećivanja:

d 5*ij<.o. f(G^j)=o, d > = o ? ......... (1 . 2. 13)

- Za proces prelaženja iz elastičnog u plastično stanje

—  = 0, f(^ ) = 0, d\  =0. ....  (1.2.14)
^Sij 1J

U poslednjem slučaju vektor d 6* ̂ j prolazi kroz ravan koja je tangentna na
površ plastičnosti, tj. vrh vektora napona se kreće po površi plastičnosti,
i takav tip opterećivanja se naziva neutralnim.

« •
Kod materijala koji ne očvršćavaju (idealno-plastični materijali) 

površ plastičnosti se uvijek poklapa sa površi početka plastičnosti. Tada je 
neutralno opterećivanje osnovni tip opterećivanja. Ono je praćeno pojavom pri- 
raštaja plastične deformacije, i tada je:

- Pri opterećivanju

.....(1.2.15)

- Pri rasterećivanju

o, f ( 6 ' i 1 ) = 0, dA = o.
7) CTi ■LJ

(1 . 2. 16)

Ako je površ plastičnosti glatka (regularna) onda je u svakoj nje- 
noj tački odredjena normala (npr. cilindar Genki-Mizesa). U slučaju singular- 
ne površi plastičnosti, tj. površi koja ima rebra ili vrhove (npr. prizma 
Treske-Sen Venana, prizma Islinskog-Hilla-Ivleva-Hajzernsvejta), normalu, 
na singularnim mjestima, nije moguće odrediti. U tim slučajevima uslov 
(1.2.8) treba dopuniti tako da bude odredjeno i plastično tečenje na rebrima. 
Moguće je dokazati ([16] [17]) da je plastično tečenje na rebru linearna kom- 
binacija tečenja na površima, čijim presjekom je odredjeno rebro. Neka je 
rebro obrazovano presjekom dvije površi (Sl. 1.2.3) f^(6^j)=0 i
Tada za tačke rebra relacija (1.2.8) ima oblik

j ̂  t)f1 , ̂  ^ f2Q , = d A. ---- + d A o^TC--
0 b f i j  * 3 ( 1  J

Tečenje na rebru se vrši u pravcima koji leže unutar ugla čije krake obra- 
zuju normale na površi tečenja (Sl. 1.2.3).



U slučaju kada postoji N površi. povazujući zakon plastičnosti. 
saglasno 115]. ima oblik

M  dfi (1.2.17)

/ l 2(Zj,:0

5L.l2.-b.

Znak jednakosti u predhodnim relacijama se 
odnosi na slučaj neutralnog opterećivanja.

NAPOMENA: Sva predhodna rasudjivanja moguće je 
sprovoditi. ne u prostoru odredjenom komponen- 
tama tenzora napona već. u prostoru odredjenom 
komponentama tenzora deformacije. kako je i 
radio A.A. Iljušin ( £l8] ? 1960. godine).

2.1.2. Teorije priraštaja deformacije 
(teorije tečenje)

Zavisno od usvojenog zakona promjene dimenzija i oblika površi pla- 
stičnosti f(^^j). koji u stvari predstavlja zakon očvršćavanja. mogu se do- 
biti razne teorije plastičnosti: teorija plastičnosti izotropnog materijala 
sa izotropnim očvršćavanjem. teorija plastičnosti izotropnog materijala sa 
anizotropnim očvršćavanjem. teorija plastičnosti ortotropnog materijala sa 
izotropnim očvršćavanjem. itd. Za sve te teorije je karakteristično da pove- 
zuju priraštaje deformacije sa naponom, pa se i nazivaju teorijama priraštaja 
plastične deformacije £15] ili prosto teorijama tečenja [[6].

Medjutim, često se pod pojmom."teorija teČenja" podrazumijeva teo- 
rija plastičnosti izotropnog materijala sa izotropnim oČvršćavanjem E3] - 
Takav termin će i ovdje biti usvojen jer ostale teorije plastičnosti neće 
biti predmet detaljnijeg razmatranja.

Teorija plastičnosti izotropnog materijala sa 
izotropnim očvršćavanjem - teorija tečenja -
Ako se u procesu opterećivanja površ plastičnosti širi ravnomjerno 

(izotropno), kao što je to prikazano na Sl. 1.2.M, onda se očvršćavanje nazi- 
va izotropnim. Jasno je da se ovom teorijom efekat Baušingera £4] (smanjivanje 
vrijednosti granice tečenja u odnosu na opterećenje istog znaka) ne uzima u 
obzir jer su rastojanja 0A+ i OA- ista.

Za izotropnu sredinu jednačina površi plastićnosti zavisi samo od 
druge i treće invarijante (ranije je objašnjeno). Ako se uticaj treće inva- 
rijante devijatora napona može smatrati malim onda. površ plastičnosti. u 
sistemu glavnih koordinata, ima oblik cilindra Genki-Mizesa. Radijus cilindra 
se povećava sa povećavanjem opterećenja. Najmanja vrijednost radijusa u devi-



jatorskoj ravni je ^  x* Prema tome• da bi se cilindar Genki-Mizesa izo- 
tropno sirio, u procesu opterećivanja, treba da je druga invarijanta devija- 
tora napona (1^^ ) proporcionalno pararaetru oćvršćavanja (q) koji se mijenja 
po nekom zakonu §(q). To znači da se jednačina površine plastičnosti f(£. .) 
raože uzeti u obliku

30.

f<5'iJ> = l sijsi r ^ <q)T 0.
Iz predhodne relacije se dobija

=3(5'. .s. .=3S-. = 0. 
ij 3°ij 11

(1.2.18)

(1.2.19)

Da bi se iz povezujućeg zakona plastičnosti (1.2.8) dobila veza iz- 
medju priraštaja deformacija i napona. neophodno je, na osnovu relacija 
(1.2.11) i (1.2.19), odrediti d "X i,«r4£—  • Na osnovu (1.1.5) i (1.1.6) slijedi9 ^ i j

5ij " ^ij ^ij ̂ l^ke ̂ kt^’
pa je

7)f df ^ L j  1,f x)..(1 .2.20)

Imajući u vidu relaciju (1.2.19) iz (1.2.20) se 
dobija

9 f  0 f
9  ^ij 1J

=3Sij. (1.2 .2 1)
SL.t Z.U.

Na osnovu (1.2.11) i (1.1.14) važi

d * = ?  r e r '
Prema tome, povezujući zakon plastičnosti (1.2.8) dobija sledeći oblik

P
,fp 4  d£up s. . J  i k .
Cij ?  "šr̂ _ !J ?  S"u lj lj

(1.2.22)
Iz njega se vidi da su komponente tenzora priraštaja plastične deformacije 
proporcionalne komponentama devijatora napona.

Veza izmedju priraštaja ukupne deformacije ( d f ^ )  i priraštaja
napona (d^S. .) se dobija kada se priraštaju plastične deformacije (d£ . .)J J
doda prirastaj elastične deformacije, prema (1.1.68), tj.

— ̂

d ^ij = ž 5 r (d^ j _cJij d^ ) + I  ....  (1-2.23)

Relacijom (1.2.23) su definisane osnovne jednačine teorije tečenja. 
Za slučaj ravne deformacije prvi ih je dobio Prandtl 1924.g. [ig-], a za opšti 
slucaj Rejs 1930. g. [20]. Zbog toga se, cesto, te jednacine nazivaju jedna— 
činama Prandtl-Rejsa. U radovima Prandtla i Rejsa se predpostavljalo da mate-
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rijal nije oevršćavanjuci. Očvršćavanje je prvi uzeo u obzir Udkvist £23̂ ].

Ako je priraštaj plastične deformacije znatno veći u poredjenju sa
priraštajem elastične deformacije onda se ovaj drugi može zanemariti i tada
se jednačine date relacijama (1.2.22) i (1.2.23) poklapaju. Iz (1.2.22) se,
formalnim dijeljenjem sa dt, dobija relacija kojom je definisana veza izmedju
komponenata tenzora brzine deformacije (UTj) i komponenata devijatora napo-
na (S. .) ij

u'. - = !-1J a ffu
U predhodnoj relaciji je uzeto u obzir da je (samo formalno)

(1.2.24)

■ dt
pri čemu je veličina (J- odredjena relacijom (1.1.63).

• •
Jednačine (1.2.24) je, za sluČaj ravne deformacije, dobio Sen Nevan 

[22], ]2l] , dok ih je za opšti slučaj izveo Levi [24"] 1871 - god. Nezavisno od 
njih, znatno kasnije (1913-S-)- dobio ih je i Mizes [25]. Zbog toga se ova 
teorija plastičnosti često i naziva teorija Sen Venan-Levi-Mizesa ili samo 
teorija Sen Venana.

Teorija plastičnosti izotropnog materijala
sa anizotropnim očvrščavanjem

Ova teorija plastičnosti, za razliku od predhodne, opisuje i tzv. 
deformacionu anizotropiju, odnosno njen prostiji oblik - efekat Baušinbera. 
Prema ovoj teoriji C3J> površ početka plastičnosti pomjera se samo transla- 
torno (Sl. 1.2.5 a i b), što znači da je OA^OA^.

Ako se kao uslov početka plastičnosti uzme uslov Huber-Mizesa, onda 
jednačina površi plastiČnosti ima oblik

n P i j )  = | ( S i j - f i j ) ( S i j - f i J ) -  5 T = 0. .........  (1 .2 .2 5 )

gdje su - komponente centra površi plastičnosti..

^ Eksperimentalne provjere t.26]
pokazuju da ova teorija plastično- 
sti samo kvalitativno opisuje po- 
javu deformacione anizotropije.
Da bi se dobili teorijski rezul- 
tati koji se bolje slažu sa ekspe- 
rimentima neophodno je da se površ 

plastičnosti pored translatornog pomjeranja i izotropno širi. Tada se kaže da 
materijal translatorno i izotropno očvršćava.



Varijantu takve teorije predložili su Ju.I. Kadešević i V.V.Novo- 
žilov [,27]. Po njima^uslov plastienosti treba da ima sledeei oblik

(1.2.26)

Iz predhodne relacije se može zaključiti 
da je trag površi plastičnosti na devi- 
jatorskoj ravni, u trodimenzionalnom pro- 
storu glavnih napona. kružnica čiji je 
centar pomjeren van koordinatnog početka. 
U procesu opterećivanja ta kružnica se 
translatorno pomjera i širi.

1.2.3- Teorija malih elasto-plastičnih deformacija 
(deformaciona toerija plastičnosti)

Jednačine teorije malih elasto-plastičnih deformacija se dobijaju, 
kao što će kasnije biti pokazano, iz jednačina teorije priraštaja deformacija 
za slučaj tzv. prostog opterećivanja. Pod prostim opterećivanjem se podrazu- 
mijeva takvo opterećivanje pri kojem komponente devijatora napona rastu pro- 
porcionalno nekom parametru. U protivnom se opterećivanje naziva složenim.

U slučaju homogenog naponskog stanja opterećivanje tijela će biti 
prosto kada spoljašnje sile rastu proporcionalno jednom, za sve sile, zajed- 
ničkom parametru. To se objašnjava na sledeći način: U slučaju homogenog na- 
ponskog stanja (ono je moguće kada nema zapreminskih sila) i stanje deforma- 
cija je takodje homogeno. Tada su jednačine ravnoteže (1.1.3) i jednačine sla- 
ganja đeformacija (1.1.29) indentički zadovoljene. To znači da je naponsko 
stanje odredjeno graničnim usloviraa, odnosno samo površinskim silama. Zbog 
toga, kada spoljašnje opterećenje raste proporcionalno nekom parametru. onda 
i komponente napona, a samira tim i devijatora napona, takodje rastu propor- 
cionalno istom parametru, a to je definicija prostog opterećivanja.

Dakle, neka je opterećivanje prosto. Tada je

Sa zvezdicom je označena neka stalna vrijednost komponenata devijatora napona 
Na primjer, to može biti vrijednost komponenata devijatora napona na kraju 
procesa opterećivanja. U tom slučaju parametar p  ima vrijednost 

Na osnovu relacije (1.2.22) je

pa je moguće izvršiti integraciju. Na kraju procesa opterećivanja dobija se
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(1.2.27)

Postavljajući dobivenu relaciju u izraz za intenzitet plasticne deforrr.acije
(1.1.50), i koristeći relaciju (1.1.20) je

= f d £ p -^ u J u u (1.2.28)

odnosno
d f p = d ? p .... (1.2.29)tu u •

Na taj način, u slucaju prostog opterećivanja, intenzitet priraštaja plastiČ- 
ne deformacije jednak je priraštaju intenziteta plastične deformacije.

Postavljanjem (1.2.28) u (1.2.27) i ispuštanjem zvezdice, dobijamo
c p c p6u 3 Cu ,,c  3 Cu c _ 3 ■-u V - D

<-ij - 7  ¥ 7  ij ■ ?  S-u yij d iJS)-
(1 .2 .30 )

Đodavanjem komponenata devijatora elasticne deformacije komponentama devi- 
jatora elastične deformacije, prema (1.1.68), i koristeći relaciju (1.1.69) 
dobijamo

j. . = 9?.+ 3-7 1J 1J 1J

s. .1J 3 £u

Na osnovu (1.2.31), iz (1.1.46), je

S.
, p V p3 Cu C u

i j  '  7  € u 1J (1 .2 .3 D

p = P e + F P lu Cu u (1-2.32)

Prema tome, iz (1.2.31) dobijamo

fiu 
^u

•j, 3 2u c.
^ij " ^  S\, * °ij’

(1 .2 .33 )

ili

£ij -<$ij-E= I  -I7  <sij" ̂ ijSi'S u
(1 -2 .34 )

odnosno

^ij ~^ij ̂ = T  £ u ^ i j ’ ^Lj*^* (1 -2 .3 5 )

Grafik zavisnosti intenziteta napona od intenziteta deformacije se 
naziva dijagramom deformisanja materijala. On se, kako pokazuju mnogobrojni 
eksperimenti (npr.[_283, [29}, poklapa sa dijagramom istezanja mate-
rijala, što znači da ne zavisi od tipa naponskog stanja.

Prema tome, u specijalnom slučaju tzv. prostog opterecivanja, poka- 
zala se mogućnost nalaženja zavisnosti izmedju napona i deformacija na kraju 
procesa opterećivanja. Relacije (1.2.33), (1.2.34) i (1.2.35) predstavljaju 
osnovne jednačine tzv. deformacione teorije plastičnosti (teorije malih
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elasto-plastičnih deformacija). Prvi je te jednačine, pri odsustvu ocvršća- 
vanja. dobio Genki [3"Q - Očvršćavanje je uveo Šmid [32], dok je zavisnost kom- 
ponenata tenzora deformacije i komponenata tenzora napona, u obliku (1.2.34), 
dobio A.A.Iljušin 13]. Njemu se pripisuje dalja analiza i razvijanje te teorije.

Ranije je pokazano da će. u slučaju homogenog .naponskog stanja, opte- 
rećivanje biti prosto samo kada spoljašnje sile rastu proporcionalno nekom para- 
metru.

Problem o tome, kako u procesu opterećivanja treba da rastu spolja- 
šnje sile da bi, za opšti slučaj nehomogenog naponskog star.ja, opterećivanje 
u svim tačkama tijela bilo prosto, nije riješen. A.A. Iljušin je dao specija- 
lno rešenje toga problema. On je dokazao sledeću teoremu £8]: Da bi u svim 
tačkama nestišljivog tijela, opterećenog spoljnim silama. koje rastu propor- 
cionalno nekom parametru ̂  , opterećivanje bilo prosto, dovoljno je da zavi- 
snost intenziteta napona od intenziteta deformacije bude stepena funkcija 
oblika

£  = A . £ m . .... (1.2.36)u u u u
Jednočlanost stepene funkcije oblika (1.2.36) onemogućava da se 

teorema o prostom opterećivanju primijeni za niz slučajeva (npr. slučaj neo- 
čvršćavajućeg materijala), jer slabo aproksimira dijagram deformisanja, mate- 
rijala [6]]. D.D.Ivlev je pokazao[33] da ako zavisnost (1.2.36) ima oblik poli- 
noma onda je prosto opterećivanje neostvarljivo. L.I.Sedov je zaključio [34"] 
da je za slučaj proizvoljnog opterećenja i pri velikim deformacijama tijela, 
prosto opterećivanje takodje nemoguće ostvariti.

Ipak, imajući u vidu da funkcija data relacijom (1.2.36) sa dovo- 
ljnom tačnošću aproksimira zavisnost 6* =G](£u ) za s^učaj razvijenih plastič- 
nih deformacija, kada postoji znatno očvršćavanje, približno se može smatrati 
da će u tim slučajevima opterećivanje biti prosto. ako spoljašnje sile rastu 
proporcionalno jednom zajedničkom (za sve sile) parametru.

Na kraju treba reći da se teorija tečenja i teorija malih elasto- 
plastiČnih deformacija poklapaju za slučaj prostog opterećivanja. To je pot- 
vrdjeno i mnogobrojnim eksperimentima.

Rasterećivanje. Zaostali naponi i defonnacije.
Ranije je bilo pokazano (1.2.32) da intenzitet deformacije £ u može 

biti predstavljen u obliku zbira intenziteta elastične i plastične deformacije. 
Zbog toga, dijagram deformisanja materijala ima isti oblik kao i dijagram iste- 
zanja, ne samo pri opterećivanju nego i pri rasterećivanju (Sl. 1.2.7). Dakle, 
dijagram rasteredivanja na grafiku S ‘U(CU) je prava (BC) paralelna pravoj (ofl),
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pa matematička formulacija zakona rastereći- 
vanja glasi

= 3G. (1.2.37)' u w u
Neka se. kao rezultat opterećivanja tije- 

ia?zapreminskim silama Xj i površinskim silama
van granice elasticnosti, u proizvoijnoj

tačci tijela pojave naponi G* i đeformacije
&  f. .. Zatim, neka se silama X. i X,,. smanjeJ Dj J

vrijednosti do vrijednosti X"*. i X* (tijeloJ Vj jR
se rasteretilo). Tada se i vrijednosti ^. . —  smanje za vrijednosti 1P ±J 1

pa onda imaju vrijednosti (zaostale)
ij 'ij

* z pj pj R 
® ij." ^ij " ^ i j  ’
p z - P _ P R L ij’ L ij c ij‘

Jasno je da komponente deformacije
uslove slaganja deformacija (1.1.29). Naponi

(1 . 2 . 38)

zi £. moraju zadovol javati 
G’ij, ^ j  1 ^ i j moraJu zado-

voljavati jednačine ravnoteže (1.1.3) i granicne uslove (1.1.1) sa zapremin-
skim i povrsinskim silama respektivno: X., X̂ ... X., V..; X.-X.; X^.-XT..J J J J J J J ’J

Prema tome, da bi se na osnovu (1.2.38) našli zaostali naponi
(^j) i zaostale deformacije (p?\) treba naći napone (^R )̂ i deformacije (gRj).
Oni se nalaze rješavanjem problema teorije elastičnosti za vrijednosti spolja-
šnjih sila koje su jednake razlici vrijednosti sila koje se dobijaju na kraju
procesa opterećivanja i rasterećivanja. U slučaju potpunog rasterećenja vri-
jednosti sila na kraju procesa su jednake nuli.

Sve što je predhodno rečeno za rasterećivanje tijela važi za slu- 
čaj kada se u tom procesu ne prelazi ponovo u oblast van granice elastičnosti. 
Takvi procesi su razmotreni u knjizi £35]]-

Shematizacije dijagrama deformisanja materijala

Radi uprošćavanja proračuna van granice elastičnosti, često se, 
stvarni dijagrami deformisanja materijala shematizuju, tj. zamjenjuju krivira 
ili pravim linijama, koje se, s jedne strane, dovoljno prosto matematički 
izražavaju i. s druge strane, dovoljno dobro aproksirairaju stvarni dijagram. 
Neki shematizovani dijagrami deformisanja materijala prikazani su na sledećim 
slikama
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1.2.4. Teorija tecenja plasticnog materijala po površima

Proeesi deformisćinja sa malom krivinom trajektorije deformacije

Znamo da su velike. razvijene. plastične deformacije osnovna karak- 
teristika procesa obrade metala pritiskom, koji su od velikog značaja i inte- 
resa za savremenu tehnologiju i praksu. Za te procese je karakteristično da 
im trajektorija deformacije ima malu krivinu L361- To znači, da matematički 
fundament tehnoloških procesa obrade metala pritiskom predstavljaju teorije 
priraštaja plastičnih deformacija (teorije plastičnog tečenja) sa malom krivi- 
nom trajektorije deformacije. U narednom tekstu če biti razjašnjen pojam 
"trajektorije deformacije male krivine" i biče izvedene osnovne jednačine na- 
značene teorije.

Neka je dat petomjerni Euklidov prostor deformacija (jer devija- 
tor deformacija ima pet nezavisnih komponenti) sa baznim vektorima £. 
(k=1,2,...5) i sa koordinatama 3^(k=1,2.. .5) Q8] . [36]

3l =^11' ®22"%3),53=jf ̂12’ ^23.^5‘{^331..... (1-2.39)
Na osnovu (1.2.39) vektor deformacije 3 je

^  = ̂ k e k ‘
Koeficijenti u (1.2.39) su izabrani tako da je moduo vektora 3 jednak inten- 
zitetu deformacije £ tj.
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Ako se prati proces deformisanja, izdvojene elementarne zapremine, 

počev od nedeformisanog stanja, kada je £, .^=0 (koordinatni početak), vidi se 
da vektor deformacije 3  mijenja svoj pravac i intenzitet, pri čemu njegov 
vrh u prostoru opisuje krivu koja se naziva trajektorijom deformacije. 
Dužina luka te krive

ds = (d3k - d3k )1/2,
i četiri njene krivine ^ n= ( s ), n=1,2,3 i 4 definišu njenu unutrašnju geo- 
metriju. Treba naglasiti da svaka tačka deformabilnog tijela ima svoju trajek- 
toriju deformacije.

Na osnovu uvedenih geometrijskih objekata vrši se klasifikacija 
procesa deformacije tačke. Deformacija okoline tačke se naziva prostom ako 
je njena trajektorija prava (prolazi kroz koordinatni početak), tj. ako su 
^ n(s)=0. (n=1,2'.3,4). U protivnom ona je složena.

Analogno predhodnom, može se definisati i petomjerni prostor napo- 
na (jer devijator napona ima pet nezavisnih komponenti). U njemu je vektor 
napona S, sa koordinatama Sk(k=1,2.,,5), odredjen

pri čemu su:SrlS11’S2= "2̂S22~S33̂ ’ s3= 1̂'S12; slt= f3 -s 23 1
\Š| = < V V ’/2 ■G'u
Vrh vektora S. u prostoru opisuje trajektoriju napona, koja u

stvari predstavlja proces izmjene devijatorskog dijela ukupnog naponskog sta- 
nja u posmatranoj tački deformabilnog tijela. Trajektorija napona takodje moze 
biti prosta i složena.

Pod procesom deformisanja £36} podrazumijeva se sveukupnost vektora 
9 i S formirana tako što se u svakoj tački trajektorije deformacije L (Sl.1.2.13 

nanese odgovarajući vektor S iz prostora napona, ali tako da bazni vektori pro- 
.stora ^  5 i ^.5 budu paralelni.

U vezi sa predhodnim, jedaniod osnovnih zada- 
taka teorije plastičnosti je utvrdjivanje veze iz- 
'medju vektora 3 i  S. Te veze se mogu formulisati na 
bazi date georaetrijske interpretacije i postulata i 
principa savremene teorije plastičnosti([4], £l8], 
[8]. U3«1. U5l).

POSTULAT IZOTROPIJt: Za pocetno izotropan 
materijal, koji zadovoljava uslov Huber-Mizesa,
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(1.1.84) slika procesa deformacije je invarijantna u odnosu na trasformacije 
obrtanja i slikanja (refleksije) u prostoru 3^.(Teorema izomorfizma tvrdi 
da postulat izotropije važi i za prostor X  ̂ )- Drugim riječima, kao što je 
pokazano u [5], to znači, da su veličina i orijentacija vektora S. u razma- 
tranoj tački trajektorije deformacije odredjeni samo karakceristikama njene 
unutrašnje geometrije (dužina luka i krivine >{. , n= 1,2.3.4).

Pri matematičkom formulisanju postulata izotropije [51 treba imati 
u vidu relacije Frane-a kojima se izvod oblika d y /dS , počev od sestog pa 
na dalje, može izraziti preko linearne veze prvih izvoda. pri čemu koefieijenti 
tog linearnog razlaganja zavise samo od karakteristika unutrašnje geometrije.

Imajući u vidu predhodno rečeno, vektor S se može prikazati u re- 
peru sa jediničnim vektorima “P. u obliku

gdje su: _
-P̂  = - jedinični vektor u pravcu tangente

2"*
'P- = — jedinični vektor glavne normale. itd., 

ds

odnosno u vidu petočlane relacije oblika 
k±4

S =
K-fcft
2  A
n=k

dn 3
nk ' .,n d6 nk Ank(ds’* h (sj) (1.2.40)

Na taj način postulat izotropije odredjuje strukturu zakona plasti- 
čnosti pri proizvoljnom (složenom) opterećivanju.

PRINCIP ZAOSTAJANJA: Orijentacija vektora S u odnosu na trajekto- 
riju deformacije zavisi od unutrašnje geometrije trajektorije, ali ne od 5i- 
tave već samo od jednog njenog dijela dužine koji se nalazi neposredno
ispred razmatrane taćke. Veličina / se naziva tragam zaostajanja i jedna 
je od karakteristika materijala (^cdOf^J.Na osnovu nje se definiše traje- 
ktorija male krivine. To je ona trajektorija za čiju svaku tačku važi da je 
radijus krivine 1/ l^nl>7C0 *

POSLEDICA PRINCIPA ZAOSTAJANJA [[36] : Ako je od neke tačke A do 
neke tačke B (AB=£q ) trajektorija deformisanja prava linija, tada za tačku B 
i sve sledeće tačke se vektor S poklapa sa pravcem tangente trajektorije.
To znači da svaka tačka trajektorije deformisanja male krivine ima osobinu 
da u njoj vektor S ima pravac tangente. tj. da važi
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ds
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3

ou
Vidimo, da se predhodna relacija može dobiti iz (1.2.40) zanemarivanjem 
svih članova osim prvog.

Sva predhodna razmatranja su izvršena za siučaj malih deformacija. 
Medjutim, dijeljenjem i množenjem desne strane relacije (1.2.41) sa dt dobi-
ja se

d^ __
"s đt V
S" U = M  = o udt

(1.2.42)

gdje je V = ^  - vektor brzine deformacije, a (T = - njegov intenzitet.a t  u  cj l
To znači da se relacija (1.2.42) u Ojlerovom sisternu koordinata, odnosi na 
velike (razvijene) plastične deformacije, o čemu je ranije više govoreno.

Tenzorski zapis relacije (1.2.42) je potpuno isti kao relacija 
Sen Venan-Levi-Mizesa data relacijom (1.2.24), što znači da su procesi defor- 
misanja sa trajektorijom male krivine, tj. procesi obrade metala pritiskom, 
matematički gledano opisani teorijom tečenja Sen Venan-Levi-Mizesa.

Analiza Prandtlovog problema

Iz skupa različitih procesa plastičnog tečenja materijala može se 
izdvojiti klasa procesa koja se karakteriše jednim opštim svojstvom: tečenje 
materijala se vrši u obliku relativno tankog sloja, koji se nalazi izmedju 
radnih površi koje se kreću i time odredjuju karakter i geometriju tečenja. 
Interes ka izučavanju takvih procesa je u osnovi dvojak: prvo, u tehnologiji 
su veoma rasprostranjeni (presovanje, kovanje tankozidnih elemenata, valja- 
nje tankih listova, izvlačenje itd.) i drugo, pri relativno opštim predposta- 
vkama pokazalo se mogućim formirati teoriju i predložiti efektivne metode za 
rješavanje problema.

Procesi plastičnog tečenja tankog sloja metala imaju niz karakteri-
stika [36]. Relativno proste ocjene pokazuju da se kod njih pojavljuju veoma
veliki pritisci /p, reda veličine ^ L / h  , gdje je L - karakteristična dimen- ' i o 14 a
zija oblasti i hQ - debljina sloja, odnosno <p cs( 1-5) 10 kp/cm . Zahtjev za 
tačnosti proizvoda ima za posledicu da se pri konstruisanju radnih djelova 
mašine mora uzimati u obzir njihova deformacija. Ako se proces tečenja vrši 
na povišenim temperaturama neophodno je imati u vidu da se svojstva materija- 
la mijenjaju i da izmedju zagrijanog materijala i okoline dolazi do intenzi- 
vne razmjene toplote.

Osnovu za razvijanje teorije tečenja tankog sloja plastičnog mate- 
rijala po površinama predstavljao je klasični Prandtlov problem [37] o sabi-



janju trake krutim hrapavim površima. Potpunom rješenju problema doprinio je 
Madai rješavajuci kinematiku tečenja. Na osnovu rješenja Prandtl-Nadai-a, 
A.A.Iljušin je radovima [381 ,[39] ̂ 40] razvio teoriju tečenja tankog sloja 
plastičnog materijala po površinama.

Prantlov problem Traka od idealno-plastičnog materijala sabija 
se pomoću dvije krute. hrapave ravne ploče, usled čega se plastično defor- 
miše i teče. Rastojanje h(t) izmedju ploča je malo u odnosu na širinu trake

2L(S1. 1.2.14).

~T~
// //////̂- ' / ‘ y

'V
L
SL12.K

Neka koordinatni početak (tačka 0) bude 
na mjestu gdje dolazi do grananja (rastica- 
nja) plastično deformisanog materijala. Pre- 
dmet razmatranja biće presjek koji je dovo- 
ljno udaljen od kraja trake i tačke 0. tj.

.... (1.2.43)h h
Pošto se radi o ravnom stanju brzina deformaeija, važi da je (Jx= (J"x(x,y),
6 = (J (x,y) i (J =0, pa je, na osnovu (1.1.57), ([ = (J ,= (£,„ = 0- Iz (1.2.24)y y z zz* yz
slijedi

*T~ = r  =0; C  = C= 4- (^ + S* + C  )>>- XZ vt; ’ 7. <  ̂x v z ’•yz
odakle je S = X ( C  + 5" ), Pri čemu su ^  , C  i t  funkcije samo od x i y . z <- x y x y xy

Intenzitet napona, prema (1.1.18). i Hober-Mizesov uslov plastič- 
nosti, prema (1.1.84) i (1.1.85), su

6 u ' i = (3-rT.
pa je

(G'-S’ )2 = 4 (CT.x y uxy T

Jednačine ravnoteže (1.1.3) su

't) S" x 3 lxy n
+ t t - = 0 1 T x

xy , Đ ^ y  _ Q
' T T "  "

.(1.2.44)

. (1.2.45)

Pošto je osnovni granični uslov kinematičkog tipa, jer je zadata 
brzina približavanja ploča

•r =c5" = t dh
dt za y = - h(t)

Prandtlov problem je statiČki neodredjen. To znači da je u razmatranje neop- 
hodno još uključiti jednačinu nestišljivosti materijala

"i)(5x 'c) tfy
'T x “  + '3 y o.

i relaeiju koja se dobija iz (1.2.24)
....  (1.2.46)



S'x-G
9'J'x 3vJ"y

y _ c) x
Lxy ~ ^ x +yjy 

)̂ y t) x

(1.2.47)

Neopnodno je uzeti u obzir granični uslov na kontaktnim površima (y= - h(t) ^)* 
kojim je odredjen zakon trenja na njima, kao i granični uslov na slobodnim po- 
vršima x= - L.

L. Prandtl £37j je, pošao od relacija (1.2.44) i (1.2.45) i posta-
vio sledeći postulat: "... treba očekivati da će pri plastičnom tečenju površ
pritiska biti površ klizanja", i dalje piše: "To naponsko stanje koje se asim-
ptotski ostvaruje na dovoljno velikom rastojanju od slobodr.og kraja. prihvat-
ljivo je za proračun", poslije čega nalazi rješenje sistema jednačina (1.2.44)
i (1.2.45) koje^ima svojstvo da (̂  - £ i T  zavise samo od koordinate y. Tax y xy
rješenja su:

=‘CT E (X-L) (1.2.48)

xy _ T i h ‘

Nadaji. razmatrajući J iz (1.2.46) i (1.2.47) kao pomie-
ranja tačaka mase, daje za njih izraze koji odgovaraju rešenju Prandtla

~s i
<L= - iL <2x 1- 4y - C^) ,

(1-2.49)

Na osnovu predhodnih relacija Nadai zaključuje da se tačke koje su prije de- 
formisanja bile na vertikali, poslije deformisanja rasporedjuju po elipsi i 
da deformacija smicanja za y = - —  postaje beskonačno velika.

Rješenje Prandtla (1.2.48) važi i za male i za konaČne deformacije 
dok, prividno, rješenje Nadai-a važi samo za slučaj malih deformacija. Ipak,
to ograničenje otpada ako se i (J shvate kao brzine tečenja, a x i y ne x y
kao Lagranzeove već kao Ojlerove koordinate.

Prelazeći, na osnovu (1.2.49), na Lagranzeove koordinate tj. stav- 
ljajući da je (J =dx/dt i 0 =dy/dt i integraleći jednačine (1.2.49)

*1 - _ 21 _ ||i _dh h 11
4z
~s~ C2 (h)

dobija se da se tačke, koje su prije početka tečenja bile na duži x =const
o ' ’sada nalaze na elipsi



).

Međjutim, treba reći da je za fiksirano h, tj. u odredjenom trenutku vremer.a, 
deformisani oblik svih duži iz oblasti đefinisanosti (1.2.43) isti.

Najvažnije posledice koje slijede iz rešenja Prandtlovog problema 
su: prisustvo proklizavanja plastično deformisane mase po površima kontakta 
(y = 1 ) i konstantnost tangentnih napona. Postavka problema sa zahtjevima
potpunog pripajanja materijala za ploču i neprekidnosti brzina ((ĵ =0. za y=-h/2) 
r.ema smisla, jer je protivurjeČna jednačinama (1.2.44 - 47). Ako ploče nebi 
bile hrapave, proklizavanje bi se dešavalo u samom materijalu ("hladno zavari- 
vanje").

Iz svega što je predhodno rečeno za Prandtlov problem, mogu se for- 
mulisati sledeće posledice 138].

1. Komponente devijatora napona su, u odnosu na srednji hidrosta- 
tički napon, male veličine (kao h prema 2L).

2. Srednji hidrostatički napon je sa istom taČnošću konstantan
po y-osi.

3. Kontaktni napon trenja je jednak granici tečenja pri smicanju. 
a brzina proklizavanja je različita od nule.

4. Srednja vrijednost.' po debljini, polurazlike normalnih napona 
bliska je vrijednosti granice teČenja pri smicanju, tj.

1 (c '  r~ ' _ "ir <r
7 ^x'tiy 'SR * ¥'l T’

5. Brzina tečenja-plastične mase (J praktično ne zavisi od y, u 
oblasti definisanosti (1.2.43), jer je razlika (/"x/y_o-(Ux )5fj veličina reda

6. Brzine deformacija i intenzitet brzine đeformacije ne zavise od 
koordinate x, tj.

r _ ,y _ JL dh. .V _ 8_ y/h dh_ 1 _
U xx"_Uyy=~ h HF’ Uxy~ h " y \~hy2 *~n? ~u~ 3 h ̂  \j 1-4z2 /ha *

Njihove srednje vrijednosti po debljini sloja su

(̂ xx^SR=-((^yy^SR=- K
dh 

h ćTt ’
Važe i sledeće relacije

^xy  ̂ SRs0’ «ru> ___2_ 1 dh
SR"(J' • dt *

,V5“xx, T  (̂ xx).SR _7T (̂ y }SR . ,\Sxy > _T ^ ) S R
V u SR_7r"( ̂ U^S r ’ ^u SR 4 ^ S R  ’ 'd’u SR 4 ̂ U V sR

= 0.



Osnovne hipoteze i jednačine

Neka je u prostoru zadana tzv. osnovna površ. pomoću krivolinij- 
skih koordinata d i , koje se poklapaju sa glavnim krivinama površi. Jeana- 
eina osnovne površi u vektorskom, parametarskom.obliku je

r = r (d ,/]>) .... (1.2.50)

Sa A(^,(3), 3(o(,/i), Rq(e(,/i) i ćemo označiti, respektivno, koeficije-
nte prve kvadratne forme i glavne polupreenike krivine površi (1.2.50). Ove ve 
ličine se mogu odrediti, ako je poznata (zadata) površ. Ako u svakoj tački po- 
vrši, po njenoj normali, postavimo duži hQ(c/,/S), onda je njima u potpunosti 
odredjena druga površ. Te dvije površi se nazivaju i radnim površima jer se 
poklapaju sa površima alata mašine za presovanje. Plastično deformisanje ma- 
terijala. koji se nalaziizmedju radnih površi. ostvaruje se prinudnom promje- 
nom debljine sloja (približavanjem radnih površi).

Proučavajući Prandtlov problem. A.A.Iljušin je [38^ postavio niz 
hipoteza, kinematičkog karaktera i hipoteze za kontaktni napon trenja, na osno 
vu kojih je i razvio teoriju tečenja plastičnog materijala po površima. Te hi- 
poteze omogućavaju da se izvrši osrednjavanje po debljini sloja svih veličina 
koje karakterišu tečenje, i glase:

1. Projekcije brzina čestica plastičnog materijala (koje se nala- 
ze na zajedničkoj normali površi (1.2.50) na tangentnu ravan te površi se malo 
razlikuju izmedju sebe i mogu biti zamijenjene srednjom brzinom po debljini 
sloja.

2. Brzine deformacije čestica, koje se nalaze na zajedničkoj nor- 
mali površi (1.2.50), u pravcu normale, malo se razlikuju izmedju sebe i jed- 
nake su srednjoj brzini deformacije sloja. Srednja vrijednost. po debljini slo 
ja, odnosa brzina deformacije i intenziteta deformacije, jednaka je odnosu 
srednjih vrijednosti brzine deformacije i intenziteta deformacije. s tačnošću 
do množitelja koji je blizak jedinici.

3. Oblast kontakta se, pri suvom trenju, može razbiti na tri zone: 
zonu klizanja (u blizini granice) u kojoj je napon trenja odredjen Kulonovim 
zakonom L =yC(.p (^- koeficijent trenja. -p - pritisak), zonu kočenja u kojoj 
je napon trenja jednak granici tečenja pri smicanju £"1 (Prandtbv zakon) i 
zona zastoja u kojoj se napon trenja mijenja linearno od vrijednosti do 
nule. Dimenzije prve i treće zone su reda veličine debljine sloja. Smjer na- 
pona trenja (T) je suprotan od smjera relativne brzine kretanja materijala.

4. Ako je prisutno podmazivanje onda je napon trenja poznata, 
eksperimentalnim putem dobivena, funkcija od normalnog kontaktnog pritiska, 
relativne brzine i koeficijenta trenja.



5. Ako nema normalnog pritiska na površi kontakta onda nema ni 
tangentnog napona trenja (ili je zanemarljivo mali).

U daljem tekstu se daju, bez posebnog izvcdjenja, relacije teori- 
je tečenja plastičnog materijala po površima [36], [38] i [39] u sistemu koo- 
rdinata (c(,p>,z).

a) Relacije koje povezuju brzine deformacija i brzine čestica pla- 
stično deformisanog materijala

l r 7)(L , (J^ 9A
dd~ A •

, r _ 3  (J* tTot 9  5
B9yi + B ' '

fC 7)(J/i ^ A  tTft c)B
BO/^ + Ag<* 7T  B^/i “ F " ’ A9c< *

. r 1 dh 1 ,"e) h ,rOh ,r3h \ d(^nh)
= F H t  = 17 + =U I

(1.2.51)

zz dt
(1.2.52)

b) Uslov nestišljivosti plastično deformisanog materijala

,r ,r ,r U?)h (JdiB'Sh h B dtfd h(VDB 0
^ + % + 02i=H-brt + ^ B - ^  + A-E^rAB-'jdT" .... (1 -2.53)

đ&A "7)h h A 7)đ$ hJft ^ A  lT9h n
--š^- TB- 'SjT -ra-flp- = El-Jt -  dH’ (hl,>J= 0

c) Veze izmedju komponenata tenzora napona i komponenata tenzora 
brzine deformacije

2G*u x

^  = § f e - ^ 2 '

(1.2.54)

& /» = !
pri čemu treba imati u vidu da se često koriste oznake: (5̂  = ,

^zz = K ’ 1 da je ^  ^  1 * ̂ z-
Kod očvršćavajućih materijala, dokazuje se([53,t403)da, S*u zavisi

ne samo od (J nego i od tzv. stepena defonmacije (kasnije će biti defini-

S3n) tj‘ Ofc*
= $ (t3u-»- °- .... (1-2 -55)

U slučajevima kada se proces plastičnog tečenja vrši sa intenziv- 
nom razmjenom toplote izmedju materijala i okoline, onda zavisi još i od
temperature T, tj.



45.
S u = Š (£ „■>•  T ) :  f n ^ O -

U tim sluča.jevima treba uzeti u obzir termičke jedr.ačine i efskat 
očvrsčavanja [.40*].

d ) Stepen deformacije ()k) je veličina koja Je analogna veliČini 
Eu kod malih elasto-plastičnih deformacija (jer je dta e u *ir..)

7)~X i r  9 A  iT. 3A 
u -9—  + u*- TVd + U/i^ >

Imajući u vidu da je ((J ) - ^ (;u ;SR" fj ^dt

.... (1.2.56)

. iz predhodne relacije se dobija
h

/}= ( ̂ u ̂ SRdt = fj ^ T T *  h (1.2.57)

e) Neka su p̂  i p^ normalni pritisci radnih površi na plastični 
materijal. Pošto su vrijednosti napona. prema (1.2.54). približno konstantn^ 
do debljini materi.jala. za možemo uzeti da je

^  ? (P,- P2 ) ....  (1.2.58)

f) Jednačine kretanja plastičnog materijala [38]

h?j = ̂ (gj'h) ,̂ % h) + h ^  + 2h +

gdje su:

A 'dci

^ h

B9/b AVd 3'dfi

D T T
pi . i ' Itr -? I 2 T-?— 7*AcJjl RMT.l

_/3(^-h) h^Gd|V_h)_+ h . ^ A  +
hn/i" + . A Bdfb B A9o[

(1.2.59)

_ ^ hPa-r^rr- -  T,
<S/b - <Ji/i  ̂cfe ” (T2ft

—  ------------------  ------

BZp- M  lTf  - ^ j  - 2 |7^rj- •

o ̂  = & h + + t 7>h tfg-djfr ̂ h_)

g , , g. i g - projekcije ukupnog ubrzanjafll Z

S<< = 'D t
9(Tc( đ<* • ([<5

A B

P ‘ /Dt
g,v =

= i & l

'0A cT̂ 2 t) B ̂
'B/b " TE" '/cjJT '

(Jddft ^ B _ (Jd 'j) A
A B * /3ct A B ■'dol

(Tfta

....  (1.2.60)



§■ - gustina materijala
(/. ((J. . (J. ) i=ot,ft - poznate brzine kretanja radr.ih površi

u odnosu na materijal
(f - brzina kretanja čestice materijala

- relativne brzine kretar.ja materijala u odnosu na površi 
i - tangentni kontaktni naponi trenja, smjera suprotnos 

od smjera relativnih brzina 
Saglasno hipotezama 3-, 4. i 5-. a prema [38] važi

Ti= Lj-*f( ll. |̂ "“(/il y*-l)r T^^fj f( .......(1.2.61)

gdje su:  ̂ iyU ̂  “ koeficijenti trer.ja.

f - pozr.ata funkcija .
Na primjer u oblasti Kulonovog grenja su (T^T^^^Lrp i važi

Ti =yC< ̂  - Pi’ ^ 2 ~/*2 p2 ' *... (1.2.62)

U oblasti Prandtlovog trenja klizanja je
T^ = T 2 = f T . .... (1.2.63)

g) Promjena debljine sloja

gdje su:

h(d./i,t) = h.,(d,|S,t) +0>(d, fi.t),
* V (1.2.64)

( U>i+U>2 = Kv P i + k2 p2 ’
<0*1 i U>2 - normalna pomjeranja graničnih tačaka radne površi usled 

deformacije radnih površi 
i - odgovarajući Grinovi operatori [36]

h=h^ - debljina sloja materijala za slučaj apsolutno krutih 
radnih površi.

Tri osnovna problema upostavci A.A.IIjušina
A.A.Iljušin je u radu [38} formulisao tri osnovna problema tečenja 

tankog sl’oja plastičnog materijala po površinama:

Prvi osnovni problem: geometrija i kretanje obije, pritiskujuće, 
površi su poznati. To znači da su poznate i sledeće veličine: A( <A, (b), 
B(d,(b), R^d.fb), Ep(d.(b) i l£(d-(b ,t)i=1.2. Takodje su poznata i plastična 
svojstva materijala tj. S"T((J]. A.T) i funkcije T ^ p ^ ) koje definišu 
zakon trenja na kontaktnim površima. .

Treba odrediti 11 funkcija: (/d , , vDd/b ,£ , £ =_p , p,
p2- h i A  ko je zadovoljavaju tri jednacine kretanja (1.2.59), četiri jednačir.e



stanja (1.2.54) kao i (1.2.53). (1-2.56), (1.2.58) i (1.2.63). Ovom zatvo- 
rsnom sistemu jednačina treba dodati i grar.ične uslove.

47-

DRUGI OSNOVNI PROBLEM: Geometrija i kretanje jedr.e pritiskujuče po- 
vrši su pozr.ati. dok druge pritiskujuće površi nema, pa je p2=T2=0.

TREĆI OSNOVNI PROBLEM: Pritiskujućih površi nema (p^=P2=t i=T2=0)■ 
Treba odrediti dinamičke. kinematičke i geometrijske elemer.te plastičr.og ma- 
terijala koji teče u prostoru. na račun sila koje djeluju po r.jegovoj kor.turi 

fb ,t)=0.

Mogućnosti urpošćavanja jednačina prvog osnovnog problema 
Očigledna matematička složenost jednačir.a kojima je odredjer. prvi 

osr.ovr.i problem isključuje mogućnost njihovog potpur.og analitičkog istraži- 
vanja. Medjutim, koristeći neke dopunske predpostavke koje su prihvatljive 
za veliki broj u praksi važnih tehnoloških procesa, pokazuje se, da je mogu- 
će bitr.o uprostiti jednačine i pred.ložiti efektivne metode za njihovo rješa- 
vanje.

Predpostaviće se da je tečenje materijala kvazistatično. tj. da se 
ir.ercije sile mogu zanemariti. Ova predpostavka je opravdana. kao što je po- 
kazano u [36], kada karakteristične brzine čestica materijala ne prelaze vri- 
jednost od 10 m/sec., što je kod mnogih praktičnih procesa i zadovoljeno.

Neka hQ i L predstavljaju karakteristične vrijednosti debljine sloja 
i dimenzije oblasti tečenja. Pošto je T.j * T2=£p i R^*.R^c= lo < iz (1-2.59) je

p^-p^cs ( ̂  + ) 2 T'
Lt 'Lo •

Uz predpostavku da je (h^/L^)<K1 iz Prandtlovog rješenja slijedi da su
, p^ i p2 veličine istog reda, što znači da sa tačnošću do veličina

reda (h /L ), u odnosu na jedinicu, važi o o
p^ = p2 = p = - . ....  (1.2.65)

Sa istom tačnošću se devijatorski djelovi napona mogu zanemariti u poredjenju 
sa srednjim pritiskom, pa su naponi boii medjusobno jednaki, Tangentni 
napon G oip, se u odnosu na njih može zanemariti, pa je

£ u = ^ - ^ z  =CV -  p = V  p = ̂ T • ....  (1.2.66)
Svojstva (1.2.65) i (1.2.66), zajedno posmatrana, nazivaju se uslo- 

vima potpune plastičnosti.

Predpostavljajući dalje da je debljina sloja slabo promjenljiva u 
oblasti tečenja. tj. da važi
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sistem jednačina prvog osnovnog problema svodi se r.a četiri diferer.cijalr.e 
jednačine. u kojima su nepoznate sledeće veličir.e: p. lSd. (J/b i h. Taj sistem 
diferer.cijalr.ih jednačina ima oblik 

2-P = 74 _ o g •
TT 'aW

b d(>
1 dh 
Ti ‘Ht +

/>
h S s A 

diulT = 0 
h=h1+(K1+K2 )p (

(1.2.67)

gdje

iste
isti

(sol =

su Ta :
fT .

‘  ’ r #
.r_

- ( T ^
»r.ip

ICT- iTt

T
2l F F i >’
„ 4 -  fefb ,
2|‘F W |

Ako su brzine kretanja radnih površi, u odnosu na osnovnu površinu,
i ako je uslov površinskog trenja na radnim površinama takodje
t( p)J. uz predpostavku da se inercijalne sile mogu zanemariti

g/i = 0). prve dvije jednačine iz (1.2.67) dobijaju sledeći oblik /=
d P _ _ 2f(p) ć d- 6 u  . 
Ac)a " h | Ir- o-! |

D P _ 2t(p) ifc- cTi/>
w  ■ "  h n r i n

........  ( 1. 2 .68)

Sistem jednačina (1.2.67) se dalje uprošćava za slučaj kada se zane- 
maruju đeformacije radnih površi alata i kada nema njihovog kretanja u odno- 
su na materijal ( U^=0).

U slučaju kada se sve predhodno uvedene predpostavke mogu smatrati 
opravdanim, prvi osnovni problem teorije tečenja plastičnog materijala po 
površinama se može formulisati na sledeći način: U oblasti S^(^.fh,t) na po- 
vrši (1.2.50) odrediti polje pritisaka p(ol.fb.t) i polja brzina (1̂  = 0^(o(.,p,t) 
i r̂s = (^>(^.^ ,t), kao i oblik same oblasti, tako da je sistem parcijalnih di- 
ferencijalnih jednačina prvog reda (1.2.69).i (1.2.70)jpri graničnim uslovima 
(1.2.71), zadovoljen,tj.

grad p = 7 ....  (1.2.69)
3 h  ̂ THhBjj)' ! 'dChAĆp)
~ 5 t + "5----FdU + J  - 0 > ....  (1-2.70)

p(<A,p,,t)\ = k-G*T, k=1.2 , .........  (1 .2 .71 )
V

Funkcija h(et.jj,t) i početna oblast SQ(ol.(i,t) su poznati. Granični 
uslov (1.2.71) se dobija iz (1.2.66). Vrijednost koeficijenta K je sledeća:



k=1 - za slučaj slobodnog rasticanja (c^=G^=0 =j> p= o^) ;
k-2 - za slučaj slobodnog uticanja u žljeb (bd= 5'̂  = S'T ^>P=2 S’T).

2.2. EFEKTIVNE METODE U TEORIJAMA PLASTlCNOSTI

1.2.1. Metod ’̂elastičnih rešenja" u teoriji malih 
elasto-plastičnih deformacija

Prikazivanje zavisnosti preko parametra (0 .

Kao što je ranije rečeno. dijagram zavisnosti intenziteta napor.a (5 ) 
od intenzitsta deformacije (f ) koji se r.aziva dijagramom deformisanja materi- 
jala, poklapa se sa dijagramom istezanja i r.e zavisi od tipa napor.skog stanja.

Funkcionalna zavisnost S „ = $ « u  ) se. u slučaju kada postoji znatr.o 
očvršćavanje (tada opterećivanje tijela može biti prosto) i kada važi teorija 
malih elasto-plastičnih deformacija. može prikazati na sledeći način (Sl.1.2.15)
[8 1 S u--3G<1[l-(dCEu)]........... (1.2.72)

odakle je
r

Cd(Ču) = i - ^  ■   (1 .2.73)

Za krivu G>*u= ) se predpostavlja
da zadovoljava nejednakost

3G7/ ^ £ | u , 0 . .... (1.2.74)
Cu a Cu. . » * - iVelicina CU (c ) je odnos duzi MM i M M i 

jednaka je nuli kada je deformacija elasti- 
čna. Ona zadovoljava i nejednakost koja sli- 
jedi iz (1.2.74) i (Sl. 1.2.16).

1̂ l,a+̂ u'HF‘7U)̂ 0 * H F >0* ■ • C1 • 2 • 75)

NaznaČena svojstva funkcija i odgo- 
varaju eksperimentalnim podacima i veoma su 
važna u teoriji malih elasto-plastičnih de- 
formacija.

Ako se sa £>T i £ T označe koordinate 
tačke A (Sl.1.2.15), onda za funkciju

Uj (£ u ) važi

UJ= o za £ ui f T)

w= U<eu) za £ u 7 £t . (1.2.76)
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Rješavanje problema teorije malih elasto- 
plastičnih deformacija u pomjeranjima

Kao što znamo iz teorije elastičnosti. osrovne jeđnačir.e teorije 
elastičnosti se mogu svesti na tri sintetizirujuće jedr.ačine (Lameove jedr.a- 
cir.e) u kojima kao nepoznate veličine figurišu pomjerar.ja u^. ^  i u-z iii 
:jl (i = 1.2.3). Formalno gledajući i u teoriji malih elasto-plastičnih deforma- 
cija se mogu dobiti analogne jednaČir.e M -

Ako se u jednačinama. koje povezuju napone i deformacije u oblasti 
elastičnosti. (1.1.69) moduo smicanja G zamijeni modulom smicanja G1. definisa- 
nim na sledeći način

PT
G ' = G (1-Lć) = i- • .... (1.2.77)

t u
gdje je veličina 10 odredjena sa (1.2.73), onda se iz njih, u formalno istom 
obliku, dobijaju jednačine koje povezuju napone i deformacije za slučaj malih 
elasto-plastičnih deformacija (1.2.35).

s 1;) - 6 ^ 6 =  2 o'ceij -5ij-e). ....<1.2.78)
odnosno

S i j  -  J i j S =  “ ^ i j - ^ i j- P - ^ G - ^ C t i j - ^ jE ) ......................(1.2.79)
ili imajući u vidu (1.1.69), je

<Sij = ?ij - acakEij-^ije). ....  O . 2.80)

gdje su sa označeni tzv. [41*] fiktivni elastični naponi. To su oni r.a-
poni koji bi bili stvarni kada bi tijelo bilo elastiČno (C0=0).

Ako se naponi *o. . iz (1.2.80) postave u jednaČine ravnoteže (1.1.3)
dobija se

l l 1 - xi=2G[ J ^  (E i j - ^ i j e > ^  ..... (i-2 -8l>

Označavajući sa R^ izraz na desnoj strani predhodne relacije

Bi = ^ L ^ J ^ i J p ]  1=1.2,3.- ....  (,-2-82>
važi

+ X -R =0. ............(1-2.83)

Ako se u relacijama (1.2 .81), odnosno (1.2.83), naponi izraze preko defor-
macija, prema (1.1.69), a deformacije preko pomjeranja, prema (1.1.8), dobija se

( V o J ^  + G = G-R^ (i=1,2,3). .... (1.2.84)



\ v /' ;gdje su: Lameova kor.stanta. ,A = -L2U-G
51.

1 - 2 u

2 2 7 )
V  - Laplasov operator \7 (■■•)= ( . . . )

(1.2.35)

(1.2.36,

Veličine R iz (1.2.82) se, pomoću (1.1.8), takodje rnogu izraziti preko pomje- 
rar. ja

3R. = 2Ĝ r--
1 ^ 7

1 , 0 ui I ) - I J0X. ^X. • I ~Ij.4}-
(1.2.87)

Lako se uočava da u slučaju elastiČr.og tijela relacije (1.2.83) pred- 
stavljaju poznate Lameove jednačine. jer su tada (a) =0 i R^=0.

Ar.alogno predhodnom postupku, i granični uslovi (1.1.2) se mogu izra- 
ziti preko pomjeranja. Uvrštavajući napone (1.2.80) u (1.1.2) dobija se

x ^  = ■ Dj- 2Gu)(£.j- Sijtf-nj. 3) .... (1.2.88)

Označavajući ^ ̂  j Fl j sa xVi . i

R^. = -2u3(£ij-đ'ije)aj (i=1.2,3).

relacija (1.2.88) ima oblik

G R

.... (1.2.89)

S i =  x «. ‘»i .... (1.2.90)

gdje su sa označene tzv. Q4l] fiktivne površir.ske sile. a to su one sile
koje bi bile stvarne kada bi tijelo bilo elastično tj. (C0=0).

Metod "elćističnih rješenja"

21a rješavanje problema iz oblasti malih elasto-plastičnih deforma- 
cija A.A.Iljušin t8^ koristi metod. koji je nazvao metodom elastičnih rješe- 
nja i koji se sastoji u sledećem:

U prvom približenju, stavljajući da je U) =0 (odnosno Ri=R'fi =°), rje- 
šava se problem teorije elastičnosti u pomjeranjima. Na osnovu relacije (1.2.83), 
za zadate zapreminske sile, i relaeije (1.2.88), kojom su odredjeni granični 
uslovi, mogu se naći pomjeranja tL u prvom približenju U^.Kada su poznata po- 
mjeranja mogu se. na osnovu (1.1.8) i (1.2.80), naći i deformacije i naponi 
takodje u prvom približenjufg t(^y Na osnovu poznatih može se, koristeći
(1.1.146), naći vrijednost intenziteta deformacija u posrnatranoj tački, u prvom 
približenju • Ukoliko je u razmatranoj tački tijela £ u V £ t (Sl.1.2.15)
onda se, na osnovu dijagrama (Sl. 1.2.16). odnosno na osnovu relacije (1.2.73), 
može naći vrijednost koeficijenta u nultom približenju w (0>

Za tako nadjeno t0(0) se. na osnovu (1.2.82) i (1.2.89). mogu naći 
veličine R. i R ^  u njihovom prvom približenju tj. Rp) j r O) . Sraatrajući.
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u relaciji (1.2.83). veličinu kao r.eku r.o'/u poznatu zapreminsku silu
X.(1) tj. xf1)=X.-R.(1 J . a veličir.u X„.+G RjV kao r.eki r.ovi grar.ičr.i uslov 

1 J 1 1 1 Ki ' Vi
( 1 )X^ . . problem se svodi na ponovno rješavanje problema teorije elastičr.osti.
1 - (i )aii ovoga puta sa "tacr.ijim" zapremir.skim silama X. i granienim usiovima
( 1 ) 1X^ . Rješavajući ponovo problem teorije eiasticr.osti dobijaju se pomjerar.ja

u drugom približenju UL. (i = 1,2,3). kao i deformacije £,. . napor.i . i
intenzitet deformacija £ u ‘ Znajuei u razmatrar.oj tački. na osr.ovu
dijagrama sa Sl. 1.2.16. može se naći vrijednost koeficijer.ta Cu u prvom pri-
biiženju (JG(D

Por.avljajući predhodni postupak. mogu se r.aći vrijednosti pomjeranja. 
deformacija i napona u trećem, četvrtom. i td. približenju. Postupak se završa- 
va u trer.utku kada razlika izmedju dobivenih vrijednosti u dva uzastopr.a izra- 
čunavanja bude manja od željene ili uslovljene tačnosti.

Metod "elastičnih rješenja" pokazuje veoma brzu konvergenciju. Kod 
niza riješer.ih problema ( M . M )  pokazalo se da su za dobijanje zadovolja- 
vajuće tačnosti dovoljna tri, a u nekim slučajevima i dva približer.ja.

1.2.2. Metod pješčane ana/1 ogi je i metod karalcteristika
u teoriji tečenja plastičr.og materijala po površinama

a) Metod pješčane analogije
Za rješavanje klase problema, za koje je h=h(t) A.A.Iljušin je pre- 

dložio metod analogije sa pješčanim nasipom ([5"], £381). Neka se, kao što je 
ranije bilo rečeno. kontaktno trenje u čitavoj oblasti tečenja može predsta- 
viti u obliku funkcije T(p), za oblasti Kulona i Prandtla respektivno je

<7-<> u-p
c (p) za p »
f*, . <T* ....  0-2.91)C(p) = tT za P 2- (T .

Iz (1.2.68) lako se dobija jedna jednačina za odredjivanje polja
pritiska

r) r\ 2 fp) p 2 4 T[ (r> )
+ {ž $  = h2 " • ....  (1-2.92)

Uvodeći u razmatranje novu veličinu, tzv. uopšter.i pritisak !?(p),
relacijom

? = / ž ^ p ) "  ’ ....  (1-2.93)
relacija (1.2.92) ima izgled

1
W  “ h2 ‘ ....  (1.2.94)



Na osnovu (1.2.91) i (1.2.93). promjsne uopštenog pritiska u zor.ama Kulor.a i 
Prar.dtla su

L> 1

/

- &  • za ~~Z P ^ T <rzr ̂  0).
/ / A'^T

Cr ,
Z/A /* 6t

J =  . --------- r2/̂  b t

P = J _ ( i n 1 1) /r_VI l' za Zt , (7> 1 /„ <-T ,p;̂ — - (Jz-j- <r. —  ; - /, ^

... (1.2.95; 

... (1.2.96)

Oblast tečenja, na osnovnoj površi, ima odredjenu granicu kojoj mo- 
gu da pripadaju i mjesta na kojima đolazi do nagle promjer.e debljine sloja 
(kanali ili nagla uzvišer.ja na radnim površinama). Ako se sa V označi grar.ica 
te oblasti. onda se na njoj mogu pojaviti sleđeći granični uslovi:

1*. Nepremostiva prepreka. Ako se sa n označi vektor normale na kor.- 
toru. koji leži u tangentnoj ravni u odnosu na osnovnu površ, onda je (LT-Ci )• r.=0, 
odnosno. na osnovu (1.2.68) i (1.2.69). zamjenjujući p sa P  prema (1.2.93) je

d P
T) n = 0. (1.2.97)

2° Slobodna granica. Na njoj je ^  = Gî  = 0. pa je. r.a osnovu (1.2.66), 
= odnosno. imajući u vidu (1.2.93). je

£P| = 0. .... (1.2.98)

3 S Na granici postoji žljeb ili otvor u koji materijal može da uti- 
če. Ako je širina žlje’oa, ili najmanja dimenzija otvora. reda veličine (ili 
manja) debljine sloja h. tada će približan uslov slobodnog uticanja biti jed- 
r.akost = 6!v = ^ T. Iz (1.2.66) je p=2 ̂ T . odnosno na osnovu (1.2.93) je

25p
dp = const. (1-2.99)

4" Ako se u predhodnom slučaju uticanje u žljeb ili otvor javlja 
otežanim. onda je

tj= 3J(s). (1 .2 .100)
Jednačina (1.2.94), sa graničnim uslovima (1.2.97 - 1.2.100), je, ka- 

ko je uočio A.A.Iljušin, potpuno analogna jednačini kojom se odredjuje visina 
(z) pješčanog nasipa dobivenog nasipanjem pijeska koeficijenta trenja f, na 
oblast koja se poklapa sa oblasti S koju zauzima materijal. Visina nasipa 
u tački (o i ) oblasti S se odredjuje iz jednačine
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Ako se za visinu oboda konture uzme

= f-h/P(rf./3)p , .... (1.2.101)
or.da se odredjivanjem funkcije z(ci.p,) u oblasti Ŝ , automatski odredjuje i 
uopšteni pritisak ). jer je

- z «/*). .... (1.2.102)7{dp) fh

Dakle. iz pozr.atog oblika pješčanog r.asipa, može se. mjerer.jem koor- 
dinate z i  koristeći relaciju (1.2.102). naći uopsteni pritisak \P, a za- 
tim i stvarni pritisak p. Pored toga. na modelu osnovr.e površi mogu se prika- 
zati linije jedr.akog pritiska (P= const. (tj. z=cor.st.). Za. tim se, mogu kon- 
struisati linije koje su normalne na linije konstar.tr.og pritiska. Iz (1.2.69) 
je jasno da te lir.ije predstavljaju linije po kojima se čestice materijala 
kreću. (Strujne linije ili linije toka).

Na osnovu tako dobivenog skupa linija toka nije teško odrediti raspo- 
red brzina tečenja. Linije konstantnog pritiska f = Y"(c*.f!>)=const. i linije toka 
V = V(°(,(b) = const. , prikazane su na Sl. 1.2.17. Njihove elementarne dužine su

r=(qns7.

dsv = Brdr i dsy= B^dS1 .
Jednačina nestišljivosti materijala (1.2.70) ima 
oblik

Dh 1 'd

y=con&i. pa je
u=

gz (Bj.-h-O’) = 0,

- B^h / Br
9h dr+ C ......(1.2.103)

5 L.1.217.

Najveći pritisak, u oblasti tečenja, se pojavljuje 
na linijama koje odgovaraju rebrima pješčanog na- 
sipa, a koje se dobijaju projekciranjem rebara na 

na osnovnu površ. Te linije 'f=fj< (Sl. 1.2.17) se karakterišu time da tačke na 
njima imaju brzinu jednaku nuli tj. U”=0, za f-f . Ova konstatacija slijedi 
neposredno iz (1.2.67). Prema tome, konstanta C iz (1.2.103) se odredjuje iz 
uslova da je U"=0 za je brzina proizvoljne tačke sa linije toka
V  =const. u potpunosti odredjen relacijom

U = - 1
TTpTT • / BfBv H dr (1.2.104)

Stavljajući da je f = f? , možemo odrediti brzine tačaka koje pripadaju konturi 
(UrlJj,) . Na taj način se metodom pješčane analogije odredjuje i polje brzina 
tečenja.
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Slučaj ravnih radnih povrsi

U slučaju kada su radne površi ravne ili slabo iskrivljer.e i kada 
se rastojar.je izmedju njih smanjuje samo tokom vremena. a ne i sa promjerom 
koordinata. tj. kada je h=h(t). mogu se. umjesto krivolir.i jski'n koordirata. 
koristiti Dekartove koordir.ate. Tada je

A=B=1. oi=x. (}=y. ds^ =dx. ds^=dy. 

i relacije (1.2.68), za sluČaj kada je (7^=0, imaju oblik

2tT lTx 2t(0J>_ 2_L1 - l ^ P l c o s V .
7)x “ h iul
D p 2 Ct 
D y

tT lTy

T 'HrT= "

h
2t(p> sin ,v

(1.2.105)

SL.l2.1Q

pri čemu je = l/cosV i (J = UsinV . Iz x y
(1.2.105) se lako pokazuje da su linije toka 
Y=const. prave linije. Takva jedna linija pri- 
kazana je na Sl. 1.2.18. Ona presijeca rbro 
rasticanja S-jŜ  u tački S(x ,y ), a konturu 
u tački M(xp ,yr).Označavajući

je
MC = fr ; NC = 'C ; II

x=xs+(r-Y^)cosv, ć)x
y=y3-t-(f-rn)sin V. '

Pošto je
d p _'3_p c)x 
'Dv’ “'S x 'ćTV

iz (1.2.105) se dobija

c)p _ 2t[p)
"57“ " h

2<5 p )

7)y _ 3p
ĆTy '57 *5x

'3y _ 
9 r  "

cosV+^- sinV.

(1.2.106)

pa je
P = P. ( V r)’ (1.2.107)

gdje je p - vrijednost pritiska na konturi. Iz predhodne relacije se vidi
da je najveća vrijednost pritiska u tacki S tj. na rebru rastojanja Y”= f .s

Pošto su linije toka V  =const. prave normalne na linije konstan- 
tnog pritiska, to slijedi da su normalne i na konturu 7 ukoliko je pritisak 
po konturi konstantan.

Brzina čestice se odredjuje iz (1.2.104). Važi 

dsr=dr=Bpdr, dSy = r d't’r B v-dS> J



gdje je
B r =1;  By =ir. 

pa se, iz (1.2.103), dobija

Za tačke sa konture

§- (r-dt p
( r= ) je

CJ= - I d hP h dt
. r i  

(f — —r Tn

b) Metod karakteristika

56.

( 1 . 2 . 1 0 3 )

.... (1.2.109)

Za odredjivanje polja pritiska p(x,y) u fiksirar.oj oblasti S(x,y) 
tankog sloja plastičnog materijala, kod koga je h=h(x.t) i koji se plastično 
deformiše, u radu je predložen metod karakteristika.

V.A.Kadimov je dalje razvio ovaj efektivni metod. Primijenio
ga je na opšti slučaj. kada je h=h(c(.p, t), i uspio da pored polja pritiska 
riješi i kinematiku tečenja kao i da odredi oblik oblasti pri slobodnom teče- 
r.ju materijala. Suština metoda sastoji se u svodjenju nelinearnih parcijal- 
nih diferencijalnih jednačina (1.2.69) i (1.2.70) na ekvivalentni karakteri- 
stični sistem od četiri obične diferencijalne jednačine i dvije kvađrature.

Iz vektorske jednačine (1.2.69) dobija se sledeća parcijalna di- 
ferencijalna jednačina prvog reda za odredjivanja P(d.(b)*

F (A . ( i ,P ,p  , q ) = ( £ ) 2 + ( § ) 2 ~ S V  = 0 ,

gdje su

S U d .(h )
2 (.'j' D p

p “DdT ’
c)p

q 1 •h(et.p>)

karakteristični sistem jednačina, jednačine (1.14.38), ima oblik

do( 1 d dft _ _J_ UP

( 1 . 2 . 110)

( 1 . 2 . 111)

3a
_ P

a5 a h ? “ b si HT = si.
$£ = p1 3 a ,+ X - B , + n Jf S  = -El aa  +3? SIA * SIB" ** j 3s ŠTiF ^ SIB3 ^ ^

(1.2.112)

Problem odredjen sa (1.2.112) i graničnim uslovima na konturi oblasti Ŝ . je 
Košijev problem. Granični uslovi imaju oblik

c/(S0 ) = ci0 . ^ ( S 0 ) = ^ Q, P(S0 )=PQ, P ( s o )=pQ, q ( S 0 )=qQ.

gdje je c =c (>,), X  semijenja od tačke do tačke konture o Jo

* Umjesto p(c(,n>,t) uvedena je oznaka P«fi,t)sa ciljem nemiiešania
Parametar t, kao nezavisan parametar ćemo često ispuštati. J oznaka.
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Slučaj ravnih rađnih površi

Jednaoine (1.2.69) i (1.2.70) za o( =x. y, A=B=1 opisuju pla- 
stično tečenje ravnih slojeva. Kao što se vidi iz (1.2.110), (1.2.111) i 
(1.2.112), polazr.i problem se svodi na rješavanje sistema od pet običnih di- 
ferencijalnih jednačira oblika

dx __P dy _ _q_ dP dp = Q.x = 
ds “ o  ’ c?5 “ o  * ds ' čls ds y (1-2.113)S1 ' 05 Si

sa graničnim uslovima r.a konturi oblasti

x ( 5 0 )=xo , y (5 0 )=y0 . P(S0 ) = P0 , P(S0 )=PQ. q ( s o )=qo > -- (1 -2 .1 1 4 )

kao i na integraijenje jednačine (1.2.70). za odredjivanje kinematike tečenja 
duž karakterističnih linija x(s);y(s). Lako je pokazati da je (s) dužina luka, 
tj. ds2 =dx2-ndjr2 . Sa ciljem uproščavanja sistema (1.2.113) uvešče se fur.kci- 
ja o((s) odnosom (dy/ds)=sino( . Tada je

= cos ol ,  p = cos o(. q = S is in d . .........  (1 .2 .1 1 5 )

Diferenciranjem izraza za p i q dobija se

= -£■ CSl (x (s ) ,y (s ) ) .c o s  c((s)3 = (Slxcos^+S2y.sin(A)coSe(-S)sinat~.a s a s  Qs

^9- = S -  C £ l(x (s ),y (s )> s in o L (s D  = ( £xcos.=U3y.sind)sind -S2cosc(~. 
đs ds ClS

Postavljanjem ovih relacija u poslednja dva člana relacije (1.2.113) dobija se

(Slx coso(-t-Sly.sind)cosd -  Sisind ^  = S)x,

(S2 x cos A + Q y-sindsinol + Slcos d ^  = S ly .

Iz poslednje dvije jednačine lako se dobija jedna diferencijalna jednačina 
za odredjivanje o((s)

^  = -Slx sin c( + Sly -coscC .

Na taj način, sistemu jednačina (1.2.113) ekvivalentan je sledeći 
sistem od četiri obične diferencijalne jednačine za odredjivanje funkcija 
x(s), y(s), P(s) i d.(s)

|̂- = cos d  i = sinol , =Sl.g§ = ~(-ftxsinc(+%cosd) (1.2.116)

Za rješavanje takvih sistema postoje, u literaturi, kako tačne tako i pri- 
bližne metode. Rešenje sistema (1.2.116) sa graničnim uslovima

x(S0 )=x0 . y(S0 )=y0 , P(SQ ). ^(£o )=arctg(qo /pc ).
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zadatim u tačkama konture oblasti S,. odredjuje u prostoru (x.y.P) površ.

Odredjivanje kinematičkih karakteristika tečer.ja vrši se r.a sle- 
deči način. Iz dvije očigledne relacije

grad P
y __ _»

i grad P = p i + = Q(coscl itsir.c( ̂  ) .
je

LT = -  0 "(cosd -ir+  s i r j '3) ,  ..........  ( 1 . 2 . 1 1 7 )

pa jednačina nestišljivosti materijala (1.2.70) ima oblik

3 —  cosdl+ sind+ W ̂  =0, ....  (1.2.118)7) x dy '
gdje su

W(x,y) = ln.U, U>(x,y) Č)h U,_. _ć)coso(. 9sino( - Y(x,y) = ̂  x B y ”

Jednačina (1.2.118) duž karakteristika (karakterističnih linija)ima oblik

™  = - w V  -U». .... (1.2.119)ds *
Pri rješavanju Košijevog problema (1.2.116) odredjuju se veličine x(š), y(s), 
P(s). p(s) i q(s), što omogućava.da se funkcija V  smatra poznatom funkci- 
jom od s duž karakteristika, pa je jednačina (1.2.119) može integraliti po 
nosačima tih karakteristika

.... (1.2 .120)W(s) = k(SQ)-I^s) - I2(a), 
gdje su: s s s

(s)=exp(- JY(s')ds'), I2(s)= Jčtf(s")exp(- f  Y(s')ds)ds",

pri čemu je vrijednost konstante A(Sq ) još neodredjena.

A(S. )=W(S )=h(S0 )tf(Sj.U  c  o  o  •

Konstanta A(Sq ) se odredjuje tako što se istovremeno sa rješavanjem sistema 
(1.2.116) vrši sračunavanje integrala 1^(6) i I2(.s).. Kada bude poznat položaj 
rebara rasticanja (na njima je brzina tečenja jednaka nuli) konstanta Ats ) 
se odredjuje iz uslova W=h-lT(Sp) = 0, pa je

A(so ) = I2(SR )/I-](5r) ....  (1 .2 .12 1)

Odredjivanje funkcije V  po karakteristikama (1.2.110) samo preko 
podataka koji se odnose na karakteristiku. vrši se transformacijom funkcijeH^

V  = - + COS<* f r  = “ (s in 9
pri čemu se dobija

- sin 9 + cos 9 iE—■- - 1
ć>x 'ZT “ H(š)*

9 9
'S“x o o s9®A),

d y ;

(1.2 .122)
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X.'

i

gdje je .  R(s) -  poluprečnik k r iv in e  l i r . i -  

ja  konstantnog p r it is k a .  Ove l i r . i j e  pro- 
laze  kroz zadaru tačku x ( s ) ,  y (s)  o b la s ti 
plastičnog tečenja (S l. 1 . 2 . 19 ) .  Z a is ta , 
na osnovu d e f in ic i je  k r iv ir .e  ravr.e k rive  

važi

1
R(s)

d6-
d^

7 6  
d x

dx
dô

36.
"37

dy D& Y3 cJ'S- . yj ć)9- . a= —  cos r -i---sin r = - =— sin-6-r =—  cos 9.dô  g x  ' 7>y ' Dy

gdje je  doj element luka l i n i j e  konstantnog p r it is k a  u ta č k i x ( s ) ,  y ( s ) .  Na t a j  
način, saglasno ( 1 .2 . 12 2 ) .  važi

V ( s )  = -  1 /R(s) . .........  ( 1 .2 .123)

Odavde. spec ija lno  za h(x,y)=const ,  kada su l i n i j e  toka prave l i n i j e ,  dob ija  

se iz ra z  za V  ( [38 ]  , M  )

V ( s )  = 1/ (R-5+S0 ) ,

gdje je  R -  poluprečnik k r iv in e  početne l i n i j e  konstantnog p r it is k a  (kor.tura  

o b la s ti tečen ja ) u ta č k i x (s  ) ,  y (5Q)-

O dredjivanje o b la s ti S^=S^(x,y,t), kada je  zadana početna oblast 
So=SQ( x , y , t  ) ,  v rš i se na osnovu p o lja  b rzina  koje je ,  irnajuči u v idu ( 1 .2 . 1 1 7 ) ,  

( 1 .2 .120 ) ,  ( 1 . 2 . 1 2 1 ) ,  u o b la s t i S^(x.y.t) odredjeno re lac ijom

U  = (J.L? - tf(S) h(s (sR)
I 1( S ' I 1(SR) 

I2(S) I2(SR) *
___  ( 1 .2 .124)

a samim tim  i  na ko n tu ri (za S=5Q)-

Na t a j  način se problem svodi na o d red jivan je  konture o b la s t i  Sfc 
na osnovu početne konture VQ i  poznatih b rz ina  koje imaju pravac normale na 

konturu.
Prema tome. potpuni sistem jednačina k o j i  op isu je  p la s tie n o  tečen je  

m a te r ija la  po ravnim površima pod dejstvom apsolutno k ru t ih  radn ih  površ i svodi 
se, metodom k a ra k te r is t ik a . na sistem  od č e t i r i  obične d ife re n c ija ln e  jednačine  

i  d v ije  kvadrature . To omogućava da se pomoću e fe k t iv n ih  num eričkih metoda od- 
rede p o lja  p r i t is k a  i  b rzina tečen ja , rebra ra s t ic a n ja  i  o b lik  o b la s t i  na ko - 
jo j  se n a la z i m a te r ija l  u toku te č en ja .

Slučaj proizvoljnih radnih povrsi
Sistem jednačina ( 1 . 2 . 1 1 2 ) :
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Ad _ p/A Bd _ q/B dP _ q
d3 Sl ' ds “ SI  '

dp (p/A)2 <9^nA (q/3)2 ć)ir.B 90. ^
®  ~ - - š r ~ ' a r  * —  ■’S č T * ^ r ............. (1-2 -12,)
dg _ (p/A)2 ^)lnA (q/B)2 c)£r.B + c)Sl . 
dS = Sl  + S l  ‘ dfb + Dfb

se razlikuje od jednaČina (1 .2.113) prisutnošću članova sa slabo promjenlji- 
vim parcijalnim izvodima logaritama metričkih funkcija A i B po krivolinij- 
skim koordinatama ck i .

Iz dvije prve jednačine sistema (1.2.112) i jednačine (1.2.110) sli- 
jedi da je A2 dckz +B2 d(l>2 = ds2 , tj. s ; je dužina luka karakteristike. pa se 
može uvesti nova funkcija X = tf"(s)

Ad cos % , Bd
dS '— * u ’ d5

Saglasno (1.2.115) je

= sin

odnosno

j = S. cos . ^  = Sl sin $ . ___ (1 .2 .126)

d(_q/B2_ d_ ( j j( ^ ^ j s i n K ) - ( S l j s i n j f *  D o o s  K 

S druge strane, imajući u vidu (1.2.125) je

del dfi, dX

d(p/A) _ 1 dp p dA _ 1 dp p , A dol n d/Ĵ _, q:
r — n J | -  “  A 3  ■  A ■  A 2  '  ”  J  q  n  +  3  -  V ,  \ds A ds A2 ds " A ds A2 ' * ds ds;

□ pq
ci q a2 b2 A^)

d(q/B) _ 1 dq q dj3 _ 1 dq q , a dj.n d )̂-(__Pf. a PQ o \
ds " B d& B2 ds " ¥  ds «ds 7* d£;"'šiA’B ‘7* ̂ A 2B2 l*h ¥ ^ A ’

Prema tome, moguće je dvije poslednje jednačine iz (1.2.125) svesti na jednu 
jednačinu sa promjenljivom ^ (umjesto p i q)

sin^ + %  cosK } + A B (V COS^ “ 3 <* sin*

Na taj način je pokazano da je sistemu (1.2.125) ekvivalentan sle- 
deći sistem jednačina

dcJL cos^ d(i sin*' dP
Hš = ~A ’ Hs = "B- "  ’ dš =SJ-’ dš - ̂  —  Sln* — g- cosj )+

+ (Ar5cos^ “ (1.2.127)
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Rješenje predhodnog sistema jednacina sa Košijevim graničnim usio- 

vima na konturi cblasti je mnogolisna površ P=Pfc^.^). od koje. saglasr.o 
principu jedir.stver.osti pritiska, se fizički realizuju samo oni djelovi koji 
se r.alaze izmedju kor.ture oblasti i rebra rasticanja.

Polje brzir.a i oblik oblasti u proizvoljnom trenutku vremena se 
odredjuje postupkom koji je analogan postupku sprovedenom za slučaj ravnih 
površi. Na osnovu (1.2.126) i (1.2.69) je

'J[( <j_ grad P _ ______ __
U o ‘ ^  SI Sl ' A 'dd1 ( 4  c + -5- J^T)=-cosfr-sir.J'-r. (1.2 .128)B ”  "'J

Pošto je (jdL= - (Icos^ i (Ĵ = -(fsinjf, jednačina (1.2.70) dobija oblik

W^+U>= 0,^ W w 3 W . ycosj + -g—  Sin4AO^

gdje je W(cLp>‘)=hAJ; (̂d.ft) = 1 f 'c)(Bcos(f) ^(AsinV)
dol

Asin»)1. ,<y_ 'dh?p> r  'at’
dok je  ̂= (d .̂ ) funkci ja ko ja je poznata na karakteristikama sistema 
(1.2.127). Duž karakteristika problema (1.2.110) jednačina nestišljivosti 
ima oblik

(1.2.129)

Za funkciju V  važi

Y= A l-Bsin̂ bI + Acos ^+|fcosX,+|A,s;Ln̂ =

=‘ ^ Sin®,+ mfbCOS^ + ^ ^ COS^+l b ] ^ Si-ir,t =~ W s) +

1
+^ r

( 1-2 . 130)

+ ■ cos )( + p ̂  sin

.. _ , i *-1gdje su: R ̂  = (-^- ttt- >
1 R _ 1 vR . = (-rrr- — ) - poluprečnici krivina lini ia

o(i|i na osnovnoj povrsi
1

"RTšT = "X (s ) = -^^sin^ - f l c o s ^  =pj|j- krivina linije konstantnog
' c pritiska u posmatranoj

tački ck(s), f}> (s).
dO^- element dužine luka linije konstantnog pritiska u tački 

d(s) (s).

Znajući ^  po karakteristikama jednačine (1.2.127), može 
rešenje jednačine (1.2.129)

se naci

W(s) = h(s)-(T(s) = W(s ). IAs)-I0(s), (1.2.13D
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gdje je I,(s)=exp(-
S 3 *

pf(s')ds'). I2 (s)= JuKs^e^pt- J y ( s  ) ds)ds"

Veličina W(S ) r.alazi se iz uslova. da je brzira tečer.ja r.a rebru jedraka nulio
VKS^I^CSp)/!,^). (1.2.132

Saglasro (1.2.128). (1.2.131 ) i (1.2.132) polje brzir.a u čitavoj oblasti 
St(d.fb.t) je odredjeno relacijama

7= (T ( L  vT(a) = MsjTjTSpT
1,(3) I,(SR) 

I2(s) I^ĆS^)
... (1-2.133)

Specijalno. brzine na samoj konturi dobijaju se za S^S^. Odredjivanje kontu- 
re ? oblasti S^, ako je poznat njen oblik u početr.om trenutku, i
brzine tačaka kor.ture, koje su normalne na konturu. je jedr.ostavno.

Specijalno, ako se tečenje plastičnog materijala vrši po cilindru 
(A = Rq1 B=1, ol = ¥> . fb=3.) karakteristični sistem jednačina (1.2.127) ima 
oblik

d 'p _ cosX dz
■ HT = sin V, Žr-Sl . ^  = ~ ( - ! ^ s i n y +az.costf).d£ R ' đs ~ u ‘ ds ’ ds S7 R_ o *- o

Ako se tečenje plastičnog materijala vrši po sferi (A=Rq , B=Ro sin9, ^-9,^ = )°) 
jednačine (1.2.127) imaju oblik

d© cos Ĉ dV3 _ sinX dP ^  d)C_ 1 , Q 9  %1'P
ds ' “ R ’ ds " R 'sinO- ' ds * ds' R * Rn sin'°--costf).

2.3. OSNOVI TEORIJE VISKO-ELASnCNOSTI
2.3-1- Reološke osobine materijala

Predmet dosadašnjeg razmatranja bila su tijela koja imaju elastično- 
plastična svojstva. Kodtanvih tijela. konačna vrijednost deformacije zavisi 
od oblika puta deformisanja. u petomjernom ili šestomjernom prostoru deforma- 
cije. tj. mijenja se sa promjenom puta deformisanja. Medjutim, za put deformi- 
sanja materijala je karakteristično da nema vremenski karakter. To znači da 
tijelo na dato optsrećenje reaguje trenutno, bez zakašnjavanja. Specijalno, 
to znači da vrijednost napona ne zavisi od toga koliko dugo vremena se defor- 
macija drži konstantnom i. obrnuto, deformacija je ista nezavisno od vremena 
koliko dugo se napon zadržava istim.

Ponašanje svih realnih materijala se više ili manje razlikuje od 
ponasanja elasticno—plasticnin tijela, a razlika je u tome sto veza izmedju



63-
napora i deformacija nije nezavisna od vremena već se tokcn vremena mijenja.
Takvi materijali se nazivaju visko-elasticnim. Dvije najjeđr.ostavr.ije reolo- 
ške (vremer.ske) pojave kod visko-elastičnih materijala su puženje (mijenjanje 
ieformacije pri konstantnom naponu) i relaksacija (mijer,jar.je r.apor.a pri kor.- 
star.tr.oj deformaci ji). Kod velikog broja metala se ove reološke pojave r.e 
mogu primijetiti na normalnim (sobnim) i nižim temperaturama. pa se u takvim 
uslovima njihovo por.ašanje može. sa dovoljnom tačrošću. opisati moaelom ela- 
stično-plastičnog tijela. Medjutim. pri visokim temperaturama pojave puženja i 
relaksacije su veoma primjetr.e. Tako r.a primjer, kod nisko-ugljeničnih čelika 
reološke pojave se pokazuju bitnim na temperaturama višim od ^00°, jer se ta- 
da zavisr.ost izmedju napona i deformacija zr.atno mijenja sa promjer.om 'orzir.e 
deformisanja (opterećivar.ja) tako da kriva €’*'• Č nema smisla ukoliko se r.e 
ukaže na uslove u kojima se obavlja eksperiment. Važno je znati da se puženje 
metala na visokim temperaturama pojavljuje čak i pri malim naponima. Ta činje- 
nica predstavlja i bitnu razliku izmedju pojava puženja i hladne plastičnosti 
(nastaje kada naponi dostignu odredjenu vrijedr.ost). Reološke pojave se kod- 
drugih materijala (plastične mase, beton. minerali. legure. kompozmr.i materijal, 
cement itd.) uočavaju i na normalnim temperaturama.

Dijagrami promjene deformacije sa vremer.om. pri konstantnom napor.u 
i temperaturi. za razne materijale imaju, pokazuje se, kvalitativno isti 
oblik. mada su fizički mehanizmi razvijanja deformacija potpuno različiti.
Isto važi i za reološku pojavu relaksacije.

Puženje

Proces izmjene deformacije tijela sa vremenom, pri konstantnom na- 
ponu, kao sto je rečeno. naziva se puženjem. Obično se proces puženja prou- 
čava pomoću tzv. stepenastog opterećenja tj. pomoou funkcije S"(t)= S'.hCt),
£dje je S^const. neki konstantni napon. a ta(t) — Hevisajdova funkcija.

U početnom trenutku vremena. stepenasto opterećenje izaziva u tijelu 
elastične ili (kada je dovoljno veliko) elastično-plastične deformacije. 
Zatim se,u tijelu, tokom vremena. razvijaju deformacije puženja. Pri torae, 
kniva £ (t) prelazi. sa elastičnog, odnosno elasto-plastičnog, dijela na 
viskoelastični dio neprekidno. bez lomljenja kao što je to prikazano na 
Sl. 1.2.20. Prema tome. važi

za t = 0; = c* .

U početnom periodu vremena. kao što se vidi na Sl. 1.2.20, brzina 
puženja opada a kasnije može: da bude jednaka nuli, da ima konstantnu vrijed- 
nost- ili Pak da poslije opadanja počne ponovo da raste. Uprvom slučaju pužer.je
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se naziva ogranieenim (kriva a). a u drugom ustaljenim (kriva 'd ). U trecem 
slučaju (kriva c). kada je konstantni napor. dovoijno velik. dio A3 usca-

AV

E ...

e ct) = £ ,+ e \ e ’"

ljer.og puženja se može smanjiti i 
preći u tačku prevoja D. tako da se 
kriva puženja dijeli r.a dva dijela. 
jedan na kojem brzina puženja opada i 
drugi na kojem brzina puženja raste.
Za poslednja dva slueaja je karakte- 
rističr.o da brzir.a puženja r.ije ogra- 
ničer.a. pa se takva pužer.ja r.azivaju 
neograničenim.

Za praktičr.u primjenu od intere- 
sa je odredjivanje one vrijednosti na- 
pona pri kojoj krive puženja ostaju 
ograničene. Ordinata MN krive puženja 
u trenutku t sastoji se iz: elastične 
deformacije (Č ), visko-elastične de- 
formacije (ć ) i trajne plasticne de- 
formacije ( f"'), tj.

.... (1.2.134)

Naznačene komponente se mogu odrediti iz eksperimenta na puženje pri stepena- 
stom opterećenju. a zatim rasterećenju (Sl. 1.2.21). Tehničke poteškoće su

(čio

W r—

0 I

vezane za ostvarivanje stepenastog 
opterećenja. kao i za nemogućnost 
fiksiranja tačaka B i C u procesu 
rasterećivanja. Odrezak OA- krive 
Č /*-t jednak je vri jednost j. deforma- 
cije u trenutku t=0 i predstavlja 
elastičnu ili plastičnu deformaciju.
Dio BC. pri trenutnom rasterećenju, 
predstavlja elastični dio ukupne de- 
formacije. Odredjivanje elastičnog 
dijela ukupne deformacije ima poseban 
značaj jer omogućava da se odredi 
moduo elastičnosti materijala E= 6T/f'.

Važno je napomenuti da krive puženja imaju osobinu da ako je napon 
pri kojem se vrši puženje. manji od neke vrijedr.osti one se praktično 
poklapaju i deformacija ne prelazi vrijednost £(o«) = (S1 1 2 22)
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Takve krive puženja karakterišu fizičku lir.e- 
arr.ost visko-elastičnog materijala. U pro- 
tivnom. dakle. kada je r.apon pužer.ja veći od 
karakteristicr.e vrijedr.osti napona krive 
puženja opisuju fizičku nelinearr.ost visko- 
elastičnog materijala. Moduo se naziva 
trajnim modulom i treba ga razlikovati od 
modula elastičnosti E (trenutni modurj.

Relaksacija

Krive relaksacije napona se dobijaju kada se deformacija zadržava 
konstar.tr.om (Sl. 1.2.23). Ako su deformacije. pri kojima se vrši relaksacija,

dovoljno male (manje od neke vri- 
jednosti £* ), pokazuje se, da se 
naponi, poslije odredjenog vremena, 
mogu približiti nultim vrijednostima, 
kao i da se krive relaksacije praktič- 
no poklapaju. Za viskoelastični mate- 
rijal, u tom opsegu deformacija. se 
kaže da je linearno visko-elastičan.
U protivnom, kada je deformacija pri 
kojoj se vrši relaksacija veća od 
neke karakteristične deformacije £*, 
za materijal se kaže da je fizički 
nelinearan, jer krive relaksacije 
zavise ne samo od vremena t već i 
od deformacije koja se drži konstan- 
tnom. Kod fizički linearnog visko- 
elastičnog materijala kriva relaksa- 

cije zavisi samo od vremena (analogno kao kod krivih puženja). Inače, ako su 
deformacije. pri kojima se vrši relaksacija. mnogo veiike đolazi do naglog po- 
rasta brzine relaksacije (kriva 4 sa Sl. 1.2.23). što može dovesti do razara- 
nja materijala.

Prostorni dijagrami krivih puženja i relaksacije dati su na 
Sl. 1.2.24 i Sl. 1.2.25.

4Č'()
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1.3.2. Osnovni lineamo visko—elastični modeli

Prva istraživanja u oblasti visko-elastičnosti. koja su izvršili
Maksvsl. Fojgt. Kelvin, Bolcman.... a koja su se odr.osila na proučavanje
veoma viskoznih tečnosti. koloidnih rastvora itd., izvrsena su u drugoj polo- 
vini prošlog vijeka. Na bazi tih istraživanja pojavila se ideja da se obje- 
dir.e elastičr.o-plastična i reološka (viskozna) svojstva tijela i da se for- 
mira jedna zajednička teorija. U tom smislu najviše se razvila teorija line- 
arne visko-elastičnosti koja vremensku vezu izmedju napona i deformacija de- 
finiše linearnim (diferencijalnim ili integralnim) vremenskim operatorima. 
Pojavom i primjenom polimernih materijala u tehnici ova teorija je dobila na 
svom značaju i korisnosti.

U nelinearnoj' teoriji visko-elastičnosti veza izmedju napona i 
deformacije se ostvaruje nelinearnim operatorima.

Predmet daljeg razmatranja biće linearno visko-elastični modeli, 
tj. modeli koji sadrže i elastična i viskozna svojstva. Njima se zamjenjuju 
realna tijela koja takodje imaju elastiČna (trenutna reakcija na naneseno 
opterećenje) i viskozna (deformacija se mijenja tokom vremena) svojstva.

tfeksvelov model

Visko-elastična deformacija (£) se, imajući u vidu (1.2.134), može 
predstaviti u obliku zbira elastične (£j i viskozne (?") deformacije

£=eV£",

M ’+e1'.
odnosno
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Predpcstavljuci jo slasticns deformacijs ss nsponom vezana Hukovim zakonom, 
a viskozna deformacija sa r.aponom Njutnovim zakor.om ( S"= \ č. T. ='r2-6 ) 0*6}. iz 
predhodne relacije se đobija

F. + ---  (1.2.135)
E X  ‘

reološka relacija u kojoj su Ć.(t) i (t) povezani operatorom
t

L(--.)= £(0)+J [ i ( . . . ) + i  ^ ( ■ • ■ ) d t ] ,  ....  (1.2.136)

pri čemu je £(0) deformacija u trenutku t=0. Relacija (1.2.135) se šematski 
može prikazati modelom prikazanirr.na Sl. 1.2.26a. Taj model se naziva Maksvelovim.

Razmotrićemo njegovo ponašanje pri puženju i 
relaksaciji. tj. kada je

1* C= £ = const. . 0 ž t i t.,o 1 1
£ = 0 , t*t.n / '

tl

\l

L5

G
a)

TL
b)

2* £ = = const 7 za ^ t.

Krive puženja i relaksacije? za navedene 
režime,prikazani su na slikama 1.2.27 i 1 .-2.28.

SL.1.2.27.
Veličina fi koja se pojavljuje kod krive relaksacije, naziva se vremenorn
relaksacije (fi = X/E). a to je ono vrijeme po isteku kojeg se napon smanju-
je e puta u odnosu na početnu vrijednost £ .

%
Treba napomenuti da se Maksvelov model razlikuje od Njutnove visko- 

zne tečnosti prisustvom trenutne elasticne reakcije na opterećenje, kao i da 
se poslije vremena t^, tj. poslije rasterećenja. Maksvelovo tijelo ponaša kao 
Njutnov fluid. Takodje se može primijetiti da kad 0, što nije slu-
čaj kod realnih materijala. Osim toga ovim modelom se realno ne opisuje pona- 
šanje visko elastičnog tijela u početnom trenutku vremena.



68.Fojgtov model

Predpostavljajući da se ukupni napon (5>). visko-elastičrog tijela 
sastoji iz elastičnog r.apona (Š), koji je sa deformacijom vezan Hukovim zako- 
nom. i viskoznog r.apor.a ('a') . koji je sa deformacijom vezar Njutr.ovim zakor.om.
važi

£  = E £  + X £ • #....  (1.2.137)

Predhodna jednačina je reološka relacija u kojoj se ^(t) i t(t) povezuju 
operatorom

L( • • •) = \4r (-••) + E( - - •). ..... (1.2.138)r □ c
Tijelo koje se ponaša prema (1.2.137) naziva se rojgtovim modelom (Sl.1.2.26b).

Prema ovom modelu. ako je deforma-
cija konstantna. tj. e = e c = const.,
i napon je konstantan (^=const.),
što znači da ne dolazi do njegove
relaksacije. Ako se u trenutku t=0
nanese opterečenje koje se zadržava
konstantnim ( S"= £ ) do trenutkao
t=t^, a zatim se tijelo rastereti, 
zavisnost Č.(t),tj. kriva relaksa- 
cije,ima oblik prikazan na Sl.1.2.29- 
Analitički zapisana kriva relaksacije, 

tj. rješenje jednačine (1.2.137). prema [46^, ima oblik
r* -t /-

[(t) = -^-(l-e '), t e [0, t^. ....  (1-2.139)

VeliČina Y = X/E je tzv. yrijeme kašnjenja. Od trenutka kada se tijelo raste- 
reti, kriva puženja je odredjena jednačinom

£(t) = ^  .e_(t_tl)/s, ....  (1.2.140)

Veličina je prikazana na Sl. 1.2.29. Primjećuje se da kad 0,
što znači da je deformacija puženja povratna, kao i da ulogu trajnog raodula 
igra moduo elastičnosti.

Kelvinov model
Predhodno navedeni Maksvelov i Fojgtov model se mogu usložiti doda- 

vanjem trećeg elementa, kao što je to prikazano na Sl. 1.2.30. Reološko pona- 
šanje modela sa Sl. 1.2.30a. koji se često naziva Kelvinovim modelom. opisano 
je nelacijom

t

$L. 1.2.29.
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+( 1 +|̂ -) T= \i+ e -£ .
o o

Dijagrami puženja i relaksacije 
Kelvinovog modela dati su r.a 
Sl. 1.2.30 a)i b) /

Može se pokazati [46], da je operator koji povezuje veličine £(t) i 
T(t) linearno diferencijalno-integralan.

Sa Sl. 1.2.31, se vidi da je deformacija puženja povratna jer 0 
kad t-»oo. Takodje se na Sl. 1.2.31 a) i b) može primijetiti da kod Kelvinovog 
modela, za razliku od Fojgtovog modela, važi da T —» Ep,- ZQ kad t-®**, kao i 
da, za razliku od Maksvelovog modela. T" (̂ «) ne teži ka nuli.

Može se reći da je Kelvinovim modelom. u opštim crtama, predstav- 
ljeno ponašanje polimernih'materijala. medjutim, da bi ono moglo da se potpu- 
nije modelira neophodno je da se posmatraju još složeniji mođeli koji se sa- 
stoje od većeg broja elastičnih i viskoznih elemenata.

Formalno gledano, uopštavanjem predhodnim modela. dodavanjem besko- 
načnog broja elastičnih i viskoznih elemenata. može se sa diskretnog modela 
preći na neprekidni model koji bi u potpunosti pisivao reološka ponašanja visko- 
elastičnog tijela 0»63.

2 .3 .3 .  BolcmćiRova teorija nasledne 
lineame visko—elastičnosti

Za opisivanje procesa deformisanja visko-elastičnih materijala, 
Bolcman je [47] predložio teoriju linearne visko-elastičnosti. Formirao ju je 
na osnovu principa superpozicije. inače osnovnog principa linearne mehanike.
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U cilju dobijanja jednačina teorije lir.earne visko-elastičr.osti 

posmatraćemo visko-elastični materijal r.a konstar.tr.oj temperaturi. opterećer. 
opterećenjem čija je promjena tokom vremena poznata. što znači da je poznata 
■ zavisnost oblika ($"’ = <$,(t). Sl. 1.2.32. Neka je. takodje. pozrata kriva pužer.ja 
posmatrar.og materijala pri naponu ^  (vrijedr.ost napona 0(t) u trer.utku 
t=0).Tada je • .

£(t) = ( H  ..........(1.2.150)

gdje su: E - moduo elastičnosti materijala.
(|)(t) - funkcija promjene odnosa visko-elastičr.e i elastičr.e 

(trenutne) deformacije tokom vremena.

Na Sl. 1.2.33. su prikazane dvije krive puženja. Prva kriva (1) se 
dobija kada napon S" (t) počinje da "dejstvuje11 u trenutku t=0. dok se kriva (2) 
dobija ako napon G  (t) počne da "dejstvuje" u nekom proizvoljnom trenutku 
t= C i  0. Jasno je da krive (1) i (2) moraju imati isti oblik, s tim što je kri- 
va (2) pomjerena po osi t za vrijednost t= (Sl. 1.2.33). Imajući u vidu 
(1.2.150) jednačina krive (2) je

£(t) = 1+$(t-T)] - ....  (1.2.151)

Kriva S* =^ (t) se može aproksimirati zbirom stepenasti’n optere- 
ćenja (Sl. 1.2.31)

gdje su: ^  - priraštaj napona u trenutku t= T"k
n(t) - broj stepenastih opterećenja u posmatranom vremenu t.

Princip superpozicije se izražava hipotezom da je ukupna deforma- 
cija u trenutku t jednaka sumi deformacija za taj trenutak vremena nastalih 
od stepenastih opterećenja AC^, tj.



71.n(t)
- (t) = t Q(t) + A £k(t-'b

k=l
.... (1.2.152 >

gdje su: £ (t) i 4 £, (t) - deformacije koje odgovaraju raporima i A  ̂k -O 6.
Na osr.ovu (1.2.150) i (1.2.15D. relacija (1.2.152) dobija o'olik

^  l£t) r
£(t) = + X  1*$<t-fk )].....  (1.2.153)

k=i
Pošto je

puštajući da A  0. iz (1 .2.153)?dobija se

. t

odnosno
E(t> - ^ L i  4$(t)] + i+ $(t-T)] oT,

o
t n

£(t) = E  [6~(t) * /.7 |$(t-'D-6"(C) d t ] ......... 0.2.15«)

Uzeto je u obzir da je (£> (0)=0, i da je

ć

01 (tJ° »
Veličina

p(t-f) $  (t-O = 3 ̂ (t_r)7) ( t - D
....  (1.2.155)

naziva se fur.kcijom brzine puženja ili jezgrom puženja, i potpuno je odredjena 
ako je poznata funkcija $  (t) odnosno kriva puženja. U slučaju ogrnaičenog 
puženja (brzina puženja je pozitivna opadajuća funkcija) kriva puženja (SL.1.2.20.) 
ima horizontalnu asimptotu, što znači da P -* 0 kad t-*0̂ . pa se. na osnovu 
(1.2.150), može naći trajni moduo E

E o. = .. .... ....  (1.2.156)
i+4 k «)

Koristeći drugi oblik principa superpozicije, princip nezavisnosti 
deformacija, može se postupkom analognim predhodnom, dobiti sledeća reološka 
jednačina

S 't t )  = E [ £ ( t )  -  ( t - D . f ( t ) . d t ] .  ......... (1.2. 157)

Veličina
R(t- c-s 'd i(J /t _ ć)^(t-T)

7) (t-L> ( 1.2 . 158)
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r.aziva se funkcijom brzine relaksacije ili jezgrom relaksacije. i potpur.o 
je odredjer.a ako je poznata furkcija x (t-T), odr.osr.o kriva relaksacije. 
Kriva V  (t) se dobija iz eksperimenta r.a relaksaciju. tj. za £ = £0=const. 
Iz (1.2.157) je

•o(t) = e • eo [i - Y ^ ) ]  • ....  (1.2.149)

Imajući u vidu (1.2.155) i (1.2.158). jedr.aČir.e (1.2.154) i (1.2.157) 
se mogu prikazati u sledećem o’oliku

£(t) = i [  fr(t) + /  P(t-t)-G'(t)-dF].
o
t

O'(t) = i [ £ ( t )  - / R(t-'L)-£(D-dT].

.... (1.2 .160)

(1.2 .161)

2.3.4. Teorija lineame visko-elastičr.osti

Jedr.ačinama (1.2.160) i (1.2.161) data je veza izmedju napor.a i de- 
formacija lir.earr.o visko-elastičnog materijala za slučaj jednoosnog naponskog 
stanja. Znajući kako glasi Hukov zakon za čisto elastičan materijal. jednačine 
(1.2.160) i (1.2 .161) se mogu zapisati u ekvivalentnom obliku

gdje su
[ t f £  ,

y t
[^] = ^ [  !.(...) + { P(t-tK-*-)dt]

[E] =  E [l.(...) - / R(t-t) -(•••) dt]

...  (1.2 .162)

.... (1.2.163)

operatori koje treba primijeniti na funkcije koje slijede iza njih.

U slučaju složenog naponskog stanja jednačine teorije elastičnosti 
imaju oblik

su  ■ 2G'3 ij 
5*= K-0

pa se, jednačine teorije linearne visko-elastičnosti. imajući u vidu analo- 
gije (1.2.162) i (1.2.163), mogu napisati kao

t
= S ( 1 , / P(t-t) SlJd f  ,i j i J
t

K9 = &+ j P-, (t-D  ̂ dt,

(1.2.164)

(1.2.165)



odr.osno

= 9 . . - / R(t-t)3. :df . .... (1 .2 .1 6 6;lj CJ 1J
t

= 0 - J R1(t-t)-0-dTr. ....  (1.2.167)
o

gdje su P i P odr.osno R i R., funkcije brzir.e smičućeg i zapreminskog puže- 
r.ja materijala. odr.osr.o relaksacije. Krive smičućeg i zapreminskog pužer.ja, 
odr.osr.o relaksacije. se odredjuju eksperimentalr.o iz testa r.a smičuće i za- 
preminsko puženje, odnosno relaksaciju. Funkcije P i . odr.osno R i R^. se 
često nazivaju i jezgrima smičućeg i zapreminskog puženja. odnosno relaksacije

Veličine P i P, su pozitivne monotor.o opadajuće fur.kcije svojih argu 
menata. Kada t -*oo . kao što je rar.ije naglašer.o, asimptotski teže ka r.uli. Za 
r.egativne vrijedr.osti argumenata indentički su jednake nuli.

Zamjenom relacija (1.2.166) i (1.2.167) u (1.2.164) i (1.2.165) 
dobija se zavisnost izmedju funkcija P i P̂  i funkcija R i R.,

t
P(t) = R(t) 4- /  P(t) R(t-t)dr •, .... (1.2.168)

o
t

P,(t) = R,(t) + /  P1(t)R/1(t-t)dT. .... (1.2.169)
o

Jednačine (1.2.168) i (1.2.169) se mogu koristiti za odredjivanje jezgara 
R i R., ako su poznata jezgra P i P, i obratno. U slučaju kada su eksperimen- 
tima odredjene sve funkcije brzine puženja i relaksacije onda relacije 
(1.2.168) i (1.2.169) služe za provjeru.

Jednačine (1.2.164 - 167) se mogu predstaviti i kao 
t

3 i j *  f n(t-C>
dS. . ij )

(1.2 .170)
0 == J  n,(t-0dS;

3ij = JTCt-Dctfij ,
o
t 0.2.171)
J  P^t.-DdS;
o

gdje su: fli f]-, - funkcije smiČućeg i zapreminskog puženja

P i l7  ̂ - funkcije smičuće i zapreminske relaksacije.
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Sa jednačira (1.2.170) i (1.2.171) može se preći r.a jeđnačine 

(1.2.164 - 167) na sledeći račin. Ako fur.kcije 3^j((.v, ^(£), S^..(0 i 0(L) 
imaju ir.tegrabilr.e ižvode d3j/dt.d9/dt i d6/ dt r.a irtervalu 0 4 Lš t. 
or.da se jedračine (1.2.170) i (1.2.171) mogu rapisati kao

3 = f  fl(t-r) dra  1J J d fO

8 =  j n / t - o ^ d r .
o

odnosro

su= / P <t-r, dr.
o

oJ ^

Iz predhodnih relacija se lako dobija

odnosno

3 i . = n (0,si r  / [ - f j s . j d r ,
o

s = f l , ( o i « *  / [ - a r ' J & O
O

s . .  = r (o , . 9 i .  .  r \ _  ^ ] 3 i j d r
oJ

= r v ° > 9 1 ' ; [ - a l ’] 6 °r-

(1.2.172)

.... (1.2.173)

Imajući u vidu da se iz predhodnih relacija. za početni trenutak vremena, 
moraju dobiti relacije Hukovog zakona, važi

H (O )  = 2G, n  j ( 1 )  = K.

P ( 0 )  = 1/2G. P ^ O )  = 1/K

Na osnovu (1.2.164 - 167) iz (1.2.172) i (1.2.173) se dobija

(1.2.174)

dt

P^t) = - 1 dPi(t)
K * "3E

H ( t > = ^ - ^ '

Ri(t) = 1 *

(1.2.175)



(1.2.176)

Iz (1.2.17U) se vidiđa je

H(o) ■ r»(0) = 1.
17,(0)-1^(0) = 1 .

rur.kcije fl f] r P i P-, r.e zavise od vida r.aponskog stanja. pa se odre- 
djuju iz jednostavnih eksperimenata.

Na osr.ovu izvedenih relacija može se zaključiti da su veze izmeđju 
r.apor.a i deformacija u potpunosti odredjer.e ukoliko su pozrate funkcije 
?(t) i p (t) ili R(t) i R, (t). odnosno fl (t) i fl,(t) ili P ( t )  ili P,(t). 
i ako su poznate konstante G. K. E i p r i  čemu izmedju r.jih važe poznate 
veze

K

G

E
3 d -2/*) •
’ E

2i[UfT '

.... (1.2.177)

.... (1.2.178)

Treba napomenuti da u jednačinama (1.2.16U - 167) naponi i defor- 
macije figurišu na prvom stepenu tj. linearno. što je posledica fizičke lir.e- 
arnosti viskoelastičnog materijala. o čemu je ranije bilo riječi. Kod fizički 
nelinearnih visko-elastičnih materijala naponi i deformacije nijesu samo fur.- 
kcije od vremena.

0 odredjivanju materijalniii funkcija i konstanti

Pri odredjivanju materijalnih funkcija (fl i fl , odnosno ? i P-() i 
elastičnih konstanti pojavljuju se dva osnovna problema [^8] : prvo. vrlo se 
teško praktično mogu realizovati eksperimenti kojima se dobijaju krive puženja 
ili relaksacije. ali tako da promjene napona odnosno deformacije budu u obliku 
Hevizajdove funkcije jer uvijek postoji neko vrijeme koje je neophodno da pro- 
tekne da bi se izvršilo opterečivanje. i drugo. veoma je teško ostvariti ek- 
speriment na svestrano zatezanje ili pritisak.

M.A. Koltunov je u |jJ83 pokazao da se naznačene poteškoče praktične 
prirode mogu prevazići izražavanjem smičućih i zapreminskih karakteristika 
tnaterijala (G i K) preko veličina koje se dobijaju iz testa istezanja visko- 
elastičnog materijala. Takodje je ukazao na naČin kako se. pomoću faktora 
korekcije. iz stvarnih stepenastih krivh opterećenja ili deformisanja. mogu 
dobiti stepenaste krive u obliku Hevizajdove funkcije. koje predstavljaju 
osnov za rješavanje konkretnih problema.

Ovdje se neće detaljnije razmatrati sam eksperimentalno-teorijski 
metod odredjivanja materijalnih funkcija i lconstanti. već će se smatrati da 
su odredjene. Detaljno razradjen metod njihovog odredjivanja dat je u [n8] .
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Izbor funkcije brzir.e puženja odnosno relaksacije

Kao što se vidi iz relacija (1.2.175) funkcije brzir.e pužer.ja odno- 
sno relaksacije (jezgra puženja odnosno relaksacije) mogu se konstruisati tako 
što se prvo prema eksperimentalnim podacima kor.struisu krive puženja (relak- 
saeije), a'zatim se izvrši njihovo diferenciranje. Medjutim, greske subjektiv- 
r.og karaktera, koje se mogu pojaviti pri kor.strukciji ovih ki*ivih, često do- 
vode do grubih i netačnih rezultata. Zbog toga se, u praktičnim proračur.ima. 
veoma često koristi analitički zapis tih funkcija. U tom zapisu figuriše odre- 
djer, broj parametara koji se odredjuju na osnovu pozr.ate krive puženja odnosno 
relaksacije.

Uslovi koje moraju zadovoljavati funkcije P(t) i R(t), odnosno nji- 
hov analitički zapis. su

Pošto je. na osnovu (1.2.16). za (T(t): 

P(t) = -J-
to je

dt-

T lim P(t) = 00 
t o

Tangenta (1) u tački A,prelaza od 
elastične ka viskoelastičnoj defor- 
maciji (Sl. 1.2.320 ;je zajednička 
za elastični dio 0A i dio AB krive 
puženja. Lomljenje tangente u tački 
A fizički nije opravdano. Zbog toga 
u tački A, dakle za t=o, mora važiti

4
ifdt

=const.o

= Oo.

P(0) =oo.

2* Iz jednačine (1.2.168) je

R(0) = Oo . za t=o.
t

3“ Integral f P(t)dT treba da konvergira
o t

4* Integral f R(r)dC ne smije da bude veći od jedinice. 
o J

Ovaj poslednji uslov se dobija iz (1.2.161). stavljajući da je £ (t)=£ =const. 
Tadaje

Stt) = E - ^  (1- f  R(Ddt).
QJodnosno
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jer je uvijek £"(t)<CQo)=

U literaturi se često sreću funkcije brzir.e reiaksacije u obliku 
ili 2  A.eflit. ali se one ovdje neće detaljnije razmatrati jer ne kara- 

kterišu proces relaksacije u početnom trenutku. tj. za t=o or.e imaju konačru 
vri jednost..

♦
A.A.Ržanicin [[49] je predložio dovoljr.o prostu a istovremeno i do- 

voljno opštu funkciju brzine relaksacije (jezgro relaksacije) u obliku

R(t) = A G |U- t U “1 . (0<o(n) ....  (1.2.179)

Koristeći se Laplasovim transformacijama. može se pokazati [[48] da funkcija 
brzir.e puženja P(t). na osnovu (1.2.169), ima sledeći oblik

IV>

P(t) zn - 1 r * r u ) i n tin
— F T m (1.2.180)

gdje je r (ai) - gama funkcija. Red (1.2.180) ravnomjerno konvergira po t na 
bilo kom intervalu vremena.

Može se pokazati da pri velikim vrijednostima promjenljive t reia- 
cija (1.2.180) ima oblik

i1 fđ M1T.
........ (1.2.181)! r  r  - , 1  ( [A-T(d)]l / - f l ) f

p(t)" 3  l A •
pa a

a) Ako je
a r(d) >1. tada P(t) 0 kad t-*oo.

Predhodna relacija označava da brzina, za = S^const. teži ka nuli, što 
odgovara slučaju ograničenog puženja, kada deformacija asimptotski teži kona- 
čnoj i stalnoj vrijednosti

t •
nd

b) Ako je A T(d) <1, tada P(t)-%°a kada t-* aof

što znači da brzina puženja raste i teži ka beskonačno velikoj vrijednosti 
što odgovara slučaju neograničenog puženja.

c) Ako je n>* = 1. tada je P(t)=const. kada t -» qot

što znači da se radi o ustaljenom puženju, kod koga brzina puženja, posle 
odredjenog vremena postaje konstantna tj. taj dio krive puženja je prava 
linija.

Važno je napomenuti da je u radu [50] razradjen postupak odredji- 
vanja parametara <h . fb i A kada su poznate. na osnovu eksperimenta, krive 
puženja ili relaksacije.
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Ispitivanja materijala na puženje. pri raznim temperaturama. poka- 
zuju da krive pužer.ja "rastu" sa povišenjem temperature (Sl. 1.2.35) a pri 
korstar.tr.om r.aponu. To znači da je vrijednost deformacije. u trer.utku t i

temperaturi T, jedr.aka vrijedr.osti
c!{) ij

T,

SL.1.2.55

Cni

Očigledno da mora važiti uslov 

^naT(TQ)=0,
odakle je

a T(TQ )=i.

deformacije u nekora trenutku t 
(t' > t) na temperaturi T1 (T1 <.T). 
Navedena činjenica omogućava da se 
eksperimentima r.a povišenim tempe- 
raturama i ograr.ičenom vremer.skom 
intervalu prognoziraju reološka svoj- 
stva materijala u nekom budućem tre- 
nutku vremena. Predhodno rečeno čini 
osnovu principa temperaturno-vremen- 
ske analogije. Princip se zasniva 
na činjenici da se translatornim po- 
mjeranjem krivih puženja, koje odgo- 
varaju raznim temperaturama (T>T ), 
one mogu dovesti do poklapar.ja sa 
krivom puženja koja je dobivena na 
osnovnoj temperaturi (T>Tq ). Takve 
krive puženja prikazane su na 
Sl. 1.2.36, u sistemu £(t)/

Sa Sl.1.2.36, se vidi da je

£nt-fnt'=-fnar(T).... (1.2.182)

Veličina aT(T) je koeficijent temperaturnog pomjeranja. Kriva čna^TJse često 
(npr. [51] ) aproksimira funkcijom

T-T0
^ aT= ' C1 ' 'CTTTTT- ’d o

pri čemu se konstante i odredjuju eksperimentalno [_52] . 

Iz (1.2.182) je

( 1 .2 .1 8 3 )

t = a ^ T T Tif(t). ....  (1.2 .181*)
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U slučaju kada se radi o nestacionarr.om temperaturnom poiju. tj. kada je 
T=T(t). relacija (1.2.184) se odnosi na beskoračne male ir.tervale vremer.a 
dt' : dt. pa u tom slučaju je 

t
t' = f dt,T, : T=T(t). ....

oJ a T (T)
7rijeme t' se naziva modificiranim vremenom.

Imajući u vidu predhodr.o reeeno, važi

fl(t.T) = /](t' ), .... (1 .2 .1 8 6 )
gdje je (t' ) funkcija puženja r.a osnovnoj temperaturi.

Prema tome, uvodjenjem modificiranog vremena t izbjegava se neop- 
hodnost dobijanja analitičkog izraza za funkciju puženja l l (t,T) na određje- 
noj temperaturi: Osim toga, to znači da se metode rješavanja problema u line- 
arnoj viskoelastičnosti mogu efektno koristiti i za rješavar.je problema linear- 
ne termo-visko-elastičnosti.

2.3-6. Teorije nelineame visko-elasticnosti

Za jednačine teorije linearne visko-elastiČnosti. kao što je bilo 
ranije naglašeno. karakteristično je da na linearan način povezuju napone i 
deformacije. To znači. da krive puženja (relaksacije) zavise samo od vremena 
(tja ne i od napona (deformacije) pri kojem (kojoj) se dešavaju reološke poja- 
ve. To svojstvo je karakteristično za sve polimerne materijale i to pri ma- 
loj vrijednosti napona odnosno deformacije. Medjutim. pri većim vrijednostima 
napona (deformacija). jednačine koje povezuju napone i deformacije postaju 
nelinearne tj. zavise ne samo od vremena već zavise i od samih napona, odnosno 
deformacija. Te jednačine se u literaturi nazivaju jednačinama nelinearne visko- 
elastičnosti.

Predmet daljeg razmatranja biće tzv. teorija kvazilinearne visko- 
elastičnosti koju su predložili A.A.Iljušin i P.M.Ogibalov [54], i koja se 
bazira na fundamentalnim postulatima mehanike deformabilnog tijela [54"]. Za 
razliku od Bolcmanovog principa superpozicije, predpostavili su da veličina 
deformacije. u trenutku t, nije odredjena samo priraštajem rtapona ("stepenikom"), 
u odnosu na predhodni trenutak vremena, već i njihovim zajedničkim uticajem. 
Imajući još u vidu da veza izmedju devijatorskih veličina mora biti tenzorno 
linearna (veličine sa indeksima i i j ulaze linearno, što je posledica postu- 
lata izotropije [54]), mogu se dobiti [51] sledeće jednačine, koje povezuju 
devijator deformacije 3 ̂  sa devijatorom napona([53]. [[55] i [56]!)



2G3. ,=s . .+1J 1J I
30.

P(tX)Si .iZ)dtZ

t 1+ j- SLj(r)dt | | P3(t.T.^ ̂ S O j . ^ d ^ . .  (1.2.!37)
o o o

gdje su: G - modu smicanja

P.P^ - neka jezgra tj. funkeije brzine pužer.ja

SLj - komponente devijatora napor.a.

Fur.kcija brzir.e pužer.ja P^ posjeduje svojstvo simetrije u odnosu na posledr.je 
dvije promjenljive Pj .7) tj. (t1t'l̂ ,^)=P3(t,t'> ̂  ,J ) . Lmajući u vidu rela- 
ciju (1.2.20) važi

S( ^ )  = f  C f ) .
Relacije (1.2.187). autori [53] nazivaju jednačinama kvaziline- 

arne kvadratne teorije visko-elastičnosti. Jednačir.e kojima se povezuju naponi 
i deformacije, i koje su analogne jednačinama (1.2.187), imaju oblik [56]

S. .
Trf = ̂ ij “ /  R(t.T)3 Lj(t)dL

t j
^ i j ( ^ d r / / R3(t ’t ’f ? ) ^ ’ 7 )d? d7

(1.2.188)
o o

gdje su: R i R^ - jezgra tj. funkcije brzine relaksacije

B O i j O p ^ i j ^ )
3 - komponente devijatora deformacije.

I ovdje, na osnovu (1.1.46). važi

= |  £ u (>>-

Relacije (1.2.187) i (1.2.188) moraju biti uzajamne, pa izmedju 
funkcija P. P^, R i R^ postoje veze, analogne vezama (1.2.168) koje važe u 
teoriji linearne visko-elastičnosti. Funkcije P i R vezane su relacijom 
(1.2.168), dok se funkcija R^ izražava preko ostalih funkcija P. P^ i R sle- 
dećom relacijom

R(t,x)dx f R(y/WtrP(U.lj)du | P(J^)P3(x,y.u,l;)dO-.
nox(l£,t) t~ J  f«



Potpuno aralogro se fur.kcija izražava preko funkcija P.R.fî . Funkcije 
P.P^.R.R^ posjeduju još čitav niz osobir.a [53].

Iz (1.2.187) se. specijalr.o, mogu dobiti jedr.ačir.e takozvar.e [53j 
glavr.e kvadratre teorije visko-elastičnosti

t _.
' 2G3ij=ll+A<t,sj]sij+ J  [_P'(t-t)-B(t.t.S)JSij(DdL. . ^ .... (1.2.189)

o
Koeficijenti A(t,S) i (t.t.S) imaju sledeči oblik

t
A(t,S) =jK$^(t)+f P1(t-V)S(t.fL)+P2(t-Vj^('L)dT.

0   (1.2 .190)
B(t,r, s)=| P3(t-T) ^ 1(t)-fP4(t-‘Ds(t,T)+| P5(t - t )  ( t ) .

gdje su: P -(i=1,2,..5) i P' jezgra
K - neka fizička konstanta.

U daljem tekstu će biti prikazani neki specijalni slučajevi glavne 
kvadratne teorije visko-elastičnosti.

Ako su sve funkcije P^=0. na osnovu (1.2.190). je 

A = |  k. S u . B=0. 

pa relacija (1.2.189) ima oblik
t

2G ^ i j = [ 1+ J  K^u ( t ) ] s i j+  f  P' ( t - D s ^ D d T  , ......... (1 .2.191)
o

U opštijem slučaju kada je P^^O i P^O^je

2G3ij=[i+A(t)]s.J+ rl[p' (t-V)- j P5(t-t) ̂ (Djs^CtD-dt,

0 ...  (1.2.192)
A(t)= j K 6* (t)+ j J- P2(t-t) ( ^ ( D d t  .

o
Ako se u (1.2.192) stavi da je P2=0 dobija se

2G^ijT1* f K 5 il(t)]Sij*' /'(Er<t-t)-fP5(t-t)C <t3 Sij(b<lt ..(1.2.193)
o 1

Jednačine (1.2.193) se. stavljajući P'=P ± p5= P jjjl], mogu pri-
kazati u obliku .t

/  sij<»[p(t-tw>o(t-t)^(5’u)id'(r
o J i (1.2.194)
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gdje su: )i CO^(^ )  univerzalre funšfcije koje r.e zavise od oblika
r.aponskog stanja.

U radu i_̂ 3̂ Je pokazano đa. ako se iskoristi uslov sličnosti krivih 
puženja (Sl. 1.2.37/. fur.kcije i 'jl)̂  se medjusobno poklapaju. kao i sa su 
jezgra P i, ista. Imajući to u vidu. iz (1.2.194) je

2G-B. .=S. • f(? )■ 1J 1J U f  P(t-L)f[6u(r)]sij(Ddr; (1.2.195)

pri čemu se fur.kcija f( q ) odredjuje 
iz eksperimenta na nelinearno pužer.je [5tJ. 
Za ^  ^ Je f (§[,) =1 sto znaei da se 
iz (1.2.195). kao specijalan slučaj. do- 
bija relacija (1.2.164) kojom se povezuju 
deformacije i naponi za slučaj lirearno 
visko-elastičnog materijala.

Sve predhodno izvedene relacije, iz 
SL-I'2'57. teorije nelinearne visko-elastičnosti.

odr.osile su se na vezu izmedju kompone- 
rata devijatora deformacije i devijatora napona. Pri tome nije razmatrana veza 
izmedju ^  i 8. Potpuno analognim postupkom dobija se

Ke=£-f\,($)+ J P, (t-r)f-, [ć (t)]£(Ddt- .... (1.2.196)
o

Funkcije brzine puženja P i P, se odredjuju iz odgovarajućih eksperimenata 
na linearno puženje, a f,(£) iz eksperimenta na nelinearno puženje. I ovdje se, 
specijalno za f,(S0=l, iz.(1.2.196) dobija poznata relacija (1.2.165).

Izvodjenje jednačina kojima se naponi izražavaju preko deformacija 
vrši se na bazi sličnosti krivih reiaksacije. Na kraju se dobija

s
S  = ^ i j T ( č u ) -  f  R ( t - t ) f t e u) 3 i j ( D c i t  ....  (1.2.197)

| =0 Y>1( 9 ) - / R 1(t-t)ri(£u)9(t)d<r ...  (1.2.198)
o

Dalje uopštavanje jednačina (1.2.195) i (1.2.196) vrši se uvodjenjem 
u razmatranje prve invarijante tenzora napona (£) i tenzora deformacije (8). 
u tom slučaju. relacije (1.2.195) i (1.2.196) imaju oblik [58]]

f2 (9,tu)e =f2«s'.fu) - ffi(t-D f2( r ,^ ) « r)d t . ........  ( , -2-,99)



U radu [58] je ukazano i na r.ačin odredjivanja materijalr.ih konstanti i fun- 
kcija.
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2.4. EFEKTIVNE METODE U TEORIJAMA VISKO-ELASTTČNOSTI

2.4.1. Operatorski raetod. Volterin princip
#

Neka su jednačine teorije linearne visko-elastičrosti date u obliku 
(1.2.166) i (1.2.167)

sij = 2=l>ij-
0 ........... ( 1 . 2 . 2 00 )

t= K - j R1(t-t)9dt ,] ̂ 
o

gdje su R(t) i R^t) funkcije brzine smičuče i zapreminske relaksacije. Relacije 
(1.2.200) se mogu zapisati u sledečem, operatorskom vidu

S. . = 2G 3. .   (1.2.201)ij ^ ij
K 0,   (1.2.202)

pri čemu su G i K operatori

G(...)=G [(...)- f R(t-t)(...)d^=G[(...)-S (...)] f   (1.2.203)
L °t

K(...)=K [(...)- | R1(t-t)(...)dt] =k [(...)-£,(...)]............ (1.2.204)
gdje su 0

R(-..)= f R(t-T)(...)dt.
oJ   (1.2.205)

R -j ( —  )= f  ,R1 ( t - t ) ( . . . ) d t .
o

Ako jednačine teorije linearne visko-elastičnosti zapišemo u obliku 
(1-2.164) i (1.2.165)

di j  = 4 r L sij + J  P(t-^ Si j dt] ,
t  .........  (1 .2 .206)

9 = ^  [ s * + /  P ^ t - ^ d t ] ,
o

nije teško pokazati, imajuči u vidu (1.2.201-205), da je
1 A

rtf = 1+p«
1 ....

—  = 1+pi-
1-Ri

(1.2.207)



gdje su: Rtt-T)(... )dt
34

(1.2.203;
?1 (• ■• ) = R.,(t-'D(...)d/T.

Na osr.ovu relacija (1.2.201) i (1.2.202) zakljucuje se da se postavka 
graničnih problema teorije linearne visko-elastičnosti po forrai poklapa sa po- 
stavkom graničr.ih problema teorije elastičnosti. Razlika je u tome sto. umjesto 
elastičnih konscanti G i K kod problema taorije linearr.e visko-elastičnosti

JS *S
figurišu operatori G i K. Pošto se operatorima G i K realizuju operaeije ir.te- 
graljenja po vremenu. i pošto se pri rješavanju problema teorije elastičnosti 
vrši integraljenje po koordinatama. a ne po vremenu. to slijedi da se problemi 
teorije linearne visko-elastičnosti mogu rješavati na način na koji se rješava- 
ju odgovarajuči problemi teorije elastičnosti. s tim što u konačnom rezultatu 
elastične konstante treba zamijeniti sa odgovarajućim operatoriraa. Predhodno 
rečeno predstavlja Volterin princip.

U rješenju odgovarajućeg problema teorije elastičnosti mogu se poja- 
viti i elastične konstante E i š t o  znači. da umjesto njih. u cilju dobija- 
nja rešenja linearne visko-elastičnosti. treba koristiti odgovarajuće opera- 
tore E iyi/i . Veze izmedju operatora G i K i operatora E i s u  potpuno iste 
vezama izmedju konstanti E,yU. G i K koje važe u teoriji elastičnosti. a koje 
su date relacijama (1.2.177) i (1.2.178).

2.4.2. Laplas-Karsonov metod integralnili transfonnacija
Dalje će biti razmotren metod rešavanja problema teorije linearne 

viskoelastičnosti primjenom Laplas-Karsonovih integralnih transformacija.

Kao što znamo. pod Laplas-Karsonovim likom. neke funkcije f(t). 
podrazumijeva se funkcija f(p) realnog parametra p. definisana na sledeći 
način

.... -Dt .. ...  (1.2.209)f ( t )  e " p t d tf(p) = P - f  
o

Funkcija f(p) ima sledeće osobine:

1° Ako je f(t)=fQ=const. tada je lik sama ta funkcija, tj. f(p) = f
2° Ako je f(t) data u obliku 

t
f(t)= /  F(t-T)dY- < ......... ( 1. 2 . 210)

onda je lik funkcije f(t) jednak proizvodu likova funkcija F i"Y
f ( p )  = F ( p ) - Y ( p )  .......... ( 1 .2 .2 1 1 )

važi i obratno.
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Prema tome, ako se Laplas-Karsonova transformacija (1.2.209) pri- 

mijer.i na: jedr.ačine ravnoteže (1.1.4), veze izmeaju deformacija i pomjera- 
r.ja v 1.1.28), grar.ične uslove i jednačine iir.earr.e visko-elastičnosti (1.2.170) 
ili (1.2.171). one imaju izgled

• &̂j x| ii o
<>xj i _

1

^xj
ui J ) Dxi

šTj. = xvi na s<r 1

^ij = n-

|ct>

lcnH '■ Si«

.... (1.2 .2 1 2)

.... (1.2.213)

.... (1.2.214)

.... (1.2.215)

Dakle, iz (1.2.212-215) se zaključuje da se postavka problema teo-
ri je linearr.e visko-elastičnosti u‘ liku poklapa sa postavkom problema teorije
elastičnosti u originalu. To zr.ači, da je rešenje problema teorije elastič-
nosti u originalu ujedr.o i rešenje problema teorije lir.earne visko-elastično-
sti u liku. s tim što umjesto elastičnih konstanti 1/2G i 1/K treba staviti
likove funkcija fl i F1 ̂ t j. f! i - Prema tome, ako je problem teorije ela-
stičr.osti riješen zr.ači da su poznate funkcije .(p,x^) i Na
osr.ovu poznatih likova treba naći originale tj. F\ . .(t,Xj) i £ iH(t,x^), što

-L J LJ
i jesu rešenja postavljenog problema teorije linearne visko-elastičnosti u 
origir.alu. U ovom poslednjem koraku tj. u odredjivanju originala iz lika leže 
i najveće poteškoće u primjeni navedenog metoda.

Laplas-Karsonov metod integralnih transformacija ima ograničenu 
oblast primjene. Pri transformaciji graničnih uslova oblika (1.2.214) predpo- 
stavljalo se da se granice tijela ne mijenjaju u procesu opterećivanja, kao i 
da se granice površi Sg- i S^, na kojima su zadati naponi i pomjeranja, ne mi- 
jenjaju tokom vremena. Zbog toga se navedeni metod ne može koristiti za rješa- 
vanje problema kod kojih je granica unaprijed nepoznata, ili je promjenljiva 
(npr. kontaktni problemi).

Za oba do sada navedena metoda, za rješavanje problema teorije 
lir.earne visko-elastičnosti, karakteristično je da jezgra integralnih opera- 
tora, dakle n i n, odnosno Ti moraju biti zadana analitički, što 
bitno utiče na lakoću potpunog rješavanja problema. U vezi s tim javila se 
neophodnost iznalaženja metoda koji bi dovovio do rešenja problema nezavisno 
od toga u kakvom su obliku zadana jezgra operatora. Takav metod. koji ima 
primjenu kod široke klase problema. predložio je A.A.Iljušin u radu 1*59").

Napomena: Ako se umjesto relacije
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9 . = / n (t-ud s . .
iJ o 1J

koristi relacija

îj = 2c L Sij + J P(t'^Sijd^]‘
o

onda umjesto Laplas-Karsonove transformaci je treba koristiti-Laplasovu ir.te- 
gralnu transformaciju oblika

Oo
f(p) = f  f(t) e-ptdt. .... (1 .2.216)

j
o

2.4.3. IIjušlnov metod aproksimacija
Iljušinov metod aproksimacija je zasnovan na korišćenju Laplas- 

-Karsonovih integralnih transformacija i na specijalnom prestavljanju rešenja 
odgovarajućeg problema teorije elastičnosti. Osnovna karakteristika metoda 
je što se konačno rješenje dobija nezavisno od oblika u kojem je zadano jezgro 
operatora (analitički, grafički ili tabelarno). Pri korišćenju metoda predpo- 
stavlja se da su termomehanička svojstva posmatranog linearno visko-elastičnog 
materijala u skladu sa temperaturno-vremenskom analogijom i da su zapreminske 
deformacije idealno elastične. Tada su veze izmedju napona i deformacija, po- 
smatranog linearno visko-elastičnog materijala. oblika

S^U) = f  n U-tMS. j Slj(t)= / f U - t M S ^
o O

.... (1.2.217)
S = /  S' ; &  = K e .

Ako se na predhodne jedna'čine primijeni Laplas-Karsonova transformacija 
(1.2.209). dobija se

s. . = T- 3 , 6 = K-e ......... ( 1 .2 . 218)1J ' ij

Prema tome. granični problem lineame visko-elastičnosti, prikazan preko 
laDlas-Karsonovog lika, odredjen je relacijama (1.2.212-214) i (1.2.218) u 
potpunosti se poklapa sa odgovarajućim graničnim problemom teorije elastič- 
nosti, s tim što kod ovog drugog treba izvršiti zamjene sledećeg oblika

2 G - r  ,-35 - n  ■ S i j - s - i j ! . 3 i j - * 3i j ”

6 -  ^ , e - » e ,  u ^ u - , x . - »  r . .
1 1 ’

u. U. . K— K. 
10 10

razmatranje funkciju

(1.2.219)



r.a osnovu (1.2.219) je

r.f7= 1. u ) = - £ ,  1  = 3K-/7 . .........  ( 1 . 2 . 221)SR- UJ
Neka u nekoj tački A na granici ili ur.utar tijela djeluje sila P

i neka je u nekoj tački B (može da se poklapa sa A) zadano' pomjerar.je U.
Problem se sastoji u tome da se u proizvoljnoj (fiksirar.oj) tački M unutar
ili na granici tijela izračunaju komponente tenzora napona. tenzora deforma-
cije, kompor.ente vektora pomjeranja, ili. opštije. neki broj skalarr.ih veli-
čir.a tipa S, dimenzija kojih se (sa tačr.ošću do množitelja) poklapa sa dimen-
zijom sile P, (dimenzija množitelja zavisi od dužine), i neki broj veličina
tipa W dimenzija kojih zavisi samo od dužine. Imajući u vidu činjenicu da su
rešer.ja mnogih problema teorije. elastičnosti i otpornosti materijala upravo • • ^
data u tom obliku, proizilazi da je postavljeni zahtjev pogodan i dovoljno 
opšt. jer se pod veličinom S mogu podrazumijevati: napon. moment savijanja, 
reakcija, .... a pod veličinom W:ugib, nagib. krivina......

U )= |£  = ......... (1 .2.220)

Takodje je poznato da se u rješenjima problema teorije elastičnosti 
i otpornosti materijala mogu pojaviti i neke od fizičkih konstanti E.G.K^.^u, 
kao i da su od njih samo dvije nezavisne. Pri’rješavanju problema teorije 
linearne visko-elastiČnosti, metodom aproksimacija [59*] A.A.Iljušin je za 
nezavisne fizičke konstante usvojio zapreminski moduo elastičnosti K i koefi- 
cijent U) (1.2.220). Relacije kojima se ostale fizičke konstante izražavaju 
preko K i U) su

r =  37CT 2G = 3 K U ) '

E = 9 K ^ ,  1 K(l-OJ).
Imajući u vidu predhodno rečeno, 

može prikazati u obliku

(1.2.222)

rješenje postavljenog probletna se

S = P-f^ u)) -h K-U.f2(̂ 12,uJ),
w = p g^r^.u))- u.g2(r22' c*,5t

..... (1.2.223)

gdje je fmn (m, =1,2) - sveokupnosti geometrijskih dimenzija tijela (uključu-
jući tu i koordinate tačaka M, A i B):- Ako na tijelo djeluje sistem sila 
i ako postoji zadatih pomjeranja, onda jednačine iz (1.2.223) imaju oblik

s =  2  ek -fY< (ir,̂ k.co)-t- K £  ue.f2^(r12£
k ---  (1.2.224)

w = K I  pk‘Sik (V21 - 2 > -  g2e (r22t.a)),
k 1



38.
Funkcije f̂ , f̂ , i iz (1.2.223) i f1k>f24- S 1k 1 S2£ iz (1.2.224) su 
rešenja problema teorije elasticnosti. Ideja metode aproksimacija sastoji 
se u tome £59] da se fur.kcije f^. f^^. g 1k i S2£* sa dovoljr.om tačnošću. 
za praktične proračune. mogu aproksimirati fur.kcijom od tri Člar.a u kojima 
se veličina U) pojavljuje na stepenu 0.1.-1. Ako se sa F(r.uJ) ozr.ači bilo 
koja funkcija f^, g^(i=1,2) iz (1.2.223). onda koeficijente tročlana

F'(r.ui) = F(o\r)+U*F(1.}(r) ....  (1.2.225)OJ
f(o), p())  ̂ p(-d  treba odabrati tako da za sve vrijednosti veličine ^  , 
odstupanje funkcije F1 od F bude u nekom smislu mir.imalno (razlika grafika 
da je mala. da je sredina kvadratna greška minimalna itd.)

Koristeći aproksimacije oblika (1.2.225) tražer.e veličine S i W 
iz (1.2.223) se mogu prikazati.u obliku

s=p.f1(o)(rl1)+KTif(o)( r12)+u)[ef1 )(r1l)+K--u-f(l)(rl2)] +

M = | g l<0)(r21)+v40)(r22) ^ g (1)(r21K«g(l.)(r22)]

1 I* e (-i),„. v „ (-D,^ n
+ UJ L K S 1 *21 )+Ug2 (*22 •

(1.2.226)

Treba napomenuti [56] da se za elastično nestišljiv materijal, kao 
i za mnoge konkretne probleme teorije elastičnosti stišljivog materijala,re- 
šenje dobija baš u obliku (1.2.226), što znači da se metodom aproksimacija, 
na osnovu njih, može dobiti tačno rješenje odgovarajućeg problema teorije 
linearne viskoelastičnosti.

Relacijom (1.2.226) je odredjeno rješenje problema teorije elastič- 
nosti. Imajući u vidu analogiju (1.2.219) tog problema sa problemom viskoela- 
stičnosti u liku (1.2.212-215) i (1.2.221) rješenje ovog poslednjeg se dobija 
u obliku

š=s f (o )( f 11).:<uf(o )( f 12).u3[pr(1 ) ( 1 l)^ t& ,(1 )( r 12)] ♦

- s [ 5 f S'1)(^ )+KUf2'1?<ri2)1-

w = pglo)(r21).ifg20,(r22).u[^ pg(1)( r21). 5g(1) 

+ 5 [ « ' ^ ' 1,<r2i) ^ [ ' 1,('f22)]-
u relacijama (1.2.227) figurišu operatori tipa (1.2.211)

d Q 2 )
(1.2.227)
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uj p = — !_ r p .3K

i  5 = 3k n p.
uJ

Njihovi originali. prema (1.2.210) i (1.2.211). su

(1.2.223)

t
W  JrF(t-'C)dP(t),

o

t

o
(1.2.229)

Prelazeoi sa (1.6.22) na originale. pomoću (1.2.229). dobija se rješenje polaz- 
r.og problema

S=P(t) f (o)(  ̂)+KU(t) ri2)-f fj1)( fu ) |  (t-T)dPCr)-.-
i  ° t

+ j f 2 1)(r12) _/P(t-t)du(n+3K f ^ ^ c r ^ )  + jn(t-T)dP(t)+ 
c i. °

+ 3K2 f2-1)(f12) /nct-T)dir(t), .... (1.2 .230)

w = ^ l g?(f„,)+u(t)gio)(r_ )+-L g ! ;1) (r2 l ) [P(t-T)dp(t)+

+ g ^ t r ^ )  jP (t-T )d U (t)+ 3 g !j-1)( r 2 i ) j n (t-t)d P (t)+

+ 3Kg^-1)(r22) JO (t-t)dU(t).

Na kraju treba napomenuti da, ukoliko se razmatra problem teorije 
linearne termo-visko-elastićnosti. umjesto vremena t, u razmatranje treba 
uvesti modificirano vrijeme t', prema (1.2.184) i (1.2.185), na osnovu prin- 
cipa temperaturno vremenske analogije.

Uoptenje metoda aproksimacija
Bilo koja od funkcija f^ ili g^ iz (1.2.223) ili (1.2.224) može se, 

umjesto (1.2.225), aproksirati funkcijom oblika

F^r,u))=F( o ) (r)+idF(1) ( r ) + F ( "1) ( r ) +71— L - f .........  ( 1 . 2 . 2 3 1 )
U) k 1+/ikW

gdje su /ik - realni brojevi, a k - funkcije koje ne zavise od u) . Dakle, 
u rješenju problema teorije elastičnosti pojavljuju se članovi oblika

1+pul1 1+/3UJ ’
Ovakvim članovima. kod problema teorije linearne 
-Karsonovom liku, odgovaraju članovi

...  (1.2.232)
viskoelastičnosti u Laplas-

P TJ
■=— =- 1 -=---- —  1iyiw i+/*uj ....  (1.2.233)



90.pa je, u cilju rješavanja problema lir.earne visko-elastičnosti, neophodr.o 
naći original lika datog sa (1.2.233). U tom cilju se može uvesti fur.kcija

S^ = U/iCo '
tako da original lika (1.2.233) ima oblik

(1.2.234)

. * t
J g (t-S)dP(T), • ’ ....  (1-2.235)

o '
pri čemu je - funkcija tzv. vezar.og puženja £48] i odredjuje se eksperi- 
mentalno [48] na osr.ovu testova puženja i relaksacije. Prema tome, rješenjima 
oblika (1.2.230) treba dodati i:

t tZ / W tJt)dr 1 Z / eAk(t-f>dUk o k o
( 1. 2 . 236)

i

2.4.4. Metod usrednjavanja

Za rješavanje dinamičkih problema (prostiranje talasa i oscilacije) 
visko-elastičnosti najčešće su se koristili operatorski metod i metod integral- 
nih transformacija.

Osnovnu poteškoću u primjeni operatorskog metoda. zasnovar.og r.a 
Volterinom principu i činjenici da važi komutativnost vremenskih diferenci- 
jalnih i integralnih operatora. predstavlja "dešifrovanje" algebarskih ili 
transcendentnih funkcija operatora [56]-

Od integralnih transformacija najviše je korištena Laplasova tran- 
sformacija (1 .2.216) []6o]] j_ £6l] , dok je odredjeni broj problema riješen Furi- 
jeovom transformacijom [62]

f(p) = f e ‘iptf(t)dt.
O

U poslednje vrijeme se brzo razvio, i uspješno se koristi za rje- 
šavanje dinamičkih problema teorije visko-elastičnosti, metod usrednjavanja 
koji se zasniva na usrednjavanju funkcija koje ulaze u sastav odgovarajućih 
jednačina. Metod je, za rješavanje sistema diferencijalnih jednačina. pred- 
ložio Bogoljubov (̂ 63̂ ] - Za rješavanje sistema integro-diferencijalnih jedna- 
čina primijenjen je u radu [64]. Zatim .su, primjenom metoda usrednjavanja, 
dobiveni i prvi fundamentalni rezultati u rješavanju problema dinamike visko- 
-elastičnih tijela [65].

Metod se sastoji u sledećem: veliki broj dinamičkih problema teo- 
rije linearne visko-elastičnosti se svodi na rješavanje sledećeg sistema 
integro-diferenci jalnih jednačina ( [65] , [55] , [51] )



91-dx.
“d F = fk(xdl’fc)+&^k(xol-t)+£/'fk(t-S 'X«<(s))dS .... (1.2.237)

o
gdje 5u: xk=xk(fc) ~ t-razene funkcije

fk ’ ^k' V k “ Pozfate funkcije svojih argumenata 
£- mali parametar 
k,o( = 1.2,3,.. .n.

Sistem jednačina (1.2.237) se može prevesti na tzv. star.dardni oblik

dxk
dt

t

= £ [ Fk(Xci-t)+ J^(t,s,xA(s))ds] . xk (0) = (xk)c ___ (1.2.238)

U tom cilju, neophodno je naći opšte rješenje sistema

dx^
dt fk (xd.t).

Neka je to rješenje oblika

(1.2.239)

\ = % ( t . cj). ....  2.2^0)

Shvatajući veličine kao funkcije od vremena C^(t) ^58^. relacija 
(1.2.240) se može koristiti za prelaz sa promjenljivih na promjenljive C^.
Pri tome se sistem jednačina (1.2.237) transformiše na standardni oblik
(1.2.238)

T U T  / v k(t.s.74(ys),s))dsj. ... (1.2.241)

Pod srednjom vrijednosti neke funkcije f(t) podrazumijeva se 
T

f* = lim tjt C f(t) dt.
T-»<» J -

.... (1.2.242)

Za funkcije dvije i više promjenljivih t,x.... moguće je izračunati srednje
vrijednosti po bilo kojoj promjenljivoj. npr. ffc, f ,—

Sa ciljem primjene metode usrednjavanja za rješavanje sistema jed-
načina (1.2.238) izračunaćemo, predhodno, integrale oblika 

t
(t,s,x)ds= ^ Q(t,x), ....  (1.2.243)

o
po promjenljivoj s, smatrajući promjenljive x i t parametrima. Indeks k kod 
svih funkcija će se ispuštati jer ne utiče na opštost razmatranja. Sada će se 
funkcija F(x,t)+ <£Q(x,t) osredniti po promjenljivoj t, tj. naći će se funkcija 
z (x) kaoU ip

z (x)= 1 im y  f[F(x,t)+$o(x,t)]dt,
T-rOo 0J

....  (1.2.244)



što znači da se sistem jednačina (1.2.238) svodi na 92.

t M '  V > > '  j<0)- c  <? = ) r ) 2 - - - ; n ).............. <1-2-205)

Može se dokazati da. ukoliko su zadovoljer.a neka ograničenja za 
funkcije F(x,t), (|)(t,s,x), zq (x ), je rješenje usrednjenog sistema k(t) 
blisko rješenju polaznog sistema x^(t) [66].[55]. Pošto je integraljenje 
sistema (1.2.245) znatno jednostavnije, to je prelaz na usrednjeni sistem 
jednačina veoma prikladan.

Na kraju treba reči [5l] da razlika |x(t)- ^(t)| zavisi od veli- 
čine malog parametra £ koja je odredjena i ne može se smanjivati prema želji. 
To znači da kod metode usrednjavanja ne postoji moguer.ost da se poboljša aprok- 
simacija. Ipak takva mogućnost je nadjena £51] formiranjem takozvanih viših 
približenja. U ’tom cilju se rješerfje sistema jednačina (1.2.238) obično aprok- 
simira na sledeći način

x s ^ + 6-u^t ,1E )+ ^ . u2(t, ̂  ) + ... , ....  (1.2.246)

Problem se sada svodi na odredjivanje funkcija , u^=u^(t,^)(k=1,2,...).
Funkcija ^(t) se odredjuje iz jednačine

= e - e - v 2< p ' ....< 1.2.247)

gdje su v,.y 2 ... takodje nepoznate funkcije. Promjenljiva x treba da zado- 
voljava jednačinu

gjf =tLF(x.t) + $ 0(x.t)], .... (1.2.248)

pri čemu F(x,t) + ̂)Q(x,t) može biti razložena u red uzimanjem u obzir 
(1.2.246).

Ako se sada (1.2.246) i, razložena u red, funkcija F(x,t)+ $ 0<x.t) 
postave u (1.2.248), uz uzimanje u obzir relacije (1.2.247) i izjednačavanje 
veličina uz isti stepen £, iz (1.2.248) se mogu odrediti nepoznate funkci-
je y r  -- y



GLAVA II: POSTAVKE I REŠENJA GRANIČNIH PROBLEMA OBRADE
METALA PRITISKOM I VISKO-ELASTIČNO DEFORMISANJE 
ŽUPLJEG CILINDRA

Glava je posvecena sistematskom rešavanju novih problema 
vezanih za hladno presovanje i valjanje tankog metalnog sloja. Istra- 
ženi su sledeći problemi: presovanje tankog sloja metala oblika elip- 
se. dobijćihje koncentričnih kružnih rebara, udar tereta o kružni disk 
i prsten i valjanje metalnog lima. Uopšten je efektivni metod karakte- 
ristika i dobivena su tačna (analitička) rešenja nekoliko novih proble- 
ma. Osim toga. predložen je metod rešavanja, i dobivena su rešenja, pro- 
blema dinamičkog ponašanja visko-elastičnog šupljeg eilindra, obloženog 
elastičnom ljuskom. u nehomogenom i nestacionarnom temperaturnom polju.



1. PROBLEMI HLADNOG PRESOVANJA I 
VALJANJA TANKOG METALNOG SLOJA

1.1. KRATKI PRIKAZ TEORIJE TEČENJA TANKOG SLOJA 
PLASTIČNOG MATERIJALA PO POVRŠINAMA

Kao što je ranije bilo rečeno. teoriju tečer.ja tankog sloja plastič- 
nog materijala po površima predložio je A.A. Iljušin [1"]. [2j i t 3l od 1954 - 
1958. god. Teoriju je formirao na osnovu hipoteze kinematičkog karaktera i 
hipoteza koje definišu kontaktni napon trenja. Formulisao je tri osnovna pro- 
blema i ukazao na mogućr.osti uprošćavanja jednačina koje ih opisuju. Za rješa- 
vanje klase problema kod kojih je h=h(t) A.A. Iljušin je predložio metod ana- 
logije sa pješčanim nasipom o*'čemu je ranije bilo više govora. Na osr.ovu
pješčane analogije riješio je [l^ pro’olem slobodnog rasticanja kružnog prste- 
na. kao i probleme vezane za presovanje rebrastih ploča[2"). Za pomer.utu kla- 
su problema našao je izraze za odredjivanje brzina tečenja pri rasticanju tan- 
kih plastičnih slojeva. Ti izrazi su dati relacijama (1.2.108) i (1.2.109).
Na osnovu relacije (1.2.109) V.N. Bezuhov [4"] je dobio diferencijalnu jedna- 
činu, čije rješenje omogućava da se ustanovi oblik konture tankog sloja pla- 
stičnog materijala koji slobodno i teče tokom vremena ako je poznat oblik kon- 
ture jednostruko povezane oblasti i ako ima osu simetrije (npr. osu x). Ta jed- 
načina ima oblik

y2y"xx+2y( 1+y x)=2y x ’ 
sa početnim uslovom

y(x,,t)U=o =
gdje je ]°(x) zadana funkcija. koja odredjuje konturu početne oblasti.

Predhodna diferencijalna jednačina može se riješiti samo numerič- 
ki što ukazuje na složenost rješavanja problema tečenja tankih slojeva pla- 
stičnog materijala sa pokretnom granicom.

U radu [5] J.S. Arutjunov je za rješavanje problema tečenja 
tankih slojeva sa debljinom h=h(x) koristio metod Ležandrovih transformacija, 
i pomoću njega je rješavao ravanske i osnosimetrične probleme. Tim metodom je 
riješio i problem valjanja tankog lima no.

Problem valjanja tankih limova A.A.Iljušin je, u radu [2*], rije- 
šio za slučaj malog stepena deformisanja. i formulisao teoremu o postojanju 
zone zastoja. Osim toga dobio je formulu za odredjivanje granice lima koja 
se pomjera zbog širenja materijala pri valjanju.
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Suštinski doprinos razvoju teorije tečenja po površinama dao je 

I.A.Kijko svojim mnogobrojnim radovima T7]. On je predložio varijacioni me- 
tod rješavanja problema tečenja po elastično deformisanim poT/ršima. Postavio 
je. i riješio. mnoge za praksu interesar.tne probleme (valjanje limova uz uzi- 
manje u obzir elastičnih deformacija valjaka, razvlačenje cijevi i dr.). Za 
rješavanje mnogih problema koristio je metod postupr.og prih'ližavanja.

/ N
U radovima P.M.Ogibalova i I.A.Kijka([8l [9]} izračunati su, meto- 

dom pješčane analogije. kontaktni pritisci i ukupna sila presovanja kod re- 
brastih ploča, a takodje je izvršena i eksperimentalna provjera teorijskih 
rezultata.

U radu J.S.Arutjunova i A.L.Gonora [10], predložen je metod karak- 
teristika za odredjivanje pritiska p u fiksiranoj oblasti S(x,y) sa debljinom 
sloja h=h(x). ,

V.A.Kadimov je [ll] dalje razvio ovaj efektivni metod, o čemu je 
bilo više govora u dijelu 1.2.2, i treba naglasiti da pomoću njega odredjuje 
polja brzina i pritisaka kao i oblik oblasti koju zauzima materijal za slučaj 
kada je pritisak po konturi konstantan.

1.2. statiCki problemi
1.2.1. Presovanje tankog sloja plastičnog

materijala sa osnovom u obliku elipse
Postavka problema. Dokaz da se krajnje tačke rebra 
rasticanja poklapaju sa centrima mlnimalnih krivina elipse.

2 2 2 2
Plastični sloj materijala zauzima oblast S eS : x /a +y /b -1^0,u o

sa granicom = pQ : x 2Q/aa+y^/b2 - 1=0. Kor.stantne je debljine hQ i pri- 
tiska se pomoću dvije ravne radne površi (A=B=1, d =x, /3=y). Po konturi 
elipse se nalazi žljeb širine S  (reda veličine h ) u koji materijal slobodno 
utiče. Brzina približavanja radnih površina je poznata i jednaka dh/dt. Biće 
razmatran slučaj Prandtlovog trenja ( C(p)= *Ĉ ).

Imajući u vidu predhodno rečeno. iz (1.2.69), (1.2.70) i (1.2.71) 
se dobijaju sledeće relacije za odredjivanje polja pritiska p(x,y) i polja 
brzina tTx(x ,y , t )  i U^(x,y,t)

2 T T?grad p = - -jj- • —  1 ....  (2.1.1)

d<Sx d<Sy_ 1 9h_ .
'd x + d y  ~ h -5t * ....  (2.1.2)
p(x ,y . t ) |  = 2 S*T>

V ....  (2.1.3)



Pošto je pritisak po konturi konstantan (2.1.3) i pošto je vektor 
grad p normalan na linije konstantnog pritiska, a samim tim i na kor.turu, 
to se može zaključiti da su linije toka normalne na kor.turu. Znak u re- 
laciji (2.1.1) označava da pritisak raste u smjeru suprotnom od smjera brzi- 
r.e čestice. tj. ka unutrašnjosti elipse. To znači da u ur.utrašnjosti elipse 
postoje tačke u kojima pritisak dostiže maksimalnu vrijedndst, tj. u kojima 
je grad p=0. odnosno u kojima je brzina jednaka nuli ( lT=0). Skup tih tačaka 
čini rebro rasticanja materijala koji se plastično deformiše. U radu fl-] je 
ukazano na neke osobine rebra rasticanja. Nije teško zaključiti da će u pro- 
blemu koji se razmatra rebro rasticanja biti duž koja se r.alazi na osi x 
(Sl. 2.1.1) i obuhvata sve tačke izmedju tačaka Ĉ  i C^-

U daljem tekstu će biti pokazano da se tačke Ĉ  i C^, poklapaju 
sa centrima minimalnih krivina elipse, tj. da važi

a-R x =a = xC2- .... (2.1.4)

gdje je R poluprečnik krivine elipse, a
koordinata tačke C^. U tom cilju uo-

čiće se linija toka kroz proizvoljnu
tačku M sa konture (Sl. 2.1.1). o

Jednačina konture elipse ima oblik

F(xoyo)=yoTb ...(2.1.5)

Poluprečnik krivine elipse u tački M je
2 _  3 J2.

R =
1>(F x q ) ']

FUx

[a^-t-b^g ]
3  /2

WT T  b aH
odnosno

x =a
y°=bJo

b_
a ...........  ( 2 . 1 . 6 )

Jednačina normale, koja prolazi kroz tačke MQ(xQyo ) i C(X,o) ima oblik

Fyc
yo 0 = Fk ( x o - X ) ,

Pa je
X = xo ( i - ^ ) - (2.1.7)

Specijalno, kada x - * a « o X - * a  - = XC2 , čime je tvrdjenje (2.1.4) doka-
23110• Ako je a=b=R dobija se da je XC2=0 što je poznato od ranije [ l].

Na osnovu relacija (2.1.1) i (2.1.2) nije teško pokazati da su liniie 
toka prave linije. J



Odredjivanje polja brzina i polja pritisaka

Brzina proizvoljno uočer.e čestice koja 
se kreće po liniji toka je

■f
C i 2

im = yi/x * u,
ili

/ /
JX ( 2 . 1 . 8 )

SL.2.1.2. 

relacije oblika

ro /
/

y
\r

= iJ.cos 9 ; —

[$y = i J s in  9.

gdje je 0 ugao izmedju linije toka i ose 0x 
(Sl. 2.1.2). Imajući u vidu (2.1.8), relacija 
(2.1.1.) se može napisati preko dvije skalarne

2<̂ t a 21t Ux
'D x “ - — r-- COS 9 = -h 1 r * o- ’

D p 2'Ct . 2Tp Jy
= - h Sm e =  - h ir1-

.... (2 .1.9 )

Označavajući sa r rastojanje od centra krivir.e do proizvoljno uočene tačke 
(Sl. 2.1.1) odgovarajuće linije toka, važi

x=X+( r- f )cos9 ili X=x (1-b /a ); o o

( r - r  ) sin9.
.... (2 .1.10)

Eliminacijom pritiska p(x,y) iz (2.1.9), uz korišćenje (2.1.8), može se, na 
osnovu (2.1.9) i (2.1.2), naći izraz za brzinu

fj* _ _ 1 1  *  (f JTO)
u “ 7  h dt (r — ; *

Za tačke sa konture, predhodna relacija ima oblik

dh (r ro )
7  h HF CR - T T  >•

.... (2 .1.11)

.... (2 .1.12)

Eliminacijom ugla 9 iz (2.1.9) dobija se
2T tr\ — x / \p = Pp -*■ — pp (R- r), ....  (2.1.13)

odnosno
p = ^ T (2 + ), ....  (2.1.14)

Jer je Pp = 2G’T i ako je T t = £ T/2‘
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Odredjivanje visine materijala u žljebu

Koristeci cinjenicu da je kolicina pla- 
stičo deformisanog materijala koja, u jedi- 
nici vremena. prodje kroz površinu jedinič- 
nog luka konture, jednaka količini materi- 
jala koji udje u žljeb za' isto vrijeme, može 
se napisati sleđeća relacija

.r 1 dh R- fQ dh
— R---=_dF

. r 7)H
•*=0^ F ’ (2.1.15)

gdje je
H - visina materijala u žljebu 
A - površina izmedju dvije susjedne 

i linije toka, rebra rasticanja i
konture (Sl. 2.1.3)-

...  (2 .1.16)
Iz (2.1.3) se dobija

H(V t)=
Irrajući u vidu relacije (2.1.15). (2.1.6) i (2.1.10), kao i sledeće relacije 

|grad F| = f

sin 0 s
| grad F|’ 

za konturu oblika elipse, je

(l-x®/a* )(2-b® /a2 )+(b2xS)/a1<
A = ?  * b ‘

\h+(xzQ/a2 ) (l-bz /a2 )
____ (2.1.07)

pa se, na osnovu (2.1.16), mogu izračunati maksimalna i minimalna visina mate- 
rijala u žljebu

H =H max

H . =H min

= - (h -h) 1 b (2- b2 /a2 );
r° 6 ° ? (2 .1.18)

x =a o
1 ,h 1 h b2 /a2= w (hQ-h) ?  b

b2 /a2

Specijalno za a=b=R iz (2.1.17) i (2.1.18) dobijaju se poznati rezultati [1]

A = 4 ;  h = H . = 1  (hA-h) 5  = const.2 ’ max min fi 2

Da bi se odredila ukupna sila presovanja Q neophodno je prvo odrediti 
silu dQ potrebnu za presovanje materijala koji se nalazi izmedju dvije linije 
toka na rastojanju dSr po luku konture (Sl.2.1.3). Uvodeći novu promjenljivu 
^ =R-V" , relacija (2.1.114) ima oblik

P = r T (2* v h>- ....  (2.1.19)
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pa je £,

dQ = C p( j=) d d\J .
o

Sa Sl. 2.1.3. se vidi da važi

(dSy /dSP ) = ( r /R) = 1-( )/R).
pa je '

dQ =[ f P()g)(1-^/R)d^] dS^ -
o '

Dakle, izraz za ođredjivanje ukupne sile presovanja dobija oblik 
•>=

Q = J[ j pOp(l-¥/R)dV]dSp , ....  (2.1.20)
Ŝ, o

gdje je dS - element dužine luka elipse. Izračunavanje sile Q, na osnovu 
(2.1.20), se svćđi na rješavanje eliptičkih integrala.

Specijalno. za materijal oblika kružnog diska o R 1 d ̂  ’
se,na osnovu (2.1.20), dobija poznati rezultat Dl 

Q = 2R2 1+R/G h"] X  •

1.2.2. Koncentrična kružna rebra u procesima
tecenja plastičnog materijala po površinama

Postavka problema

Tanki sloj plastičnog materijala se nalazi izmedju dvije krute, 
ravne i paralelne ravne površi. Usled prinudnog primicanja radnih površi. u 
pravcu njihove zajedničke normale, materijal se plastično deformiše. Ako se 
na jednoj radnoj površi nalaze žljebovi, rasporedjeni po nekoj proizvoljnoj 
liniji, onda će u toku procesa tečenja materijal uticati u žljebove i tako 
obrazovati rebra. Smatra se da su žljebovi dovoljno veliki tako da materijal 
raože slobodno u njih da utiče.i da s.e na površima kontakta može usvojiti zakon 
trenja po Prandtlu. U uslovima kada se inercijalne sile mogu zanemariti (sta- 
tički problemi) tečenje materijala se opisuje jednačinama (2.1.1), (2.1.2) i 
(2.1.3). Na radnim površima, kao što je ranije naglašeno, postoje tačke u ko- 
jima pritisak dostiže maksimalnu vrijednost. Skup tih tačaka čini tzv. rebro 
rasticanja. U radu £1"] je pokazano da kružni prsten poluprečnika a i b ima 
rebro rasticanja oblika kružnice radijusa Y”0 (a+b) /2. Za kružni disk je
^=0. što znači da se rebro rasticanja transformiše u tačku.

Rješenje nckih novih problema
Predmet daljeg razmatranja biće materijal kružnog oblika, koji se 

pritiska ravnom radnom površi sa žljebovima u obliku koncentrisanih kružnica.
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Neka žljebovi imaju širinu .... ... S . i poluprečnik R.,...R^f__R̂ .
Prvo će se. radi jednostavnosti. razmatrati slučaj kada postoje tri žljeba. 
kao što je to prikazano na S1. 2.1.4.

Važno je uočiti da se uticanje materijala u žljebove vrši r.ezavisno.
što znači da se visina materijala i sila preslovar.ja za pojedine žljebove mo-
gu izračun'avati na osnovu relacija (2.1.16) i (2.1.20). Jasr.o-je, na osnovu

oi % pješčane analogije, da su rebra rasticanja
~ “* -■* p.

kružnice poluprečnika Rq2 i RQ  ̂i taeka 0 
(Sl. 2.1.4). Odredjivanje veličina Rq2 i 
vrši se na osnovu relacije (2.1.13) i gna- 
ničnih uslova oblika (2.1.3). Naime, na osno- 
vu jednačine

J?2  ^ -3
© "sT ~Q I__

ri WA i %

* p ( r . t )= Pp -  (R - r ) ;

= 2 ^ 1 Pr v=r2 = 2 ^ t ’Kpl,r=R1 “ “ T *
zakoni promjene pritiska u oblastima I i II 
(Sl. 2.1.5) su

2

SL2.U

. J

Pl(r.t) =_2bx— pp-(Rr n,

^ 2tTPlI(f,t)= 2 (R2-r).

Imajući u vidu da mora biti zadovoljen uslov 
oblika

za ^=Ro2:
iz navedenih relacija se dobija 

Ro2 = (R^R2)/2,
....  (2 .1.2 1 )

SL.2.1S . Ro3 = (R2+R3)/2-
Visina materijala u žljebovima se odredjuje na osnovu relacije 

h0_h

gdje su: <5- širina žljeba
h - početna debljina materijala
A - površina materijala koju formiraju: dvije linije toka na tnedju- 

sobnom jediničnom rastojanju idući po luku žljeba i rebara rasti- 
canja lijevo i desno od žljeba. pa je

A = Al + AD'
gdje su Al i Ad djelovi ukupne površine sa lijeve i desne strane od žljeba.
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Prema tome, visine materijala u žljebovima 1,2 i 3 (Sl.2.1.4) su:
rebro 1

(A. +An). - A. -
R2o2

L D 1 -"1 “ 2R. (2.1.22)
Ro2

rebro 2
Hi_= ~  (V h) •

(AL+Ad )2 = A2 = 2R
r2q 3 - r2o2

i RZo3- *̂ 02h2 = i-.(ho-h). %  -g- .... (2.1.23)

rebro 3
(A, +An)_ = A, = R*3- r2o3
L Dy3 " 3 ' 2R.

h, . i- (h +).3 <J3 o 2Ro *

(2.1.24)

U slučaju kada umjesto tri žljeba postoji n žljebova, relacije (2.1.22-24) 
dobijaju oblik

H = —  ■ (h -h)
1 <Tl ° 2R 1

H. = -j— (h -h) • ; (k=2,3,...n-1) .... (2.1.25)■k ^ k ° PR2R,

h S7JL.(h -h).
n 0 n ° 2Rn

Uslovljavajući da je rastojanje izmedju žljebova isto. tj. da je

Rk = k a, (2 .1.2 6)
iz relacija (2.1.25) se, na osnovu (2.1.21), dobija

1H.j = — — (ĥ -h)--̂ - a ;
(51 F

H. = --- (h -h) a ; (k=2,3 ,.. .n-1)
K «k °

(2.1.27)

1 4 n-1 a
H- rn cTrt

Ako se zahtijeva da je i širina žljebova ista, tj. da je <5̂  = -* = cJk=. •= <5 , na 
osnovu (2.1.27), dobija se . ■

H1 = 9/8 -Hk ; (k=2,3.— n-1)

Hn = 11/24-Hk-
(2 . 1 . 2 8 )

Obratno, ako se zahtijeva da je visina materijala u žljebovima ista, tj. <ja je 
Hj =... = h^ = ... = Hn . onda se, na osnovu (2.1.27), dobija
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c5] = 9/8- /  (k=2,3---n-1):

= 11/2U^n -
. . .  (2 . 1 .2 9 )

Za odredjivanje ukupne, potrebne aile presovanja. treba imati u vidu 
da ir.tegral_ u srednjoj zagradi relacije (2.1.20) ne zavisi od toga koja se li- 
nija toka razmatra, što znači da se može napisati u sledećem pbliku

Q = 2RITJ p0|)(l-VR)d^ . ....  (2.1.30)
o

U slučaju kada postoji n žljebova. ukupna sila presovanja.jednaka je zbiru si- 
la presovanja potrebnih da materijal do određjene visir.e ispuni žljebove, tj. 
važi

8(n) = Ž  Qi • ....  (2.).31)
U= 1 • i

Sile Q^ odredjuju se na osnovu (2.1.31) i (2.1.30)
R-| 0̂ -R-,)/2

Q1=2R1Tl[|' p(^)(l//R1)d£ + J pC^Kl-^/R^dJp];
oJ o

(VRk-i)/2 (̂ <+iRk)/2
^=2RkTr[ /p(J)(l-*/Rk )dy + /p(^)(l->/Rk)d^]; k=2,3, — n-1

° W l ) / 2
Qn=2Rn«-[/' •

o
R-| n-1 (Rk̂ \c-l)/2

Q(n)=2li[ R1 ZRk f

pa je

k=2

(2.1.32)
n-1 0Wl-f\c>/2

+ z . ^ r p(r i ( i ^ /Bx)dđ -k= 1 o'
Razmatrajući slučajeve zakoje važi relacija (2.1.26), (2.1.32)dobija oblik

Q(n)=2Xa[j^ p(^)(l->/a)d£ + Jjp(\r) [2^  n-1 )+n+l]-[2(n-2)+£j>/2]d^j
odnosno o

a a/2
Q^n)=23fa[f p(^)(l-1/a)d^+(n-1)Jp/(n+1-2£/a)d^ J ....  (2.1.33)

Imajući u vidurelaciju (2.1.14), predhodna relacija je

Q^n)=2 3j"a2 ̂ T[(2n2 -n+1 )/2+(3n2-2n+3)a/(24 H)J _ ....  (2.1.34)

gdje n predstavlja broj žljebova. Specijalno za n=1,2,3.... dobijaju se sle-
deći izrazi



10
n= 1: Q(1) = 2]Ta2p T(1 + J)]: ....  (2.1.35)

n=2: Q(2) = 2Fa2 \ ■ |); ....  (2.1.36)

n=3: Q (3) = 2 Fa2 (8+ |). ....  (2.1.37)

Dalje ee biti razraatran slučaj kada jedna od radnih površi ima žlje- 
bove oblika prikazanih na Sl. 2.1.6. Na toj slici je. radi jednostavnosti. 
prikazan slučaj kada u svakoj od čelija postoje po tri koncentrična kružna 
žljeba.

S L.2.16

U cilju odredjivanja visine materijala u žljebovima i potrebne sile 
presovanja, uočiće se element OCO1 jedne ćelije, što je prikazano na Sl.2.1.7. 
Na osnovu pješčane analogije se može zaključiti da rebra rasticanja sačinja- 
vaju: centri 0 koncentričnih kružnica. koncentrične kružnice koje prolaze 
kroz polovine rastojanja izmedju rebara i duži AB i CD. Rebra rasticanja su, 
na Sl. 2.1.6, prikazana zadebljanim linijama.

Visina materijala u žljebovima se može izračunati na bazi relacija
(2.1.27)

H1 = ^  (ho“h) I  a *’
1^— (hQ-h) a , k=2,3 > - - .n—1.,
K

... (2.1.38) 

••• (2.1.39)

dok je za odredjivanje visine materijala u žljebu n neophodno izračunati po- 
vršinu figure M ^ M N  (Sl. 2.1.7). Površina trougla OMN je:

T i
OMN= R 1 . — -- . za T E [°* jr].

n ?  cos2r 4
pa je

Vl.N.MN = Rn -------  )
' * 2 cos2 pD ir 2 cos2 Vo T22Rn F



Tražer.a visina materijala u žljebu n je
104.

H = n (Tn
(ho-h) | (

cos2/'3 - 1 1 )  12

Ako se uslovljava da je <5~.. = . . . . = '=čn=d, vazi

H- - —  h_1 8 “k'

H - 1 / 3 11 \ TT
n  -  7  "  T ?  > H k ’

odnosno, ako se traži da je Ĥ  =..,=H^=...=H^=H. dobija se

5n = I"T ?  ) 5 k’

.... (2.1.40)

....  (2.1.41)

(2.1.42)

Za odhedjivanje sile potr*ebne za presovanje jedne ćelije materijala 
može se koristiti relacija (2.1.31), pri čemu tako izračunatoj sili treba do- 
dati silu (Q') potrebnu za presovanje materijala odredjenog povriinom CC'01 
(Sl. 2.1.7) pomnoženu sa 8. Da bi se izračunala ukupna potrebna sila presova- 
nja, predhodno izračunatu silu treba pomnožiti i sa brojem ćelija N, pa je

Q = N(Q(n) + 8 q '). . .... (2.1.4

Sila Q' se može izračunati tačno. na osnovu relacija (2.1.20) i (2.1.13),^iia y se moze lzracunati tacno. na osnovu reiacija i.zuj i  i . i o j , ■

ili procijeniti kao što je to radjeno u radu L2l- Na osnovu (2.1.20) i (2.1.13) 
važi

^ )
Q' =J[ Y  p(y(1-VRn)d̂ ]dr 5

r oy
P(y) = ^ T(2 + )/h),

gdje je

Pa je

V, x2+y2 = ; d F  = Rn d)°,

1

0 = / [ U T  J  ( 2 * V W U - K W ) . > n 0)°.
O O

0 za >°=0
R ( V~2—1) za Y= 'M,

odnosno, poslije integracije

Q* = ^ ^ TL2 I 1+(Rn/2h - 1)I2rRn/3h,I3l’

....  (2.1.44)

(2.1.45)

Sdje je
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r  I <
1 - 1) d V» = 1

COS',0 T  '
o
T/4

1 f (T  0J
1 -1 f dy> = 1 1

COS T  4 T  ’
IT/4

1 f < 1 -1)3 d)° = .... = -(3 ■ \2
cos T "l2 ^1 + 17T ^

Imajući predhodno dobivene vrijednosti integrala Î  , i I^, relacija (2.1.45) 
dobija izgled

q ' = Ra ■ JT S"~(0,6108 R /h - 1,0683). (2.1.46)

1-3- DINAMIČKI PROBLEMI 

1.3-1. Udar tereta u kružni disk 

Postavka problema

Na osnovu relacija (1.2.67) i (1.2.60) biće postavljene jednačine za 
rešavanje sledećeg problema: materijal oblika kružnog diska, poluprečnika R, 
konstantr.e debljine ĥ  nalazi se izmedju dvije ravne radne površi, koje se 
približavaju jedna ka drugoj i koje se mogu elastično deformisati. Smatraće 
se da se napon trenja mijenja po Prandtlovorn zakonu, kao i da je materijal li- 
nearno-očvršćavajući. Inercijalne sile se ne zanemaruju. Na bazi predhodno re- 
čenog može se zaključiti da je: o(=x. (i=y, A=B=1, h^=h^(t), tf1x= (f1y= lT-| =
02x=Ć'2y=O2= 0. T1=T2=TT ,kao i da relacije (1.2.55) i (1.2.57) iraaju sledeći 
oblik «u =ST(Wa,X ~>20"uh . <2-1-1T)
gdje su: a-p a2 - konstante

(3

stepen deformacije odredjen relacijom

h(t)

(1.2.57)

pri čemu je h
tj. hQ=h t=o*

rastojanje izmedju radnih površi u početnom trenutku vremena

\J - intenzitet brzine deformacije. prema (1.2.56).

U slučaju idealno-plastičnog materijala, relacija (2.1.47) se svodi na *̂ =

Imajući u vidu činjenicu da se radi o osnosimetričnom problemu, pogod- 
nije je koristiti polarne koordinate (c^r.ft^V3. A = 1. B = r ) i tada jedna- 
Čine (1.2.67) imaju oblik



1  dh _ o- .........  (2 .1 .48)
h  Č T F  f.'df

s ^ = - h i £ - 2 v  ........<2•'•',9,
pri čemu je

h ( f  ,t) = ( t )  + l £ ( r , t ) .  .........  (2 .1 .5 0 )

Poslednji Član u predhodnoj relaciji (i)"(V,t) se pojavljuje kao posledica činje- 
nice da se radne površine elastično deformišu. Kao što je poznato od ranije 
(1 .2 .64) ,  pomjeranja liJ'su proporcionalna'pritisku p (V. t), pri čemu je, "koe- 
ficijent" proporcionalnosti Grinov operator K. U najprostijem slučaju (model 
Vinklera) operator K može biti konstanta K i tada se reiacija (2.1.50) može 
napisati u obliku

h(V.t) =• h^ (t) + K-p(f, t).* .... (2.1.51)

Granični uslovi, neophodni za rješavanje jednačina (2.1.48) i (2.1.49), 
imaju sledeći oblik

1) Tačka V =0 je tačka rasticanja materijala, što znači da je

Cfr( r . t ) L  = 0, ......... (2 . 1 .52)

2) Na konturi diska se mogu pojaviti sledeći granični uslovi:

a) u slučaju slobodnog tečenja je

p(Ytt) lr=R(t) =^T- ......... (2.1.53)
b) u slučaju slobodnog utioanja u žljeb je

P( D  w-_R- r = 2GL. .... (2.1.54). r^R^c-t? " T'
Pošto se veličina (J može, na osnovu (1.2.56), prikazati kao

l J u * - j § = - K  ....  (2-'-55)
to se relacija (2.1.47) može napisati u obliku

r~* r* ( , 2 p ho 2= o „ i 1 + a . ---Cn-r-— r?— — a? —u T  ̂ 1 h^+K-p 2

Prema tome, diferencijalne jednačine (2.1.48) i (2.1.49), na osnovu kojih se 
odredjuje polje brzina (Jt= (Jf(r,t) i polje pritisaka p=p(r,t), su

1 r dh1 0 n  ^(f lfr) _ n . 
L _dt"+K(tSr-3r+^ t " )i +“̂ 3 7  ~ ° ’

§(h1+Kp ) ( ^ + ( T t 2 ^ ) = - ^ -  -2t T [̂ 1 + a l-X+a2 0‘u“J,

pri čemu su veličine X i  lTu odredjene relacijama (1.2.57)

(2.1.56)

(2.1.57)

1 (2-1.55).



Jedr.ačinama (2.1.56) i (2.1.57) treba dodati i granične uslove (2.1.52), 
(2.1.53) i (2.1.54). Kao što se vidi. dobiveni sistem jednačira je spregnut 
po r.epoznatim funkcijama p i <Jr i može se rešavati samo r.umeričkim putem.

Tečenje tankog sloja idealno plastičnog materijala 
izmedju krutih ravnih radnih površina

a) Slučaj slobodnog tečenja

U posmatranom slučaju je a^ra^^KrO i h^(t)=h(t) pa relacije (2.1.56) 
i (2.1.57) dobijaju sledeći oblik

1 dh d(f tfr)
h dt ' r/Dr

+

uslovi su

(3r( r . t ) | f o  = ° :
p ( r . t ) |r=R(t)= :̂

pri cemu je
h(t) . =h i R(t) t=o o . = R .t=o 0

Iz (2.1.58) i graničnog uslova (2.1.60) dobija se

.... (2.1.58)

.... (2.1.59)

.... (2.1.60)

.... (2 .1.6 1)

.... (2.1.62)

(ĵ ir.t) = 2  (- ̂  ar ] = 7 i h't>-
Za tačke sa konture je

tf(r,t) r = R ( t )  = 2  R(t> ( "  E ' ht )m

.... (2.1.63)

(2.1.64)

Veličina R(t) se može izračunati iz jednakosti zapremina. u početnom i pro- 
izvoljnom trenutku, materijala koji plastično teče.

R(t) = Ro 1/ ho/h(t). (2.1.65)

Uvodeći oznaku A(t),

A(t) = 1 ,JinV - ^ ■ ( h ’..) .2 h
(2 .1.66)

iz (2.1.59) i graničnog uslova (2 .1.6 1) dobija se

pfr.t, A t T[ i-  E ^ g l]) - ....  (2.1.67)

Prema tome, ako je poznata funkcija h=h(t) onda se. na osnovu dobi- 
venih relacija (2.1.63), (2.1.65) i (2.1.67), mogu u potpunosti odrediti po- 
lje brzina (/r = lfr 0r,t), polje pritiska p=p(r.t) i veličina radijusa kružnog 
diska u proizvoljnom trenutku vremena R=R(t).



b) Slučaj slobodnog uticanja materijala u žljeb

Po obodu kružnog diska se nalazi žljeb u koji materijal može slobodno 
da utiče. U ovom slučaju radijus R nije više funkcija od vremena, nego je kon- 
stantan. Pri odredjivanju polja pritiska treba koristiti granični uslov u 
obliku (2.T.54)

p( r.t) r=R
i dobija se

p t r . t ) = [ ? J ^ £ - A ( t )

Polje brzina je odredjeno relacijom (2.1.63).

...........  ( 2 . 1 . 68 )

Udar tereta mase M brzinom (/ u kružni disko
Neka na jediničnu površinu, ranije razraatranog kružnog diska, u nekom 

trenutku (npr. početnom) udara teret mase M, i neka, u posmatranom trenutku uda- 
ra. teret ima brzinu (Jq . Tada važe sledeće relacije

R(t) 2TT

o o

R(t)
r,t) .r-dfd)°= 2n f p(r,t)-\r.đr ; ....  (2.1.69)

dh
dF t=o c=o .... (2.1.70)

Prema tome, na osnovu (2.1.69) i (2.1.70), treba odrediti funkciju 
h=h(t) ako je poznato M i LT̂ . Ukoliko se u tome uspije, onda se rješava za 
praksu značajan problem: odredjivanje potrebne brzine (J . tako da se, usled 
udara tereta mase M, materijal stanji za željenu veliČinu AU'h-h-j.

Iz jednačine (2.1.69) se, na osnovu (2.1.67), poslije integracije
dobija

Mh“t = - I I rV m « ) , . 2 j r V ’< o [ 3x f F r ' ] ..........^ 1 . 7 ^ 0 7 5

Imajući u vidu relacije (2.1.65) i (2.1.66), i uvodeci smjenu

h' = =(T, ....  (2.1.72)
odnosno

J' 1 d((J)2
h = -jr’ — dh“  ’ .........  (2 .1 .73)

diferencijalna jednačina (2.1.71) svodi se na specijalan slučaj Abelove dife- 
rencijalne jednačine druge vrste Cl2j:

7 UVdh'“ = f2(h) V + fi(h)’ ..... (2.1.74)

gdje funkcije f-j i f^ odredjene sledećim relacijama



f.(h; = 31 Mh +2b

3b yn

2 a[h~ ti3. h2
1 Mh +2b (2.1.75)

f0(h)==„3Mh +2b^ '
a b^, b^ i b^ su sledeće konstante:

b1 = T!6 lr S'Roho ;

• b2 = jjr S ^  ' K  : 

b3 =J P ^ f Ro'

Rješenje jednačir.e (2.1.74) se svodi na dvije kvadrature t « 3

(2 . 1. 76 )

r 11 ~i
CT(h) = - l [ 2 |" (f1(h)>J(h))dh+ ir“ j-J(h),

I ho
.. (2.1.77)

gdje je

J(h) = e

n
f 2 -f_(h)dh

h J 2o (2 . 1 . 78)

Dalje rešavanje jednačina (2.1.77) i (2.1.78), analitičkim putem je vrlo ote- 
žano.

U slučaju slobođnog uticanja materijala u žljeb kružnog oblika, koji 
se nalazi po konturi diska, neophodno je. pri integraciji jednačine (2.1.69), 
koristiti izraz za pritisak dat sa (2.1.68) i pri tome imati u vidu da radi- 
jus R. koji u tim relacijama figuriše, nije funkcija od vremena već je kon- 
stantan tokom vremena. Tada se jednačina (2.1.74), na koju se svodi jednačina 
(2.1.71), lakše rješava. jer funkcije f (h)i- f^fh) imaju sledeći oblik

f̂  (h) = R+3h
Mh+B -C

f2 (h) = 3 B _ 
2h(Mh+B)

(2.1.79)

gdje su C i B konstante '

C = ^ J- (2 £ T)R2 ;

B = ■g-JI-S-R4.
(2.1.80)

U ovom slučaju integral J(h), odredjen sa relacijom (2.1.78), ima siedeće 
rješenje

(Mh+B)3J(h) = J hJ J =
(Mho+B)3

Integral \Jth), prema (2.1.77), ima rješenje
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tf(h) = - -y (n iy *3 l2)+ć0~\ J(h). 

gdje su i sledeći integrali 

• h

....  (2 .1.8 1)

h

: i * f
hoJ 
b

■ S

h3 __hh - - Jignh , 3B 3 b2 , 1 B3 1 I
(Mh-t-B)3 ”•*" Mh+B ~ ~2 (Mh=B)2'+ J  (Mh^pJ I 5

h
(Mh+B)— dhi—  pisL (Mtwb)-‘,Bfn(Mh"B)--b S b -

2B  ̂ B4
(Mh+B)2 ^  (Mh+B)31 I ■

Odredjivanje neophodne brzine udardi (J0 f tereta mase M (to može biti npr. jedna 
od radnih površi), se vrši na osnovu relacija (2.1.77) i (2.1.81), kada se is- 
koristi granični uslov

(J= 0 za h=h.<h , tj. t=t..1 ' o 1
U tom slučaju relacije (2.1.77) i (2 .1.81) imaju oblik

Uo = - 2
i

J L f 1(h1)/J(h2 )'] d h v (2 .1.82)

odnosno

tTo = - f  ■(R 1i+312>.
.... (2.1.83)

Iz (2.1.77) i (2.1.81) se uočava da je u početnom trenutku t=tQ=0, odnosno 

Zakon promjene debljine sloja se dobija integracijom iz (2.1.72)

h=h , brzina (J=0. o o

h
t - t - C dh^ '  o - J UThl ’

hr,
pri čemu se može uzeti da je to=0.

....  (2.1.84)

1-3-3- Tečenje materijala oblika kružnog prstena
. »

Materijal oblika kružnog diska, početne debljine hQ , od idealno pla- 
stičnog materijala pritiska se krutim ravnim površima sa žljebovima po spolja- 
šnjoj i unutrašnjoj konturi (Sl. 2.1.8). usled čega materijal utiče u žljebove. 
Diferencijalne jednačine, za odredjivanje polja brzina i polja pritiska, sa
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I M

' 1 ^ 1 
* 1

,, —• 
j ___ i.>;•

1

graničnim uslovima. imajući u vidu (2.1.48), 
(2.1.49) i (2.1.54) kao i činjenicu da je 
brzina čestica na rebru rasticanja jednaka 
nuli, imaju oblik

!-
'  V

1 dh ^(r.Jr) _n . 
h d F + -U " . ....  (2.1.85)

T 2 T T (2 1 86)T dt 'Đv- h •*

^r(r.t) oII
occn ....  (2.1.87)

/PI(r.t) r=R2 = 'pn ( r -t )
_ 2(\ ■ (2 -1 .88 )  

r=R-

čemu se znaci i "+" u (2.1.86) ko-

SL.2.1Q.

'Pji r . t ) = ^ ( r . t )

riste respektivno za oblasti I i II (Sl.2.1.8) 
Položaj rebra rasticanja (Rq ) je neodredjen 
i odredjuje se iz uslova jednakosti pritiska 
na rebru rasticanja

(2.1.89)
r=R,’o • ■ o

Ako se uvede vremenska konstanta B(t)

iz (2.1.85) i (2.1.87) se dobija

t[r(f,t) = B(t)"2" (f— — )’

Brzine kojima materijal utiče u žljebove su

R2

(2.1.90)

(^(R^.t) = B(t)-^--(R^ -  ■p—  ) < 0  ;

(Jr(R2 , t )  = B ( t ) 4 - ( R 2 -  ^  ) > 0 .

Uvodeći u razmatranje i vremensku konstantu A(t) relacijom (2.1.66)
dtyrizvod Vr se može napisati u obliku 
dt

d(Jr r / * 2o i  1 R2 o1 =  - [A(t) + B^(t)dt .........  (2 .1 .91)
Imajući u vidu (2.1.91) i (2.1.86) raspored pritiska u oblasti I Se odredjuje 
rješavanjem jednačine

'dr
2 -tT dvTr _ 2 t i  

“  ' S_cTE--- * -y£+s[_A(t)+B(t)



Ar.alognim .postupkom se, za oblast II, dobija

Izjeđnačavajući lijeve strane predhodne dvije relacije, uz uslov da je ’f=Ro , 
tj. koristeći uslov (2.1.88), dobija se

2
Iz predhodne relacije treba naći veličinu Rq, tj. položaj rebra rasticanja, 
koji se, zbog prisutnosti inercijalnih članova, mijenja tokom vremena. Jedna- 
čina (2.1.92) je algebarska jednačina četvrtog stepena, sa koeficijentima 
koji zavise od vremena.

što otežava njeno rješavanje. Samim tira ostaje neodređjen i raspored pritiska 
u oblastima I i II.

Interesantno je napomenuti da se iz relacija (2.1.90) i (2.1.92) 
postavljanjem da je RQ=0 dobijaju relacije koje važe za kružni disk

Iz (2.1.92) se zanemarivanjem inercijalnih članova (članovi koji sadrže veli- 
činu § ) dobija 

fl =
0 2

i . 4 .  metod i  taCna reSenja problema teCenja tankog sloja metala

U ovom dijelu će problem sporog, nestacionarnog, tečenja tankog slo- 
ja plastičnog materijala izmedju dvije proizvoljne, krute i hrapave radne po- 
vrši biti razmatran za slučaj najopštijeg oblika graničnog uslova. Biće dat i 
metod njegovog rješavanja.

a . R4 + b>R2 + c.R + d = 0, o o o

lfr ( r . t )  = B(t) • ^ - r ;

p ( r , t )  =% f  A(t) + 2 ^ T [ l  -  2 h ( t )1  •
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Naznačeni problem je. kao što je pozr.ato od ranije (relacije 

(1.2.69) i (1.2.70) . opisan sledećim.sistemom parcijalnih diferencijalr.ih 
jednaćina prvog reda

grad P 2 ij U_ .
IT

h 1 DChBOoi) 1 Đ ( h ) _ n 
' T t  + --- ~ ~ — + T  ^  = u-

(2.1.93;

(2.1.99)3" ^ A B
Za zadatizakon približavanja radnih površi (tj. pri poznatoj funkciji h=h(a.,i,t) 
i za zadati uslov na granici sloja

P0ty*)./»> (/u).t) = Pp (/̂ ). ....  (2.1.95)
treba. za svako t^ t odrediti zakone promjene kor.taktnog pritiska P(o(,p,t) 
brzina (T̂  (c<.p.t) i (J5(o(./3.t) i oblik oblasti St=S(o(.j3.t). koju zauzima plasti- 
čni materijal. ako je poznata početna oblast Ŝ SCd.fb, t). na osnovnoj površi. U 
predhodnim relacijama, A i B su koeficijenti prve kvadratne forme osnovne površi, 
J\i fb su glavne ose. a veličina J* je parametar kojim su definisane tačke sa 
konture.

Treba naglasiti da predhodno postavljen problem sa graničnim uslo- 
vom u obliku (2.1.95) do sada nije rešavan. Poznata rješenja (£ll,£2j) i naz- 
vijeni metod karakteristika l"]. su se odnosili na specijalan slučaj opšteg 
graničnog uslova (2.1.95). tj. na slučaj kada je pritisak po konturi konstantan 
(Pp (^ )=const. ). Takav oblik graničnog uslova se može usvojiti u slučajevima 
kada se radi o slobodnom rasticanju plastično deformisanog materijala. ili kada 
se radi o procesima presovanja pri kojima materijal slobodno utiče u šljebove. 
ili otvore koji se nalaze na jednoj od radnih površina. Medjutim, pri presova- 
nju tankozidih metalnih konstrukcija. najčešće se uticanje materijala u žljebove 
javlja otežanim što znači ‘da pritisak po konturi mora biti promjenljiv, tj. da 
se granični uslov mora usvojiti u opštijem obliku. kao što je to dato relaci- 
jom (2.1.95).

1.9.1. Uopštenje metode karakteristika

U vektorske jednačine (2.1.93) slijedi da su linije konstantnog pri- 
tiska P( d.pi )=const. normalne na linije toka

Ado(
(T

Rd(3 &

ir

ds " (f ' ds 
To omogućava da se umjesto jednačina (2.1.93) i (2.1.99) predje na ekvivalentni 
sistem od dvije skalarne jednačine u odnosu na P(o(./3», t)i na intenzitet brzineCT

2 4-tr2grad P = 1  1 . .... (2.1.96)



<)h 1 D (hB Ocos X)
TTt - AB

1 D(hA-Dsin'!0
7TB “
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0. .... (2.1.97)

VoL AH V̂>

gdje su: IJ = - ll (cos j-i + sintj) - vektor brzine
T= ^(jt.^.t) - ugao izmedju tangente r.a liniju toka u

posmatranoj tački oblasti tečenja i ose X

Predmet daljeg razmatranja biće rješavanje jednačine (2.1.96), koja 
se može napisati u sledećem obliku

F( •*.[),. P. p. £) =(£)* + (§)2 - = 0. (2.1.98)
gdje je

Sl= 2 LT > 0  : P = 9 P o?
D6 ' Q 7)[b’

Karakteristični sistem jednačina. jednaeine (2.1.98), ima izgled

ćCb dP-3-; ^  =Sl;ds “ A2 ' Sl * Hš “ 1? si' ds

2R = -PL.ads SIA3 ' SlB3 ■ Bj +9.:
(2.1.99)

dq _
®  - <rfF #<’ * S b5- 6 ^ ^ -

gdje je s - dužina luka duž karakteristične linije cL(s), /l(s). Problem (2.1.99) 
je Košijev problem sa odgovarajućim graničnim uslovirna

oi |s=s " ^1 o /

r>\s=s0 =(i-o=A, /->

= Po =o

s=s = Po = po Ho

%  %  /■>'

(2 .1.100)

s=s

pri čemu je s^rf^). a j e  parametar koji se mijenja sa promjenom tačke kon- 
ture oblasti. Veličine p (/-) i q Ua) se odabiraju tako da bi bili ispunjeni sle- 
deći uslovi u regularnim tačkama konture |' . oblasti Ŝ.

dP <w. ’/i o
ć ^  " ^o d ju+ C|o ć ’

po9u)' P o ^ '  0:

^ ‘ Fp0’P r ' V / " '  °-

(2.1.101)



2die F F . l i J označavaiu parcijalne izvode funkcije F po promjer,- ° J p q -'o u ■* o>o o , /
ljivim p i q , odnosno i i x po parainetru . Ukoliko su relacije (2.1.101) 
zadovoljene tada lokalna teorema postojanja i jedinstver.osti rešer.ja 1̂1 j. pri 
zadovoljer.ju uslova tipa Lipšicca za desne strar.e zr.aka jedr.akosti u reiacija- 
ma (2.1.99). tvrdi da se rešenje problema defirisanog sa (2.1.96) i (2.1.95). u 
okolini glatkih tačaka konture oblasti. poklapa sa rešenjem Košijevog problema 
(2.1.99).

Imajući u vidu da se karakteristične linije. posmatranog problema, 
poklapaju sa linijama toka. relacije (2.1.99) se mogu r.apisati u ekvivalentnom 
obliku

do( _ cos V , d (b _ sin X . dP _ q  .
^  "A""'  ̂člš = B “  : 3š ....  (2.1.102)

gj = ^-(- ^ c o s * )  + -jg- (A^costf -B^sin^).
dDPošto je y 0 predhodne relacije se mogu napisati i u obliku

d«( _ cosK , dn> _ sinK , ds _ .
čTP' - Art ’ dP’ " Bsi * 3F " ’

.... (2.1.103)

■gp ~ s^n^  + cos^  ^+ ’ffB-  ( ^  cos^ -B ^  s i n ^  ).

U slučaju kada se radi o ravnim radnim površima (A=B=1. d =x,^^y) 
relacije (2.1.99-101) su

dx dy __q_. dP __ .
ds sl ’ ds ’ ds L ’ /p 1 1Qin

ds x ’ ds y’

xls=s = x0^ ); y|s=s = y0 -̂): Pls=s =o 1 o ' o

p |s=so = p0y-); q L=so= % (a );

dP . dy
d ̂  " po d + qo d/u ’

F(xo’ yo ’ Po ’ po- qo } = po+qo+ S I  = ° i

(2.1.105)

(2.1.106)

A  = °A
i  0.
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Pošto veličir.a s. u relacijania (2.1.104) i 

(2.1.105) predstavlja dužir.u luka (Sl. 2.1.9). 
sistem (2.1.104) se može uprostiti uvodjenjem 
r.ove promjenljive. ugla<^

/
/ 5

\
■ J = 0

-C

dy
3 Š = sir.

-.1 L.

i'-i

%
4'jT

.........  (2.1.107)

što znači da ugao predstavlja ugao izmedju tan- 
gente na liniju toka u posmatranoj tački i ose x 
(Sl. 2.1.10). Pošto je

ds2 = d^1 +dy2 .

to imajući u vidu (2.1.104). je 

dx .= cos

*■•7
/act \

2.1.10.

ds
p = SVcos K ; —

q = 91 sin)( .

pa se jednačine (2.1.104) svode na 

§  = c o s * : § . =  sinV: § = C l :

= —  (- S7 ■ sin l(+ SL y cos^ ). as lx v

(2.1.108)

(2.1.109)

Neka je T  jedinični vektor tangente na karakterističnu liniju. i neka je 
usmjeren u smjeru rasta veličine s tj. od konture ka unutrašnjosti (Sl.2.1.10). 
Ako je T q vektor ^  u tačci konture, tada se sa i YQ -Tiogu označiti odgo- 
varajući uglovi (S1.2. 1.10.). Podrazumijevajući pod parametrom yO dužinu luka 
konture. jasno je da će ugao V 0 > ^ao 1 V ■ zavisiti od . Neka je je- 
dinični vektor tangente na konturi (Sl. 2.1.10) i neka je usmjeren tako da se 
obilazak konture vrši u pozitivnom matematičkom srajeru. Ugao J/* je ugao izme- 
dju vektora i jediničnog vektora i ose x. kao što je to prikazano na
Sl. 2.1.10.

Da bi se iz (2.1.109) ođredile nepoznate veličine x(s). y(x). P(s) i 
X(s)treba znati Košijeve uslove na konturi

s=s * xo/-); o

s=s = yo)u): o

s=s = Po^>*

(2.1.110)

P
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U predhodnim relacijama se za veličinu sQ može uzeti da je sq -o jer se veli- 
ćina s mjeri od konture. U tim relacijama P (/-<) je poznata. zadana funkcija. 
a x (u) i y ((/) su poznate velicine jer sami uočavamo tačku konture u kojoj

® J C / . V .
karakteristicna linija presijeca konturu. Dakle. da bi se sistem jedr.acina 
(2.1.109) mogao riješiti. treba znati početnu vrijednost ugla Y  t j.
Veličina tf"Q(/c') se odredjuje iz činjenice da jednačine (2.1 _J06) ̂ ^ moraju 
biti zadovoljene.

Prije nego što se predje na odredjivar.je veličine , može se
konstatovati da su karakteristike prave linije u slučaju kada je debljina ma- 
terijala konstantna. tj. kada je h=h(t)=const. To slijedi iz relacija (2.1.109)

tfc=const. :
P = PQ + Sls.
U cil’ju ođredjivanja vel’ičine ]((/*), sa T) če se označiti vektor 

normale na konturu l7 , a sa ^ jedinični vektor tangente na liniju toka,
(Sl. 2.1.10). Neka bude ugao izmedju vektora i 'O , važe sledeče
relacije

f  d/° _ + 5 ^ - 7  : ....  (2.1.111)IyT ~ d^

"3 grad_P_ = J L (p . i + q / J ) = . ........  (2.1.112)
[ grad P| S1 ° ° °

-_L. ( ^ . q 0. ̂ ) = c o s « 1 y  )=o0sWy.); ....  (2.1.113)

7  = StS.’?  - ( 1 °  7 :  ....  (2.1.11*1)d dy

7 . n = —  (p - q  « ^ £ ) .  ....  (2.1.115)Ko d/^ o <y*
Da bi relacija (2.1.106), bila zadovoljena potreno je, na osnovu (2.1.113), da je

cos UJ {jUk) = • ....  (2.1.116)
O/ S l

Iz (2.1.116) se. za poznatu funkcionalnu zavisnost Pq ^ i), može izračunati ugao 
za svaku tačku konture. Za poznati ugao (jUQ^u), ugao ^ o ^ )  se» 

što se vidi sa Sl. 2.1.10, može izračunati

\<f) = W q(^) ....  (2.1.117)

gdje je ^  = $("t.T*). Specijalno. ako je PQ (^)=const. iz (2.1.116) se dobija 
da je OJq^)= Tf/2. a na osnovu (2.1.117) da je Y 0 <^)= V^+^T/2 . To znači da 
su linije toka normalne na konturu.

Iz relacije (2.1.106), koja mora biti zadovoljena na konturi, ima- 
juči u vidu relacije (2.1.112), (2.1.114) i (2.1,115). dobija se uslov
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>J • n i 0. (2 . 1 . 1 18)

Predhodni uslov znači da linija toka ne smije imati pravac tangente na kon- 
turu. To dalje znači da mora biti • Pa imajući u vidu (2.1.117) 
dobija se ograničenje oblika

' U) i k TT .o
Na osnovu (2.1.116) je

1 dP0U)— . ' i
SI d A

Pošto je
| cos tUo ijj) | =

(2.1.119) dobija oblik

o. o Oj dyM l

k = 0 t 1 . t 2 . . .  .

± 1. (2 .1.119)

C2.1.120)

Na taj način je relacija (2.1.106). zadovoljena u svakoj tački konture. to 
ako je zadovoljen uslov (2.1.120), zadovoljeni su svi uslovi teoreme o egzi- 
stenciji i jedinstvenosti rešenja razmatranog problema.

Izvodjenje relacija (2.1.116) i (2.1.120) izvršeno je za slučaj Deka- 
rtovih pravouglih koordinata (radi jasnoće geometrijske interpretacije) ali 
to ne umanjuje opštost dobivenih zaključaka.

Za poznate vrijednosti Y Q (/*-*) • na osnovu (2.1.117). poznati su i 
svi granični uslovi oblika (2.1.100) odnosno (2.1.110). Rešenje sistema jedna- 
čina (2.1.102) odnosno (2.1.103) odredjuje površ P i z n a d  karakterističnih 
krivih koje polaze od konture ka unutrašnjosti oblasti do rebra rasticanja 
(geometrijsko mjesto tačaka presjelca najmanje dvije karakteristične 
krive). Za rješavanje postavljenog problema poznate su kako tačne, tako i 
približne metode, o čemu je ranije bilo više govora.

Jednačina (2.1.97) po poznatim karakterističnim krivim, dobivenim 
rešavanjem sistema (2.1.102), može se napisati u obliku

^  = - W-Y ....  (2.1.121)

gdje je W(s) = h(d(s),p,(s)Vvr(s):
U) (cV,p>) = -  ;

k ) 1 f't)(Bcos)() 3(AsinY)"|
Y  = TS-l~^dd + J*

Na osnovu (1.2.130) veličina V  se može prikazati u obliku
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gdje su:

k r iv i r .a  d i fb na osr.ovnoj 
p o v r š in i .

-  k r iv in a  l i n i j a  konstantnog p r i t is k a  P(°! .fi )= ć o n s t.

Smatrajuoi V  = V ( s )  poznatom funkc ijom , jednacina ( 2 . 1 .121 )  se može in te g ra -  

l i t i .  t j .

W(s)=h(s) (s ) = W(sr) J.j (s)-^ ( s ), ....  (2.1.123)

gdje j e : s s s

V e lič ina  W(sr ) se d o b ija  i z  us lova  da je  b rz in a  na reb ru  ra s t ic a n ja  jednaka 
n u l i .

1.H. 2 . Taena rešenja problema tečenja metala u 
obliku tankog sloja kada je pritisak po 
konturi promjenljiv

Teeenje plastičnog materijala kružnog oblika
Tanki sloj plastičnog materijala konstantne debljine teče u kružnoj

oblasti S(x,y): x2+y2 < R2 , pri čemu je na granici zadat promjenljiv pritisak 
u obliku

= R cos Y>, yp =sin)°,

gdje je r - fiksirani broj (tačka oblasti S), 04T4R.

Diferencirajući relaciju (2.1.124) po uglu 7^ i postavljajući je u 
(2.1.116) dobija se

.... (2.1.124)

gdje je: C - konstanta
R -  p o lu p re č n ik  k ru žn ice  kon tu re  o b la s t i

V5-  param etar ko jim  se d e f in iš u  tačke sa k o n tu re .
Važi

(■jjO +1-2 cos)°
(2 .1 .1 2 5 )
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Imajući u vidu da je tg2c.O 1-cos2/̂  predhodna relacija se može prikazati 

cos2 f
u obiiku

oanosno

„„,.i 1-(r/R) cos
tgLUo = (r/R)sin ~

R c o s'va) = r-cosO°-U) ).

Pošto su linije toka prave linije (jer je h=const), na osnovu predho- 
dne relacije slijedi da se sve linije toka sijeku u tački A koja je odredjer.a 
brojem r=r. i uglom 'f = 0. kao što je to prikazano na Sl. 2.1,11. Važi

■jJ*

rA ■\fi
\

,1AM.

V = ir +vp’
pa se na osnovu (2.1.117) đobija

^(y» = + Y-W(y>),

čime je odredjen položaj linija toka koje pola- 
ze od tačaka sa konture i prolaze kroz jednu 
tačku (rebro rasticanja materijala). Ta tačka 
je odredjena veličinom

r-R cos Y*srCy») = cos ^0(y$
Pošto su linije toka prave liniji, linije konstantnog pritiska su koncentricne

i krive normalne na lirdje td<a.Sl. 2.1.12.
x 1 \

Karakteristični sistem jednačina (2.1.102) 
ima tačno rešenje

Y(s) = V Q (S) = const:
x(s)=x{,(Y>)+cos X'0(y5)-s=Rcosy>+s-cos '£0('f>) ; 

y(s)=yv-(y*)+s.sinj^(^=R sinK-s-sin X Q ()°);

P(s) = Pp ('p) + St-s.

• X ' X / 

---------
r  n\
i

/
! \

Sl.2.1.12-
Može se naći funkcija (s) pomoću (2.1.122)

Y(s) H(S)  ̂(x(s)-r)2+y2 (s)

Iz (2.1.121) se zatim. odredjuje polje brzina rješavanjem sledeće diferenci-
jalne jednačine

dir vj ,a\ 1 dh
d~š"" - U  Y ( s )  + F  Ht  ■

Ono ima oblik

^(s) = F  \_ J^s^A-Jg^sj] .
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gđje je

J i = e 0
-  f V ( s ’ )ds 1

s .. (-/^(s')ds')
, J2= J ( - ^ )  e s- d s ".

o
Konstanta A se o d re d ju je  iz  us lova da je

odnosno

tf(s) s=s r
= 0,

A
j 2 (sr )

- w  '
Prema tome. na osnovu dobivenih rezultata se može zakljuciti da 

će oblik pješčanog nasipa. koji bi.se dobio nasipanjem homogenog pijeska na 
kružr.u površinu na čijoj se konturi nalazi "zid" čija se visina mijenja po 
zakonu (2.1.124). biti konus sa vrhomkoji se nalazi na vertikali povučenoj 
kroz tačku A. Imalo je smisla problem postaviti obratno.

Na osnovu dobivenih rešenja mogu se analizirati dva specijalna
slučaja:

1" Ako se rebro rasticanja nalazi na konturi. važi 
r = r. -» R.

A
pa se iz (2.1.125) dobija

cos Ca) = cos -iy- .o 2

31.2.1.11

odnosno

š to  je  oč ig ledno  i  sa S l .  2 . 1 .13-

2? Kada se rebro rasticanja nalazi u centru 

r = rA-» 0,

pa se iz  (2 .1 .1 2 5 ) d o b ija  da je  U)Q= , odno- 

sno da je  dPP (y)/d)P= 0.  š to  z n a č i da je  

Pp (y)=const.

Tečenje plastienog materijala oblika elipse
Tanki sloj plastičnog materijala. konstantne debljine, teče u 

oblasti eliptičnog oblika S(x.y): x2/a2 +y2 /b2 £ 1. Treba odrediti promjenu 
pritiska po konturi. tj. P̂ , (f). da bi rebro rasticanja bila tačka u centru 
elipse (Sl. 2.1.14).



Jednačina elipse u parametarskomk c

X '

— ZC

obliku Je

x = a-co st
( 2 .

y = b-sint.
Veza izmedju ugla V^'i.parametra 
data siedećom relacijom

.u
tg V5 = —  ■ tg t. (2.

Da bi se našla zavisr.ost P̂  = -p , prvo treba naći zavisnost U)Q= tv3Q 
a zatim. integraliti relaciju (2.1.116). Posmatrajući trouglove ANMM; 
(Sl. 2.1.14) dobija se

■̂2- ■ tg = tg (V3-*- UJo- j .

Pošto je -jj-
jt- tg y)+ tg(U) " Z )

t g ( Y - t J - | )  =

(2.

i-tgYtg (u)--?-)
iz relacije (2.1.128) se dobija

tg u)
1+ b2 tg2)P

odnosno

cos uJ (w  - 1>
—  tg t-a-cos t

(2.

( 2 .

p r cos2 t +b2. sin2 t Vu  ^r-tg2 t
gdje je t - parametar odredjen relacijom (2.1.126).

Pošto je _________
d̂i, = dx2+dy2 = ^ a2-cos2 t + b^.sin2 t dt.

iz

dP(V>)
V

, — -tgt.a-cost
SI(|r-1) 3

1

F tg2 1 \j b2.cos2 t +a2. sin2 1

se dobija

odnosno
P(Y>) = Q. b ̂  a2 /b2 - (a2 /b2 -1) • cos2 t + C ,

-  1

W + c.
1 + | r  t g

1.128)

t je

1.127)

(Y>)
AONM

1 . 128)

1-129)

1.130)

P(Y) = Sl-b (2 .1 .1 3 1 )



123-Treba napomenuti da se za a=b iz relacija (2.1.129), odnosno
-i

(2.1.130).dobija da je U)Q= J /2 što znači da je pritisak po kor.turi konstan-
tar..

U slučaju kada se želi dobiti da se rebro rasticarja nalazi u kraj- 
joj tački velike poluose elipse. kao što je to prikazano r.a Sl. 2.1.15, onda

t M. ̂ se. iz trouglova A AMM* .i A NAn ' može do-
biti sledeća zavisnost izmedju uglova

i
4-

'u'
f \ i \\

01 K ,Vi
'k

tgU)0=W  tg^ "
a 1 1

o b sin t (2.1.132)
,a 1 1 ,a2

1+'’b sint" tgy>Q' b2 s 'o

pri čemu je veza izmedjuugla y  i para- 
‘ metra t odredjena relacijom (2.1.117).

U opštem slučaju. kada se tačka A nalazi na proizvoljnom mjestu na 
velikoj poluosi elipse (S1.2.1.16). iz razmatranja trouglova AAMM1 i A  NAN1 
dobija se

1 I
tgU)o =■

y  tgV5- sint
ČL

tgy> (2.1.133)

tg W  tg^b sin t
gdje je sa označena koordinata tačke A (Sl. 2.1.16)

 ̂ ■ ••-• * Na osnovu relacije (2.1.133) mogu se
dobiti zavisnosti U30= ^(jP) za sledeće 
specijalne slučajeve:

c 1? Kada je xft=a iz (2.1.133) se do-
bija relacija (2.1.132);

2? Kada je xfl=0 iz (2.1.133) se do- 
bija relacija (2.1.129);

3* Kada je xA=a=b iz (2.1.133) se 
zaključuje da je U)Q= 'P/2.

4" Kada je x^=0 i a=b na osnovu (2.1.133) se dobija da je 03^=^-, 
što je ranije i dobiveno.

SL.2.').1€.

1.5. HLADNO VALJANJE LIMA
1.5.1. Uvodjenje bicilindričnog sistema koordinata
Krivolinijski ortogonalni koordinatni sistem. Dužina luka. Gradijent, 
Divergencija.
Kod krivolinijskog ortogonalnog koordinatnog sistema (Sl.2.1.17),



koordir.ate linije x , i su međjusobno normalne. a samim tim rnedjusobr.o 
su r.ormaini i bazni vektori e*. e^ i ê .

Dužina elementa luka krive u krivoiir.ij- 
skom koordiratr.om sistemu je

12a

JC 2 (ds)2 = (H1dx1 )* +(H2dx2 )2 +(H^dx^)2 .....(2.1.134)
o __ - -

?K \ ----
e,'

, *r

gdje su Hr H2 i H^ koeficijer.ti prve kvadratne 
forme.

Specijalno, u slučaju Dekartovih i polarr.o-
4.* cilindričnih koordinata je
3L21117 H1=H2=H3=1; x 1=x . x2=y, x3=z: .... (2.1.135)r

odnosno
H1=1. H2=r, H3 = 1; x1=r, x2=f. x3=z. .... (2.1.135 )2

Prema tome, relacija (2.1.13*0. ti sistemima (2.1.135)^ °^lik

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 .... (2.1.136)^
ds2 = dr2 + (rd^)2 + dz2
Gradijent skalarne funkcije ^  u krivolinijskom koordinatnom sistemu, 

saglasno [13"]. i u sistemima (2.1.135) ̂ 2 :'-n,a

g r a d $ r V $ = ^ . | i . ^ +  i 2 ^ ^ 2 ......... (2-1-137)

g r a d $ = 7 < £ = | f - 7 + | | - . ? +6iau T  - ^x + u 9z
x a 7)$ -» 1 -* 7)<Ž> _♦grad $  = = | f  -er + - . ^ e ^ + ^ - . e ^ .

(2.1.138) 1,

Divergencija vektorske funkcije Q  =j (pi'($2'$3$ U jskom
koordinatnom sistemu [131 i u sistemima (2.1.135)  ̂ 2 ^ ima oblik

d i 7 =  T - Č p r l  | ? 1(H2 H3 ,f l , 4 i <H3H^ ) ^ 3 <H1H2 ^ 3 )I - - C2- 1 1 3 9 )

d i v $ , V $ = ± 2 - r (r4 . 1 č)&> d $ z
r + r + 3 z >

.... (2.1.140) 1,2

Jednačine ravnoteže i veze izmedju deformacija i jx»ijeranja 
u krivolinijskom ortogonalnom sistemu koordinata.

Jednačine ravnoteže (1.1.3) u krivolinijskom ortogonalnom sistemu 
koordinata. saglasno £l4], imaju oblik
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;J L < h 2H3 5')1> + ^ ( H 3 H, S 12 > - ^ ( hiH 2 0 3,)*SJ,2 H3 j 

- ^ l r  - * x iH>H2H3= 0:^31 H2 ' ^ J ‘ °22n^  '

• 0 r) O  /~-j c) ̂2
^ l ^  +'^x^ (H1H2 (̂23) + ̂  (H2H3^ 12) + +

u c)Hp .j c)Ho) /o ĉ “i
* ’2 3 - e33Hl ^  - ff11H3^i- “1

9 H1
....  (2.1.141)..• ,<

11 —5 _ T-A «n« n «  n*^ -3^)xn 2 1 2  3
pj

J r  (n,^ 633) -»■ (h2h3S31; (HjH ^ sj)- ^3ih2 '

E23 H1 H  - S'llH2 - 5  - ̂ “l -f^f «■ X3H1H2H3= °-

gdje su - komponente tenzora napona

- zapreminske sile.

Speeijalno se iz (2.1.142)., 2 mogu dobiti jednačine ravnoteže u 
bilo kom iz razmatranih koordinatnih sistema, pa i jednačine (1.1.3)-

Kada se radi 0 ravnom stanju deformacija

/ s „ 0 ^13^

0 ^22 0
1

.... (2.1.142)

V^31 0 ^33

jednačine (2.1.141) imaju oblik

/c)(H3 £ 11) ^(^1 ^ l ^  fJ c)H1 £  ^ 3
+ ^ x3 + 31^ x3 ~  33^ X1 =

^ (h i^ 33 ) '^(H^G’̂.,) ^ H3 £  *c)Hi
Q  x3 'c)x 1 31 c)xi 11r3x3

(2.1.143)

U slučaju polarno-cilindričnog sistema koordinata. predhodne jednačine postaju

■3Sr 1 'dtlp6r - S V : n.
r * ~ 7  •

. r> f* n (> . . . . .  (2 .1 .14*,
i_ t ) oL< r>  + 2  L i y > . 0 
r Q )o  Q r

Veze izmedju deformacija i pomjeranja u krivolini jskorr. ortogcr.al- 
r .o m  koordinatnom sistesnu D-1 su
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c 1 2*1 ^2 ć)H1 Ć)H1
^11 <)*! H1H2 ć) x2 HiH3 D  x3

•

1 7)u2 ^3 7)H2 U 1 7)^2 .
£12 ■ ? x2 ' H2H3" ^ x3 h2Hi c)x i

1 č) u3 U 1 7)H3 ^2 2H3
■ £33 "Dx3 HiHr 7)X1 h3h2 ? x2 #

-

c 1 1 9 ^ 2 1 u i 'ĐH-, U2 7)H2l
M2 = ? H 1C>X1 * ć)x2 H1H2 -Dx, j •

c 1 1 H U3 1 '3u2 U2 D H2 U3 7)^1
2̂3 = 7 H2ć)x2 * ”7 ć)x3 H2H3 "9 x3 «2«3 9 x2-

p 1 1 Ou, 1 ^3 7)^ U 1 3 H,1
C31 ? T7J' TJlćJ ' *7 ć)x1 S H1 7)xi H3H1 7)x3 J

V4(i=1 2.3) - pomjeranja

(2.1.145;

£. j_j(i ■ j = 1 *2,3) - komponente tenzora deformacije.

Jednačine kojima se povezuju komponente tenzora brzine deformacije (0*„) 
sa brzinama (0\) su analogne jednačinama (2.1.145).

U slučaju ravnog stanja deformacije tenzor deformacije je

ft11 0
0 0 0 .

VEii 0 €33/

pa se jednačine (2.1.145) svode na

c , ^3 7)Ht
C1 ' ^  7)x t 1 H1H3 c)x3

^2 =
1 U1 7)H3

H3 ■'D H3 1 H ^ V0*7 ’
1
7 . S ' v

1 ^ 3  'h '&s 
a xi ' TpT'-a xi

.... (2.1.146)

....  (2.1.147)

^l ^ Hll
V l  3 x3 /

Predhodna relacija u koordinatnim sistemima (2.1.135). - ima oblik

e 3  .
c x 7Tx •

7)U
p -  2 .
Cz -  ^  •

j .
^XZ ■ ^  z + D  x ‘

e . ^ Ur .
c r ” 75T ’

*  _7>uz .
Cz -  Q z ’ •$

*
N II + — 

* 5 *

V....  (2.1.148),



Bicilindricni sistem koordinata
*27.

Kao što znamo ['15'] pri rešavanju problema kod kojih se pojavljuju 
r.ekoncentrične kružnice obično je pogodno koristiti tzv. bipolarne koordir.a- 
te. koje se uvode pomoću funkcije kompleksne promjenljive oblika

z - f(jf) = i-a-cth-^-jf = x+iz, «  ̂ ....  (2.1.149)

gdje je z=x+iz - kompleksan broj u ravni u kojoj je x - realna. a iz - ima- 
ginarna osa.

<X - proizvoljna. data, konstanta
£  - kompleksan broj u ravni u kojoj je realna. a i^ - imagi- 

narna osa. tj.

r=y ^ (2.1.150)

Prema tome, relacijom (2.1.149) je definisano preslikavanje kojim se svakom 
kompleksnom broju z iz ravni (x,i-y) pridružuje kompleksan broj Ž iz ravni

Pošto je 
1
7cth ■!■ f =

z *  ee + e 

e - e

(2.1.151)

relacija (2.1.150) dobija oblik

*= ( n  I+ i“z-ia
A3-

(2.1.152)

Veličina z+-ia iz (2.1.152) 
je duž koja spaja tačku (-ia) 
sa tačkom z (Sl.2.1.18). Kom- 
pleksan broj z+ia se tnože napi- 
sati i u obliku

ieiz+ia^r^. e (a)

gdje je 9 - ugao koji poteg
zaklapa sa osom x.

Analogno predhodnom, za 
kompleksan broj z-io^važi

2 - i a = r 2-e 2..(b)
Zamjenom (a) i (b) u (2.1.152), uz korištenje relacije (2.1.151). dobija se

V * > T  ■

)= 9r  92
....  (2.1.153)



123.
Ma osnovu predhodne relacije i sl. 2.1.18 može se uočiti geometrijski smisao 
novouvedenih koordinata ^  i ^ . Koordinata ^ je ugao izmedju duži koje spa- 
jaju "polove" (~iQ) i (+ici) sa proizvoljno uočer.om tačkom z . Ovaj ugao je po- 
zitivar. kada se tačka z nalazi desno od ./ertikalne ose z a r.egativan je kaaa 
se tačka z r.alazi lijevo od ose z. Isto tako se može zaključiti da se sa fami- 
lije krivih ^ =const. polovi vide pod istim uglom. Krive £ =const. predstav- 
ljaju familije krivih sa osobinom da je za tačke sa njim odnos potega r^ i r^ 
konstantan.

Imajući u vidu relacije (2.1.150). (2.1.151) i (2.1.152) odnosno 
(2.1.153). rnožemo dobiti sledeću zavisnost izmedju Dekartovih koordinata x i z 
i bipolarr.ih koordirata M

a-sin X . a-'s*1 V

odnosno
x = ch^- icoŝ  ’ Z ” sh^- cos^ (2.1.154)

) = 7 4
(x-ia) +z 
(x+ia)2+z2

(2.1.155)
2 2 

v _ 1 p x +(z^a)
) " ?  t-n 2 / .2x +(z-a)‘

Dodavanjem još jedne koordinatne ose y=9? sa bipolarnih koordinata se prelazi 
na tzv. bicilindrične koordinate.

Pri transformaciji Dekartovih koordinata u bipolarne. i obratno, 
treba imati u vidu da važe sledeće relacije

i 1 , iot -io£,. j 1 / i^i<^\ •sin oi = -g (e -e ). cos o( = -g (e +e ) ̂
.... (2.1.156)

sJn oi = (e' -e-̂ ) chc{= ^ (ecVe •

Koordinatne površi

Ako je y = y o=const.. na osnovu (2.1.155), važi

x2 -z2 -(2ia.)x+(ia)2 = ̂ (x2 +z2+2iax+(ia)2 J ê f°,
odnosno ov.

1+e2^°x2+z2-2iax . ---— —  +(ia)z = 0.
l-e2 ro

Iz (2.1.156) je
, _2i^oL+e

Pa je
(x2-actg ^ 0 )2 +z2 =a2 (c.tg ̂  o+1). (2.1.157)



Prema tome. Koordir.atr.a povrs ^ y  =oor.st. je rravi ieruir.i viiir 
dar oija osa presijeca osu x u tački udaljer.oj od koordiratr.og početka za 
&-cco Poluprečr.ik cilir.dra se odredjuje iz

r-_o = a2 (ctg"'5jQ+1)- .... .P.i.i

Ako je ^ = 'fj o=const.. koordir.atr.a površ je ravar. paralelr.a ravr.l

Na kraju. ako je V S c  ̂const., r.a osr.ovu (2.1.155), je 

x2 +z2 +2oz-ra- = (x2 +zz -2az+a2 )e _
2i

x02.

odr.osr.o
x2 +z2 +2az

l-e
Q2 =0.

Iz (2 .1 .156) je  

1+e
2,

1-e (°
= - cth ^ o ’

pa je
x2+(z-acth > ) =a2 (cth > -1). (2.1.159)V  =a2(cthto
Dakle. koordir.atr.a površ ^ = ̂ o=const., je pravi kružni cilindar 

čija osa presijeca osu z u tački udaljenoj od koordinatnog početka za a-cth^ 
Poluprečnik cilindra se odredjuje iz

2R V  a’(cth$o -1)-

V*

.... (2.1.160)

Wra 1 ! a inl
■ 

I 

«o 6 I 7 i 8 | 0~1O 0,60U  ! 4,551 -i.&f i,79j(.?S(2iO?|i.2oj

-tonsi.
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Prema come. siotem oioiiir.drLčnih koordir.ata se sastoji od dvije 
farnilije cilindara koje imaju osobir.u da su medjusobno ortogonalr.e. U ravr.i 
0:<2 (bipolarr.e koordir.ate (Sl.2.1.19)) postoje. dakle. dvije ramilije kruz- 
r.i?a i ^ Q od kojih kružr.ics \ imaju osobiru -a u'-ijek prolaze kroz 
ivije tačke A(0. +a) i 3(0. -&) koje se nazivaju polovima i po kojima je razma- 
trar.i sistem koordinata i dobio ime.

Iz bipolarr.ih (3-P) koordir.ata se. pored bicilirdričr.ih. mogu dobi- 
ti još i £l3~] toroidalr.e (rotaeijom kružnica oko ose x-x) i orostorr.e bipo- 
iarr.e koordir.ate (rotacijom kružnica oko ose z-z).

Prikazivnje r.ekih ranije datih relacija u bieilindričnom 
sistemu koordir.ata

Koefici jer.ti prve kvadratr.e forme , Ĥ , H^. za slueaj bicilindrič- 
r.og (B-C) sistema koordinata. dati su sledećim relaeijama [13]

H1=H3=C( 'F.lj ); H2=1. .... (2.1.161)
gdje je

£2('T't) = ----^ ------ —  . .... (2.1.162)
' (ch^ -cos ̂  )

Na osnovu (2.1.161) i (2.1.134). relacije (2.1.137) i (2.1.140) imaju izgled

ds2=C (d^ +d ̂  )+do^ ;

1 ,9$ -  0 $  , 9 $  -V $ = gr a d $ =  ' )
* 1 '7 ’

= + 3 _ 4 _ ;
7  2 V  7 > y  W

div$ = i. ■ ) - 3 (c4 ) ] ^
c' L d ) >  ̂ T J 0?

(2.1.163)

(2.1.164)

(2.1.165)

(2.1 .166)

Jednačine ravnoteže (2.1.143), prikazane u B-C sistemu koordinata, su 

9  . _ / ■ * .  9  ._ 7" . 7 “ 0C C. 9 C-S_ (t-Ce) -  J L
05 f S-J

= 0 ;

odrosno, poslije diferenciranja

^  ^  > f = 0.
(2 .1 .1 6 7 )



’.'eze izmedju brzir.a defcr’maci ja i brzir.a čestica. prema (2. i. 7̂). u - -. siz- 
ternu koordir.ata su

1.5.2. Definisanje problema. Konstrukcija 
koordinatr.e mreže.

Defir.isanje problema

Sloj metala (Sl. 2.1.20) početne debljine hQ i širine b valja se 
izmedju dva apsolutno kruta valjka istih poluprečnika R i rastojanja izmedju 
osa 2L. pri čemu se obrazuje zona kontakta ^ . Neka je sloj tanak 0ao<$C i ) i 
reka je dužina zone kontakta mnogo manja od širine materijala b ( b). Pozna
ta je ugaona brzina obrtanja valjaka U) .

Do sada poznata rješenja problema valjanja tankog metalnog sloja, 
po teoriji Prandtl-Nadai-Iljušina. dobivena su aproksimacijom funkcije h=h(x) 
(steper.astom £2^. linearnom £6"] ili nekom drugom funkcijom), što utiče na nji- 
hovu tačnost. S druge strane. na tačnost utiče i nepogoni Dekartov koordinatni 
sistem jer otežava postavljanje tačnih graničnih uslova (npr. koristi se da je

=RCi)).
U daljem radu če se problem valjanja tankog lima rešavati u bipo-

larnom(B-P) sistemu koordinata.
\

SL2A20



Na osr.ovu postavljenih uslova proizilazi da se radi o ravron soa- 
scar.ju brzir.a deformacija. što znači da u nekom proizvoljr.om poprećrom 
cresjeKu. koji je dovoljr.o uđaljsr. od krajeva. a u r.jegovoj oroizvoljr.oj tać- 
.•:i, Dostoje sledeće komponente tenzora napona koje su različite od r.ule

^  . pri čemu je = 1/2( ). Od r.ule su različite siedeće
kompor.ente tenzora brzine deformacija ' ^ sirT

Koristrukcija koordinatne mreže
Familija kružnica y=const (2.1.159) u potpur.osti je odredjena 

ako je poznata veličir.a a (Sl. 2.1.20). Tada se. zadavanjem raznih vrijedno- 
sti promjer.ljivoj ^ mogu. prema (2.1.160). izračur.avati vrijedr.osti polu- 
prečrika a samim tim i konstruisati kružnice iz familije. Zr.ajući vrijednost
ooluprečr.ika valjaka R može se odrediti vrijednost promjenljive V  za kružni-

‘ > '
cu koja prolazi kroz tačke A i B tj. ) AB (Sl. 2.1.20).

Veličir.a a se odredjuje iz relacije (2.1.159) i činjenice da kružni- 
ci *5= AB pripada tačka B(O.L-R). gdje je R poluprečnik kružnice "SaB. Iz 
(2.1.059) i (2.1.160) se dobija

R2 = (L-R-a-cth)AB)2 ; .... U )

R2 = a M cth  "5ab2-1 ) .  .........  (b )

Relacija (a) se može napisati u obliku

cth *3 AB = -. .... (°)'  a
Zamjenom (c) u (b) dobija se

a =  Hl'-rL  • . (2.1.169)

odnosno, iz (c) ili (a):

" ÂB = arcth —  .   (2.1.170)a.
Familija kružnica 1 =const je. za različite vrijednosti promjen- 

ljive ^ . u potpunosti odredjena ako su poznati poluprečnici kružnica R^ i 
položaj centara kružnica na osi x tj. xq. Ove veličine se odredjuju na osnovu 
(2.1.158). Za konstruisanje kružnice ^ =const., koja prolazi kroz taeku A, 
tj. ^ ^ (Sl. 2.1.20). neophodno je prvo odrediti x koordinatu tačke A tj. 
x. jer ie z.=h /2. Koordinata x. se odredjuje iz činjenice da tačka A pri- 
pada već odredjenoj kružnici Dakle iz (2.1.159) je

h . g 2
XA + ("̂  “ acth >AB) = R •

Imajući u vidu (2.1.169) i (2.1.170) dobija se



3
: Jv':; ;< . z . Dricada i -:ruzri_’in M
Jotija _z

>; = . yri.,eur. jjr. or-orrj

>. = arcth XA +;ho‘2) 
?a x. 2.1.

Za ovako radjer.o ^  iako se. iz (2.1.157) i (2.1.153). odredjuju vrijedrost 
O'-luDrečr.ika ? > . i koordirata centra kružr.ice ^ - 7.. na osi x. tj. :< 'r n ' ' rt i v r T -i ; * *

= a- vctg2 5 A+ i). ...  (2.1.17
= a-ctg . .... (2.1.17^)xc! i A'

Ostaie kružr.ice iz fanilije ^ = ̂ o=cor.st. . crtaju se na taj r.ačin što se za- 
daju vrijedr.osti pronjer.ljivoj iz ir.tervala , a zatim se r.alaze 
odgovarajući ooluprečnici Rv i koordir.ate centra x prema sledećim relaci-
jama

xc a -c t g ^  .
(2 .1 .1 7 5 )

Rv = a- (ctg2^ +1).

Prema tome, relacijama (2.1.169-175) je definisan algoritam kor-
struisar.ja mreže u bicilir.dričrom. oanosr.o bipoiarnom. sistemu koordir.ata.
ako su pozr.ate ulazr.e veličine R.L.h .o

U daljem radu će se postavljeni problem valjar.ja metalr.og lima 
rešavati u bipolarr.om (B-P) koordinatr.cm sistemu. sa ciljem odredjivanja po- 
lja napora i polja brzir.a.

1.5.3- Postavka polaznih jednačina

S obzirom da se radi o ravnom star.ju brzina đeformacija (2.1. 1L6) 
to su od r.ule različite sledeče komponer.te ter.zora r.apona

gdje su:

P + S y  :
J*T = P *V Sn  :sv 2  )=P ■+ 2  (ŝ  + ŝ )=P + Sô  .

V  s'\ ' s 7 1 '- komponente devijatora

( 2 . 1.1761

p - sredr.ji hidrostatički pritisak. i važi

S,
X 2 (S ̂  + S^ );

r i , ~  mP = -U= - -J ( +0^ +'11£rJ . +\3V )
i. !771

UJ



Lraj'jći u viiu ia 4e

£ + O  +  O  T f = 0.

H3 OSIi^/U v. 2 - 1 - 1 7 i ) 50  J O b i . ja

.3 n - 0:

S w = -  s r = s.
s >

Označavajući
T.

nepoznate kompor.er.te cenzora napor.a se mogu r.apisati kao 

^  = p + S;
■o

1. ’7:

(2.1.179)

OY - P S \ (2 .1 .130)

V  '•
što znači da treba odrediti veličir.e p. S i T.

Na osnovu predhodr.ih relacija jednačine ravr.oceže (2.1.167) imaju
o b lik

Pošto je

vazi

c)(p+S) 0 T 0 ZnC oc dtrX, OT n.
* s r + 2S1 2T-°-

7)(p -S ) ^T 'dlnC f OON d trA  n
5^ * ('2S) o T  T '

2 -Čr.C = -£nC2 .

O p  c?S 9 T  d t r A „  dPn Č T,
(2 .1 .181)

3 p QS ^ T  0  čr.C 0 9 €r.C2 T
■ ^  = " ^ + 9 š  w  + ' W _ '“

Iz predhodnih jednačina se eliminacijom pritiska p može dobiti jedna jedna- 
čina sa r.epoznatom S i T. Pošto je

.... (2 .1.182)2 l 2  = 212 
^ ' s  959$

to diferer.eiranjem prve jednačine iz (2.1.181) po ^ a druge po ^  i oduzirr.a- 
njem druge od prve dobija se

2 - a
c)2 S 9 2T,^j2ienC_ „ ^

~  ̂■-»- 2 “ 2 ^ ' •>- 2 ' 1
9 2 ̂ nC2

+ _W s - ^ 2
senc2 9S

3s 6fnC2 ^ T = 0
9 S

*5



odnosro
o 9 23 , Q 2T d2T % '3T1 c/Čr.cV C/S d T i

v p s  ' V  ' + j ^  + ^  j +

. 2 i W  2S r = 0........................ <2 . 1 . 133)
cv^ L "l J

TJslov tečenja idealno-plastičnog materijala u oblilcu Huber-Mizesa 
(1.1.84), imajući u vidu (1.1.19), (2.1.178) i (2.1.179). je "

135.

S2 + T2 = T* . ....  (2.1.184)

Prema tome. veličine S i T se odredjuju iz (2.1.183) i (2.1.184), p iz (2.1.181) 
a komponente tenzora napona 9^ , i iz (2.1.180)

Pri izvodjenju neophodnih relacija za odredjivanje polja brzina, 
takodja treba znati da se radi o ravnom stanju brzina deformaeije, što znači Ha 
da su komponente tenzora brzine deLormacije , i V l  različite od nule 
dok su ostale jednake nuli. Ove komponente se, na osnovu (2.1.168), izražavaju 
prsko brzina čestice (Ĵ  i . Jednačine koje stoje na raspolaganju, za odre- 
djivanje i (Ĵ  , su jednačina nestišljivosti plastičnog materijala

+ (T̂ y = 0. .... (2.1.185)

i jednačina koja se dobija iz (1.2.24)

, d »  . . V  .... (2.1 .186)
T 2S S -S S

■Jdje je 0"- srednja brzina deformacije (1.1.61). EVedhodne dvije relacije se, 
na osnovu (2 .1.168), mogu napisati u sledećem obliku

odnosno

1 aoj 
* ^

1
e

1
r

c)C .c
*3T°5

c) C .r

1 9(J* 1 0C
+ c • ^ 5 + F

1
T

00* . JL j£cTv
c2 9 ^  S

1
r (4^i

9^ T  c2 9}

90;
+
30V90* 30V . 9 € nC ,r 9 ČnC j

9(f$ 9U* 9  6nC .r 0 f  nC X
9 \  + 9 \  " " 9 Y "  f  5

s
T

=0;

S
T

( 2 . 1 . 1 8 7 )

( 2 . 1 . 188)

d ̂ nC 1
T  ‘ d c -

jer je



Odredjivanje polja napona

Odred jivar, je fur.kcija S=S( 5 . 'c ). T= i (  ̂ 1 ?=?( č > r >> ccr.̂ sr.o
kompor.erata ter.zora rapor.a . tyr t . se v p s l. ><ao cto je rar.i - reeer.o 
rješavar.je.Ti jeor.ačina <2.1.183) i (2.1.134). U torrr cilju ce 39 fur.koije 
S=S(^  ̂)*i T=T<^ ) preapostaviti u obiiku

S = ir sir. $  C? >\ ):T ’ ’ .... (2.1.189)
T = ■ cos <5 ( ̂  .'i ).

čime je jedr.ačir.a (2.1.184) zadovoljer.a. <j) (^.^) J- reka proizvoljr.a, za sada. 
r.eodredjera r'ur.kcija. Odredjuje se iz (2.1.183) kada se uzrte u obzir (2.1.189). 
Pošto je

a s  x  ds  jc c)$
sr ’

1)T . X 3 $  • A  3 $; —  = sir.f -  ;

?1t = -oos$.(M , i- Slll$ ? * f  ,

?)2T
3r
Č)2S
3 ^ T

a r
(2.1.190)

= - cos

= - sir.

$ (§f>2 - sin§ :
Îf- 3 ^ 1  '

jedr.ačir.a (2.1.183) se može napisati u obliku

3fnC2 i 3 $  3€r.C2 , 3 , 3 $  ser.c2 ,
— =—(*—-----—  4 ------------ ) -  --------- l -----—- 4- --------------- )+  ------1------------1- ---------------) +L ĐTf 3̂  3̂  0̂  ^ 7>$ 3̂ 3̂
+ ?_(- ^ r‘c2 ) sin§ + .... (2.1.191)

\d§, 0 #  o e r c ^  . 3 č n C S  'S , 3 $  Đ^r.CS
~ w ~  :' § r ^ r

3 _  , g e n € a, 1 cos$ = 0.
3^ '0>5 ^  -I T

Jednačine (2.1.184). na osnovu (2.1.189), postaju

c)čnC2o P p $  g e n c ^  T , {
^  -  (w  ° r  ^

) S;
(2.1.192)

tp _ 3$ 3fn<? , T . ,2Ž . 2lS*? ) S
5 f "  ••3$ f'J

Iz (2.1.191) se vidi da se funkcija $  (^•^) oo'oija rešavarjem jedraeir.a 

5 $  ( 0  enC2 _ Q.
3$ + 3T ’ ....  <2.1.193)9T

_ 2 A  + '3_fjl£2 = o. 
^  3^



Na ,'srovu predhodr.ih jedraćira. Lz {?. 1.192' se dobi ja

rostj je
p. W = P3=oor.st.

0 ĆrC2  ̂ 4 ■ A-
a' + b"

0fr.C3 _ Zi B -e*M ^  : 
A + B

I 0 • 1 ii.

gdje je A=e^-cos"r . 3=sint , rešenje jeđračira (2.1.193) je

'P 11 'V =  ̂-arctg ( e^ c°3*) - 2^ . 2 $ 0 .
1

(2.1.195)

gaje je (|> kor.stanta.

Na osr.ovu (2.1.189) je 

S = 'Tt sin(^(£ . y ).

T = ^ r cos<j)q ).

Kompor.ente tenzora napona ^  i , na osnovu (2.1.176),
(2.1.199) i (2.1.196), su

pQ TTt sin<j>:

^ =  PQ - t~T sinCf:

^  PQ ;

(2.1.196)

(2.1.197)

^  = (C'T cos <£).

Glavni pravci napona se, imajući u vidu (2.1.197), odredjuju iz

gdje je 

pa je

tg 2 ¥> = - 2 = ctg = ctg 2 ̂  .

$ 1  = = 2 arctg (-e--riEf?- )

7 =  - . ^ ( 0 , i i , i 2  ...).

. . . . .  (2 . 1 . 198)

....  (2.1.199)

Zadavanjem vrijedr.osti za ^  i mogu se r.acrtati familije 
^^= ^  = cor.st. Naime. označavajući ^  ̂ =const=C. iz (2.1.193) se dooija

V  « u [ tg X -C+^o
o tg i l ’ ....  (2.1.200)

jedr.ačina krive (j) ̂ =const. Na osr.ovu (2.1.199) se zatim mogu naci lir.ije 
glavnih napona.



1b ?sr ovu .1.1071 -1je ~?sko izračuriti 1 ‘.jVoit e :ile *>r*
L ;r^ .• i'iateri iala. /.

1 'O *” ta - 1 fVl , 9 _ 91)

•. uf 7;.;
>
i
i

6 t r r r  
?
r r

-3 ' 'Ao

■Ti\ \ 7

= 0 i . *
V

r

•v. -5
F< = b

J5ird; ■
h

- ) “ ,* /•i. z 1. gdje je b širina materijala
valja.

1.5.5". Odredjivanje polja brzina

Jedr.ačir.a restišljivosti materijala (2.1.187) se može napisati
obliku

/—v 'r'\
)+ 7^r(C-v5»)=0. ....

d\  ? d>) '
i zadovol iera je ako se uvede funkcija V  ) ra sledeći način

I V . .
^  ’ .........
9 Y

c-'Ĵ  =

C- 0). = -

( 2.1

( 2 . 1

U com slučaju jednačina (2 .1.188) dobija oblik 

'd č r.C2 9  fr.C2 9 V  . 9 2V
^  9^ 3^ Vfdf

Q g n c 2 9 Y   ̂9  6r.c2 9 ?  9 «?
' 9 5  ’ 9y + 3^ df Đ f

s
T ’

odnosno, imajući u vidu (2.1.193), je

9 ^  9 Y  9 $  9 V  + 2 
^  ‘ 5^ ' d) + a p j

= 7 =  tg$  = Ctg^)
(2 .

M . IV - 9 > Ž  91Y_ 9iv_9T + č>t ^ 9r
Predhodna jednačina se može napisati i u sledećem obliku

o r  3 V  0 ? 3T 81

»)

i se

i u

.202)

.203)

.201 )

1 .204)

(2. 1.205)



ili 139.
+ ap? = f.

22 dy
...........  ( 2 . 1 . 206 )

11 dy  12 d w

gdjs su: an = 1, a12=ctg([j. a22=-1, 
a12=ctg$.

^22~—^1
f . . 3 J . . » , 3 i . i V .  i a i . s v

3} 3T 3J V  3? 3$
Jedračina (1.2.206) je kvazilinearna parcijalno diferencijalna jednačina dru- 
gog reda \j3\ hiperboličr.og tipa jer je a -| ia22-a12 ̂ 0' Njena karakteristična 
jednačina je

.... (2.1.207)

d<Jf d Vct g < f > i ^ . ^ .  
Y  d) c);

odnosno
...  (2 .1.208)

Familije krivih koje se dobijaju rešavanjem predhodne jednačine su karakteri- 
stike (karakteristične linije) polazne jednačine (1.2.206). Rešavanjem jedna- 
čine (1.2.208) dobija se

dy cos 2^^- 1

(^ 1 / 2 S s i n 2 4>1 ’
odnosno

(± L )
d- ) $ 1 (2.1.209)

(̂ - > 2 = - * * § 1  -- -

Pošto je

(-*-) ■ = -1. ....  (2.1.210)
1  1 2

znači da se radi o dvije familije ortogonalnih krivih.

Integraljenjem jednačina (2.1.209) dobijaju se familije karakteri- 
stika. S obzirom na složenost funkcije $  ) najvjerovatnije je da se
rešavanje pomenutih jednačina može izvršiti jedino numeričkim putem, što zna- 
či da se dalja primjena metoda karakteristika, tj. odredjivanje prvih izvoda 
funkcije po karakteristikama (iz 2.1.103 se vidi da su to brzine (Jt ivlj- ), 
svodi na numeričku realizaciju ovoga metoda.



2. PROBLEM DINAMIČKOG OPTEREĆENJA VISKO-ELASTIĆNOG
ŠUPLJEG CILINDRA PRI NEHOMOGENOM TEMPERATURNOM POLJU.

■ un

IL 2.2 1.

2.1. POSTAVKA PROBLEMA

Debeli dugažki cilindar od linearno-visko-elastičr.og rnaterijala spo-
ljašnjeg poluprečnika b i unutrašnjeg poluprečr.ika CL prcrajenljivog tokom vre-
mena (raste od vrijedrosti do veličine b. tj. ct0<a(t)^b), nalazi se pod
dejstvom promjenljivog unutrašnjeg pritiska p(t). Sa svoje spoljašnje strar.e

cilindar je obložen elastičnom ljuskom kao
što je to prikazano ra Sl. 2.2.1. Elastične

| karakteristike materijala ljuske E - moduo
„ *elasticnosti i^  - Poasonov koeficijent su 

poznate veličine. Predpostavlja se da je 
temperaturno polje u kojem se nalazi ci- 
lindar zadano i da temperatura zavisi od 
tekućeg radijusa - r i vremena - t, tj. 
T=T(r.t). Ova predpostavka označava da se 
zanemaruje toplota koja se oslobadja defor- 
misanjem materijala. što sa druge strane 
znači da će se razmatrati tzv. nevezani 
(nemiješani) problem linearne termo-visko- 
elastičnosti £l 6̂ ]. Iz predhodnog teksta se 

može zaključiti da razmatrani problem pripada klasi osnosimetričnih problema 
ravnog stanja deformacija. pa će biti usvojen polarno-cilindrični koordinatni 
sistem (r, y\z). Sa U^. i će se označiti pomjeranja proizvoljno uočene 
tačke u pravcu koordinatnih osa. Saglasno Nejmanovoj hipotezi |j T\ relativr.im 
izduženjima od opterećenja treba dodati relativna izduženja od temperature, ob- 
lika

d - AT(r.t). ....  (2.2.1)
pri čemu je =0 za pa Košijeve relacije koje povezuju deformacije i
pomjeranja za slučaj osnosimetričnog ravnog problema deformacija imaju, sagla- 
sno (2.1.145) i (2.1.135)., ili [17] , oblik

f r = = | i . i 4 T ( r . t ) i

[Kr.tJ-Tj = L 4 4 T ( r . t ) i

6Z = o + 6 t [ j ( r , t )_tJJ = c i - A T ( r . t ) ,

gdje je U.BU,- pomjeranje u pravcu radijusa
o( - koeficijent linearnog širenja materijala

početna temperatura koja se smatra konstantnom.

(2.2.2)



U slučaju osrosimetrićras; ravros; star ja leformaoija od rule su
razlicite kompor.er.te tenzora napona , G\o i G i or.e r.e zavise od promjer.-r z
ljive r pa se jednačir.e kretanja oblika (2.1.141) _ 0 svode r.a samo jedr.u
jedr.ačir.u

• 0<>r S r- K
'd r = .... (2.2.3J

gdje je (g - gustir.a materijala cilir.dra 
u. - ubrzar.je.

Veze izmedju r.apona i deformacija u slučaju lir.earr.o visko-elasti 
čnog materijala odredjene su relacijama (1.2.64-67), odr.osr.o (1.2.170-171)

t
S^j^r. t ) = 2g | 3 ij(r.t)-f Rjt-'l,T(r,t)] ^.^(r.tJdTj ;

o

S ( r f t ) = K U ( ( r . t ) - J fc R ^ t - f . T t r . t j ] - 0 ( r . t ) d tt j

.... (2.2.4)

ili

Sij(r,t)= j'rCt-t.T(r,t)] d3..(r,t); 
° t

S'(r.t) = /rTt-tj^r.t)] d0(r.t).
.... (2.2.5)

Granični uslovi razmatrar.og problema se izražavaju u naponima 

^ r|r=a(t) = _p(t)

r=b
- q(t) = (Sr)

(2.2.6),

r=b
j ^  vgdje je ($y) - radijalna komponenta napona u elasticnoj metalnoj ljusci

q(t) - pritisak na površini kontakta izmedju cilir.dra i ljuske. Taj 
pritisak je nepoznat i odredjuje se iz uslova slaganja defor- 
macija’cilindra i cilindrične ljuske

u L b  = 4 = b , ....  (2.2.7)

gdje je U. - pomjeranje uočene tačke elastiČne ljuske.

2.2. KRATAK PRIKAZ PROBLEMA

Problem ponašanja visko-elastičnog cilindra sa promjenljivom 
ur.utrašnjom granicom. obloženog sa elastičr.om ljuskom, pod dejstvom ur.utraš- 
r.jeg promjenljivog pritiska. bio je predmet interesovanja i istraživar.ja mr.o- 
gih autora, prije svega zbog svoje ir.teresantr.osti i značaja za savremer.u



"o r,r? f " ' r r̂ r,^ . k 3 , i ' t- ’i ' ] f  ^ r  r̂’ r  / n p , 7 ^ *"- '̂.*r ^  ̂ .~*a - ‘i.D n  i * ; .

r.je ovrstog goriva, crar.sport oijsvi ođ vislco-elastićnog r.atenjala

U vezi sa predhodrirn posto.ji i rrr.ogo razr.ih puteva i rr.etcda re- 
šavarja oroble-na posebro u r.jegovoj kvaz.istatićkoj oostavoi. Uor. J6j. .1?, .
[18 j. [19].. JZo] . [2V- Sz]- 5SJ. [24]. 25]. [26]. J7] , j8J. Autori raaova

i rČT] su razviai metod numerićtce integracije dobi jer.ih- jedr.aćira i r.ii- 
me riješiii problem za slučaj opštih svojstava materijala r.a smicarje i za 
slučaj proizvoljr.o promjer.ljivog pritiska i grar.ice. Drugi metod rešavar.ja 
proolema cilir.dra sa pokretr.om granicom. u kvazistatićkoj postavci ,dao je 
Seperi [2A] - Ideja metoda se sastoji u zamjer.i tijela sa promjer.ljivom gra- 
nicom. tijelom r.epromjer.ljive grar.ice, ali je opterećeno promjenijivim fik- 
tivr.im pritiskom. U radovima [29] i [3o] se razmatra kvazistatički problem 
uzimanje u obzir temperaturr.og polja.

Za razliku od kvazistatičkog. problem dir.amičkog ponašanja viskc- 
elastičr.og cilir.dra obložerog sa elastičnom ljuskomjSa promjenljivom unutraš- 
njom granicom i sa zadanim promjer.ljivim unutrašnjim pritiskom nije još uvi- 
jek dovoljno proučen u literaturi. Uzrok tome je u cir.jenici da matematičke 
metode. za rešavanje takve klase problema. još r.ijesu dovoljno razvijer.e. ?o- 
zr.ata rešer.ja [>2], [5ć]. [34]. [35], [36], su ograr.ičena činjenicom da
su dobivena za slučaj r.estišijivog materijala cilindra. Korišten je, naravno, 
približan metod rešavar.ja. U radu [350 Je razmatrani problem rešavan kada r.e 
postoje elastičr.e ljuske i dobiveno '’ešenje se sastoji od zbira kvazistatič- 
kog rešenja i fur.kcije koja ustvari predstavlja dinamičko odstupanje od kva- 
zistatičr.og rešer.ja. Slučaj dinamičkog opterećenja šupljeg cilir.dra cd neli- 
r.earr.o visko-elastičr.og materijala sa unutrašnjim i spoljašr.jim pritiskom 
razmotrer. je u radu &<!]• Materijal je smatrar. r.estišljivim, a veza izmedju 
r.apona i deformacija je uzeta u obliku koji je predložen u radu . Dobi- 
ver.a r.elir.earr.a jedr.aČina se rešava metodom postupr.og približavarija čija je 
konverger.ci ja i dokazana. U radovima [3 5] .[36] razmatran je problem dimmičkog 
por.ašanja cilindra od linearr.o i nelinearno visko-elastičnog materijala sa 
sporo promjer.ljivom ur.utrašnjom granicom. Usvojena predpostavka o sporo pro- 
mjenljivoj unutrašnjoj granici se pokazala pogodr.om za primjenu metoda usređ- 
r.javar.ja. U radu IMG je predložena nova matematička procedura rešavanja 
integro-diferencijalr.ih jednačina koje se sreću kod dinamičkih problema visK~- 
elastičr.osti. a zatim se primjer.juje za rešavanje problema oscilacija visko- 
elastiČnog cilindra obloženog sa elastičnom ljuskom i opterećenog ur.utraš- 
njim pritiskom koji se. kao i unutrašnja granica. tokom -'remena miienja. za 
slućajeve iinearnog i nelir.earnog visko-elastičnog materijala.
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U daljem tekstu će biti predložen metod za rešavar.je rar.ije postav- 

ljenog problema o dinamičkom ponašanju šupljeg cilir.dra od Lir.earno visKo- 
elastičr.og materijala. obloženog sa elastičnom ljuskom uz prisustvo pozr.atog 
r.ehomogenog i nestacionarnog temperaturnog polja. Ur.utrašnji pritisak i ur.u- 
trašnja grpnica se tokom vremena mijenjaju.

2.3. METOD RESAVANJA

2.3-1- Svodjenje polaznog problema na dinamičkl problem

Kompor.ente devijatora napor.a S^. komponente devijatora deformacije 
9 ^ ,  srednji normalni r.apon 5* i srednja deformacija 0. saglasno činjer.ici 
da se radi o osnosimetričnom ravnom problemu deformacija. su

S =S = ̂  -G' ; rr n- ^r u
b'f> -o ;Syjo—S — Dy? ■

drr- 9r= £r -č ;

^vr- = Čp ;

G  = -j ( S'r+ ̂  + £  z): 

£-) :

(2 . 2 . 8 )

e7 CY+ Z z' ~ J

pa se prva od relacija (2.2.^) može prikazati u obliku

S r- £  =2G {C£r-e) - i R [t-t. T(r.t)] (er-J)dtj,
■̂L

^ - G * = 2 G  j(^-£) - /  R [ t - r .  T(r,t)](ey9-Č)dtj,

pri čemu je, radi jednostavnosti zapisa, uvedena oznaka T(r,t) sAT(r,t). 
Na osnovu predhodnih relacija je

^ - ^ = 2  0 ^ ( £ r-er)-J R.[t-X,T(r,t)] (£r-£r)dtJ , ....  (2.2.

6'r= 5 ’ + 2 G j (lr-V-J R ft-TT,T(r, t)] (e^-^dt^.

9)

...  (2.2.10)

Da bi u jednačini kretanja (2.2.3) članovi koji sadrže napone bili izraženi 
preko deformacija neophodno je naći izvod napona P° promjenljivoj r, tj.

35*r
7>r = ¥ + 2G&  j «[t-r.T(r,t)](er-£)dt]].(2.2.l1)

Saglasno relacijama (2.2.2) i (2.2.8) je

0- = + -  + 3-fl[-T(r,t),7) r r
..........  ( 2 . 2 . 12)



odnosno
'dd c)?u 13a u _ ,Dt

" ' + 3cLd^ *'TF " 'T) r2 r2 č?r
Ako se u razmatranje uvedu operatori L(u). L^(u) i L^(u)

1 Du u_- p  =

(2.2.13)

i / \ 7) uL ( U ) — ■ ■, + - TT-- •r2 r 7) r
L.(u)=. 2 9 u  1 u.

T  3 ) r  T  r  ’
(2.2.14) 1,2,:

. , , 9 u  u 3 /, u,
2 r  r  2 1  r  ’

r e la c i je  ( 2 .2 .12 )  i  ( 2 . 2 . 13 ) d o b ija ju  o b l ik  

9 =

9e

e = L2(u ) + 3d- T,

7, r = Uu) - ■

....(2.2.15)

....(2.2 .16)

Iz (2.2.11) se, na osnovu druge jednačine iz (2.2.4) ,dobija

9^
F) r = K ' J ^ ^ [ t - t . T ^ r . b ) ]  ft.Hr  _j R̂_r T( r , t ) ] | | d t j ( 2 . 2 . 1 7

1 ^ o ^  O
Nije teško pokazati, saglasno relacijarna (2.2.2), (2.2.8) i (2.2.16), da je

- i U u ) .1 ....  (2.2 .18)

U razmatranje ce se, radi jednostavnosti zapisivanja, uvesti i integralni 
operatori ^

R L— 1 = / R [ t - T  ,T(r,t)] L - - . ]  d t ,
(2.2.19), 2

R-j [ -  - - J = J’ R1[ t - (L ,T(r. t ) ] [ . . . ]  dt.
O

Imajući u vidu relacije (2.2.17), (2.2.18), (2.2.14), (2.2.19), kao i
e r- £  = L^u), ....  (2.2.20)

r e la c i ja  ( 2 . 2 . 11 )  p o s ta je  ,

■ K $(1-3,)[U u ) , 3 r; f ' T(r't)][4<u).3j^ ] * 1

2g | ( 1 - R )  | _ | J “ - ^ L ( u ) ]  - feRb - L T(r,t)1 L l ( u ) d t j ..............( 2 . 2 . 2 1 )

Na osnovu (2.2.2), (2.2.9) i (2.2.20) je

^ 4 ^ = 2 G ( l - R , [ i  | f  - £ ] . ... (2 .2 .2 2)

Dakle, imajući u vidu relacije (2.2.21) i (2.2.22), jednačina kretanja (2.2.3) 
izražena preko pomjeranja u(r,t) ima oblik



..(2.2.23)
odnosno

gdje je

K \ (1-5,)[ Uu)-3<L§1] [L2(U).3o(|l]dt]*

2Gj(l-R)[£ L(u) Ll(u)dtU§u,L3 J  -o r i

Uj0  ̂(l-R)^2L(u)]-J?R^ - y (r-t a L1(u)dt,]i- * .

’.45.

m  = |£. = ....  (2.2.25)
/

Jednačina (2.2.24) predstavlja osnovnu jednačinu postavljenog pro- 
blema. Radi se o integro-diferencijalnoj jednačini II reda. LJkoliko se ona ri- 
ješi, za odredjene granične i početne uslove, dobija se funkcija u=u(r,t). Ka- 
da je funkcija u=u(r,t) odredjena. na osnovu (2.2.2) i (2.2.8). nije teško od- 
rediti komponente tenzora napona i deformacije.

Iz (2.2.24) se mogu dobiti osnovne jednačine nekih specijalnih slu- 
čajeva kao na primjer:

1°- Ako se smatra da nema zapreminske relaksacije materijala, tj.
A

da je R.[=0, jednačina (2.2.24) ima oblik
,'d’T 3<Do „..00oS(1-R)[2L(u)] - f 3 R̂ ~,T(r,t ̂  L̂ (u)dt|+L(u)+3(̂ p = -/j?- g u....(2.2.26)

2*-Ako ne postoji temperaturno polje, tj. &T(r,t)=0, (2.2.24), dobija
oblik

( 1 _ r ) [  2 L (u )| j  + (1-8^)  [ L(u)"| = ■ ^ p - - ? u .... (2.2.27)

Predhodna je dnač in a  o p is u je  probiem dinam ičkog ponašanja š u p lje g  v is k o - a la -  
stičnog c i l in d r a  od lin e a rn o  v is k o  e la s tič n o g  m a te r i ja la .

3*- U siučaju kada se razmatra kvazistatički problem sa prisustvom i 
bez prisustva temperaturnog polja AT(r,t) jednačina (2.2.24) postaje

(l-R)[2L(u)]-<)/ ‘,l’tt~'t^(r't)) L,(u)dtj ♦

- |d-5,) LL(u)^§rj- J ̂ H ^ J L 2(uw^]dt^,.(2.2.a)
odnosno

2 d - R ) [ L ( u ) ]  -t-d-R^) [ L(u)*] = 0. (2.2.29)
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Pređmet daljeg razmatranja biee jednačir.a (2.2.24). U početlcu uve- 

dena pretpostavka. da je temperaturno polje T=T(r,t) pozr.ato, znači da se 
pretpostavlja da je jednačina provodjenja toplote riješena nezavisno od jed- 
načina termo-visko-elastičnosti. Znajuči funkciju T=T(r,t),znamo kako se sa 
vremer.om i radijusom mijer.ja i koeficijent temperaturr.og pomjeranja. određjen 
relacijom • (1.2.183). tj.

C [T(r,t)-Tl
----------- ......................  (2.2.30)
C2+T(r,t)-TQ

gdje je T - temperatura redukcije, a Ĉ  i C^ koeficijer.ti koji se odredjuju 
eksperimentalr.o i karakteristika su materijala. Na osnovu principa temperatu- 
rno vremenske analogije (odeljak 2.3-5) jezgra relaksacije R[t,T(t]Q i R^[t,T(t)] 
su

^ncipCT) = £naT(r.t) =

R [t, T (r . t )"J = R(t'),
/

R^t.TCr.t)] = R^t' ).

gdje je t1 tzv. modificirano vrijeme. odredjeno relacijom (1.2.185),

■/ dt
aT [T(r,t)] = t (r.t),

(2.2.31)

(2.2.32)

i ono ne zavisi samo od stvarnog vremena t već i od radijusa r, što na osnovu 
(2.2.32), znači da su i jezgra relaksacije R i R̂  funkcije i od vremena (t) i 
od radijusa (r), tj.

R = R(t,r):
.... (2.2.33)

R-j = R-| (t , r ),
što je očigledno posledica prisustva nehomogenog temperaturnog polja. Ako se sa 
f(r,t) označi

f(r,t) = aT (r,t)

srednja vrijednost te funkcije, po proizvoljno uočenom radijusu cilindra, je

f n-i 1 f ffr H Hr f(b,t)-f [a(t),t]
fsr(t) = b-a(t) J f(r>t)dr “ b-a(t)

odnosno

f (t)=
sr [b-a(t)].ar[a(t),t']. a^b.t)

(2.2.34)

Pretpostavljajuči da je veličina f(r,t)-fsr(t) mala veličina u odnosu na 
f_,(t), može se uvesti mali parametar A relacijom

f ( r , t ) =f s r ( t ) +  X [  f ( r , t ) - f s r (t)^J , 0 < ( 2 .2 .3 5 )



Tada. nn osnovu (2 .2 . 32) .  je

t‘( r . t ) = (  f ( r . t )dt=  ; f (t)dt+.\ j [ f (r . t ( t H  dt.  . . .  (2 .2 .36,*2 j  sr > or jO o o
pa se i fur.kcije srničuće i zapreminske relaksacije mo3;u razvici u steper.i 
red po malom parametru > , tj.

i  ;  >

R(t' )=R(o)(t)+>R(1 }(r.t)+ )^R(2)(r,t)+...

R̂  (t! ) =R(o)(t)+ >R(1)(r.t)+ >ZR(2)(r.t)+ ... . 

Rešenje postavljenog problema se može tražiti u obliku 

u(r.t) = u(o)(r.t)+ > u (1)(r,t)+ >-u(2)(r .t)+.

....(2.2.37)

....(2.2.38)

gdje su u(o)(r.t), u(1)(r,t), u(2)(r,t). .. . tražero rešer.je u nultom, prvom, drugom, 
itd. približenju.

se mogu naći uslovi i oblast konvergencije stepenog reda 
(2.2.38) po malom parametru.

Uvodeei operatore

R't-..-} = ^R[t-t,T(r,t)] r..] ;
oJ. c)r L

'c)Ri Lt-t,T(r,t>)
(2.2.39)

I
R1 1 ■ ■] * f

i imajuci u vidu da važi
'dr

R1 =0+ \ R w (r.t)+ X R'U')(r,t)+... ;

R^=0 + >R‘lV , t ) +  W [ ’(r.t)+... ;

L(u)=L [_u101] +  X  L[ut41] +  \ [ l  [ u u ' ] ] +  . . . .  ;

L̂  (u)=L^ [ul0,j + >  L1[_u"] +\*L1]>m 3 +... ;

L2(u)=L2[uw ] + \L2\uw ) + X1 L2 \_uW ] +... ;

u = u (o)+ X u (1)+ >ZU (2) + ... , 

relacija (2.2.24) se može napisati kao

uj [ l - ž “ '(t)+ V R ”1 fr.t)+ £ r u' Cr,t)+..r] 2[l(uw )+>l(u ‘"K)(l(u“' K . rj-

-[0+rf,,"(r,t)+ )fR‘H (r,tK...][L,(u'‘")+)lL,(u‘'')+A 1(u™)+...]] +

- |[l-R|”'(t)+ XR,,'l(r,t)+5;R,,!' (r.t)-...] fLtu"' )+XL(u“' )+x’L(u"’)+...MA|j(]

- [0. XR,"’ (r,t)+ XR;ul<r.t)+...][L2(u,',)+>'l2(u,")+>'L2<u''')+...+3j|Tjj =

= Ćil3[u"'+ ),u>" + >*£!'•)■► ...]•

■[•]

(2.2.40)

....  (2.2.47
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"O"

m ] ir

3o),
Grupisanje članova uz iste stepene X daie

2W o[ l - R “ ’]  L l(u“’ L L(u,0,)+3j|£]»^-S u . . . . ( 2 . 2 . 4 2 )

2 LU0[l-Rl°’] [] L(ut0 )] +Ql-R̂ 01] L  L(uw»3+l2UloRt4,L L(u<0> )]+2 Ujq' ( u!)] + 

^;,’Lu u “')]+S!|" 1[l2(u '«)]^ = ^ S u c,); •- ....<z.2.*3>

2W0I l- f i ,o,3 £l (ulx')^+£l-R^0>] L  L(uUI ) > { 2Wor [ L ( u « ) ]  +

2 CUQ RUJ £L(ute>)] + 2U)oRlt,) [ l  ̂(o!")] +2 (uto> fj + R™ L L(utn )] +

. 5 “’ [  L(ul* >] [ l2(u )] +R1,1"  [ l2< aw >'] = % > S u“ ). (Z.Z.**)

fl2 H

Označavajući

P '  •  C 3 J | ? ]  i . (2.2.45)

Isi

[ l , ( u“ ;̂ + * 1” [ L(u'

. i  -r( i : tL,(u(n- i ) )]
C=i

. 4 (n<n-i>>}n=*
relacije (2.2.42 - 44) dobijaju oblik

2 U)0[l->] [ ( » “ 'llil - S^I Uu'")].  Y>B)= ^ s  u3<*>o „ CO)

2l0o [l-Rw ] [ l (uU)) ] + [ - R b*] [ l (u '")]+  V'" S u0)- ---- (Z-Z-*7)

2W 0l l - R l°’)  L u u « ) ]  + [ ! - ? [ ']  [L(u<"',]+ ^ 2 .  S  u .

Predhodnom sistemu jednačina treba dodati i granične uslove, takodje u nultom,
prvom.....n-tom približenju. pa će se u narednom dijelu teksta ti granični
uslovi odrediti. Kada oni budu odredjeni postavljeni problem se svodi na re- 
šavanjs dinamičkog problema u svakom od približenja.

Veličina pritiska na površini kontakta izmedju cilindra i ljuske %(t), 
koja figuriše u graničnom uslovu (2.2.6)^, odredjuje se iz uslova slaganja de— 
formacija (2.2.7). Za osnosimetriČnu elastičnu ljusku. saglasno JjlTj . važi

u " U b  ■ » . # .  b i. [«;-/<?;+ « ; o  * t ’. ....  (2.2.48)



* 149.gdje je £ - moduo elastičnosti materijala ljuske
/** - Poasonov koeficijent materijala ljuske
d*- koeficijent temperaturnog širenja materijala ljuske.

Komponente tenzora napona i deformacije kao i pomjeranje, da bi se razlikovale 
od odgovanajućih komponenti linearno-visko-elastičnog materijala, označene su 
sa zvezdicom. Temperatura T * je

T*= T(r,t)|r=b = T(b,t).
Važi

s -
pa, pošto je ^ r -0. iz predhodne relacije slijedi

E »
i

Relacija (2.2.48) postaje
>

U*|r=b= b - / ( i y / ) T*+ E *
#
1° •

Pošto za cilindričnu osnosimetričnu ljusku važi

dobija se
&.*= q(t)
' n t)t2

ut=b = J L - d " / ^ 5 t q ( t ) _ S*h
/3u(b,t)
'dt2

gdje je §*- gustina materijala ljuske 
h - debljina Ijuske.

Imajući u vidu predhodnu relaciju, iz graničnog uslova (2.2.7) se dobija

q(t ) = h E
b2 (uyj*2 )

pa se uslovi (2.2.6) mogu napisati u obliku

[ u(b,t)-b-/(l+/^V*1+h.£/d u(b,t)- ,---  (2.2.49)
L  /  J ' 0 12

^ rlr=«t) = - p(t)'

*Hr=b = -B*[u(b,t)-b-Al^V*]-h-g* u(b,t),

gdje je B* konstanta definisana na sledeći način

n* _ E*h 
" U - ^ ) b 2

Radijalna komponenta napona ^ r, imajući u vidu (2.2.10), 
(2.2.12) i (2.2.14), se može napisati kao

.... (2-2-50) 2

.... (2.2.51)

(2.2.4), (2.2.2),



O r = 2G(1-R) ̂ (L^u)] +K(1-R1) ̂ L2(u )+3o(t3.
,0.

pa u s lo v i ( 2 .2 .50)  d o b ija ju  o b l ik

j 2G(1-R ) [ l  ̂(u )"| ^Kd-R^ ) [ l2(u )+3 d. T"] r̂=a ty - p ( t ) .
......... ( 2 . 2 .53 ) ^  ^

^ G U - R ^ L ^ u ^ + K d - R p f L ^ u K S d T ] ^ ^  | - 3 [ u - b c T ( l ^ ) f - h

Na osnovu ( 2 .2 . 3 7 ) .  ( 2 . 2 . 38 )  i  (2.2.140) g ra n ič r.i u s lo v i (2 .2 .5 3 )., 2 se m°5u 

n a p is a ti u r.u ltom . prvom, drugom, . . .  p r ib l iž e n ju

.........  ( 2 . 2 . 5 U ) 1 2
•fo  ( l - R ^ L . , ^ ' ) ] ' *  - j ( 1 - R ) I^L^(ut0>) +3 d t'^ j r=b =

= -b / u ^ U - s ’ h- u - } r=b

" 1 “ |w o ( l - R ' , ) [ L , ( » » ) ] . } ( 1- « l' , | ) [ y » " ' ) l } r =a ( t ) =

= H « l " L h < h w ’ > ] 4  V  L h < u ' " ' ) ^ - T ] } r = a ( t )
1 ......... ( 2 . 2 . 5 5 ) ^  2

^ ( l - S 01) ^ ^ ' « ) ) *  7  (1 - b ) ” 1 ) [ l2 <u" ’ ) ] [  r=b=

= [  ta0BW [ 1-1<uW ) >  ■} BW[ l2 (u'» )-. 3-J-t]  - bV '  -hs‘ u '" ^  r=b

"n " H < l - 5 l" ) [ L 1 <u’ " )  *  7  d-B ’ r  > [L2 <ul,,>>] ^ r= * ( t>

= [ b ) 0 i  S ' l L ^ u - ' ^ d i  B,"', L l 2 <u"-” ) ]  - R r ^ ^ l r ^ t )
1 t*i L» <

..........(2 .2 .5 6 ) .,  2

> 0U-*R,'>> )[l ,(u “ > >  ̂  ( l - H  ) L L2<u W ’)]} r=b=

= H“'t 5 1L  l2<u“-'> >K"£jt] -
1 trr ixi

- bV> - h S* U1"’} r=b
Dakle, polazni problem se sveo na rešavanje. u svakom približenju, integro- 
■diferencijalne jednačine oblika
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3 a

2 (0o[l-R l°']] £_L(ut,i'}]+ L '̂■'jt’C,)3+ ̂ U) = "2§'̂  ■■•(2.2.57)
k=0.1.2,.. .r..

pri čemu su funkcije V311'.... vpln,odredjene relacijama (2.2.45) i
(2.2.46). Pri rešavanju jednačine (2.2.57) moraju biti zadovoljeni graninićni 
uslovi (2.2.54 - 56). Oni se mogu prikazati u obliku

UJ0 a - R 'w') [ _ L (u ^ r i ^ a - » r > L L2<u“ , « d T ^ r=a(t)

= ;L K J r=a(t) .... (2.2.58)^ 2

.'(J(l-R(0,)[L(utlc,)]+ (1-R;0) )[L2(ultV)+3cK-T^
• * *

= \ ~ ^2k\ ’3 r=b k=0,1,2,...n.
pri cemu je

M o
za k=0 1
za k^O (k=1,2,3,••-n)

...(2.2.59)

UJ
~zu—  ■ p(t) za k=0

-P 1k=
....(2.2.60)

o)0t
k=1,2,3,- --nL=1

f  co
2G£S-B*[uU” -bJU-/)T’,]-S ™  k=0 ( 2 . 2 . 6 1 )

“P2k=
0»o t  ) ] .  }  i  S ^ ’ ^

*■•»1 C-*

Rf H c l T l - B V ’- h s ’a«)
k =  1,2,3.__n.

Može se primijetiti da. u specijalnom slučaju. kada nema temperatu- 
rskog polja (T(r,t)«0) iz (2.2.57) se dobija relacija (2.2.27) jer su sve fun- 
kcije r (IC), iz (2.2.57) indentički jednake nuli. U tom slučaju granični uslovi 
(2.2.58)^ 2 imaju oblik _

i  10o(1- r )[.l 1( u)3 + - j  ^1-Fti ) X L2^u)"̂  J r= a ( t ) = 2£ i"'Pr= a
L .........(2.2.62)

^U)0(1-R)[l i(u )’]+ j  (l-Ri)[L2(u) ] ]r=b=-^-^ B^u+hg* U ^r=b-
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2.3-2. Rešavanje odgovarajućeg dinamićkag problema

Ir.tegro-diferencijalna jeđnačir.a (2.2.57/ će biti rešavara takedje
metodom malog oarametra. Za mali parametar biće usvojen parametar -ou cdre-(k)djen relacijom (2.2.25). Rešenje ux jednačir.e (2.2.57) razvijeno u red po

0

(k) ..Oc) ..(k>. ,A(k). . ,.k. .(!<). ra.(k)
parametru- (jOq ima oblik

uU J =uU , + W  u :<;+ 0)uU; + ... + 0J K .... (2.2.63)o o 1 o 2 o .< o m
Relacija (2.2.57) prelazi u

2 0)o(l-BW ) [L(u®)+ (̂ )-L(u1ltl)+ W0-L(u2u1 ) + . . . + L(u^’)] +

+ (1-R1l°' ) [ l (u^')+ OdoL(u.}c>K U)0L(u2U) ) + . . .  + 0)o L(u ^ ) +
vilc) 3 tdo o r ■■ 2 ■•(t) m •■(e)-i /n -p ciii* 7  ’= -t t t ? L ̂  - U0u2 *. • .♦ u0 u„ ] .... (2.2.bU)

Funkcije su ođrcdjene ranije (2.2.45) i (2.2.46). Izjednačavajući čla-
nove uz isti stepen parametra CjOq- dobijaju se jednačine u nultom, prvom,.
itd. približenju

A
T  >3 II -t *

Rt1',|)[L(u«')] = -2(1-R1o,)[l (u 1,°L- O >14- K ’

.a;°')[L(u^)]=-2(l-Rl0,)[L(utJ*,1)']

.... (2.2.65)

...  (2.2.66)

Granični uslovi. neophodni za rešavanje predhodnih jednačina odredjuju se rela- 
cijom (2.2.58)^ ^ njenim razvijanjem u red po parametru C0Q- Parametar (-0 Q , 
definisan relacijom (2.2.63). je mali parametar ( 1) jer je zapreminski
moduo el.astičnosti K znatno veći od modula klizanja G. Dakle. vraži

U  ( l - R ^ L ^ u ^ + U ^ L ^ u ^ H  4  L-| (ućK)+...]-

i  ^  -plkj
r= a ( t)

1{ UJoC-S” ’ >LL1 tJo' L1 <U1 •

7  a-Rj”’ )[L2(u^).cooL2(u‘«).....3.*T6k t = [-P2kJ .

pri cemu js
u)o■-̂ jj— ptt) --- 73. k = 0

Co y  R ^'[Lt (uu ) +i - i  R1 [L2(U' M)] + Rl ' U - rl  - - - 2a ■:=!
(.*• U'
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1
,f‘).+ Ul uy'+ u±+.-'o<Jl (iyj)T j- § w0ai°'

* * . <  <-Uo2 * C C v u ,,-‘>l* 5r w  -<, =’

i - a ' l ' Š ' + o V * ?  *•••] -S’4 C

za k=0

za k=1.2,

Traženi g ran ičn i u s lo v i. za n u lto . prvo. i t d . ,  p r ib liž s n je  dob ija ju  ooli:<

" 0 " I ’ a - 3 r , [ L 2( u - ) , ^  T ^ r=a;=
t)

I k=0
= < , J£

l j ' X  R1C'I[l2!u“ "i] [ dl f)...: kil
•

j j  - > [l 2<u0u '>-3.<.t <51$ 1 ^

r= a (t)  

(2.2.67)  ̂2

k=0

t  1
‘CM n co x .. ^

^  (i- * r  >Ll2 ( u I "  )><!-« i<” ) l l i<u«5‘' >) \

r=b

1 •T(t) ; k=0

R lil [ L j / u 1' " '  j ]  ; k » i

’2C
*

L»i r=a(t)

r=5[] (1-R1‘*')[l2 (u 1u ' ,] *(l-Rl0,)[L1(uo”t' ,]J

- 35 [-B'L v b J ’ a * P  )T*]-/h. o r j

i  R(i’[Li(u "■•>)] -B V ,‘1-S, h < '

(2.2 .68)1 , 2

k=0

k>,1
i=i r=b



j ’ c i - S «  ,-<- ~ J r=a,~;
'r< = 0 1

Z  S “ ' [ 4l = >
10,1 (u11'-"  ) ; k>J

r= a (t)
(2.2.69)

^  ( i - r ; ° '  ) [ l2<u “ >) + ( i - r (0,)) [ l1(u ^ ) J   ̂ ^_b=

~ 2g L ~ b* u€_rS h a e-i] ; k=0 

(_ 2. r <v,[Li(u ll",, ] ~B*■u?1 -s*'h u!

1,2

i(t)€ ; r=b

2.̂ 4. SLUČAJ HOM3GEMOG JEZGRA RELAKSACIJE

U slučaju koji će biti razmotren predstaviee se da temperaturno 
polje ne izaziva nehomogenost jezgara relaksacije tj. jezgra R i R. su samo 
funkcije od vremena. To znači da se a razvoju (2.2.37) zadrzavamo na prvom
članu. pa je  k=0. Tz (2 .2 .6 5 )  i  (2 .2 .6 5 )  s l l je d i

( l - R 1)[L (u o )+ 3o( ^ ] =  0: .........  (2 .2 .7 0 )

(1-R .j) [ l (u  ̂[J = -2( 1-R) [L(uj.p"J+ .........  (2 .2 .7 1 )
i =1 r2,3, — ni

Predhodnim jednačinama treba dodati i granične uslove, na osnovu (2.2.67-69); 

"0" (l-R.,)[_ l2(uo ) + 3 <tT$ = 0

II 'j Tl

r=a(t) (2 .2 .72)1,2

(l-S1)[_(L2tulj)+a-B)[L1(uo| =a=t) j p(t)^ ̂
a(t) 
(2.2.73)

( l - R ^ L ^ u . , )  +(1-R)

' {  - ~B*uo“ -S^h.uJ

1,2

r=b



■~Z"D -

t "it U u -I-R1»[l2(u ,)]+U-R)[l i(u {_1;]) = '
r=alt

• \ t  +(1-R)[L1(ut_ii] \L L J r=

(2.2.7U/

= {" 2G I. _B uf-l "5-h- ue-l]} r=b’ 1 = 2 , 3 , . . .m .

Da bi se đobilo rešenje u nultom približenju treba riješiti jednačinu 
(2.2.70) uz korišćenje graničnih uslova (2.2.72) ̂ Jednačiria (2.2.70) se, na
osnovu (2.2.14)^. može napisati u obliku

3J  —3old r
.... (2.2.75)L(u ) = -— I —  —  (r u )"1 =o . • a r L r č) r o J

Njeno rešenje je ■’ 'f

ao^r,t)=C0l (t) r + - 3c( |  ■ /  T(r,t)-r.dr...... (2.2.76)

gdje su C ,(t) i C ~(t) integracione konstante koje treba odrediti iz (2.2.72). ?.O I 02 1 11~

Postavljanjem rešenja (2.2.76) u (2.2.72)^ 2 dobija se
Co,(t) = 0, (2.2.77)

dok je konstanta 0Q2(t) za sada neodredjena. Prema tome, rešenje u nultom pri-
bliženju je

r
a (r.t) = l c ft5( t )  - 3  J  T(r,t)-r.dr.
° r r a(t)

Važi
u

r
,(r,t) = 1- Co2(t) - 3 <k /  T(r,t).r.dr.

.... (2.2.78)

....  (2.2.79)
CL(t)

Treba napomenuti da se rešenje (2.2.76; dobija i iz predpostavke da je line- 
arno visko-elastični materijal nestišljiv. što znači da dobiveno nulto pri- 
bliženje predstavlja rešenje problema za slučaj kada je materijal nestišljiv.

U slučaju konstantne temperature T(r,t)=T°T(t) rešenje LL^r.t) je
U (r.t) = —  C ,(t) - 3 o/4  •T'.T(t)- il(r*-o?(t)] f ....  (2.2.80)o r o d r il

odnosno
il ( r , t ) = l  C 0( t ) - ^ - r . T ( t ) +  ^ -T e l  r-T(t)+T(t)-2o(t)a(t)  . . ( 2 .2.8 o r o2 e ć. 1 l.

Za odredivanje rešenja u prvom približenjuU^U^ (r,t) treba riješiti jed- 
načinu koja se dobija iz (2.2.71) stavljanjem da je =1,

(1-R.j) = -2(1-R) t L(Uo )[j+ ....  (2.2.32)



obliku
Imajući u vidu (1.2.207) predhodna relacija ae može napiaati ^

L d ^ M l + P ^ )  | |  Uo-2 ( l -R )  [ U U ) ] |

fla osnovu (2 .2 .7 5 )  i  (2 .2 .7 9 )  i z  predhodne r e la c i je  se đ o b i ja

f r  L F t r lL l l i< 1 ' ? l ) l ? T  

£ ) }  .

F Ćo2(t)-3J F  J T(r'.t).
a(t)

. . .  (2.2.52;

r- dr - 

___ (2.2.8U)

odnosno

gdje je

-2 (1-R) (—3 ■ p( ■

= 3 9 ; ;1 ̂ 7  " t  Co2(t)‘Kl1(r,t)’ .... (2.2.85)
r

d.|(r.t)=(l+P1) ■ 3ol~ (  T(r.t)-r. dr-2(l-R)(-3ol^-^-.(2.2.86)
a ( t )

odnosno

Rešenje jednačine (2.2.85) je
u 1(r.t)=r-C1l(t)+ p  C12(t)+ £(2nr- |)(1+P.,) CQ2(t)

+ -J: j" r [ j'd̂  (r ,t)dr"] dr,

1_L| (r.t )=r C^ftJ+lc^ttJ+D^r.tl+I^rl), 

gćje je (r, t) = |  f ^ t j r ^ n r  - |),

I.| (r,t) = J  r^^d^ (r.t)drj dr,

fi(t) = M  (i+?i)co2(t)*

(2.2.87)

(2 .2 .88)

(2.2.89)

U specijalnom slučaju kada se T(r,t)=T°-T(t), veličina I.j(r,t) iz predhodne 
relacije je

I ^ r . t M l + P ^ j -  ||.3d-T*-T(t) - a2. |  (r I n r  -  £)J .. (2.2.90)

Ako temperaturnog polja nema, onda je l.|(r,t)=0 pa je rešenje
^ ( r . t J ^ r C ^ d J + l  C12(t)+ D^r.t) .....  (2.2.91)

Analognim postupkom. stavljajući u (2.2.71) da je £=2, jednačina za odredji- 
vanja rešenja u drugom približenju u_,(r,t) je

(1-R-| j= -2 (l-R ) [  L(U.j)”] + |  •-§-
odnosno

L^U^jsd+P^) - g - U ^ d - R ^ L d ^ ) ] ]  . (2.2.92)
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Na osnovu (2.2.83) i (2.2.91) predhodna relacija ima oblik 

LCU2 )=f2r+ p  f'3+ f^ r(£nr-^-)-^ f^+d^Cr.t). ....(2.2.93)

gdje su
*fo = 3 Q  A

2C (1+P1 )cii *

rc (1+pi)ci2'
f„ = 4-iS± l (wv y  •8 G2 ‘ ” 1 dt2

d+p^d-Rif^,

....(2.2.94)

funkcije samo od vremena. C^.(t) i C12(t) su proizvoljne funkcije od vremena.
Opšte rešenje jednačine (2.2.93) se može prikazati u- obliku »• L. *

u2(r,t) = ć'21 ( t y ‘ r + p  C22(t)+ D2(r,t)+ I2(r,t) .... (2.2.95)
/pri cemu je

D2(r,t)= • f^r3 + ^ ■ ^ ■ r ( ? n r  -  ^ ) +

+ f4 r 3(?nr- |-)-f^r(^nr- ^), .... (2.2.96)
a I2(r,t) funkcija koja zavisi od zadanog temperaturnog polja. U specijalnom 
slučaju kada nema temperaturnog polja funkcija I2(r,t) je jednaka nuli.

Nastavljanjem započetog postupka, mogu se naći i približenja 
'^(r.t), (r,t )---Tl^r.t), pri čemu je

Um (r,fc)=Cm1(t)r + Cm2 F  + Dm(r’t) + Im(r,t) ’ .... (2.2.97)
gdje su Cm1(t) i Cm2(t) proizvoljne funkcije od vremena, a Dm(r,t) i Im(r,t) 
predstavljaju partikularno rešenje m-tog približenja pri čemu je Im(rft) posle- 
dica prisutnog temperaturnog polja.

Prema tome, problem se svodi na ođredjivanje funkcija Cm1’ Cm2’
m=1,2,....i C pri čemu ie C .=0. Za njihovo odredjivanje treba iskoristiti' 0 2  w o1
granične uslove (2.2.73)^ 2 , odnosno (2.2.74)^ 2 za m=1,2,3....

Postavl janjem dobivenih rešenja tio=tio(r.t) i tlptLj (r,t)u relacije
(2.2.73) .j 2> dobijaju se granični uslovi u obliku

2(l-R1)C11+Ćna(l-R1)-f1- (1-R) C^+F^ (a,t)=-^- p(t),

2(1-11^)C.j ̂ + ̂ ubd-R^ ) f - p  (l-R)Co2+F2(a,t) =

3 I B+r ^ §*h r- 
" " 2C L b Co2 + “E“ * -02

.... (2.2.98)
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gdje su F^ (a , t ) .  F ^ a . t )  i  F^ (a , t )  sledeći iz ra z i

n N r I i ( r . t )F.(a.t) = j ------1 L r

" 3  <*7- /

“ F ~ ~  ~ 3 d £  (F  j T(r-t)rdr) “
a(t)

T(r,t)rdr
a(t)

F2(a.t) f?)Ii(r.t)
= L ^ f -----+

I
-3 d  -V f '  T(r,t)-r. dr

r=Cl
Il(r,t) - 3 *3 f7)r r J T(r,t)rdr) - 

a(t)
(2.2.99)

act) r=b

- LeF3(b,t)= | B* (-3 <k —  I T(r,t)rdr)+b oi*(l+i/)r -j
a(t)

§*h (-3^-1 t
J T(r,t)rdr)

a(t)
] •r=b

Eliminaeijom veličine C^(t) iz (2.2.98) dobija se diferencijalna jednačina 
za odredjivanje veličine Cq2, oblika

Co2 + U)2‘Co2 = B P Co2 + P'*'^' .... (2.2.100)

gdje su cj , B i P. poznate funkcije vremena. Predpostavimo da je iz (2.2.100) 
nadjena funkcija CQ2(t), uz korišćenje odgovarajućih poćetnih uslova. Nepozna- 
ta C^(t) se zatim može naći iz prve ili druge jednačine relacije (2.2.98).
Neka je nadjena iz druge relacije. Dobija se

(l-R^-C^ = V ^ C ^ . t ) .  .... (2.2.101)
gdje je V-| poznata funkcija vremena. Nije teško dobiti izraz kojitn se ona 
izražava preko Cq2.

Kada su funkcije Cq2 i Ĉ  ̂ odredjene. onda se na osnovu graničnih 
uslova (2.2.7^) ̂ 2 za m=2, mogu analognim postupkom dobiti relacije za odre- 
djivanje C12 i C21,

C„^ + c15- b -r-c12 ^ 2  11 "12 pi(co2’ cn , t *‘ .... (2.2.102)

.... (2.2.103)

Uopšte, može se pokazati da funkcije Cm1 i Cm2 treba da zadovoljavaju jednačine 
oblika

Cm2 + cm2 = ^ R - ^ 2  + Pm (Cm-1.2’ ^ m T ^ .... (2.2.104)
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U-R, )C .1 ml = V (C _ _ ; C  . , ; Cm m-2,2 m-1,1 m-1,2 t) ....(2.2.105)

(m=0,1,2...)
Važno je napomenuti da ako je materijal cilindra nesišljiv tj. "9̂ 0, 

onda su sve konstante C  ̂ i C ^ jednake nuli osim kor.stante C ^  koja se dobija 
rešavanjem jednačine (2.2.100).

Za rešavanje jednačina tipa (2.2.10H) i (2.2.105) postoje u lite- 
raturi razradjene metode (metod usrednjavanja, zamrzavanja itd.) pa njihovo 
rešavanje neče biti razmatrano.

2.5. OPŠTI SLUČAJ

U predhodnom odeljku je nadjeno rešenje za slučaj kada smo se u 
razvoju (2.2.31-) zadržali na prvom članu, tj. za k=0. Sledeča približenja, 
za k=1,2,... se dobijaju potpuno analognim postupkom.



U ovoj zaključnoj glavi su date originalne postavke 
i rešenja problema zasnovanih na elektro-termo-plastičnom efektu. 
a medju njima toplo izvlačenje tankih žica i toplo valjanje metal- 
nog lima.

GLAVA III: POSTAVKA I REŽENJA PROBLEMA ELEKTRO-
TERMO-PLASTIĆNOSTI



1. ELEKTRO-TERMO-PLASTIČNI EFEKAT

1.1. POJAM
Elektroplastičri efekat ( [11,[2],W) je pojava snižavanja grardoe 

tecenja metala. kroz koji protiee električna struja velike gustine. usled 
pospješivanja razvijanja dislokacija pod dejstvom elektrona._Efekat se obično 
ispituje propuštanjem električne struje. velike gustine (ili električnih Lmpu- 
lsa). kroz tanku žicu (koja je opterećena) i registrovanjem pada napona. Da bi 
se jednoznačno utvrdio uticai elektroplastičnog efekta na pad napona, neophod- 
no je eliminisati ili učir.iti neznatnim tzv. elektro-termo-plastični efekat.

Elektro-termo-plastični efekat se sastoji u snižavanju vrijednosti 
napona, odnosno granice teČenja metala, zbog zagrijavanja metala oslobodjenom 
Džulovom toplot.om (jer kroz njega protiče električna struja). Tako zagrijani 
metal se lakše obradjuje (deformiše), ali ga zatim. u cilju izbjegavanja raz- 
nih neželjenih hemijskih efekata. treba hladiti, što se vrši rashladnom teč- 
nosti ili gasom. Ukoliko je gustina struje dovoljno velika metal ce se zagri- 
jati toliko da mu temperatura na površini dostigne vrijednost temperature ispa- 
ravanja tečnosti. To ima za posledicu da se izmedju metala i teČnosti obrazuje 
sloj pregrijane pare. koja slabo provodi toplotu (i do 30 puta slabije od teč- 
nosti M  ) i u neku ruku predstavlja izolator. Zbog toga se temperatura meta- 
la povišava i. da bi se uspostavila razmjena toplote sa tečnosti, treba da se 
povisi i do 30 puta. što praktično i predstavlja kritični trenutak samog pro- 
cesa razmjene toplote. Na taj naČin je i gustina električne struje ograničena 
i kreće se. saglasno M  , u granicama 150-360 A/mm2. Takodje je poznato 
< M , L s ]  ) da je za ostvarivanje elektro plastičnog efekta neophodna gustina 
električne struje od 10^-10^ A/mm2 . Zbog toga,da bi se realizovao elektro- 
plastični efekat^neophodno je preduzimati specijalne mjere za povečćinje pro- 
vodjenja toplote kroz sistem metal-para-tečnost, što je veoma teško.

1.2. JEDNAČINA PROSTIRANJA TOPLOTE
Odredjivanje temperaturnog polja. u nekoj sredini koja se krece. 

vrši se iz dvije jednačine Fika, oblika
7)(<?c T)

V t + div J = Q .........  ( 3 -1-1)

J = - X grad T + 5 c T v*. .......... ( 3 - 1 . 2 )

Prva jednačina Fika (3.1.1) predstavlja jednačinu balansa toplote u svakoj 
diferencijalno maloj zapremini materijala. Druga jednačina (3-1.2) je jedna- 
čina prenosa toplote. Prenošenje toplote se vrši provodjenjem toplote 
(- ̂ grad T ) i konvekcijom (strujanjem). tj. odvodjenjem toplote pomoću materi-
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jala koji se kreće ( ^cT iT ). U jednačinama (3-1-1) i (3.1.2) su uvedene sle- 
dece oznake

_ kp“5* ) - gustina metala

c (— ) - specifična toplota materijala koji se zagrijava kg K.

T(°) - temperatura u proizvoljnoj tački 
JQ (-

A(
m-5 sec 

J
m2°K-sec

) - dovedena količina toplote 

) - koeficijent provodjenja toplote

J - vektor prenosa toplote 
U" -'brzina uočene čestice metala. 

Postavljanjem (2) u (1) dobija se

— jS-G-T-  + div(->grad T+ScTJ) = Q. (3-1-3)

U krivolinijskom ortogonalnom koordinatnom sistemu (x^. x^. x^) predhodna jed- 
načiria. saglasno relacijama (2.1.37) i (2.1.39), ima oblik

^  (5 cT)+ h v h1.h ;[ *2*3°i1 2 3 'J)X̂  ‘»-j c/~-| CTJ)

J)_
'thi 2

H3H1 c>T, 0( X s c H3H1 2̂t)
....  (3-1-̂ )

l2 0 * 2  O 2

7) , , ¥ 2 ^ ,  'd
^ ( ( ScHiW  =Q(x1 ’ x2^3 ’  ̂’

aUpolarno-cilindričnom (2.1.135)2 i bi-cilindričnom (2_1.161) koordinatnom si- 
stemu je

£ ( ? = T)* 7  L - ^  < ( S o t f r T>

, 0 T .  «) + (§C ^ T )3)e r  0y) 'O'P * p

-^|(X-r| ^ )̂  (ScOzT)]=Q(r^Zjt)...... (3.1-5)

5!  [ - 1

+ ? ¥ | - (>»||>+» % s - (cV )] = Q(y-t'5*t) ••• (3-K6)0\

odnosno
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1-3- POJAM ELEKTRIČNOG BIPOLA. DŽULOVA TOPLOTA

U dvije tačke A(o.a) i B(o.-a) ravni xOz dovedimo električni napor.
U(x.z) pomoču nekog izvora električne struje 
(Sl. 3.1.1). Napon u prdizvoljnoj tački M 
ravni xOz je odredjen sledećom relacijom

I 2
)P ....  (3-1-7)

. x  u  o L x2+(z-a)J

i
I

©  ̂

0

M(Xr)

U  (x.z) _ n t x2 +(z+djl
U o  'lnt

0

SL. 3/

/
// gdje je U q neki konstantni napon. Ako se 

lijeva strana predhodne relacije označi sa 
2̂ - , dobija se

CkMz+o)]! ....  (3.-I.6)
o5]

U = n « yc-Kz+,
0 > n [x2 +(z-

Ekvipotencijalne linije U=const., tj. ^ = ̂ o=const. imaju oblik

x2 +z2 + 2 o l z

1-e2x)°odnosno
x2 +(z-a-ctg IIO

jer je
l+e2 °̂
l-e2S°

- cth ̂

+ = 0,

što znači da su ekvipotencijalne linije. u ravni xOz, kružnice čiji se centri 
nalaze na osi z. Poluprečnici kružnica su promjenljivi

R ^ 0=a2-(ctg^o -i),
kao što je prikazano na Sl. 3-1-2.

Prema tome. ekvipotencijalne linije ^=const. 
se poklapaju sa familijom kružnica ^ o=const. 
(2.1.59) ranije uvedenog bicilindričnog koordi- 
natnog sistema. Druga familija krivih normalnih 
na familiju ^ =const (Sl. 3-1.2) su kružnice 

=const., koje imaju osobinu da sve prolaze 
kroz tačke A i B što je ranije bilo pokazano. 
Dakle. strujne linije posmatranog električnog 
bipola se poklapaju sa krivima (krnžnicamal 
t =const.

5.1.2. >

**
/
i-f-V

'\X = consT . 
\ 1

\ y .

I
r t • ■ 

• ,/ , /V*\ 1 . 1 1'
l ' iV ' .  \\=CoflST 

\ \ TL < 7 /  :  1 
' v V  /

i -r • •
VV *
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Vektor e lek trien o g  polja ( E ) je

S = -  grad U  . ......... ( 3 . 1 .9 )

sto znaei da je  normalan na krivu  ^ =const.. u posmatranoj taeki i  tangira  

krivu ^ =const. u to j  is to j  ta č k i.

Važi

E = <?t (T) -3 . ......... (3-1-10)
S^je je  2- -  vektor gustine e le k trič n e  s tru je  (— )_ m-

d j-  specifičn a  otpornost (Q.m).

K o lič ina  to p lo te  koja se. proticanjem e lektrične s tru je . oslobodi 
u jed in ic i vremena je

Q =-f-lT = . .........  ( 3 .1 . 1 1 )

pa se, na osnovu ( 3 - 1 - 9 ) ,  dob ija

Q = /^-(-gradU) . ....  (3-1-12)
5?

U slučaju e lek trič n o g  b ip o la , na osnovu (3-1 -8)  i  ( 2 . 1 .37 ) .  je

odnosno, im ajući u vidu ( 3 -1 . 10 ) .

C2<vv e • u j =->T 0 Qo (T)’
( 3 -1 -13 )

pri cemu je

V r r

2. TEMPERATURNO POLJE PRI TOPLOM 
IZVLAČENJU TANKIH ŽICA

2.1. POSTAVKA PROBLiMA

Biće razmatran problem odredjivanja temperaturnog polja u žici koja 
se izvlači i pri tome zagrijava Džulovom toplotom 
nastalom usled proticanja električne struje stal- 
ne gustine $ . Predpostavlja se da je gustina 
električne struje tolika da izaziva elektro- 
-termo-plastični efekat a ne elektro-plastični 
efekat. Žica se hladi u tečnosti temperature

SLo.2.4.
T (Sl. 3-2.1). Temperaturu povrsine zice oznaci- omo sa T . Radi se o osnosimetricnom problemu, pa P
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će biti usvojen polarno cilindrični koordinatni sistem. Slika temperaturnog 
polja. za bilo koju vrijednost polarnog ugla f  . je ista pa su parcijalr.i 
izvodi svih veličina po uglu V5 jednaki nuli. tj. =0. Od komponenata
brzina deformacije od nule je različita komponenta CĴ = U" dok su ostale kompo- 
nente jednake nuli tj. = 0^=0.

Na osnovu predhodno reČenog i relacije ».3-1-11)« jednačina za 
odredjivanje polja temperature (3-1.5) dobija oblik

(3-2.1)^ ( S o T ) .  <Tt]=9{t) ...

Za rešavanje predhodne jednačine najčešće se koristi metod usred-
njavanja ( [13,139], &o] , [4(], &S] )- Usrednjavanje se vrši po površini poprečnog 
presjeka žice. Dimenzije poprečnog presjeka su male pa se i vrijednosti tempe- 
rature u pojedinim tačkama poprečnog presjeka ne mogu medjusobno mnogo razliko 
vati. Zbog toga se kao reprezent temperature u nekom poprečnom presjeku može 
usvojiti srednja temperatura^JT) odredjena na sledeći način

T(r.z,t)- r-d)°dr,

odnosno
T(z.t)

O o

/e
T(r,z,t)■r-dr. ( 3 -2 . 2 )

U cilju dobijanja jednačine za odredjivanje funkcije T=T(z,t), treba jedna 
činu (3.2.1) usredniti po površini popreČnog presjeka, usrednjavanjem svakog 
člana jednačine. na način na koji je usrednjena temperatura T(r,z,t), tj. 
pomoću relacije (3.2.2). Dakle. usrednjavanjem relacije (3-2.1), uz predpo-
stavku da veličine: V  . § ,*C , i Q, zavise od promjenljive r, dobija se

R
7"

7)t r 7)t ~ir  ̂ ^  ! \ R
S C ' l r

= T ' ^ 6  &
(3-2.3)

Iz predhodne relacije se vidi da je, u cilju odredjivanja zavisnosti T-T(z,t) 
neophodno znati stvarni raspored temperature po poprečnom presjeku, tj. tzv. 
profil temperature T=T(r).

2.2. PROFIL TEMPERATURE
Predpostavljajući da je profil temperature približno isti u svim 

presjecima žice i da se ne mijenja mnogo tokom vremena tj. da je T=T(r), iz 
(3.2.1) se dobija jednačina za odredjivanje profila temperature



....  (3-2.4)1  —  r dr
f, d T(r) _ fo_
Lr dr J ” ~

pri čemu je predpostavljeno da je ?^,(T)= §Q=const. i da je X  (T)= X=const. 
Granični uslov. neophodan za rešavanje predhodne jednačine. se odredjuje iz 
činjenice d.a je količina toplote koja prodje kroz površinu žice jednaka koli- 
čini toplote koju primi okolina. Važi

-R = - X
d T

r=R . . = cL (T -T ).d r 1r=R P ° .......... (3 -2 .5 )

gdje je d. — konstanta provodjenja toplote (• W
mž o k■)-

Jednačina (3-2.4) je za slučaj linearnog graničnog uslova riješe- 
na u radu [411 . Medjutim, korišćenje takvog graničnog uslova je opravdano, kako 
je pokazano u . samo u sluč.aju malih brzina izvlačenja za dijapazon većih
brzina izvlačenja realnije je nelinearni granični uslov, tj. granični uslov 
oblika

9 T  I
- -X! U r = k ( v To ’ •r=R '>^r

gdje je k - konstanta provodjenja toplote £w/<fn2 oK2)J.

............  ( 3 - 2 . 6 )

oblika
Integracijom jednačine (3-2.4), uz korišćenje graničnih uslova 
T(r) I

r=o = Tc- (3-2.7).] 2

^T(r)
'd r = 0,

r=o
dobija se

T(r) = T0 - ^ - 5 - r (3.2.8)

što znači da je promjena temperature, zavisno od poluprečnika r, parabolična.

y
Temperatura T^ je temperatura u centru žice 
(Sl. 3.2.2).

Na površini žice (r=R) temperatura je
Tp=T(r) Q  2 2

=tc - £ - 3 - R  .-=R G A
( 3 -2 .9 )

Ako se iz predhodne relacije i relacije (3-2.8)
eliminiše temperatura centra T , dobija sei c

0  2 2 2T(r) = Tp + ̂  J-(R -r ) ( 3 . 2 . 10)

SL. 5.2.2, Srednja vrijednost temperature, po poprečncm pre- 
sjeku. na osnovu (3-2.2) je



.........  (3 .2 .11 )T = PT

Ako se iskoristi granični uslov (3-2.6). iz (3.2.10). se dobija
1

2 2T = T 4 .... (3.2 .12)p -o ' V 2R 3 ‘ R
pa jednačina profila temperature (3-2.10) i srednja temperatura T  imaju oblik

T(r) = T 

T = T

0  2 2 2

o + y  7K  ' 3'  R ■ - ^ 3  (R " r

° + y  t k ■ 3 r1+ ■

• ....  (3.2.13)

.... (3-2.1U)

U slučaju lineapnog graničnog uslova (3-2.5). saglasno , je
9 1 O  2 2

T- - T- = ^ 3 R = T - (To + -B 1 t 3 ‘rP o (3-2.15)

Na osnovu jednačine (3-2.12) se može ocijeniti potrebna gustina 
električne struje J. da bi proces razmjene toplote izmedju metala, koji se iz- 
vlači, i tečnosti za hladjenje bio stabilan tj. da ne bi došlo do formiranja 
izolacionog sloja od pregrijane pare. U kritičnom slučaju, kada je temperatu- 
ra na površini žice jednaka temperaturi ključanja tečnosti za hladjenje (T =T. ),P A-
je

3 =
\l 2K(Tk-To )2

( 3 -2 . 16)
S R

2.3. ODREDJTVANJE ZAVISNOSTI T=T(z,t)

Iz jednačine (3-2.3) se, koriščenjem graničnih uslova (3-2.5) i 
C3-2-7)2« dobija

V H  * [ - x » 4 < V V ]
odnosno

5 - f  K .^1 + O’-t'I -^(T-T ) + ( V | £  . /S z L s 7)z J w 1 ^)t ....  (3-2.17)

gdje su k = X/(?-c):
92/c ;

S) (T-T^ )=^2c( (Tp-TQ )/R§-C ;
1 <5 2 2

W t f T 3 R ;
^=(2 do/s R c >-

u slučaju stacionarnog režima izvlačenja. desna strana jednačine (3.2.17) je



jednaka nuli pa je
d2 T (j djr
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d z2 d z
0 — ^ r
ir T + F - Ti +CJ= °-S 3

(3.2.13;

Predhodna jednačina je linearna diferencijalna jednačina drugog reda sa kon- 
stantnim Ijoeficijentima. što znači da je lako nači njeno rešenja.

U slučaju korišćenja nelinearnog graničnog uslova (3.2.6) do'oija 
se nelinearna diferencijalna jednačina drugog reda

d T
F "  ' H ž" ~  u  V  -  -<> ■dz ”s "s

čije rešavanje se svodi na rešavanje eliptičkih integrala.

(3.2.19)

3-’0DREDJIVANJE PROFILA TEMPERATURE 
KOD TOPLO VALJANOG LIMA

3.1. POSTAVKA PR03LEMA

Sloj metala pocetne debljine hQ i sirine b valja se izmedju dva
apsolutno kruta valjka istih poluprečnika R i rastojanja izmedju osa 2L(S1.3.3.1)i

'A
pri cemu se obrazuje zona kontakta duži- 
ne ^ . Neka je sloj tanak (h <£ £ ) i 
neka je dužina zone kontakta mnogo manja 
od širine materijala b (^«b). Poznata 
je ugaona brzina obrtanja valjaka .

€1.3. M .

Na valjke se, pomoću električnog 
bipola. dovodi električna struja gu- 
stine 3 u tacke A(o.a) i B(o.-a).

Usled oslobodjene Džulove toplote Q, odredjene relacijama (3-1-13), materijal 
se zagrijava. Polje temperature T= T0f • " M  ) se odredjuje rešavanjem jedna- 
čine prostiranja toplote (3-1-6). Imajući u vidu (3-1-13), relacija (3-1-6) se 
može napisati u obliku

2 'd . - T 't) . ,  DT . 7>
C Dt (

+ t ’ l j ( ^ ) + S C % < , 0 t - T5]  = Q o ( T >- • • •

Pošto se radi o ravnom stanju brzina deformacija. brzine U ^ i $ £  
su različite od nule dok je brzina ̂  =0. Osim toga. može se predpostaviti da 
je slika temperaturnog polja u svakom presjeku ista. t j . ona ne zavisi od koo- 
rdinate ^  , što znači da je parcijalni izvod temperature po promjenljivoj ^  
jednak nuli.



Imajući u vidu predhodno rečeno. relacija (3-2.1) dobija oblik:
2

c

....  (3-3.2)

U cilju rešavanja predhodne jednačine može se koristiti, kao _i kod izvlačena 
tankih žica, metod usrednjavanja. S obzirom na činjenicu da je debljina sloja 
mala u odnosu na veličinu zone kontakta usrednjavanja treba izvršiti po koor-
dinati ^

3-2. PROFIL TEMPERATURE

Predstavljajući da se profil temperature po debljini sloja ne mije- 
nja mnogo sa prpmjenom vremena t i, koordinate ^ , tj. da je T<T(^)iz jedna- 
čine (3-3-2) se dobija jednačina za odredjivanje profila temperature

L” 3̂ ( )+ 3 • c  ̂ = Qq (T)  .........  (3-3-3)

S obzirom da su b rzine  male može se p red p o s tav iti da je  dio toplote koji 
se prenosi kroz m a te r ija l konvekcijom (stru jan jem )znatno  manji od d ije la  to- 
p lo te  koja se kroz m a te r ija l prenosi provodjenjem. U tom sluča ju  jednačina 

( 3 -3 -3 )  d o b ija  izg le d

^ i l )  = Q (T). ...........  (3-3.4)

U slučaju kada je Qo(T)=Qo=const. i ^(T)=X =const., rešavanjem 
predhodne jednačine, dobija se

Q o ■ 2T(V = Tl' *f=o '
.........  ( 3 . 3 . 5 )

pri čemu je T j _ q  temperatura u centru tj. u tačkama * =0. Pri rešavanju 
predhodne jednačine iskorišten je uslov da je

'D T 

je t

T=o = 0. ....  (3-3-6)

O dređjivanje temperature t I =T v rš i se korištenjem  graničnog uslova o b lik al ̂  -o c

....  (3-3-7)

k o j i  označava da je  k o lič in a  top lo te  koju m a te r i ja l ,  kroz svoju granicu  

oda o k o lin i temperature Tq jednaka k o l ič in i  to p lo te  ko ju  o ko lin a  p r im i , 
čemu je  uzet o p š t i j i  (n e lin e a rn i)  o b lik  graničnog u s lo va . Temperatura T 

tem peratura na p o vrš in i m etala. t j .  V 'r -^ A B =Tp ‘

T  AB’
p r i



....  (3-3-8)

Iz (3-3-5) se. za ^ đobija
T = T - 9 ° • \ 2 p c 2 x » AB ‘

Ako se iz (3-3-5) i (3-3-8) eliminiše temperatura T =t | dobiiac l^=o
se Q 2

T'V = Tp + >• ....  (3.3.8)

pri čemu se temperatura T^ odredjuje iz graničnog uslova (3-3-7)

Qo ' W  ^ V V V ' V V  ....  (3.3.9)

Ako je npr. d2=0 ’ onda Je

V To * - ^ T ab   (3.3.10)
*•

ili. ako je ol̂ =°. onda je

T = T +^I Q° ^ AB .... (3-3-11)
p ° oL 2

U opštijem i realnijem slučaju kada se funkcija Qq (T) predpostavi u obliku 
Qo (T)=Qq ( 1+o(T) jednačina (3-3-4) postaje

,2T,. . Q_ .j Q„
~A  ■ T (V = - • .... (3-3-12)
d V  h  > A

Radi se o diferencijalnoj jednačini drugog reda sa konstantnim koeficijentima. 
Njeno rešenje je ______

T(t) = A cos \l -4- .... (3-3-13)
gdje je A - proizvoljna konstanta. Pri dobijanju predhodnog rešenja iskorišten 
je uslov (3-3-6).

Stavljajući u predhodnoj relaciji da je dobija se tempe-
ratura na površini metala T^

Tp = T(V  1 ^ = ^  = A .cos •'S Ab " 3  * .... (3-3-14)

Ako se iz (3-3-13) i (3-3-14) elirainiše konstanta A. dobija se

T (>) = Tp + . COS \J A  *  _ 1 _ .......... (3-3-15)
i \/ Qo-J v 1 * * * *

C0SV T ' ^ ab
Temperatura T^ se odredjuje iz graniČnog uslova (3-3-7).

Na kraju će biti razmotren slučaj kada se u jednačini (3-3-3) ne 
zanemaruje član koji ođredjuje toplotu koja se prenosi strujanjem, za slučaj



kada je Q (T)=Q =const. Tada se jednačina (3.3.3) može napisati u sledećmo o
obliku

odnosno

gdje je
- > S * § c t ' V T  = ,0V 3f  ....  (3.3.17)

integraciona konstanta.
Nehomogena diferencijalna jednačina prvog reda (3.3.17) se smjenom 
T(^) = U ^ )  V(^) ....  (3-3.18)

može svesti na homogenu. Pošto je

dT d U - 7  TT dV

to zamjenom (3.3.18) i (3.3.19) u (3-3-17) dobija se

\_~ X ^  + c = (Q0 r + V  +  ^

Da bi se predhodna jednačina svela na homogenu oblika 

-
funkcija mora da zadovoljava jednačinu

- X r r - V  ■ . b ,-d 'o
Rešenje jednačine (3-3.20) je 

= VQ- exp Ir
gdje je

t-dj

Funkcija U(*) se odredjuje iz (3-3.21) kao

U(v = - | ^
B

. d> + B-i >  T- i j-
v v  > 2

Na osnovu (3-3.22) i (3-3.24) se. iz (3-3.18) dobija

T(V = l - /
Q°'S ^ l  . R

2
]  V0 I,

gdje je integral odredjen relacijom (3-2.28).

.... (3.3-19)

....  (3-3-20)

.... (3-3.21)

.... (3-3-22)

.... (3-3-23)

....  (3-3-24)

(3-3.25)



OPŠTI ZAKLJUČAK

Osnovni rezultati disertaeije i komentari su:

■ 1. Iz teorije tseenja tankog sloja plastičnog materijala po povr- 
šitna istraženi su i riješeni sledeći novi statički i dinamički problemi:

a) Presovanje tankog sloja metala oblika elipse. Dokazano je 
da se krajnje tačke rebra rastieanja poklapaju sa centrima minimalnih krivina 
elipse i. za slučaj kada se po njenoj konturi nalazi žljeb. dobiveni su izrazi 
za izračunavanje visine materijala u žljebu i potrebne. ukupne, sile presovanja

b) Formiranje koncentričnih kružnih rebara pri presovanju tankog 
sloja metala. Riješeni su problemipresovanja kružne ploče sa ciljem dobijanja%• i
koaksijalnih kružnih rebara i problem dobijanja više ćelija sa koaksijalnim 
rebrima na ploči proizvoljnih dimenzija. Za razmotrene slučajeve dobiveni su 
izrazi za odredjivanje visine materijala u žljebovima. zavisno od veličine, 
položaja i broja žljebova. Prodiskutovani su neki specijalni slučajevi. Tako- 
dje su dobiveni izrazi za odredjivanje ukupne (potrebne) sile presovanja za- 
visno od položaja i broja žljebova.

c) Dinamički problemi udara tereta u kružni disk i kružni pr- 
sten. Data je postavka problema tečenja tankog sloja plastičnog materijala po 
površima za slučaj elastičnih radnih površi. linearno-očvršćavajućeg materi- 
jala i postojanja inercijalnih sila. Dobiveni sistem diferencijalnih jednačina 
je spregnut po nepoznatim veličinama (pritisak i brzina čestice materijala) i 
ne može se dobiti analitičko rješenje. Za specijalan slučaj krutih radnih po- 
vrši i idealno-plastičnog materijala dobiveni sistem jednačina je riješen tj. 
nadjeni su polje pritiska. polje brzina i oblik oblasti koju zauzima materi- 
jal u proizvoljnom trenutku vremena. Razmotreni su slučajevi slobodnog rasti- 
canja i slobodnog uticanja u žljeb materijala. Na bazi predhodno postavljenog 
problema rešavan je, dalje, problem udara jedne radne površi (mase M i brzi- 
ne <Jq ) u materijal, koji se na taj način deformiše (proces kovanja). Za slu- 
■čajeve slobodnog rasticanja i slobodnog uticanja u žljeb materijala dobivena 
su, u kvadraturama, rješenja za brzinu promjene debljine sloja. Zatim su dati 
izrazi iz kojih se. za poznatu masu M i za željenu krajnju debljinu sloja h^, 
može odrediti neophodna brzina udara (J . Pri razmatranju dinamičkog problema 
tečenja plastičnog mat. oblika kružnog diska. pokazano je da rebro rasticanja 
mijenja svoj položaj tokom vr ̂ mena što otežava dobijanje rešenja u analitičkom 
vidu -

Predhodno razmotreni problemi i dobivena rešenja odnose se na



proces obrade metala pritiskom (presovanje. štampanje kovar.je), što im daje 
mogućnost konkretne primjene i realizacije.

d) U okviru teorije tečenja tankog sloja plastičnog materija- 
la po površima (teorija Prandtl-Nadai-Iljušina) dalje je razvijer. (uopšten) 
efektivni metod karakteristika. na taj način što je dokazana njegova prim- 
jenljivost za najopštiji slučaj graničnog uslova (kada je pritisak po konturi 
promjenljiv). Dati su uslovi koji moraju biti zadovoljeni da bi lokalna teorema 
o egzistenciji i jedinstvenosti rješenja bila zadovoljena. Metod je ilustrovan 
interesantnim praktičnim problemima koji su riješeni.

Poslednji rezultat (tačka d) pored praktičnog ima i teorijski zna- 
čaj jer predstavlja korak naprijed u daljem razvijanju i primjeni efektivnog 
metoda karakteristika.

2. Kod problema hladnog valjanja metalnog lima izmedju krutih valja- 
ka cilj je bio da se dodje đo tačnog. analitičkog rešenja za polja napona i br- 
zina s obzirom da ona do sada nijesu postojala. U tom cilju je uveden bicilin- 
drični odnosno bipolarni krivolinijski ortogonalni sistem koordinata. Dat je 
algoritam konstruisanja koordinatne mreže. Za komponente tenzora napona dobi- 
vene su analitičke vrijednosti. što je omogućilo da se izračunaju ukupna no- 
rmalna i tangencijalna sila koje djeluju na valjak u zoni kontakta samaterija- 
lom. Odredjeni su i pravci glavnih napona. Pri odredjivanju polja brzina pro- 
blem se sveo na rešavanje kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednačine 
drugog reda hiperboličnog tipa. Korišten je metod karakteristika. Medjutim, 
mogućnosti daljeg istraživanja ovog problema u opštijoj postavci postoje.

3- U okviru istraživanja problema dinamičkog opterećenja šupljeg 
cilindra od linearno-visko elastičnog materijala. obloženog sa elastičnom 
ljuskom. uz prisustvo nehomogenog i nestacionarnog temperaturnog polja:

a) Data je najopštija moguća postavka problema za slučaj line- 
arno visko-elastičnog materijala.

b) Predložen je metod rešavanja postavljenog problema. Metod 
se sastoji u tome da se;razvijajući jezgro relaksacije u red po odabranom 
malom parametru. problem svede na rešavanje dinamičkog problema uz prisustvo 
homogenog temperaturnog polja koje se može shvatiti kao neko fiktivno optere- 
ćenje. Za rešavanje dinamičkog problema takodje se koristi metod malog para- 
metra.

c) Na osnovu opšte postavke problema i predloženog metoda re- 
šavanja mogu se, kao specijalan slučaj. dobiti kako već poznata tako i nova 
rešenja. Na primjer rešenja za: slučaj nestišljivog materijala, nestacionarnoi



Razmatrani problem je poslednjih godina veoma aktuelan i mnogo 
istraživan u svjetskoj literaturi. možda zbog velikog praktičnog značaja, 
jer se dobivena rešenja i rezultati mnogo koriste pri projektovanju transpo- 
rta tečnih 'i gasovitih goriva kao i u nekim drugim važnim oblastima tehnike.

s
9

4. Činjenica da proces obrade metala pritiskom postaje efektiv- 
niji ukoliko se metal obradjuje u toplom stanju uzrok je razvijanja tzv. ele- 
ktro-termo-plastičnosti i elektro-plastičnosti. Kod problema iz tih oblasti 
važno je razmotriti pitanje odredjivanja profila temperature po debljini slo- 
ja. Profil temperature je u ovom radu odredjivan kod problema toplog izvlače- 
nja žica i toplog valjanja metalnog lima. Metal se u oba slučaja zagrijavao 
električnom strujom. Kod valjanja metalnog lima struja se dovodi preko elek- 
tričnog bipola. pa se ranije uvedeni bicilindrični sistem koordinata pokazao 
veoma pogodan jer oslobodjena Džulova toplota praktično ne zavisi od bipolar- 
nih koordinata. Razmotreni su razni specijalni slučajevi sa linearnim i neli- 
nearnim graničnim uslovima. Za neke od njih dobivena su analitička rešenja i 
odredjen kriterijum stabilnosti procesa razmjene toplote.

i homogenog temperaturnog polja. homogenog jezgra relaksacije. itd.



UTERATURA UZ 6LAVU Z
[ 1-1 B M .^eonockee,. Conporue>Acnue mot&puaaos . Mock6 a , .U a v k a  , 19 7 9 , 5 5 9 c.
I 2J. M.M.$uaoaehko- Bo po h u u . Teopust xn pypociu . Mockba , <$u$.mrt.pu2>, 1 9 5 9 ,3 6 4 c.
L 3J. fl.H. Mpalw lih . PPUKAARHATi reoPUJt DARCTUUHOaU U DOM  V 4£CJU. M ockba>u Hrui-

Unocipoeu-UE j 1 9 7 5 ' 359 c.
[ iJ. A.A. UA6U>UlUfi., B.C.ATHCKUU . ConPoTU&AEHUE HRTEPUAAOB. MoCJE8At (pUlHRTrub, 1959,

371C.
[ s l  A.A.Uteicumu. Me x a u u k a  cnAoiUHOu c Pe j iu . Mo c k b a , MPy, 1 9 7 8 ,2 8 7 c .  
i* l . A.M. KfMAHOb. OcHOBbl TEOPUU PARCTUUHOCTU. MOCKBA, .  j  4?69 , 420c.
it f . B.b. UočomuAOB. TeoPuJt vn P u p ocT U . Moceba , CjnnPoM PUb, 1 9 5 8 ,bTOc. 
i $ .  A A M a s IO IIIU H . flARCTUVHOCTS. MocKHA , P0C7£XUbtlfiT, 19H 8i $76c .
[91. AM>. UuiAUHcKUU. runOTBbA flPOVHOCTU (pOPMOUBMEHeHUh. MOCKBH, ^SeSH U E

lAHUCKU MPH, .M etnU U KH ] I9k0, &un. 7.VI, c. 147-1Z4.
M  RMUCJ.H- W//s. Dn the siate o f  stress m o. ptasijJc.- rt^td bod^ at the Ht-

eCcJ p o in t ,u The phiiosophicnt m a n a z m e ., SeMenth B er/es, 1951, 
"  to t .4 2 , U03 b i , p .e 6 8 -* 9 5 .

[iiJ . {L.HMb a e b . K n ociP oep u to  reopuu uueaa6Hou  h ah ctu u h octu .„ [Ip u k a h iih a \  m -
TEM47HCR U MEtflHUKfl* 1 9 5 8 • t  V5Ul, B6//7. G , c. 8 5 0 -8 5 5 '. ^

[12], P.M. 'tEUlOPHCeeuT.HunnRbOH UbMeHEHUH \JCAObUU TEKMECTU Il/Uk \JCTOUHU8bfK
U0.EAA6RO- nAHCTUHECKUX TSA. . HetRHUKR * flEPUOUUH6CKUU 

’ C60PHUK nSPEBOJlOB UHOCTPPHHb/K C7f}T £ U ,1 9 € l. 8bW Sy 
c . 1 2 9 - m .

[13J M T fluBEP. Wtf)SCIWf) PRRCf) HDKBZTDLCEUIf) JfKO MIRKA 'JtUTEZEUlf) HffTERipLU.
P/SMf)y T II-, \UnX'SZf)VJA, PfUJST'UO'JJE 'JJ'JVA 'JJkHcij/O nnUKOVE 4956,
S. 3 -2 0 .

LHl. R.MlSES. MEHfH/lk V€P PiPSTlScheU  PORMRMDERUMG \JOU KRlSTRLlEH ,,7£l- 
■fschrfi f( jr  (M G E'VR note HffthEHffTUC UOD MCChRUIh] IS2& ,& o -  
UP 8 ,  f fe tt  3 ,  5 . I € l -4 g s .

Oš}. 8.R . hMolUHUKOB, MffTčMffTUHECKffA TEOPIĆ) flAffCTUUffOCTU, (Juj.MPJ 4973, 206.c.[4sJ BMpppep. flpoeA6MU teopuu flAffcnjuHOCTU. <$U3HATru3t 1956,
[17]. B.KoUTEp.CoOTffOlUEHUji HEff/OV ffffnPkH/EHLLhMU U Qe<poPHffU^lPtHU,.Metffff1J- 

i<ff ' U ° 1 ,1 9 6 0 .
[181 A A U A 6 )o u j u H. flAffcruuHOCTC. U sjj A H-OCCP, M o c k b a , 1963.
[191. l.PpffHDTl. sponna$StferLei(u /)2  m p iastischen Kazpern.„Proceedin^s o f  4-$i.

In icrn a tion a l ccngress o f  c tp p lie d  m ech a n ics'', D etL f, 4924 s.
4 3 -5 4

[2o] 9 . P eu cc. J u er  unp'jrou aetoPHMffuu. 8  teopuu /m h ctuh h octu . & kh.„ Teopua  p a r - 
CTUHHoau'. M o c k b a ,  Usa.uHocip. aut. , 4 9 4 8 , c- 2 8 3 -2 9 0 .

D24]. S .C e U rB c H A H . 0 6  \)C T ffH O Q A E ffU U  U P ffB U E ffU U  B ffU T E P H ffU X  J L B U fH E ffU U , B O h ffU K R  -

fom,uK BTg>epnh/x /MfferuHECKu*  tea iff /ipej/earmu ^dpvpoctu.Bkh.
.  Teo?u9i ijARcruHffocru ‘ H ocksr, Usq. uhoctp. a Ut., 4 9 4 8 , c. 44- 49.

JjZŽJ. B .P e H- lE H f f f f .  R l/< p < p £ P E H U ,U ffA 6 H b lE  U P ffB f fE ffU h  B ffU T E P ffU K  U B U fffE ffU U , B D lffU  K fffO - 

HUX a  T & eP /2b (X  /JAffCTUUčCKUK TEAHK) U  P P fff fU U ffb tE  VCAOBUJt U A h  3TUK 

TEA . llC K o T D P U e  f)PUAO/HEHH%. 8  KH.. T č O P U h  n A R C T U V H O C T U ', ftOCKBff, UsJJ.

unocTp. a u t , 4946 , c  24-33.
[23], (p.'JaneucT. JnpovHeHVE ctrau u e u  noaoBnux hrtepuraob. B kh.T eopusl nAffcnjHnocnj 

Hockbr,  Usji. uhocjp. Au7., 4948, c. 2 8 3 -2 9 0 .
[2h\. B-AoAE.&AURHue CPe/JUtrro rARBHOPO HR/lPAHfEHUh Hff TEKUUEC7 HETflAOB & KH Tg- 

OPUK nARCTUUHOCTU * HOCKBff, UiM- UffOCJP.AUT., 4948, c. 57-69



[ 2sJ  P M l t i e c .  M £ X f lH U K A  T S e P H U X  TEA 5  HAHCTUVECKU B E (f> O P M U P O B A H O M  COCTOftMJU.

p 6  KU. „ T e o p u z  flAPC TU U H O C TU  * H o C K & R , U iJ ). UHOCTP. AUT. f  ( 9 0 Q>, C. 5 7 - 6 9 .^

l26], A M  W u x 05 . R e < p o P M P U }U O H U fV t f )U u b O T P o n u %  u  P o A b y w e c T 6 M f lA o a p a e p o j j u c t o u

C T R A U  f lP U  H O P M R A H O U  T e M n e P R T U P e . ,  U h p /E  H č P fU M U  M U P H H A  *

1 % 1  > T.1 , S b J f l .A ,  c . 1 5 0 -  (5 5 .

[??J. ( O .U .K n a n u J e e u u . ,  B  & . K o b o m u a o p ,  T e o p u ž  n A f lC T u u H G C T U ,\ ju u 7 U & (H o u j, r& .  o a n iu 'n t u e

M U K rO H fln fP U H C H U Ž .*  n M M  'r 1 9 5 B , r.x\ll 8bia 1 c. 7/-£
f2al. A M  t th iK o b .  f l f lA C T u y e c K U £  c & o u c 7 5 A  u  P A b p m n e n u c  c t r a u  n p u  a m i o c h o m  n n n p n -  

m  e n n o M  c o c t a ž h u m . „ UumcHCPHbiu c b o p h u k  '  19 5 A , r. xx , c 37- k B .

[291 A M .IH u k d 8 . Ca o m HOC ffP P P H M B H U E  U  T tD P U A  P A flC T U V H O C T U  H h O 7P 0/)U W X  H E T f}A O & .f U iR  

€C TU > H fM JK A H C C C P ’  0 r H .7 B X H .  H R 9 K , 1 9 5 5 , (J eg , c  8 1 - 9 Q .

D>c0. A .M  HCfKOb. CAOIHHOC HRPPHMEH-UE U TECVUPi  flARCTUUHO CTU U iU T P O flH O JK  M E TR A O B ...15B

E C T U ft A H C C C P ’  OTfL. TEAH. H R M , 13 % , iJ°f2 , C.72-87.
D>0. P .F E R K U . K  T E O P U U  n A R c T U U E C K U l ne tP O P H R LA U U  l  & b / b b / t R £ M t / X  HMH 8 HRTEPU -  

AAC OCJR-TDW Hb!X H R t/P J lH fC  H U U . 8 CH- T c o p U *  flARC TU UHO CTU, HOCKSR, UbJL.Ulto-

c tp . a u t , I S k  8 ,  0 . 4 1 4 - 1 5 5 .

^2]. PU lM U H T. 0  3 R & U C U  H 0 C 7 U  H B ff/d  V  H fl0 P >  Kf €  ltU 3 .H U  U Q E 0 O P H R U ,U ^H U  5 OEARCTU V/7PO- 

V A C U u S  . 8 KH. . .T e O P U Ž  n A R C T U U H O C T U ', H oC K B R , U lH . U tfO C 7 p .A U T .,1 9 M ,r.2 5 i-

256.
r»J  ‘L R . l iB A E B .  K  TC O P U U  PPOCTOPO B e c p O P H U P O B A H u J l f lA f/C T U W e C K U X  7EA . f l M M ‘,1 9 5 5 , 

7• XJX 6 ,  c .  7 5 4 - 7 3 5 .

L M J  A . U  C e r o b . 0  n o u > n & x  f ip o c m r c  r r p p /m e u u A  q  & o b H O H fU b \x  m n 2 x  a e o f lo P H u p o s o -  

MA.„ tlMM' 059, r. xxillt 6bi/i2, c.400-402.
T35J Q . B . M o C K Q U T U R . flARC TU URO CTE RPU R E P E H B H R b !X  H R P P U U fE H U S tX , HoCCBR, U m . t lP 'J ,

1 9 6 5 ,  2 6 5  c.

L% 2 U J \.  K u u k o . Te o p u Pi  p a r c t u j e c k o p o  t e u s u u J i . H c c k b r , L /io . M P 5 , 1 9 .7 8 , 7 5 c .

& ] .  A .flP A H a T A G . fJ P U H E p b t flP U M E H E H U S t TEO PEM U P e H K U  K  P R b H 0 6 E C U H >  f lA R C T U U č C K U f  

TEA ( Z A M M  , 8cA 3, s k 0 i - i i 0 6 , 1 9 2 5 ) .  T e o P u 9 i nA R C T U U R O C TU  J  C 5 . C T R T č U .fk m  

p e n .  JO.H. P r c c t H o t a r , P o c . u m .  u h g c t p . a u t . / 9 4 B .

U>9J. A .A  U A s fo tu u R .  R o r p o c h  t e o p u u  r c v e u u 9 /  h a r c t u u č c k o p o  b e u ^ c c t b r  n o  n o e £ P x H - o -

C U M  ,  !1 M M , T. & u n  U '5 ,  1 9 5 4 .,  c .  2 6 S -2 8 C .

[ f i j .  A.4. U a b K H H U U . f lO A H A Ž . nAACV1WHGCTC B  f? P o U ^ C R X  7 € V € J fL f$ . M E JR flU  H /Č C JK U M U  JX>3£

P K R O C V L M U ,  H H A A O P U A  C. nE U lU Q H O U  H A C b m R J O  U H E K O fO P b /e  f fP l /A L

T H E t /U Ž ,  f lM M ,  t . X JX  u ° i ,  ( 9 5 5 1,  C S 9 5 - 7 / 5 .

L4ol. A .A .U /e f o u / u H .  H e K o T o p b ie  Bcnpoct/ i e o p u u  j ia r c t u u e c k o p o  t č V & j u j . U u . A f / e c c /

OTJ/EABHUe 7 E K U U  USCCUK f l f l  U K , f j ° 2 , 1 9 5 & ,  c č f l - S / S .

M .  I IU .6 € 3 fX 0 5 .  O C H O B b ! 7C O P U U  JflP i/PO C TU , nARCTUfHO CTU (f flO A A fU eC TU , M .E bC U Jflk UJXOAR,l96l 

51 2c .

f a l  C tPO UTBAER aJ l H € X R H U K J f .C B .C m r e L / , nocB E U fE H H b/X  B O / E t u / o  CO J2/VZ p C P H ffe R U J l P tP i 

C oU jU R A U C TU V ećK O /'O  tP V D R  U.H- ? A 5 U H O B U ^ Q  ( c t R t& U  4  4 .  P e c č f le B R ,  A P f / * R H b l t f M f lA  
U .C U ^ j k p o &a  u  J/p . ) j C r P o a u i / i n T ,  (9 6 6 .

&?J. P  U  5 e b U X O & . f fp U M E P b l U  5 R 0 R U U  n o  7EOPUU H flP fP O C JU , flA R C J U  J ffO C T U  U  n o A 3 y < / fC T k  

N cK /K B A , , S b /C U X L >  U lKO Afl ' ,  /9 € 5 t  3 /9 c .

[4 *0 . B A . KRD.6/M O B. f te K c jC P b ie  b R J lR U U  nA R C U N C C C O P O  T E V eH U Ž B  7 W K O M  Q A O € H C T R A A fl. A

......CRHfL. c f r u i -  H A T  4 A V C , H c C X 3 R  , MPif, ( 9 2 4 ,  c .1 0 5 .

[4 5 ]  10C.FP9TLOHC&1 A .A .  FoffCSP. Oc r /H U B R R U E POCOBOK flP O U B & O A B H O U  c p o p j f lb f  &  f lA A U e . U č & A

CCCP, H ex- u  H A ucuH C C T P oeH ue , (9 S 5 ,  / J H ,  c. ( 6 6 - / 7 1

M  A - f l• ^ V A U H . f lP U K A R I lH A i l  H E T R H U tR  jB e p M O T O  H E < p O P H U P U e A fO P O  T E /A fl.  To m I  H o C&R

•  U w < r \  / 9 ? 5 ,  8 3 2 * .  J



1
L .& o U i h p v u . l u z  T h to t t ie d e g  e ia s H s c h e n  U f ic h u c / i r n m j . A u P h j s . a n c / .  C h e m ., (976>,€ i^ .Bd: 

[4 8 ] ,  M A .K c a v j h o b  fhA6bdvec76 u  peA//KCHU,u\. H o c c m , „ B b / a u t iA  u / t t o A f i ', / 9 7 6 ,  2 7 6 c  Lw. A P.PHAHÛb/U. HčKolCPt/e Sonpcch! HeMHUKU C.UO.TSM, He<poPHUPi//<X̂U'KCA 8o 8 
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