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PREDGOVOR

U savremenoj metalroj industriji obrada metala pritiskom zauzima
vidno mjesto u odnosu na ostale tehnoloSke grane. Tcome u prilog ide éinjeni-
ca da je viSe od 90% svih metalnih produkata (polufabrikata ili gotovih pro-
izvoda) moralo proéi kroz ovu vrstu obrade. U vezi s tim nd posebnog znacaja
i interesa jedalje istraZivanje tehnoloSkih procesa. kao Sto su presovanje,
kovar.je. valjanje. izvladenje itd. s ciljem njihove optimizacije, kako u
pogledu naponskog stanja tako i u pogledu deformacija odnosno kinematike sa-

mih procesa.

Iz skupa procesa plastidnog deformisanja metala moZe se izdvojiti
lasa koja se karakteriSe jednim op3tim svojstvom. a to je da se tecenje me-
tala vr3i u obliku tankog sloja koji se nalazi izmedju radnih povrsi ¢&ije kre-

tanje definiSe karakter i geometriju tedenja. Procesi te vrste su dovol jno
rasprostranjeni u tehnologi ji: Stampan je i presovanje tankozidnih elemenata
konstrukecija. valjanje limova itd. Pri relativno opStim predpostavkama poka-

zalo se mogudim formirati teoriju i predloZiti efektivne metode za reSavanje

naznacene klase problema.

S druge strane. u poslednje vrijeme. mnogi proizvodi se izradjuju
od nemetalnih (polimernih) materijala pa se, u vezi s tim, posebno intenzivno
razvija naudna disciplina mehanika polimera. Formiranje efektivnih metoda za
proradun konstrukecija od polim=rnih materijala je jedan od njenih najvazni-

jih zadataka.

Savremeni problemi vezani za transport goriva u tednom i gasovitom
stanju. sagorijevan je dvrstih goriva, transport cijevi od polimernog materi-
jala i sl. udinili su da mehanika polimera bude predmet interesovanja veli-

kog broja istrazivada. posebno u inostranstvu.

Ovim aktuelnim problemima nelinearne mehanike je posvecdena ova diser-
tacija.

U vezi s predhodnim. cilj istrazivanja, u okviru disertacionog rada,
je bio da se dobiju reSenja za niz novih problema iz naznadenih oblasti i da

se pri tome ili predloZe nove metocde reSavanja. ili dalje razviju postojede
ili pak samo primijene veé poznate efektivne metode.

Disertacija se sastoji od predgovora., tri glave. opSteg zakl judka

i spiska literature.

U prvoj glavi su dati osnovni (neophodni) pojmovi iz mehanike kon-

tinuma. korektne postavke graniénih problema teorije plasticnog tedenja i



termo—visko-elastidnosti u sludajevima statickog i dinamickog opterecer ja

i pregled efektivnih metoda reSavanja.

Drugu glavu disertacije sadéinjavaju raSenja rovin problema aladrog
presovanja i valjanja tankog metalnog sloja. Istrazeni su: problem presova-
nja sloja oblika elipse. problem dobdijanja koncentriénih kruZnih rebara.
udar tereta u kruZni disk i prster. i problem valjanja lima. UopSten je efek-
tivni metod karakteristika. PredloZen je metod resSavanja problema dinamicdkog
opteredenja Supljeg cilindra od linearno visko-elasticnog materijala, oblo-

Zenog sa elasticénom 1 juskom. uz prisustvo nehomogenog i nestacionarnog tem-

peraturnog polja.

U poslednjoj. tredoj. glavi su date postavke i resSenja problema od-
redjivanja polja i profila temperature kod izvladenja tankih Zica i valjanja

limova za sludaj prisutnosti elektro-termo plasticnog efekta.

Na kraju je dat opSti zakljucak u kojem su sintetizovani dobiveni

rezultati i dati odredjeni komentari.

U disertaciji su formule i slike oznacavane sa tri cifre. Pri tome,
prva cifra predstavlja broj glave. druga broj odeljka u glavi, a treda mje-
sto formule ili slike u odeljku. KoriSéena i citirana literatura navedena je

na Xraju. i to za prvu glavu posebno. a za drugu i tredu zajedno. Pozivanje na

literaturu se vrsi brojem u uglastoj zagradi.

Oznake nijesu posebno navced jene, veé je u tekstu svuda naglasavano

Sta odgovarajudéa oznaka znaci.



GLAVA I: NEOPHODNI IZVODI IZ M=HANIKE KONTINUMA
I EFEKTIVNE MATEMATICKE METODE

Ovdje su izlozeni osnovni elementi iz teorije napona i
teorije malih i kona¢nih deformacija. Prikazane su. u kratkom
obliku. i neke efektivne matematicCke metode za rjesSavanje pro-

blema nelinearne mehanike deformabilnog tvrdog dijela.



1. ELEMENTI TEZORIJE NAPONA I DEFORMACIJA

1.1. TEORIJA NAPONA

1.1.1. Naponsko stanje u tacki

Znamo ([1]), [2): da je sa devet komponenata napona za tri uzaja-
mno normalne ravni, koje prolaze kroz razmatranu tacku O (sl.1.1.1.), u potou-
nosti odredjeno naponsko stanje u tacdki. tj. znajuéi njihove vrijednosti, moZe-

mo izracunati ukupni napon za proizvodnu ravan ABC koja prolazi kroz tadku 0.

Pomenutih devet komponenata naopona obrazuju tenzor naoona (6 )

Bx Txy Txz)
6 =iTyx By
I'zx sz bz
gdje su: Slx' G'y' G‘z - normalne komponente napona

" [ (g o~ n~o
'[ ' sz, tyx' (zx" lyz' Lzy tangentne komponente napona
X,y,Z - ose pravouglog Dekartovog sistema koordinata.

)
Tenzor napona (G)je simetridan jer, na osnovu stava o konjugova-

nosti tangentnih napona,vazi

T;y S 2}x' z;z o t;y’ sz L

Projekecije Xy. Yy i Zy. na koordinatne oss x,y i z, ukupnog napo-

na py (sl. 1.1.2) za kosu ravan ABC su odredjene relaci jama:

Ky '* sze*?}y:m + szqn )

Iy = Tyt *Cym*Lzens e (1.1
- :
Ly= Lzx-¢ +sz-m*62'n !

gdje su: £.m.n - kosinusi pravaca normale ) ravni ABC.

Ukupni (py), normalni ( § ) i tangentni (7% ) napon se zatim, na

osnovu poznatih projekeija ukupnog napona, odredjuju iz:

Py

VX\_,Z +Y\,2+Zg2. 4
'5'\) = Xyl +Yy'm + Zy.n,

t}::V@;g - G’Z.



U daljem tekstu demo. u cilju saz=tijeg pisanja. koristiti i ten-
zorske oznake, prema kojima se Dekartove koordinate x,y i z oznacavaju sa X5
pri demu indeks i dobija vrijednosti 1,2 i 3. Normalne korponente naponz2 ozna-
¢ d i ta t 5 .., ' 2 tenzor napo-
avacemo sa G 11 [;22 i 533. ngente sa b, G23 i 6'3], and
na sa & (G‘Lj)i'j:1'2'3' Ako sa n; oznaéimo ranije uvedene oznake ¢ ,m i n, onda

relacija (1.1.1) ima oblik

Xﬁ=€ij.nj, ..... (1.1.2)

pri demu se sabiranje vr3i po ponovljenom indeksu u monoé¢lanu. Indeks koji se

ponavl ja naziva se nijemi indeks, a indeks koji se ne ponavlja je slobodan.

ux'_"__ Ty x / Amm i m e -
/*%(gu o
~ o’ Y £
C/. 3 h2 ==
7 C p=
2 SL.1.11 ’3 SL.1.14.2.

1.1.2. Diferencijalne jednadine ravnoteze

Ako se iz opteredenog tijela izdvoji mali element oblika paralelo-
pipeda, sa stranicama koje su paralelne koordinatnim osama x.y.z i koje imaju
duzine dx, dy i dz, na njegovim stranamsCe se pojaviti naponi kao uticaj odba-
denog dijela. Oznadavajuéi sa'X, Y i Z, zapreminske sile, jednaCine ravnoteze

(bez inercijalnih ¢lanova) su:

96« D(B(y 0lxz X -0

x TRy Y 9zt 0

Al ‘

3:3’+gﬁyy+ %Z;’znf:o, ..... (1.1.3)

OCzx 2Tzy . Nz .
ox Y  ©2
ili u skracenom obliku

961 j
T ¥ = o ceee. (101.1)




1.1.3. Razlaganje tenzora napona

Opsti sluéaj naponskog stanja mozemo oredstaviti u obliku zbira
dva naponska stanja (Sl. 1.1.3).Tenzor napona prvog naponskog stanja (S1.1.1.3.b)

naziva se sfernim tenzorom sa komponentama (giJ.G'. tj.

(g o o'
50 =6 456

-

gd je su: é;ij - Kronekerov delta simbol

é‘i\j:E 1 za 1i=]

0 za 1i#4] ,
Q;'; srednji normalni napon

O P B { (1.1.5)

Tenzor napona drugog naponskog stanja (Sl. 1.1.3.c) naziva se devi-

jator napona (§) sa komponentama

Si; =65 '&;Jt- ..... (1.1.6)
odnosno:

s, =§-C5 S, ='ny:

sy =Gy T o (1.1.7)

Z =G' G' SZX :TZX.

Na osnovu relacija (1.1.5) i (1.1.6), odnosno (1.1.7) slijedi

Sii = Sx-o-Sy+Sz =0.  iieen (1.1.8)
U oblasti elasticnosti zapreminska deformacija je upravo propo-
rcionalna zbiru normalnih napona [1]. Kasnije ¢e biti pokazano da se ova kon-
statacija moZe prosSiriti i na oblast preko granice elastiénosti. Na osnovu
predhodno reéenog i na osnovu relacije (1.1.8) slijedi da je kod drugog napon-
skog stanja (Sl1. 1.1.3.c¢) promjena zapremine elementa jednaka nuli, a mijenja
se samo oblik elementa. O¢igledno je da se kod prvog naponskog stanja (S1.1.1.3.

mijenja samo zapremina elementa dok oblik elementa ostaje nepromi jenjen.

Eksperimentalno je utvrdjeno da se pri jednolikom zatezanju ili
pritisku elementa sa svih strana on plastiéno ne deformiSe. To znadi da se u
plastiénom podrudju materijal moZe smatrati nesti$ljivim, odnosno da su pla-
stiéne deformacije posledica promjene oblika elementa. tj. postojanja devija-
tora napona. U tome lezi, i fiziéka, opravdanost razlaganja ukupnog tenzora

napona na sferni tenzor i devi jator.



S e ,
- — % 3 i -
A 1 A 7 /LSy
T/ Tux / . SISy
— T I - t =
1 Uiz | b S VYA i A
| s : Cer. 2
- i /_._... / J - PR i’ p— =
7 | T @ T e z , 3x, a
¢ / . S3 /
’2 a) li b) % c)
SL.115.

1.1.4. Glavne povr3i i glavni naponi

U svakoj tadki tijela postoje tri uzajamno normalne povrsi. za koje
su tangentni naponi jednaki nuli. Te povrSi se nazivaju glavnim povr3ima. a na-
poni na njima glavnim (normalnim) naponima. Vrijednosti glavnih napona jednake

su vrijednostima korijena jednadine tredeg stepena [4]
3 _ R 2 _ N . -
6 I"S G Isz‘ I3G 0, ----- (1.1-9)
gd je su: I16 = (;'x+ G‘y+ gz'
'st'y' (;y G'z_(;'z(;'x+t;y *Gz *Tar oo (1.1.10)

I
ij Ty sz?
2 ¢ 2
386 L ]G'x Gy tyz L % G’xeygz-gxtyz-gy LZX- GZ txy’
(Ex f'zy Slz_j
ili u tenzorskim oznakama
Tig =B

1 2 :
o5 = - 7[61- 855655 e (1.1.11)

1 | T e
I36' =3 GJi,j S'jkgkl+ B‘S ii = ?Giigij Gij'

MoZe se dokazati da su sva tri korijena (E:l 7,8'2 2Q3) jednacine (1.1.9) realna.
PoSto glavni naponi ne zavise od izbora koordinatnog sistema, od njega ne zavi-

se ni koeficijenti jednacdine (1.1.9), pa se nazivaju: I,¢- prvom, I,¢ - drugom

i I3€ - tredom invarijantom tenzora napona.

I

I

Iz (1.1.10) se lako dobijaju relacije kojima se invarijante ten-

zora napona izrazavaju preko glavnih napona
I'IC :G:l +G’2 +G3,
g =662 -6263-636+. ... (1.1.12)
I3¢ = 6162 §3-
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Iz (1.1.10) se, postavljanjem komponenata sfernog tenzora i devi ja-
tora napona umjesto komponenata tenzora napona. mogu naé¢i invarijantz sfernog

tenzora i devijatora napona. Na primjer invarijante devijatora napona su:
115 = 0,
] 2 2 2 2 2 2
S L I (R IR I I N M ) PR AR RS
Ex ¢ Z&y Txz
135: i;’x G‘y_G‘ Tyz
- o~
Xz (zy 6z-G|,

125

odnosno: I15= S..=0.
l11
I,c= JS.oo e e .1.14

1
1367 3555 Sk Skt
1.1.5. Intenzitet napona

Pod intenzitetom napona podrazumijeva se veliéina koja je propor-
cionalna kvadratnom korijenu iz druge invari jante devi jatora napona. U zavisno-

sti od koefici jenta proporcionalnosti razlikuju se:
J .

a) Intenzitet normalnih napona ili, &esto, samo intenzivnost na-

Cu = V3125- ..... (1.1.15)

b) Intenzitet tangentnih napona (z;)

£, = VIZS‘ ..... (1.1.16)

Na osnovu (1.1.115) i (1.1.16) slijedi

Glu = V’3‘. f(:u ..... (1.1.17)

Intenzitet napona izraZen preko, komponentnih napona, preko glavnih

pona (§ )

napona i u skradenoj oznaci je:

1 2 2 2 2 2 z

Gﬂé"\/‘%-ﬁ}’ +(8y-6) +(G-G) 6Ty TypvB)s oo (1.1.18)
- 2 2

Su-;rlr—v (6)-6) +(€-6) +(§-€), ... (1.1.19)

Bu® ?'Vsij‘siy ..... (1.1.20)

Za specijalan sludaj jednoosnog zatezanja (5}=Gb,g'=65=0), na osnovu
-
(1.1.19), vazi

SusC- (1.1.21)
U sludaju 8istog smicanja (63=T;, GE:O, E’:—T;). na osnovu (1.1.19), je

u= V3T, . (1.1.22)
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odnosno O~ G- L. (1.1.23)

n-

(_u = Lo-
imajuéi u vidu (1.2.17).
Iz relacija (1.1.21). (1.1.22) i (1.1.23) se vidi da je intenzitet
napona definisan tako da se u najjednostavni jim sludajevima naprezanja (jedno-
liko zatezanje i smicanje) njegove vrijednosti poklapaju sa vrijednostima nor-

malnog i trangentnog napona.

Jedna od interpretacija uvedenog pojma intenziteta napona [3],
LU], jeste da Jje intenzitet napona proporcionalan takozvanom oktaedarskom tan-
gentnom naponu (T;k),tj. tangentnom naponu na oktaedarskoj ravni (ravan koja
zaklapa isti ugao prema trima glavnim osama, S1.1.1.4)

&L (1.1.24)

S Lok

3
T
U tom sludaju, pokazano je [5], da je pravac tangentnih napona na oktaedarskim
ravnima odredjen tredom invarijantom devijatora napona, dok su normalni naponi

na ovim ravnima (ng) isti i jednki srednjem normalnom naponu G..

1.1.6. Geometri jsko predstavljanje naponskog stanja

Naponsko stanje u tadki tijela. geometri jski gledano, moz2 se pred-
staviti tzv. elipsoidom napona (Sl. 1.1.5), éije poluose imaju vrijednost glav-
nih napona. U specijalnom slucaju svestranog jednolikog zatezanja ili pritiska,
elipsoid napona se transformiée u sferu. pa se zato i tenzor takvog naponskog

stanja naziva sfernim (Sl. 1.1.3b).
2

3

SL.11.4.

Preglednu predstavu o naponima daje i tzv. Morov dijagram napona
(S1. 1.1.6). On se sastoji iz tri polukruZnice preénika jednakih razlikama glav-
nih napona. Pokazano je [6]., da koordinate tadaka u Srafiranoj oblasti predstav-
ljaju normalne i tangentne napone u proizvol jno orijentisanim presjecima koji
prolaze kroz posmatranu tadku. a da koordinate tadaka na kruznicama I,II i III

odredjuju normalne i tangentne napone za skup razlidito orijentisanih presjzska



13.

IIT i LIT (S1. 1.1.7) [4]). Za presjeks I.II i III se, iz Morovog dijagrama,
mogu naéi i ekstremne vri jednosti tangentnih napona

‘E’:M Z,:G'a—GH.T:_G_:Ez_ (1.1.25)

1 2 ~ =T & * 3 2

Tangentni naponi koji imaju ekstremne vrijednosti nazivaju s2 glavnim tangen-
tnim naponima. Presjeci u kojima se pojavljuju glavni tangentni naponi zakla-
paju uglove od 45° sa presjecima u kojima se pojavljuju glavni normalni naponi.
PoSto smo ranije usvojili da je §';2 G’Z-),S:i. na osnovu relacije (1.1.25). ce
aqobi ja e
z}mx : lzél: b1§33 R (1-1.26)

U sludaju jednolikog zatezanja ili pritiska, kruznice iz Morovog
di jagrama se transformiSu u jednu tacku na osi 6'. To znadi da su kod takvog
naponskog stanja tangentni naponi jednaki nuli. PoSto je, kao Sto je ranije
redeno. obrazovanje plastiénih deformacija vezano za postojanje tangentnih na-
pona, znaci da se pri jednolikom svestranom pritisku ili zatezanju plasticne

deformaci je ne pojavljuju.

1.2. TEORIJA DEFORMACIJA
1.2.1. Stanje deformacije u tacdkd

Predpostavimo da se neka tadka M opteredenog tijela, kao rezultat
njegovog deformisanja, pomjerila u novi polozaj. Sa US(' U.y i u‘z oznadimo pro-
jekeije ukupnog pomjeranja na ose Dekartovog koordinatnog sistema. U slucdaju,
kada su deformacije male (analiza ovog pitanja je data npr. u [7])) veze izmedju
deformacija i pomjeranja imaju oblik [37]

£ - PLS A _"()uy Y%,

x - x ! Cy"Jy'Ez"az ’

g 2 Uy Dy A, Fe O

Xy Yy 72X ' yz;ﬁz dy ' Yzx%)x 0z °
gdje su: ex, E_y i Ez - linijske deformacije (dilatacije)

..... (1.1.27)

Xxy'xlyz iy,,-ugaone deformaci je.

U kursevima teorije elasticnosti [4] se dokazuje, da se pri rota-
ciji koordinatnih osa komponente deformacija mijenjaju analogno promjeni kom-
ponenata napona u razmatranoj tacki. Uporedjivanjem odgovarajuéih relacija za
komponente napona i komponente deformacija mozZe se zakljuditi da se iz prvih
druge mogu dobiti formalnom zamjenom napona 9 i T sa deformaci jama &€ i

ZS/ 2uz zadrzavanje odgovarajuéih indeksa.

Sest komponenata deformaci je: €x° £..€ XXY x:}/z i {zx obrazuju
~ z'
tenzor deformaci je E Y ° c °
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U tenzorskim oznakama komponente tenzora € Gemo oznadavati sa
o s . z ..

fij(1,3:1,2,3), pri éemu je npr. 622=fy, 832:Iélu.., pa relacija (1.1.27)
ima oblik

’ .
T e

ij - 2 X, 0%
1.2.2. Uslovi slaganja deformaci ja

Iz (1.1.27) se vidi da se Sest komponenata tenzora deformacija izra-

Zava ju preko parcijalnih izvoda tri komponente pomjeranja po koordinatama
X, Y, z. Prema tome, one nijesu nezavisne funkcije tih koordinata, veé izme-
dju njih postoje zavisnosti, koje se nazivaju uslovima slaganja deformactija.
Da bi predhodno redeno bilo jasnije, moze se deformabilno tijelo zamisliti

kao skup elementarnih paralelopipeda koji se deformiSu kada se i tijelo defor-
miSe. Ako bi deformacije bile nezavisne, onda bi se svaki paralelopiped de-

formisao na svoj naé¢in, Sto bi znacdilo da se u tijelu, poslije njegovog de-

formisanja nalazi veliki broj Supljina.

Uslovi slaganja deformacija se dobijaju, iz (1.1.27), eliminaci jom
pom jeran ja [2]. Oni su

Vkxy _ %x . “Ey ,,’azfx_’c) ¥yz 95‘zx *QK' )

VY T Ay A ez a"Y Xty rz )

2

2 dyz _ at‘y ’<)€z ofy . @ @¥yz NZ" E’5’“’) ..... -(1.1.29)

Wz T oy | 0B« 57 G

%asz_'afz 2 Ex ')fz_@ Ayz 9K zx ah’ny

VRX F o | 5%y "Bz 9x T qy oz

ili u tenzorskim oznakama

D Eik 2°€ 30 ) Eie  DEik -
’ax‘j'axe ’axl’ax ¥ efoaxk faxlrax ..... <.l

1.2.3. Razlaganje tenzora deformaci je

Analogno opStem slucaju naponskog stanja. opSti sludaj deformaci-
onog stanja, koje se karakteriSe tenzorom deformaci ja (g),moiemo predsta-
viti u obliku zbira dva deformaciona stanja. Tenzor deformaci je prvog defor-

macionog stanja je sferni tenzor sa komponentama
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gdje je 6 - srednja deformacija
1 1 R
E=3 &+ &+ E) = 3 Esis - e (1.1.31)

~s
Tenzor drugog deformacionog stanja je devijator deformacije (3) sa komponen-

tama (Bij)
Qij = gij - CS‘ij'E' ..... (1.1.32)
odnosno
25 &€ axy = Xxy/z'
Gy Ey'f ' dyz * ;{yz/z, ..... (1.1.33)
2z =.Cz—c s dax = Gx’2-

Na osnovu relacija (1.1.31) i (1.1.32), odnosno (1.1.33) slijedi

EFti

Sto znadi da je promjena zapremine kod ovog drugog deformacionog stanja jednaka

:9x+3y+-\_.,2 =0, ... (1.1.34)

nuli.
Na taj naéin se kod prvog deformacionog stanja mijenja zapremina

(oblik ostaje isti), kod drugog oblik, dok se kod polaznog deformacionog sta-

nja mijenjaju i zapremina i oblik.

1.2.4. Glavne ose i glavne deformaci je

U svakoj tacki deformisanog tijela postoje tri uzajamno normalne
ose, za koje su komponente ugaonih deformacija jednake nuli, pa se. prema
tome, uglovi izmedju tih osa,prilikom deformisanja tijela,ne mijenjaju. Te
ose se nazivaju glavnim osama deformacije, i oznac¢avamo ih sa 1,2 i 3. Line-
arne deformaci je u pravcu glavnih osa nazivaju se glavnim linearnim deforma-
cijama i oznadavamo ih sa 81, 62 i 63. Vri jednosti glavnih linearnih defor-

macija jednake su vrijednostima korijena jednaline treceg stepena [3].
3

2
£ - 115'5 _125.5- I3£=0, ..... (1.1.35)
pri Gemu su: '
I1E =Ex+ Ey-‘Ezf
I

2 2

1o 1 1,
2€ ° ~ exEY- EyEz'az Ex*T 8xy"”‘l'xyz+ pry ¥ zx' Tt (1.1.36)
1 1
Ex ?ny 7 ¥xz
. .I 1 2 2 2
I3E- ?’ny Ey %'X:]Z o€ x Ey €2- ITQx xyz+fy*x2x*{z ¥ xy)'

1
?XZX % Xzy E:

15.
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Tig = €50
1 2

Le=-7 ;- &Giy&y> 00000000 (1.1.37)

I3 = ’;“Eijﬁjk Eue* % €ii- 2655 €585

Po3to vrijednost glavnih deformacija ne zavisi od izbora koordinat-
nog sistema. od njega ne zavise ni koeficijenti jednaéine (1.1.35), pa se,
zbog toga, i nazivaju: I‘!?. - prvom, I2E - drugom i I3E - tredom invarijantom
tenzora deformaci je.

Iz (1.1.36) se lako dobijaju relaci je pomoéu kojih se invari jante

tenzora deformacije izrazavaju preko glavnih lini jskih deformaci ja:

I,|E :a.l +62 + E—37
e = - (€, €5 *‘EZE3+C3 €, e (1.1.38)
I3¢ = &€ €5

Takodje se iz (1.1.36). postavljanjem komponenata sfernog tenzora
ili devi jatora deformacije. mogu na¢i invarijante sfernog tenzora i invari-
jante devi jatora deformacije. Tako npr. invarijante devi jatora deformaci je
imaju oblik:

I 0

13 ° 7
1 2 2 2 3 2 2 2
I = 6 [(gc'f-y) +(ty“ez) +(Ez-cx) M ?(xxy p‘yz*xzx)]’
, o e (1.1.39)
{:x"E ?Xxy ?sz
1 1 v
I33 1 28y E5E 2% |,
1 1
?KZx ?Xzy €,€
odnosno
I5=93; = O
Iz 2, . (1.1.40)
2 79i59i50 e -1

1
I3e "5913' ik et
1.2.5. Intenzitet deformaci je

Po analogiji sa intenzitetom napona, pod intenzitetom deformaci je
podrazumi jeva se velicina koja je proporcionalna kvadratnom korijenu iz
druge invarijante devijatora deformacije. Zavisno od vrijednosti koefici-

Jjenta proporcionalnosti razlikuju se:

a) Intenzitet linijskih deformacija ili samo intenzi i j
(Eu) ) T-;_‘ zitet deformacija
€w V31 (1.1.41)
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b) Intenzitet ugaonih deformacija ( Ku)

¥, = \/4 Loy - e (1.1.42)

Na osnovu (1.1.41) i (1.1.42) slijedi

..... (1.1.43)

1
Eu = ‘:3; Ku’
Intenzitet deformacije izrazen prekokomponentnih deformaci ja,

preko glavnih deformacijaiu skracenim oznakama je
2 2 2 2 3 2 2’ 2
Cu = «; V(Ex—fy) +(fy-fz) +(Cz—fx) +'2_(xxy*ayz+5x)" (1.1.44)
€, * -? V€80 w(Ep) w(E5-EDT e (1.1.45)

\'2
Eu = 3 alJ Bij' ...... (1.1.146)

Za specijalni sludaj, jednoosnog zatezanja (81:60’ €2=f3=-(fo-3i)/2, prema
(1.1.45), vazi

Eu ___EO_E_ ----- (1.1.47)

U slucaju ¢istog smicanja (Ex=fy= &z=0, Xxyzxo‘ Kyzzz(zxz 0) iz (1.1.44)

se dobi ja

£, = K_; o s (1.1.48)

Iz relacija (1.1.43) i (1.1.48) se vidi da se intenzitet ugaonih

deformaci ja Ku poklapa sa velidinom najvede ugaone deformacije pri Cistom

smican ju " -

Ku = Xo'
Analogno sa (1.1.44) i (1.1.46) intenzitet plasticénih deformaci ja

( ES) se definiSe sleded¢im relacijama:
2 2 z 2 3 2 2 2
£ —‘; V(52-55)+<53-e§) HED- €D+ S[AR )+ D)+ A0 ... (1.1.49)

p_l[23P P
&P - V?E}ij L7 (1.1.50)

I ovdje se, kao i ranije, pokazuje [3], [4] da je intenzitet deformacije
(fu) proporcionalan tzv. oktaedarskoj ugaonoj deformaci ji (Kok)

(1.1.51)

1 ;
€y = g S
1.2.6. Geametrijsko predstavljanje deformacionog stanja

Daljim razvijanjem analogije izmedju naponskog i deformacionog sta-
nja, moze se zakljuditi da se, geometrijskim putem, deformaciono stanje u

tacki tijelo moZe predstaviti, u prostoru elipsoidom deformacije a u ravni
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kruznim di jagramom deformacije. Kod kruznog di jagrama deformacije na apscisi

se nanosi linearna a na ordinati polovina ugaone deformacije. Iz njega sli-
jedi da je jedna od glavnih linearnih deformaci ja najveda. a jedna na jmar ja
od svih linearnih deformacija iz okoline razmatrar tacke. kao i da se naj-
vecée ugaone deformacije pojavljuju u pravcima koji sa pravcima glavrnih lire-
arnih deformaci jama zaklapaju ugao od HSO. a leze u glavnim presjecima. Te
ekstremne ugaone deformaci je nazivaju se glavnim ugaonim deformacijama i za

njih vaze relaci je:
X‘l =€2—E3~ X2=EB-E1' X3= E] —62- ..... (1.1.52)

1.2.7. Konaéne deformacije i brzina deformaci je

U predhodnim izlaganjima predmet razmatranja su bile tzv. male defor-
maci je koje su se karakterisale time da su linijske deformacije (izduzenja)
i ugaone deforma013e (uglovi klizanja) bile izraZene linearno preko prvih iz-
voda pomjeranja po koordinatama. Medjutim, nije teSko pokazati [M] da takve,
male, deformacije ne mogu karakterisati procese koji su pradeni znatnim rela-
tivnim pomjeranjem uolenih Cestica (npr. tecenje plasticénog materijala).
pomjeranja mogu imati red velidine rastojanja izmedju cdestica. pa se defor-
maci je koje karakteri$u takva pomjeranja nazivaju konaénim (velikim) deforma-
ci jama.

PoSto velidine E’ij‘ konaéne deformacije, zavise, pored unutrasnje
deformacije. i od prenosnog kretanja elementa kao krutog tijela, besmisleno
je traziti vezu izmedju njih i napona koji su vezani samo sa unutrasnjim defor-
maci jama.

Zbog toga se. za odredjivanje deformacija koristi drugi prilaz
(Ojlerov), koji je zasnovan na uvodjenju pojma tenzora brzine deformaci je &})
i koji se koristi u hidrodinamici. Neka tacka O (Sl. 1.1.7) nije stalna fizidéka
tadka (lestica). ved nepokretna tadka prostora kroz koju prolaze razne fizidke
tacke (destice), i neka se u njoj u trenutku t. nalazi odredjena fizicka tacka.
Neka je OMPN (Sl1. 1.1.7). odredjena, stalna elementarna zapremina prostora,
koju, u trenutku t, zauzima neki odredjeni fizidki element. Ako sa(rx.kjy 1&52
oznac¢imo projekeije brzine fizicke tacke na pravce osa x,y.z, onda su projekci-
je brzine tadke M: U (x+$ y). J (x+§ y) i tacke N: U. (x.y+P i Lr (x,y+9)-

Za vrijeme dt ostvaricde se beskonacno male deformac13e ¢ije su komponente.

= 5% dt --.. relativno izduzenje duZi OM

d E - %?%X dt .... relativno izduZenje duzi ON

-

af  .[x U,

+

QY“ Jx

ldt .... promjena ugla koji je prije deformisanja
bio prav (90°).
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Oznadava judi projekcije brzine fizidke cCestice sa Lfi. izduzenja stranica za

interval vremena dt &e biti

N /7[—’

M '41'j|.-__--_.‘.' C]u‘L -'-Uidt, ----- (1.1.53)
' l '
,? q . f Beskonaéno mali prirasStaj deformacija, na osro-
I (1.1.28),
™ vu
omy) F MR 4f f (dﬂ )+.._(auﬂ ....... (1.1.54)
51.11.7. 9%

Velidine dEi. obrazuju tenzor beskonaéno malog prirastaja deformaci je (dE)
Analogno, kao kod malih deformacija, i ovdje kod prirasStaja deformacije se mogu

definisati intenzitet prlrastaJa deformaci ja (d Eu\ i intenzitet prirastaja
plastiédnih deformacija (dEp . Te relacije. u skracdenim oznrakama, imaju oblik

df, \ldeijdaij, ..... (1.1.55)

dEE

Dijeleé¢i sa dt 1lijevu i desnu stranu znaka jednakosti u (1.1.54),

odnosno

p
ﬂg da d?} ..... (1.1.56)

dobijaju se brzine deformacije fizidkih elemenata u uocenoj tacki prostora

oUi C)(’)
? (9x ) (i,5=1,2,3) e (1.1.57)

Velicdine Lyij obrazuju tenzor brz1ne deformaci je ((I) i formalno se pokla-
paju sa velidinama £ 13" datih sa (1.1.28), koje obrazuju tenzor (C ). Medju-
tim, ne treba zaboraviti suStinsku razliku. a to je, da velidine u karakte-
riSu jednu fizidku tadku (8esticu) dok se velicine (fi odnose na sve cCestice

koje prolaze kroz fiksiranu tacku prostora.

U sludaju malih deformacija predhodna dva nacina prikazivanja defor-
macija se poklapaju i tada je

Uiy = %i L (1.1.58)

Po analogiji sa intenzitetom deformacije moze se uvesti i pojam

intenziteta brzine deformaci je UJQ)

2 2 2 2 2 2 2 !
lfu= L; \'| (();O(-UW) +(L);N- U,) a(dzz—lgo() +6 (l&y*lh" Ups === (1.1.59)

odnosno

Uy = V% W - 8350 W5 565300 e (1.1.60)

gdje je: U- srednja brzina deformacije

1 1
J- 3 (Uxx"'uyy"'uzz) = 3 ) . (1.1.61)

* Crtica iznad oznaka dﬁr 1d oznacdava da se radi o intenzitetu prirastaja

deformacija a ne o prlrastaJu intenziteta deformacija df, i £} jer su to
razlicite velidine.



Ako je materijal nestiSljiv, Sto znadi da je relativna promjena jedinicne za-

premine u jedinici vremena jednaka nuli, tada je

(}‘xx + U-yy + UZZ = Ui; =&, 0 ... (1.1.62)
pa relacija (1.1.60) ima oblik
5 :
UU =V‘3’ U'lJ.U'lj S (1.1.63)

Bitno je primijetiti da Gak i u slucaju malih deformacija, kada
vazi relacija (1.1.58), intenzitet brzine deformaci je (}u nije jednak parci-
jalnom izvodu po vremenu od intenziteta deformaci je (fu). Jednakost

Uy :'gféi!
za sludaj malih deformacija, vazi samo u sludaju tzv. prostog opteredivanja
[u]* o demu ée kasnije biti viSe govora.

Takod je je vazno naglasiti da se i u slucajevima kada treba pove-
zati komponente tenzora napona (Glj)sa komponentama tenzora brzine deforma-
cije (U}j)’ tenzor (é{) formira u nepokretnom geometri jskom prostoru kroz koji
se krede materijal. U tim slucajevima se, dakle, komponente Grij ne odnose na
jedne iste presjeke tijela u posmatranoj tadki (oni se zajedno sa tadkom tokom
vremena mijenjaju), veé na nepokretne, uvijek (tokom vremena) medjusobno nor-
malne povrSi geometri jskog, nepokretnog, prostora, odnosno na one presjeke
tijela koji se u posmatranom trenutku vremena poklapaju sa tim geometri jskim

povrSinama.

1.3. HUKOV ZAKON I USLOVI POJAVE PLASTICNIH DEFORMACIJA
1.3.1. Veza izmedju napona i deformacija elasticnog tijela

Poznato je, da izmedju komponenata tenzora napona i komponenata ten-
zora deformacije izotropnog tijela postoje sledece zavisnosti [f]lZ]:

Ex = %[Gx-/"(gy+qz)]; xxy :Lél;

£y = % [Gy‘/“( (Y x)]; Yyz :Téz P e (1.1.64)
£z~ % [Gz_/'( Gx"'sly)]; sz =%L‘

gdje su: E i G - moduo elasticnosti i moduo klizanja,

/H - koeficijent poprecne deformacije (Poasonov koeficijent).

Veza izmedju karakteristika materijala E,G i/u je

E
G = m ..... (1.1.65)

¥ Pod prostim opteredivanjem tijela se podrazumijeva ono pri kojem se sve
spol jasnje sile mijenjaju proporcionalno nekom parametru.

20.



Zapreminska deformacija (6)

21.
, kod malih deformacija. jednaka je
zbiru linijskih deformacija i proporcionalna je zbiru normalnih napona [1]
1 ’ . 1
8 =6x+fy+fz = 38—3‘[(— (€x+€y+6 ) = KG' ----- (1.1.66)
gdje je K - zapreminski moduo elastiénosti, i vaZi
E
= . e 1.1.6
K 3 Z1-€pa5 ( 7)
U tenzorskim oznakama relacija (1.2.64) ima oblik
3
E -2—(6 51J Tk S, (1.1.68)
odnosno
S5 - Sipf=26CE;5-d5580 e (1.1.69)

Imajudi u vidu relacije (1.1.6)

(1.1.32) i (1.1.69), veza izmedju
komponenata devijatora napona (S

) i komponenata devi jatora deformaci je

Sy;= 6.3,

, Je
ij

Postavl jajuéi relaciju (1.1.70) u (1.1.20) i koristeéi (1.1.46) moZe se nadi

veza izmedju intenziteta napona (Gij) i intenziteta deformacije (€ ), oblika

g, = 36-€,

..... (1.1.71)
Imajuéi u vidu relacije (1.1.17) i (1.1.43) moze se naéi veza izmedju intenzi-
Lo .
teta tangentnih napona (Lu)i intenziteta ugaone deformaci je (X )
T =cY
0z G Y- I (1.1.72)
Na osnovu (1.1.71) iz (1.1.70) dobija se
ve & 26“ 2
vij - i3
TS

..... (1.1.73)
Dakle, iz predhodnih relacija se vidi da su, u svakoj tacki elasticno

deformisanog tijela, devijatori napona i deformacije, kao i intenziteta napona
i deformacije, proporcionalni.

Takodje je poznato [3] da se komponente tenzora napona, izotropnog
elasticénog tijela, mogu prikazati kao parcijalni izvodi specificne potenci-

jalne energije deformacije (U) po komponentama tenzora napona. VazZi i obratno
tj.

A1 22U . 1,9u 2Au
= 4 =) G- = = -
lJ 2.(0513 9631 . 2" i

) e (1.1.TH)

1.3.2. Uslovi pojave plastiénih deformaci ja

Kao sto je poznato, kod prostog aksijalnog naprezanja, ili kod distog
smicanja, plastiéne deformacije nastaju kada normalni, odnosno tangentni napon
dostigne vri jednost G}“ odnosno ?:T' na dijagramu istezanja. AL

‘s

’h

:') 7

-

.".‘;
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Kod sloZenog naponskog stanja je takodje od posebnog znadaja odre-
djivanje uslova koji karakteriSe pocetak plasticne deformacije materijala.

Taj uslov se moZe prikazati u obliku

:‘T (€ij) =0, (1.1.75)

jer je jasno da on mora zavisiti od komponenata tenzora napona. U relaciji
(1.1.75) mora uéi i neka mehanicéka karakteristika materijala koja odredjuje
trenutak pojave plastiénih deformacija (kao Sto su to kod prostog naponskog

stanja bile velidine G}. odnosno TTT).

Za izotropno tijelo funkeija :fT se ne mijenja sa promjenom koordi-
natnih osa $to znadi da se uslov plastidnosti moZe zapisati u obliku neke

funkei je koja zavisi od glavnih napona, odnosno od njihovih invarijanti, tj.

fr Lg- g I3q) = O
Kao Sto je redeno sferni tenzor ne utide na pojavu plastiénih deformaci ja,
Sto znac¢i da se u predhodnoj relaciji mogu staviti invarijante devi jatora

napona, dakle

fr (g Iggd =0 (1.1.76)

U sistemu koordinata @, 8'2 i 6'3 jednaéina (1.1.76) opisuje cilindar ¢&ije
su izvodnice normalne na devijatorsku ravan (ravan u kojoj lezi tangentni
oktaedarski napon ‘Z;k' Sl. 1.1.2) jer srednji normalni napon, tj. I1S’ ne
figuriSe u relaciji (1.1.76). Trag toga cilindra u devijatorskoj ravni je
neka kriva C koja je prikazana na Sl. 1.1.8. Ose 17, 2° i 3 su projekeije
glavnih osa na devi jatorsku ravan. Kriva C se naziva krivom tedenja i ona,

saglasno [ 3], ima slededéa svojstva:
1* Kriva C ne prolazi kroz koordinatni poce-

\

tak jer se plastiéne deformacije pojavlju-

ju pri nekoj (znatnoj) vrijednosti napona;
2° Zrak povuéen iz koordinatnog pocdetka si-

jede krivu samo na jednom mjestu jer bi

u protivnom postojala dva slicéna napon-

ska stanja koja bi zadovol javala uslov

plastidnosti, 3to je nemoguée;

¢ \ : 3? Kriva C je simetriéna u odnosu na ose 1,
SL.11.8 2°i 3, Sto je posledica ravnopravnosti
osa zbog izotropnosti materijala;
4? Kriva C je simetriéna i u odnosu na ose koje su normalne na pravcima 1, 2°
i 37 Jjer se predpostavlja da su mehanilke osobine materijala na zatezanje i

pritisak iste, Sto znadi da su tadke Ays Ay, ... Ag podjednako udaljene od koo-
rdinatnog pocdetka.



23.
5° Kriva tedenja je ispupdena™.
Na osnovu navedenih osobina moZe se zakljuditi da se kriva C sastoji
iz dvanaest jednakih lukova kao i da se moZe uokviriti sa dva pravilna Sestc-
ugla: (A1,A2, ..... A6) i (B1,32, ..... B6) Sto je
prikazano na Sl. 1.1.9. Rastojanja O‘A1,O‘A2 i
3

0" A, imaju vrijednosti V%JST (tacka A, na prvoj
glavnoj osi je granica tedenja materijala pri

jednoosnom istezanju, dok je Y%; vri jednost
kosinusa ugla izmedju glavne ose 1 i njene pro-

jekeije na devijatorsku ravan).

Jednacdine strana Sestostranih prizmi, koje sa

devi jatorskom ravni obrazuju presjeke u vidu

SL.11.2 pravilnih Sestouglova su [3]
|57 62l 67 16 630= 63 163631 =6 oo (1277
odnosno
IGI]-G,I: %GIT; IGZ- G'l: %GJT; |q3-61l= %‘ GT' ----- (1.1.78)

Presjek cilindra, koji je upisan u vedu prizmu odnosno opisan oko
man je prizme, sa devijatorskom ravni je kruZnica poluprednika vg:GT' Jedna-
¢ina cilindra je

2 2 2 2
(§-8) +(€,-8) +(65-€) =26, ... (1.1.79)

a) Treska-Sen Venanov uslov plastiénosti

Na osnovu (1.1.77). uslov plasticénosti se moZe predstaviti u obliku

max {ls“]- 842\’ l&lz_ 6.3\ ’ lG'B— 6‘1I3= G.T- ----- (1-1-80)
odnosno, posto je usvojeno da je 6‘126‘2;}Q‘3, kao
67- 63 = O (1.1.81)

Ovaj uslov je eksperimentalno dobio Treska, a matematicki ga je formulisao
Sen Venan. Iz njega se vidi da glavni napon (gé)ne utice na pojavu plastidnih

deformacija. On se moze napisati i u obliku

Corx=2%¢ (1.1.82)
pa se Cesto naziva i uslovom najvedeg tangentnog napona.

b) Uslov najvedeg devijatora mapona

Ovaj uslov plasticnosti se dobija iz jednaéine (1.1.78) i izraZzava
se relaci jom

wax {l-5]. |62-61. [63-014=%6. ... (1.1.83)

* Ispupdenost krive tedenja je posledica postulata Drukera
nom paragrafu biti viSe rijedi.

o kojem ¢e u nared-



Predlo3ili su ga prvo A.J.ISlinski [9], zatim R.Hil [10), D.D.Ivlev [11]) i
na kraju R.M.Hejzornsvejt [12].

¢) Huber-Mizesov uslovplastiénosti

Uslov (1.1.79) prvo je predlozio Maksvel, zatim ga je Huber izveo
[13] razmatrajuéi potencijalnu energiju deformacije tijela. Mizes (4] je,
smatrajuéi Treska-Sen Venanov uslov tadnim, predloZio da se umjesto Sestougla
A1A2...A6 (S1. 1.1.9) posmatra kruznica opisana oko njega. Dalja eksperimen-
talna provjera pokazala je da se Huber-Mizesov uslov bol je slaze sa eksperi-
mentima od Treska-Sen Venanovog uslova. Imajuéi u vidu relacije (1.1.19) i

(1.1.79) Huber-Mizesov uslov plasticCnosti je

S, =Cr (1.1.84)

Odnosi medju granicama teCenja za specijalne sludajeve éistog smi-
. 4 [raed . ) . . .
canja (€1=—62= (‘o i G3=0) i zatezanja (€|: Go' N =(\J3=0), prema navedenim

uslovima plasticénosti, su:

1~
T = '2'bT (prema uslovu 'IY'eske.—Sen Venana)

£

'f_"T = %GT (prema uslovu najveceg devijatora napona)....(1.1.85)

T - lf{'.r (prema uslovu Huber-Mizesa)

(

T3 N
Eksperimenti na zatezanje i smicanje pokazuju da je (T=(0,57+0,60 )G'T ¢emu
je najblizi Huber-Mizesov uslov, kod koga je TT=O,577€T.

2. METODE RJE3SAVANJA STATICKIH I
DINAMICKIH PROBLEMA

2.1. TEORIJE PLASTICNGSTI

2.1.1. Osnovi teorije plasticnosti

Povrs plasticnosti

Znamo da, u sludaju jednoosnog naponskog stanja, materijal poéinje
da se plastidno deformiSe u trenutku kada napon dostigne granicu tecenja.
Analogno, pri sloZenom stanju napona materijal se plastidéno deformiSe kada su
ispunjeni uslovi dati relacijama (1.1.81), (1.1.83) ili (1.1.84). Pri daljem
deformisanju, u sludaju jednoosnog naponskog stanja, materijal odvrsdava tj.

povedava mu se granica tedenja, Sto je prikazano na Sl. 1.2.7a (tadka C).

U cilju razgranidavanja elastiéne i plastilne deformacije odvrséava-
juéeg materijala, za sludaj sloZenog naponskog stanja., uvoedi se pojam uslova
plastidnosti

{c Oy 200 L (1.2.1)



Ovaj pojam se bitno razlikuje od pojma uslova poCetka plasticnosti. koji je
definisan relacijom (1.1.75). Razlika je u tome Sto uslov (1.1.75) sadrzi u
sebi velidinu vezanu za mehanicke karakteristike materijala., dok uslov (1.2.1)
mora sadrzati neku mjeru kojom se definiSe oévrScavanje. Kao mjere odvrsSéava-

nja (q) mogu se uzeti [ 3] rad plastiéne deformaci je(AP).

- AP P
g = A _fs‘ij.deij. ..... (1.2.2)
ili, tzv. parametar Udkvista

q :fd ES. ..... (1.2.3)

U prvom sludaju se za mjeru odvrS¢avanja uzima rad utroSen za ostvarivanje
nepovratne plastiéne deformacije. dok u drugom slucaju mjeru odredjuje ostva-
rena plastidna deformacija. Integracija u predhodnim relacijama se vrsi po

putu deformisanja.

Uslov plastidnosti (1.2.1) je jednadina hiper povrsi 2, (S1.1.2.1b)
u Sestomjernom sistemu koordinata. Ta povrs se naziva povrS plastiénosti. Od

nje treba razlikovati povrs podetka plasticnosti Z:T'

16

6 deP
g] Go

a)
SL.1.21,
Dimenzije, oblik i poloZaj povrSi plasticénosti ne zavise samo od
konaénog deformacionog stanja veé i od istorije deformisanja. Povrs plastid-

nosti je ispupéena. Sto ¢e kasnije biti pokazano.

Ako komponente tenzora napona dobiju prirastaj clsgj, to dodatno
opteredenje moze da izazove elastiéno rasteredenje materijala, dalje razvi-
janje plasticéne deformacije ili da bude neutralno, zavisno od toga kakav je

polozaj vektora d &', u odnosu na povr$ plastidnosti (Sl. 1.2.1b, tadka A).

713
Postulat Drukera (osnovna nejednakost plasticnosti)
Neka je, u sludaju jednoosnog stanja napona (Sl. 1.2.1a), obrazac
optereéen do napona € (tadka C), a zatim rastereden do napona §°(tadka D).

To stanje neka bude podetno. Ako se zatim obrazac optereti do napona §+d6
(tadka H), a zatim rastereti do napona §°(tadka D,) onda je utroSena energija



proporcionalna zbiru povrsina CC.DD, i CHC,. pa je

(S§-§°)3éP>0 i d€dE»o0, ... (1.2.4)
gdje je d&P - prirastaj plastiéne deformaci je.

U sludaju kada je d6>0 i dEp;O, tj. kada uslov (1.2.4) nij= za-
dovol jen, na obrascu se pojavljuje vrat. pa se taj uslov mozZe smatrati uslovom

stabilnosti deformisanja preko granice elasticnosti.

Kada se razmatra opSti slucaj naponskog stanja (Sl. 1.2.1b) vazi
analogna analiza samo Sto se tadke C i H nalaze na povrSinama plastidnosti i
njihov polozaj je odredjen vektorima G‘ij i dgij'

Postulat Drukera (postavljen 1951.g.) glasi: Rad dodatnih napona na
priraStajima deformacija (izazvanim tim naponima) za ciklus opteredenja i ras-

teredenja je pozitivan, tj.
) P P
(Gij_ Eij)d &ij+d€ijd€ij>0. ..... (1.2.5)

U predhodnoj relaciji se ne nalazi rad dodatnih napona na elastiénim
deformaci jama jer je na zatvorenom putu deformisanja, zbog obratnosti elastid-

nih deformacija, on jednak nuli.

Ako se u (1.2.5) stavi da je Q;;} = E‘ij onda se dobi ja

af . dEp>o ..... (1.2.6)

Uslov koji je analogan uslovu (1.2.4), i koji se moze smatrati kriterijumom
stabilnosti deformisanja van granica elastiénosti za sludaj opSteg naponskog

stanja.

Ako je u (1.2.5) EflJ # ﬁ: onda se velicdina Q;'J §° ij moze napra-
viti proizvol jno velikom u odnosu na‘ciGEI pa se drugi ¢lan moZe zanemariti,

tada je

(§

15~ Sepat .

Predhodna relacija se, prema [15]. naziva osnovnom nejednakosti plastidnosti.

Relacija (1.2.7) ima sledede geometri jsko obJaanenJe (Sl 1.2.2a i b).
Iz'relaciJe (1.2.7) slijedi da je skalarni proizvod vektora SU'E pozitivan
tj. da je ugao izmedju njih oStar. PoSto tacka D mozZe biti uzeta sa oblge stra-
ne od vektora 64 (sl. 1.2.2a) to proizilazi da povrs plastidnosti mora biti
ispupCena i da vektor priraStaja plastiéne deformaci je dﬁf) ima pravac normale
Qi_Povrs plastiénosti. Samo pri ispunjenju oba ova uslova ugao izmedju vektora

Vi~ ﬁ;la i \dF.R je osStar, tj. relacija (1.2.7) je zadovoljena, jer:

R

- Ako vektorcﬂf‘3 nije normalan na povrs§ plastlcnostl (isprekidani
vektor na S1.1.2.2a) onda se uvijek moZe naéi vektor Cudfbs koji sa njim
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zaklapa tup ugao.

- Ako.bi povrs plastiénosti bila izdubljena (S1. 1.2.2b) onda bi,

nezavisno od pravca vektora d E £ uvi jek bilo mogude odabrati tadku D, tako

da je ugao izmedju vektora SQJ- Q T i dE‘._p{ tup.
+J

Povezujuéi zakon plasticnosti
Cinjenica da je vektor df% normalan na povrs :[( S’ij)=o, odnosno

da je kolinearan sa vektorom grad f, moZe se izraziti sledecom relaci jom:

p of
dfij d)"aS&J .. (1.2.8)

gdje je d A\ za sada neodredjeni mnoZitelj.
Relacija (1.2.8) je matematidka formulacija povezujudeg zakona plasticnosti.

Na osnovu (1.2.8), (1.1.5) i (1.1.6) nije teSko pokazati [ 3] da je

promjena zapremine kod plastiénih deformacija jednaka nuli, tj.
dfipj = 3.d€=0, .. (1.2.9)

Sto znaéi da se tenzor priraStaja plastiéne deformacije poklapa sa devi ja-

torom prirastaja plastidne deformacije, tj.
P _ .~P
dCij = dBij. ..... (1.2.10)

MnoZitelj d A se, na osnovu (1.2.10), (1.2.8) i (1.1.55), moZe odrediti preko
intenziteta plastiéne deformacije d 85.

dﬁp
4 \l . e 1.2.11
A= —— ( )
g'j D81ij

Iz predhodne relacije slijedi da je dA> O.

Na osnovu (1.2.6) i (1.2.8) dobija se:



- Za proces opterec¢ivanja

9f -d‘S’ 70 t‘(S )—0 dEp d d@y»0.  ..... (1.2.12)
06'1j 6ij
- 2a proces rasterec¢ivanja:

of .

97 46..¢0, 6, )0, ax=0, ... (1.2.1
2964 ij < ( lJ) X ) 3)
- Za proces prelazenja iz elastiénog u plasticno stanje

of =0, f(§] P=0 dh=0. ... (1.2.14)
0613

—_——
U poslednjem sludaju vektor‘dGij prolazi kroz ravan koja je tangentna na
povrS plastidnosti, tj. vrh vektora napona se krede po povrsi plastidnosti,

i takav tip optered¢ivanja se naziva neutralnim.

Kod materijala koji ne odvricéavaju (idealno-plasticni materi jali)
povrs plastidnosti se uvijek poklapa sa povr3i pocetka plasticnosti. Tada je
neutralno optereéivanje osnovni tip optereéivanja. Ono je pradeno pojavom pri-

raStaja plastidne deformacije. i tada je:

- Pri opteredivanju

o p_n oFf
d@' =0, f(§, )0, df =)\ @W@r>0),  ...... (1.2.15)
oF€1j 1 E"‘J ADQ:i_‘j
- Pri rasteredivanju
2f
L .d&..<o0, f(§..)=0, d)\=0.  ..... (1.2.16
T §;5< (€5 A )

Ako je povrS plasticnosti glatka (regularna) onda je u svakoj nje-
noj tadki odredjena normala (npr. cilindar Genki-Mizesa). U slucaju singular-
ne povr3i plastidnosti, tj. povrSi koja ima rebra ili vrhove (npr. prizma
Treske-Sen Venana, prizma Islinskog-Hilla-Ivleva-Hajzernsvejta). normalu,
na singularnim mjestima, nije mogude odrediti. U tim slucajevima uslov
(1.2.8) treba dopuniti tako da bude odredjeno i plastiéno tedenje na rebrima.
Mogude je dokazati([16] ]]7])da je plastidno tedenje na rebru linearna kom-
binacija tedenja na povr3ima, ¢ijim presjekom je odredjeno rebro. Neka je
rebro obrazovano pres jekom dvije povrsi (Sl. 1.2.3) f1(EYij):0 i fz(sij)_o.

Tada za tadke rebra relacija (1.2.8) ima oblik
Df1 . 9f2

d A +dA —
C1j 296‘1:]

TeCenje na rebru se vrSi u pravcima koji leZe unutar ugla &ije krake obra-

GLiJ =

zuju normale na povrsi tedenja (Sl. 1.2.3).

28.



. 29.
U sludaju kada postoji N novrsi. povezujuci zakon plasticnosti.

saglasno [JS]. ima oblik

EAY d¢ 30. f,(B..)=0. aEP Zd).—ar“{') 0) (1.2.17)
R AN Ry E 0N . = —axzv. ... 2.
VGis 1J o "1 1j &gy
W L
Znak Jjednakosti u predhodnim relaci jama se
-—CP - .
o » dfy odnosi na sluéaj neutralnog opterecdivanja.
Tlt - ")':_"“""--_" »
- e NAPOMENA: Sva predhodra rasudjivanja mpguée je

sprovoditi. ne u prostoru odredjenom komponen-

//I(Q 5 tama tenzora napona ved. u prostoru odredjenom
2 komponentama tenzora deformacije. kako je i

SL.12.3. radio A.A. Iljudin ( [187 j 1960. godine).

2.1.2. Teorije priraStaja deformaci je
(teori je tedenje)

Zavisno od usvojenog zakona promjene dimenzija i oblika povrsSi pla-
sticdnosti f(GTiJ). koji u stvari predstavlja zakon ocvrséavanja. mogu se do-
biti razne teorije plasticnosti: teorija plastilnosti izotropnog materi jala
sa izotropnim odvr3davanjem. teorija plasticnosti izotropnog materijala sa
anizotropnim oévr3éavanjem. teorija plastidnosti ortotropnog materijala sa
izotropnim odvr3davanjem. itd. Za sve te teorije je karakteristicno da pove-
zuju priraStaje deformacije sa naponom. pa se i nazivaju teori jama priraétaja

plasticéne deformaci je [15] ili prosto teorijama tedenja [6].

Med jutim, Cesto se pod pojmom.'"teori ja tecéenja" podrazumi jeva teo-
rija plastidnosti izotropnog materijala sa izotropnim odvrséavanjem [3] .
Takav termin ée i ovdje biti usvojen jer ostale teorije plasticnosti nece

biti predmet detal jnijeg razmatranja.

Teori ja plastidnosti izotropnog materijala sa

izotropnim odvr3éavanjem - teorija tecenja -

Ako se u procesu optereéivanja povrS plasticnosti Siri ravnomjerno
(izotropno). kao Sto je to prikazano na Sl. 1.2.4, onda se oc¢vrsSéavanje nazi-
va izotropnim. Jasno je da se ovom teorijom efekat BauSingera [uj (sman jivanje
vri jednosti granice tedenja u odnosu na opterecenje istog znaka) ne uzima u

obzir jer su rastojanja OA* i OA~ ista.

Za izotropnu sredinu jednadina povr$i plastiénosti zavisi samo od
druge i trede invarijante (ranije je objaSnjeno). Ako se uticaj trede inva-
rijante devijatora napona moZe smatrati malim onda. povrS plastidnosti. u
sistemu glavnih koordinata, ima oblik cilindra Genki-Mizesa. Radi jus cilindra

se povedava sa povedavanjem optereéenja. Najmanja vrijednost radijusa u devi-



jatorskoj ravni je q-“k)T Prema tome., da bi se cilindar Genki-Mizesa izo-
tropno Sirio, u procesu opteredivanja, treba da je druga invari janta devi ja-
tora napona (125) proporcionalno parametru odvrséavanja (q) koji se mijenja
po nekom zakonu Q(q). To znadi da se jednadina povrsine plastidnosti f(G&j)

moze uzeti u obliku

3
£(855)= 5 5438 5- @) =0 (1.2.18)
Iz predhodne relacije se dobi ja
ot ]
Ju -yt 351J 17385200 (1.2.19)

Da bi se iz povezujudeg zakona plastidnosti (1.2.8) dobila veza iz-
med ju prirastaja deformacija i napona. neophodno je, na osnovu relacija

G, : -
(1.2.11) i (1.2.19), odrediti d ) io°_€fi_j . Na osnovu (1.1.5) i (1.1.6) slijedi

- 4 1 "
Sij = Gij_ ‘Sij(jéke'@;(t)'
pa je

’Bf‘ Of QSLJ__ af 1_(\\. , ’t)f' .
QSiJ=a513'9913_9313_3”13'“&!-;—-—61--(1.2.20)

Imajuéi u vidu relaciju (1.2.19) iz (1.2.20) se

dobi ja
d 9f _9f as .. ... (1.2.21)
St.12.4. 98‘1‘] a ij
Na osnovu (1.2.11) i (1.1.14) vazi
D
d>\- 1 dEfA .
-2 Su
Prema tome, povezujuéi zakon plastiénosti (1.2.8) dobija slededi oblik
df
p _3 dfp -3 Stu A~ 1.2.22
d'fi'.]' "2 &5 SlJ -7z (qlJ a‘ljg) ( )

Iz njega se vidi da su komponente tenzora prirastaja plasticne deformaci je

proporcionalne komponentama devijatora napona.

Veza izmedju prirastaja ukupne deformacije (d E ) i prlrastaJa
napona (dS. J) se dobija kada se prirasStaju plasticne def‘ormacue (dg i
doda prirastaj elasticéne deformacije, prema (1.1.68), tj.

3 ot
afy = gp(a§ ;- d"lj s a®y+ 3 R R RLLEREEE (1.2.23)

Relacijom (1.2.23) su definisane osnovne jednadine teorije tedenja.
Za sludaj ravne deformacije prvi ih je dobio Prandtl 1924.g. [19]), a za opSti
sluéaj Rejs 1930. g. [26]. Zbog toga se. Cesto, te jednadine nazivaju jedna-
¢inama Prandtl-Rejsa. U radovima Prandtla i Rejsa se predpostavl jalo da mate-

30.



31.
rijal nije odvrdéavanjuéi. Odvr3davanje je prvi uzeo u obzir Udkvist [23].
Ako je prirastaj plastilne deformacije znatno ve¢i u poredjenju sa
priraStajem elastiéne deformacije onda se ovaj drugi moze zanemariti i tada
se jednadine date relacijama (1.2.22) i (1.2.23) poklapaju. Iz (1.2.22) se,
formalnim dijel jenjem sa dt, dobija relacija kojom je definisana veza izmed ju

komponenata tenzora brzine deformacije (LEJ) i komponenata devijatora napo-

na (S..)
ij U
3 Vu
L. = — &=y ... 1.2.24
Ui 5 25, §; J&il ( )
U predhodnoj relaciji je uzeto u obzir da je (samo formalno)
_ 9tu
G5

pri demu je velilina LFL odredjena relacijom (1.1.63).

Jednaéine (1.2.24) je, za slucaj ravne deformacije, dobio Sen Nevan
[22], [21], dok ih je za op3ti sludaj izveo Levi [24] 1871. god. Nezavisno od
njih, znatno kasnije (1913.g.), dobio ih je i Mizes [25]. Zbog toga se ova
teorija plasticnosti Cesto i naziva teorija Sen Venan-Levi-Mizesa ili samo

teorija Sen Venana.

Teorija plasticnosti izotropnog materijala

sa anizotropnim oévrséavan jem

Ova teorija plastidnosti, za razliku od predhodne, opisuje i tzv.
deformacionu anizotropiju, odnosno njen prostiji oblik - efekat BauSinbera.
Prema ovoj teoriji [3] , povrS poletka plastidnosti pomjera se samo transla-

torno (Sl1. 1.2.5a i b), Sto znadi da je OA,#0A,.

Ako se kao uslov podetka plasticnosti uzme uslov Huber-Mizesa, onda

jednadina povrSi plastiénosti ima oblik

-3 2
08 0= 5(5-4 (8482 8p=0  eees (1.2.25)

gdje su Sij - komponente centra povrsi plaspiénosti.-

2 . Eksperimentalne prov jere [26]
A {?G} pokazuju da ova teorija plastiéno-
l sti samo kvalitativno opisuje po-
‘g § r%_GT Javu deformacione anizotropi je.
he. a) s " Da bi se dobili teorijski rezul-

tati koji se bolje slaZzu sa ekspe-
| SL.1.2.5. rimentima neophodno je da se povrs
plasticénosti pored translatornog pomjeranja i izotropno Siri. Tada se kaZe da

materijal translatorno i izotropno odvrscava.
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Vari jantu takve teorije predlozili su Ju.I. KadeSevié i V.V.Novo-

Zilov [27}. Po njima, uslov plastiénosti treba da ima sledeéi oblik

_3 e
f(6y )= 5 (S ;57935555834 - (@) =0.  ..... (1.2.26)
2
e Iz predhodne relacije se moze zakljuditi
Vi da je trag povrSi plasticnosti na devi-
. o - 13 jatorskoj ravni, u trodimenzionalnom pro-
2 rig \ storu glavnih napona. kruznica ¢iji je
[ “ 1301 _) «
SN Q/L——$L—‘j ,/ centar pomjeren van koordinatnog pocetka.
\ el ) /
i . U procesu optereéivanja ta kruznica se
U
6//‘ “‘_7'& . . Y. .
L7 A translatorno pomjera i siri.
SL.1.2.6

1.2.3. Teorija malih elasto-plastic¢nih deformaci ja
(deformaciona toerija plasticnosti)

Jednadine teorije malih elasto-plastiénih deformacija se dobijaju,
kao Sto de kasnije biti pokazano, iz jednadina teorije prirastaja deformacija
za sludaj tzv. prostog optereéivanja. Pod prostim optereéivanjem se podrazu-
mi jeva takvo opteredivanje pri kojem komponente devijatora napona rastu pro-

porcionalno nekom parametru. U protivnom se opteredivanje naziva slozZenim.

U sludaju homogenog naponskog stanja opteredivanje tijela ce biti
prosto kada spoljaSnje sile rastu proporcionalno jednom, za sve sile, zajed-
nidkom parametru. To se objaSnjava na slededi nadin: U sludaju homogenog na-
ponskog stanja (ono je moguée kada nema zapreminskih sila) i stanje deforma-
cija je takodje homogeno. Tada su jednadine ravnoteZe (1.1.3) i jednadine sla-
ganja deformacija (1.1.29) indentidki zadovol jene. To znali da je naponsko
stanje odredjeno graniénim uslovima, odnosno samo povrsinskim silama. Zbog
toga. kada spol jasnje opteredenje raste proporciocnalno nekom parametru. onda
i komponente napona, a samim tim i devijatora napona, takodje rastu propor-

cionalno istom parametru, a to je definicija prostog optereéivanja.

Dakle, neka je opteredivanje prosto. Tada je

o
Siy =[*Siy-
Sa zvezdicom je oznadena neka stalna vrijednost komponenata devijatora napona.

Na primjer, to moZe biti vrijednost komponenata devi jatora napona na kraju
procesa opteredéivanja. U tom sludaju parametar /3 ima vrijednost 1;/32(1
Na osnovu relacije (1.2.22) je
|
p_3 Sij —
Witz g
pa je mogude izvr3iti integraciju. Na kraju procesa optereéivanja dobija se
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LS,z d S e (1.2.27)

ij 2 f u

Postavljajuéi dobivenu relaciju u izraz za intenzitet plastine deformacije

(1.1.50). i koristedi relaciju (1.1.20) je

¥ D \
{:E =fd5h' ..... (1.2.28)
odnosno
¢cPb _ P
dLu“dEu. ..... (1.2.29)

Na taj nadin, u sludaju prostog opterecdivanja, intenzitet prirastaja plastic-

ne deformacije jednak je priraStaju intenziteta plasticne deformaci je.

Postavljanjem (1.2.28) u (1.2.27) i ispuStanjem zvezdice, dobi jamo

; Eq 3 Eu
_ Jd - -u ;
Eij° 2 — Si5°3 5. ‘“13‘513'6)' ..... (1.2.30)

Dodavan jem komponenata devijatora elastiéne deformacije komponentama devi-

jatora elastidne deformacije, prema (1.1.68), i koristeéi relaciju (1.1.69)

dobi jamo p e D
-  _ e D Sij P Eu g -3 J;E:E;E-S (1.2.31)
Fi3° gij"'gij' L "2¢, 1372 Gy iject vttt
Na osnovu (1.2.31), iz (1.1.46), je
€., =Ec+ED - e (1.2.32)
Prema tome, iz (1.2.31) dobijamo
. .3 &
31\] -2‘ Gu -Jij, ----- (1-2-33)
ili
5 oe3 v s, L (1.2.34)
€ij ~9i5€= 2 S, 137 %1gd
odnosno
by .2 8 -5 (1.2.35)
1y ~0:3€7 3 g, iy dyy®- e -2

Grafik zavisnosti intenziteta napona od intenziteta deformacije se
naziva dijagramom deformisanja materijala. On se, kako pokazuju mnogobrojni
eksperimenti (npr.[28], [29], [36]), poklapa sa dijagramom istezanja mate-
rijala, Sto znadi da ne zavisi od tipa naponskog stanja.

Prema tome, u specijalnom sluéaju tzv. prostog opteredivanja, poka-
zala se moguénost nalaZenja zavisnosti izmedju napona i deformaci ja na kraju
procesa opteredivanja. Relacije (1.2.33)., (1.2.3U4) i (1.2.35) predstavljaju
osnovne jednadine tzv. deformacione teorije plastidnosti (teorije malih



elasto-plastidnih deformacija). Prvi je te jednadine, pri odsustvu ocvrséa-
vanja. dobio Genki [31]. O&vricavanje je uveo Smid [32]. dok je zavisnost xom-
ponenata tenzora deformacije i komponenata tenzora napona. u obliku (1.2.34),

dobio A.A.IljuSin [8]. Njemu se pripisuje dalja analiza i razvijanje te teorije.

Rani je je pokazano da de. u slucaju homogenog nz2ponskog stanja, opte-
redivanje biti prosto samo kada spol jasSnje sile rastu proporcionalno nekom para-

metru.

Problem o tome, kaké u procesu opteredivanja treba da rastu spol ja-
Snje sile da bi, za opSti sludaj nehomogenog naponskog stanja, opteredivan je
u svim tadkama tijela bilo prosto. nije rijeSen. A.A. IljusSin je dao specija-
1no reSenje toga problema. On je dokazao slededu teoremu [8]: Da bi u svim
talkama nesti3ljivog tijela. opteredenog spoljnim silama. koje rastu propor-
cionalno nekom parametm1{3 , optereéivanje bilo prosto, dovoljno je da zavi-
snost intenziteta napona od intenziteta deformacije bude stepena funkeija
oblika

S,=Ar-To- e (1.2.36)

Jednodlanost stepene funkei je oblika (1.2.36) onemogucava da se
teorema o prostom opteredivanju primijeni za niz sludajeva (npr. sludaj neo-
dvridava judeg materijala), jer slabo aproksimira dijagram deformisanja, mate-
rijala [6]. D.D.Ivlev je pokazao[33] da ako zavisnost (1.2.36) ima oblik poli-
noma onda je prosto optereéivanje neostvarljivo. L.I.Sedov je zakljudio [34]
da je za sludaj proizvol jnog opteredenja i pri velikim deformacijama tijela,

prosto optereéivanje takodje nemoguée ostvariti.

Ipak, imajudi u vidu da funkcija data relacijom (1.2.36) sa dovo-
1jnom tadnoScéu aproksimira zavisnost G’uz G:x(fu) za sluéaj razvijenih plasticé-
nih deformacija, kada postoji znatno odvrséavanje, pribliZno se moze smatrati
da ée u tim sludajevima optereéivanje biti prosto. ako spol jaSnje sile rastu

proporcionalno jednom zajednidkom (za sve sile) parametru.

Na kraju treba reéi da se teorija tedenja i teorija malih elasto-
plastiénih deformacija poklapaju za sluéaj prostog opteredivanja. To je pot-

vrdjeno i mnogobrojnim eksperimentima.

Rasteredivanje. Zaostali naponi i deformaci je.

Ranije je bilo pokazano (1.2.32) da intenzitet deformacije eu moze
biti predstavljen u obliku zbira intenziteta elastidne i plastidne deformacije.
Zbog toga, dijagram deformisanja materijala ima isti oblik kao i di jagram iste-
zanja, ne samo pri optereéivanju nego i pri rasteredivanju (S1. 1.2.7). Dakle,

dijagram rasteredivanja na grafiku fsu(fu)je prava (BC) paralelna pravoj (0A),
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pa matematicka formulacija zakona rasteredi-

vanja glasi
R R
Gu-3G.Cu ..... (1.2.37)
Neka se. kao rezultat ooteredivanja ti je-

la,zapreminskim silama Xj i povrSinskim silama

X%j
tadci tijela pojave naponi Glij i deformaci je

van granice elastidénosti, u proizvol jnoj

51.- Zatim, neka se silama Xj i ij sman je
SL.12.7 vri jednosti do vrijednosti X} i Xxj (tijelo
se rasteretilo). Tada se i vrijednosti E;ij i Eij smanje za vri jednosti ff?j i

E?j’ pa onda imaju vrijednosti (zaostale)
,--'Z n - R
Oij° GJij S.ij '
Z R
Jasno je da komponente deformaci je Eij' &EJ
uslove slaganja deformacija (1.1.29). Naponi Gﬁ ?523 iQ §J mora ju zado-

ij’
vol javati jednaéine ravnoteze (1.1.3) i granicne uslove (1.1.1) sa zapremin-

..... (1.2.38)

z . i .
i E’iﬁ moraju zadovol javati

skim i povrSinskim silama respektivno: Xj. xﬂﬁ' X;, Y:U; Xj—Xg; ij—X3j.

Prema tome, da bi se na osnovu (1.2.38) naSli zaostali naponi
(E?j) i zaostale deformaci je (Efj) treba naéi napone Gigj) i deformaci je (Eij).
Oni se nalaze rjeSavanjem problema teorije elasticnosti za vrijednosti spol ja-
Snjih sila koje su jednake razlici vrijednosti sila koje se dobijaju na kraju
procesa opteredivanja i rasteredivanja. U sludaju potpunog rasteredéenja vri-

jednosti sila na kraju procesa su jednake nuli.

Sve 3to je predhodno releno za rasteredivanje tijela vazi za slu-
¢aj kada se u tom procesu ne prelazi ponovo u oblast van granice elastidnosti.

Takvi procesi su razmotreni u knjizi [35].

Shematizacije dijagrama deformisanja materijala

Radi uproScdavanja proracuna van granice elasticnosti, desto se,
stvarni dijagrami deformisanja materijala shematizuju. tj. zamjenjuju krivim
ili pravim linijama, koje se. s jedne strane. dovoljno prosto matematicdki
izrazavaju i. s druge strane, dovoljno dobro aproksimiraju stvarni dijagram.
Neki shematizovani di jagrami deformisanja materijala prikazani su na slededim

slikama
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1.2.4. Teorija telenja plasticnog materijala po povrsSima

Procesi deformisanja sa malom krivinom trajektori je deformaci je

Znamo da su velike. razvijene. plasticne deformacije osnovna karak-

teristika procesa obrade metala pritiskom, koji su od
resa za savremenu tehnologiju i praksu. Za te procese
im trajektorija deformacije ima malu krivinu [36]. To
fundament tehnolosSkih procesa obrade metala pritiskom

prirastaja plastidnih deformacija (teorije plasticnog

velikog znacaja i inte-
je karakteristiéno da
znali, da matematidki
predstavl jaju teori je

teCenja) sa malom krivi-

nom trajektorije deformacije. U narednom tekstu ée biti razjasnjen pojam

"trajektori je deformacije male krivine" i bide izvedene osnovne jednadine na-

znacene teori je.

Neka je dat petomjerni Euklidov prostor deformacija (jer devija-

tor deformacija ima pet nezavisnih komponenti) sa baznim vektorima é.k
(k=1,2,...5) i sa koordinatama Bk(k=1.2. ..5) |8]. [36]

1 _2 _2 _2
91 :311, 92:—3— (32“333)| ;3—‘?912- 31‘-{-3- 323-35—{3—33]- <-.. (1.2.39)

Na osnovu (1.2.39) vektor deformacije 3 je

3=, ¢,

Koeficijenti u (1.2.39) su izabrani tako da je moduo vektora 3 Jj=dnak int=n-

zitetu deformacije €u' tJ.

\3\ . [gk_ak'l/Q

= €y

36.



Ako se prati proces deformisanja, izdvojene elementarne zapremine,
pocev od nedef‘ormisanog. stanja, kada je { ij=0 (koordinatni pocetak), vidi se
da vektor deformacije @ mijenja svoj pravac i intenzitet, pri Cemu njegov
vrh u prostoru 35 opisuje krivu koja se naziva trajektorijom deformaci je.

Duzina luka te krive

ds = (dak.dgk)”z.

i Zetiri njene krivine W = \‘{n(s)’ n=1,2,3 i 4 definisSu njenu unutrasnju geo-
metriju. Treba naglasiti da svaka tacdka deformabilnog tijela ima svoju trajek-

tori ju deformaci je.

Na osnovu uvedenih geometri jskih objekata vrSi se klasifikaci ja
procesa deformacije tadke. Deformacija okoline tacke se naziva prostom ako
je njena trajektorija prava (prolazi kroz koordinatni pocetak), tj. ako su
Ein(s)=0. (n=1,2.3,4). U protivnom ona je sloZena.

Analogno predhcdnom, moze se definisati i petomjerni prostor napo-
na (jer devijator napona ima pet nezavisnih komponenti). U njem je vektor
napona'gi sa koordinatama Sk(k=1,2..,5). odredjen

— —

S = Sk-ek'
pri cemu su:

3¢ .5. 3 s.. . s 2035 {8«
S1=5S113 Sp= $(Spp-533)+ S3= 35155 Sy= {3:5p3 1 85=(3.55,

= 1/2 o

\S\ - _(Sk’sk) '_Gu

Vrh vektora _§ u prostoru 25. opisuje trajektoriju napona, koja u
stvari predstavlja proces izmjene devijatorskog dijela ukupnog naponskog sta-
nja u posmatranoj tacki deformabilnog tijela. Trajektorija napona takodje moze
biti prosta i sloZena.

Pod procesom deformisanja [36] podrazumijeva se sveukupnost vektora
=g - - ) s
D i S formirana tako Sto se u svakoj tacki trajektorije deformacije L (S1.1.2.13
nanese odgovarajuéi vektor S iz prostora napona, ali tako da bazni vektori pro-
stora 5 1 25 budu paralelni.

U vezi sa predhodnim, jedar_xl'bd osnovnih zada-

g
L taka teorije plasticénosti je utvrdjivanje veze iz-
- =
M ‘medju vektora di S. Te veze se mogu formulisati na
"5 bazi date geometrijske interpretacije i postulata i
& & principa savremene teori je plastiénosti([lfl, [18]
\ ’
-\
5..4.21% POSTULAT IZOTROPIJE: Za podetno izotropan

materi jal, koji zadovol java uslov Huber-Mizesa,
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(1.1.84) slika procesa deformacije je invarijantna u odnosu na trasformaci je
obrtanja i slikanja (refleksije) u prostoru 2 5.(Teor‘ema izomorfizma tvrdi
da postulat izotropije vazi i za prostor ZS). Drugim rijedima. kao Sto j=
ookazano u [5], to znadi, da su velicina i ori jentacija vektora T, u razma-
tranoj tadki trajektorije deformacije odredjeni samo karakteristikama njene

unutrasnje geometrije (duzZina luka i krivine )(.n, n=1.2.3.4).

Pri matematickom formulisanju postulata izotropi je [5-] treba imati
u vidu relacije Frane-a kojima se izvod oblika a¥3 /dSk, podev od Sestog pa
na dalje, moZe izraziti preko linearne veze prvih izvoda. pri ¢emu koefici jenti

tog linearnog razlaganja zavise samo od karakteristika unutrasnje geometri je.

—
Imajuéi u vidu predhodno recCeno. vektor S se moze prikazati u re-

peru sa jedinicénim vektor'imaﬁ"; u obliku

gdje su: -
-ggg - jediniéni vektor u pravcu tangente

=4

2=
_'PE = d EZ - jediniéni vektor glavne normale. itd.,
dg

odnosno u vidu petoclane relacije oblika

k4l -
s 2 "3 2.140
S = A -~ Ax = Ank(ds,xtn(s)) ----- (1.2.40)
n=k ds

Na taj nadin postulat izotropije odredjuje strukturu zakona plasti-

¢nosti pri proizvoljnom (sloZenom) optereéivan ju.

PRINCIP ZAOSTAJANJA: Orijentacija vektora g.u odnosu na tra jekto-
riju deformacije zavisi od unutrasnje geometrije trajektorije, ali ne od ci-
tave veé samo od jednog njenog dijela duZine lo koji se nalazi neposredno
ispred razmatrane tacke. Velidina (o se naziva tragom zaostajanja i jedna
Jje od karakteristika materijala ([o 'xJOCT). Na osnovu nje se definiSe traje-
ktorija male krivine. To je ona trajektorija za &iju svaku tadku vaZi da je

radijus krivine 1/|W|>7 (o'

POSLEDICA PRINCIPA ZAOSTAJANJA [36]: Ako je od neke tacke A do
neke tacke B (I\_ﬁzeo) trajektorija deformisanja prava linija, tada za tadku B
i sve sledede tacdke se vektor -S.poklapa sa pravcem tangente trajektori je.
To znali da svaka tacka trajektorije deformisanja male krivine ima osobinu
da u njoj vektor T ima pravac tangente, tj. da vazi



Vidimo. da se predhodna relacija moZe dobiti iz (1.2.40) zanemarivanjem
svih &lanova osim prvog.

Sva predhodna razmatranja su izvr3ena za sludaj malih deformacija.

Medjutim, dijeljenjem i mnoZenjem desne strane relacije (1.2.41) sa dt dobi-

ja se -
= 47 .
S (1.2.42)
S'u _..S_ Uu
_, dt
gdje je V = %E - vektor brzine deformacije, a \IL: 2% - njegov intenzitet.

To znadi da se relacija (1.2.42) u Ojlerovom sistemu koordinata, odrosi na

velike (razvijene) plastidne deformacije, o Cemu je ranije viSe govoreno.

Tenzorski zapis relacije (1.2.42) je potpuno isti kao relacija
Sen Venan-Levi-Mizesa data relacijom (1.2.24), Sto znadi da su procesi defor-
misanja sa trajektorijom male krivine, tj. procesi obrade metala pritiskom,

matematidki gledano opisani teorijom tecenja Sen Venan-Levi-Mizesa.

Analiza Prandtlovog problema

Iz skupa razliditih procesa plastiénog tecdenja materijala moze se
izdvojiti klasa procesa koja se karakteriSe jednim opStim svojstvom: tecenje
materijala se vr3i u obliku relativno tankog sloja., koji se nalazi izmed ju
radnih povr3i koje se kredu i time odredjuju karakter i geometriju tecenja.
Interes ka izudavanju takvih procesa je u osnovi dvojak: prvo. u tehnologiji
su veoma rasprostranjeni (presovanje, kovanje tankoczidnih elemenata, valja-
nje tankih listova, izvladenje itd.) i drugo, pri relativno opStim predposta-
vkama pokazalo se moguéim formirati teoriju i predloziti efektivne metode za

rjeSavanje problema.

Procesi plastiénog tecdenja tankog sloja metala imaju niz karakteri-
stika [36] Relativno proste ocjene pokazuju da se kod njih pojavljuju veoma
veliki pritisci o, reda velicdine E&L/h , gdje je L - ka;akterlstlcna dimen-
zija oblasti i h_ - debljina sloja, odnosno p =(1+5) 10 kp/cm . Zahtjev za
tacnosti proizvoda ima za posledicu da se pri konstruisanju radnih djelova
maSine mora uzimati u obzir njihova deformacija. Ako se proces tedenja vrsi
na povisSenim temperaturama neophodno je imati u vidu da se svojstva materi ja-
la mijenjaju i da izmedju zagrijanog materijala i okoline dolazi do intenzi-

vne razmjene toplote.

Osnovu za razvijanje teorije tedenja tankog sloja plastidnog mate-

rijala po povrSinama predstavljao je klasiéni Prandtlov problem [37] o sabi-
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janju trake krutim hrapavim povrsSima. Potpunom rjeSenju protlema doprinio Jje
Nadai rjesavajuéi kinematiku tedenja. Na osnovu rjeSenja Prandtl-Nadai-a,
A.A.Iljusin je radovima [38]139]J90] razvio teoriju tedenja tankog sloja

plastiénog materijala po povrSinama.

Prantlov problem Traka od idealno-plasticnog materijala sabi ja
se pomoc¢u dvije krute. hrapave ravne plode. usled dega se plastiéno defor-
misSe i tede. Rastojanje h(t) izmedju ploda je malo u odnosu na Sirinu trake

2L (S1. 1.2.14).

¢ Neka koordinatni podetak (tadka O) bude
i ,»A/”OUAU(' Z ¢ -.if 5 na mjestu gdje dolazi do grananja (rastica-
L 01 B nja) plastiéno deformisanog materijala. Pre-
i___ .1_ e dmet razmatranja bide presjek koji je dovo-
L ri> L 1jno udaljen od kraja trake i tadke O. tj.
51.1.2.14, lr,;-_|>>1; $>>1 ..... (1.2.43)

PoSto se radi o ravnom stanju brzina deformacija, vazi da je d;: d;(x,y),
0;:(fy(x,y) i 0;:0, pa je, na osnovu (1.1.57), d;z: U&z= O;x = 0. Iz (1.2.24)
sli jedi
o~ _ A, N
. 1 - . . < .
odakle je S'z: = (G‘x+ G'y), pri c¢emu su g‘x, G’y i ftxy funkcije samo od x i y.
Intenzitet napona., prema (1.1.18). i Hober-Mizesov uslov plastic-

nosti, prema (1.1.84) i (1.1.85). su

3 2 2 - el g
Gu : jZ:V (G;_qy) * Ty 1 Su=Cr - \B'LT’

pa Jje
2 q.ﬁ G .
(G‘)'(_g'y) Ty =80 e (1.2.44)
Jednacine ravnoteze (1.1.3) su
26x oTxy ; "thy OG'Y _
’:J_-)(_+’W= 0 i o x +,-ay =0.  Ll... (1.2.)45)

PoSto je osnovni graniéni uslov kinematickog tipa, jer je zadata
brzina pribliZavanja ploca

L o= =4, gyt bE)

Vy o - dt
Prandtlov problem je staticki neodredjen. To znaéi da je u razmatranje neop-
hodno jo$ ukljuditi jednadinu nestisSljivosti materi jala
I x +':)J -0
/’5_;_ 'ay - ! e (1.2.“6)

i relaciju koja se dobija iz (1.2.24)



, ad‘x_ad-_y
Sx-8y 9% ov . . (1.2.47)
STxy OUx oJy

Dy 9 x

Neopnodno je uzeti u obzir granidni uslov na kontaktnim povrdima (y= I h(t)/2).
kojim je odredjen zakon trenja na njima, kao i graniéni uslov na slobodnim po-

~ . +
vrsima x= - L.

L. Prandtl [37]) je, poSao od relacija (1.2.44) i (1.2.45) i posta-
vio slededi postulat: "... treba ocekivati da ée pri plastiénom teenju povrs
pritiska biti povrs klizanja". i dalje piSe: "To raponsko stanje koje se asim-
ptotski ostvaruje na dovol jno velikom rastojanju od slobodnog kraja. prihvat-
ljivo je za proradun", poslije dega nalazi rjeSenje sistema jednacina (1.2.44)
0~
C

i (1.2.45) koje ima svojstvo da G;-Gy i zavise samo od koordinate y. Ta

rjesenja su: -

2 4 2L
s T & 2| 1o -3,
Gy = Cr £ oLy s (1.2.48)
T =-T. 2.
Xy T h

Nadaji. razmatrajuéi {S; i Jy iz (1.2.46) i (1.2.47) kao pomie-
ranja tadaka mase, daje za njih izraze koji odgovaraju reSenju Prandtla

3
2 4
U= -0, G2 \I -8,

S0, . 2.

Na osnovu predhodnih relacija Nadai zakl jucuje da se tacke koje su prije de-
formisanja bile na vertikali, poslije deformisanja rasporedjuju po elipsi i

da deformacija smicanja za y = 3 g- postaje beskonadno velika.

RjeSenje Prandtla (1.2.48) vaZi i za male i za konacne deformaci je
dok, prividno, rjeSenje Nadai-a vazi samo za sluéaj malih deformacija. Ipak,
to ogranilenje otpada ako se fo i (fy shvate kao brzine tedenja, a x i y ne

kao Lagranzeove veé kao Ojlerove koordinate.

Prelazeéi, na osnovu (1.2.49), na Lagranzeove koordinate tj. stav-

Liajuéi da je Uy=dx/qy i U=d¥/qt i integraledi jednadine (1.2.49)

%%=-§ -‘Jl-%f—-i-Cz(h) 1%:%.

dobija se da se tacke, koje su prije poletka tedenja bile na du¥i x =const.
o y

sada nalaze na elipsi



2 2

2 2 h _-h
3.y - i - T ¢
= 1 (; (X)y“(x)y=h@ s a ha : 2-).

Medjutim, treba re¢i da je za fiksirano h, tj. u odredjenom trenutku vremera,

deformisani oblik svih duzi iz oblasti definisanosti (1.2.43) isti.

Najvazni je posledice koje slijede iz reSenja Prandtlovog problema
su: prisustvo proklizavanja plasticno deformisane mase po povrSima kontakta
(y = b ;-) i konstantnost tangentnih napona. Postavka problema sa zaht jevima
potpunocg pripajanja materijala za plocu i neprekidnosti brzina (d;:o. za y=Zh/2)
rema smisla, jer je protivurjedna jednadinama (1.2.44 - 47). Ako plode nebi
bile hrapave, proklizavanje bi se desSavalo u samom materijalu ("hladno zavari-
vanje").

Iz svega 3to je predhodno receno za Prandtlov problem, mogu se for-

mulisati sledede posledice [38].

1. Komponente devijatora napona su, u odnosu na srednji nidrosta-

ticéki napon. male velidine (kao h prema 2L).

2. Srednji hidrostatidki napon je sa istom taénoSéu konstantan
po y-osi.

3. Kontaktni napon trenja je jednak granici tedenja pri smicanju.

a brzina proklizavanja je razlidita od nule.
4. Srednja vrijednost. po debljini, polurazlike normalnih napona

bliska je vrijednosti granice tedenja pri smicanju, tj.

1 \ - .“-ﬁ"
5 (64-Gylsp = 7l
5. Brzina tedenja-plastiéne mase (Ix praktiéno ne zavisi od y, u
. s . . . . iy v h
oblasti definisanosti (1.2.&3): jer je razlika (j;/y=0-(ux)SR velicina reda 5T
6. Brzine deformacija i intenzitet brzine deformacije ne zavise od

koordinate x, tj.

J_q’_ 1dh.0‘_8 y/h . F-2.1dh 1
== == 3 . R T = , I S = —_—
xx_ Yy hdE Yxy" h ‘1—’4yz me Y4 3 h dt V1_uza /n2
Njihove srednje vrijednosti po debljini sloja su

1 dh 2 dh

_ __ 1 dan, =0 - 1
((YXX)SR-—(JW )SR‘- h a't' ((Sxy )SR-O' (('):J )SR—"—?—- . H, —t-_
Vaze i sledede relacije '

a1 Wodsk Gy 1 Gyds Sxy,  TUkysr
OSRTTTT Jan’ 0 sp 3 Wder  0n en T -
Uu ST TR’ Uy sk Wusr " Ju sr ® Wy )sg

" 7
u




- 43.
Osnovne hipoteze i jednacine

Neka je u prostoru zadana tzv. osnovna povrs. pomoéu krivolirij-
skih koordinata d i./% , koje se poklapaju sa glavnim krivinama povrsi. Jedna-

¢ina osnovne povr3i u vektorskom, parametarskom,obliku je

T=rWp (1.2.50)

Sa A(a(,"b), Bld ), R.I(al,/}) i Rz(d,(j) demo oznaditi, respektivno, koefici je-
nte prve kvadratne forme i glavne poluprednike krivine povrsi (1.2.50). Ove ve-
lidine se mogu odrediti. ako je poznata (zadata) povrS. Ako u svakoj tacki po-
vr$i, po njenoj normali, postavimo duzi ho(d,/s). onda je njima u potpunosti
odredjena druga povrs. Te dvije povr$i se nazivaju i radnim povrSima jer se
poklapaju sa povr3ima alata maSine za presovanje. Plastiéno deformisanje ma-
terijala., koji se nalaziizmedju radnih povrS$i. ostvaruje se prinudnom promje-

nom debljine sloja (priblizZavanjem radnih povrsi).

Proudavajuéi Prandtlov problem. A.A.IljuSin je [38]) postavio niz
hipoteza, kinematidkog karaktera i hipoteze za kontaktni napon trenja, na osno-
vu kojih je i razvio teoriju tedenja plastilnog materijala po povrSima. Te hi-
poteze omogudavaju da se izvrSi osrednjavanje po debljini sloja svih velidina
koje karakterisSu tecenje, i glase:

1. Projekcije brzina destica plastiénog materijala (koje se nala-
ze na zajednidkoj normali povrsi (1.2.50) na tangentnu ravan te povr$i se malo
razlikuju izmedju sebe i mogu biti zamijenjene srednjom brzinom po debljini
sloja. -

2. Brzine deformacije Cestica, koje se nalaze na za jednickoj nor-
mali povr3i (1.2.50), u pravcu normale, malo se razlikuju izmedju sebe i1 jed-
nake su srednjoj brzini deformacije sloja. Srednja vrijednost. po debljini slo-
ja, odnosa brzina deformaci je i intenziteta deformaci je, jednaka je odnosu
srednjih vrijednosti brzine deformacije i intenziteta deformacije. s tacnoscu
do mnozitelja koji je blizak jedinici.

3. Oblast kontakta se, pri suvom trenju. moZe razbiti na tri zone:
zonu klizanja (u blizini granice) u kojoj je napen trenja odredjen Kulonovim
zakonom 773/4.p (/4- koeficijent trenja. p - pritisak), zonu kocenja u ko joj
je napon trenja jednak granici tecenja pri smicanju Z}?(PrandUQv zakon) i
zona zastoja u kojoj se napon trenja mijenja linearno od vrijednosti T:T do
nule. Dimenzije prve i trede zone su reda velicine debl jine sloja. Smjer na-
pona trenja (T) je suprotan od smjera relativne brzine kretanja materijala.

4_ Ako je prisutno podmazivanje onda je napon trenja poznata,
eksperimentalnim putem dobivena, funkcija od normalnog kontaktnog pritiska,
relativne brzine i koeficijenta trenja.



S. Ako nema normalnog pritiska na povrs$i kontakta onda nema ni

tangentnog napona trenja (ili je zanemarl jivo mali).

U dal jem tekstu se daju. bez posebnog izvcdjenja, relacije teori-
je tedenja plastidnog materijala po povrsima [367. [38] i [39] u sistemu koo-

rdinata (d,i’b,z).

a) Relacije koje povezuju brzine deformacija i brzine Cestica pla-

stiéno deformisanog materi jala

_ Ay (s QA
Uua= 8+ 42 2

o oUx a8 1.2.51
Gp= Bop " B Tod (250

.Uy s Uy s s 9B
P BOp T Roa "R BJAT B CAY4

s '_ 1dh _1,9h 9h ,(2h, _ d(fnh)_
Vzz TRAE TR ' TUiRdT P’ T T dt

..... (1.2.52)

T
b) Uslov nestiSljivosti plasticéno deformisanog materi jala

. 1foh GBYh hB Na hUy9B
Ud4+ Jm+dii:ﬁfa—€ +mm+m%——gq—)—;+ ..... (1.2.53)

Gad Oh hAa3ds nds DA _1Tn -
c) Veze izmedju komponenata tenzora napona i komponenata tenzora

brzine deformaci je

2
Q-0 = 3% O

26
G'm-G = 3E—El]}5la,

G.zz'G‘ = %‘% LYzz'
Bap = 5 £ Uip.
u
pri Cemu treba imati u vidu da se Cesto koriste oznake: Gd =G.d . G'mzs"-s i
€,, =G, 1 da je Yuzdy. d‘m Wy 1\, #U,.
Kod odvrsdavajuéih materijala, dokazuje se((S],[NO'])da. Gu zavisi
ne samo od (5u nego i od tzv. stepena deformaci je } (kasni je ée biti defini-

san) tj. 36 AR
. u oS u
gu - (I)(ou,)‘), m)(}, o2 o. ... (1.2.55)

U slucajevima kada se proces plasticnog tedenja vrii sa intenziv-

nom razmjenom toplote izmedju materijala i okoline, onda isi oS i
: . S'u zavisi jos i od
temperature T, tj.

Ly

na ni

tica pl



&

u

B, =8 €, T): S<o.

U tim sludajevima treba uzeti u obzir termicika ja2dnadine i efekat

odvridavanja [40].

d) Stepen deformacije ()\) je velidina koja je 2nalogra velidini

Eu kod malih elasto-plastidnih deformacija (jer je

dA . RRY r.
=V, =5+ Ua T +U,; [5 ..... (1.2.56)
Imajuéi u vidu da je €4} )SR ‘éé—gfg} iz predhodne relzcije se dobija
h .
. h n
- _ 2 0 0
)— hf (UU)SRdt = _{"§-"" znTg enT ..... (1-2.57)
o

e) Neka su P, i p, normalni pritisci radnih povr3i na plasticni
materi jal. Po3to su vrijednosti navona. prema (1.2.54). pribliZno konstantne

po debljini materi jala. za E‘z mozemo uzeti da je
1
C,=- =®+p) . (1.2.58)
f) Jednadine kretanja plasticnog materi jala [38]
g3 =B(G'd-h) O®uyh) Gy g'ﬁ 25 L, Gun Da
d- Add BIf Ad A BB
9n . Ua-01d T da~ (24

+ D . — -
Yaod UV NT-T, 2 0-Th)

@yn), I@anh) . S8-8a On on Sap OB (5
h?ﬁ,s BAp ADd . A BOP B A’ad

Dn dp -dip o= Uz

e R e T A A
g hg :G.E..‘L+ —}b-'—]"-1—+T "rd 0’24 oh d/b daﬁ’f)h
3he. = Ry T Rp T2 (FET3 Wd TETR) op P

gd je su: gﬁ i g, - projekci je ukupnog ubrzanja

g - 00d  dads  Qa Jn DB
4"t * KB op K8 AL

ouUn Ualp 2B _ Ga DA (1.2.60)

gy >t Y aB DA  AB B4

gz:._d._d:_ & U-ﬁ
Rao Hn.'




- gustina materi jala 18-
(U'j,d.' O.irs) izd.p - poznate brzine kretanja radrih povrsi

Jon u odnosu na materijal

U(U,.d») - brzina kretanja destice materijala

-
- U - relativne brzine kretanja materijzla u odnosu ra povrsi

3,
U,

1

'1‘1 i '1‘2 - tangentni kontaktni raponi trenja. smjera suprotnos

od smjera relativnih brzina
Saglasno hipotezama 3., 4. i 5.. a prema [38] vazi
_ G- Py — o PZ "
T.l— Lr .r( 't-f . lU'U]\ f«l)y TZ—TT f( FTn‘J_Uel?dz)~ ----- (1.2.61)

gdje su: M 1/u2 - koeficijenti trenja,
f - pozrata furkeija .

Na primjer u oblasti Kulonovog grenja su (T1,T2)(t.,[. i vazi

T11 :/Mi. p.l; T2 :/(42-p2 . eee.. (1.2.62)
U oblasti Prandtlovog trenja klizanja je
T.' =T2 :‘t’T PP (1.2.63)

g) Promjena debljine sloja
h(d./3,8) = hy(d,p,t) +W(d,p,t),

v v
NE Q}1+(,}2 = K1-p1+ K2 Pss

gdje su: @y i W, - normalna pomjeranja graniénih tacaka radne povrsi usled

..... (1.2.64)

deformacije radnih povrsi

v v -
K, i K, - odgovara juéi Grinovi operatori [36]

h:h1 - debljina sloja materijala za slucaj apsolutno krutih

radnih povrsi.

Tri osnovna problema upostavei A.A.IljuSina

A.A.T1julin je u radu [38] formulisao tri osnovna problema tedenja
tankog sloja plastiénog materijala po povrSinama:

Prvi osnovni problem: geometrija i kretanje obije, pritiskujuce,
povr3i su poznati. To znadi da su poznate i sledecde velidine: A( A.M),

—
B(d,» ), Ry(d.f>), R,;(al.(‘;) i l&(d.(b.t)i=1.2. Takodje su poznata i plastiéna
svojstva materijala tj. GT(U'u. A.T) i funkei je Ti(pi,]?—-c)'i\) koje definisu
zakon trenja na kontaktnim povrsima,
c ez s, =t
Treba odrediti 11 funkecija: (fd. U},.E’d.gﬁ, Oup Glz' G=—p. By

P5. hi X koje zadovoljavaju tri jednadine kretanja (1.2.59). &etiri jednadire
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stanja (1.2.54) kao i (1.2.53). (1.2.56), (1.2.58) i (1.2.63). Ovom zatvo-

renom sistemu jednadina treba dodati i granicne uslove.

DRUGI OSNOVNI PROBLEM: Geometrija i kretanje jedre pritiskujuézs po-

vrSi su pozrati. dok druge pritiskujuée povrSi nema, pa je p5=T,=0.

TRECI OSNOVNI PROBLEM: Pritiskujucih povrsi nema (p1:p2:T1:T2:0).
Treba odrediti dinamidke. kinematidke i gecmetri jske elemernte plasticrog ma-
terijala koji tede u prostoru. na raéun sila koje djeluju po njegovoj korturi
Ttd. g ,£)=0.

Moguénosti urpoSéavanja jednadina prvog osnovnog problema

OCigledra matematidka sloZenost jednacdira kojima je odredjen prvi
osrovri problem iskl juduje moguénost njinovog potpurog analitickog istrazi-
vanja. Medjutim, koristeci neke dopunske predpostavke koje su prihvatl jive
za veliki broj u praksi vaznih tehnoloskih procesa, pokazuje se, da je mogu-
Ce bitro uprostiti jednadine i predloziti efektivne metode za njihovo rjesa-
vanje.

Predpostavidée se da je tedenje materijala kvazistatiéno. tj. da se
irerci je sile mogu zanemariti. Ova predpostavka je opravdara. kao Sto je po-
kazano u [36], kada karakteristidne brzine Cestica materijala ne prelaze vri-

jednost od 10 m/sec., Sto je kod mnogih praktiénih procssa i zadovol jeno.

Neka hO i Lo predstavl jaju karakteristidne vrijednosti debl jine sloja
i dimenzi je oblasti tedenja. Po3to je T]zT2=tT iRgxRy=L,. iz (1.2.59) je
.

h h
(o] o

Uz predpostavku da je (hn/Ln)ég1 iz Prandtlovog rjesSenja slijedi da su
G, . Sp, P, 1 p, velidine istog reda. Sto znali da sa tadno3éu do velidina

reda (hO/LO). u odnosu na jedinicu. vazi
91 = p2 = p = -'G; . eeeas (1.2.65)

Sa istom tadnoSéu se devijatorski djelovi napona mogu zanemariti u pored jenju
~J
sa srednjim pritiskom, pa su naponi b,li E'P med jusobno jednaki, Tangentni

napon G&rs se u odnosu na njih moZe zanemariti, pa je
o ;
S'u =€d'G‘z = Bol"' P_= G{B"' p =GT . T i (1.2.66)

Svojstva (1.2.65) i (1.2.66), zajedno posmatrana, nazivaju se uslo-

vima potpune plasticnosti.

Predpostavljajuéi dalje da je debljina sloja slabo promjenl jiva u

oblasti tedenja. tj. da vazi

I%%}« 1-[%%]« 1,



sistem jednacina prvog osnovnog problema svodi se ra cetiri difererci jalre

jednadine. u kojima su nepoznate sledede velicine: p. d;.(jﬁzi n. Taj sistem

diferenci jalrnih jednadina ima oblik
Jdp _ T
L A .
Abd h ?gH )

J T :
Bop R - S8 )

%—-g% + dwlf =0

v v
h=h1+(K1+K2)p

]

gé:gii + T2_d;-Kr2dy
"U-Oﬁl lﬁ' t=)2| ’

(%; Cip . df-Jép\

gdje su = ~(T

T
d

= -(T

T B i
1> + 4 p—y /-
R T A AR T Y

..... (1.2.67)

Ako su brzine kretanja radnih povrsi, u odnosu na osnovnu povrsinu,

—_— — o
iste ((f1=152) i ako je uslov povrSinskog trenja na radnim povrsinama takodje
isti [T1=T2= ka)]. uz predpostavku da se inercijalne sile mogu zanemariti

(8y = &, = 0), prve dvije jednadine iz (1.2.67) dobijaju sledec¢i oblik

dp _ _ 20p) ds-01d

dp :
Aod I T
90 _ _ 2T(p) th- dip .
Bop boU- U

Sistem jednadina (1.2.67) se dalje uproScéava za slucaj kada se zane-

..... (1.2.68)

maruju deformacije radnih povrsSi alata i kada nema njihovog kretanja u odno-

—
su na materijal ( U;=0)-

U sluéaju kada se sve predhodno uvedene predpostavke mogu smatrati

opravdanim, prvi osnovni problem teorije tecenja plasticénog materi jala po

povrSinama se moZe formulisati na sledeéi nadin: U oblasti St(d.{B,t) na po-
vrsi (1.2.50) odrediti polje pritisaka p(ol.[?).t) i polja brzina L[;: l&(o{.['s,t)

i UA: d&(d,ﬂ,t), kao i oblik same oblasti. tako da je sistem parcijalnih di-

ferencijalnih jednadina prvog reda (1.2.69). 1 (1.2.70),pri graniénim uslovima

(1.2.71), zadovol jen, t;.

2Tip) T
gradp= U T

dp 1 ©mBly) 1 I(hadp)
Dt v*B° T Aoa K —373,3—=0,

p(d'P.’t)!r = 18, k=1.2

..... (1.2.69)

..... (1.2.70)

..... (1.2.71)

Funkcija h(al.p,t) i poletna oblast S_(d.f3,t) su poznati. Graniéni
uslov (1.2.71) se dobija iz (1.2.66). Vrijednost koeficijenta k je slededa:

48



P ’ ~ :'19.
k=1 - za slucaj slobodnog rasticanja (':‘d:G'ﬁ:O = p= DT) N

k=2 - za sludaj slobodrog uticanja u Zljeb (6;:6',5= S'Tgp:2 ST)_

2.2. EFEKTIVNE METODE U TEORIJAMA PLASTICNOSTI

1.2.1. Metod "elastiénih reSenja™ u teoriji malih

elasto-plasti¢énih deformaci ja
Prikazivanje zavisnosti S'u"'Eu preko parametra (J .

Kao Sto je ranije receno. dijagram zavisnosti intenziteta napora (Gu)
od intenziteta deformaci je (fu) koji se raziva dijagramom deformisanja materi-

jala. poklapa se sa dijagramom istezanja i ne zavisi od tipa naponskog stanja.

Funkcionalna zavisnost G’u= @(Eu) se. u sludaju kada postoji znatro
odvr3davanje (tada opteredivanje tijela moze biti prosto) i kada vazZi teorija
malih elasto-plastidnih deformacija. moZe prikazati na sledeéi naéin (S1.1.2.15)
(8] M

ks Se36€ -weE ] -o-en (1.2.72)

’ 1
| €u - odakle je

! r
o - W =12
|

e TE, (1.2.73)

- = d&‘u
g, & ,/ Za krivu G‘u=q)(eu) se predpostavl ja

da zadovol java nejednakost

E'U GU 0
798,

b Velidina u) (c ,) Je odnos duZi M i MM i

3Gy ——> —250- ..... (1.2.74)

M jednaka je nuli kada je deformacija elasti-
511215 éna. Ona zadovol java i nejednakost koja sli-
jedi iz (1.2.74) i (Sl. 1.2.16).

W
- W9 7u>>o %_>o ..(1.2.75)

Naznaéena svojstva funkeci ja W i Gu odgo-
varaju eksperimentalnim podacima i veoma su

vazna u teoriji malih elasto-plastidnih de-

formaci ja. -
Sl.1.2.16. J
Ako se sa ST i ET oznace koordinate

tacke A (S1.1.2.15), onda za funkei ju
UJ(Eu) vazi
(d= 0 za Eus ET’

W= W(E) za €76 e (1.2.76)



Rjesavanje problema teorije malih elasto-

plastiénih deformacija u pomjeranjima

Kao Sto znamo iz teorije elastidrosti. osrovne jedradire tecri je
elastidnosti se mogu svesti ra tri sintetizirujude jedracire f(Lameove jedra-
¢ire) u kojima kao nepoznate velidine figuriSu pomjerar ja u . uy i u, ili
&y (i=1.2.3). Formalno gledajudi i u teoriji malin elasto-plasticérih deforma-

cija se mogu dobiti analogne jednadire [41].
Ako se u jednacirama. koje povezuju rapone i deformacije u oblasti
elastidénosti. (1.1.69) moduo smicarja G zami jeri modulom smicanja G'. definisa-

rim na sleded¢i nadin

| 1 E:U.
G =G6Q-W) == ——. (1.2.77)
3 Eu
gdje je veliéira W odredjena sa (1.2.73), onda se iz njih, u formalno istom
obliku, dobijaju jednaline koje povezuju napone i deformacije za sludaj malih

elasto-plastiénih deformacija (1.2.35).

. {
gij - 84620 (€ 5 - 5ij-E). ..... (1.2.78)
odnosno
Sij - 046+ 2G(Eij-§ij-g)-2c-u)(&ij-cgij8). ..... (1.2.79)
ili imajuéi u vidu (1.1.69), je
gij - Sij 3 zcu)(EiJ.- Sijﬁ), ..... (1.2.80)

gdje su sa éfij oznadeni tzv. [41] fiktivni elastidni naponi. To su oni ra-

poni koji bi bili stvarni kada bi tijelo bilo elasticéno (W=0).

Ako se naponi (sij iz (1.2.80) postave u jednaéine ravnoteze (1.1.3)

dobi ja se
‘QEEJ ow 0
,ij + Xi=2G ,53(-3 (EiJ—SlJE)+u),aTj- (Ei,j—(sije)] ------ (1.2.81)
Oznadava juéi sa Ri izraz na desnoj strani predhodne relacije
R -209—[_10( ) (1.2.82)
i 7 g, & 135] i=1,2,3.* ceees -2.
vazi L
9&‘1 + X.-R, = 0. o eeead (1.2.83)
J xj i'i

Ako se u relacijama (1.2.81), odnosno (1.2.83). naponi Gij izraze preko defor-

macija. prema (1.1.69), a deformacije preko pomjeranja. prema (1.1.8), dobi ja se

a8

e 55

+ G vau'i = G.Ri (i=1,2,3). ... (1.2.84)
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gdje su: ;\- Lameova korstanta. )\: _?&2% ..... (1.2.85)
2
2 2 - -
vV - Laplasov operator <7 (---)= E — ) e (1.2.36
X
Velicire Ri iz (1.2.82) se. pomoéu (1.1.8), takodje mogu izraziti prexo pomje-
rar. ja

0 SL [1 , O QY Y
R, = 2G W= ( S R - TP | T (1.2.87)
i ’}xj g N X 2% 3 Y1j
Lako se uodava da u sludaju elastiérog tijela relacije (1.2.83) pred-
stavl jaju pozrate Lameove jednacine. jer su tada W=0 i Ri=0.
Analogno predhodnom postupku, i graniéni uslovi (1.1.2) se mogu izra-

ziti preko pomjeranja. UvrStavajuéi napone (1.2.80) u (1.1.2) dobija se

Xgp= 845 Ny 20W(E; -8, 805 (=1.2.3) ... (1.2.88)
Oznacava judi g-ij.nj sa Xy; i

Ryj= -2W(E;;-d; 5805 (=123, ... (1.2.89)
relacija (1.2.88) ima oblik

Xg; = )?;i +GRy;, e (1.2.90)

gdje su sa X, oznadene tzv. [41] fiktivne povrSinske sile. a to su one sile

koje bi bile stvarne kada bi tijelo bilo elastiéno tj. (W=0).

Metod "elasticnih rjeSenja™

Za rjeSavanje problema iz oblasti malih elasto-plastiénih deforma-
cija A.A.I1judin [8] koristi metod. koji je nazvao metodom elastilnih rjeSe-
nja i koji se sastoji u slededem:

U prvom pribliZenju, stavljajuéi da je W =0 (odnosno R;=Rg; =0), rje-
Sava se problem teorije elastiénosti u pomjeranjima. Na osnrovu relacije (1.2.83),
za zadate zapreminske sile, i relacije (1.2.88), kojom su odredjeni graniéni
uslovi, mogu se naé¢i pomjeranja U.i u prvom priblizZenju ug). Kada su poznata po-
mjeranja mogu se. na osnovu (1.1.8) i (1.2.80), naéi i deformacije i naponi
takodje u prvom pribliienjuf:j“;Gi(j;. Na osnovu poznatih 8(:; moze se, koristeéi
(1.1.46). naéi vrijednost intenziteta deformacija u posmatranoj tadki, u prvom
pribliZen ju ES) . Ukoliko je u razmatranoj tadki tijela E(J)7ET (S1.1.2.15)
onda se, na osnovu dijagrama (Sl1. 1.2.16). odnosno na osnovu relacije (1.2.73),

(0)

moZe nadi vrijednost koeficijenta W u nultom priblizZenju 2

Za tako nadjeno UJ(O) se. na osnovu (1.2.82) i (1.2.89). mogu nradi

velidine R, 1 Ry; u njihovom prvom pribliZenju tj. R?) i R,(jj) Smatra juéi.



u relaciji (1.2.83). velidinu Xi—R. kao reku novu pozratu zapreminsku silu

' . - ( . . . Cv .
Xf1) tj. X§1)=X.-Rﬁ1). a veliciru X, +G R‘!) xao reki rovi zgraricéri uslov
i i i1 Vi vi

'xél). problem se svodi na ponovno rjeSavanje problema teorije elastilrosti.
ali ovoga puta sa "taérijim'" zapremirskim silama Xil) i graricrim uslovima
Xél). RjeSava juéi ponovo problem teori je elastiérosti dobi jaju se pomjeran ja
u drugom priblizZenju U{z) (%:1.2.3). kao i deformaci je Eqéz). raponii (Séﬁ) i
intenzitet deformaci ja Ef‘e" Zna juéi E,lgz) u razmatraroj tadki. na osrovu
dijagrama sa S1. 1.2.16. moze se nadi vri jednost koefici jerta (J u prvom pri-
blizenju LD(1). ‘

Poravljajuéi predhodni postupak. mogu se raci vrijednosti pomjeranja.
deformacija i napona u tredem, Cetvrtom. i td. pribliZenju. Postupak se zavrsa-
va u trenutku kada razlika izmedju dobivenih vrijednosti u dva uzastopra izra-

Cunavar ja bude manja od Zeljene ili uslovljene tacnosti.

Metod “elastidénih rjeSenja" pokazuje veoma brzu konvergenci ju. Kod
niza rijeSerih problema ([u2]1}3]) pokazalo se da su za dobijarje zadovol ja-

vajuée tadnosti dovoljna tri. a u nekim sludajevima i dva pribliZerja.

1.2.2. Metod pjeScane analogije i metod karakteristika
u teoriji tedenja plastilrog materijala po povrSirama
a) Metod pjeSéane analogi je
Za rjeSavanje klase problema, za koje je h=h(t) A.A.Iljusin je pre-
dloZio metod analogije sa pjeSdanim nasipom ([57, [38]). Neka se, kao Sto je
ranije bilo redeno. kontaktno trenje u &itavoj oblasti tecenja moZe predsta-
viti u obliku funkei je ?T(p), za oblasti Kulona i Prandtla respektivno je

Py = ps/“—}‘- | (1.2.91)
tkp) = f} za P Z'T} .

Iz (1.2.68) lako se dobija jedna jednadina za odredjivanje pol ja

pritiska
i
E),\ 2 ,C) 2 IJT'(.‘)
P P ot ) X
——P 1.2.92
(m) + (m—p) hz ( 92)
Uvodeéi u razmatranje novu veliéinu. tzv. uopSteri pritisak ﬁP(p),
relaci jom
d
SP: ?ﬂ%_, ceea. (1.2.93)

relacija (1.2.92) ima izgled

2Pz 2P
(Ta—;, +(.ET.:) = _l;)-z o (1.2-9”)



23.
Na osnovu (1.2.91) i (1.2.93). promjere uopSterog pritiska u zorama Kulora i

Prandtla su

M-
i (. ~
P E% za j;o;,(,l.(?_ Cr (P, 0y ... (1.2.95;
; W8T
P i~
~ CT
P- 2 (nto)eP za (Boe Ll =25 et (1.2.96)
C R S TG &

Oblast tedenja, na osnownoj povrsSi, ima odredjeru graricu kojoj mo-
gu da pripadaju i mjesta na kojima dolazi do nagle promjere debljine sloja
(kanali ili nagla uzviSenja na radnim povrSinama). Ako se sa r oznadi granrieca

te oblasti. onda se ra njoj mogu pojaviti sledec¢i granicéni uslovi:

1°. Nepremostiva prepreka. Ako se sa N oznadi vektor normale na kon-

toru. koji lezi u tangentnoj ravni u odnosu na osnovnu povrs, onda je (U- U) =0,
odnosro. na osnovu (1.2.68) i (1.2.69). zamjenjujuéi p sa gopr'ema (1.2. 93) je

D
9 0 (1.2.97)

dn 5
2° Slobodna granica. Na njoj je Gd = 0. pa je. na osnovu (1.2.66),
p =g‘T‘ odnosno. imaju¢i u vidu (1.2.93). j

?,: 0. L (1.2.98)

v
3° Na granici postoji Zljeb ili otvor u koji materijal moze da uti-

de. Ako je Sirina zljeba, ili najmanja dimenzija otvora. reda velicine (ili
manja) debl jire sloja h. tada ¢e pribliZan uslov slobodnog uticanja biti jed-
nakost Qaz G:,b: GT' Iz (1.2.66) je p=2 GT' odnosno na osnovu (1.2.93) je

EP, '—'j zgt-p— = const (1.2.99)
%'r (p)

4° Ako se u predhodnom sludaju uticanje u Zljeb ili otvor javl ja

otezanim. onda je
J‘,_ sy, (1.2.100)

Jednac1na (1.2.94), sa graniénim uslovima (1.2.97 - 1.2.100), je, ka-
ko je uodio A.A.IljuSin, potpuno analogna jednalini kojom se odredjuje visina
(z) pjeSdanog nasipa dobivenog nasipanjem pijeska koefici jenta trenja f, na
oblast koja se poklapa sa oblasti S koju zauzima materijal. Visina nasipa

u tadki (d,m) oblasti S se odredjuje iz jednadine
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Ako se za visinu oboda konture uzme

z(dqa)l = f.h.fF%d_p)v L i (1.2.101)
n
orda se odredjivanjem funkeije z(&.p) u oblasti SV automatski odredjuje i

uopSteni pritisak ?(d.ﬁ). Jer je
Papy =z (1.2.102)

Dakle. iz pozratog oblika pjeScanog rasipa, moZe se. mjererjem koor-
dinate z(dq}) i koristedi relaciju (1.2.102), nadi uop3teri pritisak JD. a za-
tim i stvarni pritisak p. Pored toga. na modelu osnovre povrsi mogu se prika-
zati linije jedrakog pritiska |9)= const. (tj. z=corst.). Za tim se, mogu kon-
struisati lirije koje su normalne na linije konstantrog pritiska. Iz (1.2.69)
je jasno da te lirije predstavljaju linije po kojima se Cestice materi jala
kredu. (Strujne linije ili linije toka).

Na osnovu tako dobivenog skupa linija toka nije teSko odrediti raspo-

red brzina tedenja. Linije konstantnog pritiska V‘:V'(d43)=const. i linije toka

Y=‘P(d{5) = const., prikazane su na Sl. 1.2.17. Njihove elementarne duzine su

dsy = Bydr i dsy= Byd¥ .
Jednadina nestisfl jivosti materijala (1.2.70) ima

oblik

oh 1 D (rdf) -
,at + B,Bv ,a_f (th'U) = 0,
pa Je
Us -gor IB,B‘%’% drs C. ..... (1.2.103)
\ g

Najvedi pritisak, u oblasti tecenja. se pojavljuje

na linijama koje odgovaraju rebrima pjeScanog na-

SL.1.217

sipa, a koje se dobijaju projekciranjem rebara na
na osnovnu povrs. Te lini je V:I}((Sl. 1.2.17) se karakteriSu time da tadke na
njima imaju brzinu jednaku nuli tj. U =0, za fE:fk.Ova konstataci ja slijedi
neposredno iz (1.2.67). Prema tome. konstanta C iz (1.2.103) se odredjuje iz
uslova da je U=0 za I’:Yk.pa je brzina proizvoljne tacCke sa linije toka

Y =const. u potpunosti odredjen relacijom
r

1 2h '
J= - BrR ./Br-Bw-ﬁ-dr, ..... (1.2.104)
"k

Stavl jajuéi da je \’:Y} , moZemo odrediti brzine tadaka koje pripadaju konturi
(Kf:df). Na taj nadin se metodom pjeScane analogi je odredjuje i polje brzina
tecenja.



Sludaj ravnih radnih povrsi

U sludaju kada su radne povrSi ravre ili slabo iskrivljere i kada
se rastojan je izmedju njih smanjuje samo tokom vremena. a re i sa promjer.om
koordinata. tj. kada je h=h(t). mogu se. umjesto krivolirijskin koordirata.
koristiti Dekartove koordirate. Tada je

A=B=1. d=x. [3=y. ds;=dx. ds,=dy.

—

i relacije (1.2.68). za sludaj kada je (=0, imaju oblik

a_P_ 2TT lfx B} ZI(D) cos Y.

" o ox " TR (1.2.105)
- \V cons T seses 2.1
-1 . 2 2
7] My 2Re 2T 4& T(m sin ¥

‘/ CIST-
| L rQr rr)"‘t . . U U‘ . \1)
/ R 'Wﬂ - pri cemu je U’xz cosY i U'y: sinY. Iz

(1.2.105) se lako pokazuje da su linije toka

\ | JSRY) 91 |\
| Ay
&#d& /s X \])zconst. prave linije. Takva jedna linija pri-
70\—// kazana je na Sl. 1.2.18. Ona presijeca rbro
. v, .
§L.1.2.18 rasticanja S,5, u tacki S(xs.ys). a konturu

u tadki M(xq.y.).Oznadavajuéi

Jje

x:xs+(f-(;))cosw C Dy 9 .
y=y +((-r,)sin¥, ¢ " cosYi 5T = sin¥.  ..... (1.2.106)
Posto je

ap Qdp ? p 0 9p oo _.
T3 65’3—x+ﬁﬁ%=ﬁcosv+’é—y sinV,

iz (1.2.105) se dobija

ap _I_ 2'&p)
N e
pa je T
p=p,+ (GO L (1.2.107)

gdje je pr - vrijednost pritiska na konturl Iz predhodne relacije se vidi
da je najveda vrijednost pritiska u tacki S tj. na rebru rastojanja Y= Y‘

Poito su lini je toka \\) =const. prave normalne na linije konstan-
tnog pritiska, to slijedi da su normalne i na konturu \' ukoliko Je pritisak

po konturi konstantan.
Brzina destice se odredjuje iz (1.2.104). Va3i

ds,=dY=BdY, dsSy = rdyY=Byd¥,

55.
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gdje je
Y.

Br:1; B‘V=

pa se, 1z (1.2.103), dobi ja

VP or —rl‘l) (1.2.103;

= - h dt - Y‘ e«  eaeeeas . S)
Za talke sa konture (Y= o) Je
1

U= - 5 5o -—; L (1.2.109)

b) Metod karakteristika

Za odredjivanje polja pritiska p(x,y) u fiksiraroj oblasti S(x,y)
tankog sloja plasticnog materijala. kod koga je h=h(x.t) i koji se plasticno

deformiSe, u radu [45] je predlozen metod karakteristika.

V.A.Kadimov je Luy’) dal je razvio ovaj efektivni metod. Primi jenio
ga je na opsSti sludaj. kada je h=h(d.>,t),i uspio da pored polja pritiska
rije$i i kinematiku tedenja kao i da odredi oblik oblasti pri slobodnom tede-
nju materijala. SuStina metoda sastoji se u svodjenju nelinearnih parcijal-
ninh diferencijalnih jednadina (1.2.69) i (1.2.70) na ekvivalentni karakteri-

sticéni sistem od Cetiri obiéne diferencijalne jednadine i dvije kvadrature.

Iz vektorske jednadine (1.2.69) dobija se slededa parcijalna di-

ferenci jalna jednadina prvog reda za odredjivanja P(d.ﬁ)*

F(a3,Pp, a)=(B)2+ @2-92 =0, ... (1.2.110)
gdje su ~
5 -
(r _op op (1.2.111)

ﬂ(d(})= hm)- P-raa, q=.g—r—5-. .....

karakteristiéni sistem jednadina, jednadine (1.4.38), ima oblik

do{_‘l P ab 1 q dP‘S
SR & g &b
R T (1.2.112)
dp p q? d p? 2
R B, +SY,, 92 . P% E B, +R
ds T a4t g 4T a% QA Af”+g)_133 P Tm
Problem odredjen sa (1.2.112) i granicénim uslovima na konturi oblasti S je

KoSi jev problem. Graniéni uslovi imaju oblik

ol(sy)=dye 8= byr Pls)=Po. p(s))=p.. als,)=q
gdje je So=so(>‘)' X semijenja od tadke do tadke konture.

x| Umjesto p(d.(,t) uvedena je oznaka P(d.f>,t)sa cil jem nemi
Parametar t, kao nezavisan parametar cemo desto ispustati. jeSanja oznaka.



Sludaj ravnih radnih povrsi

Jednadine (1.2.69) i (1.2.70) za d =x. [3=y., A=B=1 opisuju pla-
sticéno tedenje ravnih slojeva. Kao Sto se vidi iz (1.2.110)., (1.2.111) i
(1.2.112). polazri problem se svodi na rjeSavarje sistema od pet obiénin di-

ferencijalnih jedracdina oblika

dx _ p dy _ q dp _ dp _ dq _
o= e 8'5"3{'&'52'35'%“ o=y . ... (1.2.113)

sa graniénim uslovima na konturi oblasti St

x(5)=x,, y(s)=y,, P(s )=P, . p(s)=p . a(s/)=q,-- (1.2.114)

kao i na integral jenje jednadine (1.2.70). za odredjivanje kinematike tecenja

duZz karakteristidnih linija x(s):y(s). Lako je pokazati da je {s) duZinaluka,
tj. ds?=dx2+dy?. Sa ciljem uproSéavanja sistema (1.2.113) uvescée se funkei-
ja o (s) odnosom (dy/ds):sino( . Tada je
dx
ds

Diferenciranjem izraza za p i q dobija se

cosol, p=fecosd. q=RNsind. ... (1.2.115)

dp =-c% (SL (x(s).y(s)).-cos A(s))=(Slxcosl+ stind)cosg{-ﬂsindg-—.g.

ds
%% - d_i,- (SL(x(s).y(s))sin A (s))=( Axcosd+Qysind)sind —Slcosolg—;l-

57.

Postavl janjem ovih relacija u poslednja dva ¢lana relacije (1.2.113) dobija se

(Sx-cos A +Sly-sind)cosd - Qsind 32 - Nx,

as

(R x-cosd +Q y-sindsind + cos d-g—g = Sly.

Iz poslednje dvije jednadine lako se dobija jedna diferencijalna jednadina

za odredjivanje o (s)

Q. g_;l = -Slx-sind + Sly- cosd& .

Na taj nadin, sistemu jednadina (1.2.113) ekvivalentan je slededi

sistem od detiri obiéne diferencijalne jednadine za odredjivanje funkcija

x(s), y(s), P(s) i d&(s)

ds ds - SN

Za rjeSavanje takvih sistema postoje, u literaturi, kako tadne tako i pri-

bliZne metode. ReSenje sistema (1.2.116) sa granidnim uslovima

x(s)=x,. ¥(s)=y . P(s)), d(so)=arctg(qo/pc).

ax _ cosa. g-g = sind , gg =8 odd‘ L (-QX-Sind+Qy-coso\) (1.2.116)



zadatim u tadkama konture oblasti St odredjuje u prostoru (x.y.P) povrs.
Odredjivanje kinematickih karakteristika tederja vrsSi se na sle-
dedi naéin. Iz dvije ocigledne relaci je
—» o N
grad P = -Sl{% igrad P = p-1 + qu:Sl(cosd ifsind-a).

Jje
= - J(cosdi+ sind~3), ..... (1.2.117)

pa jednadéina nesti$ljivosti materijala (1.2.70) ima oblik

%cosd+ g% sind+ WY +& =0, ... (1.2.118)
gdje su ) .
W(x,y)=huU, Wix.y) = - 2’ \\)(x,y) :'%ciso(_i_ g;no(-

Jednadina (1.2.118) duZ karakteristika (karakteristiénih linija)ima oblik

%% S W“)-U}- ..... (1.2.119)

Pri rjeSavanju Ko3ijevog problema (1.2.116) odredjuju se veliéine x(&), y(8),
P(s). p(s) i q(s), Sto omogudava da se funkeija \{»’ smatra poznatom funkci-
jom od ‘s duz karakteristika, pa je jednadina (1.2.119) moZe integraliti po
nosadima tih karakteristika
_ . _ T (s). .2.120
W(s) = A(so) I,(s) Iz(s), (1.2.120)

gdje su: s s s
I, (s)=exp(- fY(s')ds'). Iy(s)= (@(s")exp(- [ ¥(shashas",

% SO sl'l
pri éemu je vrijednost konstante A(So) jo$ neodredjena.
A(s,)=W(8.)=h(s )U(s)).

Konstanta A(SO) se odredjuje tako Sto se istovremeno sa rjeSavanjem sistema

(1.2.116) vrsi sracdunavanje integrala I‘I(S) i 12(5)_. Kada bude poznat polozaj

rebara rasticanja (na njima je brzina tedenja jednaka nuli) konstanta A(50)

se odredjuje iz uslova w=h-U-(SR)=0, pa je

A(so) = Iz(SR)/I1(5R) ..... (1.2.121)

Odredjivanje funkcije \}J po karakteristikama (1.2.110) samo preko

podataka koji se odnose na karakteristiku. vri se transformaci jom f‘unkcije"{)

. ainy od od__ L) 00
Y= - smalé?- + cos«:la—y_ - (sin® 5 * COSB’DT'

pri Cemu se dobija
08 ]

_ sine 28 0 .
s = + cos 57 = T (1.2.122)
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M Grtss 2.8

gdje je. R(s) - polupreérik krivine liri-

ja konstantnog pritiska. Cve lirije pro-

\ N\
e laze kroz zadaru tacku x(s). y(s) oblasti
5 »/”XH(IHL;'f} plastidnog tedenja (Sl. 1.2.19). Zaista,
< \' W, A na osnovu definicije krivine ravre krive
A N8 PR
7 \ Y ’ET vazi
3L.1.2.19
1 48 _ 98 dx 08 dy _J®8 Do .y OB o 08
W‘aﬁ' 5% d_"2+ﬁ WZ_'D_’? cos}°+,a—y51n}°_ -,a—x-51n6-?,57c058.

gdje je dm element luka linije konstantnog pritiska u tadki x(s), y(s). Na taj

racin, saglasno (1.2.122). vazi

H)(s) = - 1/R(s). L.l (1.2.123)

Odavde. specijalno za h(x,y)=const., kada su 1linije toka prave 1linije, dobija

se izraz za %’ ([38].[9¥l)

Yis) = 1/(R=5¢s),

gdje je R - poluprednik krivine podetne linije konstantnog pritiska (kortura

oblasti tedenja) u tacki x(So), y(so)-

Odredjivanje oblasti Stzst(x,y,t), kada je zadana podetna oblast
So=So(x,y,t0), vréi se na osnovu polja brzina koje je, imajuéi u vidu (1.2.117),
(1.2.120), (1.2.121), u oblasti St(x.y.t) odredjeno relacijom

1 I,(sr I,(sp)

—L;:U--L?. U(S) = - ee.. (1.2.124)
o} h(s;l1ZsR5 IZ(S) I2(SR) 3

a samim tim i na konturi (za S=5°)-

Na taj nacin se problem svodi na odredjivanje konture oblasti St
na osnovu pocetne konture (2)1 poznatih brzina koje imaju pravac normale na
konturu.

Prema tome. potpuni sistem jednacina koji opisuje plastiéno tedenje
materijala po ravnim pdvréima pod dejstvom apsolutno krutih radnih povrsi svodi
se, metodom karakteristika. na sistem od éetiri obicne diferencijalne jednadine
i dvije kvadrature. To omogudava da se pomodéu efektivnih numeridkih metoda od-
rede polja pritiska i brzina tedenja. rebra rasticanja i oblik oblasti na ko-

Jjoj se nalazi materijal u toku tecenja.

Sludaj proizvoljnih radnih povrsi

Sistem jednacdina (1.2.112):



Ad _ p/A Bd _ q/B dP -9
ds "~ ' * ds "~ sy © ds "%

dp _ (p/A) c)énA (q/B)2_92n5+99 (1.2.125)
ds -~ T D L ok D4

dg _ (p/R)2 Jlna  (a/B)R JénB O
ds ) OJE  op

se razlikuje od jednadina (1.2.113) prisutnos$éu ¢lanova sa slabo promjenlji-

vim parcijalnim izvodima logaritama metrickih funkcija A i B po krivolini j-

skim koordinatama d 1[3 .

Iz dvije prve jednacine sistema (1.2.112) i jednadine (1.2.110) sli-
Jedi da je A2.dd2 +B2d»2=ds?, tj. s: je duzina luka karakteristike. pa se

mozZe uvesti nova funkcija & = §(s)

Ad Bd .
d—t.:)—_ COSX. -(E—— Slng.

Saglasno (1.2.115) je

% =Rcos Y. %:Slsin(, ..... (1.2.126)
odnosno

dlp/B)_ 41 (A1) cos¥)=(Sy 329, 9B) cosY - siny &

ds - 35 >/ o8 d3s ﬂd' s

d(q/B) d (Q(d[s)sz) (Slddot 9{5 )smh’-rS')_cosX

S druge strane, imajuéi u vidu {1.2.125) je

d(p/A) 1dp p dA_ 1d o, dd , dB,
ST dE R ds: Tor e Aigsth 5o ﬂg—tw Brame i) +g S,
d(q/B) 1 d dB p?

ds B dsq ds ~ 33 “&é“a (szA3B p~ QAinZ B+ Enﬂ

Prema tome, moguce je dvije poslednje jednadine iz (1.2.125) svesti na jednu

jednacinu sa promjenljivom ¥ (umjesto p i q)

d¥ 1, Q _. Sln 1 o
‘g (-T sin) + “g= cosY) +KB(A{3 cosY - By sin¥ ).

Na taj nadin je pokazano da je sistemu (1.2.125) ekvivalentan sle-
deéi sistem jednadina

dol_cosX d sin)X dP_-.
ds * R

—I5 (AﬁcosX— Bdsinﬁ') .
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RjeSenje predhodrog sistema jednadina sa KoSijevim granicrim uslo-
vima ra konturi cblasti St je mrogolisna povrs P:P(ol.(},). od koje. saglasro
prircipu jedinstverosti pritiska. se fiziCki realizuju samo oni djelovi koji

se nalaze izmedju korture oblasti i rebra rasticanja.

Pol je brzina i oblik oblasti u proizvol jrom trerutku vremera se
odred juje postupkom koji je analogan postupku sprovederom za slucéaj ravnih

povr3i. Na osnovu (1.2.126) i (1.2.69) je

—= J _ grad P_ 1,1 OP, 1 OPm _ I
u, = = _T"Sﬁl(ﬁ’cﬁ z+§ﬁ3)--cosn-smxj. (1.2.128)

Posto je (5-&: - JcosY i (f = -Usin Y, jednacina (1.2.70) dobija oblik
M— cosy + -gb%sinx + w‘f+u)= 0

AQd
gdie je W(al.[},‘)’th: Y(A'(” . A1B ]"-'a('ch‘:ios L) ’()(%s{;n\’)} - _’aa_:'

dok je X= Kl(d .[}) funkeija koja je poznata na karakteristikama sistema
(1.2.127). Du? karakteristika problema (1.2.110) jednadina nestisl jivosti

ima oblik

gﬂ :-wV¥ -0, (1.2.129)

Za funkeiju \{’ vazi

Y: —A]B-[-Bsinx g§+ A cos -d—g-q-a_.B-cosX+ags_1nK] (1.2.130)

Rt B cost o Bt Tkt -y

+"R'}§ cosx +-];?sina’.

gdje su: R . _(_',G];_?‘o‘_ )'1 R~ = (-,.-B--1 a—B -1 - polupreénici krivina lini ja
= a{‘b . rb A ,ad b ; (%)
o i na osnovnoj povrsi
1 % . ¥ 1
HOM X(s) = mmn( - E-?‘-mcosx_‘a—q? krivina linije konstantnog
4 pritiska u posmatranoj
tadki A(s),3(s).
dm - element duzine luka linije konstantnog pritiska u tadki
A(s).f(s).

Zna judi ‘{7 po karakteristikama jednacdine (1.2.127). moZe se nadi

reSenje jednadine (1.2.129)

W(S) - h(s).d-(s) = W(SO). 11(3)-12(8), ..... (1.2.131)
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gdje je  I,(s)=exp(- f‘}f(S')dS')- 12(S)= J&}(S")exp(—-)'f](s‘) ds')ds”

=] 3 5
s} o

Velidira W(S:)) ralazi se iz uslova. da je brzira teéerja ra rebru jedraka ruli
1 - { a -
N(\SD)_I.?lSR)/I.t(oR). ..... (1.2.7332

Saglasro (1.2.128). (1.2.131) i (1.2.132) polje odrzira u ¢itavoj oblasti
St(D(.[B.t) je odredjeno relacijama
= _ I.(s) I,(sy)
> 1 1" -R
Uer UG' \Y(s) =W;—l\—§-—')_ ..... (1.2.133)
1Y R IZ(S) Iz(aR)
Specijalno. brzire na samoj konturi dobijaju se za Scso. Odred jivanje kontu-
re v ¢ oblasti St' ako je poznat njen oblik Y’o u pocetrom trenutku, i
brzine tacaka konture. koje su normalne na konturu. je jedrostavno.
Specijalno. ako se tedenje plastidnog materijala vrsi po cilindru
(A:RO. B=1. ol =¥. f=2) karakteristicéni sistem jednacdina (1.2.127) ima
oblik

. P 1, Sy _.
g?)o: %ﬂf . % = sm‘(, g—s = . %:—(-R—r—smhﬂﬂzcosxt
= o 7 o
Ako se tedenje plastidnog materijala vrSi po sferi (A=R_, B=R_ sin8, o{:@,(&:)o)

jednac¢ine (1.2.127) imaju oblik

d® cosY¥ dY_ _sin¥ dP _o d¥

) ) 1, Q8 .. v Sy
3% * R, 'ds " Rsin® 35 LT g Tsingcos¥)-

R sir®
o

I
2
[}
=
3
-
+

2.3. OSNOVI TEORIJE VISKO-ELASTICNOSTI

2.3.1. ReoloSke osobine materijala

Predmet dosadasSnjeg razmatranja bila su tijela koja imaju elasticno-
plastiéna svojstva. Kodtaxvih tijela. konac¢na vrijednost deformacije zavisi
od oblika puta deformisanja. u petomjernom ili Sestomjernom prostoru deforma-
cije. tj. mijenja se sa promjenom puta deformisanja. Medjutim, za put deformi-
sanja materijala je karakteristidno da nema vremenski karakter. To znadi da
tijelo na dato opteredenje reaguje trenutno. bez zakaSnjavanja. Speci jalno,
to znadi da vrijednost napona ne zavisi od toga koliko dugo vremena se defor-
macija drzi konstantnom i. obrnuto, deformacija je ista nezavisno od vremena

koliko dugo se napon zadrzava istim.

PonaSanje svih realnih materijala se viSe ili manje razlikuje od

ponafanja elastiéno-plastic¢ninh tijela, a razlika je u tome 3to veza jzmed Jju
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rapora i deformacija nije rezavisna od vremera ve¢ se tokcm vremera mijeris.
Takvi materijali se razivaju visko-elastiénim. Dvi je najjedrostawvnije rsolc-

Ske (vremerske) pojave kod visko-elastilnih materijala su guZerje (mijenjanj=
deformacije pri konstartnom raponu) i relaksacija (mijer jarje rapora pri «or.-
stantroj deformaciji). Kod velikog broja metala se ove resloske pojave re

mogu primijetiti na normalnim (sobnim) i nizim temperaturama. pa se u takvim
uslovima njihovo porasanje moZe. sa dovol jnom tadroScu. opisati modelom ela-
sticno-plastiénog tijela. Medjutim. pri visokim temperaturama pojave puzZenja i
relaksacije su veoma primjetre. Tako na primjer, kod risko-ugljeniénin Zelika
reoloske pojave se pokazuju bitnim na temperaturama visSim od 4000. jer se ta-
da zavisnost izmedju napona i deformacija zrnatno mijenja sa promjerom brzinre
deformisanja (opteredivarja) tako da kriva Gn*fﬁ nema smisla ukoliko se ne
ukaze na uslove u kojima se obavlja eksperiment. Vazno je znati da se puzZenje
metala na visokim temperaturama pojavljuje éak i pri malim naponima. Ta cinje-
nica predstavlja i bitnu razliku izmedju pojava puZenja i hladne plasticnosti
(nastaje kada naponi dostignu odredjenu vrijedriost). Reoloske pojave se kod.
drugih materijala (plastidne mase, beton. minerali. legure. kompozmni materi jal,

cement itd.) uoéavaju i na normalnim temperaturama.

Di jagrami promjene deformacije sa vremerom. pri konstantnom naponu
i temperaturi. za razne materijale imaju. pokazuje se, kvalitativno isti
oblik. mada su fizidki meharizmi razvi janja deformacija potpuno razliditi.

Isto vazi i za reolo3ku pojavu relaksaci je.

Puzenje

Proces izmjene deformacije tijela sa vremenom, pri konstantnom na-
ponu, kao 3to je redeno. naziva se puZenjem. Obiéno se proces puzenja prou-
dava pomodu tzv. stepenastog opteredenja tj. pomodu funkci je Q(t)= S}ﬂ;(t),

gdje je G;fconst. neki konstantni napon. a nit) - Hevisajdova furkei ja.

U podetnom trenutku vremena. stepenasto opteredenje izaziva u tijelu
elasticne ili (kada je G;o dovol jno veliko) elastiéno-plastiéne deformaci je.
Zatim se,u tijelu, tokom vremena. razvijaju deformacije puzenja. Pri tome,
kriva E (t) prelazi.sé elasticnog, odnosno elasto-plastiénog. dijela na
viskoelastidéni dio neprekidno. bez lomljenja kao Sto je to prikazano na

Sl. 1.2.20. Prema tome. vazi

.d8&
za t'OI'HF oo .

U podetnom periodu vremena. kao 3Sto se vidi na S1. 1.2.20, brzirna
PuZenja opada a kasnije moZe: da bude jednaka nuli, da ima konstantnu vri jed-
nost, ili pak da poslije opadanja podne ponovo da raste. Uprvom sludaju puzerje
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se raziva ograridenim (kriva a). a u drugom ustaljenim (kriva b). U trecem

sludaju (kriva c). kada je konstantri rapon dovoljno velix. dio AB usta-

L
33
£ 1) /
L) - /
,/////5// e
7 ’;l,,”-f”‘_.g‘ 6‘
(A"
[, ,
;‘ ,'—/—,:;_4_1-“— = G."I
b |/ |
|
14 M
0 £ t
SL12.20

E)=¢'+€"+¢"

1jenog puZenja se moze smarjiti i
preci u tadku prevoja D. tako da se
kriva puzenja dijeli ra dva 4ijela.
jedan na kojem brzina puzenja opada i
drugi na kojem brzina puzenja raste.
Za poslednja dva sludaja je karakte-
ristiéro da brzira puZenja nije ogra-
nidera. pa se takva puzZerja razivaju

neogranicenim.

Za prakticéru primjenu od intere-
sa je odredjivanje one vrijednosti ra-
pona pri kojoj krive puzZenja ostaju
ogranicene. Ordinata MN krive puZenja
u trenutku t sastoji se iz: elasticdre
deformacije (&), visko-elastidne de-
formacije (£)i trajre plastiéne de-

formacije (E"). tj.

..... (1.2.134)

Nazracdene komporente se mogu odrediti iz eksperimenta na puzenje pri stepena-

stom opteredenju. a zatim rasteredenju (Sl. 1.2.21). Tehniéke poteSkoce su

Sw
So |
0
g1
D
////”'—’—; £
A L _
n— ————— : clll
0 4,

st.1.2.27

vezane za ostvarivanje stepenastog
opteredenja. kao i za nemogucénost
fiksiranja tacaka B i C u procesu
rastereéivanja. Odrezak OA krive

€ ~t jednak je vrijednost. deforma-
cije u trenutku t=0 i predstavl ja
elastiénu ili plastiénu deformaci ju.
Dio BC. pri trenutnom rasteredenju,
predstavl ja elasticéni dio ukupne de-
formaci je. Odredjivanje elastidrog
dijela ukupne deformacije ima poseban
Znacaj jer omogudava da se odredi

moduo elastiCnosti materijala E= § /¢'.
o

Vazno je napomenuti da krive puzZenja imaju osobinu da ako je napon

ori kojem se vr3i puzenje. manji od neke vri jedrosti S

one se praktidno

poklapa ju i deformacija ne prelazi vrijednost 6(00) - G*/Em (S1. 1.2.22)
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Takve krive puzZenja karakterisSu fizilku lire-

3, ! ) arrost visko-elastidénog materijala. U pro-
L Y>5* tivrom. dakle. kada je rapon puZerja vedi od
# ’ % . i SO
,/”””f——————_— karakteristicne vrijednosti rapona S “krive
4 ”/’4————__— ‘ v - . ¥ . -
___&/ - B puzenja opisuju fizicku relinearrost visko-
J] ?;///T'~__- oL elastidnog materijala. Moduj £y se naziva
\ (=] z ‘g(\
Ga trajnim modulom i treba ga razlikovati od
I B e ) v . .
0 ~——————-— = + modula elastidrosti E (trenutni modun.
511222
Relaksaci ja

Krive relaksacije napona se dobijaju kada se deformacija zadrzava
korstantriem (S1. 1.2.23). Ako su deformacije. pri kojima se vr3i relaksacija,
F dovol jno male (manje od neke vri-
jednosti E* ), pokazuje se, da se

€1 naponi, poslije odredjenog vremena,

D
o[

mogu pribliZziti nultim vrijednostima,
| S S

¢ kao i da se krive relaksacije praktic-
2

1)

L)
-

£, no poklapaju. Za viskoelastiéni mate-

t rijal, u tom opsegu deformacija. se
& kaze da je linearno visko-elasticdan.
H U protivnom, kada je deformacija pri
\‘ kojoj se vrdi relaksacija veéa od
\\\\\\\ neke karakteristidne deformacije €%,
~—— za materijal se kaZe da je fizidki
;“‘--___ 6078‘ nelinearan, jer krive relaksaci je
1

zavise ne samo od vremena t ved i

od deformacije koja se drzi konstan-
5L 42.93 tnom. Kod fizidki linearnog visko-
elasticénog materi jala kriva relaksa-
.cije zavisi samo od vremena (analogno kao kod krivih puZenja). Inade. ako su
deformaci je. pri kojima se vrsi relaksacija. mnogo velike dolazi do naglog po-
rasta brzine relaksacije (kriva 4 sa Sl. 1.2.23). Sto moZe dovesti do razara-

nja materi jala.

Prostorni dijagrami krivih puzenja i relaksaci je dati su na
S1. 1.2.24 i S1. 1.2.25.
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1.3.2. Osnovni linearno visko-elasticni modeli

Prva istraZivanja u oblasti visko-elastiénosti. koja su izvrsili
Maksvel. Fojgt. Kelvin, Bolcman..... a koja su se odnosila na proucavanje
veoma viskoznih teénosti. koloidnih rastvora itd., izvr3ena su u drugoj polo-
vini proSlog vijeka. Na bazi tih istrazivanja pojavila se ideja da se obje-
dire elastiéno-plasticéna i reoloSka (viskozna) svojstva tijela i da se for-
mira jedna zajednidka teorija. U tom smislu najviSe se razvila teorija line-
arne visko-elasticnosti koja vremensku vezu izmedju napona i deformacija de-
finiSe linearnim (diferencijalnim ili integralnim) vremenskim operatorima.
Pojavom i primjenom polimernih materijala u tehnici ova teorija je dobila na

svom znadaju i korisnosti.

U nelinearnoj’ £eoriji visko-elastiénosti veza izmedju napona i
deformaci je se ostvaruje nelinearnim operatorima.

Predmet daljeg razmatranja bide linearno visko-elastidéni modeli,
tj. modeli koji sadrze i elasticna i viskozna svojstva. Njima se zamjenjuju
realna tijela koja takodje imaju elastidéna (trenutna reakecija na naneseno

opteredenje) i viskozna (deformacija se mijenja tokom vremena) svojstva.

Maksvelov model

66.

Visko-elastiéna deformacija (€) se, imajudi u vidu (1.2.134), moZe

predstaviti u obliku zbira elasticne (Eﬁ i viskozne (E% deformaci je

€ﬁ=8tF€“~

odnosno
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Predecstavljpjuéi da je elastiéna deformacija sa raponom vezara Hukovim zakorom.

a viskozna deformacija sa raponom Njutrovim zakor.om (G:)\'c:. t':"?-f{ ) [u6] . iz

predhodne relacije se dobija

'S=SE +§}_‘ cee. (1.2.135)

reoloSka relacija u kojoj su E(t) i G (t) povezani operatorom

t
i . 1 1 d
L(---)= E(o;+oj[x(---)+§d_,t(..-)d‘t]. ..... (1.2.136)

pri éemu je € (0) deformacija u trenutku t=0. Relacija (1.2.135) se Sematski
moze prikazati modelom prikazanimna Sl. 1.2.26a. Taj model se naziva Maksvelovim.
Razmotridemo njegovo poraSanje pri puzZenju i

relaksaciji. tj. kada je
1* §=6_ = const. , O<¢tst,
o

€ -o0

[e) ?

t>t,

2* g= ¢, =const, za ¥t.

Krive puzenja i relaksacije,za navedere

reZime,prikazani su na slikama 1.2.27 i 1.2.28.

° 1 t 1° ‘\“”b’\
k ‘ Go s nmu"\}
) 6-6,0 4
GE—O :E“
S R +
B ' S1.1.2.28,

SL12.27

Velicina f} koja se pojavljuje kod krive relaksaci je, naziva se vremenom
relaksacije (= AJ/E). a to je ono vrijeme po isteku kojeg se napon sman ju-

je € puta u odnosu na pocetnu vrijednost S 5

.

Treba napomenuti da se Maksvelov model razlikuje od Njutnove visko-
zne tednosti prisustvom trenutne elastiéne reakcije na opteredenje, kao i da

se poslije vremena tqs tj. poslije rasteredenja. Maksvelovo tijelo ponasa kao
lj.]'ut:nov fluid. Takodje se moZe primijetiti da kad t-—see Go"' 0. Sto nije slu-
caj kod realnih materijala. Osim toga ovim modelom se realno ne opisuje pona-

Sanje visko elastidnog tijela u poletnom trenutku vremena.



Fojgtov model

Predpostavl jajuéi da se ukupni napon (S). visko-elastidrog tijela
1
sastoji iz elastidnog rapona (8). koji je sa deformacijom vezan Hukovim zako-

=z g “ . . 3 s . 3 3
rom. i viskozrog rapora (). koji je sa deformacijom vezar Njutrovim zakorom.

vazi .

S=EE +NE . .. (1.2.737)
Predhodna jednac¢ina je reoloska relacija u kojoj se S(t) i E(t) povezuju
ocperatorom

L(...)z)\_ﬂ;’E(...)+E(...)_ cee.. (1.2.138)

Tijelo koje se ponaSa prema (1.2.137) naziva se Fojgtovim modelom (Sl1.1.2.26b).
Prema ovom modelu, ako je deforma-
cija konstantna. tj. £=¢§ o= const..

LE . _ i napon je konstantan (] =const.),

m|gl

Sto znadi da ne dolazi do njegove
relaksacije. Ako se u trenutku t=0
nanese opteredenje koje se zadrzava
konstantnim ( 8= GO) do trenutka
t:tl, a zatim se tijelo rastereti,
sL.1.2.29 zavisnost £ (t),tj. kriva relaksa-
cije,ima oblik prikazan na S1.1.2.29.

Analiticdki zapisana kriva relaksaci je,

tj. rjeSenje jednadine (1.2.137). prema {96], ima oblik

Go -ty
Ce) =2 (e 5, telo.t]. ... (1.2.139)

Velidina ¥ = N/E je tzv. yrijeme kasSnjenja. Od trenutka kada se tijelo raste-

reti, kriva puZenja je odredjena jednadinom

Ew) = ¢, .e'(t't‘)/‘f_ ..... (1.2.140)

Velicina E‘I je prikazana na Sl. 1.2.29. Primjeduje se da kad t=pe,6 g~ O,
§to znadi da je deformacija puZenja povratna, kao i da ulogu trajnog modula

igra moduo elastidnosti.

Kelvinov model

Prednodno navedeni Maksvelov i Fojgtov model se mogu usloZiti doda-
Yanjem tredeg elementa, kao Sto je to prikazano na Sl1. 1.2.30. ReolosSko pona-
sanje modela sa S1. 1.2.30a. koji se Cesto naziva Kelvinovim modelom. opisano
Je relaci jom



€9.
. 1 . .
E)\;G + ( 1+§-—) S=2%+EC .

o]

Dijagrami puZerja i relaksaci je

| lk Kelvinovog modela dati su ra
= e By oo S1. 1.2.30 aji by _
= A= '(55’1 B
| |
B o |
) o) ‘
SL12.E8D

m
8
[« A
[ D
{
|
|
|
|
|
|
|

a)y 4 5L.1.231, o)

MoZe se pokazati [46], da je operator koji povezuje velicéine E(t) i

S(t) linearno diferenci jalno-integralan.

Sa S1. 1.2.31, se vidi da je deformacija puzenja povratna jer g0
kad t-»0e. Takodje se na S1. 1.2.31 a) i b) moZe primijetiti da kod Kelvinovog
modela, za razliku od Fojgtovog modela, vazi da RS- Eoe’ Eo kad t-20 kao i
da, za razliku od Maksvelovog modela. Q () ne teZi ka nuli.

‘Moze se reéi da je Kelvinovim modelom. u opStim crtama, predstav-
ljeno ponaSanje polimernih materijala. medjutim, da bi ono moglo da se potpu-
nije modelira neophodno je da se posmatraju joS slozeniji modeli koji se sa-

stoje od vedeg broja elasticnih i viskoznih elemenata.

Formalno gledano, uopStavanjem predhodnim modela. dodavanjem besko-
nadénog broja elastiénih i viskoznih elemenata. moze se sa diskretnog modela
preéi na neprekidni model koji bi u potpunosti pisivao reolo3ka ponaSanja visko-
elasticnog tijela [ﬁ6}.

2.3.3. Bolcmanova teorija masledne
linearne visko—elasticnosti
Za opisivanje procesa deformisanja visko-elastidnih materi jala
Boleman je [47] predloZio teoriju linearne visko-elastinosti. Formirao ju je

na osnovu principa superpozicije. inace osnovnog pPrincipa linearne mehanike



U cilju dobijanja jednadira teorije lirearne visko-elasticérosti
posmatrademo visko-elastiéni materijal na konstantroj temperaturi. opterecen
opterecenjem &ija je promjera tokom vremena poznata. Sto zradéi da je pozrata
-zavisnost oblika (B\I:G'(t). S1.1.2.32. Neka je. takodje. pozrata kriva puZeria
posmatrarog materijala pri raponu 5‘0 (vri jedrost napora S(t) u trerutku

t=0). Tada je

Ece) = €x E":Er_‘—’- (14 8';5')=-(’;9-[1+¢(tﬂ. ..... (1.2.150)

gdje su: E - moduo elasticnosti materi jala.
(p(t) - furkeija promjene odnosa visko-elasticére i elasticne

(trenutre) deformacije tokom vremena.

(6 €
/_.4___—_ A Q

/'/‘__;" ’AG’
SRR

L |

REREE X t
0 Ly 0 T

§1.1.259. SL.12.33,.

Na S1. 1.2.33. su prikazane dvije krive puzenja. Prva kriva (1) se

79.

dobija kada napon G (t) podinje da ''dejstvuje" u trenutku t=0. dok se kriva (2)

dobi ja ako napon G (t) polne da “dejstvuje'" u nekom proizvol jnom trenutku
t=C#0. Jasno je da krive (1) i (2) moraju imati isti oblik, s tim 3to je kri-
va (2) pomjerena po osi t za vrijednost t=07 (S1. 1.2.33). Imajuéi u vidu
(1.2.150) jednadina krive (2) je

€ce) :tig_[ wde-v)- (1.2.151)

Kriva & =G’ (t) se moze aproksimirati zbirom stepenastih optere-

denja (Si. 1.2.31)
n{(t)

G'(t)’.-‘:go + : AGK'

(\
('k
n(t) - broj stepenastih optereéenja u posmatranom vremenu t.

gdje su: A Gk - priraStaj napona u trenutku t=

Prineip superpozicije se izraZava hipotezom da je ukupna deforma-
cija u trenutku t jednaka sumi deformacija za taj trenutak vremena nastalih
od stepenastih opteredéenja AG . tj.



1.

nit)
: ' N e (1.2.152;
Eiy = ¢ o)+ »  Ag T . 52
k=1
gdje su: ¢ St 1 A Ek(t) - deformacije koje odgovaraju raporima ({0 iA fk-
Na osrovu (1.2.150) i (1.2.151). relacija (1.2.152) dobija oblik
T QK aq-
Ey = 2L 1+Pee) + 3_1 AT 1de-T) e (1.2.153)
PoSto je
~ ANk , o~ G
Ay, * ATx AT AT = -Lp
puStajuéi da A Tk—‘* 0. iz (1.2.153),dobija se
v G .t G‘ -
d prd ~ [end
o) = 2lrade] « [LRL1+0eD] T,
odrosro o
e
1 N ~ o~
ey = ¢ [ 6ty « !,ﬂQ(t—L)-GJ(C)-dL]. ..... (1.2.154)
Uzeto je u obzir da je @ (0)=0, i da Je
13} ?
— -0 = - t-1).
5T ¢ = -F Qe-D
Velidina
99 (-T) i vaees (1.2.155)

a -
P t-h = A t— - ———
(6-T) =57 @ (- D = =
naziva se furkeijom brzine puZenja ili jezgrom puzenja. i potpuno je odred jena
ako je poznata funkeija @ (t) odnosno kriva puzenja. U s@uéa ju ogrnaidenog
pufenja (brzina puenja je pozitivna opadajuéa funkeija) kriva puZenja (S1.1.2.20)
ima horizontalnu asimptotu. Sto znaéi da P-» 0 kad t=@. pa se. na osnovu

(1.2.150), moZe naéi trajni moduo E

E
Epe = —— - e (1.2.156)
1+¢(ao)

Koristedi drugi oblik principa superpozicije. princip nezavisnosti
deformaci ja, moZe se postupkom analognim predhodnom, dobiti slededa reoloska
Jjednadina

t ¢
S0 = 5[ &) - &Y eDe®at] (1.2.157)
_ o

Velidina
oy L2 Wy - 2¥e-D
R(t-T) =5F L \F- ). = DED e (1.2.158)
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raziva se furkcijom brzine relaksacije ili jezgrom relaxksa~ije. i potpuro

je odredjera ako je poznata furkcija Ig(t-TD. odriosno kriva relaksaci je.
Kriva ‘f](t) se dobija iz eksperimenta na relaksaciju. tj. za f = So:const.
Iz (1.2.157) je

Sw=e e [1-Yw]. e (1.2.149)

Imajuéi u vidu (1.2.155) i (1.2.158). jedradire (1.2.154) i (1.2.157)

se mogu prikazati u slededem obliku

Et)

t
2[ Sty « of P(t-D-6(D-af} ... (1.2.160)

t
1 ~. o~
Sy = ¢ [ o) - Of RE-D- & aT). .. (1.2.161)

2.3.4. Teorija linearne visko-elasticrosti

Jedradinama (1.2.160) i (1.2.161) data je veza izmedju napora i de-
formacija linearro visko-elasticnog materijala za sludaj jednoosnog naponskog
starja. Znajuéi kako glasi Hukov zakon za &isto elastican materijal. jednadine

(1.2.160) i (1.2.161) se mogu zapisati u ekvivalentnom obliku
¥

1 .

E= [E]'G:
X

6= [E) €

..... (1.2.162)

di
gaje su t

(4] gl G Rpe-Dee ]

o
e t
[s]“: E[1-¢-) - [ R®-D-(---)at]
o

operatori koje treba primijeniti na funkeije koje slijede iza njih.

..... (1.2.163)

U sludaju sloZenog naponskog stanja jednadine teorije elastiénosti
imaju oblik
S;5 = 2G-3
8- k.0
pa se, jednaline teorije linearne viskéjelastiénosti. imajuéi u vidu analo-
gije (1.2.162) i (1.2.163), mogu napisati kao
t

o~
f P(t-0) 54T,

2G ;4 = S;y+ ) PE-L Syt (1.2.164)

Qo

t
ke =6+ P, (t-D Qat, ceeee (1.2.165)
o



odr.osno
2 t
JE [ - -0d..4T. ... (1.2.166
L -Qij of R(e-D),; aT . (1.2.166)
I~ t
z =e- [ r@Dedt. (1.2.167)
(0]

gdje su P i P1 odriosro R i R1 funkei je brzire smiduceg i zaéreminskog puze-
rja materijala. odrosno relaksacije. Krive smiéuéeg i zapreminskog puzenja,
odrosno relaksacije. se odredjuju eksperimentalro iz testa ra smiduéz i za-
preminsko puZenje, odnosno relaksaciju. Funkecije P i P1. odrosno R 1 R1. se

desto nazivaju i jezgrima smidudeg i zapreminskog puzenja. odnosno relaksacije.

Velidine P i P] su pozitivne monotoro opadajuée furkeije svojih argu-
menata. Kada t -»0e . kao Sto je rarije naglaSero. asimptotski tezZe ka ruli. Za

* L] V.o . . .
regativre vrijedrosti acgumenata indenticki su jednake nuli.

Zamjenom relacija (1.2.166) i (1.2.167) u (1.2.164) i (1.2.165)

dobija se zavisnost izmedju funkcija P i P1 i funkcija R 1 R]

t
P(t) = R(t) + f P(t) R(t-D)dT , ..... (1.2.168)
0 -

t
P(E) = Ry(6) « [ P (IR(EDAT. Ll (1.2.169)
(@]

Jednadine (1.2.168) i (1.2.169) se mogu koristiti za odredjivanje jezgara
Ri R1 ako su poznata jezgra P i P1 i obratno. U slucaju kada su eksperimen-
tima odredjene sve funkcije brzine puZenja i relaksacije onda relaci je

(1.2.168) i (1.2.169) sluZe za provjeru.

Jednadina (1.2.164 - 167) se mogu predstaviti i kao

t
3 ¢ fl’] (c.?.‘)dsij ’
o
£ (1.2.170)
8= [ N,t-DdS;
o]
t
Sij o j P(t-T)daij \

o
..... (1.2.171)

g

t
f M t-Dae;
(o]

gdje su: i n,

i P1 — funkcije smidudée i zapreminske relaksaci je.

- funkeije smicudeg i zapreminskog puzen ja

73.
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Sa jedradira (1.2.170) i (1.2.171) moZe se preéi ra jedracire

(1.2.164 - 167) ra slededi radin. Ako Iur,<013° 3 ((_; ac. S (() i 30
imaju irtegrabilre izvode d3 /dt.de/dt i dO/ dt ra intervalu O<T< t.

orda se jedradine (1.2.170) i (l 2.171) mogu rapisati xao

é = tﬂ(t-‘m %55 al
i f T

6 = fﬂ(tD al.

o
odriosro

. M e-D 24 4T
[ e ¢t ol
(o]
" E 48 '
= fP]{t"ﬁ ‘a—,‘-\_d((.\.
oV o

Iz predhodnih relaci ja se lako dobija

3, = MNors ;- jt[ d"]led(
(0]

R — (1.2.172)
8= N8+ ([~ ﬁﬂ']Gdt
(o]
odnosno
T, + (] & 3,.4dT
iJ JI[- af] ij
. (1.2.173)

S :=M0 8 + f[ dp*]e af.

Imajuéi u vidu da se iz predhodnih relacija. za pocetni trenutak vremena.

moraju dobiti relacije Hukovog zakona, vazi

M) =26. N, =k
..... (1.2.174)
[0) = 1726. ['(0) = 1/K
Na osnovu (1.2.164 - 167) iz (1.2.172) i (1.2.173) se dobi ja
P(t) ':_% .Cln(t)
1 dn(t)
Pi(t) = -¢g - g — -
...... (1.2.175)
R(E) = ?% dl"(t) .

R, (t) = E-'a‘—d pg(t) ,



Iz (1.2.174) se vidida je

Ny M)
171<0) l’,(O)

1.
..... (1.2.176)
1.

rurkei je . n]. [’i P1 re zavise od vida raponskog starja. pa se odre-
djuju iz jedrostavnih eksperimenata.

Na osnovu izvederih relacija moze se zakljuciti da su veze izmedju
rapora i deformacija u potpunosti odredjere ukoliko su pozrate funkcije
P(t) 1 P.(t) ili R(t) i Ry(t). odnosno [1(t) 1 M,(t) ili T'(e) 11 T'y(e).

i ako su pozrate korstante G. K. E i/u pri ¢éemu izmedju rjih vaze poznate

veze
E
K = @ reyvy el (1.2.177)
. _E
G = 2-(—1:—7— o . eeaans (1.2.178)

Treba napomenuti da u jednadinama (1.2.164 - 167) raponi i defor-
macije figuridu na prvom steperu tj. linearno. $to je posledica fizicke lire-
arnosti viskoelastidnog materijala. o demu je ranije bilo rijei. Kod fizicki
nelinearnih visko-elastiénih materijala raponi i deformaci je nijesu samo fun-

«xcije od vremera.

0 odredjivanju materijalnih funkcija i konstanti

°ri odredjivanju materijalnih funkcija (nin 1 odnosno P i Pi) i
elastiénih konstanti pojavljuju se dva osnovna problema [48]: prvo. vrlo se
tedko praktidno mogu realizovati eksperimenti kojima se dobijaju krive puzenja
ili relaksacije. ali tako da promjene napona odnosno deformacije budu u obliku
Heviza jdove funkcije jer uvijek postoji neko vrijeme koje je neophodno da pro-
telne da bi se izvr3ilo opteredivanje. i drugo. veoma je teSko ostvariti ek-

speriment na svestrano zatezanje ili pritisak.

M.A. Koltunov je u [48] pokazao da se naznadene poteSkode praktidne
prirode mogu prevaziéi izraZavanjem smicuéih i zapreminskih karakteristika
materijala (G i K) preko velidina koje se dobijaju iz testa istezanja visko-
elastidnog materijala. Takodje je ukazao na nadin kako se. pomodu faktora
korekci je. iz stvarnih stepenastih krqu opteredenja ili deformisanja. mogu
dobiti stepenaste krive u obliku Hevizajdove funkeije. koje predstavl jaju
osnov za rjeSavanje konkretnih problema.

Ovd je se necCe detaljnije razmatrati sam eksperimentalno-teori jski
metod odredjivanja materijalnih funkcija i konstanti. ved de se smatrati da
Su odred jene. Detal jno razradjen metod njihovog odred jivanja dat Jje u [93]



Izbor funkcije brzire puzenja odrosno relaksacije

Kao 3to se vidi iz relacija (1.2.175) funkcije brzire puZenja adno-
sno relaksacije (jezgra puzenja odnosno relaksacije) mogu se korstruisati tako
Sto se orvo prema eksperimentalnim podacima konstruisu krive puzenja (relak-
sacije), a‘zatim se izvr3i njihovo diferenciranje. Medjutim, greSke subjektiv-
rog karaktera, koje se mogu pojaviti pri konstrukeiji ovih‘kfivih, cesto do-
vode do grubih i retadnih rezultata. Zbog toga se, u praktiénim proradurima.
veoma Gesto koristi analitidki zapis tih funkcija. U tom zapisu figuriSe odre-

djer. broj parametara koji se odredjuju na osnovu pozrate krive puZenja odnosno
relaksaci je.

Uslovi koje moraju zadovol javati funkecije P(t) i R(t). odnosno nji-
hov analiticki zapis. su

1° lim P(t) = @

t o
1€ 3
roa Targenta (1) u tacki A, prelaza od

' L)

! J 7 c elasticne ka viskoelasticnoj defor-

;.‘3,/' maciji (Sl. 1.2.34),je zajednidka

.ﬁ; za elastiéni dio OA i dio AB krive

{E puZenja. Lomljenje tangente u tadki
07 A fizidki nije opravdano. Zbog toga

u tadki A, dakle za t=o, mora vaziti
SL.12.24.

dt .
I =

Posto je. na osnovu (1.2.16). za §(t)= éozconst.
__E dE
P(t) -_t)-_ e
to je 9
P(0) =oo.
2° Iz jednadine (1.2.168) je
R(0) =Moo . za t=o.
t
3* Integral [ P(DdT treba da konvergira
o

t ‘
4° Integral f' R(T)dT ne smije da bude veéi od jedinice.
o 4

Ovaj poslednji uslov se dobija iz (1.2.161). stavljajuéi da je C(t)=€5=const.

Tada je ¢

B(t) = E-§ (1- f R(DT).
Qo

t
j- R(Dal =1 - J%;E) < 1.

° 0

odnosno
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jer je uvijek §(r)¢G(0)= S,

U literaturi se Jdesto sreéu funkcije brzire relaksacije u obliku
APt gy ZA]-_Q_ Bit a1i se one ovd je neée detal jnije razmatrati jer ne kara-
kteriSu proces relaksacije u podetnom trenutku. tj. za t=o ore imaju konalru
vri jedrost.,

A.A.RZanicin [ugj je predloZio dovoljro prostu a istovremeno i do-

voljno op3tu funkciju brzine relaksacije (jezgro relaksacije) u obliku

R(t) = A gP ¢ %=1 (ocdevy ... (1.2.179)

Koristeéi se Laplasovim transformacijama. moze se pokézati [ﬁ8] da funkci ja

brzire puZenja P(t). na osnovu (1.2.169), ima slededi oblik

No
-3t n _dn
e Z [al(]" ¢
P(t) =. -3 L TTdm 5 000 seeee (1.2.180)

gdje je ) - gama funkcija. Red (1.2.180) ravnomjerno konvergira po t na

bilo kom intervalu vremena.

MoZe se pokazati da pri velikim vrijednostima promjenljive t rela-

cija (1.2.180) ima oblik

1 LdN 2 pye
o ] r 1= ([A (d) p)t 1.2.18
o x - [al@]d.e L (1.2.181)

pa
pe
a) Ako je WA >1. tada P(t) =0 kad t —» co.

Predhodna relacija oznacava da brzina. za G- E' 0=const:. tezi ka nuli, Sto
odgovara sludaju ogranidenog puZenja. kada deformacija asimptotski tezi kona-
énoj i stalnoj vrijednosti

At

b) Ako je A—"rm { 1. tada P(t)-» 0o kada t= o,

Sto znadi da brzina puZenja raste i teZi ka beskonadno velikoj vrijednosti
Sto odgovara sludaju neogranidenog puZenja.
/34('

c) Ako je AT © 1, tada je P(t)=const. kada t - @,
Sto znadi da se radi o ustaljenom puZenju. kod koga brzina puZenja, posle
odred jenog vremena postaje konstantna tj. taj dio krive puZenja je prava
linija. '

Vazno je napomenuti da je u radu [50] razradjen postupak odred ji-
vanja parametara A . (> 1 A kada su poznate. na osnovu eksperimenta., krive
puzenja ili relaksacije.
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2.3.5. Teorija linearne termo-visko elasticénosti

Ispitivanja materijala na puZenje.

2uju da krive puZerja "rastu" sa poviSenjem temperature (Sl.

78.

pri raznim temperaturama. DOKa-
1.2.35) a pri

korstartnom raponu. To znadi da je vrijednost deformacije. u trenutku t i

¢t

S/ ‘/”—ﬂ-_—___—- TT
't
0 — ¢
$L1228
Eux1 -
G, ' To
| i aa
' .,{_ﬁ__..l
| J
i : ena,m
i ' ! @n€
0l 0nt fnt'
5[.1.2‘56

Odigledno da mora vaZiti uslov
(naT(TO)=0,

odakle je

aT(TO)=1.

temperaturi T. jedraka vrijedrosti

deformaci je u nekom

trenutku t'

(t' 5 t) na temperaturi T (T'¢T).

Navedena &injenica omoguéava da se

eksperimentima ra povisSenim tempe-

raturama i ogranicenom vremenrskom

intervalu prognoziraju reolosSka svoj-

stva materijala u nekom buducem tre-

nutku vremena. Predhodno redeno ¢éini

osnovu principa temperaturno-vremen-

ske analogije. Princip se zasniva

na éinjenici da se translatornim po-

mjeranjem krivih puZenja, koje odgo-

varaju raznim temperaturama (1‘)15).

one mogu dovesti do

krivom puZenja koja

poklapanja sa

je dobivena na

osnovnoj temperaturi (T)TO). Takve

krive puzenja prikazane su na
Sl. 1.2.36, u sistemu ﬁ(t)/vafnt.

Sa S1.1.2.36, se vidi da je

lnt-bnt —tn ax(T)

..... (1.2.182)

Velicina a(T) Jje koeficijent temperaturnog pomjeranja. Kriva enaT(T)se Cesto

(npr. [51)) aproksimira funkcijom

T-To
&1aT= - C1 . .CZ_'FT:I'; ’

pri cemu se konstante C1 i C2 odredjuju eksperimentalno [52].

Iz (1.2.182) je

' t

t = —aT(-T-)— . T#f(t).

cee.. (1.2.184)



U sludaju kada se radi o nestacionarnom temperaturr.om polju. tj. kada je
T=T(t). relacija (1.2.184) se odnosi na beskoracrs mals irtervale vremera
dt' ; dt. pa u tom sludaju je

t

1 dt .
= : =T(¢). eeeea ! ].2.#85
t. Of m . T T(t). . )

Vrijeme t se rnaziva modificiranim vremenom.

Imajuéi u vidu predhodro redeno, vaZzi
Mee,T) = e ). .. (1.2.186)

gdje je  (t' ) funkecija puZenja ra osnovnoj temperaturi.

Prema tome, uvodjenjem modificiranog vremena t izbjegava se neop-
hodrost dobijanja analitidkog izraza za funkeiju puZenja [l (£.T) na odredje-
noj temperaturi: Osim toga. to znadi da se metode rjeSavanja problema u line-
arnoj viskoelastiénosti mogu efektno koristiti i za r jeSavarje problema linear-

ne termo-visko-elasticnosti.

2.3.6. Teorije nelinearne visko-elasticénosti

7a jednadine teorije linearne visko-elastilnosti. kao Sto je bilo
rani je naglaSeno. karakteristiéno je da na linearan nacin povezuju napone i
deformaci je. To znadi. da krive puZenja (relaksacije) zavise samo od vremena
(tya ne i od napona (deformacije) pri kojem (kojoj) se deSavaju reoloske poja-
ve. To svojstvo je karakteristidno za sve polimerne materijale i to pri ma-
loj vri jednosti napona odnosno deformacije. Medjutim. pri veéim vri jednostima
napona (deformacija). jednadine koje povezuju napone i deformacije postaju
nelinearne tj. zavise ne samo od vremena ve¢ zavise i od samih napona, odnosno
deformacija. Te jednaéiné'se u literaturi nazivaju jednacinama nelinearne visko-

elasticnosti.

Predmet dal jeg razmatranja bide tzv. teorija kvazilinearne visko-
elastidnosti koju su predlozili A.A.Ilju$in i P.M.Ogibalov [54]. i koja se
bazira na fundamentalnim postulatima mehanike deformabilnog tijela [54]. Za
razliku od Bolcmanovog principa superpozicije. predpostavili su da velicdina
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deformacije. u trenutku t. nije odredjena samo priraStajem napona ("stepenikom").

u odnosu na predhodni trenutak vremena, veé¢ i njihovim zajednidkim uticajem.
Imajuéi jo§ u vidu da veza izmedju devijatorskih velidina mora biti tenzorno
linearna (velidine sa indeksima i i j ulaze linearno. 3to je posledica postu-
lata izotropije [5Y4]), mogu se dobiti [51] sledede jednadine, koje povezuju

devi jator deformacije 3 i sa devijatorom napona([Sj], [55] i [56])



(D)aT+

£
2G 3. .=S. . T
313 1J+f P(t.L)sij
[a]

t t §
+ J‘Sij('t)d'C' fj 93(c."t.; .?)scg.nz;d;d?.. r1.2.737}
(o] o (o]

gdje su: -G - modu smicanja
P.P3 - neka jezgra tj. funkcije brzine puzer.ja
S(F.?):Sij(EJSij(?)
Sij - komporiente devi jatora napora.

Furkeija brzine puzen ja P3 posjeduje svojstvo sunetrlje u odnosu na posledrje
dvije promjenljive (§.9) tj. Py(t T, M)=P3 (t,T Y, ;) Imajuéi u vidu rela-
ciju (1.2.20) vazi

) ,
ST Oy (P
Relacije (1.2.187). autori [53] nazivaju jednaéinama kvazilire-

arne kvadratne teorije visko-elastidnosti. Jednacine kojima se povezuju napori

i deformacije. i koje su analogne jednadinama (1.2.187), imaju oblik [s6]

s t
15 By (T
EIREW -of RT3 (DT

¥
fgij(bd’cff%(t.‘t.f.fg)a(y.7)d;d”z. ... (1.2.188)

gdje su: R i R, - jezgra tj. funkcije brzine relaksacije

3
=9 5(8) 315

- komponente devijatora deformaci je.

3,

I ovdje, na osnovu (1.1.46). vazi

.3 ¢°
Iy =5 €, (P-
Relacije (1.2.187) i (1.2.188) moraju biti uzajamne, pa izmedju
funkeija P, P3, Ri R3 postoje veze, analogne vezama (1.2.168) koje vaZe u
teoriji linearne visko-elasticénosti. thkc13e P i R vezane su relacijom
(1.2.168), dok se funkeija R3 izraZava preko ostalih funkcija P. P3 i R sle-

dedom relaci jom
t

X - X
Rye Tps [ R0 (O RGDIT P juP(O' P,y )
mEx(§L) g J
: ¥ ki



Potpuro aralogro se furkeija P, izraZava oreko furkei ja P,R.H3. Furkei je

P.P3.R.R; posjeduju jo$ &itav niz osobira [53].

3
Iz (1.2.187) se. specijalro, mogu dobiti jedracire takozvare (53]

glavre kvadratre teorije visko-elastiénosti

. i t = -y
263, = Deace.s)s; o+ [P eDaeLs) S;;Dal. . weens (1.2.189)

[o]
Koeficijenti A(t,S) i (t.T.S) imaju slededi oblik

t
A(t.S) = %KG:(th f P1(t—'t)S(t.T)+P2(t-'D%§z (DT .
c i (1.2.190)

B(6.T. )2 Py(t-D & (6148, e-DS(E D5 B0 B, (D,

gdje su: Pi'(i:1'2"’5) i P° jezgra
K - neka fizicka konstanta.

U dal jem tekstu ée biti prikazani neki specijalni slucajevi glavne

kvadratne teorije visko-zlastiénosti.

Ako su sve funkci je Pi=0. na osnovu (1.2.190). je
2 2 -
A :3-1(. GU . B=0.

pa relacija (1.2.189) ima oblik
t
_ 2 2 N [
2G 3ij_[1+ 3 KSU (t.)]SiJ.+ f P (t-'DSij(T)clL RPIEE (1.2.191)
o
U opStijem sludaju kada je P,#0 i Psio,je

t
263, = [1ac)] s v ([P (6-D- 5 P5(-D §,(D]s; ;@<
° (1.2.192)

t
AL): S KB, (t)+ 5 (" Pa(e-D g, (Dt
; |
Ako se u (1.2.192) stavi da je P2=0 dobija se
;5
2 : 2 N 2
2, [1+ 5K Sfl(t)]sij-» f [F (-D-3R5-D6(D)] 5, DT ..(1.2.193)
o .

. Jednadine (1.2.193) se, stavljajuéi P =P i ps:po [51]. mogu ori-
kazati u obliku ¢

3, = ey (8,5 5 f sijm[P(t-Dmo(c-’C)dz(Guﬂ at, ..... (1.2.194)
o)
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gdje su: Q_J](S‘u)i COZ(Su)univer‘zalne funz2i je <oje re zavise od oblika
raponskog stanja.

U radu [68] je pokazano da. ako se iskoristi uslov slic¢rosti krivin
puzerja (Sl. 1.2.37,. furkcije 2J1 i uJ2 se medjusobro poklapaju. ao i 2 su

jezgra P i, PO ista. Imajuéi to u vidu. iz (1.2.194) je

t
66+ [ Pe-D-£[6,(0)]S; (DT .- (1.2.195)

(o]

2G-3. .=S. .
iJ 1]
pri c¢emu se furkcija f(GlR odred ju je
iz eksperimer.ta ra relirearno puzer. je [51].
i r--l‘ -s’l—’ - - .
; za §,¢ Q) Je £(3,)=1 Sto 2radi da se
iz (1.2.195). kao specijalan sluéaj. do-

— } bija relacija (1.2.164) kojom se povezuju
. —

/:;//i:/’“__ deformacije i naponi za sludaj lirearno
/<” - visko-elasticénog materi jala.
///
g L Sve predhodno izvedene relacije. iz
SLA 2357 teorije nelinearne visko-elastiénosti.

odrosile su se na vezu izmedju kompone-
rata devi jatora deformacije i devijatora rapona. Pri tome nije razmatrana veza

izmed ju G‘i 8. Potpuno analognim postupkom dobija se

t -
Ko =81 §)e [ peDE [ED)FmAT (1.2.196)
o

Funkeci je brzine puZenja P i P1 se odredjuju iz odgovarajucih eksperimenata
na linearno puzenje, a f1(€) iz eksperimenta na nelinearno puzenje. I ovdje se,

speci jalno za F1(€3=1. iz .(1.2.196) dobija poznata relacija (1.2.165).

Izvodjenje jednadina kojima se naponi izrazavaju preko deformaci ja

vr$i se na bazi slidnosti krivih relaksacije. Na kraju se dobija

t
S
=3, P - of RE-DAE Y (DAT . (1.2.197)
t
% = 8-, (8) -of R1(t-(t)‘}°1(ﬁu)6(t)d T ... (1.2.198)

Dalje uopStavanje jednaéina (1.2.195) i (1.2.196) vr3i se uvaod jen jem
U razmatranje prve invarijante tenzora napora (Gﬁ i tenzora deformaci je (8)
U tom sludaju. relacije (1.2.195) i (1.2.196) imaju oblik [58]

t
T’1‘Eu-933‘13=f1‘§4-5’513+0f P(t-'t')F1(G'u,s)Sij(tjd‘["

- £
Y, (8,€,08 =f5(6.8,) + f Pﬁt-DQ(E’.%)G’(t‘)d‘Z‘. """ (1.2.199)
o

r,A )«
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U radu [58] je ukazano i na naéin odredjivanja materijalrih «xorstanti i fun-

kel ja.

2.4. EFEKTIVNE METODE U TEORIJAMA VISKO-ELASTICNOSTI

2.4_1. Operatorski metod. Volterin princip

.
-

Neka su jednaline teorije linearne visko-clastiénosti date u obliku
(1.2.166) i (1.2.167)

S, .
1)

E’:K[e- of

gdje su R(t) i Rﬁ(t) funkei je brzine smiduce i zapreminske relaksacije. Relacije

- 26[3 - f R(e-T)3; ,dT]
o]

..... 1.2.200
. ( )

R, (t-DadT ] _

(1.2.200) se mogu zapisati u sledeéem, operatorskom vidu

S..=2G3.. (1.2.201)
ij ij
S=ke. (1.2.202)
pri ¢emu su G i K operatori
8or [ [ REDC B[R G], e (1.2.203)
. o -~ ’
- t a
K(...)=K [(...)- f R1(t-‘D(...)dT] =K[(...)-R1(...)] e eeeen (1.2.20U4)
gdje su ©
A t
R(...)= [ R(t-T)(...)aT
Jd T (1.2.205)
a t
Ri(...)= f ,R1(t-'l:)(...)d‘\(,'.

o
Ako jednadine teorije linearne visko-elasticnosti zapiSemo u obliku

(1.2.164) i (1.2.165) £

1 .
915 = = [Sij * of P(t‘bsijdt].
e e (1.2.206)
1 ’
= gl8+ [ Pe-DEAT].
o
nije teSko pokazati, imajuéi u vidu (1.2.201-205), da je
1 A
I—.:R- = 1+p‘
1 N (1.2.207)
—= = l+P1r
1~R
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~ ~ L~
gdje su: P(...)= Jf’ Rit-T)(...,dl
o e e (1.2.208)
Pii..i= [ Ry(e-D(...dTe
OJ

Na osrovu relacija (1.2.201) i (1.2.202) zakljuCuje se da se costavka
graniénih.éroblema teorije lirearne visko-elasticénosti po foqmi poklapa sa po-
stavkom graniérih problema teorije elastidnosti. Razlika je u tome Sto. umjesto
elastidnih korstanti G i K kod problema teorije lirearre visko-elasticnosti
figurisu operatori 6 i ﬁ. PoSto se operatorima 6 i E realizuju operaci je inte-
graljenja po vremenu. i poSto se pri rjeSavanju problema teorije elasticnosti
vrSi integral jenje po koordinatama. a ne po vremenu. to slijedi da se problemi
teorije lirnearne visko-elastinosti mogu rjeSavati na nacin na koji se rjeSava-
ju odgovarajudi problemi teorije elastidnosti. s tim Sto u konadnom rezultatu
elastiéne konstante treba zamijeniti sa odgovarajuéim operatorima. Predhodno

redeno predstavl ja Volterin princip.

U rjeSenju odgovarajuceg problema teorije elasticnosti mogu se poja-
viti i elasticne konstante E i/ﬁd Sto znadi. da umjesto njih. u cilju dobi ja-
nja reSenja linearne visko-elastiénosti. treba koristiti odgovarajuée opera-

-~

-~

-~ ~
tore £ i/a . Veze izmedju operatora Gi K i operatora E %/u su potpuno iste

s

vezama izmedju konstanti Eﬂ/h. G i K koje vaZe u teoriji elasticnosti. a koje

su date relacijama (1.2.177) i (1.2.178).

2.4.2. Laplas-Karsonov metod integralnih transformacija

Dal je ée biti razmotren metod reSavanja problema teorije linearne

viskoelasticénosti primjenom Laplas-Karsonovih integralnih transformacija.

Kao Sto znamo. pod Laplas-Karsonovim likom. neke funkeije f(t).

podrazumi jeva se funkcija f(p) realnog parametra p. definisana na slededi
nadin oo
£(p) = p -ff(t) ePhae (1.2.209)
_ le)
Funkcija f(p) ima slededée osobine:

1° Ako je f(t)= f=const. tada je lik sama ta funkeija, tj. f(p) f
2° Ako je f(t) data u obllku

£(t)= f F(e-T)aY. : ceee. (1.2.210)
o
onda je lik funkcije f(t) jednak proizvodu likova funkeija F iy
ftp) = Y0 (1.2.211)

vazi i obratno.
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Prema tome. ako se Laplas-Karsorova transformacija (1.2.209) pri-

mijeri na: jedradine ravnoteze (1.1.4)., veze izmedju Jdeformacija i pomjera-
rja \1.1.28), graridne uslove i jednadire lirearre visko-elastilrosti (1.2.170;

11i (1.2.171), one imaju izgled

_ _(‘))EJ 4 S(_i - 0. . (1.2.212)
] : 3 .
& 1 Ui bt
e St 1.2.21
Dij‘ nj = XVi ra S( i ui: U10 na Su L e (1.2.214)
_3_.”. :ﬁ.s—ij . e=0N48. (1.2.215)

Dakle, iz (1.2.212-215) se zakljuduje da se postavka problema teo-
rije linearne visko-elastidnosti u'liku poklapa sa postavkom problema teori je
elastidnosti u originalu. To zrali, da je reSenje problema teorije elastic-
nosti u originalu ujedno i resSenje problema teorije lirearne visko-elastiéno-
sti u liku. s tim Sto umjesto elasticénih konstanti 1/2G i 1/K treba staviti
likove funkci ja i i r71 tj. r7i T71. Prema tomqi_ako je proE&em teori je ela-
stiérosti rijeSen zradi da su poznate funkcijg Glj(p.xd) i Eij(p‘xd]' Na
osnovu pozratih likova treba nadi originale tj. !Sij(t,xd) i €ij(t’x4)’ Sto
i jesu reSenja postavljenog problema teorije linearne visko-elastiénosti u
origiralu. U ovom poslednjem koraku tj. u odredjivanju origirala iz lika leze

i najvede potesSkodée u primjeni navedenog metoda.

Laplas-Karsonov metod integralnih transformacija ima ogranicenu
oblast primjene. Pri transformaciji graniénih uslova oblika (1.2.214) predpo-
stavl jalo se da se granice tijela ne mijenjaju u procesu opteredivanja, kao i
da se granice povrsi Sg 1 Su' na kojima su zadati naponi i pomjeranja, ne mi-
jenjaju tokom vremena. Zbog toga se navedeni metod ne moZe koristiti za rjesa-
vanje problema kod kojih je granica unaprijed nepoznata. ili je promjenl jiva

(npr. kontaktni problemi).

Za oba do sada navedena metoda, za rjeSavanje problema teori je
lirearne visko-elastidnosti, karakteristicno je da jezgra integralnih opera-
tora, dakle n i n; odnosno ‘11 er moraju biti zadana analiticdki, Sto
bitno utide na lakogu potpunog rjeéavahja problema. U vezi s tim javila se
neophodnost iznalaZenja metoda koji bi dovovio do reSenja problema nezavisno
od toga u kakvom su obliku zadana jezgra operatora. Takav metod. koji ima

primjenu kod Siroke klase problema. predloZio je A.A.Iljudin u radu T59].

Napomena: Ako se umjesto relacije



t
J.. = f T (e-a s,
koristi relacija
- 1 , ~
Ji5 = 26[513 e f P(e-Ds; 0 r].
o
onda umjesto Laplas-Karsonove transformacije treba koristiti-Laplasovu irte-

gralnu transformaciju oblika

oo

fp) = [ ey ePlqe. Ll (1.2.216)
7

o
2.4.3. I1juSinov metod aproksimaci ja

I1 juSinov metod aproksimacija je zasnovan na koriSéenju Laplas-
-Karsonovih intégralnih transformaéija i na speci jalnom prestavljanju resenja
odgovara juéeg problema teorije elasticénosti. Osnovna karakteristika metoda
Je Sto se konadno rjedenje dobija nezavisno od oblika u kojem je zadano jezgro
operatora (analitidki, grafidki ili tabelarno). Pri korisSéenju metoda predpo-
stavlja se da su termomehanicka svojstva posmatranog linearno visko-elasticnog
materijala u skladu sa temperaturno-vremenskom analogijom i da su zapreminske
deformaci je idealno elastidne. Tada su veze izmedju napona i deformacija, po-

smatrarog linearno visko-elastidnog materijala. oblika

t t
aij(t) - fﬂ(t-l.)dsij S; 5(t)= f!‘(t-‘(‘)d3ij
(o] [o]

..... (1.2.217)
9:%6 ; §:-«kse.
Ako se na predhodne jednadine primijeni Laplas-Karsonova transformaci ja
(1.2.209). dobija se

— = - 1= ] —_— _---..- _ ‘—-
31y =115, e=er, S;5 =135 ©= K8 ..... (1.2.218)

Prema tome. granidni problem linearne visko-elasticnosti. prikazan preko
laplas-Karsonovog lika. odredjen je relacijama (1.2.212-214) i (1.2.218) u
potpunosti se poklapa sa odgovarajuéim granicnim problemom teorije elastid-
nosti, s tim Sto kod ovog drugog treba izvrSiti zamjene slededeg oblika
26—~ "2143"77-' sij"gij’_3ij"§-ij‘
ce-.. (1.2.219)

B8 . 08, g, X X,

Uvodeéi u razmatranje funkei ju

86.



Wl = Jeg (1.2.220)
3R 1+/u
ra osnovu (1.2.219) je
ra-1. G- C}? o Loxknd. L (1.2.221)
st w

Neka u nekoj tadki A ra granici ili urutar tijela djeluje sila P
1 neka je u nekoj tadki B (moZe da se poklapa sa A) zadano‘pomjeranje u.
Problem se sastoji u tome da se u proizvol jnoj (fiksiraroj) tacki M unutar
ili na granici tijela izracdunaju komponente tenzora napora. tenzora deforma-
cije, komporente vektora pomjeranja, ili. opStije. reki broj skalarrih veli-
¢ira tipa S, dimenzija kojih se (sa tadro$éu do mnoZitelja) poklapa sa dimen-
zijom sile P, (dimenzija mnozitelja zavisi od duzine), i neki broj velidira
tipa W dimenzija kojih zavisi samo od duzine. Imajuéi u vidu ¢injenicu da su
resSer ja mnogih problema teorije,e%astiénosti i otpornosti materijala upravo
data u tom oblfku, proizilazi da je postavljeni zahtjev pogodan i dovol jno
opSt. j=r se pod velidinom S mogu podrazumijevati: napon. moment savijanja,

reakcija, .... a pod velidinom W:ugib, nagib. krivina, ... .

Takodje je poznato da se u rjesenjima problema teori je elasticénosti
i otpornosti materijala mogu pojaviti i neke od fiziékih konstanti E,G,pryh,
kao i da su od njih samo dvi je nezavisne. Pri-rjeSavanju problema teori je
linearne visko-elasticnosti, metodom aproksimaci ja [59] A.A.I1juSin je za
nezavisne fizidke konstante usvojio zapreminski moduo elasticnosti K i koefi-
cijent W) (1.2.220). Relacije kojima se ostale fizidke konstante izraZavaju

preko K i W su

1- W
Mz —= 26 = 3K W,
/ ceWw’ T T (1.2.222)

_ W
E = Ky h= K(1-W).
Imajuéi u vidu predhodno reéeno, rjeSenje postavljenog problema se

moZe prikazati u obliku

S

P-f.]( T:|1'u)) + K-U-f2((12.w):
ceo-. (1.2.223)
W

8 (0 )+ Uy ),

87.

gdje je (mn (m, =1,2) - sveokupnosti geometrijskih dimenzija tijela (ukljudu-

juéi tu i koordinate tadaka M, A i B):- Ako na tijelo djeluje sistem sila Bk

i ako postoji U, zadatih pomjeranja, onda jednacine iz (1.2.223) ima ju oblik

S

k ... (1.2.224)

1
Wex % B-gyy (7 kW) + %V' 820 (Voo . W),



38.
Funkei je f], f2, g, 1 85 iz (1.2.223) i f1k'f2l' 8 1 8yp iz (1.2.224) su
reSenja problema teori je elasticrosti. Ideja metode aproksimacija sastoji
se u tome [59] da se furkcije LT fZ(. 8 1 8- S2 dovol jrom taénoScu.
za praktiéne proradure. mogu aproksimirati furkeijom od tri ¢lara u kojima
se velidina W pojavljuje na stepenu 0,1.-1. Ako se sa F(r.w) ozradi bilo

koja funkeija f,. 8;(i=1.2) iz (1.2.223). onda koefici jente trodlana

' irw) = FO maFr o) + = A W (1.2.225)

F(O). F(1) i F(-1) treba odabrati tako da za sve vrijednosti velidine w ,
odstupan je furkei je F' od F bude u nekom smislu mirimalno (razlika grafika

da je mala. da je sredina kvadratna greSka minimalra itd.)

Koristedi aproksimacije oblika (1.2.225) traZere veliline S i W

iz (1.2.223) se mogu prikazati.u pbliku
_p (0), (o) nel1) - (1)
5=P-£,°0 0 KT 5% () wee] o pekue; U on 0] +

1 (=1) (-1)
1 1M 2 12
w[ ]’ _____ (1.2.226)

P (1) 1)
W= %81(0)(@1)+Ug(;)(r22)+w[Kgl (Fyy)+ Ugy ()]

11 e (-1, (-1) N
*Jl_i(1 (o140 (o) -

Treba napomenuti [56] da se za elastiéno nestiSl jiv materijal, kao
i za mnoge konkretne probleme teorije elasticnosti stisSljivog materi jala,re-
Senje dobija bas$ u obliku (1.2.226), Sto znadi da se metodom aproksimaci ja.
na osnovu njih, moze dobiti tadéno rjeSenje odgovarajuceg problema teorije

linearne viskoelasticnosti.

Relaci jom (1.2.226) je odredjeno rjeSenje problema teorije elasticd-
nosti. Imajuéi u vidu analogiju (1.2.219) tog problema sa problemom viskcela-
sticnosti u liku (1.2.212-215) i (1.2.221) rjeSenje ovog poslednjeg se dobija
u obliku

3_p (0) = (o) "[‘ (1) = (1)

S=B £1°7 (0 )+KUES7 (6,4 BB (ke (600 ] +

TTse(-1) (-1)
2[BeiT e xue .(r12)'].
..... (1.2.227)

) = (1)

= (o) (o) (1
W= g E'g1 (¥y1)+Ug; ('22) “’[K Pe

5, (-1) g.(-1)
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Prelazedi sa (1.6.22) na originale. pomocu (1.2.229), dobija se rjesSenje polaz-
rog problema )
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Na kraju treba napomenuti da, ukoliko se razmatra problem teori je
linearne termo-visko-elastidnosti. umjesto vremena t, u razmatranje treba
uvesti modificirano vri jeme t', prema (1.2.184) i (1.2.185), na osnovu prin-

cipa temperaturno vremenske analogi je.

Uoptenje metoda aproksimaci ja

Bilo koja od funkeci ja fi ili 85 iz (1.2.223) ili (1.2.224) moze se,
umjesto (1.2.225), aproksirati funkecijom oblika

F* (rw)=FCO () uJF(”(\r)+ F1r)e Zﬁ%k, ..... (1.2.231)

gdje su /3k - realni brojevi, a §3k-fhnkcije koje ne zavise od W) . Dakle,
u rjesenju problema teorije elastiénosti pojavljuju se &lanovi oblika

B, U oL, (1.2.232)
1+/3u) 1+[3(U

Ovakvim ¢lanovima. kod problema teorije linearne viskoelasti&nosti u Laplas-
-Karsonovom liku, odgovaraju &lanovi

P iV,
A ST e (1.2.233)




pa je. u cilju rjeSavanja problema lirearre visko-elastilrosti. neophodro

raéi origiral lika datog sa (1.2.233). U tom cilju se moZe uvesti furkei ja

En- 1+}5«1‘) L (1.2.234)
tako da original lika (1.2.233) ima oblik
C ‘
f 8, (t-DAR(T), : Tl (1.2.235)
o

pri Cemu je gp ~ funkeija tzv. vezarog puzenja [48] i odredjuje se eksperi-
mentalno [HSJ na osnovu testova puzenja i relaksacije. Prema tome, rjesSenjima

oblika (1.2.230) treba dodati i:
t t
% of 8n)(E-DAE 1 kZ of By (LD (1.2.236)

2.4_4_ Metod usrednjavanja

Za rjeSavanje diramickih problema (prostiranje talasa i oscilaci je)
visko-elastidéno