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1. UVOD

Konstrukcijski elementi oblika zavojne ljuske se primjenjuju na
uredajima neprekidnog transporta, zavojnim transporterima, kod
specijalnih masina za ¢iScenje snijega, kod maSina specijalne namjene za
eksploataciju rudnih nalazista i drugih. Zavojna povrs nije razvojna povrs
kao Sto su povrSi oblika cilindra, kupe i sl. koje je moguce dobiti
savijanjem odnosno rolovanjem ravnih limova. Zavojna ljuska se najceSce
izraduje kovanjem iz celi€nog lima ili iz €eli€ne trake na specijalnim
masinama a zatim se zavaruje. Kod zavojnih transportera ova ljuska se
zavaruje na punim ili cijevnim vratilima sa spolja$nje strane vratila. Kod
zavojnih cijevnih transportera zavojna ljuska se zavaruje sa unutraSnje
strane cijevi, a kod specijalnih masina za ¢iS¢enje snijega i sli¢nim zavaruje
se na tankim cilindriénim ljuskama vecéeg precnika.

U mehanici deformabilnog tijela poznate su analiticke metode
proracuna ploca i ljuski. Njihovom primjenom rjeSava se relativno mali
broj problema i to onih koji se odnose na jednostavnije geometrijske
oblike ploca i ljuski. Diferencijalne jednacine pomocu kojih se opisuje
stanje napona i deformacija ljuski osim nekih izuzetaka nemaju rjeSenje u
zatvorenom obliku. RjeSenja ovih jednadina pomocu numerickih metoda
nemaju opS§ti karakter vec¢ obi€no vaze za odredeni oblik ljuske, posebne
uslove oslanjanja ili posebnu vrstu opterecenja.

Poznati su istraZivaci u ovoj oblasti: A. L. Goldenveizer, Moskva; V.
V. Bolotin, Lenjingrad; A. S. Volmir, Lenjingrad; T. S. Timoshenko,
Stanford Kalifornija; Papkovi¢ P. F, Lenjingrad; P. M. Naghdi, Kalifornija;
Cernih Lenjingrad;V. I. Fedossiev, Moskva; V. Z. Vlasov, Moskva; H.



Neuber, Berlin; I. M. Rabotnov, Moskva; NovoZilov, Moskva; E. Reissner,
Kalifornija i drugi.

Broj nauénih radova koji se odnose na savijanje zavojne ljuske je
vrlo mali. Primjena jednadina teorije ljuski i njihovo rjeSavanje u slucaju
zavojne ljuske je izuzetno komplikovano. Objavljeni su radovi iz ove
oblasti od J. W. Cohen-a [12] i S. G. Mikhlina-a [55]. J. W. Cohen je
uspostavio veli¢ine deformacija u funkciji pomjeraja ljuske uporedivanjem
odgovaraju¢ih geometrijskih veli¢ina (duzina, uglova, krivina) u
deformisanoj i nedeformisanoj konfiguraciji ljuski. Diferencijalne
jednaline ravnoteZe je izveo na klasiCan nacin razmatrajuci ravnotezu
diferencijalno malog elementa ljuske, pri ¢emu koordinatne linije nisu
linije krivine i ove jednacine su saglasne sa diferencijainim jednadinama
koje su izvedene koriS¢enjem zakona o odrZanju koli¢ine kretanja ljuske u
restriktivnoj teoriji  ljuski. Konstitutivne relacije koje povezuju
deformacione veliCine i presjecne sile koje su date u radu J. W. Cohen-a
[12] nisu dobijene na osnovu principa minimuma deformacionog rada za
ljusku koji se koristi pri izvodenju u restriktivnoj teoriji ljuski i medusobno
se ne poklapaju. S. G. Mikhlin je u svom radu u osnovi koristio klasi¢ne
konstitutivne relacije Love-a [50].

Proracun elemenata oblika zavojne ljuske razvijenim numeriékim
metodama, koje se primjenjuju u ovom radu, u novije vrijeme otvara nove
mogucnosti analize medusobnih uticaja karakteristika ove ljuske na
naponsko i deformacijsko stanje. Razvijene numeri¢ke metode proraduna
masinskih konstrukcija odnose se najviSe na primjenu metoda konaénih
elemenata (MKE) kao posebne naucne oblasti i savremenog numeric¢kog
postupka za pribliZno rjeSavanje kontinuuma njegovom diskretizacijom u

fizickom modelu. Primjena MKE je raSirena na razne oblasti tehnike sa



stalnim porastom primjene. U oblasti proracuna nosecih struktura
masinskih konstrukcija predstavlja nezaobilazan metod analize.

Eksperimentalna istraZivanja na specijalno izradenim modelima ili
originalnim konstrukcijama i pored c¢injenice da su skupa i sloZena,
predstavljaju neophodan metod za cjelovito i pouzdano istraZivanje
konstrukcijskih elemenata.

Predmet ovog rada su teorijska, numericka i eksperimentalna
istraZivanja zavojne ljuske i razvoj metoda automatizovanog projektovanja
konstrukcijskih elemenata oblika ove ljuske. Naucni cilj istraZivanja je da
se razvijanjem metoda proracuna a na osnovu kriterijuma ¢&vrstoce i
deformabilnosti pri razli¢itim reZimima eksploatacije projektuju optimalne
konstrukcije oblika zavojne ljuske, Sto predstavlja konkretan doprinos
razvoju metoda automatizovanog projektovanja ovog sloZenog oblika
ljuske kod specijalnih masina i uredaja. InZenjerski cilj rada je primjena
razvijenih metoda automatizovanog projektovanja konstrukcijskih
elemenata oblika zavojne ljuske, ¢ime se obogacuje inZenjerska praksa
projektovanja sloZzenih tehnickih sistema.

Rad je koncipiran i prezentiran u 8 osnovnih poglavlja.

U ovom prvom poglavlju daje se pregled sadrzZaja disertacije, koja se
u osnovi sastoji od sistema analiza koji je doveo i do konacnih
upotrebljivih rezultata. Tako cio sistem analiza sadrZi:

(i)  Analizu mehanickog modela, opterecenja, specijalne slucajeve

zavojne ljuske 1dr. Sto je opisano u Poglavlju 2,

(i)  Analiti€¢ku analizu zavojne ljuske, datu u Poglavlju 3,
(iii) Analiticku analizu cilindri€éne ljuske opterecene kontinualnim

spregom po zavojnoj liniji, datu u Poglavlju 4,

(iv) Analiticku analizu zavojne ljuske na cilindri¢noj ljusci u Poglavlju 5,



(v) MKE analizu u Poglavlju 6 i
(vi) Eksperimentalnu analizu u Poglavlju 7.
Analize konstrukcijskih elemenata oblika zavojne ljuske u ovoj

disertaciji predstavljaju nastavak istraZivanja uradenih u magistarskom

radu [83].
U Poglavlju 2 su date osnovne relacije zavojne povrsi koje definidu

geometriju zavojne ljuske i omogucavaju postavljanje mehanickog
modela. U ovom dijelu su pored opsteg sluCaja zavojne ljuske definisani i
specijalni oblici zavojne ljuske u polju njenih mogucih oblika.

U Poglavlju 3 je izvedena diferencijalna jednaina po
pomjeraju za zavojnu ljusku u opStem sluéaju preko parametarskih
jednacina srednje povrsi. Ljuska je uklijeStena na unutra$njoj zavojnici i
slobodna na spoljaSnjoj zavojnici. Na ljusku djeluje ravnomjerno
rasporedeni pritisak. Za sva izvodenja se Koristi restriktivna teorija ljuski.
Nisu se mogle koristiti jednacine klasi¢ne teorije ljuski zbog ¢injenice da je
mjeSoviti koeficijent druge fundamentalne forme povrsi razlicit od nule, tj.
koordinatne linije nisu linije krivine. Pretpostavljeno je da se pomjeraji u

tangentnoj ravni mogu zanemariti u poredenju sa pomjerajem u pravcu

normale.

U specijalnim sluc¢ajevima kada nagib zavojne ljuske ima ekstremne
vrijednosti dobijamo jednacine savijanja kruZne plofe i pravougaone
ploce. Diferencijalna jednacina savijanja zavojne ljuske je éetvrtog reda po
pomjeraju. Nakon definisanja Cetiri grani€na uslova na krajevima ljuske
diferencijalna jednacina je rijeSena numericki. Postavljanje i rjeSavanje
diferencijalne jednaline savijanja zavojne ljuske omoguéilo je da se
polazeéi od Kkriterijjuma c¢vrstoce odreduju optimalni geometrijski

parametri zavojne ljuske. Za numericko rje3avanje diferencijalne



jednacine kori$éen je metod konacnih razlika. Za rjeSavanje diferencijalne
jednadine i automatizovano odredivanje geometrijskih parametara
konstrukcijskih elemenata oblika zavojne ljuske realizovan je program u
programskom paketu MATLAB, koji je instaliran na PC racunarima
Pentium 1I 3D centra MaSinskog fakulteta u Podgorici i dat je u Prilogu 2.

U Poglavlju 4 dat je postupak proracuna cilindric¢ne ljuske, izloZene
savijanju kontinualnim spregom po zavojnoj liniji. Kod konstrukcijskih
elemenata oblika zavojne ljuske na cilindri¢noj ljusci opterecenje sa
zavojne ljuske se prenosi na cilindriénu ljusku preko linije presjeka
srednjih povrsi tj. preko zavojnice. Kada je zavojna ljuska opterecena
pritiskom, rezultantu tog opterecenja na cilindar ¢ine kontinualni spreg u
pravcu tangente na zavojnu ljusku na cilindru i1 kontinualno rasporedena
sila u tangentnoj ravni cilindra. U radu se uvode pretpostavke da su
pomjeraji usled sila zanemarljivi u poredenju sa pomjerajima usled sprega
i da su pomjeraji duz zavojne linije jednaki nuli. S obzirom da su
opterecenja i grani¢ni uslovi dati na zavojnici, uvedene su krivolinijske
koordinate tacaka na srednjoj povr$i cilindricne ljuske, tako da
koordinatne linije ¢ine dvije familije medusobno ortogonalnih zavojnica.
Za cilindriénu ljusku su koriséene relacije restriktivne teorije ljuski u
tenzorskom obliku jer uvedene koordinatne linije nisu linije krivine
cilindriéne povrsi. Grani¢ni uslovi su definisani u srednjim taCkama
presjeka zavojnice po kojoj je rasporeden spreg sa bilo kojom zavojnicom
koja je na nju upravna. Na osnovu Cetiri grani¢na uslova odredene su
nepoznate konstante u rjeSenju homogene linearne diferencijalne
jednadine sa konstantnim koeficijentima po pomjeraju u pravcu normale

na cilindar. Odreden je poloZaj taCaka na cilindri¢noj ljusci u kojima je



vrijednost pomjeraja maksimalna kao i veli¢ina tog pomjeraja. Pokazano
je da poloZaj ovih tacaka ne zavisi od intenziteta kontinualnog sprega.

Koriséenjem rjeSenja iz dvije diferencijalne jednaline savijanja
zavojne ljuske u Poglavlju 3 i savijanja cilindri¢ne ljuske u Poglavlju 4, u
Poglavlju 5 je rijeSen problem savijanja zavojne ljuske na cilindriénoj ljusci
u opStem slucaju. U tom cilju su definisani korigovani granicni uslovi na
liniji veze zavojne ljuske sa cilindricnom ljuskom.

Na osnovu grani¢nih uslova na zajednic¢koj konturi ove dvije ljuske,
diferencijalna jednacina je rijeSena numericki. Analiticko rjeSenje je
omogucilo da se na osnovu kriterijuma c¢vrstoce odreduju optimalne
karakteristike zavojne Iljuske na cilindricnoj ljusci opterecene
ravhomjernim pritiskom. Program za automatizovano odredivanje
optimalnih geometrijskih parametara zavojne ljuske na cilindri€noj ljusci,
na osnovu kriterijuma c¢vrstoce, je uraden u programskom paketu
MATLAB. Program je instaliran na PC racunarima Pentium II 3D centra
Masinskog fakulteta u Podgorici 1 dat je u Prilogu 3.

Mogucénosti savremenih programskih paketa Pro/ENGINEER,
Pro/oMECHANICA i drugih da automatski generiSu mreZzu konaénih
elemenata zavojne ljuske oblika konoidnog helikoida na cilindriénoj ljusci
omogucavaju da se efikasnije nego do sada provode analize na ovom
obliku ljuske. Koris¢enjem ovih programskih paketa u Poglavlju 6 su
uradene deformacijske i naponske analize za razli¢ite modele zavojnih
ljuski.

U Poglavlju 7 je prezentiran originalni model za eksperimentalno
istraZivanje konstrukcijskih elemenata oblika zavojne ljuske. Za
eksperimentalno istraZivanje su odabrana tri oblika: model A- zavojna

ljuska na cilindri€noj ljusci, model B- kruZna (prstenasta) ploa na



cilindriénoj ljusci i model C- pravougaona ploc¢a na cilindri¢noj ljusci.
Konstrukcijom dvostruke zavojne ljuske i koriS¢enjem specijalnog
zaptivnog elementa, realizovan je normalni pritisak na povr§ ljuske.
Deformacijske analize su uradene metodom tenzometrije. Na osnovu
deformacija mjerenih u radijalnom i cirkularnom pravcu izracunate su
vrijednosti napona u ovim pravcima na osnovu relacija koje vaZe za
dvoosno naponsko stanje. Na ljuskama su mjerene vrijednosti ugiba sa
tacnoSéu 1/100 [mm]. IzloZeni eksperimentalni model je potvrdio
opravdanost predlozenih rjeSenja, omogucio je deformacijske i naponske
analize konstrukcijskih elemenata oblika zavojne ljuske opterecenih
ravnomjernim pritiskom.

Konaéno u Poglavlju 8 daju se osnovni zakljucci koji na osnovu
saglasnosti analitickih, MIKE i eksperimentalnih rezultata: potvrduju
ispravnost uvedenih pretpostavki i postupaka u analitickim analizama
zavojne ljuske i cilindriéne ljuske, pokazuju da je primjena MKE mocan
numeric¢ki metod u statickoj analizi 1 ove sloZene strukture i isticu
efikasnost originalnog modela za eksperimentalna istraZivanja

konstrukcijskih elemenata zavojne ljuske, koji je prezentiran u ovom radu.



2. MEHANICKI MODEL ZAVOJNE L 'USKE

2.1. Osnovna jednacéina helikoidalne povrsi

U opstem sluéaju, konoidne povrsi u koje spada i zavojna povrs$ koja
se analizira u ovom radu, su povrsi koje formiraju prave (izvodnice) koje
prolaze kroz jednu datu pravu (direktrisu), paralelne su datoj ravni
(direktorna ravan) i prolaze kroz datu krivu (vodilju). Za zavojnu povrs
direktrisa je z osa, direktorna ravan je xy, a vodilja je zavojna linija koja je
prikazana na slici 2.1. Zavojna povrS oblika konoidnog helikoida je

prikazana na slici 2.2.

Jednacina povrsi konoidnog helikoida je data relacijom

z = karctan > (2.1)

X
gdje je k koeficijent u zavisnosti od hoda zavojnih linija H, dat relacijom

H
k=2 2.2
- (2.2)

2.2. Modeliranje zavojne ljuske u polju mogucih oblika

Zavojna ljuska je dio povrsi konoidnog helikoida koji je po zavojnoj
liniji postavljen na cilindar, a sa spoljadnje strane je ograni¢en zavojnom
linjjom istog hoda i sa konstantnim preénikom kao na slici 2.3.
Opterecenje koje na ljusku djeluje moZe biti koncentrisano, kontinualno
ili kombinovano razli€itog pravca i smjera. MoZe se razloZiti na
komponente u tangentnoj ravni (p,, p,) i u pravcu normale na povrs (p,).

U specijalnom slucaju, kada je hod zavojne linije H=0, zavojnica

prelazi u kruZnicu koja leZi u ravni xy, a konoidni helikoid u kruZni prsten

u ravni xy.



A
|

VANA
&X

Slika 2.1 Zavojna linija

Slika 2.2 Zavojna povrs oblika konoidnog helikoida



-10 -

Ako se posmatra dio te ravni kao prsten unutraSnjeg precnika a i
spoljasnjeg preénika b na cilindri¢noj ljusci poluprecnika a dobicemo
specijalni sluéaj prstenaste ploc¢e na cilindriénoj ljusci prikazan na slici 2.4.
Opterecenje moZe biti u ravni prstenaste ploce ili normalno na nju.

Ako hod H—oo tada i vrijednost konstante k—oo i zavojnica prelazi u
pravu liniju paralelnu z osi. Tada imamo specijalni slucaj pravougaone
ploce koja je postavljena na cilindri¢noj ljusci polupreénika a i normalna je
na ravan xy kao na slici 2.5. U daljim razmatranjima se analizira model
koji ima dvije pravougaone plo€e na cilindri¢noj ljusci. Opterecenje u
opStem slu¢aju moZe biti proizvoljno, a mogu se posmatrati komponente
opterecenja koje leze u ravni pravougaone ploce i komponente koje su

normalne na nju.

U radu se analizira uticaj ravnomjerno rasporedenog normalnog

pritiska na povrs ljuske.

Slika 2.3 Zavojna ljuska na cilindri¢noy ljusci
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Slika 2.4 Prstenasta ploca na cilindricnoy ljusci

b

i Y e ~d

2 5 y
a
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X e ———
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el N

Slika 2.5 Pravougaona ploca na cilindricnoj ljusci
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3. ANALITICKA ANALIZA ZAVOJNE LJUSKE

3.1. Uvodne definicije

Povr§ moze biti definisana preko parametarskih jednacina oblika
x;=f,(0', 6°) (3.1)

gdje su x; (i=1,2,3) Dekartove koordinate tacke P na povrsi, a 8% (a=1,2)
parametri. Ovi parametri se obi¢no zovu krivolinijske koordinate na
povrsi. U ovom slu¢aju, za parametre se usvajaju polarne koordinate 0'=r i

6’=¢. Parametarske jednacine srednje povrs$i zavojne ljuske onda glase

X, =x=rcos<p|

X, =y=rsinQ, (3.2)
x3=z=ko
Vektor poloZaja R (sa Dekartovim komponentama x;) moZe biti izraZen
kao funkcija parametara 6*
R= R(G',92)= ix| + jx, + kx; =ircos@+ jrsin ¢+ kko (3.3)

Svakoj obi¢noj tac¢ki P povrSi pridruZuje se skup baznih vektora A, A,

definisanih sa

Aa =R,a="a'9—a A| XA2¢O (34)
Za zavojnu povrs bazni vektori glase
OR . -
A, =—=icos¢ + jsing (3.5)
or
A, =Z—R=—ircoscp+jrcoscp+kk (3.6)
[0}

Ovako definisani bazni vektori su linearno nezavisni i tangiraju
koordinatne linije (prava i zavojnica) u tacki P na povrsi. Ovi vektori

definisu takode tangentnu ravan na povrsi u tacki P. Normala na povr§ u

..
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tacki P je normala na tangentnu ravan u toj tacki, pa je otuda upravna na
A,, A,. Neka A, oznacava jedini¢ni normalni vektor na povrs u tacki P tako
da A,, A,, A, obrazuju triedar desne orjentacije. Onda slijedi da je

A xA,

Ay = 1722 (3.7)
3 |A, x A,
i j k
A/ xA, =] cosp singg Of=iksin¢p— jkcosp+kr
—rsing rcosp k
LY xA2]=\/'kzsin2(p+k2 cos@+r2 =/r? + k>
A.—i ksing f kcoso K r (3.8)
) \/r2+k2 \/r2+k2 Jr? +k?
.1 ¥ . . Y35
%:—nz(rz +k2T/22rksm(p+J%(r2 +k2_) /22rk cos ¢ +
; _
Vr? +k? —rl(r2 + k2) /221'
+k 22 5
r-+k
i . 2
8§3=_i klsm(p_‘_*_‘i krcos @ Y k
\/(r2+k2) \/(r2+k2)3 \/(r2+k2)J
& '6A3_—kzl'zsinchﬂk71'7‘cos7(p‘ k2r? -0
> o 2 2 2 ,2F  (2,,2F
r-+k r-+k r“+k
Ocigledno je da vaZe relacije
A3‘A3=1 _l
As-Aq (3.9)

=0
A3'A3,a=0 J
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3.1.1. Prva fundamentalna forma povrsi

Kvadrat linijskog elementa povrsi dat je relacijom

ds? =dR-dR (3.10)
dR =R ag 4 R g2 57 R jou - R e
20! 20’ ot 86°

dR =R,_ d6% = A_d6%

dR = Apdo®
ds® = A,d6%-Ayd6P = A, - Azd0°deP = A ,;d6*d6P (3.11)
Agg =Aq - Ag (3.12)

Ova kvadratna forma zove se prva fundamentalna forma povrsi.
Koeficijenti prve fundamentalne forme povrs§i u ovom slucaju glase

A=A -A =cos’p+sin =1 ‘

A=A, =A,-A, =—-rsin@cos@+rsinpcosp=0

Ap=A,-A, =r’sin@+r’cos’ p+k? =r% +k?

(3.13)

Kovarijantni koeficijenti prve fundamentalne forme u matriénom obliku

se mogu napisati kao
[A ]= _All A]z _ -] 0 )
op Ay Ay | |0 r? +k? i

Kontravarijantni bazni vektori i kontravarijantne komponente prve

(3.14)

fundamentalne forme oznalavaju se sa A® i A“? respektivno. Oni su
definisani za sve tacke povrsi za koje vazi

A =det[A5]=0 (3.15)
i dati su 1zrazima

A®=APA, (3.16)



-15 -

22D
A

Ovdje je .«*? algebarski komplement od Ay u razvoju determinante A.

AP = AP =A% AP =

(3.17)

U slucaju zavojne povrsi ima se

! 0 2, 8
A =det[A = o 2a2l=r K (3.18)
K _’_r/n ! (—I)'”(r2+k2)=l
A r2 k2
I+20
_1)
PRI L) A : 3.19
r2+k22 ( )
A22 ot 2 _(—1)2+ 11
A rPak? Pk’
sada je
; noo,2] |1 0 |
a0 2\2l A {0 ' (3.20)
- L r2+k?.

Koeficijenti Aqp 1 AP ¢e se koristiti za spustanje i dizanje indeksa

kod tenzorskih veli¢ina. Kontravarijantni bazni vektori u ovom slucaju su

Al=A"A_=A"A, +A"%A, = A, =icosp+ jsing |
- (3.21)

1
A2 =AMA, = A, = —(—irsin@+ jrcos + kk
B r2+k2 2 r2+k“( (‘p J (p )-I
Vaze relacije
Al A=A =1 ‘
Al A%2=0 : (3.22)
1
A2.A2 =
r?+k? .
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3.1.2. Druga fundamentalna forma povrsi

Druga fundamentalna forma povrsi definisana je skalarnim

proizvodom —dR-dA;
aR 6’ a—lidea =R,, d6%* =A_do"

dR =R do' + =
Bk %,
dA; = aAf do' + A3 492 3A3 d6P = A 4,5 d6P
o0 562 ooP

~dR-dA; =-A,d0% - A;,5d6P = -A, - A;,5d0%dO"

~dR -dA, = B,3d6%d6P (3.23)

B&ﬁ = BBQ = -AO. : A3,B (324)
Bep su kovarijantni koeficijenti druge fundamentalne forme koji za slucaj

zavojne povrsi glase

B“=A3-A:,x=—1——(iksinq’)—jkCOS(p+kl‘)-0=0
2,12
\/1 +k
Bj; =B; =A3-A),
B,2=?1—_=(|ksm(p JkCOS(p+kIX—ISln(p+JCOS(p)———rk— (3.25)
Vre + k? Vre +k* '
Bn =A3-Aj,
1
B,, = = (iksingp - jkcosq+kr—ircosop- Jrsm(p)=0
vr? +k?

Da bi koordinatne linije bile linije krivine potrebno je da budu ispunjeni
uslovi A),=B,,=0. To u ovom slucaju nije ispunjeno jer je B,,#0 tj. prava i
zavojnica nisu linije krivine. Zbog ovoga nije moguce koristiti jednacine
teorije ljuski koje su u literaturi uglavnom date za linije krivine.

U ovom radu diferencijalna jednadina savijanja ljuske oblika
helikoidalne povrsi je izvedena polazeci od relacija koje se odnose na

restriktivnu teoriju ljuski datih u tenzorskom obliku [60].
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Koristedi pravila dizanja indeksa kod tenzorskih veli¢ina odreduju se

mjeSoviti koeficijenti druge fundamentalne forme povrsi

Bl =A"B,, =A''B;, +A"”B,;; =0

1 [ k —k
Bf =AYB,, =A’'B;, +A¥B; =5—— ql— =
' . r2+k?l 2 g k2 2 g2
, - k\/( )J - (3.26)
B|2=A]YB 2=A”B|2 +A12822=1‘ - J:—
! \ '\/r2+k2 \/1'2 +k2

3.1.3. Christoffel - ovi simboli za povrsi

Ovdje ce se prikazati dobijanja Christoffel-ovih simbola druge vrste

T‘;B, koji se pojavijuju pri kovarijantnom diferenciranju tenzorskih

funkcija, §to ce se koristiti u ovom radu. Christoffel-ovi simboli za povrsi

druge vrste se definiSu relacijom

r;p == ].—Ha - AY * Aa’B = —A(I . A,é (327)

Za helikoidalnu povrs§ Christoffel-ovi simboli druge vrste su

I}, =A" A, =(icosg+jsing)-0=0

I‘llz =1"2]] =A"A|, =(icosp+ jsinpX—ising+ jcosep)=0
F2'2 =A'-A,,,=(icosp+ jsin @X—ircosqp— jrsing)=—r
1‘12, =A%-A, =

I“122 =I“22, =A2‘A|’z=
2 2
I =Ty =
1‘222 =A2,A2,2=—i]—k2(— irsing+ jrcosop+ kk)(— ircos @ — jrsin)

I =0 A

1

r2 +k?

(—irsing+ jrcosp +kk)-0=0
_Z_F(— irsin ¢+ jrcos g+ kk Y- isincp+jcos<p) -(3.28)
r-+

.
r? +k?

r-+

( 5

i 3

f L3 v o3 a
S9Urn -

'\;} S/

\ % N

\‘T R >,
—

N\
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3.2. Osnovne velicine deformacija

Osnovne veli¢ine deformacija bice izvedene po restriktivnoj teoriji
koja predstavlja specijalni slu¢aj opste teorije za povi§i Cosserat-a. Prema
opstoj teoriji svakoj tacki srednje povrsi ljuske je osim vektora poloZaja
pridruZen deformabilni vektor zvani direktorni vektor koji se moZe rotirati
i linearno deformisati nezavisno od deformacije u tacki povrSi. Teorija
Cosserat-a koja uzima u obzir deformacije direktornog vektora se Koristi u
teoriji debelih ljuski gdje ne vazi Kirchhoff-Love-ova hipoteza o
upravnosti normale u deformisanom poloZaju ljuske. Ova teorija se koristi
kod ljuski promjenljive debljine i kod ljuski napravljenih od
hiperelasticnih materijala. Ako zanemarimo deformacije direktornog
vektora u jednadinama opSte teorije dolazi se do restriktivne teorije koja
ne daje podatke o deformaciji duZ normale na povis 1 o deformaciji usled
transverzalnih sila.

Do relacija restriktivne teorije moZe se doci i posmatranjem izraza
za koeficijente prve i druge fundamentalne forme povi§i u deformisanoj
konfiguraciji ljuske. Naime, neka je radijus vektor tacke na srednjoj povrsi
ljuske poslije deformisanja

r=R+u u=u'A, =uyA’ (3.29)
gdje je u infinitezimalni vektor pomjeraja.

Bazni vektori povrsi u deformisanoj konfiguraciji povrsi glase

o =R,gtU,q

ag =Ag +u,, (3.30)

Ovom relacijom se uspostavlja veza izmedu baznih vektora u

deformisanoj konfiguraciji povrSi 1 baznih vektora u nedeformisanoj
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konfiguraciji povrsi. U radu se za veli€ine koje se odnose na referentnu
konfiguraciju ljuske koriste velika slova, a za veli¢ine koje se odnose na
deformisanu konfiguraciju ljuske mala slova.
Pretpostavice se da jedini¢ni vektor normale na srednju povrs ljuske
u deformisanoj konfiguraciji ima oblik
a;=A3+ ]
B=pAy =B,A"]

gdje je B infinitezimalna veli¢ina deformacija koja potiée od rotacije

(3.31)

jedini¢ne normale na srednju povr§. Ovaj vektor ima komponente samo u
pravcu baznih vektora. Komponente vektora f se odreduju
pretpostavljajuci da jedini€éni vektor normale u deformisanoj konfiguraciji
ostaje upravan na bazne vektore u deformisanoj konfiguraciji

a3-a, =0 (3.32)

(A; +B)(Ay +u,4)=0
A, A;+A B+u, A +u, B=0

Zanemarivanjem beskona¢no malih veliina viSeg reda dobija se

Ay B=~-u,-A;
Ay BTA, =-u,,A;
BY(Ag A, )=—u,g-A;
BYAay =—U,5 Ay

Ba =PB-Agy =, As (3.33)
Iz ovog izraza je oc€igledno da B nije primitivna veli¢ina deformacije vec
izvedena. U restriktivnoj teoriji ljuski primitivna veli¢ina deformacije je

vektor pomjeraja u u odnosu na koji se izvode sve veli¢ine deformacija.
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Kori§¢enjem izraza za a, 1 a; uspostavlja se veza izmedu
koeficijenata  fundamentalnih  formi povrsi u deformisanoj i
nedeformisanoj konfiguraciji. Relacije za aqg i bap mogu biti napisane kao
agp =24 a5 =(A, + u,a)-(Aﬂ + u,p)= Agp +U,q-Ap +U,5°A, (3.34)
bop =24 23,5 = ~(Ag +u,g) (A3’p . B,B)= Bap — (u’a'A3,D+Au ‘B’u) (3:35)

Linearna i ugaona deformacija srednje povrsi ljuske se definiSu

1Zzrazom

1
€ap = E(I.I,‘1 AB + U,B'Aa) (336)

Promjena krivine i "torzija" srednje povrsi ljuske se definiSu izrazom
Hop =Usq'Ag+ Ay -Big (3.37)
U prethodnim relacijama za osnovne veliCine deformacija se
pojavljuju parcijalni izvodi vektorskih funkcija po povrSinskim
koordinatama. S tim u vezi, neka je V trodimenzionalno veklorsko polje
definisano na povrsi i neka su V' komponente od V koje se odnose na

vektore baze A; ={A,,A,;}
V=ViA, =V, +V3A, = VA = V,A* 4+ V;A3 (3.38)
Parcijalni izvod od V po koordinati 6 glasi
oV o A 3
— =——_[V*A, +V3A
0% 0" [v*as )
Via=Vie Ay + VA, +V,2 A+ V3A

,a=

Razmatraju se prvo parcijalni izvodi A,,, koji leZe u tangentnoj ravni

povrsi koja je odredena sa A, A,. Uvodi se izraz
A3,a = K;Av
Koeficijent K, moZe biti odreden skalarnim mnoZenjem prethodne

relacije sa Ap
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AD * A3’(1 = KLABY

—Bgq =KLABY

K’ =-BY
Sada je

A3’C(=_B(‘;Av

Ova relacija je poznata kao formula Weingarten-a.

(3.39)

Parcijalni izvod A,,, ¢e se napisati kao linearna kombinacija od A; u

obliku

Ak’a i C{.QAY + ClaAB

Mnozedi prethodnu relaciju sa A, odreduje se koeficijent C,, a skalarnim

mnoZenjem sa A, odreduje se koeficijent C}

A}\’(X.A3 - C{(IAY . A3 +CX&A3 'AI
Bra =Cia
A, =Cl_A, ‘AL +C AV A,

Nav =Chav
Y _
Cka w r{a
Izraz za A,,, postaje
Aysa=T{aAy +BygAs
1 poznat je kao formula Gauss-a.

Sada izraz za V,, postaje

Vo= V2 A, +VMITLA, +B A )+ V2 A, - VIBYA,

Vo=Vt A + VLA, - V3BYA, (V.2 B, VM A,

(3.40)
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Pogodnom zamjenom nijemih indeksa dobija se
Vo= (VA+ViTT - V3BL A, + (V.2 +B,, VA,
Izraz
Vi = V. + VI, (3.41)
predstavlja kovarijantni izvod u odnosu na metricki tenzor Agp
Vo= (V2 -BVI A, +(V2+B, VA A, (3.42)
Relacija za parcijalni izvod proizvoljnog vektora V po koordinati 6

izrazen preko baznih vektora A, i jedinicnog vektora normale A,
omogucava da se napiSe izraz za veli€ine deformacija u komponentnom
obliku.
Za odredivanje osnovne veli€ine deformacije e,p koriste se sledece
relacije
A _ A3 3 A
wp=(uf ~Bju" oy + (03 +Byp0* A,
u, =(u|0l B:'L 3)Ax+(u,a+}3 UK)A3
A 5~ Bau t
= © u,B Ulp - Al +\u ’l3+BlClu A3
3
3
Ap-u,g=up, —Bg,u

Sada je izraz za ey

1
af = "Ba T 5 Falp T Hpla/T Paph3 :
e,5 =€ —‘(u +u ) B, gu (3.43)
Za odredivanje osnovne veliCine deformacije %, koriste se sledece

relacije
u,u'A3:B=[(Iu|t —-B2u3)Ak+ U +B ol )A ] BBA

U,,-Aszp= (uffJl - B§u3)(— BgA, - Ax)
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A A
u,,-Asz,5=—Bg (Avxum - AkaaUB)

f A
U,a'A3aﬂ 5 _B[‘;[(Avkul),a - Avklau 3 Boz

u’a'A3’B = _BB (uvla B Bavu3)
B.p= (BYAY )~B =Byp AT +B,A
Aa B,[} = BY’B Aa 'AY +B7Aa A,E

Au ) B’B . Ba 9B_BYFCIB = BalB

I \ {
Ba = —A3 U,y = —A3 l(\ult —‘B;’U:;"Al +{U

A
Ba = ~Uj,q +B;4U

Bo = ~\U3pe + BMA}“’UV )= —(u3|a + B;uv)

vu3_|

A
350 ¥Bag U )Az]

( v v v
Aa . B,[} = _(u:;la + IB(IUV)[3 = _(u3|(1ﬂ + Ba"}uv + Buuvm)

Sada je izraz za

Hap = _BE (uvla - Bavu3)_ (u3l0113 + B:’muv + B:‘uv”})

xClB = —(U3IaB + B;lpuv + B;uv”} + BEllvla x BEBQVU.‘}) (344)

Hop = Hpa = ~Hap = ~Hpa
Izvodi se izraz za e,p za helikoidalnu povrs
1 )
ey =uy —Byjjug ey =2 Wy +uy —Bj,u,

GOt

n v _ 1 2
Uy =uy, —[ju, = -, -,

du
- v - 1 1 2
uyp =u,p—Tou, —_a(p —Iu; —Tjou,

ou
. v, _ Oup t 2
Uy = Uy, T3 u, _—6r -5 - Ty,

(3.45)

€9 =Uyp —Bjouy
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Na osnovu vrijednosti kovarijantnih  koeficijenata  druge

fundamentalne forme 1 Christoffel-ovih simbola druge vrste za

helikoidalnu povrs ima se

au'l
=g
4 Y
612 =e21 =l au‘ 'f'au2 l_ 5 d ) U, +"—,.—l<-n—=n-l_l3 . (3.46)
2\6([) or J 1 +k \./l'2+k2
e = auz
22 a(p

Ako se fizicke komponenta tenzora oblika u, e, 1 %,3 0znace kao

U, €.ap> 1 X ap, tada vaZe sledece relacije

u; =.J/Ajiugs (bez sumiranja po 1) ‘
€ap = A v/ Appeaps (bez sumiranja po o,B); (3.47)
Hap = \/Aaa \/ABB%<QB> (bez sumiranja po «,f )_
odnosno
U, =ug, us =Jr2+k2u<2> U = U3, ,

_ 22 a2
€11 =Cq1s elz—‘/r +k s €y =irTH+kT R g, ¢ (3.48)

_ 22 [ 2.33
iy =%q1s %,2_\/r +K "% 0 Ao =1 +Kk7 oy,

Zamjenom izraza (3.48),, u formule (3.46) dobija se zavisnost

izmedu fiziCkih komponenti e_u, i u_;, u obliku

cu
e<Il> — a;J>
1 au(l) 1 (6U<2> r 3 k u,
& . eyl e - Uy |+ =ML (349
<12 fy <ot 24r? +k* 00 2!\ o r2ak? F) 24k (349)
1 au<2> : r
e<22> _.\/r2+k2 a(p ' r2+k2 Ugps
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Izraz za %, izvodi se za helikoidalnu povrs

- | 2 | 2 | 2 I 2
%) = Uy + Byuy + Byuy + Biuy + Biug + Byuy, + Bruy, _(BIBII +Bj le)“z

— — | 2 | 2 | ?
xlz = %2] = U3||2 + B"zul + B”zllz + Bzu”, +B2U2“ + B|U]|2 + BI U2‘2 —
l 2
—(BzBu +BZle)‘l3

= . | v 1 2 1 2 1 2
Ky = Uy + Bopuy + Bypu, + Bouyy +Byuy, +Bouyy +Bouy, — (B2BIZ + BZBZZ)U'J

Clanovi u ovim izrazima odreduju se na osnovu prethodno
odredenih vrijednosti koeficijenata druge fundamentalne forme i
Christoffel-ovih simbola

5u3

Uy = U3, = 5
2

0 Us

or?

Uz = (U3|1)., (“3’1) U3,|1"“3,xr1|—‘13>|| u3,,F,,~u3,2F,,—

A I 2
U3z = (“3“)}2 (l'3’|)| = U3, U3, L3 = U3, —u3, [ —us, I =
3 8“u3 _r Ou
oo 12 +k?2 dp
ou,
o

U3 = U3, =

_ - M 1 2.
REPP) (U3|2 )12 = (u3. )|2 = U3, U353 Iy = U3,0p—U3, Iy — Uy, I =

2
= a Uﬁ3 4r aU3
op° or

B, =Bi, +B} T}, -B\[}\ = B[}, + B{I3, - B[}, -By[} =0

B3, =B?, +BITA - Bil}} =B}, +B[}} + Bi[Z, - B{[}} - B} =
- 3kr k t 2kr

) (1'2 +k2)% i [1'2+k2)% 1\1.2 +k2)= (rz +k2)%
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Bii; = Bl,,+Bl}, —Bil = B[, + Bia, — BN, — BT}, =
_ k (r)+ k v _ 2k
5 oS 3
(r2 o kz)/z ( +k2 )/ [+ 12 ) (rz + k2 )/3

Bﬁz =B} ,,+BI T, - Bi[; =B+ Bl - B, - B33

=0

Blzrz = B[2»2+B)2TJ{2 - B;\r‘z}E = Blzrliz + B%I’{z - B}F’.lz - Blzrzzz =0
B3, = B3,,+B}5, — Bi[J, = Bi: + B3I, - BT, — BiI%,
_ k r n k (_ 1‘)— 2kl'
1 2 2] 3 - 3
EIREY 1 s M PURES Z A P

Poslije sredivanja izrazi za 2,3 konacno postaju

_ 2k ou, 4kr 2%u, k
%“'—- ’7 7\y ar"T 7 7\5/ U2+ a.?_ — » 7\., US
(r"+k'} - (r"+k'/ % : (1"+k‘
% =5 = k ou, | kr k ou,
127 21— 7 ] 7 \/ . 3
(l_2+k2)/2 or ( +k /‘3“ (r'+k2)/2 Op (3.50)
. 62U3 r 8113
8ra<p r2+k? d¢
2
%, éau, % ? u23 oy 6au3 L 2k _u,
(J b 1, )/ o 39 ro2 4k

Relacije za veliine deformacije %,; daju se preko fizikih komponenti

poslije smjene (3.48),; u relacije (3.50)
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o ___ 2k dug, ke %y k¥
<ll> l'2+k2 r (r2+k2)2 <2> arz (r2+k2)2 3
= _5 ___k oug, N kr u . - k  Ou,,
<12> <21> 1‘2 N k2 al‘ (r2 N k2)2 <I> 1_2 " k2 a(p
) - (3.51)
. I O’uy r Ou,
I - 3/
(rz + kz)/2 el (1'2 +k? )/2 o
5 B 2k Ougis 5 | d%u, " Ou, k? |
<22> < 7 I 2 = 3
(l,z +k2)}2 op  r*+k? a9 rr+k? o (r2 +k2)2

3.3. Diferencijalne jednacine ravnoteze

Jednacine ravnoteZe u tenzorskom obliku u restriktivnoj teoriji

ljuski glase

NEP —BEN® 4 poFP =0 (3.52)
NP + BN +poF? =0 (3.53)
Mi* - N =0 (3.54)
Eop [N"‘B -BWY“]: 0 (3.55)

U ovim jednaCinama N® su komponente kontaktne sile N koja se
mjeri po jedinici duZine krive na povrsi, M®® komponenta kontaktnog
sprega M koji se takode mjeri po jedinici duZine krive na povrii. F' su
komponente zapreminske sile F po jedinici mase povrsi, p, je masa
jediniéne povrSine razmatrane povrsi. Apsolutni permutacioni simbol je
€, koji se odreduje na osnovu relativnog permutacionog simbola €,y

koristeci relaciju

Eop = VAEp (3.56)



-28 -

Vrijednosti za relativne permutacione simbole su e, =e,,=(0); e,,=-e,,=1.
Posto se razmatraju linearizovane jednacine, sve veli¢ine se odnose na
referentnu (nedeformisanu) konfiguraciju povrs$i. Jednacine ravnoteze u

razvijenom obliku glase

Nj' + N3 - BIN" - B)N* +p F' =0
N)? + NZ —BIN" - BIN> +poF? =0
Ni? +NZ +B,N'""+B;,N" + B, N*' + B,,N* +p,F* = 0|
M”+N’IN N'3=0
M, +M§ N*=0
N" ~N2' ¢ BIM'"' —BIM?' + BiM"? + B)M?2 =0

(3.57)

Dobijaju se diferencijalne jednacine ravnoteze za kontravarijantne i

fizicke komponente sila N i sprega M

1
N"_N LNYID N = NG N+ N"I‘—;|+N”lﬁ.l|+N12r—>l ag
I
le - N” +NVIF v2t szr\l’2 = N,gl'*‘N“Fl') Nzlr')’) +N7|r|2 + N“r')‘) =
_aN_ il r 22
=73 + N 5 2—N r
P r- +k

Ni? =N, >+N"T), + NVT2 =N, N1, + N0 + N''T2 + NP2, =
6N'2 12 r
=——+N

or r2 + k2

N7 =N,32+NY’T + NI} = N,2+NT5 + N2, + N2 + N2, =

5N22 12 r 21 r
St N 55+ NT =
op r-+k r<+k
13
NI2 = NP+NYT = NP+NBT + NPT, = ar;
r
. 23
NI2 _Ns§3+NVBr32=N»§J+N'3r|22+N23r222=aN +N" 2 - 2
o r-+k

Analognim postupkom dobijaju se vrijednosti za momente
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. o )
My =——
5_:2l
- oM r - -
21 , 1 a%22
MIZ - op E r? +k” M M
61\71'2 r 2 i (358)
N2 = N
1 ar l2 +k2
F oM %2 ro - roo
22 12
My = T 2 M=+ 2 2 M?!
op r“+k r“ +k

Na osnovu izvedenih vrijednosti za komponente sile N i sprega M

dobijaju se diferencijalne jednacine ravnoteZze za kontravarijantne

komponente
I 21
aN. += il 2N"+aN —~IN® 4+ 7 N? +poF' =
O r“-+k a(P (r2 + kz 2
12 22
ON PRI N1 . 2N2'+6N — —N" 4+ pgF? =0
or  r?+k* r* +k op (rz N kz) 2
13 i 23
BN + _ I 2N|3 +61;I N k : (NI2+N2I)+p0F3=O
o r?+k 0 (2 ei)? . (3.59)
oM" M oM ~rM*Z _NB =0
o r?4+k? o
o 19 ~22
el + 22r 2M12+'2r 2M21+——6M ~NB =0
o rf+k r°+k op
(r2 +k2)/2 (1-2+k2)/2

Veze izmedu kontravarijantnih i fizickih komponenti sila i momenata su
oblika

Nai . | N<ai>_
‘V,Aaa ‘V’Aii

(bez sumiranja po a , i)
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NII N(II} - N<II> — N<||>
'\/All'\/AII 11
12 _ N2> N2> N2! = N>
JAnAz NN vr? +k?
N N
N2 = <22> NI3 _ " V<l3> N
r?+k? \/A|1VA3 N

N23 N<23>

\/r +k?

~ell f12 _
M =M<1|> M

I\"/[<l”>
) / 2 +k2

M3 = M.y> M22 = M<22>
2
Vr? + k2 r’ +k’

Jednacine ravnoteZe u fizickim komponentama glase

aN<ll> + r N g 1 5N<2l> B
or r? + k2 L r +k2)/ oPp
N +_k__N 4 phF., 0
I'2 +k2 <22> rz +k2 <23> 0f<i>
5N<12> + 2 I 2 (N<12> + N<2I> 1 aN<22> +
or r'-+k l' n kz)/ aq)
k
i 2 kz'N<l3> +poFer, =0
ON_i3, % r N, ] ON 23, _
or 22 T r +k‘)/ o
k
. _r2+k2 (N<12>+N<21>)+Po f3>=0
aM(ll) 4 r M(ll o 1 . aM<2i> 1 i 3 M _
or r2 +k2 <di> (rz N kzyz atp r2 + k2 <22>
3 - N<l3> =0 )
8M<.2> d (IV[<12> + IC/I<2l>)"" : aM<22> =

('rz +k2)y2 op

k
Na2> —Neop +5—— (Mqpys +M_p.)=0
r-+k

(3.60)

(3.61)
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U sludaju kada je helikoidalna ljuska opterecena ravnomjernim
pritiskom u pravcu normale tj. p,F_;, =—P pretpostavlja se da presjecna
sila ne zavisi od koordinate ¢. Tada se prethodne jednacine transformisu u

sledeci sistem jednacina

ON_, r r k
>+ N,>-——-N_p, +——N =0

or P24 k2 22 R 2 2
ON r k

a<I'I2> + 2 4 K2 (N<I2> + N<21>)+r—2+—k2N<|3> =0
ON_ 3> r k

a‘_w +l‘2+k2 Nass _m(N<l2>+N<ZI>)_P:O

(3.62)

oM r ~ r ~

a:_lb + 1.2 n k2 M<l|> b [_2 ! k2 M<22> - N<I3> =0
M_,,. r ~ -

a<r|2 W 22 (M<|2> + M<2|>)' N 23, =0

k
N2> =Napp +5—— Mgy, + M_y,)=0
r-+k

Ovdje se uvodi neSto drugaciji skup presje€nih sila. Naime, svaki
kovarijantni ili kontravarijantni tenzor drugog reda moZe biti predstavljen

jedinstveno kao suma simetri¢énog i kososimetri¢énog tenzora

TY = 70 T[ij]
@) _ %(T-'j +TH )l (3.63)

rlil - %(Tij _Tji)'

Oznake T® i T predstavljaju simetriéni i kososimetriéni dio od T9
respektivnho. U tom smislu, zbog odredenosti teorije smatra se da je

kososimetric¢ni dio sprega jednak nuli tj.
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mleBl — o (3.64)
Onda slijedi da je
M2 = N2 = 12D = pp2!

Odnosno u fizickim komponentama

M2, =M<2I> (3.65)
Veza izmedu N°? i M® glasi
N°? = NP —npegh (3.66)
Ovdje je N®? simetri¢na presjecna sila za koju vazi
NP = NP (3.67)
Nll=ﬁll_Mle;=ﬁ]|l_MHB:_MZJBL=I;]ll_:____k____Ml2
4 2,2
r“+k
N22=1§122—M7283 - N2 _N1'2B2 - M2B2 = N2 4 — ,k Np'2
Vir® +k?
N'2=N'2—MY'B$=I:1'2—I\7I“B,2—I\712'B3=N'2+ k i
VJr? + k2
N2 = N2 —N12B! =N" - N1'2B! - M122B), = N2 I ST
Vr? +k?

ili u fizickim komponentama

- k X
N> =Ny +mM<12>

" k R
N2, =Neoo, ~“2—‘(2]\’1<|2>

) e . (3.68)
N<l2> = N<12> +m <ll>

x k -
N> =Negps Tr2+—k2M<zz> -

Zamjenom N, iz (3.62)s u (3.62), i N_y;, iz (3.62), u (3.62), i (3.62), a
uzimajuci u obzir relacije (3.65) i (3.68) dobijaju se sledece tri

diferencijalne jednacine ravnoteZe
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dN<]1> r ~ I e 2r dM 12
+ — N -+ =<2 =0 3.69
di l‘z & k2 <ll> 1‘2 + k2 <22> r2 n k2 dr ( )
dN<12> 21. e 21‘ dN/I(l l>
+ N9 + =0 3.70
dr P2ek?2 9T 24K dr (3.70)
d>M, 1> 2r  dMgy, r dMy, 2k* .
dr2 * 24+k2  dr - 2 112 i 13 - M a9~
(r +k )2 (3.71)
2k -
—-——7FN -P=0
rz " k2 <12>

Do ovih jednacina se moglo doci koriScenjem sistema diferencijalnih
jednacina u restriktivnoj teoriji ljuski, sa duplim kovarijantnim
diferenciranjem, Sto je zbog sloZene procedure izvodenja u naprijed

izloZzenom postupku izbjegnuto.
3.4. Konstitutivne relacije

U restriktivnoj teoriji ljuski konstitutivne relacije imaju oblik

N = CcH*Pe 4 (3.72)

MP = —BH*"%% (3.73)
gdje je
ods = 1 {Aay APBS L AGBABY | v[z ACBAYS _ ACYABS A“SA“Y] (3.74)
2

C 1 B predstavljaju krutosti na istezanje i savijanje i odredene su

relacijama
c~- iﬂ; ' (3.75)
Eh’

5= 12(1 - v?) (370

Razvijeni izrazi za karakteristi¢ne presjeéne sile glase
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.1

NP2 =CH'278eY5 =C(H'2”e” lelzeI2 +H'22'e,, +H'222e22) '
YR =—BH”787_‘75 B(HIIII%“ +H”'2x +H”2'x +anz )
M2 = _BH 23 2222~

. (3.77)

Preostale sile N'' i N2 j spreg M'? jednostavno se dobijaju tako $to se u
preg J Ja)

odgovarajucem izrazu sa istim indeksima zamjenjuju B sa C kao i — %, sa
e, 1 obrnuto. Izrazi za karakteristicne kombinacije indeksa HP" koji se

pojavljuju u gornjim izrazima su
] I-v 1

Hl2ll =0 HI212 =2 ';VAIIAZZ Hl22| = > A A22

222 _ ¢ HHI]:(AH)2 H12-¢ H" =)

Hll72 AIIAZZ H22Il A”AZ’ H22I2=0 H222l =0

Izrazi za kontravarijantne komponente presjecnih sila glase

n

( ”)23EI,+VA“A22722
M ——B‘( '2)_%7,+VA“A22§”] s (3.78)

= C(l - V)A] IAzzelz

Koristeci izraze (3.45), (3.48); i (3.60),5, prevode se izrazi (3.78) sa

kontravarijantnim komponentama u izraze sa fizickim komponentama

presjecnih sila

1 g e ] I —
AN TV ApXo,

M Il BAII
b (A) Ay Ay

| _ 1 I —
My, =—BAy| —F5 Ay gy +V—— A 1%, |>]

_(A22)2 AIl A22




-35.

- ey | —
N2s =CJA | AR (-v)—— /A /Ay

Ay Agy
Mo = —B[ s + Vg, ] (3.79)
Mgis = —B[X g0, + %y, ] (3.80)
Napzs = C(1=Vess, (3.81)

3.5. Diferencijalna jednacdina savijanja zavojne ljuske

RjeSavanje diferencijalnih jednacina (3.69), (3.70) i (3.71) nakon
uvrStavanja konstitutivnih relacija za komponente presje¢nih sila
omogucilo bi odredivanje polja svih pomjeraja zavojne ljuske.
Razmatranje sistema diferencijalnih jednaéina u ovom sluéaju s obzirom
na broj raspolozivih grani¢nih uslova dovelo bi do izuzetno komplikovanih
rezolventnih jednadina po pomjerajima visokog reda. Zbog navedenog u
radu se koristi jednacina (3.71). Konstitutivne relacije za presjecne sile
koje ulaze u tu jednacinu date su relacijama (3.79), (3.80) i (3.81). Posto se
razmatra samo savijanje helikoidalne ljuske pretpostavlja se da su
pomjeraji U, i u_,, mali u poredenju sa pomjerajem u, §to je pretpostavka
u teoriji plitkih ljuski. Zavojna ljuska predstavlja karaktiristiCan primjer
plitke ljuske jer je Gausova krivina zavojne povr$i definisana izrazom

K =B!B2 —-B)B? I S (3.82)

(r2 + kz)2
mala veli€ina, narofito za vece vrijednosti polupreénika r. Koristeci
konstitutivne relacije (3.79), (3.80) i (3.81) kao i vezu izmedu

odgovarajuéih veli¢ina deformacija i pomjeraja u, datu sa relacijama (3.51)
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izvode se u ovom radu relacije za fizicke komponente presje¢nih sila i

momenata kod zavojne ljuske

- k

N<I2> :C(]_V)rz +k2 uj (383)

- _dzu vr du k2(v+1 )

M_,, =-B 23 s = S ( 2 U, (3.84)
dr re+k- dr (r2 +k2)—

- (d2u3. r duy  kI(v+1)
V - L

+ (3.85
dr>  r?+k? dr (r2+k2\f )

3

Koristeci (3.71), (3.60)s5 i (3.60), napisan za N'? dobija se diferencijalna

jednacina po kovarijantnim komponentama presjec¢nih sila
dzM“ o 2r dM” —l‘szz _21\"422_ 2k

; N'2_P=0 (3.86)
2 2 2 . . 1/
di r'+kc di di (1'2+k2}/2

Zamjenom vrijednosti za deformacione veli€ine iz relacija (3.50), ;i (3.46),

u relacije (3.78) dobija se veza izmedu kontravarijantnih komponenti

presjecnih sila i pomjeraja u,

- k
N2 =c(1—v)ﬁu3 (3.87)
(2 +k2)?

- ‘ , .

N - _B d L;3+ 2v1 2du3_ k (v+12 s (3.88)

dr rc+k* dr (rz +k?

-~ ) d2u d k2 5

M? =B ———24+ = (V+1.).u3 (3-89)
T +k“ dr (r“ + kP dr (1_2 +k2)'y

Poslije sredivanja (postupak je dat u Prilogu 1) konaéno se dolazi do

diferencijalne jednacine savijanja helikoidalne ljuske u obliku
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du, 2r  d’u, _ r’ +k2(v+1) d?uj N r[r2 +k2(3v+ 4)Jdu3 2

+ T
dr" ré +k? dr’ (rz + kz)z dr2 (1.2 4 kZ)3 dr
! " (3.90)
k(v + 13K} -8r2)  2ak2(1-v) | P
(2 +x2) h2(2+k2) | B

Ovo je originalna diferencijalna jednacina savijanja zavojne ljuske
po pomjeraju u,. Ispravnost izvedene diferencijalne jednacine potvrduje
¢injenica da se u specijalnim slucajevima za k=0 i k—o0 ona svodi na
poznate diferencijalne jednacine savijanja kruzne i pravougaone ploce.

U specijalnom slucaju, za k=0 dobija se

d'uy 2d’w, 1d%w; 1duy P_o
dr*  rdr? ¢ dr? P dr B
odnosno
1d [ aftd[id( du,\]]| _ P
1d] djid li(,_“;i |__P (3.91)
rdr l drirdr|rdr\ dr l B

Sto predstavlja poznatu diferencijalnu jednacinu savijanja kruzne ploce pri
simetri¢cnom opterecenju.

U drugom specijalnom slucaju za k—co dobija se

d*u. P
dr“J "B (3.92)

Sto predstavlja diferencijalnu jednadinu savijanja beskonaéno duge ploce u
cilindriénu povrs. U ovom slu¢aju savijanje ploCe je ekvivalentno savijanju
grednog elementa jedini¢ne Sirine, isjeCenog iz plo¢e upravno na njen

pravac prostiranja i €ija je krutost na savijanje B. Veza izmedu momenata

M, =-VB

Ovo je posljedica ¢injenice da je deformacija u uzduZnom pravcu jednaka

nuli da bi se odrzala neprekidnost ploc€e prilikom savijanja.
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3.6. Granicni uslovi kod savijanja zavojne ljuske

Ovdje se definiSu grani¢ni uslovi za postavijenu diferencijalnu
jednacinu savijanja helikoidalne ljuske. Posto je jednalina Cetvrtog reda,
potrebna su &etiri grani¢na uslova. Na kraju ljuske, r=a, postavljaju se dva
grani¢na uslova po pomjeraju, a na kraju ljuske, r=b, dva granina uslova
po presjecnim silama, koji se zbog poznatih veza izmedu presjec¢nih sila i
pomjeraja svode na uslove po pomjeraju u,.

Posto su pomjeraji u_,, zanemareni, graniéni uslovi imaju oblik

na kraju ljuske za r=a

u3=qu; (3.93)
g I/ Buy | (3.94)
Ovg o\ 0Vo

na kraju ljuske za r=b

0G =M v v, (3.95)

°P3=°V°‘(M'%f)—a% £, M v v (3.96)

Indeksom nula ispred odgovarajucih izraza predstavljena je njihova
vrijednost na grani¢nim krivama za r=a ili r=b. Odgovarajuci €lanovi u
grani¢nim uslovima predstavljaju: ,v, komponente spoljasnje jedini¢ne
normale ov na grani¢nu krivu na referentnoj (nedeformisanoj) povrsi;
d/0vy1 0/syizvode po pravcu duZ normale i tangente na graniénu krivu; ;G
. P3 . .lu ve t t . b. . o . . .
i oP° spreg i silu u pravcu tangente i binormale na grani¢noj krivoj

respektivno i €p, apsolutni permutacioni simboli koji se odreduju prema

relaciji (3.56).
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U ovom slucaju grani¢na kriva je zavojna linija. Tada se pokazuje da

je jediniéna normala

1 3°R
V=—= 3.97
¢ K asz ( )
za vrijednost duzine luka zavojnice
s=vb2 +kZp
Izvodi vektora poloZaja R tacaka zavojnice
OR ' b , s ‘ b s k
—=—1— Sin — + J—- cos + k—=
O Jb2+k?  Vb2+k? TWbP+k?  YbP+k2 b4k
R . b s . b s
> =—1———=cos-— —Jj— sin
Os Vb2 +k? Vb2 +k*  Vbr+k? Vb +k?
Izraz za krivinu k zavojne linije
_ 7 52 ’ 2 ’ 2
k=\/|§i +|@) . @) 2 (3.98)
. Os,/) \0Os . OS , b° +k
Sada je vektor spoljas$nje jedini¢ne normale
o V=gV A% =icos@+ jsing |
O e aa T T (399)
OV—0V|A +0V2A =A =A| I
Vrijednosti za komponente spolja$nje jedini¢ne normale
oV =1 ovV2 =0 (3.100)

PoSto se u ovom slufaju jedini¢na normala v poklapa sa baznim
vektorom A, izvod po pravcu v, se poklapa sa izvodom po r, izvod po
pravcu s, je proporcionalan sa izvodom po ¢, jer je dsg =\/b_2:lzz_ de.
Posto je zanemaren izvod po ¢ od svih veli¢ina kao male vrijednosti onda
otpada ovaj izvod duZ tangente na zavojnicu. Zavojna linija na kraju za
r=b je slobodna od sila i spregova pa je ;G=0 i ,P’=0. Zavojna povr§ na

kraju za r=a je uklijeStena pa je ou;=0 i o(du,/dr)=0.
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Graniéni uslov (3.95) sada ima oblik
0= l@l“’ovaovy
M''=0 (3.101)

Graniéni uslov (3.96) sada ima oblik

0=V (M )= 2o o1 ovaov')

» 2 M2 | A"r22
M+ M3 =0 (3.102)
Zamjenom vrijednosti za kovarijantne izvode komponenti momenata

prema relacijama (3.58), , dobija se grani¢ni uslov

%+M”r—2{?—1€422r=0 (3.103)
Zamjenom vrijednosti za komponente momenata izrazene preko
pomijeraja u, a prema relacijama (3.87) i (3.88) u relacije (3.101) 1 (3.103),
konaéno se dobijaju Cetiri grani¢na uslova za diferencijalnu jednacinu

savijanja zavojne ljuske

u; =0 (zar=a) (3.104)
%“rl -0 (za r=a) (3.105)
d2 d 2

uy . vr duy  k3(v+1) 4, =0 (za r=b) (3.106)

dr2 r?2+4+k? dr (r2+k2)2

d’u;  r d%u; 1 du3+4k2(v+1)
dr’ r?2+k? dr? r?24k? dr (,.2 +k2)3

u; =0 (zar=b) (3.107)
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3.7. Matematicki model za numericko rjeSavanje diferencijalne

jednacine

Rje3avanje diferencijalne jednacine savijanja zavojne ljuske (3.90) je
oteZano zbog toga §to su granicni uslovi definisani jednac¢inama (3.104),
(3.105), (3.106) 1 (3.107) dati na oba kraja segmenta na kojem se rjeSava
diferencijalna jednacina, odnosno u tackama a i b i ne mogu se svesti na
jednu tacku. Diferencijalna jednacina savijanja zavojne ljuske se rjeSava
metodom konacnih razlika.

Na segmentu [a,b] uzima se N ravnomjerno rasporedenih tacaka
a=ry, r,, Iy, . . . I'y,=b, r;=a+i(b-a)/(N-1). Vrijednosti funkcije u,=u,(r)=u(r)
u ovim tackama oznacavaju se sa U, U, U,, . . . Uy, pri éemu je u=u(r;).
Sada se u polaznoj jednacini (3.90) zamijenjuju vrijednosti izvoda funkcije

u(r) sa njihovim aproksimacijama

fi__‘i Uiy — U,
dl' r=r; A
d_ZE =Ui+|—2Ui+ui_l
2 2
i & (3.108)
d’u g Jis2 = 2ui,, +72Ui-1 Uj_2 .
dr? et 24°
d4U - ui+2—4ui+| +6Ui—4Ui_] +U;_,
dr? A
r=ri
b—a
dieje A=
gaje ) N-1

Zamjenom se dobija



-42 -

_-1—-+—-L——'-u- wl 4 2 K > +ki(v+1) |
P e | O e e e
Rl +k (3v+4)|| x | 6 _'_2ri+2k2(v+1)_ri[ri +12(3v+4)|
Uiy
azeef [ Az(r-2+k2)2 A2 +12J (3.109)

2 I

L 2Kk%( (v+1)BK2 - 8r2J 24k*(1 v)| 2
A“ N

[r +k2)‘1 h*l [r +k2)'|

x +k2(v+l)]u 1
il

{9

i 1 L bu. _—‘-li
A:‘(r'l2+k2 "t B

Dobijen je sistem od N-4 jednacine po promjenljivim ug, u, u,, . . . Uy, JET
indeks i ne moZe biti manji od 2 niti veci od N-3, zato §to se tada ne bi
raspolagalo sa vrijednostima funkcije u;, odnosno u,,, koje se pojavljuju u
jednacini. Zbog navedenog u ovom sistemu i uzima vrijednosti 2,3, ... N-2,
N-3. Sistem je petodijagonalan Sto se koristi da se pojednostavi njegovo
rjeSavanje. Da bi sistem bio odreden potrebne su jo§ cetiri dodatne
jednacine koje se dobijaju iz grani¢nih uslova. Treba voditi ra¢una da se ne
narusi petodijagonalna struktura sistema.
Prvi grani¢ni uslov (3.104) daje jednacinu

u,=0 (3-110)
Drugi granicni uslov (3.105) se mora transformisati jer se u njemu javlja
prvi izvod funkcije u(r). S obzirom da je ovaj uslov dat u tacki r=a, mora se
voditi racuna da se prilikom aproksimacije izvoda mogu koristiti samo one
vrijednosti funkcije za r2a tj. vrijednosti u,, u,, . . . Koristi se aproksimacija
treceg reda, odnosno prvi izvod funkcije u(r) u tacki r=a aproksimira se sa

3_1: =m%—l]uo +]8u1;—9u2+2u3 (3.111)

r=ry=r,

Dobija se i drugi graniéni uslov u obliku
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—11 3 3 |
—Up+—u; ———u-, +—1u =O 3112
6A ° A ' 2A ?* 3A ° ( )

Tredi i Cetvrti uslov (3.106) i (3.107) koriste vrijednosti funkcije 1 njenih
izvoda do treceg reda. Iz istih razloga koji su ranije navedeni, mora se
koristiti aproksimacija izvoda sa vrijednostima funkcije uy_,, uy, . . . Da bi
se oCuvala petodijagonalna struktura sistema, u treéem grani¢nom uslovu

(3.1006) izvodi se aproksimiraju aproksimacijama treceg reda

dul _ 1 1luy y —18uy.p +9uy 3 = 2uy,
dr|r=rN_I=b 6 A
gig - 2UN_| —Su N=2 +4UN_3 — UN—4 (3 113)
dr? o b A?
r=N-1=
d3l.| - uN—l "“3u N-2 +3U N-=3 —UN_4
3 i 3
di r=y_;=b A
Na ovaj nacin dobija se treci grani¢ni uslov u obliku
1 r I o
=3 il £ Up_s +
[ AN AR k) 3a k2, k2
i i
3 I'N_] 3 I
+|—+8 +— Un_3 +
A A (rﬁ_' +k2) 2A (\rﬁ_l +k2)J N
- | (3.114)
r
+|=-—==10 LB +3 }u +
3 2(,2 2 [ 2 2)| " N-2
A A2, k%) AR k)
i 11 2(v+1)r
+%+4 o CH (21 2+4k(v g ; =0
& AR +) 6 AL +k?) T (2 2P

U Cetvrtom grani¢nom uslovu (3.107) petodijagonalnost sistema se oCuva

ako se uzme aproksimacija izvoda drugog reda
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du N e Un_3 |
dr| . . 2 A
S : (3.115)
d u - UN_| ‘—‘ZUN_Z +UN_3
dr? il A?
l’—l‘N_l—b

Tako se dobija cetvrti grani¢ni uslov u obliku

] 1 . | VIN-} ” z
go i ilcing N-3
A 2 Alef, +K2
!— 2 VIN_i
+ —2 "2 gz +k2) Uyn_p + (3.116)
o N-1

FL+E vine, k3 (v+1) by =0
N 2805 k) (2L e2) ]

Uzimanjem prve dvije dodatne jednacine (dobijene na osnovu
uslova u tacki r=a), zatim N-4 jednacine (dobijene aproksimacijom
polazne diferencijalne jednacine) 1 na kraju druge dvije dodatne jednacune
(dobijene na osnovu uslova u tacki r=b) dobija se sistem od N jednacina sa
N nepoznatih. Njegovim rjeSavanjem dobijaju se vrijednosti funkcije u,, u
N tacaka. Oc¢uvana je petodijagonalna struktura sistema, pa se ta osobina
mozZze iskoristiti da se rijesi na efikasan nacin primjenom Gausovog sistema
eliminacije. Na taj nacin je polazni problem rjeSavanja diferencijalne

jednacine sveden na rjeSavanje sistema linearnih jednacina.
3.7.1.Realizacija matematickog modela i dobijanje rezultata
Za implementaciju navedenog matemati€kog modela za rjeSavanje

razmatrane diferencijalne jednacine (3.90) koriicen je programski paket

MATLAB, najviSe zbog njegove jednostavnosti i velikih mogucnosti
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analize dobijenih rezultata. Programski paket MATLAB u ovom slu¢aju
daje dovoljno ta¢na rjeSenja s obzirom na karakter problema i veoma je
efikasan za realizaciju inZenjerskih aplikacija. Program za rje3avanje
diferencijalne jednadine savijanja zavojne ljuske po izloZenom
matemati¢kom modelu dat je u Prilogu 2. Ovaj problem rijeSio bi se i
koris¢enjem programskog paketa koji nudi rad sa vecom tacnoScu, ili
alternativno, kori§¢enjem drugog matematickog modela, ali kao 5to je vec
navedeno, za analize koje se provode u ovom radu sasvim je postignuta
dovoljna tacnost.

Provjera ispravnosti pristupa rjeSavanju posmatrane diferencijalne
jednacine daje se rjeSavanjem dva grani¢na slu€aja za k=0 i k—>c. U oba
ova slucaja posmatrana jednacina se svodi na oblik koji ima rjeSenje u
zatvorenom obliku, tako da se poredenjem tog rjeSenja sa rezultatima
dobijenim pomocu opisanog metoda moZe potvrditi vjerodostojnost
metoda i procijeniti greska.

Za k=0 dobija se jednacina (3.91) za koju granic¢ni uslovi glase

u(r)=0 d—:(£2=0 zar=a
r ]
d’u(r)  2d%u(r) 1 du(r)_, d’u(r) , vdu(r) _, Zar:b" (3.117)

dr’ r dr? r< dr dr? r dr

Opste rjeSenje ove jednacine je
u(r) = —égrd +C, +C,r? + C4In(r) + C4r? In(r) (3.118)

Uvrstavanjem rjeSenja u jednadine graniénih uslova dobija se sistem
jednacina iz kojih se odreduju integracione konstante

C,=-46.42488020

C,=-0.003699091754

C,=11.7317756

C,=0.000637088242
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Poredenjem rezultata dobijenih na ovaj nacin sa rezultatima
dobijenim primjenom opisanog numerickog metoda dobija se da
maksimalna apsolutna greSka iznosi 1.2 um dok relativna greSka iznosi
oko 0.25%. Za prakti¢ne inZenjerske analize, na osnovu veli€ine greske, se
moZe smatrati da su dobijeni rezuitati apsolutno tacni.

Za k—o dobija se jednacina (3.92) za koju grani¢ni uslovi imaju

oblik
u(r)=0 dz(r)=0 zar=a
r
3 2 (3.119)
d_11§£)=0 dufr)_o zar=b [
dr dr®
Opéte rjeSenje ove jednacine je
1 P4 3 2
u(r)=———r +Cir' +Cor°+C5r+C 3.120
()= 5T +Cir’ + Car? +Cyr e C, (3.120)

Iz grani¢nih uslova odreduju se integracione konstante

C,=0.4265625627-10"

C,=-0.001279687688

C,=0.1633094771

C,=-7.452207932

Poredeci ovaj rezultat sa rezultatom dobijenim numeri¢kim putem,
pri Cemu je uzeta vrijednost za k reda 10'°, dobija se da je maksimalna
apsolutna greska 1.1 pm, a relativna greska iznosi oko 0.25%.
Posmatranjem ova dva ekstremna slucaja moZe se zakljuéiti da navedeni
metod daje vjerodostojno rjeSenje postavljenog problema. Rje3enja
dobijena numerickim rjeSavanjem diferencijalne jednadine u odnosu na

rjeSenja u zatvorenom obliku se mogu smatrati apsolutno taénim.
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3.7.2. Rezultati prorac¢una u funkciji varijacije geometrijskih

parametara modela zavojne ljuske

Program za numeri¢ko rje$avanje diferencijalne jednacine (3.90)
napisan u programskom paketu MATLAB dat je u Prilogu 2. Kori$¢enjem
ovog programa sa funkcijama za automatizovano odredivanje
geometrijskih parametara zavojne ljuske, u Tabeli 3.1 su odredene
vrijednosti h, na osnovu kriterijuma dozvoljenog maksimalnog napona u
radijalnom pravcu (c,=150 N/mm?) za razli¢ite geometrijske parametere.
Program omogucava proracun modela zavojne ljuske za razliCite
materijale i u odnosu na bilo koju vrijednost dozvoljenog napona u
radijalnom pravcu.

Razmatrano je opterecenje normalnim pritiskom p=0.15 N/mm?, hod
H=140 mm, modul elasti€énosti E=200000 N/mm? i Poisson-ov koeficijent
v=0.3. Vrijednost napona u radijalnom pravcu se odreduje na osnovu
vrijednosti momenta po jedinici duZine u razmatranom presjeku

koricenjem relacije

o, = 2osti> (3.121)

Zbog postojanja polupreénika zaobljenja na uklijeStenom kraju u
realnim konstrukcijskim elementima oblika zavojne ljuske, kojim se
eliminiSu negativni uticaji koncentracije napona, vrijednost maksimalnog
napona u radijalnom pravcu se raduna na osnovu relacije (3.121) u

taCkama sa koordinatom r=a+h,,.
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Na slikama 3.1 do 3.9 dati su dijagrami pomjeraja tataka zavojne
ljuske za razli€ite vrijednosti parametara. Na slikama 3.10 do 3.18 dati su

dijagrami zavisnosti napona u radijalnom pravcu za razliCite vrijednosti

geometrijskih parametara zavojne ljuske.

Tabela 3.1 Vrijednosti proracunatih debljina zavojne ljuske [mm]

za razli¢ite modele

MODEL ZAVOJNE LJUSKE

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

a[mm] 130 280 30 80 130 230 30 30 30 5 100 10

200 350 100 200 300 550 200 250 300 80 350 60

b{mm)]

-‘: b | 3958 | 3815 | 4295 | 7.212 | 10138 | 19.165 | 10963 | 14305 | 17.623 | 4.904 | 15475 | 3.101
: —

B3

a % 4 4 45 75 105 19.5 1 | 14.5 175 5 155 35

Na slici 3.1 dat je dijagram zavisnosti pomjeraja od polupreénika za
veli¢ine ravnomjernog pritiska 0.1, 0.12, 0.15, 0.18, 0.2 i 0.25 N/mm?. Na
ovom dijagramu se analizira zavojna ljuska model 1 iz Tabele 3.1. Na slici
3.2 prikazan je dijagram zavisnosti pomjeraja od polupreénika za
vrijednosti debljine ljuske 2, 3, 4, 5, 6 mm za zavojnu ljusku model 1. Za
ovu zavojnu ljusku i za usvojenu debljinu h;=4 mm na slici 3.3 je prikazan
dijagram zavisnosti pomjeraja od poluprecnika za visine zavojne linije
H=0, H=140 mm i H—o, a na slici 3.4 prikazana je razlika pomjeraja
u(H=0)—u(H =140) za razmatrani model. Na slikama 3.5 i 3.6 dat je

dijagram zavisnosti pomjeraja od hoda zavojne ljuske modela 1 za
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vrijednosti r=a+1/3(b-a) i za r=b, a na slikama 3.7 i 3.8 je na isti nacin
analiziran model 7.

Na slici 3.9 je dat dijagram zavisnosti pomjeraja od poluprecnika, a
na slici 3.10 dijagram zavisnosti napona u radijalnom pravcu od
polupre¢nika za model prstenaste ploce uklijeStene na unutrasnjoj konturi
sa sledec¢im parametrima: a=136 mm, b=200 mm i h;=4.15 mm.

Na slici 3.11 je data zavisnost napona u radijalnom pravcu od
poluprecnika za vrijednosti H=0, H=140 mm 1 H—»c modela 1. Na slici
3.12 je data zavisnost napona u radijalnom pravcu od polupre¢nika kod
modela 1 pri ¢emu su za vrijednosti H=0, H=140 mm i H—o uzete
vrijednosti debljine ljuske h;=4.15 mm, h;=3.6 mm i h,=4 mm respektivno.

Na slici 3.13 je prikazan dijagram zavisnosti maksimalnog napona u
radijalnom pravcu od visine hoda zavojne ljuske za pritiske 0.1, 0.15 i 0.25
N/mm? za model 1. Na slici 3.14 je dat uporedni dijagram zavisnosti
maksimalnih napona u radijalnom pravcu od visine hoda helikoidalne
ljuske za modele 1, 2 i 3 (prema proracunatim debljinama zavojnih ljuski).
Na slikama 3.15 i 3.16 su date prethodne zavisnosti za modele 4, 51 6 1
modele 7, 8 i 9 respektivho (prema prorac¢unatim debljinama zavojnih
ljuski).

Na slikama 3.17 1 3.18 je data karakteristi¢na zavisnost maksimalnog

napona u radijalnom pravcu od visine hoda helikoidalne ljuske modela 10.
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3.8 Zakljucci analiticke analize zavojne ljuske

Uvedene pretpostavke o pomjerajima su omogucile dobijanje
rezultata rjeSavanjem jedne diferencijalne jednadine savijanja zavojne
ljuske po pomjeraju, umjesto sloZenog rjeSavanja sistema diferencijalnih
jednacina. Taénost postupka izvodenja diferencijalne jednacine, u kojem
je i1zbjegnuto duplo kovarijantno diferenciranje, je potvrdena €injenicom
da se u specijalnim slucajevim zavojne ljuske ova jednacina svodi na
poznate jednacine savijanja kruzne i pravougaone ploce.

Programski paket MATLAB koriS§¢en za numeri¢ko rjeSavanje,
metodom konaénih razlika, diferencijalne jednacine savijanja zavojne
ljuske je potvrdio efikasnost u realizaciji ovih aplikacija. Na osnovu
uporedenja sa rezultatima diferencijalnih jednacina za specijalne slucajeve
zavojne ljuske, koje imaju rjeSenja u zatvorenom obliku zaklju€uje se da je
za prakti¢nu inZenjersku primjenu, sprovedeni numericki metod rjeSavanja
diferencijalne jednacine apsolutno tacan.

Konkretan nauéni 1 struéni doprinos automatizovanom
projektovanju konstrukcijskih elemenata oblika zavojne ljuske predstavlja
ovdje razvijeni postupak proraduna geometrijskih parametara zavojne
ljuske za zadate modele koji mogu biti razli¢itog opterecenja, oblika,
materijala 1 dr. Razvijeni metod proraduna debljine zavojne ljuske u
odnosu na kriterijum maksimalnog napona u konstrukciji za zadati
mehanicki model predstavlja doprinos u inZenjerskim aplikacijama.

Numericka rjeSenja i prikazani dijagrami zavisnosti pomjeraja i
napona od opterecenja i geometrijskih parametara u ovom poglavlju
pokazuju da promjena debljine zavojne ljuske kljuéno uti€e na nivo

napona i deformacija.
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Zavisnosti pomjeraja od nagiba zavojne ljuske za razli¢ite modele
pokazuju da se maksimalne vrijednosti pomjeraja za konkretne modele
imaju u ¢itavom polju vrijednosti k.

Maksimalne vrijednosti napona su u radijalnom pravcu na
unutradnjoj konturi zavojne ljuske. Za vecinu modela maksimaine
vrijednosti napona u radijalnom pravcu su za nagib ljuske k=0, a zatim se
sa povecavanjem nagiba do k—»c smanjuju i najmanje su kod modela
pravougaonih ploca.

Detaljnija ispitivanja zavojne ljuske pokazuju da se maksimalne
vrijednosti napona u radijalnom pravcu mogu pojaviti za vrijednosti
nagiba koje su vece od nule. Ovakva promjena napona u radijalnom
pravcu od nagiba zavojne ljuske ima se kod onih modela kod kojih je
odnos Sirine ljuske i unutra$njeg precénika veliki, Sto je prikazano na

slikama 3.17 do 3.18 u ovom Poglavlju.
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4. ANALITICKA ANALIZA CILINDRICNE LJUSKE
OPTERECENE KONTINUALNIM SPREGOM PO
ZAVOJNOJ LINIJI

4.1. Parametri cilindri¢ne povrsi u sistemu krivolinijskih koordinata

Kod konstrukcijskih elemenata oblika tanke cilindri¢ne ljuske na
koju je postavljena zavojna ljuska, opterecenje sa zavojne ljuske se prenosi
na cilindri¢nu preko linije presjeka srednjih povrsi tj. preko zavojnice. U
sluéaju kada je zavojna povrS opterecena pritiskom, rezultantu tog
opterecenja na cilindar ¢ine kontinualno rasporedena sila u tangentnoj
ravni cilindra 1 kontinualni spreg u pravcu tangente na zavojnu liniju na
cilindru. U radu se uvode pretpostavke da su pomjeraji zbog sile
zanemarljivi u poredenju sa pomjerajima zbog sprega tako da razmatramo
teoriju savijanja cilindri¢ne ljuske opterecene kontinualnim spregom po
zavojnoj liniji.

U cilju razmatranja interakcije izmedu helikoidalne i cilindriéne
ljuske u ovom radu, uvedene su na cilindriénoj povrs$i krivolinijske
koordinate koje su drugacije od onih koje se uglavhom koriste u teoriji za
cilindricne ljuske a to su ugao i odstojanje duZ izvodnice. PoSto je
zavojnica grani€na kriva izmedu zavojne 1 cilindri€ne povrsi, kao
krivolinijske koordinate na srednjoj povrsi cilindri¢ne ljuske uvodena su
dva ugla 6'=¢ i 6°=y tako da su koordinatne linije dvije familije zavojnica

(sl. 4.1). Parametarske jednadine srednje povrsi cilindri¢ne ljuske glase
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X, = Rcos((p+\y)

X, =R sin((p2+ V)

R
gy = k‘P——k—\Il

(4.1)

I Y S ~

— )

/’\-\//

i N, PR ~

/"—_—\\>
P -

Slika 4.1 Koordinatne linije na cilindricnoy ljusci

Vektor poloZaja tacke na cilindri€noj ljusci dat je relacijom

]

R =ix; + jx, + kx; =iR cos{p + )+ jRsin(p+y)+ kl k(p—%“l (4.2)
\ /

Kovarijantni bazni vektori su

A= ?—R = —iR sin(p + )+ jR cos(p +y)+ kk
p2 (4.3)

A, = g[i — —iRsin(p +w)+ jR cos( +y)+kk
oy

Koristeci relaciju (3.7), za ovaj slu¢aju ima se
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i i k
A, xA, =|-Rsin(p+y) Rcos(p+wy)
—Rsin((p+\|/) Rcos((p+\|/) _Rf/k

A xA, =—i%(R2 +k2)cos((p+\|;)—j%(R2 +k2)sin((p+\|/)

2 2
|A, % A,|= \/ET (R2 +k2)2 cos®(p+wy)+ %(R2 +k2)2 sin®(p+y)=
=%(R2+k2)

Jedini¢ni vektor normale je

A. = A|XA2

== =i + el . s
3 lAlezl lCOS((P \ll) jSln((|)+\|I) (4.4)

Kovarijantni koeficijenti prve fundamentalne forme povrsi su

9

R—
A,2=A2,=A,-A2=R2—k?=0 : (4.5)

2 2

Matricni zapis kovarijantnih koeficijenata prve fundamentalne forme glasi

. 'R2 4+ k2 0
= R B (4.6)
0 - (R +k )

AIl AIZ-

[AQB]= _A2I A22_

Determinanta matrice [AaB] je data izrazom

A=det[AuB]=E]:—22- (R2 +k2) (4.7)

Kontravarijantni koeficijenti prve fundamentalne forme su
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An_»ﬂ"“ _(—I)MAzz ol
= - T p2 .12
A (}2 R°+k
422 (_ 2+ 2
A2 - _(=0A), _ k2 _ | (4.8)
A A R2(R2 +k?)
A2 A2l
Kontravarijantni bazni vektori su
A'=A""A, =A"A +APA, =
=—R—2—l?[—iRsin((p+\p)+jR cos((p+\1/)+ kk]
+ K2
| iRsingo )+ iR cos(o w)- kR
= —iRsin(@+wy)+ jRcoslo+y )—-k—
RZ(RZ +k2)h P 4 J P } k ‘
Kovarijantni koeficijenti druge fundamentalne forme povrsi su
B,, =A;-A,, =[-icos(p+w)-jsin(p+y)]
[~ iR cos(p +y)— jR sin(ep + \p)]= R
B]2=B2|=A3‘Al,2-_—R (410)
By =Aj3-Aj,,=R
Mjesoviti koeficijenti druge fundamentalne forme povrsi
B! =A"B,, =A"B,, +A"’B, =~ |
1= al = B 205 R2 2
2 _ x2a 21 2 k?
RIR" +k
I la I 12 R i (4.11)
By=A"By, =A B +A Bzz=m2‘
2 2a 2i 22 k?
BZ=A UC!2=A B|2+A B22=—(——RR2+k2)‘ —

Posto je B,,#0, koordinatne linije nisu linije krivine pa su sve relacije

teorije ljuski date u tenzorskom obliku. Posto su koeficijenti prve
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fundamentalne forme konstante to su svi Christoffel-ovi simboli prve i
druge vrste jednaki nuli. To znaci da se u ovom slu€ju kovarijantni izvodi

svode na parcijalne.

4.2. Veli¢ine deformacija

U ovom modelu cilindriéne ljuske opterecenje je kontinualno duz
zavojnice \y=0 i ne zavisi od koordinate ¢. Za istu zavojnicu se definiSu
grani¢ni uslovi koji ne zavise od koordinate ¢. Uvodi se pretpostavka da ni
veli¢ine deformacija i presjecne sile ne zavise od koordinate ¢. Takode se
uvodi pretpostavka da su pomjeraji u,, i u,, zanemarljivi prema
pomjeraju u, Sto znaci da razmatramo samo savijanje ljuske.

Deformacije u tangentnoj ravni se raunaju prema relaciji (3.43).

S obzirom da se u naSem slucaju kovarijantni izvodi svode na parcijalne,

imamo
€ :%(Ul,l‘*um)—BnUs =Uu;,—Bjjuz =-Ru, (4.12)
€2 =€y =%(u,,2+uz,,)—B|2u3 =—Ru, (4.13)
€22 =%(U2,2+U2,2)—822U3 =Uuz,3-Bguz =—-Ru, (4.14)

Promjena krivine i “torzija” srednje povsi ljuske odreduje se prema
relacijama (3.45) i (3.44). Ove se relacije, na osnovu uvedenih
pretpostavki, svode na

— . \Y \Y v v
X)) =u3, +B, u, +Bru,, +Bru,, +B B, u,

s R k2
%, =—B|B, ti; —B{Bju; = — R + R |ua = —u (4.15)
11 121143 | 3 _R2+k2 R(l{2+k2) 3 3
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= —_— v A4 v v
X2 = ®p) = U3, 5+By,,u, +Byu,,,+Byu,,,-B,B, u;

2
R k& )R u; =-u; (4.16)

%, ==B'Byju: —=B2B,,u; = — R +
12 2D U3 2P1243 _R2+k2 R(R2+k2

V3 v v v b
Ry =U3,25+B5,5u, +Byu,,,+Bsu,,,+B By uy

= d2u3 ) 2 d2u3
%y =— —B3Bjju3 —B3Byuz =———u; (4.17)
dw ay

Koriste se veli¢ine deformacija p,s koje se izraCunavaju po formulama

P(ys) = P(ys) * %(B;'evs + Bgevy) (4.18)
gdje je
P(y8) = ~%ys (4.19)
U razmatranom slucaju cilindri¢ne ljuske ima se
P(1) = P(11) +%(B1"ev1 +Bje,, )= P *+ Biey
2 2
Pa1)=P(1)+Bien +Biey =u; - R2R+ hsln R2k+ ok 0 (4.20)

\

= 1 ” |
p(lZ) o p(]z) +E(B;lev2 +Bzev])= p(“) +§(B:elz + Blze'zz + Bize” +B§CH)

P2y =us +
+l(_ R g — k? - R* ! k2 ) A (4.21)
2l RZ+12 P R74k2 P R4k PO RZ4k2 )T

_ 1 v v v
P(22) =P(22) + §(B2ev2 + Bzev2)= P(22) + Baey,

- | 2
P(22) =P(22) + B2€12 ¥+ B2eyp =

d?u, R? k2 d?u, (4.22)
> + Uus; — > > U3 — 3 3 = >
dvy R°+k R +k dy
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4.3. Diferencijalna jednacina ravnoteze

Iz diferencijalne jednacine ravnoteze (3.54) slijedi da je vrijednost
presjec':ne sile
- B
N¢ Mﬁ;
UvrStavanjem ove vrijednosti u diferencijalnu jednacinu ravnoteZe
(3.53) dobija se
M +BogN®PpgF? =0 (4.23)
Zamjenom vrijednosti za N°® iz jedna&ine (3.66), dobija se
diferencijalna jednacina
Mpe +BogN*® =B aBIM™ =0 (4.24)
U razvijenom obliku jcdnac':ina glasi
Uzimajuéi u obzir uvedene pretpostavke ima se
- BI2BI M] ! - BIZBZle - leBlMl2 - BQleMzz = B22812M12 -
-B,,BIM®Z =0
1 1 ¢
M, 35 \Bl B} +B),B; )M (Bl (B2 +B,B +B,B| + BzzBlz)Mlz -
—(8,282 + 1:3.2213:,_)&»122 +M* + BN +2B,,N'24+B,,N?2 =0

dzMzz ( Rz ‘ kz 4 Rz . k2 R?' .
== + - +

dy*  |R?+k*> R*+k?) LRz +k> R?+k? RZ+K?

S Vo2 [ R K \"‘22 a1 ~ ~22

B 2| ‘| STy |M +RN" +2RN'? + RN? =0

Konacno se dobija diferencijalna jednacina
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_M”_QM‘Z_MZZ+R(N"+2N'2+N22)=0 (4.25)

4.4. Konstitutivne relacije

Za uspostavljanje veze izmedu presjecnih sila i veli€ina deformacija
iz restriktivne teorije ljuski koriste se konstitutivne relacije (3.72) i (3.73)

koje se svode na jednacine sledeceg oblika

NeB = c[vA"BAY*5 +(1- v)A‘”ABB]eya (4.26)
MP - B[VA“BAYS +(1- v)AaYABS]g_)Yé (4.27)

Za ovaj model cilindricne ljuske sa uvedenim krivolinijskim

koordinatama konstitutivne relacije glase

N =C (A”)ze” +vA“A22e22

N2 =Cc(1-v)A''A%e),
N22 =C‘ (A22)2e22 +vA”A22e” ‘

~ N 2 5
VL B’ (A”) Bun +vA”A225(22)

M'2 = B(1-v)A' lA225(12)

a 2
Np 22 =B' (Azz) Bz +vAIAZS, 1

U konaénom obliku dobija se veza izmedu presje€nih sila i veliina

deformacija
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N” ——-C R2+Vk2 u
R[R? +K2)
2
N'2=—C(l-v)———u
( ,]R(R2+k2) 3
2(,2 2
sz:—Ck (k + VvR )Ll3
R3R? + k2] i (4.28)
1\:,,” -_B sz . d2U3
R2(R2 +k2) dys?
M2 =0, ’ ‘
- k? d2u
M? =-B 2
R4(\R2 +k2) d\|/2

4.5. Diferencijalna jednacina ravnoteze cilindri¢ne ljuske

po pomjeraju

Zamjenom vrijednosti za presje€ne sile izraZene preko pomjeraja

prema relacijama (4.28) u jednacinu ravnoteZe (4.25) dobija se
4 4 2 2 4 2
k 2du:+B vk 2du23+B k zdu23+
ROR2+K2) dw'  R2R2+k2) dw?  RYRZ+k2) dv

Y

-B

n 2 2 2 2(, 2 2
+R[-C R”+vk —u; —2C(1-v) K 2u3—Ck (k + VR )Us =0
R(R? +K2) R(R? +k2) R3R2 +K2)

B k? _d4u3 i vR? +i\d2u3-_
RR2+K2) Ldv® L Kk Jaw?
I 2f, 2 2Y]
et IRZavk?+2k? —ovk? 4 KK HWR )u3=0
(R2+k2)2 R*

- |
Konacno, diferencijalna jednadina ravnoteZe cilindri¢ne ljuske po

pomjeraju glasi
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du; kZ+vR? devy" @ RZ(R2 +k2)2
a 2 2 +— a Uus = 0 (429)
dy k d¢* B k

Problem traZenja polja pomjeraja cilindri¢ne ljuske sa zavojnom
ljuskom koja je opterecena ravnomjernim pritiskom, svodi se na
diferencijalnu jednacinu (4.29) po pomjeraju u;. Ovdje se cilindri¢na ljuska
na kojoj je vezana zavojna ljuska duZ presjecne zavojne krive (w=0),
opterecena normalnim pritiskom, posmatra kao izdvojena cilindri¢na
ljuska opterecena kontinualno rasporedenim spregom po jedinici duZine

zavojne krive (\yw=0) ¢iji je pravac duz tangente na tu zavojnu liniju.

4.6. Definisanje grani¢nih uslova i rjeSavanje diferencijalne

jednacine savijanja

PonaSanje cilindricne ljuske koja je opterecena kontinualno
rasporedenim spregom po jedinici duZine zavojne krive y=0 moZe se
prikazati krivolinijskom trakom jedini€ne S$irine i debljine h, koja
odgovara debljini ljuske ¢ija srednja linija moZe biti bilo koja zavojnica iz
familije p=const, a krajevi su susjedne tacke presjeka sa zavojnicom y=0.
Kao reprezentativnu srednju liniju trake uzecemo zavojnu liniju ¢=0.
Krajevi ove trake su u tatkama y=0 i y=y =2nk? /(R2+k2) gdje je za
drugi kraj trake uzeta prva pozitivna vrijednost ugla y za koju zavojnica
¢=0 sijeCe zavojnicu w=0. Uvodi se pretpostavka da su pomjeraji du?
zavojne linije w=0 jednaki nuli. Razmatrana traka je dakle na krajevima

vezana i opterecena spregovima po jedinici $irine trake M/2. Pravac
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djelovanja spregova je duZ tangenti na zavojnicu =0 $to znaci da se oni

poklapaju sa spregovima M _,,, tj. vaZi relacija

- M

M<22>=7 (4.30)
posto je

M.y, = MZ2A, =M221;—2(R2+k2) (4.31)

Koristeé¢i konstitutivnu relaciju (4.28), ima se veza izmedu fizicke
komponente M _,,. 1 pomjeraja u,

- k2 dZU3
M_,, =-B
22> Rz(R2 +k2)d\|/2

(4.32)

Na osnovu navedenih pretpostavki i relacije za M _,,, granicni uslovi

za diferencijalnu jednacinu (4.32) glase

u; =0 zawy=0 (4.33)
2 2(p2 , 1,2

d u23 __R (R 2+k )M za =0 (4.34)
dys k 2B

u; =0 zawy=y" (4.35)
2 2(p2 , 1,2

d?u; _R*R?+K2)M 2 vyt den

d\|;2 k2 2B

Diferencijalna jednacina (4.29) se rjeSava uvodenjem smjene

k?+vR?
, CRAR?+k2] | =
n°=—

B k*

Diferencijalna jednacina ima oblik



4 2
d u43 —'.Zmd u‘;, +n’=0
dy dy~

Rjesenja karakteristine jednacine
vi—2mvZ+n? =0

su zbog odnosa n > m konjugovano kompleksna

vy =s+it v, =—s—it
gdje su

Sada rjeSenje diferencijalne jednacine ima oblik
u;(y)=e*¥(C, costy + C, sin ty)+e " (C; costy + C, sin ty)

a drugi izvod funkcije u;(y) glasi

% =e™V {[ (sz - tZ)Cl + 25tC2]cos ty + [— 2stC, + (52 - tz)Cz]sin Ly

+e'5"’{[(s2 - t"’)C3 —2stC4]cos tur + |_2stC3 + (52 - tz)C4:|sin ty

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Na osnovu grani€nih uslova datih relacijama (4.33), (4.34), (4.35) i

(4.36) dobija se sistem iz kojeg se odreduju integracione konstante

C.Cy,C3iCy, t.

Cl +C3 = O

(32 = tz)C, + 2stC, + (52 —tz)C3 —2stC, =-M

eV’ C,costy” +Cysinty” e sV (C3 costy* +C, sin t\y")= 0
eV’ [(52 - tz)C, + 2stC, Jcos ty” + [— 2stC, + (s2 - tz)Cz sin t\|/*}+

yesv {[(52 - 12)C3 —2stCy Jcosty ™ + [2stC3 + (52 - t2)C4]sin t\p'}= M |

ovdje je

- (4.41)
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oM R?(R? +k?)

4.42
2B k? (4.42)
[z jednacina (4.41),, slijedi
C3 = —C| o |
C,=C, +_I\1 ‘ (4.43)
) T 2st)

Zamjenom izraza za C;i C, u jednacine (4.41),, dobija se

' . = N 4 . N M .
C [ e —e™ lcosty® +C,l e +e”* Isinty’ =——e " sinty”
] X ) 2 J 2st

C, {[ (sz = )cos ty” — 2stsin t\p']es"’ - |(52 - tz)cos ty” + 2stsin t\|/°_|e's“’. }+

C, [25t costy” + (s2 - tz)sin t\|1']es‘“ + [— 2stcosty” + (s2 —t? )sin t\p'_le's“" =

- —% {[— 2stcosty” + (52 - tz)sin t\u‘:le"s“" - 2St}

Ako se eksponencijalni izrazi u gornjim jednadinama daju preko
hiperbolic¢kih funkcija
eSY +e—5qr eSV _ oSV

chsy = > F shsy = —2"—— eV = chsy —shsy

tada jednacine (4.41),, imaju oblik

C,shsy” costy” + C,chsy ™ sinty” = —&(chsq:‘ —shsql‘)sint\p'
C, [(s2 —t? )shsw' costy” —2stchsy” sin t\p']+
+C, [2stshsy * costy” +(s? — t? )chsy " sinty* |=

= —-‘% { [— 2stcosty” + (s2 - tz)sin tq;'](chsw' - shsq/')— 2st}

L (4.44)

Rjefavanjem sistema jednacina (4.44), a koristedi relacije (4.43), dobijaju

se integracione konstante C, ,C,, C,i C,, odnosno
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__M sinty”
4st chsy” —costy”
C,=- M i s‘hsw' :
4stl  chsy” —costy ) (4.45)
M sinty’ i
" 4st chsy” —costy”
— h ° A
C4 = M (1—: S. SW .
4st chsy —costy |

\

Rjesenje diferencijalne jednacine (4.29) konaéno ima oblik

uy(y)=- W S:n v —shsy cos ty +
2st| chsy” —costy
) . " - (4.46)
+ [shsw — s.hsw —chsy [sinty
chsy —costy ) 1

LS

Nagib krive date funkcijom u,(y) dobija se relacijom

du; =- M s:n = - —(schswy costy — tshsys sin ty )+
dy 2st| chsy” —costy

/ hsw \
+ 5| chsy — i hd —shsy [sin ty + (4.47)

G chsy ™ —costy y

. \
+ t| shsy — s‘hsw —chsy | |costy
chsy —costy )

.

Za krajnje tacke segmenta, dobija se

dus|  _ M tshsy " —ssinty’

dy|,.o 2st chsy” —costy” (.45
du, M tshsy” —ssinty”

dy |- © 2st chsy® —costy”
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Nagib krive dat funkcijom u;(y) je isti u krajnjim tackama za y =0
i yw =y" §to je o¢igledno iz fizitkog znadenja funkcije u;(y).

Ovako nadeni nagib nema fizicku dimenziju nagiba. Da bi se
odredila fizicka dimenzija nagiba mozZe se izraz za u;(y) izraziti u funkciji
duzine luka zavojnice S tj. nacéi u,(S) pa izvrsiti diferenciranje po S.
Medutim, to u ovom slucaju nije potrebno raditi poSto je veza izmedu S i

v sledeca

’ 2\2
dS = !R2+I B’—z dy
VooLk
dy _ k (4.49)
dS  RyR?+k?
du; k du,

ds R\/R2 + k2 dy

Koristeci relacije (4.48) i (4.49) dobija se vrijednost nagiba u krajnjim

tackama razmatranog intervala

du;, | k M tshsy* —ssinty”

dS |3=0 - RVR2 +k2 2st chsy® —costy’

(4.50)

Vrijednost y =\, za koju funkcija u;(y) dostize ekstremnu vrijednost
odreduje se izjednacavanjem prvog izvoda du,/dy, odredenog relacijom

(4.47), sa nulom, tj.

duy _
dy
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sy~ s:hsw _shsy |- tsm.t\|l shS\pm tg(t\p) _
chsy™ —costy ) chsy —cosy |
[ shsw “chsus 1 ssinty chsy
= “ L] —Shsw = Ld L
\ chsy~ —costy chsy —costy 4
| (4.51)

[s(chsq;'chsq; —costy chsy — shsw'shsw)— tsin ty "shsy ]!g(t\p) =
= t(shsw'chsw —chsys "shsys + cos tw'shsq/)— ssin ty “chsy / : chsy
[s(chsw' —cos t\]/')— (sshsw' +tsinty” )thsq/]tg(t\p) =
= (tshsw' —ssin t\p')+ t(cos ty” — chsw')thsw
Ako se u jednadinu (4.51) uvedu oznake

D, = tshsy® —ssin ty”

D, =tlcosty* —chsy"*)

= sy - o

D; =slchsy” ~costy ")

D, =—|sshsy” + tsin t\p') i
dobija se relacija

(D; + D thsy tg(ty)= D, + D,thsys
ili

D, + D,ths
tg(ty)= -2 2F (4.53)

D, + D thsy

Ovo je transcendentna jednacina iz koje se za konkretne vrijednosti
s, t, y* ito nekom od iterativnih metoda, odreduje vrijednost y_, za koju
funkcija u3(q/) ima ekstremnu vrijednost. Iz izraza je o€igledno da y,, ne

zavisi od vrijednosti koncentrisanog momenta M.
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4.7. Rezultati rjeSenja direfencijalne jednacine u funkciji debljine

cilindric¢ne ljuske

Koristeci transcendentnu jednacinu (4.53) za konkretne vrijednosti
parametara cilindriéne ljuske: R=127 mm, H=140 mm, k=H/2n=22.2817
mm, E=200000 N/mm?, v=0.3 odredene su za razli¢ite debljine ljuske 2, 3, 4
i 6 mm vrijednosti vy, za koju funkcija us(\y) ima ekstremnu vrijednost.
Koris¢enjem relacija (4.46) odredene su vrijednosti maksimalnih
pomjeraja za razmatrane modele.

Maksimalne vrijednosti napona se kod ovog modela nalaze u
presjecima cilindriéne ljuske na zavojnici duZ koje djeluje kontinualni
spreg i odreduju se koriS¢enjem relacije (4.30) i relacije (3.121) koja je

navedena u analizi zavojne ljuske, s tim $to se u njoj umjesto M,

uvrstava M<22> i umjesto debljine zavoje ljuske h, se tretira debljina
cilindri€ne ljuske h..

Veli¢ine maksimalnih pomjeraja i napona kao i vrijednosti uglova 1
ostalih parametara koji su odredeni u postupku proracuna cilindri¢ne
ljuske opterecene kontinualnim spregom po zavojnoj liniji prikazane su u
Tabeli 4.1.

Parametri koji su dati u Tabeli 4.1 su proracunati za razliCite
debljine cilindriéne ljuske u postupku iterativnog rjeSavanje
transcendentne jednacine (4.53). To su bezdimenzioni parametri koji
zavise od karakteristika materijala i geometrijskih parametara cilindri¢ne
ljuske sa datom zavojnom linijom. Relativni odnos M/M [1/N] obuhvata

veli¢inu M koja je takode bezdimenzioni parametar zavisan od veliine
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kontinualnog opterecenja M [N], geometrijskih parametara i mehanickih

karakteristika materijala cilindriéne ljuske prema relaciji (4.42).

Tabela 4.1 Vrijednosti maksimalnih pomjeraja, napona i ostalih

parametara kod cilindri¢ne ljuske opterecene kontinualnim spregom po

zavojnoj liniji

DEBLJINA CILINDRICNE LJUSKE [mm]
2 3 4 6

n 7366.1752 4910.7843 3683.0883 2455.3917

s 60.7106 49.5790 42.9445 35.0768

1 60.6663 49.5248 42.8819 35.0001

M /M [1/N] 1.84313 0.54611 0.23039 0.06826
D, 2685520.16 271525.14 67667.16 12618.06

D, -2685441.03 -271580.79 -67712.51 -12594.33

D, 2687400.58 271878.00 67816 37 12621.92

D, -2687367.32 -271835.39 -67850.25 -12665.35

W [rad] 1.2941-10? 1.5840-102 1.8280-10* 2258310
Uy(Yp)/M [mm/N] 8.0623-10°% 3.5803-10°% 2.0137-10° 0.9004-10°%

CmaxM [1/mm?)] 0.75 0.3333 0.1875 0.0833

4.8 Zakljuéci analiti¢ke analize cilindricne ljuske opterecene

kontinualnim spregom po zavonaj liniji

Doprinos analitickoj analizi ovog modela ljuske, koji je omogucio
izvodenje diferencijalne jednacine savijanja po pomjeraju, zasniva se na
uvodenju krivolinijskih koordinata na cilindriénoj povrsi drugadijih od

onih koje se koriste u teoriji za ovakve ljuske.
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Uvedene pretpostavke o pomjerajima, pri definisanju grani€nih
uslova, omogucdile su da se diferencijalna jednacina savijanja cilindri¢ne
ljuske za ovaj model efikasno rijeSi u zatvorenom obliku.

Konkretan doprinos proracunu ovog modela ljuske predstavlja
razvijeni matematicki postupak kojim se nekom od iterativnih metoda
odreduje poloZzaj tacaka na cilindri€noj ljusci sa maksimalnim
pomjerajima. PoloZaj ovih tacaka ne zavisi od vrijednosti momenta M
kontinualnog sprega.

Rezultati po pomjerajima za us(\y,,) [mm] koji su dati u odnosu na
vrijednost momenta kontinualnog sprega po zavojnoj liniji M [N ] za
razmatrane debljine, pokazuju da su za ovaj model cilindriéne ljuske
pomjeraji veoma mali i pored ¢injenice da je nivo maksimalnih napona za
ovakav oblik konstrukcije i opterecenja relativno veliki.

Dobijeni rezultati analiticke analize cilindriéne ljuske opteredene
kontinualnim spregom po zavojnoj liniji imaju teorijski znacaj i
predstavljaju doprinos u konkretnom rjeSavanju modela zavojne ljuske na

cilindri€noj ljusci koji se tretira u sledecem Poglavlju ovog rada.



-80 -

5. MATEMATICKI MODEL KAO PODLOGA ZA
AUTOMATIZOVANO PROJEKTOVANJE ZAVOJNE
LJUSKE NA CILINDRICNOJ LJUSCI

5.1. Definisanje grani¢nih uslova na presjeku zavojne i

cilindriéne ljuske

Koristedi rezultate analitiCkih analiza koje su u Poglavlju 3 uradene
za zavojnu ljusku, u Poglaviju 4 za cilindricnu ljusku opterecenu
kontinualnim spregom po zavojnoj liniji, ovdje razmatramo savijanje
zavojne ljuske na cilindricnoj ljusci. Diferencijalna jednacina savijanja
zavojne ljuske (3.90) se koristi i u ovom modelu. Grani¢ni uslovi na

presjec¢noj krivoj srednjih povrsi zavojne i cilindri¢ne ljuske definiSu se kao

du, du,

i Y (5.1)
dr r=a dS S=0

> 1 IA‘

IV1<22>!S=0 = 5' Iciis> r=a (52)

Na osnovu uslova (5.2), i relacija (4.30), (4.42) i (4.50), dobija se

1 RVR? + k2 tshsy~ —ssinty’ M

du,
s=0 4st k chsy ' —cos ty” B,

dS

— (5.3)

Zamjenom vrijednosti za M_,,, iz relacije (3.84) u relaciju (5.3)

granic¢ni uslov (5.1) glasi

2 2
ﬂ'i - d L’I,3_:_ 2vr2du3_k (v+l)u3 (5.4)
dr |, dr* r°+k* dr (r2+k2)2
] R\/,R2+k2 tshsy’ —ssinty” B
H = 4 ¥ (5.5)

4st k chsy” —cos ty" B
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Krutosti na savijanje B, i B, za zavojnu i cilindri¢nu ljusku odreduju
se koristedi relaciju (3.76). Debljine zavojne i cilindri¢ne ljuske su h, i h..

Ovim postupkom se savijanje zavojne ljuske na cilindri¢noj ljusci
svodi na rjeSavanje iste diferencijalne jednadine (3.90) kao u Poglavlju 3, s
tim §to od 4 grani¢na uslova (3.104), (3.105), (3.106) i (3.107) tri uslova
ostaju nepromijenjena a granicni uslov (3.105) se mijenja u grani¢ni uslov
dat relacijom (5.4). Na ovaj nacin se uspostavlja matematicki model kao
podloga za automatizovano projektovanje zavojne ljuske na cilindri¢noj
ljusci. Program za numericko rjeSavanje diferencijalne jednacine savijanja

zavojne ljuske sa novim grani¢nim uslovima dat je u Prilogu 3.

5.2. Rezultati proracuna u funkciji varijacije geometrijskih

parametara modela zavojne ljuske na cilindri¢noj ljusci

Kori§éenjem programa za numericko rjeSavanje diferencijalne
jednacine, sa funkcijom za automatizovano odredivanje debljine zavojne
ljuske, u Prilogu 3, na osnovu kriterijuma dozvoljene vrijednosti
maksimalnog napona u radijalnom pravcu (c4=150 N/mm?) odredene su
vrijednosti h,, za razlicite geometrijske parametre ljuske prema Tabeli 5.1.
Program omogucava prorac¢un modela zavojne ljuske na cilindri¢noj ljusci
u odnosu na bilo koju vrijednost dozvoljenog napona. Analiza je uradena
za modele sa istom debljinom zavojne i cilindri¢ne ljuske. Ostali parametri
su: p=0.15 N/mm? H=140 mm,E=200000 N/mm?, v=0.3. Vrijednost
maksimalnog napona u radijalnom pravcu je ra€unata na osnovu relacije
(3.121) u tackama sa koordinatom r=a+h/2+h,. Na slici 5.1 za model 1
prema Tabeli 5.1 (h=6mm) dat je dijagram zavisnosti pomjeraja od

polupreénika za veligine pritiska 0.1, 0.12, 0.15, 0.18, 0.2 i 0.25 N/mm”.
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Tabela 5.1 Vrijednosti proracunatih debljina zavojne ljuske [

MODEL ZAVOJNE LJUSKE NA CILINDRICNOJ LJUSCI

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

a[mm]) 127 280 30 80 130 230 30 30 30 5 100 10

b[mm] 200 350 100 200 300 550 200 250 300 80 350 60

F ] ]
= g 3932 3.804 4.227 7.101 9.988 18910 10.683 13.904 17.099 4.845 15.136 3.064
« —_
=
— .
Z |3
a :3,) q 4 45 15 10 19 11 14 17.5 5 15.5 35

Na slici 5.2 za model 1 (h,=6mm) je prikazan dijagram zavisnosti
pomjeraja od poluprecnika za veli¢inu hoda zavojne ljuske H=0, H=140
mm i H—o. Na slikama 5.3 1 5.4 je data zavisnost pomjeraja od hoda
zavojne ljuske za model 1 (h.=6mm) u tackama sa poluprec¢nikom
r=a+1/3(b-a) 1 r=b. Na slici 5.5 dat je dijagram zavisnosti pomjeraja od
polupre¢nika, a na slici 5.6 dijagram zavisnosti napona u radijalnom
pravcu od polupre¢nika za model prstenaste ploce na cilindri¢noj ljusci sa
sledeé¢im parametrima: a=130mm, b=200 mm, h.=12 mm i h;,=4.15 mm.

Na slici 5.7 je data zavisnost napona u radijalnom pravcu od
polupre¢nika, za model 1 (h.=6mm) za vrijednosti H=0, H=140 mm i
H—. Na slici 5.8 je prethodna zavisnost data za iste vrijednosti hoda i
debljine ljuski 4.15, 3.6 i 4 mm respektivno. Na slici 5.9 je za model 1
(h.=6mm) prikazan dijagram zavisnosti maksimalnog napona u radijalnom
pravcu od hoda zavojne ljuske za pritiske 0.1, 0.15 i 0.25 N/mm?. Na
slikama 5.10, 5.11 i 5.12 data je zavisnost maksimalnog napona u
radijalnom pravcu od hoda zavojne ljuske za modele od 1 do 9 kako je to

oznaéeno na samim dijagramima.
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5.3 Zakljucci analiticke analize zavojne ljuske na cilindri¢noj ljusci

Matemati¢ki model kao podloga za automatizovano projektovanje
zavojne ljuske na cilindri¢noj ljusci, zasnovan na izvedenim diferencijalnim
jednacinama savijanja zavojne ljuske i savijanja cilindricne ljuske
opterecene kontinualnim spregom po zavojnoj liniji je omogucio veoma
efikasno odredivanje geometrijskih paramelara zavojne ljuske na
cilindriénoj ljusci. Uvodenje grani¢nih uslova (5.1) i (5.2) na presjecnoj
krivoj srednjih povrSi zavojne i cilindricne ljuske i zadrzavanje uslova
(3.104), po kojem su pomjeraji tacaka na toj krivoj jednaki nuli, naprotiv
C¢injenice da ona u ovom slu€aju nije uklijeStena kao kod modela u
Poglavlju 3, veé¢ se nalazi na elasti€noj strukturi cilindricne ljuske,
pokazalo je punu opravdanost.

Konkretni nauéni i struéni doprinos automatizovanom
projektovanju konstrukcijskih elemenata oblika zavojne ljuske na
cilindriénoj ljusci predstavlja predloZeni metod proracuna koji omogucava
odredivanje parametara zavojne i cilindricne ljuske za modele sa
razli¢itom geometrijom, opterecenjem, karakteristikama materijala, 1 dr.
Ovaj proracun se odnosi na modele zavojnih ljuski na tankim cilindri€nim
ljuskama koji se susreéu kod radnih elemenata specijalnih maSina za
¢iScenje snijega [93], specijalnih gradevinskih masina i dr.

Programski paket MATLAB koriS¢en za numeri¢ko rjeSavanje
diferencijalne jednaline za ove aplikacije je i ovdje potvrdio svoju
efikasnost.

Prikazani dijagrami zavisnosti napona od polupreénika za razliCita

opteredenja i geometrijske parametre pokazuju da se, u odnosu na modele
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sa uklijeStenim zavojnim ljuskama, vrijednosti maksimalnih napona u
radijalnom pravcu neznatno mijenjaju.

Uporedni dijagrami ovih modela sa modelima uklijeStenih zavojnih
ljuski pokazuju da se vrijednosti maksimalnih pomjeraja na spolja$njoj
konturi povecdavaju zbog deformacija cilindri¢ne ljuske. Na veli¢inu nagiba
zavojne ljuske na unutra$njoj konturi i u vezi sa tim na veli¢inu pomjeraja
ove ljuske utice debljina cilindriéne ljuske.

Promjene pomjeraja i napona u radijalnom pravcu u zavisnosti od
nagiba zavojne ljuske kod ovih modela su sli€ne sa promjenama ovih
veli¢ina kod modela uklijeStenih zavojnih ljuski pa se zakljuéci o tim
promjenama napona i pomjeraja dati u tacki 3.8 odnose i na modele u

ovom Poglavlju.
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6. MKE ANALIZA
6.1. Teorijske osnove metoda konacnih elemenata

Numeric¢ki pristup koji pretpostavlja diskretizaciju problema u
fizicGkom modelu, dok se krajnji rezultat dobija rjeSavanjem sistema
algebarskih jednacina je metod konacnih elemenata. MKE danas
predstavlja najmocniji i najvi§e koriScen metod analize koji se primjenjuje
u nauci i tehnici.

Sustina MKE se zasniva na diskretizaciji sloZenih struktura skupom
medusobno povezanih djelova jednostavnih oblika, koji se mogu posebno
analizirati tj. odrediti zavisnost izmedu spoljaSnjeg opterecenja i polja
pomjeraja, unutar ovih jednostavnih tijela koja se nazivaju konacnim
elementima (KE). Neprekidnost domena se obezbjeduje zajednickim
tatkama dva ili vi§e susjednih elemenata. Zbog svog jednostavnog oblika
moguce je pronaci zavisnost opterecenja i pomjeraja u Ccvorovima
konacnog elementa a tu zavisnost izraziti odredenim aproksimativnim
funkcijama. Primjenom odgovarajuceg postupka slaganja stanja pomjeraja
svih konacnih elemenata koji ¢ine model konstrukcije moZe se dobiti
stanje pomjeraja u svim ¢vorovima modela konstrukcije. Kada su poznati
pomjeraji u ¢vorovima, onda se primjenom odgovarajuceg postupka vrsi
odredivanje stanja napona i deformacija u kona¢nom elementu.

Broj diskretnih modela za jedan problem je neogranieno veliki.
Osnovni zadatak je da se izabere onaj model koji najbolje aproksimira
odgovarajuci problem.Razvijeni su numericki testovi za izbor optimalnih

diskretnih modela. UspjeSna primjena MKE, uz neophodnu podriku
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software-a i hardware-a u vrlo velikoj mjeri zahtjeva inZenjersku intuiciju i
poznavanje prirode i sustine problema koji se rjesava.

U zavisnosti od toga §ta su osnovne nepoznate pomjeraji ili sile u
Sirem smislu, u &vorovima diskretizovane strukture, MKE se primjenjuje
kao metod pomjeraja, metod sila ili hibridni metod.

Stanje u svakom konaénom elementu (npr. polje pomjeraja,
deformacija, napona i sl.) opisuje se pomocu interpolacionih funkcija. Za
jedan konaéni element u metodi pomjeraja interpolaciona funkcija

predstavlja funkciju pomjeraja.
6.2. Osnovne jednacdine elastomehanike. Metod pomjeraja

Jednacine elastomehanike se daju u matri€nom zapisu koji narocito
kod metoda konaénih elemenata daje niz prednosti nad komponentnim
zapisom koristeci vektor funkcije pomjeraja {u}, deformacije {€} i napona
{c} bilo koje tacke elasticnog tijela u prostoru.

Jednacina za specifiéne deformacije u matri€nom zapisu glasi

{e}=[L){u} (6.1)
gdje je [L] matrica diferencijalnih operatora.

Veza izmedu napona i spoljaSnjih zapreminskih sila data je
jednacinom ravnoteZe koja u matriénom obliku glasi

[L]"{c}+{F}={0} (6:2)

Jednacline veze izmedu napona i deformacija za elasti¢no tijelo date
su Hooke-ovim zakonom koji u matriénom obliku glasi

{c}=[D]{e} (6.3)

[D] je matrica elasti¢nosti.
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6.3. Funkcija pomjeraja, matrica krutosti KE

Kod metode pomjeraja nepoznata veli¢ina je vektor pomjeraja dok
se vektor deformacije i napona odreduju na osnovu vektora pomjeraja. Za
diskretizovanu strukturu konacénim elementima, pri koriSéenju ovog
metoda prethodno se odreduju pomjeraji kao nepoznate velicine za zadato
opterecenje a zatim se odreduje bilans napona. Pomjeraji su isti za
zajednicke ¢vorove dva ili viSe elemenata.

Matrica krutosti konacnog elementa koja u opstoj proceduri
koris¢enja MKE zauzima posebno mjesto, zatim deformacije i naponi, se
odreduju preko funkcije pomjeraja koja jednoznacno odreduje
deformacije unutar elementa preko pomjeraja ¢vorova.

Za konacni element definiSu se vektor pomjeraja i vektor napadnih

sila u obliku

o F
u; F;
un, Fm

{ufy=1qun {Flpy =+ F, (6.4)

Komponente ovih vektora su vektori za ¢vor
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e =1 =10, | (65)

zr ) (k)

U ¢&vorovima funkcije pomjeraja imaju vrijednost pomjeraja ¢vora tj.

zr (k) r=i,jm...

.u(xr’yr’zr)‘
{ur}(k) =] v(xr’)'r’zr)

'w(x,,y,,z, )’ r=i,j,m,n,...

(6.6)

Na osnovu ovih jednacina funkcija pomjeraja se moze dati preko

pomjeraja ¢vornih tacaka
{u}=[N]{u}, (6.7)

[N] je matrica funkcije pomjeraja. Relativne deformacije se odreduju

relacijom
{e}=[L][NI{u}=[B]{u}q, (6.8)
Koristeci Hooke-ov zakon u matri€nom obliku dobijaju se naponi u

bilo kojoj tacki konaénog elementa preko
{0}=[D][B]{U}(k) (6.9)
Ako je d{u},, virtualni pomjeraj ¢vornih tataka kona¢nog elementa

(k) tada se na osnovu datih relacija ima
d{u}=[N]d{u}y, d{e}=[B]d{u},
Za deformisani konacni element a na osnovu principa virtualnih

pomjeraja rad spoljasnjih sila jednak je radu unutra$njih sila tj.

(dfu} )" {Flu) = I(d{e}k )" {c}dv (6.10)

Vv
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Poslije smjene se dobija

(ko =| flaT I8V [k

{Flio = Kotk (6.11)

Matrica krutosti [K],, za konacni elemet (k) je data relacijom

K}y = [B] [D]BJav (6.12)
v

V je zapremina konacnog elementa.

Funkcije pomjeraja opisuju pomjeraje bilo koje tacke konaénog
elemetna 1 mogu se opisati Kartezijanskim lokalnim koordinatama ili
prirodnim koordinatama konaénog elementa. U ovim jednacinama je
uvedena matrica funkcije pomjeraja [N] koja povezuje pomjeraje u bilo
kojoj tacki u unutra$njosti kona¢nog elementa sa pomjerajima ¢vorova
istog elementa. Od ovih funkcija se zahtijeva da obezbijede dobru
aproksimaciju u elementu, kontinuitet izmedu elemenata 1 da su Sto

jednostavnije. Ova svojstva posjeduju polinomi, koji se uglavnom koriste

kao interpolacione funkcije.
6.4. Staticki proracun nosece strukture

Staticki proracun nosecih struktura masinskih konstrukcija obuhvata
proracun deformacija 1 napona diskretizovanog modela. Iz ukupnog
bilansa pomjeraja ¢vorova tacaka odreduju se deformacije, dok se stanje
napona odreduje za svaki konacni element. Osnovna staticka jednacina

diskretizovane strukture u matricnom obliku glasi

[K]{u}={F} (6.13)
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gdje su [K] ukupna matrica krutosti, {u} globalni vektor nepoznatih
pomjeraja i {F} ukupan vektor napadnih sila.

Vektor optereéenja moZe biti sadrzan od spolja$njeg koncentrisanog
opterecenja i lokalnog kontinualnog opterecenja konacnog elementa.

Ukupna matrica krutosti predstavlja odreden skup podmatrica
krutosti elemenata nad kojima se prije lociranja u globalnoj matrici
krutosti vrsi transformacija iz lokalnog, za konaéni element, u apsolutni
koordinatni sistem za cijelu strukturu

[K]= (E:)[Krs iy ©s=12..0 k=120 (6.14)
k

gdje su n ukupan broj évorova, n, ukupan broj elemenata.
Saglasno ukupnoj matrici krutosti, ukupni vektor pomjeraja 1
opterecenja glase

{u}={u,uy...u, .. un}T

(6.15)
{F}={R F, ..F, ...E,}"
gdje su {u,} 1 {F,} vektori pomjeraja i opterecenja za numerisani ¢vor r.

Matrica krutosti elementa u globalnom koordinatnom sistemu glasi
[Krs ](k) = [T]T[I_(-rs ](k)[T] (616)

gdje je [K,s] matrica krutosti kona€nog elementa u lokalnom

koordinatnom sistemu, [T] matrica transformacije.

Metode za rjeSavanje staticke jednacine (6.16) podijeljene su na
direktne i iterativne. U direktne metode spadaju metod Gauss-ove
eliminacije i metod dekompozicije Choleski, dok u iterativhe metode

spadaju Gauss-Seidelova metoda, gradijentna metoda i druge.
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6.5. Programski paketi za analizu MKE

Za numeri¢ku analizu sloZenih struktura metodom konaénih
elemenata razvijen je veliki broj programskih paketa. U ovom radu za
analizu modela zavojne ljuske kori§ceni su programski paketi ALGOR [1]
1 Pro/oMECHANICA [71] i [72] koji su instalirani na PC raCunarima
Pentium II u 3D centru MaSinskog fakulteta u Podgorici.

Programski paket ALGOR u duZzem vremenskom periodu
predstavlja jedan od razvijenijih programa za analizu MKE za PC
racunare. Snabdjeven je procesorom za stati¢ke analize SSAPO, nelinearne
statiCke analize, dinamiCke analize, analize kompozitnih materijala i dr.
RaspolaZe sa viSe tipova konac€nih elemenata greda, 2D ploéa, 3D plo¢a -
ljuski, zapreminskih elemenata i dr.

U ovom radu je koriS¢en element ljuske tip "PLATE" (TYPE 6).
Ovaj tro¢vorovni ili CetvoroCvorovni element je formulisan u
trodimenzionalnom prostoru. To je KE sa pet lokalnih stepeni slobode, tri
translacije 1 dvije rotacije, koje proizvode vanravansko savijanje. Element
ljuske u globalnom koordinatnom sistemu ima $est stepeni slobode, kako
je to prikazano na slici 6.1. Razvijeni generatori mreze SGEN, HGEN,
MERLIN, SOLMESH, SURFMESH, XGEN u ovom programskom
paketu omogucavaju automatizovano generisanje mreze razliitih
geometrijskih modela. Programski paket ALGOR je tipi¢an predstavnik
programa cCije su karakteristike generisanje mreZza modela sa puno
pravilnih KE jednostavnog oblika, sa iednostavnim interpolacionim
funkcijama 1 efikasnim programom za numeri¢ko iterativno rjeSavanje
sistema koji imaju veliki broj jednaCina. Programski paket ALGOR

verzija 12 ima mogucnost povezivanja sa programskim paketom
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Pro/ENGINEER 3$to omogucdava efikasno geometrijsko modeliranje u

ovom programu koji ima mogucénosti parametarskog modeliranja.

Slika 6.1 Konacni element ploce - ljuske u globalnom

koordinatnom sistemu

Za prezentaciju rezultata izvrSenih analiza po pomjerajima,
naponima, deformacijama i dr., u programskom paketu ALGOR Kkoristi se
program SUPERVIEW. Moguce je analizirati napone po kriterijumima:
Von Mises, Tresca, maksimalni glavni napon, minimalni glavni napon,
komponente tenzora napona i dr.

Pro/MECHANICA je savremeni programski paket za analize MKE
i predstavlja jedan od proizvoda firme Parametric Technology
Corporation. Pro/MECHANICA se povezuje sa ostalim programima ove
firme Pro/ENGINEER, Pro/DBMS i Pro/DRAW. Izrada modela i vrienje

analiza su u ovom radu izvedene programom Pro/MECHANICA

STRUCTURE 20. Ovaj programski paket sadrZzi i programe
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ProoMECHANICA MOTION i ProoMECHANICA THERMAL za
kinematicko - dinamicke i termicke analize.

Programski paket Pro/MECHANICA koristi razliCite tipove KE
greda, plo¢a - ljuski, 3D elemenata i dr. Karakteristika ovog programskog
paketa je da, za razliku od drugih kao §to su ALGOR i sli¢ni, postize
visoku taénost rezultata sa manjim brojem KE koji imaju visok stepen
interpolacionih polinoma.

Mogucnost ovog programskog paketa da automatizovano generise
mreZze KE (podprogram AUTOGEM) za modele koji se sastoje od vise
spojenih ljuski je u ovom radu bila od velikog znacaja za efikasne analize
razliitih modela zavojne ljuske na cilindri¢noj ljusci.

Programski paket Pro/MECHANICA ima m<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>