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Predgovor

Jeđan od trađieionalno izučavanih problema u kombinatoriei je problem 
poploeavanja, Proueavanje ovog problema seže u đaleku prošlost, ali zbog 
svoje primjene i znaeaja za arhitekturu, umjetnost, kompjutersku grafiku, op- 
timizaeiju i danas je aktuelan, Opeenito, izueavanje problema poploeavanja 
je NP-težak problem, Osnovna ideja istraživanja ovog problema u đisertaeiji 
je primjena algebarske topologije na proueavanje problema poploeavanja na 
topološkim površima,

Poliomino obliei pređstavljaju interesantan alat za istraživanja, a posebno 
su od znaeaja proueavanja njihovih višedimenzionalnih analagona, Njihovi 
analagoni su od posebnog znaeaja u statistiekoj fiziei i za njih se koristi 
poseban termin -  životinje rešetke (engl, animal grids). Ovi obliei svoju 
primjenu nalaze i u drugim nauenim điseiplinama, tako na primjer se još 
koriste i kao mođeli za polimere u biološkim istraživanjima, te kao objekti u 
istraživanju preeišeavanja ili filtera klastera u fizikalnom smislu, Proueavanje 
poliomino oblika u rekreativnoj matematiei đonijelo je velik broj neriješenih 
problema, kao što je na primjer problem enumeraeije poliomino oblika date 
velieine,

Poliomini su posebna tema izueavanja i mnogih matematieara, Od poseb- 
nog su interesa u proueavanju kombinatornih problema, U kombinatornom 
smislu matematiearima su okupili pažnju istraživanja slobođnih, fiksnih i 
jeđnostranih n-omina ([3], [19], [34], [35], [36], [53], [54], [66]), Kasnija 
istraživanja su bazirana na izueavanje asimptotskog rasta broja n-omina i 
određivanje proejene konstante rasta (engl, grovoth constante) ([3], [7], [36],
[44], [45], [55]).

Mnoštvo je problema koji se bave prekrivanjem zađanog regiona sa 
ođređenim poliomino oblieima, Golomb ([26]) je pokazao da je pitanje da 
li poliomino obliei iz zađanog skupa mogu prekriti ravan neođlueivo, Najviše 
je proueavan problem poploeavanja pravougaone table pomoeu poliomino 
oblika,

Kad koji su objavili Conwav i Lagarias [18] zasigurno pređstavlja jedan 
od najznaeajnijih radova u kojem je poliomino oblieima u ravni asoeirana

4



grupa, Njihova ideja se ogleđa u tome da se svakom poliomino obliku 
pridruži ođgovarajuea rijee, ođnosno njeni konjugati koji proizvode relaeije, 
Drugim rijeeima, grupa koja je ođređena datim skupom poliomino oblika je 
slobođna grupa posjeeena datim relaeijama, Conwav i Lagarias su pokazali 
da netrivijalnost rijeei asoeirane sa regionom koji želimo poploeati u nekoj 
reprezentaeiji ove grupe pređstavlja opstrukeiju za traženo poploeavanje, 
Takva reprezentaeija grupe danas se u literaturi naziva homotopskom 
grupom poploeavanja i pređstavlja najjaei metod za đokazivanje nepostojanja 
poploeavanja,

Međutim, homotopske grupe se teško raeunaju i ne postoje njihovi 
analogoni za primjenu na više đimenzije u poploeavanjima, S eiljem da olakša 
generalizaeiju u višim đimenzijama poploeavanja Eeid u svom radu [68] uvodi 
grupu homologija poploeavanja, Ova grupa u ođnosu na homotopsku grupu 
se lakše ođređuje, ali pređstavlja slabiju invarijantu od nje,

Eadovi [18] i [68] pređstavljaju poeetke primjene algebarske topologije i 
kombinatorne teorije grupa u proueavanju problema poploeavanja poliomi- 
nima, U literaturi su poznati neki od problema poploeavanja površi [26],
[27], [28], [29], a najviše je poslije problema poploeavanja povši proueavano 
popoloeavanje torusa [52], [68],

U đoktorskoj disertaeiji uvodimo simplieijalne komplekse asoeirane poli- 
omino poploeavanjima, Osobine ovih kompleksa su proueavane u skladu sa 
poznatim svojstvima simplieijalnih kompleksa ([13], [15], [65], [81]),

Sađa eemo izložiti strukturu i dati pregled đoktorske đisertaeije, Di- 
sertaeija je podijeljena na glave, glave na paragrafe, a neki paragrah na 
potparagrafe, Paragrafe smo oznaeili sa dva broja, Prvi broj oznaeava glavu, 
a drugi broj oznaeava redni broj paragrafa u toj glavi, Potparagraf je oznaeen 
s tri broja, od kojih prva dva ođređuju broj paragrafa, a treei oznaeava broj 
potparagrafa, Numeraeije formula, teorema, lema, stavova i dehnieija su 
stanđarđne, Doktorska đisertaeija se sastoji od eetiri glave,

Prva glava đoktorske đisertaeije se sastoji od eetiri paragrafa i daje 
pregled topologije površi koji se ođnosi na do sađa poznate stvari o topologiji 
površi, a izložena je zbog kompletnijeg i sveobuhvatnijeg razumijevanja 
izueavanja problema poliomino poploeavanja površi, Prvi paragraf sađrži 
pregled osnovnih dehnieija i potparagraf u kojem smo razmatrali naein 
nastanka novih topoloških površi tzv, povezanih suma, U drugom paragrafu 
smo se bazirali na istraživanje homomorhzama i đokazivanje topoloških 
invarijanti površi, Treei paragraf se sastoji od pet potparagrafa u kojima 
su razmatrane tehnike i svojstva u (re)konstrukeijama novih površi: simbol 
dijagrama površi, imenovanje vrhova, redukeija na samo jedan vrh, parovi 
straniea oblika a-a, parovi straniea oblika a -a -1. U eetvrtom potparagrafu 
dali smo dehnieiju i pregled osnovnih karakteristika translaeijskih površi.
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Vezu između grupa homologija i poliomino poploeavanja đali smo u 
drugoj glavi đoktorske disertaeije, Ova glava se sastoji od tri paragrafa, U 
prvom paragrafu smo đali pregled do sađa poznatih istraživanja i dobijenih 
rezultata o poliomino poploeavanjima u ravni, U drugom paragrafu smo 
đehnisali problem poliomino poploeavanja na površima sa pregleđom do sada 
istraženih osobina poliomino poploeavanja, Problem poliomino poploeavanja 
koji M, Eeid dehniše za ravan u [68] prenosimo na proueavanje klasa 
problema na površima, Treei paragraf se sastoji od prikaza đokaza novih 
teorema o nepostojanosti poliomino poploeavanja na topološkim površima, 
Date probleme smo razmotrili i proueavali sa aspekta topologije, algebre 
i kombinatorike i đali generalizaeije za eijele klase proueavanih problema, 
Posebno su nam bili zanimljivi za istraživanje problemi na torusu, Pored 
torusa kreirali smo i nove orijentabilne i neorijentabilne površi na kojima 
smo primijenili i pokazali funkeionalnost izloženih tvrdnji i metoda,

U treeoj glavi đoktorske đisertaeije uvodimo simplieijalne komplekse 
asoeirane sa poliomino poploeavanjima, Treea glava đoktorske disertaeije se 
sastoji od devet paragrafa u kojima smo proueavali osobine simplieijalnih 
kompleksa poploeavanja, U prvom paragrafu treee glave dajemo kratak 
prikaz osnovnih pojmova vezanih sa simplieijalne komplekse koji su opee 
poznati, Drugi paragraf se sastoji od pojašnjenja i dehnieije simplieijalnog 
kompleksa poploeavanja, Pored dehnieije i pojašnjenja pojmova simpliei- 
jalnog kompleksa poploeavanja u drugom paragrafu dajemo i pojašnjenje 
uoeenog hag svojstva tako dehnisanih simplieijalnih kompleksa,

Nadalje, u treeem paragrafu se bavimo proueavanjem f i h vektora 
simplieijalnih kompleksa poploeavanja i dajemo opee generalizaeije za raeu- 
nanje istih za bilo koju đimenziju simplieijalnog kompleksa koji je asoeiran 
postavljanjem datog poliomino oblika, Pored izueavanja datih vektora 
u potparagrafu treeeg paragrafa dajemo dehnieiju i teoremu za primjenu 
operaeije spoja simplieijalnih kompleksa poploeavanja te njenu primjenu na 
neke od simplieijalne kompleksa poploeavanja,

U eetvrtom paragrafu treeeg poglavlja smo se bavili istraživanjem Ale- 
xanđerove đualnosti simplieijalnih kompleksa poploeavanja i prikazali naein 
primjene iste u programskom paketu Sage 9,0, Na osnovu primjene Alexanđe- 
rove đualnosti u Sage programu smo uspješno testirali konkretne simplieijalne 
komplekse asoeirane sa postavljanjem poliomino oblika na kvadratnu mrežu 
u ravni i kvadratnu mrežu na torusu, Koristeei se dobijenim rezultatima u 
petom paragrafu dajemo generalne đokaze osobine eistih kompleksa koji su 
asoeirani postavljanjem nekih konkretnih poliomino oblika,

Sesti paragraf se sastoji od analize i istraživanja balansiranih simplieijal- 
nih kompleksa, Za simplieijalne komplekse poploeavanja koji su asoeirani 
postavljanjem I-omina smo dokazali tvrdnje na kvadratnoj mreži u ravni i
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na torusu kada su oni balansirani, a kada nisu,
Zatim smo se bavili raeunanjem grupa homologija i Bettijevih brojeva 

datih simplieijalnih kompleksa poploeavanja te smo dobijene rezulate za neke 
konkretne komplekse đali u osmom paragrafu,

U osmom paragrafu treee glave smo proueavali Cohen-Maeualav svojstvo 
simplieijalnih kompleksa poploeavanja i dali generalne tvrdnje za neke od 
simplieijalnih kompleksa za koje n su Cohen-Maeualav, a za koje nisu,

Nađalje, u eetvrtoj glavi doktorske đisertaeije smo se bavili izueavanjem 
funđamentalnih grupa datih simplieijalnih kompleksa poploeavanja, a dobi- 
jene rezultate smo pređstavili u prvom paragrafu, Dali smo dokaz generalne 
tvrdnje da je funđamentalna grupa simplieijalnih kompleksa koji su asoeirani 
postavljanjem nekog poliomino oblika trivijalna,

Cetvrta glava đoktorske disertaeije nudi poveznieu i u istraživanju 
poliomino poploeavanja i njihovih homotopskih tipova, Za neke konkretne 
simplieijalne komplekse poploeavanja dat je pregled njihove povezanosti 
i homotopskog tipa, U rezultatima prikazanim u ovoj glavi daje se 
gneralizaeija rezultata do kojih je došao Kozlov,

Sadržaji koji su proueavani i predstavljeni u doktorskoj đisertaeiji eine 
jednu koherentnu ejelinu, Dio rezultata dat u doktorskoj đisertaeiji je 
publikovan u easopisu sa SCI liste u skladu sa Pravilima đoktorskih studija 
Univerziteta Crne Gore:

• E, Liđan, Đ Baralie, Homology of polyomino tilings on flat surfaces, 
Applieable Analvsis and Diserete Mathematies, 2021,
DOI: https://doi.org/10.2298/AADM210307031L 
https:/ / arxiv.org/abs 2103.0 110 I

Dio dobijenih rezultata je prezentovan na:

• Eeseareh sehool on Aperiođieitv and Hierarehieal struetures in tilings, 
Lvon (Franeuska)

• Seminaru za topologiju kombinatornih prostora, Annual meeting, MI 
SANU, Beograd (Srbija)

• 2nđ Croatian Combinatorial Davs, Zagreb (Hrvatska)

• Znanstveni seminar: Seminar za kombinatoriku i điskretnu matema- 
tiku, Prirođno-matematieki fakultet, Zagreb (Hrvatska)

• Heiđelberg laureate forum, Heiđelberg (Njemaeka)

• Studentski seminar, MI SANU, Beograd (Srbija)
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Na kraju se želim zahvaliti profesoru Đorđu Baralieu na savjetima,
sugestijama, postavljenim zadaeima i nesebienoj pomoei koju je pružio tokom
pisanja đoktorske disertaeije.
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Matematika, arhitektura, umjetnost, kompjuterska grafika, optimizaeija 
i druge nauene điseipline nude mnoštvo problema koji se svode na rješavanje 
problema poploeavanja, Ovaj problem se uglavnom proueava u ravni i 
kao takav pređstavlja NP-težak problem, U ovoj đoktorskoj disertaeiji se 
proueava problem poploeavanja topoloških površi poliomino oblieima, te se 
daju rješenja za neke klase proueavanih problema,

Conwav i Lagarias su đali novu tehniku koja koristi metod graniene 
invarijante za utvrđivanje postojanosti poploeavanja, Njihove rezultate je 
proširio u svom istraživanju M, Eeid, On je dao najuspješniji metod za 
proueavanje problema poploeavanja u ravni rađeei sa grupama homotopija, 
On je pored grupa homotopija uveo grupe homologija poploeavanja,

U ovoj tezi proširujemo Eeidova razmatranja i na izueavanje poploeavanja 
toploških površi poliominima rađeei sa grupama homologija poploeavanja 
i dajemo đokaze (ne)postojanosti poliomino poploeavanja za eijele klase 
razmatranih problema,

Pored razmatranja poploeavanja topoloških površi u đoktorskoj disertaeiji 
uvodimo simplieijalne komplekse koji su asoeirani postavljanjem poliomino 
oblika na kvadratnu tablu ili kvadratnu mrežu na topološkoj površi, Takve 
simplieijalne komplekse smo nazvali simplieijalnim kompleksima poploeava- 
nja, Za uvedene komplekse smo dali razmatranja izueavanja njihovih osobina 
(flag, eisti, balansirani, Cohen-Maeualav, homologija, Bettijevi brojevi, 
funđamentalna grupa) i razmatranja ođređivanja za njih speeifienih vektora 
(f i h vektora),

U eetvrtoj glavi doktorske teze smo se bavili izueavanjem povezanosti 
i homotopskih tipova simplieijalnih kompleksa poploeavanja, Ođređen je 
homotopskih tip za neke od simplieijalnih kompleksa poploeavanja i za njih 
potvrđena hipoteza da su tako đefinisani simplieijalni kompleksi homotopni 
buketu sfera.
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Abstract

Mathematics, architecture, art, computer graphies, optimization, and 
other seientifie điseiplines offer a multituđe of problems that come đown to 
solving problems of tilings, This problem is mostlv studied in the plane and 
as sueh represents an NP-hard problem, This đoetoral đissertation stuđies 
the problem of tilings on the topologieal surfaees with polvomino shapes, and 
solutions for some classes of stuđieđ problems are given,

Conwav and Lagarias have provided a new teehnique that uses the 
bounđarv invariant method to determine the eonsistenev of tilings, M, Eeid 
expanđeđ their results in his researeh, He gave the most sueeessful method 
for stuđving the problem of surfaee tilings bv working with the homotopv 
groups of tilings, In addition to the homotopv groups, he introđueeđ the 
homologv groups of tilings,

In this thesis, we extenđ Eeid’s considerations to the stuđv of tilings of 
topological surfaees with polvominoes bv working with the homologv groups 
of tilings and give eviđenee of (in)eonsistenev of polvomino tilings for certain 
elasses of considered problems,

In ađđition to considering the problem of tilings on the topologieal 
surfaees in the đoetoral đissertation, we introđuee simplieial complexes that 
are assoeiateđ with the plaeement of polvomino shapes on a square grid on 
a topologieal surfaee, We have named sueh simplieial complexes simplicial 
complexes of tilings, For the introduced simplieial complexes, we studied 
their properties (flag, pure, balanced, Cohen-Macaulav, homologv, Betti 
numbers, fundamental group) and calculated their specific vectors (f and 
h vectors), In the fourth chapter of the đoetoral dissertation, we also 
studied the eonneeteđness of homotopic tvpes of simplieial complexes of 
tilings, The homotopv tvpe of some of the simplieial complexes of tilings was 
determined, and we confirmed the hvpothesis that the simplieial complexes of 
polvomino tilings have the homotopv tvpe of a weđge of spheres, Particularlv, 
a generalization of the results obtained by Kozlov was given.
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Glava 1

Topologija površi

Topologija se kao nauena oblast smatra relativno mlađom matematiekom 
diseiplinom u ođnosu na ostale jer je zasnovana u XIX vijeku, Pošto je kao 
matematieka diseiplina postala prisutna kako u matematiei tako i u drugim 
naukama đoživljava ubrzan razvoj, U današnje vrijeme se mnogi aktuelni 
problemi posmatraju sa aspekta topologije, Motivaeiju pronalazimo u tome 
da nam u proueavanju problema nisu bitne metrieke osobine prostora ili 
objekata, vee znanje o njegovim topološkim karakteristikama kao što su na 
primjer povezanost, oblik, rod i homologija, Kao nauena grana matematike, 
topologija pokušava da prepozna i klasifikuje topološke prostore, U ovom 
poglavlju dat eemo pregled osnovnih (topoloških) osobina površi, Osnovna 
literatura korištena za pisanje ovog poglavlja je [46], [48], [50], [81] i [84],

Definicija 1.0.1 Neka je X  neprazan skup i T  familija podskupova od X . 
X  je topologija na X  ako vrijedi

• 0  X  e T ,

• presjek konacno elemenata iz T  je element iz T ,

• unija elemenata iz T  je element iz T .

Uređen par (X, T) naziva .se topološki prostor. Elementi topologije T  G X  se 
nazivaju otvoreni skupovi.

Prim jer, Neka je t  = 2X, tj, razmotrimo svaki podskup u X kao otvoreni 
skup, drugim rijeeima prethodna izjava je ekvivalentna sa tvrdnjom da je 
svaka taeka x  e X  otvoreni skup, Topologija definisana na ovakav naein 
naziva se diskretna topologija.
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Deflnicija 1.0.2 Neka je (X , T) topološki prostor, i tačka p G (X , T ) . 
Okolina tacke p je skup V koji sadrži otvoren skup U koji sadrži p, tj. 
p G U C V.

Napomenimo da skup V može biti otvoren i zatvoren.

Deflnicija 1.0.3 Neka su (X, U) i (X, V ) topoloski prosotri, a D C X . Za 
preslikavanje f  : D ^  Y  kažemo da je neprekidno u tacki x0 G D ako za 
svaku otvorenu okolinu V  tacke f  (x0) u, Y  postoji otvorena okolina U taČke 
x0 u X  takva da je f  (U fl V) C V. U suprotnom kažemo da je preslikavanje 
f  prekidno ili diskuntinuirano u taČki x0 E D. Preslikavanje f  : D ^  Y  
je neprekidno na skupu A C D ako je f  neprekidno u svakoj taČki skupa A. 
Preslikavanje f  je neprekidno ako je neprekidno na D.

Definicija 1.0.4 Preslikavanje f  : A ^  B  naziva se homeomorfno preslika- 
vanje (homeomorfizam) ako je ono bijekcija i uzajamno neprekidno, tj. f  i 
f - 1 su, neprekidna.

1.1 Površi
Topološka površ (engl. surface) ili 2-đimenzionalna topološka mnogostrukost 
(engl, 2-manifold) predstavlja topološki prostor S  u kojem svaka taeka s G S  
ima okolinu homeomorfnu sa R2, za više vidjeti [17] i [46], U nastavku 
eemo dati pregled osnovnih osobina površi, njihove klasihkaeije i naeina 
konstrukeija novih površi.

1.1.1 Konstrukcije novih površi (Povezane sume)
Povezana suma (#) je operaeija za konstrukeiju novih površi od đatih površi 
M  i N. Uklonimo h po jedan otvoreni disk D2, na svakoj od datih površi 
M  i N, lijepeei homeomorfizmom tako nastale površi na mjestima gdje smo 
uklonili otvoreni đisk D2 dobijamo novu površ M # N . Na primjer neka 
su nam data dva torusa T2, Njihovom povezanom sumom dobijamo torus 
rođa 2 ili torus sa đvije rupe (Slika 1,1), Pod lijepljenjem orijentabilnih 
površi podrazumijevamo homeomorfizam između dvije kružniee koji mijenja 
orijentaeiju kako bi rezultat bio orijentabilna topološka površ,

Napomenimo, da je u opeem slueaju proizvoljan odabir điska koji 
uklanjamo i homeomorfizama koje lijepimo.
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Slika 1,1: Lijepljenje torusa u povezanu sumu T2# T 2

Koristeći povezanu sumu možemo od nekoliko površi dobiti nove, Tako 
na primjer, povežemo li sferu S2 i projektivnu ravan RP2 ponovo ćemo dobiti 
projektivnu ravan, a povezana suma dvije projektivne ravni daje Kleinovu 
bocu K2, Dokaze ovih tvrdnji dat ćemo u nastavku,

1.2 Topološke invarijante površi
Osnovne osobine koje topološki karakterišu neku površ su dimenzija (engl, 

dimension), graniea (engl, boundanj), orijentaeija (engl, orientability) i njen 
rod (engl, genus). Pojmovi dimenzije i graniee su nam intuitivno jasni, Površ 
može, ali i ne mora da ima svoju granieu, Ako površ ima granieu, ona se 
sastoji od konaćno mnogo razdvojenih kružnica S1, Kompaktne površi bez 
graniee nazivamo zatvorenim, One su topološki određene orijentabilnošću i 
rodom površi,

Orijentaeija predstavlja jedno od važnijih svojstava za neke topološke 
prostore, kao što su na primjer realni vektorski prostori, euklidski prostori, 
topološke površi i topološke mnogostrukosti, Općenito možemo reći da je 
topološki prostor orijentabilan ako u njemu nije moguće kretanje objekata u 
„smjeru kazaljke na satu" i „suprotnom smjeru od kazaljke na satu" tako da 
objekti kretnje ne mogu nikada doći u zrealni položaj pozieija u kojima su 
se nalazili, Takvi su na primjer realni vektorski prostori, euklidski prostori 
i sfere, Ukoliko postoji mogućnost kretanja objekta u topološkom prostoru 
tako da se objekat može vratiti u bilo koji svoj zrealni položaj u kojem se 
nalazio, za takav topološki prostor kažemo da je neorijentabilan,

Definicija 1.2.1 Zatvorena i pove.zana topološka površ je. orijentabilna ako 
se. smje.r ne. mijenja nakon jednog obilaska površi po bilo koje.m putu,. Površ
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je neorijentabilna ako nije orijentabilna.

Orijentabilnost odnosno neorijentabilnost je jedno od važnijih svojstava 
površi. Njemački matematičar i astronom August Ferdinand Mobius je 
1858. godine pokazao da postoji topološka površ po kojoj bismo mogli 
pustiti vektor normale da se kreće od bilo koje tačke do bilo koje druge 
na toj površi, ali da nikada ne pređe preko granice površi. Postoji velik 
broj ekvivalentnih dehnicija za (ne)orijentabilnost površi. Jedna od opće 
prihvaćenih je i dehnicija kojom se kaže da je površ orijentabilna ako ne 
sadrži Mobiusovu traku, a u suprotnom je neorijentabilna.

Na osnovu ovog svojstva površi možemo podijeliti na orijentabilne (npr. 
sfera, ravan, torus) i neorijentabilne (npr. Mobiusova traka, Kleinova boca, 
projektivna ravan).

Rod orijentabilne topološke površi je cijeli broj koji predstavlja maksi- 
malan broj rezanja duž zatvorenih linija (diskova) koje se ne sijeku, a da 
preostali dio površi ostane povezan. On je jednak broju ručki ili rupa na toj 
površi. Na primjer, orijentabilna površ roda g je g-torus (Slika 1.2). g-torus 
ili torus sa g-rućki je površ dobijena lijepljenjem g torusa u povezanu sumu, 
na način opisan u prethodnom odjeljku (vidjeti Sliku 1.1).

Slika 1.2: Primjer orijentabilne površi roda g

Rod neorijentabilne povezane i zatvorene topološke površi ili Eulerov 
rod je pozitivan cijeli broj koji odgovara broju kapa (engl. )
pričvršćenih na sferu.
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Pored prethodno navedenog možemo reei da je topologija nauka koja se 
bavi izueavanjem neprekiđnosti i onim svojstvima neke strukture koja ostaju 
nepromijenjena (invarijantna) pri njenim neprekidnim transformaeijama, 
Neke od topoloških invarijanti površi su (ne)orijentabilnost, rod i Eulerova 
karakteristika površi, za više vidjeti [16], [17] i [24],

Neka nam je đata površ M, Svaka površ dozvoljava đekompozieiju na 
konaean broj poligona eije su unutrašnjosti disjunktne i takve da je iviea 
svakog poligona zalijepljena za najviše jednu ivieu nekog drugog poligona, 
Ukupan broj vrhova (tjemena) ovih poligona nazivamo skupom vrhova 
(tjemena) i oznaeavamo sa V, Iviee poligona nazivamo stranieama, Sve 
straniee cine skup straniea, a oznaeavamo ga sa E, Poligone nazivamo 
stranama ili lieima, Sve strane ili lica cine skup strana u oznaci F. Tada je 
Eulerova karakteristika data sa

x (M ) = |V| -  |E| + |F|.

Lem a 1.2.1 Orijentabilna površ roda g ima Eulerovu karakteristiku 2 — 2g, 
a neorijentabilna površ roda g ima Eulerovu karakteristiku 2 — g.

Za datu površ Eulerova karakteristika i orijentabilnost opisuju njenu 
topologiju, Eulerova karakteristika za orijentabilne površi rođa g je

X(M ) =  2 — 2g — #  

a za neorijentabilne površi roda g

X( M) =  2 — g — #

gdje h i  k respektivno predstavljaju broj granienih komponenti orijentabilne 
odnosno neorijentabilne površi, Eulerova karakteristika povezane sume 
(M # N ) površi M i N  je data sa

X(M # N  ) =  x(M ) + x(N ) — 2.

O Eulerovoj karakteristiei površi više se može pronaei u [17], [46], [50] i
[74].
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1.3 Rad s poligonima kao modelima površi. 
Svojstva i tehnike u (re)konstrukcijama 
površi

Svaku površ možemo predstaviti pomoću njenog modela u ravni sa nekim 
identifikovanim stranicama poligona, vidjeti [46], [48], [81] i [84]. Na primjer:

• Torus (T2) (za više vidjeti [50], [81], i [84])

6 ! 1 : l 6

Slika 1.5: Model TUi R2

P ro jek tivna  ravan (RP2) (za više vidjeti [50], [81], i [84])

• Kleinova boca (K2) (za više vidjeti [50], [81], i [84])

Slika 1.8: Imerzija Kleinove boce u R3 SHka, 1.9: Model K2 u R2
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Mobiusova traka (MB2) (za više vidjeti [50], [81], i [84])

Slika 1.10: Mobiusova traka u R3
Slika 1.11: Model M B ^i R2

1.3.1 Simbol dijagrama površi
Pretpostavimo da smo površ prikazali u njenom modelu u ravni, tj. u 

obliku poligona. Stranice poligona oznacimo sa a  b C • • • 
ru kazaljke na satu duž granice dobijamo simbol dijagrama, za više vidjeti 
[48]. Simbol može biti zamijenjen cikličnom permutacijom, bez mijenjanja
relativnog poretka stranica poligona.

Tako na primjer posmatramo li 
Sliku 1.12 čitajući u smjeru ka- 
zaljke na satu dobit ćemo da je 
simbol dijagrama prikazanog poli- 
gona abd-1 bda-1. Dijagram poli- 
gona može cikličkom permutacijom 
biti zamijenjen sa d-1 bda-1 ab.

Slika 1.12: Simbol dijagrama poligona 
abd-1bda-1

1.3.2 Imenovanje vrhova
Svaku površ možemo podijeliti na konačan broj poligona. Neka nam je 

data površ i posmatrajmo proizvoljnu tačku na njoj. Na primjer, neka nam
je dat torus roda 2 prikazan u svom 
datom torusu odaberimo proizvoljnu 

Taćka A na datoj površi može 
biti spojnica velikog broja poligona 
(njihovih stranica). Cilj nam je 
odrediti koje su to stranice. Tačka 
(vrh ili tjeme) A je zapravo predsta- 
vljena brojem stranica koje se u njoj 
spajaju. Obilazimo oko taćke A da 
„pokupimo” sve njene susjede dok se 
ne vratimo u polaznu tačku.

modelu u ravni kao na Slici 1.13. Na 
tačku A.

Slika 1.13: Model u ravni torusa sa 
dvije rupe
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Cilj nam je da imenujemo i grupišemo sve vrhove. Xeka je spoj straniea 
a i c vrh A.

Slika 1.14: Identifikovanje vrhova A u poligonalnom modelu površi 

Identifikujmo sada klasu vrhova B i C.

Slika 1.15: Identifikovanje klasa vrhova ^ C u  poligonalnom modelu površi

1.3.3 Redukcija na samo jedan vrh
Pod poligonalnim modelom površi smatramo poligon eije su neke straniee 
i vrhovi identifikovani tako da je okolina svake taeke homeomorfna disku. 
Površi mogu nastati na razlieite naeine identifikaeijom straniea poligona, a 
dva poligona sa propisanim identifikaeijama smatramo ekvivalentnim ako 
datim identifikaeijama nastaju iste površi. Ovu definieiju zapravo možemo 
proširiti na oeigledan naein i za 2-dimenzionalne površi sa granieom.

Teorem a 1.3.1 Svaki poligon m,ože biti uvijek zamijenjen ekvivalentnirn, po- 
ligonom u kojem, je svaki vrh zalijepljen u istu tačku.

Dokaz Teoreme 1.3.1 može se pronaei u [48J. Posmatrajmo prethodni primjer 
i izvršimo redukciju na samo jedno pojavljivanje vrha B u poligonalnom 
modelu.
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B  f~ A

Slika 1.16: Redukcija na samo jedno pojavljivanje vrha B u modelu

1.3.4 Parovi stranica a—a
Za dokaz sljedeće teoreme vidjeti [48].

Teorem a 1.3.2 Uvijek možemo reducirati simbol nizova oblikom u kojem svi 
parovi stranica a-a se pojavljuju jedan za drugim.

Ovim načinom pojedine vrhove možemo u potpunosti eleminisati.

Slika 1.17: Eliminacija vrha B

1.3.5 Parovi stranica a -a -1
Sve parove oblika a-a~l možemo zalijepiti, ako imamo samo dvije stra- 

nice. Tada poligon izgleda kao na Slici 1.18.

Slika 1.18: Parovi stanica oblika a-a - i
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Tada stranice možemo zalijepiti i dobijamo sferu S2. Ako nemamo
situaciju da su dvije stranice u istom vrhu kao gore, možemo naći stranice 
u poligonu koje su iste, ali odvojene. Primjenom gore navedenih tehnika 
možemo ih svesti na željeni oblik. Dajemo dokaz sljedeće Teoreme slično kao 
u [48],

Teorem a 1.3.3 Torus sa k-rupa T2 # T 2 # . . .  # T 2 može biti predstavljen 
kao poligon sa 4g strana i simbolom b\a - 1 b-1...  akbka-1 b-1.

Dokaz: Posmatrajmo dva torusa (T2) koja trebamo zalijepiti (spojiti) u 
jednu hguru (objekat). Poznato nam je da ta dva data torusa T2 možemo 
predstaviti u torusnom modelu u ravni kao na Slici 1.19 i Slici 1.20.

Slika 1.19: Torus T :̂ â b\_a- 1 b- 1 Slika 1.20: Torus T :̂ a2b2a2 1 b2 1

Date toruse ćemo transformisati na način koji je prikazan na Slici 1.21 
i Slici 1.22, a lijepljenje datih torusa ćemo izvršiti po stranici c, kao što je 
prikazano na Slici 1.23.

Slika 1.21: Shematski prikaz transformacije prvog torusa T2
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Slika 1.22: Shematski prikaz transformacije drugog torusa T|

Slika 1.23: Shematski prikaz lijepljenja torusa Tf x T |

Pretpostavimo da je data tvrdnja tačna za torus roda k. Dodajmo još 
jedan torus i dokažimo da tvrdnja vrijedi za povezanu sumu dodajući još 
jedan torus T2. Lijepljenje vršimo po stranici d.

Slika 1.24: Prikaz transformacije lijepljenja torusa roda k i torusa Tf
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Slika 1.25: Shematski prikaz lijepljenja torusa roda k i tousa  T2

Teorem a 1.3.4 Povezana suma od k-kopija projektivnog prostora

RP2 #R P 2 #  .. .  #R P 2

može biti predstavljena poligonom sa 2g strana i simbolom a\a\a2a2 ...  akak.

Dokaz: Datu Teoremu dokazat ćemo induktivno, slićno kao u [48]. Za g = 1 
je očito tvrdnja tačna jer tada objekt opisuje standardnu projektivnu ravan.

Slika 1.26: Projektivna ravan RP2 

Za g = 2 dobijamo

Slika 1.27: Shematski prikaz transformacije prve projektivne ravni RP2
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Slika 1.28: Shematski prikaz transformacije druge projektivne ravni RP2

Slika 1.29: Poligon dobijen lijepljenjem RP2#R P 2

Pretpostavimo da je tvrdnja tacna za g povezanih projektivnih ravni i 
dokažimo da vrijedi za g + 1.

Slika 1.30: Poligon dobijen lijepljenjem g povezanih projektivnih ravni

Teorem a 1.3.5 Sljedeći objekti su homeomorfni

RP2 #R P2 #R P 2 «  K2 #R P2 «  T2 #R P2.

Dokaz: Dajemo dokaz ove tvrdnje slično ako u [46] i [48]. Pokažimo prvo da 
je K2 ^  RP2 #R P2. Kleinovu bocu u poligonalnom modelu u ravni možemo 
prikazati kao na Slici 1.31. Izvrsimo li „rezanje” po stranici d i lijepljenje po 
stranici 6, uslijedit će dokaz tražene tvrdnje, kao sto i prikazuju Slika 1.31 i 
Slika 1.32.
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Slika 1.31: K2 Slika 1.32: RP2#R P 2

Sada želimo pokazati da je T2#R P 2 ~  RP2#R P 2#R P 2 
šta dobijemo spajanjem torusa (T2) i projektivne ravni (MP2).

Slika 1.33: Torus T2 Slika 1.34: Projektivna ravan RP2

Slika 1.35: Mjesto lijepljenja na T2 Slika 1.36: Mjesto lijepljenja na RP2

Slika 1.37: Kreiranje granice na T2 Slika 1.38: Kreiranje granice na RP2
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Slika 1.39: Lijepljenje T2 i RP2 Slika 1.40: T2#R P2

Pokažimo sada da je T2#R P2 «  RP2#R P 2#R P2.

Slika 1.41: „Rezanje” i novo lijepljenje Slika 1.42: Lijepljenje po stranici b

Slika 1.43: T2# T 2 Slika 1.44: „Rezanje” po stranici f

Slika 1.45: Lijepljenje po c Slika 1.46: „Rezanje” po stranici g
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Slika 1.47: Lijepljenje po d 2

Slika 1.49: RP2 -  a Slika 1.50: RP2 -  f Slika 1.51: RP2 -  g

Dokaz sljedeće Leme dajemo prema [48].

Lema 1.3.1 Ako x predstavlja stranicu i P i Q predstavljaju nizove strana, 
tada xxP -1Q ~  x iP x iQ za odgovarajuću stranicu x\.

Dokaz:

Općenito možemo reći da vrijedi:

Teorem a 1.3.6 Neka je S kompaktna površ, formirana iz poligona u ravni 
lijepeći odgovarajuće stranice tog poligona, stranicu uz stranicu u naznačenom 
smjeru orijentacije. Tada je S homeomorfna tačno jednoj od površi

• T2# T 2#  .. .  # T 2, tj. torus sa k rupa.

0 T2# T 2#  .. .  # T 2#MP2, tj. povezana suma od torusa sa k-rupa i 
projektivna ravan,
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• T2# T 2# ... # T 2# K  povezana suma od torusa sa k-rupa i Kleinova 
boc.a,

• sfera S2.

U daljem istraživanju površi posebno eemo se bazirati na izueavanje tzv. 
translaeijskih površi.

1.4 Translacijske površi
Proueavanja o ravnim površima se pojavljuju pod razlieitim nazivima 

i u razlieitim pristupima, kao što su, na primjer kvadratni difereneijali, 
abelovski difereneijali, translaeione površi, F-strukture i slieno, Kvadratno 
pokrivene površi i translaeijske površi nastaju iz dinamiekih sistema, a mogu 
biti korištene u bilijarskim modelima i Teiehmiillerovoj teoriji. One imaju 
bogatu matematieku strukturu i mogu se proueavati sa razlieitih aspekata, 
kao što su: ahna geometrija, algebarska geometrija, teorija kombinatornih 
igara i slieno, Xama ee od posebnog interesa biti translaeijske površi i njihove 
osobine.

Slika 1.52: Primjer translaeijske površi

U kombinatornom smislu translaeijsku površ možemo defmisati na slje- 
deei naein:

Definicija 1.4.1 Neka Pi, P2, .. ., Pm čine kolekciju poligona u Euklidskoj 
ravni i pretpostavimo da za svaki poligon Pk i svaku stranu Si postoji stranica
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Sj za neki Pi, gdjeje i = j  i Sj = Si + 1 i za neki vektor lVi = 0 i takav da je 
lVj = —lV^ Prostor dobijen identifikacijom svih ŝ  sa njirria odgovarajućim 
Sj preslikavanjem x l  x  + 1  ̂ je translacijska površ.

U đoktorskoj tezi objekti koje proueavamo predstavljaju generalizaeiju 
translaeijskih površi, U suštini izueavat eemo površi nastale iz identifikaeije 
graniea regiona u ravni koji je izđijeljen na manje poligone, a to je i situaeija 
koju imamo kod translaeijskih površi, U klasu površi koje razmatramo 
spađaju i ravne Eiemannove površi, pošto se translaeijska površ može 
đefinisati i kao 1-holomorfna Eiemannova površ, Speeijalno, interesuju nas 
površi koje nastaju od poligona koji su pođijeljeni na jeđiniene kvadrate, 
Drugim rijeeima govorimo o pravilnoj kvadratnoj mreži sa konaeno mnogo 
izolovanih singulariteta, Na površima veeeg roda pravilna kvadratna mreža 
se može đefinisati u svim taekama, osim njih konaeno mnogo izolovanih sin- 
gulariteta koji se nazivaju i konusne taeke, Uklanjanjem susjeđa singularnih 
taeaka dobijamo ravnu površ sa granieom, Ako iz skupa strana poligona u 
ravni uparimo straniee iste identifikaeije, dobit eemo površ ravne metrike, 
Lijepljenjem identifikovanih strana dobit eemo translaeijske površi,

Klasa translaeijskih površi poznata pod nazivom kvadratna prekrivena 
površ (engl, sguare-tiled surfaces) je od velikog interesa za matematieare, 
Kvadratna prekrivena površ pređstavlja orijentabilnu površ dobijenu iz 
konaene familije jeđinienih kvadrata u ravni, nakon identifikaeije parova 
paralelnih straniea sa adekvatnim translaeijama, Opeenito, ukupan ugao 
kvađrata kvađratne prekrivene površi M je netrivijalni sadržilae od 2n i svaka 
takva taeka se naziva konusnim singularitetom od M, Mi cemo proueavati 
ravne površi sa konusnim singularitetima i konusnim uglom sadržilaea od | ,
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Glava 2

Grupe homologija poliomino 
popločavanja površi

Problemi koje nudi rekreativna matematika, kao što su kombinatorne 
igre, puzzle, trikovi sa kartama, problemi poploeavanja i drugi interesantni su 
matematiearima, ali i široj publiei, Ovi problemi su generalno jasni široj pu- 
bliei, ali put do njihovih rješenja je, najeešee, izrazito težak, Iđeje i problemi 
iz rekreativne matematike su đoveli do razvoja potpuno novih matematiekih 
điseiplina, Na primjer, proueavanje problema seđam Konigsbergskih mostova 
đovelo je do razvoja teorije grafova, a proueavanje magienih kvadrata do 
razvoja kombinatornog đizajna, Problem poploeavanja predstavlja jedan od 
trađieionalno proueavanih problema u matematiei, ođnosno kombinatoriei, 
Iako ovaj problem seže iz đaleke matematieke prošlosti, zbog svog znaeaja za 
arhitekturu, umjetnost, kompjutersku grahku, optimizaeiju i druge primjene, 
aktuelan je i đanas, Cilj ovog poglavlja đoktorske disertaeije je razmotriti 
problem poploeavanja na topološkim površima, Osnovna literatura korištena 
za pisanje ovog poglavlja je [18], [51] i [68],

2.1 Problem poliomino poploeavanja
Poliomino je geometrijska hgura u ravni dobijena spajanjem jednog ili više 

iđentienih kvadrata straniea uz stranieu, Možemo ih posmatrati kao konaean 
pođskup pravilnog kvadratnog poploeavanja sa popunjenom unutrašnjosti, 
Rijee poliomino prvi je upotrijebio Golomb u [25], Poliomino koji se sastoji 
od taeno n celija nazivamo n-omino, Poliomino oblike za n < 5 ilustrovali 
smo na Slikama 2,1, 2,2 i 2,3, Neki poliomino obliei liee na slova alfabeta 
pa su imena đobili po njima, koja eemo u nastavku koristiti za njihovo 
razlikovanje, vidjeti Sliku 2,2 i 2,3, U literaturi su još poznati i kao životinje
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na kvadratnim rešetkama. Za poliomino oblik kažemo da je slobodan ako na 
njemu dozvolimo translacije, rotacije i refleksije. Ako je na poliomino obliku 
zabranjena translacija, a dozvoljena rotacija i refleksija, tada kažemo da je 
takav poliomino oblik fiksan. Različite rotacijske orijentacije kod fiksnih 
poliomino oblika se smatraju jednakim, ali oblici s različitim kiralnostima 
(engl. chirality) ili orijentacijama se smatraju različitima. Poliomino oblike 
zovemo jednostranima kada se posmatraju u istoj kiralnosti ili orijentaciji. 
Pod pojmom kiralnosti podrazumijevamo da se poliomino oblik ne može 
preslikati u svoju zrcalnu sliku upotrebom translacija i rotacija.

□ □ □ m
I  L

Slika 2.1: Monomino, domino i tromino oblici

Slika 2.2: Tetromino oblici

Slika 2.3: Pentomino oblici

Njih su popularizovali Solomon Golomb koji je napisao prvu monografiju 
o poliominima [26] i Martin Gardner u svojoj kolumni Scientific American 
„Mathematical Games”, vidjeti [23]. Danas predstavljaju jedan od najpo- 
pularnijih subjekata rekreativne matematike i od velikog interesa su mate- 
matičarima, fizičarima, biolozima, kompjuterskim naučnicima i dr. Za više

37



informacija pogleđati [2] i [6], Ređelmeier je 1981, godine u svom radu [67] 
izračunao broj slobodnih s(n) i fiksnih t(n) n-omina za n = 1, . . . ,  24, Ovim 
problemom se kasnije bavi i Mertens u svom radu [57] koji je objavljen 1990, 
gođine, Izueavanjem slobođnih n-omina bavili su se i Lunnon [53], [54], Reađ 
[66], Ball i Coxeter [3], Conwav i Guttmann [19] te Goodman i O’Rourke [30], 
U tabeli 2,1 dajemo prikaz broja slobođnih, hksnih i jednostranih poliomino 
oblika r(n) za n =  1, . . . ,  24. Lako se uocava da vrijednosti od r(n), t(n) i 
s(n) eksponencijalno rastu i da za svako n vrijedi ^  < s(n) < r(n) < t(n), 
Jensen i Guttmann [34], [35] i Jensen [36] su raeunanje nastavili do n =  56,
Tabela 2,1: Tabela sa brojem hksnih, jednostranih i slobođnih n-omina za 
n <  24

n t(n) r(n) s(n)
1 1 1 1
2 2 1 1
3 6 2 2
4 19 7 5
5 63 18 12
6 216 60 35
7 760 196 108
8 2725 704 369
9 9910 2500 1285
10 36446 9189 4655
11 135268 33896 17073
12 505861 126759 63600
13 1903890 476270 238591
14 7204874 1802312 901971
15 27394666 6849777 3426576
16 104592937 26152418 13079255
17 400795844 100203194 50107909
18 1540820542 385221143 192622052
19 5940738676 1485200848 742624232
20 22964779660 5741256764 2870671950
21 88983512783 22245940545 11123060678
22 345532572678 86383382827 43191857688
23 1344372335524 336093325058 168047007728
24 5239988770268 1309998125640 654999700403

Madras u svom radu [55] đokazuje postojanje asimptotskog omjera rasta 
broja n-omina koji iskazuje u sljeđećoj teoremi:
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Teorem a 2.1.1

limÛ<X>
t(n + 1) 

t(n)
postoji (i jednaka je A).

Eezultati koje su đali Eden [21], Klarner [44], Kalrner i Eivest [45], te 
Ball i Coxeter [3] u svojim radovima uveliko su pomogli u proejeni konstante 
(A) koja govori o broju poliomino oblika za proizvoljan broj n. Trenutno 
najbolja poznata donja graniea konstante A data je u [7] i iznosi 4.0025, a 
najbolja gornja u [45] s vrijeđnošeu 4.6496. Pored graniea koje su dokazane, 
najboljom nedokazanom oejenom se uzima ona koju je dao Jensen [36], a 
iznosi 4.0625696 ±  0.0000005. Ova konstanta (engl, growth constant) se 
eesto još naziva i Klarnerova konstanta,

Mi eemo poliomino oblike koristiti kao objekte pomoeu kojih eemo 
prekrivati ili poploeavati željeni region M, Problem poliomino poploeavanja 
postavlja pitanje da li je moguee pravilno prekriti konaean region M koji se 
sastoji od eelija sa datim skupom T  poliomino oblika, Pod pravilnim poplo- 
eavanjem pođrazumijevat eemo poploeavanje pravilnim mnogouglovima pri 
eemu svi mnogouglovi i sva evorišta (mjesta gdje se spajaju vrhovi susjeđnih 
mnogouglova) moraju biti pođuđarni, Postoji velik broj generalizaeija ovog 
problema u odnosu na simetriena i asimetriena poploeavanja, analogone 
viših đimenzija, poliomino oblike u drugim pravilnim rešetkama (trougaone, 
hexagonalne i dr), Međutim, ovaj problem je generalno NP-težak i možemo 
dati odgovor samo u konaenom broju slueajeva, Ovaj problem privlaei pažnju 
matematieara, ali i onih koji to nisu, Postoji velik broj rezultata za neki 
speeihean poliomino oblik (vidjeti [27], [28], [29], [69] i [70]),

Conwav i Lagarias su istražili u [18] metod zvan graniena rijee (engl, 
boundanj word) za rješavanje ovog problema, Koristeei se idejom koju su 
đali Conwv i Lagarias istraživanje ovog problema nastavlja Eeid u [68], Eeid 
je u svom istraživanju dodijelio svakom skupu dijelova T  grupu homologija 
i grupu homotopija poploeavanja, On je dao potrebne uvjete za postojanje 
željenog poploeavanja konaenog regiona M u ravni, Ova iđeja omogueila 
je generalizaeiju velikog broja klasa kombinatornih poploeavanja, U ovom 
poglavlju bavit cemo se problemom poploeavanja površi S koja je podijelje- 
na u konaene „kombinatorne mreže” koje ne mogu biti pravilno poploeane 
konaenim skupom T  poliomino oblika i dehnisat cemo grupu homologija 
Hs (T ).

U istraživanju poploeavanja površi mi smo se bazirali iskljueivo na istra- 
živanje speeijalnih poploeavanja translaeijskih površi, U sljedeeem odjeljku 
uvest eemo grupu homologija poploeavanja za konaene kvadratne mreže na 
površima sa granieom u sklađu sa [68], Dat eemo ilustraeije primjera i đokaze 
tvrdnjih nekoliko teorema u kojima se đokazuje (ne)postojanost traženih
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popločavanja, a ciji dokazi su provedeni u skladu sa grupama homologija 
popločavanja.

2.2 Problem popločavanja površi
Standardna kvadratna mreža u ravni je karakteristična svojstvom da se 

tačno četiri stranice susreču u jednom vrhu, tj. svaki vrh je zajednički za 
četiri kvadrata u mreži. Pretpostavljamo da je svaka stranica mreže osim ako 
nije dio granične komponente, zajednička za tačno dva kvadrata. Ovo lokalno 
svojstvo će biti sačuvano za definisano poliomino popločavanje na površi kao 
što je slučaj u ravni. Takvu strukturu ćemo zvati kvadratna mreža na površi. 
Na primjer, neka je data kvadratna površ sa granicom m x n. Identifikacijom 
paralelnih stranica granice date kvadratne površi u istom smjeru, kako je i 
prikazano na Slici 2.4, dobijamo primjer kvadratne mreže na torusu. Slično, 
identifikacijom od dva para susjednih stranica granice kvadratne površi kao 
na Slici 2.4 m x m, gdje je m > 3 dobijamo primjer kvadratne mreže 
na Kleinovoj boci. Za ostale topološke strukture je nemoguće dati takve 
primjere, osim ako ne dozvolimo da površi imaju granice.

Slika 2.4: Kvadratna mreža na torusu i Kleinovoj boci
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Propozicija 2.2.1 Neka je M  topološka površ koja nema granice i pretpo- 
■stavimo da je na njoj data konacna mreža. Tada je M  torus ili Kleinova 
hoca.

Dokaz: Ako na površi M nema granienih komponenti, svaki vrh je inei- 
dentan sa taeno eetiri kvadrata i svaka straniea je ineidentna taeno sa dva 
kvađrata na mreži. Ako je n konaean broj kvađrata na mreži, tada Eulerova 
karakteristika od M je

x (M ) =  V -  E  + F = F -  2F  + F  =  0.

Nađalje, M je torus ili Kleinova boea. ■
Topološke površi sa granieom koje se mogu izdijeliti na konaean broj 

kvadrata u kojima je svaki vrh najviše stepena eetiri nije rijetka struktura. 
Takvu strukturu na primjer imaju „kvadratne” površi. Jeđan od naeina 
za njihovo dobijanje je identihkaeijom regiona u kvadratnoj mreži na naein 
opisan u glavi jedan.

Problem poploeavanja za konaean pođskup od pravilne kvadratne mreže 
u ravni sa konaenim skupom protuđijelova poliomino oblika je bio eesta tema 
izueavanja u zadnjim dekadama. Međutim, postoji mnogo drugih topoloških 
2-mnogostrukosti koje zađovoljavaju podjelu na konaean broj kvadrata koji 
euvaju strukturu pravilne kvadratne mreže za koju je i đehnisan problem 
poploeavanja, Neki rezultati i primjeri poliomino poploeavanja u literaturi su 
poznati pod notaeijom topološka poploeavanja, Speeijalno slueajevi valjka, 
torusa, Mobiusove trake, Kleinove boee i projektivne ravni su proueavani u 
126], [73] i [52|.

Poznato je nekoliko tehnika za traženje opstrukeija poploeavanja regiona 
M, a najzanimljivija je tehnika generalizaeije bojanja šahovske ploee, Ova 
tehnika se zasniva na einjeniei da se šahovska tabla sa uklonjenim suprotnim 
poljima ne može poploeati dominama, a njen dokaz se zasniva na razliei 
između broja bijelih i ernih polja, vidjeti [25], Opeenito, ideja se sastoji u 
tome da se sa nekoliko boja oboje sva polja datog regiona. Takvo bojanje 
daje speeijalan slueaj bojanja (engl, pattern), koje nam daje teorijske uslove 
za postojanje poploeavanja, ali koji đaleko od toga da moraju da budu i 
đovoljni uslovi,

Međutim, nije lako pronaei argument bojanja za đokazivanje nepostojanja 
poploeavanja, Keid je u [68] uveo grupu homologija poploeavanja i đokazao 
netrivijalnost speeijalnog elementa u ovoj grupi koji je đođijeljen konaenom 
podskupu od pravilne kvadratne rešetke proizveđene generalizaeijom argu- 
menta bojanja šahovske ploee, Metod poploeavanja grupe homologija koji 
je dao Keid je snažniji od argumenta bojanja, U istom radu Reid daje neke
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primjere gdje poznavanje poploeavanja grupe homologija nije đovoljno za 
đokazivanje nepostojanja poploeavanja,

Problem poliomino poploeavanja su proueavali Conwav i Lagarias u [18] 
gdje su uveli novu tehniku koja koristi graniene invarijante za formulaeiju 
potrebnih uvjeta za postojanje poploeavanja, Bazirajuei se na ideju koju su 
đali Conwav i Lagarias, Eeid je pređstavio u [68] novu strategiju za pristup 
problemu poploeavanja rađeei sa konaenim grupama homotopija, Eeidov 
metod poploeavanja u grupi homotopija je najuspješniji u uspostavljanju 
potrebnih kriterija za postojanje poploeavanja,

Naša glavna opservaeija je da se Eeidov metod istraživanja problema 
poploeavanja u grupi homologija može primijeniti za istraživanje topoloških 
poploeavanja, Klasieni model za dobijanje topoloških površi je identihkaeija 
strana poligona, vidjeti [48] i [81],

Neka je M topološka površ sa granieom dobijena lijepeei straniee od nekog 
konaenog pođskupa R pravilne kvađratne mreže u ravni i neka je T  konaean 
skup poliomino dijelova, Lijepeei strane dobijamo više naeina za postavljanje 
dijela iz T  na M nego u dueaju od R,tako M može biti poploean iako R ne 
dozvoljava poploeavanje sa dijelovima iz T. Mi uvođimo grupu homologija 
poploeavanja H (M, T) u [51] na isti naein kao i Eeid,

Zađržat eemo konveneiju za oznaeavanje eelija (jedinienih kvadrata) koju 
je uveo Eeid u svom radu [68], Drugim rijeeima eelija odnosno jeđinieni 
kvadrat u ravni ciji je donji lijevi ugao taeka (i, j ) jeđnostavno ce oznaeavati 
celiju (i, j).

Neka je A slobođna Abelova grupa generirana sa skupom eelija od M, 
Pretpostavimo đa su sve celije od M zađržale oznaku (i, j ) iz regiona R, 
Generator od A koji ođgovara celiji (i, j ) je oznaeen sa a,i,j. Neka je B(M,  T) 
podgrupa od A generisana sa svim elementima koji odgovaraju svim mogueim 
postavljanjima dijelova u T, tj, sumi elemenata Trdijeljenih celijama od M 
koji mogu biti prekriveni dijelovima iz T.

Deflnicija 2.2.1 Grupa homologija (M, T) je količnička grupa

H(M, T ) = A/B(M,  T).

Neka je sa a^- oznaeena slika od a^- u H(M, T). Kao u slucaju u ravni, 
tu je element 0  G H(M, T) dodijeljen od M

0  :=
(i,j)eM

koji je nula kada postoji poploeavanje od M sa poliominima iz T.
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Nadalje, 0  je opstrukeija za poploeavanje, Pored navedenog Miehael 
Eeid u svom radu [68] je razmotrio i takozvana oznaeena poploeavanja (engl, 
signed tiling), gdje đozvoljava da poliomino poploeavanje ima pozitivan i 
negativan znak, Jasno, znak poploeavanja od M sa T  postoji ako i samo ako 
je 0  trivijalan u H(M, T).

Grupe homologija poploeavanja u ravni koje je dehnisao Eeid su koristeei 
Grobnerove baze proueavali u svojim radovima Muzika-Dizđarevie, Timoti- 
jevie i Živaljevie, vidjeti [63] i [64],

Propozieija 2,10 koju Eeid daje u radu [68] za poploeavanja sa poliomi- 
nima u ravni je također zađovoljena i za topološka poploeavanja sa poliomi- 
nima, U naveđenoj propozieiji se istice da netrivijalni element 0  proizvodi 
speeijalno priđruživanje raeionalnih brojeva eelijama u M koje đaju gene- 
ralizaeiju argumenta bojanja šahovske table, U nastavku dajemo Propozi- 
eiju 2,2,2 koja pređstavlja prilagođbu Propozieije 2,10 iz [68] za topološka 
poploeavanja,

Propozicija 2.2.2 Neka je M  topološka površ sa granicom, sa konačnom 
kvadratnom mrežom i konačnim skupom poliomino oblika T  te da je 0  
netrivijalan u H(M,  T). Tada postoji bojanje ćelija racionalnim brojevima u 
M  takvo da

i) za svako postavljanje dijela iz T  ukupna suma prekrivenih brojeva je 
cijeli broj, i

ii) ukupan zbir svih brojeva u ćelijama u M  nije cijeli broj.

Dokaz: Neka je data eiklieka podgrupa (0) C H(T) generirana sa 0, 
Dehnišimo homomorhzam p : (0) ^  Q /Z sa <^(0) =  0, Ako 0  ima 
beskonaean red tada uzimamo <^(0) =  2 mod Z, a ako 0  ima konaean red 
n > 1, tada đehnišemo <^(0) =  n mod Z, Kako je Q /Z đjeljiva Abelova 
grupa, a homomorhzam p proširen do homomorhzma H(M, T) ^  Q/Z 
također zovemo p. Ovdje koristimo ekvivalentne tvrđnje i osobine od 
injektivnih i đjeljivih grupa za Abelove grupe ([13], Propozieija 6,2) Nađalje, 
A je slobodna Abelova grupa, kompozieija preslikavanja

A ----- » A/B(M,  T)  =  H(M, T) Q/Z

dozvoljava homomorhzam ^  : A ^  Q, takav đa sljedeci dijagram komutira

A ------i -----> Q

H(M, T) Q/Z
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gdje je vertikalna surjekcija količničko preslikavanje. Zeljeno bojanje ćelija je 
definisano sa i jednostavno B(M, T) ro od A ^  Q/Z, gdje svako
postavljanje dijela prekriva ukupno cijeli broj. Ali, ^ (0 ) = 0 i ukupan broj 
ćelija u M nije cijeli broj. ■

Razmatranje popločavanja je posebno interesantno na toploškim povr- 
šima jer mnogobrojni primjeri koji se ne mogu riješiti u ravni na površima 
nude lijepa i jednostavna rješenja. Na primjer, posmatramo li u ravni 
tablu dimenzije 3 x (2k + 1) podijeljenu u kvadratnu mrežu istu ne možemo 
popločati sa L trominima, dok istu kvadratnu mrežu dimenzije 3 x (2k + 1) 
na torusu sa istim oblikom možemo popločati za svako k G N. Dokaz tvrdnje 
za tornsnu kvadratnu mrežu 3 x (2k + 1) i postojanost popločavanja sa L 
trominima za svaki prirodan broj k dajemo u sljedećoj propoziciji.

Propozicija 2.2.3 Kvadratna torusna mreža dimenzije 3 x (2k + 1) može 
se poplocati sa L trominima za svako k £ N.

Dokaz: Posmatrajmo torusne mreže 3 x 9 i 3 x 11. Neka je sa brojevima 
od 1, 2, • . označeno postavljeno L tromina na datu kvadratnu torusnu 
mrežu. Uočimo da L tromino u prvi stupac moramo postaviti tako da jedno 
polje od L tromina prelazi donju stranicu lijepljenja (postavljanje prikazano 
brojem 1), a drugi L tromino prelazi desnu vertikalnu stranicu lijepljenja 
(postavljanje prikazano brojem 2). Zatim naizmjenično postavljajmo L 
tromino na datu tablu u položajima prikazanim pod brojem 4 i 5, redom 
kako dolaze.

1 4 4 6 6 8 8 3 3

k 2 4 5 6 7 8 9 3 2 i

1 1 5 5 T T 9 9 2

Slika 2.5: Kvadratna torusna mreža dimenzije 3 x 9

Analogno, vrijedi za kvadratne tornsne mreže dimenzije 3 x (2k + 1), za 
svako k £ N.

Slika 2.6: Kvadratna torusna mreža dimenzije 3 x (2k + 1)
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U sljedećem primjeru dajemo prikaz postojanja popločavanja kvadratne 
torusne mreže dimenzije 5 x 5 sa L-pentaminima, a da je pri tome element 
6 trivijalan u homoloskoj grupi poploćavanja.

P rim jer 1 Kvadratna torusna mreza dimenzija 5 x 5 moze se popločati L 
pentaminima.

Rješ enje: Na Slici 2.7 je dato moguće popločavanje kvadratne torusne mreže 
5 x 5 sa L pentaminima.

Slika 2.7: Poploćavanje kvadratne torusne mreže 5 x 5 sa L-pentaminom

Dokažimo da je homoloska grupa poploćavanja Z5, a da je element 
opstrukcije poploćavanja 6 trivijalan. Neka je data torusna mreža dimenzije 
5 x 5 predstavljena u torusnom modelu mreže u ravni i sa datim imenima 
ćelija kao na Slici 2.8.

Slika 2.8: Kvadratna torusna mreža dimenzije 5 x 5
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Eazmotrimo moguća postavljanja našeg dijela na dati model torusne 
mreže u ravni, Svako postavljanje zadovoljava neku od relaeija (2,1):

di+1j + djj + CLi,j+1 + ai,j+2 + ai,j+3 =  °  (2.1)

gdje i (i =  1, . . . ,  5) predstavlja datu vrstu, a j  (j = 1, . . . ,  5) dati stupae na 
đatoj torusnoj mreži i vrijedi da je 5 + i =  i za svako i G {1, . . . ,  5} i 5+ j  =  j  
za svako j  e {1, . . . ,  5} Indeksi u relaciji (2.1) se uzimaju po modulu 5 u 
potpunom sistemu ostataka {1, . . . ,  5}, Posmatrajuei relaeiju (2,1) i relaeiju

ai,j + ai+1,j + ai+2,j + ai+3,j + ai+3,j+1 = °

dobijamo da u grupi homologije ovog poploeavanja za svako i, j  G {1, . . . ,  5} 
vrijedi da je

ai,j ai,j+1 ai+1,j i

na osnovu eega slijedi da su sva polja na torusnoj mreži ekvivalentna, 
Postavimo li dati poliomino oblik na torusnu mrežu sa ekvivalentnim eelijama 
đobijamo đa vrijeđi relaeija 5^^+ =  0, odakle slijedi đa je naša grupa 
homologija izmorfna grupi

G(a+1 |5a1,1 — 0) — Z5.

Razmotrimo li đatu torusnu mrežu na njoj imamo 25 ćelija a1y1l đrugim 
rijeeima slijedi da je element koji odgovara ovoj tabli

0  — 25 aM — 5(5 aM) — 0,

trivijalni element naše grupe, ♦
Sljedeei primjer pokazuje da element koji odgovara mreži poploeavanja u 

grupi homologija može biti trivijalan, a da poploeavanje nije moguee,

P rim jer 2 Kvadratna torusna mreza dimenzija 5 x 5 ne može se popločati 
T-pentaminima.

Rješenje: Neka je data kvadratna torusna mreža dimenzije 5 x 5 predsta- 
vljena u torusnom mođelu mreže u ravni i sa datim imenima eelija kao na Slici 
2,8, Razmotrimo moguea postavljanja T-pentamina na dati model torusne 
mreže u ravni, Svako postavljanje zađovoljava neku od relaeija:

ai,j + ai+1,j + ai+2,j + ai+2,j+2 + ai+2,j+3 =  °  (2-2)

gđje i (i — 1, . . . ,  5) predstavlja datu vrstu, a j  (j — 1, . . . ,  5) đati stupae na 
datoj torusnoj mreži i vrijedi da je 5 + i — i za svako i G {1, . . . ,  5} i 5+ j  — j
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za svako j  G {1, . . . ,  5}. Indeksi u relacijama ovog primjera se uzimaju po
modulu 5 u potpunom sistemu ostataka {1, . . . ,  5}. Posmatrajući relaeiju
(2.2) i relaciju

ai,j + ai,j+1 + ai,j+2 + ai+1,j+1 + ai+2,j+1 =  °

dobijamo da u grupi homologije ovog poploćavanja za svako i , j  G {1, . . . ,  5} 
vrijedi da je

ai,j ai,j+1 ai+1,j.

Odakle slijedi da su sva polja na torusnoj mreži ekvivalentna. Postavimo 
li T-pentamino na torusnu mrežu sa ekvivalentnim ćelijama dobijamo da 
vrijedi relaeija 5 a^  =  0, na osnovu ćega slijedi da je naša grupa homologija 
izmorfna grupi

G(a1,1|5a1,1 =  0) =  Z5.

Razmotrimo li datu torusnu mrežu na njoj imamo 25 ćelija a ^ ,  drugim 
riječima slijedi da je element koji odgovara ovoj tabli

0  =  25 aM = 5(5^^) =  0,

trivijalni element naše grupe.
Ispitajmo sada koje sve mogućnosti postoje u postavljanju T-pentamina 

na datu torusnu mrežu i provjerimo da li popločavanje postoji ili ne postoji. 
Možemo hksirati prvo postavljanje T-pentamina kao na Slici 2.9.

a

a 5 , l « 5 ,2 ®5,3 a 5 ,4 « 5 ,5

®4,1 « 4 ,2 « 4 ,3 a 4 ,4 a 4 ,3

! « 3 ,1 ®3,2 a 3 ,3 a 3 ,4 a 3 ,5  >

« 2 ,1 « 2 ,2 a 2,3 a 2 ,4 a 2,5

®1,1 ^ 1 ,2 a l ,3 a l ,4 a l ,5

a

Slika 2.9: Fiksirano postavljanje T-pentamina na torusnu mrežu
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Pretpostavimo da je traženo popločavanje moguće i razmotrimo kako bismo 
mogli postaviti T-pentamino tako da prekrije čeliju a\,\ na torusnom modelu 
mreže u ravni. Tada dobijamo sljedeće slučajeve.

Slika 2.11: Slučaj 2

Slika 2.12: Slučaj 3

Jasno je da Slućaj 4 nema smisla razmatrati zbog neprekrivene čelije a2,2. 
Analizirajmo preostala tri slučaja i mogućnost njihovog daljeg popločavanja. 
Posmatrajmo prvo Slućaj 1 i razmotrimo mogučnosti prekrivanja čelije d5,i.
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Slika 2.14: Mogućnost postavljanja T-pentamina da prekrije ćeliju a5,i u 
Slučaju 1

Nakon postavljanja T-pentamina uočavamo da u Slučaju 1 popločavanja nije 
moguće. Drugih mogućnosti u prvom slučaju nemamo. Razmotrimo Slučaj 
2. Prvo razmotrimo moguća postavljanja T-pentamina na torusnu mrežu 
tako da prekriva ćeliju a5,^ Tada T-pentamino možemo postaviti na način 
prikazan na Slici 2.15.

a

fl5,l fl5,2 fl5,3 fl5,4 fl5,5

fl4,l ^4,2 fl4,3 fl4,4 fl4,5

! ®3,1 fl3,2 fl3,3 fl3,4 fl3,5 1

«2,1 fl2,2 fl2,3 fl2,4 a 2,5

O l,l ^1,2 fll,3 «1,4 ^1,5

a

Slika 2.15: Mogućnost postavljanja T-pentamina da prekrije ćeliju a5̂  u 
Slučaju 2

Tada uočavamo da nam polja a^3 i a2,3 ostaju zatvorena, što nas dovodi do 
zaključka da traženo popločavanje nije moguće. Preostaje nam još razmotriti 
da li je popločavanje moguće u Slučaju 3. U ovom slučaju T-pentamino 
možemo postaviti na torusnu ploču kao na sljedećim slikama.
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a 5 , l a 5 ,2 «5 ,3 f l5,4 «5 ,5

a 4 , l a 4 ,2 a 4,3 a 4 ,4 a 4,5

! ®3,1 a 3,2 «3 ,3 «3 ,4 a 3,h  ■

f l2 ,l a 2,2 «2 ,3 a 2,4 a 2,5

A l , l a l ,2 a l,Z a l ,4 a l ,5

Slika 2.16: Postavljanja T-pentamina da prekrije polje a51 u Slučaju 3

Za drugu mogućnost je očigledno da popločavanje ne postoji, a postavljanje 
još jednog T pentaniina na torusnu mrežu u prvoj mogućnosti vodi nas 
istom zaključku da popločavanje nije moguće. Na osnovu prethodno rečenog 
zakljućili smo da poploćavanje kvadratne torusne mreže dimenzije 5 x 5 sa 
T-pentaminima nije moguće. 4

Na osnovu Primjera 1 i Primjera 2 niožemo zaključiti da u slučaju kada je 
element © u traženoj grupi homologija jednak nuli, ne možemo sa sigurnošću 
tvrditi da popločavanje postoji ili ne postoji, u takvim slučajevima treba 
izvršiti dodatnu analizu pomoću koje bismo mogli utvrditi da li je takvo 
popločavanje moguće ili nemoguće.

2.3 Nepostojanje poliomino popločavanja na 
topološkim površima

U ovom dijelu dat ćenio prikaz nekih rezultata nepostojanja poliomino 
popločavanja na topološkim površima, Proučavat ćenio popločavanje površi 
različitog roda sa granicom, sa odabranim skupom poliomino oblika za 
ilustraciju računanja grupe homologija popločavanja površi.

Prvo ćenio dati pregled tri rezultata poliomino popločavanja na kvadrat- 
noj torusnoj mreži. Ovakva popločavanja su i ranije razmatrana [73] kao 
zatvoreni dijelovi u ravni. Rezultati dati u Teoremi 2.3.1, Teoremi 2.3.2 
i Teoremi 2.3.3 su rezultati zajedničkog istraživanja Edina Liđana i Đorđa 
Baralića publikovani u radu [51].

Teorem a 2.3.1 Kvadratna torusna mreža dimenzije (4m  +  2) x (4n +  2) ne 
može se popločati sa I-tetrominima.

Dokaz: Neka je data kvadratna torusna mreža dimenzije (4m +  2) x (4n +  2) 
u torusnom modelu mreže u ravni sa označenim ćelijama kao na Slici 2.17.
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a
« 4 m + 2 , l a 4 m + 2 ,2 < * 4 m + 2 ,4 n + l a 4 m + 2 ,4 n + 2

® 4 m + l , l ® 4 m + l , 2 < * 4 m + l ,4 n + l < * 4 m + l ,4 » + 2

i : 
> •

i
: t

<*2,1 <*2,2 < * 2 ,4 n + l < * 2 ,4 n + 2

<*1,1 <*1,2
< * l , 4 n + l < * l ,4 n + 2

a

Slika 2.17: Torusna mreža dimenzije (4m + 2) x (4n +  2)

Razmotrimo sva moguća postavljanja datog poliomino oblika na dati 
torusni model mreže. Svako postavljanje zadovoljit će neku od sljedeće dvije 
relacije:

ai,j + ai,j+l + ai,j+2 + ai,j+3 = 0 i 0, i,j + ai+l,j + ai+2,j + ai+3,j =  0

gdje i =  1, . . . ,  4m + 2 ozna+ma, redove, a j  = 1 , . . . ,  4n + 2 oznaćava kolone 
datog modela torusne mreže. Pretpostavimo da su indeksi redova predsta- 
vljeni po modulu 4m + 2, a indeksi kolona po modulu 4n + 2. Razmotrimo 
li sljedeće relacije

ai,j+l +  ai,j+2 + ai,j+3 + ai,j+4 = 0

dobijamo da u grupi homologija traženog popločavanja vrijedi

ai,j ai,j+4

za svako i, j  £ {1, 2, . . . ,  4k + 2}. Analogno, ai;j = ai+4,j.
Iz relacija koje odgovaraju postavljanjima preko identificiranih strana 

pravougaonika kojim je predstavljen naš torusni model mreže dobijamo 
odgovarajuće ćelije mreže koje su jednake odgovarajućim generatorima u 
traženoj grupi homologija popločavanja. Koristeći

ai,4m-1 + ai,4m + ai,4m+1 + ai ,4m+2 0 1
ai,4m + ai,4m+1 + ai,4m+2 + ai,1 0

zakljućujemo da ai;1 = ai;4m-1. Na isti naćin zakljućujemo da vrijedi
ai,2 = ai;4m, a1;i = a4n-1;i i a2;i = a4n;i za svako i. Kombinirajući dobijene
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jcdnakosti, dobijamo

ai,j —

0i+ ako jc i = 1 (mod 2), j  = 1 (mod 2),
0i+ ako jc i = 1 (mod 2), j  =  0 (mod 2),
02,i ̂ ako jc i = 0 (mod 2), j  =  1 (mod 2),
02+ ako jc i =  0 (mod 2), j  =  0 (mod 2).

kao što jc prikazano na Slici 2.18.

a

<*2,1 02,2 02,1 02,2

01,1 01,2 01,1 01,2

*
* :

: i 
i

02,1 02,2 02,1 02,2

01,1 01,2 01,1 01,2

a

Slika 2.18: Bojanjc ckvivalcntnih ćclija tornsnc rnrcžc

Postavimo li I-tctromino na tornsnn rnrcžn sa dobijcnim ckvivalcntnim 
ćclijama dobijamo da vrijcdc sljcdcćc rclacijc

2di,i +  2di,2 — °  2di,i +  2d2,i — °
202,! +  2(22,2 — 0, 2(2i,2 +  2(22,2 — 0.

Nadaljc, naša grnpa homologija jc izomorfna sa kolićnićkom grnporn slobodnc 
Abclovc grnpc gcncriranc sa ćctiri gcncratora i gorc navcdcnc ćctiri rclacijc. 
Razmotrimo li njihovu reprezentaciju koristeći sljedeća ćetiri generatora a — 
O^, b — 0i,i + 0 ^ , c — 0i,i + 02p i d — 02,2 — O^. Tada slijedi da je

2b — 2c — 2 d — 0,

odaklc slijcdi da jc naša grupa homologija poploćavanja izomorfna sa

G(a, b, c, d|2b — 2c — 2d — 0) — Z © (Z2)3.

Torusna mreža ima 2k + 1 ćelija O^, 0 ^ , 02, ^  a2,2j gdje je k — 2mn + 
m + n. Drugim rijećima slijedi da je element koji odgovara datoj torusnoj
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mreži

0  — (2k + 1}di,i + (2k + 1)di,2 + (2 k + 1)^2,1 + (2k +  1)d2,2
=  Qi,i + 0,1,2 + 0,2,1 + 0,2,2 — b + c + d

netrivijalan u traženoj grupi homologija, pa traženo poploeavanje nije 
moguee, ■

N apom ena 2.3.1 Do istog zakljucka možemo doći bojanjem torusne ploče 
kao na Slici 2.18. Svaki dio prekriva 2 plave i 2 žute ćelije, ili 2 plave i 2
crvene, ili 2 žute i 2 zelene, ili 2 crvene i 2 zelene. Broj ćelija u svakoj boji
je paran, a svaki dio prekriva neparan broj ćelija, pa na osnovu toga možemo 
zaključiti da traženo popločavanje nije moguće.

Razmotrimo sađa poploeavanja kvadratne torusne mreže dimenzije (4m + 
2) x (4n + 2) sa T-tetrominima [[51], Teorema 3,1] i sa heksominima [[51], 
Teorema 3,2],

Teorem a 2.3.2 Kvadratna torusna mreža dimenzije (4m + 2) x (4n + 2) ne 
može se popločati s T-tetrominima.

Dokaz: Razmotrimo torusnu mrežu pređstavljenu kao na Slici 2,17, Razmo- 
trimo sva moguea postavljanja T-tetromina na datu torusnu mrežu, Svako 
postavljanje zadovoljava neku od sljeđeeih relaeija:

0i,j + 0i,j+1 + 0i,j+2 + 0i±i,j+i = 0 i 
0i,j + 0i+1,j + 0i+2,j + 0i+1,j±1 =  0

gdje koristimo iste oznake kao i u đokazu Teoreme 2,3,1, Iz navedenih relaeija 
direktno možemo zakljueiti da u traženoj grupi homologija poploeavanja 
vrijedi

°i+2,j — °i,j — °i,j+2

za svako i i  j . Nadalje,

°i,j
a\y1, akoje i — j  =  0 (mod 2), 
aly2, ako je i — j  =  1 (mod 2),

kao što je prikazano na Sliei 2,19,
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a
®1,2 <*1,1 k,2 <*i,i

^1,1 <*1,2 h,i k,2

h,2 <*i,i k,2 h,\

f l l .l fll,2 k,\ h,2

a

Slika 2.19: Bojanje ekvivalentnih ćelija torusne mreže

Postavljajući T-tetromino oblik na datu torusnu mrežu sa ekvivalentnim 
ćelijama, dobijamo jednu od sljedeće dvije relacije

3ai,i + ai,2 = 0 i
3di,2 + ahl =  0. 

Nadalje, tražena grupa homologija je izomorfna sa grupom

G(a1t1 |8a1;1 =  0) =  Z8.

Naša mreža ima 2m ćelija a1j:L i a12, gdje je k = (2m  +  l)(2n + 1). Element 
koji odgovara našoj mreži

0  =  2 k a1f1 +  2 k a12 =  —4k a1t1 = 4ai_,]_

je netrivijalni element grupe homologija popločavanja, to traženo popločava- 
nje ne postoji. ■

Teorem a 2.3.3 Kvadratna torusna mreža dimenzije (4m +  2) x (4n + 2) ne 
može se popločati s X-heksominima.

Slika 2.20: X  heksomino
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Dokaz: Razmotrimo kvadratnu torusiiu rnrcžu rnodcla u ravni dimcnzijc 
(4m + 2) x (4n +  2) kao sto je prikazano na Slici 2.17. Ispitajmo sva moguća 
horizontalna postavljanja X-hcksomina na datu torusnu rnrcžu. Svako od 
njih zadovoljava jcdnu od sljcdcćih rclacija

ai,j +  ai,j+1 + ai,j+2 +  ai,j+3 +  <R+1 j +1 +  ČLi-l,j+l =  °  (2.3)

gdjc su rcdovi i kolonc irrrcnovani analogno kao i u dokazu Tcorcrrrc 2.3.1. Iz 
(2.3) dobijarrro da su u grupi horrrologija tražcnog popločavanja zadovoljcnc 
jednakosti (Rj =  a^j+4 za svako i i j. Odnosno =  Č^, Čiy4n =  čLi,2,
ti'i+n+A. = (ii.,3 i ČLi,,4n+2 = +,4 nadalje dobijamo da za svako i i j  je također 
zadovoljeno č -̂ =  ni,j+2.

Analogno, razmatranjem svih vertikalnih postavljanja slijedi da je č -̂ = 
čLi+2j  za svako i i j .  Ekvivalencija ćelija na datoj torusnoj mreži u grupi 
horrrologija tražcnog popločavanja prikazana jc na Slici 2.21.

a

^ 2,1 ^ 2,2 fl2,l ®2,2

f ll, l h ,2 h , i h ,2

*
* :

: i 
i

h , i h ,2 h , i h ,2

f l l ,2 h , i f l l ,2

a

Slika 2.21: Bojanjc ckvivalcntnih ćclija datc kvadratnc torusnc rrrrcžc

Nadaljc, zaključujcrrro da jc grupa horrrologija tražcnog poploča- 
varrja količrrička grupa slobodnc Abclovc grupc sa čctiri gcncratora 
G{čl\i  , č^ č^ ,  a2,2) i sa zadovoljenim sljedećim relacijama

2č1,2 +  2č2,1 +  2č2,2 = 0,
2č1,1 +  2č2,1 +  2č2,2 = 0,
2č1,1 +  2č1,2 +  2č2,2 = 0,
2č1,1 +  2č1,2 +  2č2,1 = 0.

Razrrrotrirrro sada prczcntaciju grupc horrrologija od tražcnog poploča- 
vanja koristeći sljedeće generatore č^ ,  č^ ,  b = č^2 +  a2y1 + č2,2 i c =
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či,i + či,2 + a2,i- Gore navedene relacije s novim generatorima daju

2b = 2  c = 2a12 =  2 d ^ .

Odnosno, slijedi da je tražena grupa homologija našeg poploeavanja

G(di,i,di,2,c,b|2c =  2b =  2di,i =  2di,2 =  0) =  (Z2) .

Odavde slijedi da je element koji odgovara ovoj mreži

0  =  (2 k + 1)di,i + (2 k + 1)di,2 + (2 k + 1)d2,i + (2 k + 1)d2,2 
=  2m(di,i + di,2 + d2,i + 02,2) + di,i + di,2 + d2,i + d2,2
=  di,i + b

netrivijalni element u traženoj grupi homologija, prema tome traženo 
poploeavanje ne postoji, ■

N apom ena 2.3.2 Do istog zaključka možemo doći bojanjem torusne ploče. 
kao na Slici 2.21. Svaki dio prekriva 2 plave ćelije, 2 crvene i 2 zelene Ui 2 
plave, 2 žute i 2 zelene Ui 2 crvene, 2 žute i 2 zelene Ui 2 plave, 2 crvene 
i 2 zelene ćelije. Broj ćelija u svakoj boji je neparan, i svaki dio prekriva 
paran broj će.lija u, .svakoj boji, pa na osnovu. toga može.mo zaključiti da je. 
popločavanje. nemoguće.

Razmotrimo sada neke od rezultata na površima sa granieom, Kao što 
smo vee mogli vidjeti, topološka svojstva su znaeajna za grupe homologija 
traženog poploeavanja,

P rim jer 3 Kvadratna torusna mreža dimenzije 9 x 5 sa jednim uklonjenim 
poljem na mreži se ne može poploćati sa kvadratom dimenzije 2 x 2 i krstom 
prikazanim na slie.i.

Sve. orije.ntae.ije. postavljanja poliomino oblika su, dozvoljene.

Rješenje: Neka je dat kvadratni model torusne mreže dimenzije 9 x 5 sa 
jednim uklonjenim poljem na datoj torusnoj mreži, Na primjer, neka je to 
eelija kao što je prikazano na Sliei 2,22,
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Slika 2.22: Torusni model mreže sa jednim uklonjenim poljem

Imenujemo li ćelije na način prikazan na Slici 2.23 zaključujemo da smo 
proizvoljno uklonili ćeliju a3,5.

05,1 «5,2 %,3 <*5,4 05,5 05,6 <*5,7 <*5,8 05,9

(*4,1 «4,2 «4,3 ai,i <*4,5 a4,6 <*4,7 <*4,8 ć+9

: «3,1 «3,2 ®3,3 <*3,4 <*3,6 <*3,7 <*3,8 <*3,9 !

02,1 a2,2 <*2,3 a2,A a2,b <*2,6 <*2,7 a2,S 02,9

fli,i al,2 <*1,3 al,A <*1,5 al,6 <*1,7 <*1,8 <*1,9

Slika 2.23: Imenovanje ćelija na torusnoj mreži 9 x 5

Postavimo dva kvadrata dimenzije 2 x 2 na datu torusnu mrežu kao što 
je prikazano na Slici 2.24. Tada vrijede sljedeće relacije

ai,i + ai,2 + a2,i + â ,2 = 0, (2*4)
a3,3 + a3,4 + a4,3 + a4,4 = 0. (2-5)

<*5,1 <*5,2 <*5,3 <*5,4 05,5 05,6 <*5,7 <*5,8 05,9

4̂,1 04,2 <*4,3 04,4 <*4,5 <*4,6 04,7 <*4,8 04,9

! 03,1 <*3,2 <*3,3 <*3,4 <*3,6 <*3,7 <*3,8 <*3,9 ’

<*2,1 02,2 <*2,3 <*2,4 <*2,5 <*2,6 02,7 <*2,8 <*2,9

01,1 <*1,2 <*1,3 01,4 <*1,5 <*1,6 <*1,7 <*1,8 <*1,9

Slika 2.24: Postavljanje kvadrata 2 x 2 na torusnu mrežu 9 x 5
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Zatim postavimo oblik krsta kao što je prikazano na Slici 2.25 i Slici 2.26. 
Na osnovu postavljanja oblika krsta kao na datim slikama slijedi da vrijede 
sljedeće relacije:

a1,2 + a2,1 +  a2,2 +  a2,3 +  a3,2 = 0, (2.6) 
a2,3 + a3,2 +  a3,3 +  a3,4 +  a4,3 = (2.7)

05,1 05,2 05,3 05,4 05,5 05,6 05,7 05,8 05,9

04,1 04,2 04,3 04,4 04,5 04,6 fl4,7 04,8 04,9

* 03,1 03,2 03,3 «3,4 ■ 03,6 03,7 ć + 8 03,9 !

02,1 02,2 02,3 02,4 02,5 02,6 02,7 02,8 «2,9

O l,l 0 l ,2 0 l,3 0 l,4 0 l,5 0 i ,6 0 l,7 0 l,8 0 l,9

Slika 2.25: Postavljanje krsta na torusnu mrežu 9 x 5 - slućaj 1

05,1 05,2 05,3 05,4 05,5 fl5,6 05,7 05,8 05,9

04,1 04,2 04,3 04,4 04,5 04,6 04,7 04,8 ć + 9

! 03,1 03,2 03,3 03,4 ■ 03,6 03,7 03,8 03,9 !

02,1 02,2 02,3 02,4 02,5 02,6 02,7 02,8 02,9

O l,l 0 l,2 0 l,3 0 l,4 0 l ,5 + , 6 0 l ,7 <>1,8 0 l,9

Slika 2.26: Postavljanje krsta na torusnu mrežu 9 x 5 - slućaj 2

Iz relacija (2.4), (2.5), (2.6) i (2.7) slijedi da su ćelije a ^  i a4,4 ekvivalentne 
u traženoj gmpi homologija, tj. vrijedi da je a1f1 = a4,4 (Slika 2.3).

05,1 05,2 05,3 05,4 05,5 05,6 05,7 05,8 05,9

04,1 04,2 04,3 fl4,5 04,6 04,7 04,8 04,9

! 03,1 03,2 03,3 fl3,4 ■ 03,6 03,7 03,8 03,9 *

02,1 02,2 02,3 02,4 a 2,5 02,6 02,7 02,8 02,9

(5 ) 0 l,2 0 l ,3 0 l ,4 0 l ,5 0 l,6 0 l,7 f l l,8 0 l,9

Slika 2.27: Ekvivalencija ćelija a ^  i ćelije a4,4
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Analogno dobijamo da vrijedi: a4,4 = a2,7 =  a5,4 =  a3, a4,i = a4,7 =
a2,i = a5,4 = a%,7, a5,4 = a2,4 = a4,i, a4,i =  a i,4 = a5,7, a4,4 = a4,7. 
Zaključivanjem na isti način slijedi da su ćelije a12, a2,2, a32, a4,2, a5,2l a1>4, 
a2,4, a3>4, a44., a54, a17, a2,7, a37, a4,7 i a5,7 međusobno ekvivalentne, odnosno 
da su sve generisane generatorom a1>2 u traženoj grupi homologija. Analogno 
slijedi da su ćelije ai,3, a2,3, a5,s, a4,3, a5,3, ai,6, a2,6, a3,6, a4,6, a5,5, a^g, 
a2,9, a3,9, a4,9 i a5,9 međusobno ekvivalentne, odnosno da su sve generisane 
generatorom ai 3 u traženoj grupi homologija. Zamjenjujući ćelije njihovim 
generatorima dobijamo ekvivalenciju ćelija i bojanje kvadratne torusne mreže 
9 x 5 kao što je prikazano na Slici 2.28.

Slika 2.28: Ekvivalencija ćelija i bojanje kvadratne torusne mreže 9 x 5

Postavimo li date poliomino oblike na tako dobijenu kvadratnu torusnu 
mrežu dobijamo da su u traženoj grupi homologija zadovoljene sljedeće 
relacije:

2 a^  + 2ai2 =  0, 3ai2 +  a ^  +  ai3 = 0,
2ai2 + 2ai3 =  0, 3ai3 +  a ^  +  ai2 = 0,
2ai,i +  2ai,3 =  0, 3ai,i +  ai,2 +  ai,3 = 0.

Na osnovu dobijenih relacija slijedi da je tražena grupa homologija izomorfna 
sa grupom G(ai,i, ai,2, ai,3|2ai,i =  2ai,2 =  2ai,3 = ai,i + ai,2 +  a i,3 =  0). 
Data torusna mreža sadržana je od 15 ćelija a ^ ,  15 ćelija a i>2 i 14 ćelija a i>3. 
Element koji odgovara datoj torusnoj mreži

© = 15a ,̂  ̂ + 14ai2 +  15ai3 =  ap^ + a i3 (2.8)

je netrivijalan element grupe homologija popločavanja, to traženo poploča- 
vanje ne postoji. ♦

Sada ćemo dati prikaz nekoliko rezultata dobijenih za popločavanja na 
kompleksnijim površima sa granicom. Rezultati koji su dobijeni predstavljaju
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rezultat autorovog istraživanja i Đorđa Baralića. Neke od dobijenih rezultata 
dajemo u Teoremi 2.3.4, Teoremi 2.3.5, Teoremi 2.3.6 i Teoremi 2.3.7.

Razmotrimo prvo popločavanje sa I i Z-tetrominima na neorijentabilnoj 
površi roda 6. Sada ćemo dati prikaz dobijenih rezultata objavljenih u [51], 
Teorema 2.3.4.

Teorem a 2.3.4 Kvadratna mreža na neorijentabilnoj površi roda 6 sa gra- 
nicom formirana identifikacijom strana dodekaugaonog poligona koji sadrži 
po pet 4k x 4k kvadrata sa uklonjenim ugaonim poljima kao na Slici 2.29 ne 
može se popločati sa I-tetrominima i Z-tetrominima.

d

e  1

e

“H,2 “ 121,4-1

> /

b

“ l2 t-l,l “ m - 1,2 “B-1,4-1 “ffi-1,4

1 '

®8H2,1 % + 2 ,2 “ffl+2,4-1 “81+2,4

®8H1,2 “4+14-1

“1,11-1 “81,2 “811,4-1 “81,4+2 “81,81-1

H f t - P » l - p “H ffl-1 “1-1,11 ® 8 H ,1 “ 81-1,2 “84-1,4-1 “81-1,4 “81-1,4+1 “4-L4+2 “4-l,4-l “81-1,81

j

% !,ll- l % 2 , 1 “ 4+2,2 “11+1,4-1 “4 +2,4 “4+24+1 “tt+!,4+2 “4+2,4-l “4+2,81

%•+!,!+! “itlffl-l “ 4+1,2 “4 tl,4 -l “4+1,4+! “4+1,4-!

C

b>

“4 ,2 ®4fe,4fe-l /  

t c

% - l , l “ 4 -1 ,2 “4-14-1 “4 -1 ,4

» ;!

(“2,1 “ 2,2 “ 2 ,4 -1 “2,4

“ 1,2 “ 1 ,4 -1

a

Slika 2.29: Kvadratna mreža na neorijentabilnoj površi roda 6 s granicom

Dokaz: Neka su ćelije na kvadratnoj mreži date površi označene kao na 
Slici 2.29. Identifikacijom vrhova na poligonalnom modelu date površi 
zaključujemo da su ćelije a1A, aiAk, aAkA, aAkAk, aAk+A,sk+1, aAk+1A2k,
a4h+1,1, aAk+1,Ak, aAk+1,Ak+1 aAk+1,8k, a8k,8k+1, a8k,12k a8k,1 a8k,Ak, a8k,Ak+1,
aSk,8k, a8k+1,1, a8k+1,Ak, ar2k,1 i ar2k,Ak

60



lijepljenja one zajedno čine jedan disk, tj. date ćelije su predstavnici iste 
klase vrhova. Stoga, razmotrimo datu neorijenatabilnu površ roda 6 sa datim 
lijepljenjem i sa jednom graničnom komponentom.

Koristeći I-tetromino je lako zaključiti da u grupi homologija traženog 
popločavanja vrijedi ay  = ai+4,j \ a,i,j = aiyj+4.

Postavljanjem Z-tetromina bit će zadovoljena jedna od sljedeće dvije 
relacije

ai,j +  ai+1,j + ai+1,j+1 + ai+2,j+1 =  0 i ai+1,j + ai+1,j+1 + ai+2,j+1 + ai+2,j+2 =  0.

Odakle slijedi ai+2,j+2 = ai+.
Razmotrimo li postavljanje I-tetromina na presjek stranice d lako se vidi 

da vrijedi a4fc+2,8fc+1 = a12fc-3,2, a4fc+2,8fc+2 = a12fc-2,2, a4fc+2,8fc+3 = a12k-1,2 i 
a4k+2,8k+4 = a i2fc,2- Sa gore datim relacijama dobijamo ekvivalencije u grupi 
homologija traženog popločavanja kao što su prikazane na Slici 2.30.

d

e

I k,4
r l t f -

0l,2

b

k,3 k,3 k,4 k,2

L

: l

k,2 k,3 k,3 k,4

l k,2 k,3
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Slika 2.30: Bojanje ekvivalentnih ćelija u kvadratnoj mreži na neorijentabil-
noj površi roda 6 sa granicom
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Nađalje, grupa homologija poploeavanja je kolienieka slobodna Abelova 
grupa sa eetiri generatora ai,2, a\,3, a2,3, a2,4 određena sa sljedecim relaeijama

Eliminaeijom generatora a2,4 iz đate prezentaeije i razmatranjem genera- 
tora a\,3, b = a4,2 + <+,3 i c =  ai,3 + a2,3, dobijamo da naša grupa homologija 
je izomorfna sa Z © Z .̂

Naša kvadratna mreža sadrži 20k2 ćelija a+2, 5(4k2 — 1) ćelija a+3 i a2,4, 
kao i 10(2k2 — 1) ćelija a2,3. Element koji odgovora datoj mreži

0  =  20k2a+2 + 5(4k2 — 1)a+3 + 10(2k2 — 1)a2,3 + 5(4k2 — 1)a2,4 
=  20k2(ai,2 + ai,3 + a2,3 + a2,4) — 5ai,3 — 10a2,3 — 5a2,4 
=  5ai,2 — 5ai,3 =  b — 10a+3

je netrivijalan element tražene grupe homologija i traženo poploeavanje nije 
moguee, ■

Teorem a 2.3.5 Kvadratna mreza na neorijentabilnoj površi roda 4 sa gra- 
nicom formirana identifikacijom strana dodekaugaonog poligona koji sadrži 
po pet 4k x 4k kvadrata sa vMonjenim ugaonim ćelijama kao na Slici 2.31 ne 
može se popločati sa L-tetrominima.

Dokaz: Model na Slici 2,31 poslije lijepljenja duž oznaeenih strana i 
brisanja 20 ugaonih ćelija daje neorijentabilnu površ roda 4 sa tri graniene 
komponente, Oznaeimo eelije u mreži kao u prethodnom primjeru,

Postavljajuei L-tetromino u dati model u vertikalnom položaju uzimanja 
u obzir identihkaeiju graniee topološke površi dobijamo sljeđeee dvije relaeije

u grupi homologija poploeavanja, Iz (2,9) i (2,10) dobijamo da su u grupi 
homologija ovog poploeavanja celije aij-:L i aj,j+i ekvivalentne, Analogno, 
slijedi da su celije ai-:L,j i ai+i,j ekvivalentne u grupi homologija ovog 
poploeavanja.

ai,2 + ai,3 + a2,3 + ^2,4 — 0,
2ai,2 + 2ai,3 — 0, 
2ai,3 + 2a2,3 =  °
2a2,3 + 2a2,4 =  0, 
2<i,2 + 2a2,4 =  0.

ai,j + ai+i,j + ai+2,j + ai+2,j-1 =  0 1
ai,j + ai+i,j + ai+2,j + ai+2,j+i =  0

(2.9)
(2.10)
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Slika 2.31: Kvadratna mreža na neorijentabilnoj površi roda 4 sa tri granične 
komponente

Sažmimo sve gornje jednakosti ć

01,1, ako je i =  1
01,2, ako je i = 1

0i j — ^
02,1 ̂ ako je i = 0
02,2 ̂ ako je i = 0

Razmotrimo postavljanje L-t< 
2.31 i odgovarajućih jednačina u

lija u

(mod 2), j  =  1 (mod 2),
(mod 2), j  =  0 (mod 2),
(mod 2), j  =  1 (mod 2),
(mod 2), j  =  0 (mod 2).

nina duž stranice označene sa e na Slici 
)i homologija popločavanja

0-1,1 + 1̂,2 + ®2,1 + ®1,2 — 0 i
02,1 + 01,2 + 02,1 + O1,2 — 0.
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Iz prethodnih relacija zaključujemo da je a ^  = a2,\- Na sličan način 
dobijamo da je a ij2 =  a2>2- Dobijene ekvivalencije su date na Slici 2.32.
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fli,3 <*1,2 «1,3 ®1,2 fli,3 <*1,2 ®1,3 ®1,2 fli,3 ®1,2 fll,3 <*1,2
«0
:: j E 1 0 » 0 1 * 1

fll,3 0l,2 <4,3 ®1,2 fli,3 k ,2 ®1,3 h ,2 <*i,3 ®1,2 ®1,3 <*1,2

<4,2
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®1,3 h ,2 <*1,3 Šl,2
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h ,3
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*b

ai,3 h .2 fll,3 <*1,2

: ^

^1,3 <*1,2 ®1,3 h ,2

<*1,2
— M —

®1,3
a

Slika 2.32: Ekvivalencija ćelija i bojanje kvadratne torusne mreže na
neorijentabilnoj površi roda 4 sa granicom

Postavaljući L-tetromino na mrežu sa ekvivalentnim ćelijama, ukljućujući 
preklapanja gdje se lijepe strane, dobijamo jednu od sljedećih relacija

3ai\ + a12 =  0 i 
3ai,2 + ai,i = 0.

Sada možemo zaključiti da je 8a1;1 = 0. Nadalje, grupa homologija je 
izomorfna grupi

G(ai:i|8aj_,]_ = 0) =  .
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Naša kvadratna mreža sadrži 10(4k2 — 1) ćelija a1>2 i a13, to je dodijeljeni 
element na ovoj mreži

0  =  10(4k2 — 1)aM + 10(4k2 — 1)č+2 = 4aM

netrivijalan element u traženoj grupi homologija popločavanja, pa poploča- 
vanje nije moguće na datoj mreži sa L-tetrominima. ■

Teorem a 2.3.6 Kvadratna mreža na neorijentabilnoj površi roda 3 sa gra- 
nicom formirana identifikacijom strana dodekaugaonog poligona koji sadrži 
po pet 4k x 4k kvadrata sa uklonjenim ugaonim poljima kao na Slici 2.33 ne 
može se popločati sa T-tetrominima.

Dokaz:
c

d  ;

c

0l l t ,2 < * 12H ,4H

:  d

e
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Slika 2.33: Kvadratna mreža na orijentabilnoj površi roda 3 sa granicom
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Lako je provjeriti da model na Slici 2.33 poslije lijepljenja duž označenih 
stranica i brisanja 20 ugaonih ćelija daje površ sa graničnim komponentama. 
Označimo ćelije kao u prethodnom teoremu. Sljedeće jednakosti je lako dobiti

ai,j =
ai,i, aJto je i — j  = 0 (mod 2), 
ai,2, aJto je i — j  =  1 (mod 2),

kao što je prikazano i na Slici 2.34.

Slika 2.34: Bojanje ekvivalentnih ćelija u kvadratnoj mreži na orijentabilnoj 
površi roda 3 sa granicom

Postavimo li T-tetromino na mrežu sa ekvivalentnim ćelijama, jednako 
postavljajući i na mjestima na kojima se lijepe stranice, dobijamo sljedeće
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relacije

3ai,3 + 01,2 — 0 i 
3ai,2 + 0i,3 — 0.

Nadalje, dobijamo da je tražena grupa homologija izomorfna sa grupom

G(di,2 |80i,2 — 0) — Zg.

Naša kvadratna mreža sadrži 10(4k2 — 1) ćelija a-]_,2 i 10(4k2 — 1) ćelija 
d ^ , to znak elementa ovog popločavanja na datoj mreži je

© — 10(4k2 — 1)0],2 + 10(4k2 — 1)0],3
— 40k2 o12 — 100̂ ,2 — 120k2 o12 +  30o12 — 4o12.

© je netrivijalan element u traženoj grupi homologija popločavanja, i nadalje 
zaključujemo da je popločavanje nemoguće na datoj kvadratnoj mreži kori- 
steći T-tetromino. ■

Teorem a 2.3.7 Kvadratna mreža na orijentabilnoj površi roda 2k — 1 sa 
granicom formirana identifikacijom strana (8k — 4) -ugaonika i koja sadrži 
2k2 — 2k + 1 kvadrata od (4k — 3)d strana, gdje je d pozitivan cijeli broj, 
sa uklonjenim ugaonim ćelijama kao na Slici 2.35 ne može se popločati sa 
1 x (4k — 3) poliomino oblikom.

Slika 2.35: Kvadratna mreža na orijentabilnoj površi roda 2k — 1 sa granicom

67



Dokaz: Sa Slike 2,35 je jasno da je data povš orijentabilna, Kao i sa drugim 
I  minima jednostavno slijedi da je

ai,j — ai,j+4k-3 — <̂ i+4fc-3,j■

Koristeei ove relaeije dobijamo da postoji (4k — 3)2 tipova celija čž j 
1 < i, j  < 4k — 3 u traženoj grupi homologija poploeavanja, Uocimo đa 
dobijamo 8k — 6 relaeija

4fc—3
'^ ^ a i,j — 0 zai — 1 ,.. . ,  4k — 3 i 
j=i 

4fc—3
ai}j — 0 za j  — 1 ,. . . ,  4k — 3

i=l

dodijeljenih postavljanjima 1 x (4k — 3) poliomino dijela na tablu (ukljueujuei 
postavljanja preko zalijepljenih strana), Nadalje, naša grupa homologija 
poploeavanja je izomorfna sa

G(ai,j|1 < i , j  < 4k — 4) =  Z 16(fc-1)2.

Element 0  dodijeljen datoj mreži je

4fc-44fc-4
0 — — (2k — 1) Y , Y ,  “i,j ■

i=2 j=2

On predstavlja netrivijalan element u traženoj grupi homologija poploeava- 
nja, te na osnovu toga slijeđi dokaz date tvrdnje, ■
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Glava 3
n *  i i i i ibimphcijami kompleksi 
popločavanja

Proučavanjem simplieijalnih kompleksa napravljena je neraskidiva veza 
između geometrije i kombinatorike kao matematiekih grana, U geometrij- 
skom smislu simplieijalni kompleksi u ražlieitim đimenzijama eine: taeke, 
duži, trouglove, tetraedre, itd, Kao takvi objekti skupa eine jednu familiju 
koju nazivamo simplieijalni kompleksi, Geometrijski simplieijalni kompleksi 
predstavljaju homeomorfne objekte kompaktnim potprostorima Eukliđskih 
prostora, pa predstavljaju interesantnu temu istraživanja u algebarskom, 
topološkom i kombinatornom smislu,

U ovom poglavlju dat eemo pregled osnovnih svojstava simplieijalnih 
kompleksa, te povezati simplieijalne komplekse sa poliomino poploeavanjima, 
Izlaganje datih osobina bazirano je na [4], [13], [15], [31], [65], [60], [61] i [62],

3.1 Simplieijalni kompleksi
U ovom ođjeljku dat eemo pregled osnovnih dehnieija i tvrdnji koje se 

ođnose na simplieijalne komplekse,

Deflnicija 3.1.1 n-simpleks A n je konveksan omotac skupa od n +  1 taeaka 
koje ne leže u istoj hiperravni u Rn,
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Definicija 3.1.2 Apstraktni simplicijalni kompleks na skupu S  je kolekcija 
K  podskupova od S  takva da za svako a E K  važi da svi podskupovi od 
a (uključujući i %) pripadaju K . Podskup a E K  nazivamo (apstraktni) 
simpleks od K . Jednoelementni podskupovi se nazivaju vrhovi od K . Ukoliko 
K  sadrži sve jednoelementne pod.skupove od S  kažemo da je K  simplicijalni 
kompleks na skupu vrhova S . Dimenzija apstraktnog simpleksa a E K  
je dima = |a| — 1, dimenzija apstraktnog simplicijalnog kompleksa je 
maksimalna dimenzija od dimenzija njegovih simpleksa.

Definicija 3.1.3 Kolekcija L koja je podskup apstraktnog simplicijalnog 
kompleksa K  koja je sama za sebe simplicijalni kompleks naziva se sim- 
plicijalni potkompleks od K.

Definicija 3.1.4 Ulaganje simplicijalnog kompleksa K  u je injektivno 
preslikavanje i : |K | ^  Rd.

Pljosan ili maksimalni .simpleks je strana simplicijalnog kompleksa K  koja 
nije strana simpleksa veće dimenzije.

Geometrijska realizacija apstraktnog simplicijalnog kompleksa K  na S 
je poliedar |K| za koji postoji bijekcija između skupa S i skupa vrhova 
od |K| koja simplekse iz K šalje na strane iz |K|. Prostor X  također 
zovemo poliedrom ukoliko postoji simplicijalni kompleks K  i homeomorfizam 
h : |K| ^  X, Za K  kažemo da je triangulacija prostora X.

Oznaćimo sa [m] skup {1 ,2 ,... ,m}.

Definicija 3.1.5 Geometrijski simplicijalni kompleks ili poliedar je podskup 
taćaka P  C koji predstavlja konaćnu uniju U simpleksa bilo koje 
dimenzije takvu da su ispunjeni sljedeći uslovi:

(1) Svaka strana simpleksa iz U pripada U;

(2) Presjek bilo koja dva simpleksa iz U je strana svakog od njih.
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Simpleks iz U se naziva stranom od V, 0-dimenzionalne stranice zovemo 
vrhovima, a 1-dimenzionalne stranice ivicama. Dimenzija geometrijskog 
simplicijalnog kompleksa V  je maksimalna dimenzija od dimenzija njegovih 
strana.

Propozicija 3.1.1 Apstraktni simplicijalni kompleks K  na skupu vrhova [m] 
posjeduje geometrijsku realizaciju.

3.2 Simplieijalni kompleksi asoeirani poliomino
1 V • •poploeavanjima

U ovom ođjeljku uvest eemo simplieijalne komplekse asoeirane sa polio- 
mino poploeavanjima, te ispitati osnovna svojstva tako dobijenih simplieijal- 
nih kompleksa poploeavanja.

Deflnicija 3.2.1 Postavljanje k poliomina na mrežu M  bez preklapanja ili 
izlazaka van mreže nazivamo pravilnim.

Sva pravilna postavljanja imaju strukturu simplieijalnog kompleksa gdje 
(k — 1)-simpleksi ođgovaraju pravilnom postavljanju k poliomina. Ova 
struktura je jasno zatvorena za pođskupove jer uklanjanjem nekog broja 
pravilno postavljenih domina iz pravilnog postavljanja i dalje imamo domine 
koje se ne preklapaju. Ova opservaeija važi generalno za skup poliomina 
oblika £  koji postavljamo na region sa mrežom M,

Deflnicija 3.2.2 K (M ; £) je simplicijalni kompleks čiji vrhovi odgovaraju 
pravilnom postavljanju jednog poliomina na M, a k-simpleksi odgovaraju 
pravilnom postavljanju k +  1 poliomino oblika na region M .

P rim jer 4 Geometrijska interpretacija simplicijalnog kompleksa asociranog 
popločavanjem table dimenzije 2 x 3 sa dominom.

Rješenje: Neka je đata tabla dimenzije 2 x 3, Razmotrimo moguea
postavljanja domine (I2 poliomino oblika) na datu tablu.
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Slika 3.2: Geometrijska interpretacija simplicijalnog kompleksa koji nastaje 
postavljanjem domine na tablu 2 x 3

Svako moguće postavljanje domine predstavljat će jedan vrh simplicijal- 
nog kompleksa poploćavanja ili drugim rijećima 0-simpleks. Ukoliko pored 
prvog postavljenog poliomino oblika možemo dodati još jedan takav dobijamo 
1-simpleks ili ivicu simplicijalnog kompleksa popločavanja. Nastavimo li sa 
dodavanjem poliomino oblika dobivat ćemo simplekse veće dimenzije. Na 
Slici 3.2 dajemo prikaz geometrijske interpretacije simplicijalnog kompleksa 
popločavanja asociranog popločavanjem table 2 x 3 sa dominom. ♦

Ovi simplicijalni kompleksi nose važne informacije o odnosu M  i E. 
Sljedeća osobina je očigledna iz definicije K (M ; E).

Propozicija 3.2.1 Maksimalni broj poliomina iz skupa E koji se može 
postaviti na M  jednak je dim K (M ; E) + 1.

Dokaz: Prema definiciji K (M ; E) na region M se može postaviti 
dim K(M, E) + 1 poliomino oblika bez preklapanja. Sa druge strane ako 
bi bilo moguće postaviti n > dim(K(M ; E)) + 1 poliomino oblika iz E u 
M tada bi maksimalni simpleks bio bar dimenzije n — 1. Drugim riječima 
vrijedilo bi da je n — 1 > dim(K(M ; E)) +  1, što predstavlja kontradikciju 
sa definicijom dimenzije simplicijalnog kompleksa. ■

Na osnovu definicije simplicijalnog kompleksa popločavanja ivice datog 
simplicijalnog kompleksa popločavanja odgovaraju postavljanjima poliomino 
oblika koji se međusobno ne sijeku. Međutim, ako uzmemo skup postavljanja 
poliomina koji se međusobno ne sijeku oni po definiciji razapinju simpleks u 
K (M ; E) pa je on po definiciji flag. Flag svojstvo simplicijalnih kompleksa 
je proučavano u [22] i [37].
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Propozicija 3.2.2 Simplicijalni kompleksi popločavanja K (M ; £) su flag 
kompleksi.

Dokaz: Neka je dat konaean skup poliomino oblika £  kojima poploeavamo 
region M i neka je K (M ; £) njemu asoeirani kompleks poploeavanja.
Na osnovu definieije simplieijalnog kompleksa poploeavanja iviee datog 
simplieijalnog kompleksa odgovaraju postavljanjima poliomino oblika koji 
se međusobno ne sijeku. Međutim, ako posmatramo skup poliomino oblika 
od kojih se nikoja dva poliomina ne sijeku, tada oni po definieiji razapinju 
simpleks u K (M ; £), pa je on po definiciji flag. ■

3.3 f, g i h vektori simplieijalnih kompleksa 
poploeavanja

Sada eemo đefinisati neke od invarijanti simplieijalnih kompleksa,

Definicija 3.3.1 f-vektor od (n — 1) dimenzionalnog simplicijalnog kom- 
pleksa K n~l je cjelobrojni vektor

f  (Kn-1 ) =  (f-!, fo, f 1, f2 ,..., fn-l),

gdje je f — = 1 i fl =  fl(K n-1) oznacava broj strana dimenzije i-lica od 
K n-1 za svako i = 1, 2, . . .  ,n  — 1.

Definicija 3.3.2 Neka je dat simplicijalni kompleks K n~ \ h-vektorom od 
K n-1 zovemo cjelobrojni vektor h(K n-1) =  (h0, h ^ ,.. . ,  hn-1), gdje s u h  
definisani jednačinom

h0 tn +  . . .  + hn-+  + hn =  (t — 1)n + f0(t — 1)n 1 + . . .  + fn-1i

gdjeje f (Kn-1) =  (f-1,fo,fb f^ ,. . . ,fn -1).

Definicija 3.3.3 Nekaje dat simplicijalni kompleks K n-1. Niz (g0, g^, . . . ,  g^nj), 
gdje

gi =  hi — hi-1,i > 0,
a hi pred-stavljaju vrijednosti h-vektora, se naziva g-vektorom simplicijalnog 
kompleksa K n-1.

Za više o g-vektoru pogledati [80],
f-vektori simplieijalnih kompleksa opisuju broj naeina đa postavimo k 

razlieitih poliomina iz £  u M bez preklapanja, Svakom postavljanju k 
razlieitih poliomino oblika iz £  u M ođgovara jedan simpleks dimenzije
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k — 1. Odakle proizilazi da je koordinata f k -1 vektora opisala broj različitih 
postavljanja poliomino oblika na datu mrežu. Generalno, ovi kompleksi 
su komplikovani i za jednostavne primjere, a mi ćemo u ovom istraživanju 
da se baziramo najviše na najjednostavnijim slučajevima kada je skup S 
skup domina i/ili jednostavnijih poliomino oblika, a region M ploča (mreža) 
dimenzija m x n u ravni ili na torusu. Odgovarajuće simplicijalne komplekse 
u ravni obilježavat ćemo sa KPs (Dmxn), a na torusu sa K Ps (Tmxn), gdje 
P predstavlja ime poliomino oblika koji postavljamo, a s broj jediničnih 
kvadrata od kojih se dati poliomino oblik sastoji.

Razmotrimo prvo simplicijalne komplekse koji se mogu razapeti na tabli 
1 x n u ravni. U sljedećem primjeru ilustrovat ćemo ideju i način razapinjanja 
simplicijalnog kompleksa na datoj tabli.

P rim jer 5 f-vektor simplicijalnog kompleksa K j2 (D1x6) dat je sa

f (Kl2 (Di x6)) = (5, 6,1).

Rješenje: Neka je data kvadratna tabla dimenzije 1 x 6. Razmotrimo sva 
moguća postavljanja domine (I2 poliomino oblika) na datu tablu. Broj razli- 
ćitih postavljanja domine na datu tablu predstavljat će vrhove simplicijalnog 
kompleksa koji se na datoj tabli razapinje postavljajući dominu, tj. f0 =  5.

Stranice simplicijalnog kompleksa predstavljat će mjesta gdje se dvije 
domine mogu postaviti bez presijecanja. Dvije domine bez presijecanja 
možemo postaviti u sljedećim slučajevima: {1, 3} {1, 4} {1, 5} {2, 4},
{2,5} i {3,5}, tj. U = 6. Stranice simplicijalnog kompleksa ili 2- 
simplekse predstavljat će moguća postavljanja tri domine na datu tablu 
bez presijecanja. Uočimo takva moguća postavljanja domine na datu tablu. 
Analizom svih mogućih slučajeva dobijamo da je moguće samo jedno takvo 
postavljanje {1, 3, 5}, tj. f2 =  1  ♦

Prisjetimo se Leme 3.3.1

Lema 3.3.1 Broj rješenja jednačine

xi + X2 +  . . .  +  xk — n

u skupu nenegativnih cijelih brojeva je (n+k-1) .

(3.1)
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Dokaz Leme može se pronaei u [5],
Teoremom 3,3,1 đajemo generalnu tvrdnju i njen dokaz za određivanje f 

vektora simplieijalnog kompleksa koji se razapinje na tabli dimenzije 1 x n 
postavljanjem na nju I-omina sa m jedinicnih kvadrata.

Teorem a 3.3.1 f-vektor simplicijalnog kompleksa K Im (D1xn) dat je sa

Dokaz: Neka je data tabla 1 x n, Razmotrimo sva moguea postavljanja 
poliomino oblika 1 x m na đatu tablu, Jedan poliomino oblik na datu tablu 
možemo postaviti na n — (m — 1) razlieitih načina. Postavljanje k + 1 1 x m 
poliomina na tablu indukuje k + 2 negativnih cijelih brojeva a1; a2, . . ., ak+2 
koji zadovoljavaju jednaeinu (3,2), gdje je â  broj neprekrivenih polja između 
i-tog i (i + 1)-og poliomina gledano s lijeva na desno, Tada vrijedi

Broj razlieitih k-simpleksa od K Im (D1xn) jeđnak je broju nenegativnih 
ejelobrojnih rješenja jeđnaeine (3,2), Na osnovu Leme 3,3,1 slijeđi da je 
broj razlieitih rješenja prethodne jednaeine jednak

Eazmotrimo sađa slueaj kada dominu postavljamo na kvadratnu torusnu 
mrežu dimenzije 1 x n, U tu svrhu razmotrimo prvo na primjeru razapinjanja 
takvog simplieijalnog kompleksa na kvadratnu torusnu mrežu dimenzije 1 x 6,

P rim jer 6 f-vektor simplicijalnog kompleksa KI2 (T1x6) dat je sa

Rješenje: Neka je đata kvadratna torusna mreža dimenzije 1 x 6, Analogno 
primjeru razapinjanja simplieijalnog kompleksa na tablu ođređimo vrhove 
simplieijalnog kompleksa na torusu, tj, f0 =  6,

a  ̂+ a2 + a3 + . . .  + ak+2 =  n — mk — m. (3.2)

Za m = 2 i m  = 3  đobijamo da je

f(Ki^ (Tix6)) =  (6, 9, 2).
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1-simpleksi traženog simplicijalnog kompleksa su: {1, 3} {1,4} {1, 5}, 
{2,4} {2,5} {2,6} {3,5} {3,6} i {4, 5} {1,3,5}
i{2, 4, 5} ♦

Sljedećom teoremom dajemo tvrdnju i dokaz određivanja f-vektora 
simplicijalnog kompleksa K 1m(T1xn) za I-omino sa m jedinićnih kvadrata.

Teorem a 3.3.2 f-vektor simplicijalnog kompleksa Kim (T1xn) dat je sa

fk(K,m(Tixn)) = (m -  1)
n +  (1 — m)k — m n — (m — 1)(k +  1) 

k + k +  1
Dokaz: Neka je data kvadratna torusna mreža dimenzije 1 x n. Razmotrimo 
moguća postavljanja poliomino oblika 1 x m na datu torusnu mrežu. 
Razmotrit ćemo dva slučaja. U prvom slučaju razmotrimo postavljanje 
poliomino oblika tako da ne siječe stranicu lijepljena.

Slika 3.3: Postavljanje Im poliomina da ne siječe stranicu lijepljenja

Postavljanje k + 1 1 x m poliomina na torusnu mrežu indukuje k + 2 
negativnih cijelih brojeva a ,̂ a2,.. ., ak+2 koji zadovoljavaju jednačinu (3.3), 
gdje je aj broj neprekrivenih polja između i-tog i i +  1 poliomina gledano s 
lijeva na desno. Tada vrijedi

a  ̂+  a2 + a3 +  . . .  + ak+2 =  n — m>k — m>. (3.3)

Broj različitih k +  1 postavljanja domina na datu torusnu mrežu jednak 
je broju nenegativnih cjeloborojnih rješenja jednačine (3.3). Na osnovu 
L ilijedi da je broj različitih rješenja prethodne jednačine jednak
^n-(m-1)(fc+1)j

U drugom slučaju razmotrit ćemo situacije kada poliomino siječe stranicu 
lijepljenja kao što je to prikazano na Slici 3.4. To možemo uraditi na m — 1 
način i faktički nam ostaje postavljanje k poliomino oblika 1 x m na tablu 
1 x (n — m), što indukuje jednačinu

a  ̂+  a2 + a3 +  . . .  + ak+1 = n — mk — m. (3.4)

76



Slika 3.4: Postavljanje poliomina 1 x m da siječe stranicu lijepljenja

Analogno, kao u prvom slučaju na osnovu Leme 3.3.1 da je
broj različitih cjelobrojnih rješenja jednačine (3.4) jednak (n+(1-m)k-m). Na 
osnovu rješenja prvog i drugog slučaja slijedi

ffc (Km (Tixn)) (m i) n + (1 m)k — m  
k +

n — (m — 1)(k +  1) 
k + 1

Razmotrimo sada tablu 2 x n i simplicijalne komplekse koji se razapinju 
postavljenjem domine na datu tablu, tj. K/2(D2xn)• U sljedećoj tabeli 
dajemo prikaz f-vektora za neke konkretne vrijednosti broja n.

Tabela 3.1: Pregled f-vektora simplicijanlog kompleksa Kl2 (D2xn) za neke 
konkretne vrijednosti n

n f0 fi f2 f3 f5 f6 f7
2 4 2
3 7 11 3
4 10 29 26 5
5 13 56 94 56 8
6 16 92 234 263 114 13
7 19 137 473 815 667 223 21
8 22 191 838 1982 2504 1577 424 34
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Propozicija 3.3.1

f0 (D2 xn ̂  

f1 (D2xn )

= 3 n — 2,
9n2 — 27 n +  22

= 2
n—1 n—2

fn-1 (D2xn ) = aian-1-i + 2 |  ai an—1—j
i=0 0<i<j <n— 1

Dokaz: Razmotrimo moguća postavljanja domina na datu tablu dimenzija 
2 x n. Svaka mogućnost postavljanja domina na tablu 2 x n predstavlja jedan 
vrh simplicijalnog kompleksa. Domine možemo postaviti u prvom ili drugom 
stupcu kao što je prikazano na sljedećim slikama.

Slika 3.5: Postavljanje domina u 
stupac

l.Slika 3.6: Postavljanje domina u 2. 
stupac

Unutar svakog stupca uspravno dominu možemo postaviti na n — 1 naćina, 
tj. uspravno dominu možemo postaviti na 2(n — 1) naćina. U vodoravnom 
postavljanju dominu možemo postaviti na n načina.

Slika 3.7: Postavljanja domina horizontalno
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Na osnovu čega možemo zakljueiti da je ukupan broj vrhova simplieijalnog 
kompleksa koji možemo razapeti na tabli 2 x n jednak

2 (n — 1) + n =  2 n — 2 + n =  3 n — 2.

Ođređimo broj iviea simplieijalnog kompleksa koji se može razapeti na 
tabli 2 x n, U tu svrhu razmatrat cemo postavljanja domina na tablu 
uspravno-uspravno (UU), uspravno-vodoravno (UV), vođoravno-vođoravno 
(VV). Posmatramo li moguee kombinaeije postavljanja domina UU, tada 
u svaki stupae možemo postaviti n — 1 dominu, Odnosno, na cijelu tablu 
možemo postaviti (n — 1)2 nacina. Horizontalno dominu na tabli 2 x n 
možemo postaviti na (^) naeina, Preostaje nam još razmotriti moguenosti 
kombinaeija UV, U prebrojavanju UV kombinaeija možemo razmotriti dvije 
situaeije, kada se domina postavi vertikalno da prekriva prvo ili zađnje polje 
u stupeu i kada se nalazi u sređini vertikalno postavljena domina, U slueaju 
kada se domina vertikalno postavi tako da prekrije prvo ili zađnje polje 
u stupeu na tablu možemo staviti 4(n — 2) domina, Ako se vertikalno 
postavljena domina nalazi negdje u sređini tada dominu možemo postaviti 
na 2(n — 2)(n — 3) naeina, Saberemo li sve dobijene kombinaeije dobijamo:

fi =  ( j + ^ n  — 1)2 + 4(n — 2) + 2(n — 2)(n — 3)

=  9n2 — 27n + 22 
=  2 .

Razmotrimo bojanje table D2xn. Postavimo li na tablu (n — 1) dominu tako 
da se domine međusobno ne preklapaju, tada nam ostaje jedno erno i jedno 
bijelo polje neprekriveno, Ukoliko obje leže u (i + 1) koloni tada na tablu 
2 x i možemo postaviti i đomina, a na tablu 2 x (n — i — 1) možemo postaviti 
n — i + 1 dominu, Ako jedna Mprekrivena eelija leži u (i + 1)-oj, a druga u 
(j + 1) koloni, primijetimo da dio koji poeinje u (i + 1) a završava u (j + 1) 
koloni se može na jedinstven naein prekriti, Takvim prekrivanjem nam ostaju 
table 2 x i \  2 x (n — j  — 1) cime je dokazana naveđena rekurentna relaeija, ■ 

Razmotrimo sađa simplieijalne komplekse poploeavanja koji su asoeirani 
postavljanjem domine na kvadratnu torusnu mrežu, U tu svrhu razmotrimo 
simplieijalni kompleks Kl2 (T2x3),

P rim jer 7 f-vektor simplicijalnog kompleksa K/2 (T2x3) dat je sa

f  (Ki^(T2,3)) =  (12, 33,14).

Rješenje: Razmotrimo moguea postavljanja domine na kvadratnu torusnu 
mrežu dimenzije 2 x 3, Dominu možemo postaviti uspravno ({1},{2},{3}),
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vodoravno ({7},{8},{10},{11}), uspravno kada domina prelazi stranieu lije- 
pljenja ({4}.{5}.{6}) i vodoravno kada domina prelazi stranieu lijepljenja
({9},{12})-

UE EH BEB 5 BEffl HEH
{7} {8} {9} {10} {11} (12)

Moguea postavljanja domine na datu kvadratnu torusnu mrežu predstav- 
ljaju O-simplekse u traženom simplieijalnom kompleksu, odnosno dobijamo 
da je f0 =  12, Analogno kao u prethodnim primjerima dobijamo sljedeće 
1-simplekse: {1,2}, {1,3}, {1,5}, {1,6}, {1,8}, {1,11}, {2,3}, {2,5}, {2,6}, 
{2,9}, {2,12}, {3,4}, {3,6}, {3,7}, {3,10}, {4,5}, {4,6}, {4,8}, {4,11}, {5,6}, 
{5,9}, {5,12}, {6,7}, {6,10}, {7,10}, {7,11}, {7,12}, {8,10}, {8,11}, {8,12},

fi =  33
dobijamo 2-simplekse: {1,2,3}, {1,2,6}, {1,3,5}, {1,5,6}, {1,8,11}, {2,3,4}, 
{2,4,6}, {2,9,12}, {3,4,5}, {3,7,10}, {4,5,6}, {4,8,11}, {5,9,12}, {6,7,10}. 
Odakle slijedi da je f2 =  14 ♦

U sljedećoj tabeli dajemo pregled f-vektora simplicijalnih kompleksa 
poploćavanja asoeiranih postavljanjem domina na kvadratnu torusnu mrežu 
dimenzije 2 x n za neke konkretne vrijednosti n.

Tabela 3.2: Pregled f-vektora simplicijanlog kompleksa K/2 (T2xra) za neke 
konkretne vrijednosti n

n fo fi f2 f3 f4
3 12 33 14
4 16 76 112 36
5 20 136 371 376 102

Propozicija 3.3.2

fo(T2xn) =  4n, 
fi(T2xn) =  8n2 -  13n.

Razmotrimo sada simplicijalni kompleks asociran poploćavanjem table 
2 x n, kada poploćavanje vršimo sa L-tromino poliomino oblikom. Dobijeni 
rezultat dajemo u sljedećoj teoremi.
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Teorem a 3.3.3 i -vektor simplicijalnog kompleksa K L3 (D2xn) dat je rekur- 
zivnom relacijom

fo =  4 (n -  1) 
fi =  8n2 -  38n + 44
ffc = fk(KL3 (D2x(n -1)̂  + 4ffc-1 (KL3 (D2x(n-2)̂  + 2ffc-2(KL3 (D2x(n-3)^.

Dokaz: Neka je data kvadratna tabla 2 x n. L-tromino na datu tablu 
možemo postaviti na (n — 1) različit način. Budući da L-tromino možemo 
postaviti obzirom na četiri različite orijentacije slijedi da je f0 =  4(n — 1).

Slika 3.8: L-tromino u orijentaciji 1 Slika 3.9: L-tromino u orijentaciji 2

Slika 3.10: L-tromino u orijentaciji Slika 3.11: L-tromino u orijentaciji 
3 4

Odredimo sada f1? tj. razmotrimo broj različitih mogućnosti postavljanja 
dva L-tromina na datu tablu. U prvom slučaju razmotrimo postavljanje dva 
L-tromina postavljena u istoj orijentaciji. Neka je fiksirano prvo postavljanje 
L-tromina u orijentaciji 1 kao što je prikazano na Slici 3.8. Tada novi 
L-tromino na datu tablu u istoj orijentaciji možemo postaviti na n — 3 
različita načina. Fiksiramo li postavljanje L-tromina u drugi stupac tada 
novi L-tromino možemo postaviti na n — 4 različita načina. Pomjeranjem i 
fiksiranjem L-tromina u naredni stupac broj različitih kombinacija u svakom 
takvom koraku se smanjuje za 1. Stoga možemo zaključiti da je ukupan broj

n — 3 prirodnih
brojeva, tj. (n-3)2(n-2). U svakoj od prikazanih orijentacija vrijedi ista
zakonitost zaključivanja. Stoga možemo zaključiti da je broj kombinacija 
postavljanja L-tromina u istoj orijentaciji

, (n — 3)(n — 2)4 ■ 1-------2 ------- ' = 2(n — 3)(n — 2).

Nadalje, razmotrimo postavljanje L-tromina u kombinaciji datih orijentacija. 
Prvo razmotrimo postavljanje dva L-tromina u kombinaciji prve i druge
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orijentacije, kao što je prikazano na Slici 3,8 i Slici 3,9, Tada sa prvim i 
zađnjim postavljenim L-trominom možemo postaviti 2(n — 3) L-tromina, 
Kod preostalih (n — 3) različitih oblika L-tromina možemo postaviti (n — 4) 
razlieita L-tromina, Odnosno, ukupno u kombinaeiji prve i druge orijentaeije 
možemo postaviti

2 (n — 3) + (n — 3)(n — 4)

razlieitih kombinaeija L-tromina, Analognim razmatranjem slijeđi da u 
kombinaeiji prve i treee, te druge i eetvrte kombinaeije možemo postaviti 
po

(n — 2) + (n — 2 )(n — 3)

razlieitih kombinaeija dva L-tromina, U prvoj i eetvrtoj, drugoj i treeoj, te 
u treeoj i eetvrtoj kombinaeiji možemo postaviti po

2(n — 3) + (n — 3)(n — 4)

razlieitih kombinaeija L-tromina, Sabiranjem svih mogueih kombinaeija 
slijedi da je

fi(KL3 (D2xn)) =  8n2 — 38n + 44.

Dokažimo sađa opeenito tvrdnju za fk(KL3(D2xn)), Pretpostavimo da su đva 
uspravna polja date table ostala neprekrivena, Tada nam je ostao dio table 
dimenzije 2 x (n — 1) neprekriven. Preostali dio cemo prekrivati sa k L- 
tromino oblika, Broj takvih prekrivanja je određen sa fk(KL3(D2x(n-1))). U 
sljedecem slueaju razmotrimo tablu 2 x n tako da su prva dva uspravna polja 
na tabli prekrivena, Tada je jedno od polja do prekrivenog uspravnog stupea 
također prekriveno (Slika 3,8 i Slika 3,11), a jedno prazno, Tada nam ostaje 
tabla dimenzije 2 x (n — 2) prazna i prazni dio table popunjavamo sa k — 1 
L-tromino oblika, a broj takvih prekrivanja jednak je 2fk-1(KL3 (D2x(n-2))) 
(simetrija), Eazmotrimo sada slueaj kad su popunjena prva dva stupea date 
table 2 x n. Tađa nam neprekriveno ostaje 2 x (n — 3) table, a broj takvih 
prekrivanja određen je sa 2fk-2(KL3(D2x(n-3))) (simetrija), Preostaje nam 
još razmotriti slueaj kađa je jedno polje u prvom stupeu date table 2 x n 
prazno (Slika 3,9 i Slika 3,10), Tada nam preostaje da prekrijemo 2 x (n — 
2) polja date table, broj takvih prekrivanja jednak je 2fk-1(KL3(D2x(n-2))) 
(simetrija), Sabirajuei sve navedene slueajeve dobijamo traženu rekurziju
fk =  fk(KL3 (D2x(n-1) ̂  + 4fk-1(KL3 (D2x(n-2))) + 2fk-2(KL3 (D2x(n-3)))- ■

U sljedecoj tabeli dajemo pregled f-vektora simplieijalnog kompleksa za 
neke konkretne n.
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Tabela 3,3: Pregleđ f-vektora simplicijanlog kompleksa KL3(D2xn) za neke 
konkretne vrijednosti n

n fo f1 f2 f3 f4 f 5 f6
3 8 2
4 12 20
5 16 54 16
6 20 104 112 4
7 24 170 352 108
8 28 252 800 664 48
9 32 350 1520 2280 704 8
10 36 464 2576 5820 4064 416
11 40 594 4032 12404 14784 4560 128
12 44 740 5952 23408 41104 25376 3200

3 .3 .1  S p o j  s im p lic i ja ln ih  k o m p le k s a  p o p lo č a v a n ja

Deflnicija 3.3.4 Neka su K  i L simplicijalni kompleksi na skupu vrhova S 
i S ’, gdje su S i S ’ međusobno disjunktni. Simplicijalni kompleks

K  * L =  {A U B : A e K ,B  e L}

nazivamo spajanje (engl. join) kompleksa K  i L.

Propozicija 3.3.3 Neka su K  i L simplicijalni kompleksi. Tada vrijedi

f(K  * L) =  f(K ) * f(L). (3.5)

Dokaz: Neka su dati simplieijalni kompleksi K  i L, te neka je dim K =  n\ — 1, 
a dim L =  n2 — 1. Naosnovu definicije ^ ^ ^ f c m a  od (n — 1)-dimenzionalnog 
simplieijalnog kompleksa K  slijedi da je

fK(t) =  tni + fotni 1 + • • • + fni-1,
fL(t) =  tn2+ fo tn2-1 + • • • + fn 2-i.

Tada vrijedi da je

fK (t) * fL(t) =  (t^1 + fot^1-1 + ••• + fni-i) • (t^2 + f01̂ 2-1 + ••• + fn 2-i)
=  tni+n2 + (fo + f0 )tni+n2-1 + ••• + fni-1fn2- 1

ni+n2
= ar tr ,

r=0
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gdje je

ar =  ^  f  •
-1<i<ni-1 
—1<j<n2-1 i+j=ni+n2—r—2

U zavisnosti od slueajevea, pobliže za koefieijente vrijedi:

i) Za n  > n2 i r > n  vrijedi

ni+n2—r— 1
ar = ^  fifn

i=-1
ni+n2— r—2—i

ii) Za n  > n2 i r < n  vrijedi

ni —1
ar = ^  fifn

i=ni—r—1
ni +n2— r—2—i

iii) Za n  =  n2 i r > n  vrijedi

2ni—r—1
ar = fif'/  j l-il-2ni —r—2—i'

i= — 1

iv) Za n  =  n2 i r < n  vrijedi

ni —1
ar 'y  ̂ fif2ni—r—2—i.

i=ni— r— 1

v) Za n2 > n +  r > n2 vrijedi

ar
ni+n2—r—1

^   ̂ fif2ni— r—2—i
i= — 1

vi) Za n2 > n +  r < n2 vrijedi

ar
n2—r—1

E f f 'fif2ni—r—2—i.
i=n2—r—1
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Nađalje, slijeđi da je

f-K(t) * fL(t) =  f (K * L).

Primijetimo da u izučavanju simplieijalnih kompleksa asoeiranih posta- 
vljanjem I-tromina na kvadratnu tablu dimenzije 2 x n zapravo razmatramo 
join operaeiju simplieijalnog kompleksa poploeavanja, jer ne postoje verti- 
kalne moguenosti postavljanja I-tromina na datu tablu.

Teorem a 3.3.4 f-vektor simplicijalnog kompleksa K I3(D2Xn) dat je sa

fk (K i, (D2,n)) = t  ( n -  +  r 2
j=0 \  j  +

n — 2k +  2 j  — 4 \
k - j + 2  }

Dokaz: Neka je data kvađratna tabla D2xn- Razmotrimo simplieijalan 
kompleks koji je asoeiran postavljanjem I-tromina na datu tablu, Uoeimo da 
je fKj3(D2xn)(t) spoj od fKj3(DiXn)(t) sa samim sobom, tj.

fKl3 (D2x n)(t) =  fKl3 (Dix n)(t) * fKl3 (Dix n)(t).

Primjenom Teoreme 3,3,1 za n  =  n2 i Propozieije 3,3,3 direktno slijedi 
dato tvrđenje, ■

Primijetimo da ista opservaeija vrijedi i za simplieijalni kompleks koji je 
asoeiran postavljanjem I-tromina na kvadratnoj torusnoj mreži.

Teorem a 3.3.5 f-vektor simplicijalnog kompleksa K I3(T2xn) dat je sa

fk (K i3 (T2xn))

+

+

+

4 U
j=o

2 E
j=o

2 £
j=0

n — j  — 2 

n — j  — 2 

n — j — 2
— + i

k

E n — j  — 2\  
j  + 1 /

/  n — k + j  —
V k — j  + 1

/  n — k + j  —
V k — j  + 2

/  n — k + j  +
V k — j  + 1

n — k + j  + 3 
k — j  + 2

3

3

3

Dokaz: Neka je đata kvadratna torusna mreža dimenzije 2 x n, Na
datoj kvadratnoj torusnoj mreži razmotrimo simplieijalan kompleks asoeiran

85



postavljanjem I-tromino oblika, Tada vrijedi đa je fKj (T 2x n)(t) spoj od 
fK j(T lx n)(t) sa samim sobom, tj,

fKj3 (T 2x n)(t) =  fKl3 (T lx n)(t) * fKl3 (T lx n)(t).

Nadalje, primjenom Teoreme 3,3,2 za ni =  n2 i Propozieije 3,3,3 slijedi 
dato tvrđenje, ■

3 . 4  A l e x a n d e r o v a  d u a l n o s t  s i m p l i e i j a l n i h  k o m -  

p l e k s a  p o p l o e a v a n j a

U ovom ođjeljku eemo uvesti pojam Alexanderovog duala simplieijalnog 
kompleksa, Alexanderov dual K  simplicijalnog kompleksa K  je definisan na 
istom skupu vrhova kao i K, a njegovi simpleksi (strane) su komplementi 
ne-simpleksa (ne-strana) kompleksa K, Neka je dat simplieijalni kompleks 
K  C P([n]) Dati simplicijalni kompleks K  dijeli partitivni skup (u oznaei 
P([n])) skupa [n] na disjunktne podskupove K i P([n]) \  K,

Definicija 3.4.1 Neka je dat simplicijalni kompleks K  na skupu vrhova [n]. 
Alexanderov dual ili dual od K , u oznaci K , dat je sa

K  = {[n] \  A : [n] D A £ K },

gdje A = {v0, v^,. . .  ,vn} predstavlja simplicijalni kompleks u kojem postoji 
jedinstven poredak tako da vrijedi v0 < v̂  < ■ ■ ■ < vn.

K  također predstavlja simplieijalni kompleks koji zađovoljava sljedeea svoj- 
stva:

Lem a 3.4.1 Nekaje K  C P([n]) simplicijalni kompleks tadaje i K  C P([n]) 
simplicijalni kompleks.

Dokaz Leme 3,4,1 može se pronaei u [43],

Lem a 3.4.2 Neka je K  C P([n]) simplicijalni kompleks, tada vrijedi 

K  =  D[n] \{[n] \  A : A C K },

gdje D[n] za konačan skup [n], predstavlja skup svih podskupova skupa [n] 
prikazan kao simplicijalni kompleks.

Dokaz Leme 3,4,1 može se pronaei u [43],
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Lem a 3.4.3 Neka su K ,L  C P([n]) simplicijalni kompleksi. Tada vrijedi: 

i) Ako je K  C L tada je K  C L.

n) (K ) =  K.

Lem a 3.4.4 Kompleksi K  C P ([n]) i L C P([m]) su izomorfni ako su 
njihovi Alexanderovi duali K  C P  ([n]) i L C P  ([m]) izomorfni.

Dokaz Leme 3.4.4 može se pronaei u 1431.
Alexanderov dual daje poveznieu između homologije i kohomologije, a 

ista je iskazana u sljedeeoj tvrdnji:

Teorem a 3.4.1 (Alexanderov dual) Za simplicijalni kompleks K  C 
P  ([n]), sa | [n] | — 1 =  N  zadovoljeno je sljedeće svojstvo

H i(K ) =  Hj (K ),

kad god je i + j  =  N — 2.

Dokaz Teoreme 3.4.1 može se pronaei u |43|,
Ponekad je kombinatorna reprezentaeija Alexanderovog duala jednostavnija 
od kombinatorne reprezentacije simplicijalnog kompleksa K, Ovu činjenicu 
iskoristili smo za istraživanje složenijih i kompleksnijih primjera.

P rim jer 8 f-vektor simplicijalnog kompleksa K i2 (D3x3) dat je sa

f (Ki2 (D3x3)) =  (12, 44, 56,18).

Rješenje: Razmotrimo sva moguća postavljanja domine na tablu dimenzije 
3 x 3. Tada imamo sljedeće mogućnosti:

Slika 3.12: Moguća postavljanja domine na tablu 3 x 3
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Odredimo sada sve moguee minimalne ne-simplekse na datoj tabli: {1,4}, 
{1,7}, {1,9}, {2,5}, {2,7}, {2,8}, {2,9}, {2,10}, {3,6}, {3,8}, {3,10}, {4,9}, 
{4,11}, {5,9}, {5,10}, {5,11}, {5,12}, {6,10}, {6,12}, {7,8}, {9,10}, {11,12}.

U programski paket Sage 9.0 unesimo kod kroz skup svih vrhova, 
eliminišuei maksimalne nesimplieijalne komplekse, kako slijedi: 
K=SimplicialComplex([[2 ,3 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,1 0 ,1 1 )1 2 ] ,[2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,8 ,9 ,1 0 ,
1 1 . 12] , [ 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 1 0 , 1 1 , 12] , [ 1 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 12] , [ 1 , 3 , 4 ,
5 . 6 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1 . 12]  , [ 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 9 , 1 0 , 1 1 , 12] , [ 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 1 0 , 1 1 , 
12] , [ 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 1 , 12] , [ 1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 12] , [ 1 , 2 , 4 , 5 , 6 ,
7 . 9 . 1 0 . 1 1 . 12]  , [ 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 1 , 12] , [ 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 8 , 1 0 , 1 1 , 12] , [ 1 ,
2 . 3 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . 12]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 1 0 , 1 1 , 12] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 1 , 
12] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 12] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 11] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 7 ,
8 . 9 . 1 1 . 12] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 11] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 9 , 1 0 , 1 1 , 12] , [ 1 , 2 ,
3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 1 1 . 12]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10] ] )

Xadalje, u Sageu 9.0 odredimo Alexanderov dual datog simplieijal- 
nog kompleksa K, Alexanderov dual određujemo na osnovu naredbe
Y=K. alexander_dual (), a pomoeu naredbe Y. f _vector () dobijamo traženi 
f-vektor simplicijalnog kompleksa Y, odnosno simplicijalnog kompleksa 
K/2 (D3x3), dat sa

f (Ki  ̂(Daxs)) =  (12, 44, 56,18).

P rim jer 9 f-vektor simplicijalnog kompleksa Kl2 (T3x3) dat je sa 

f  (Ki2(¥3x3)) =  (18, 99,180, 72).
Rješenje: Neka je data kvadratna torusna mreža dimenzije 3 x 3. Na datoj 
mreži razmotrimo sva moguea postavljanja domine (Slika 3.4).

Slika 3.13: Moguća postavljanja domine na torusnu kvadratnu mrežu 3 x 3
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Eazmatranjem mogueih postavljanja domine na datu torusnu mrežu 
odredimo sve minimalne ne-simplekse, tj, sve moguee presjeke postavljanja 
domine na datoj kvadratnoj torusnoj mreži, Minimalni ne-simpleksi su:
{1,2}, {1,7}, {1,9}, {1,13}, {1,16}, {1,17}, {2,9}, {2,11}, {2,13}, {2,17},
{2,18}, {3,4}, {3,7}, {3,8}, {3,9}, {3,10}, {3,14}, {4,9}, {4,10}, {4,11},
{4,12}, {4,14}, {5,6}, {5,8}, {5,10}, {5,15}, {5,16}, {5,17}, {6,10}, {6,12},
{6,15}, {6,17}, {6,18}, {7,8}, {7,13}, {7,14}, {7,16}, {8,14}, {8,15}, {8,16},
{9,10}, {9,17}, {10,17}, {11,12}, {11,13}, {11,14}, {11,18}, {12,14}, {12,15}, 
{12,18}, {13,16}, {13,18}, {15,16}, {15,18}.

U Sageu 9.0 definišimo gore opisani simplieijalni kompleks: 
K=SimplicialComplex([[3,4,5,6,7,8,9,10,ll,12,13,14,15,16,17,18],
[ 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 1 0 , 1 1 ,
1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] ,
[ 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 7 . 18]  , [ 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 ,
1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 18]  , [ 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18]  , [ 1 ,
3 .4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 ,
1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 3 ,4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 18] ,  [ 1 , 3 , 4 ,
5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 17]  , [ 1 , 2 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 ,
1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] ,  [ 1 , 2 ,4 , 5 ,
6 . 7 . 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 ,
1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] , [ 1 , 2 , 4 , 5 , 6 ,
7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 8 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 ,
1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] , [ 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 ,
1 0 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] ,
[ 1 . 2 . 3 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 ,4 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 ,
1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] ,  [ 1 , 2 ,
3 .4 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 ,
1 4 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 7 , 18] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 6 ,
7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 7 , 8 , 9 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 ,
1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 7 , 8 , 9 ,
1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 ,4 , 5 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 18] ,  
[ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 17] , [ 1 , 2 , 3 ,4 , 5 , 6 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 ,
1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] , [ 1 , 2 ,
3 .4 . 5 . 6 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 ,
1 4 . 1 5 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 
6 , 7 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 6 , 1 7 , 18] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 ,
1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ,
1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 ,4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 18] ,
[ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 2 ,
1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 ,4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 2 , 1 3 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 18] , [ 1 , 2 , 3 , 4 ,
5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 17]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 3 , 1 5 , 1 6 ,
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1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 3 , 1 4 , 1 6 , 1 7 , 18] ,  [1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 ,
1 0 . 1 1 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 17]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 4 , 1 5 , 1 7 , 18] ,  [ 1 ,
2 . 3 .4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 17]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 ,
1 3 . 1 4 . 1 7 . 18]  , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 6 , 17] ] )

Nadalje, ođređimo Alexanderov dual simplieijalnog kompleksa K, nared- 
bom Y=K.alexander_dual() i f-vektor sa Y .f_vec to r(). Dobijeni f-vektor 
predstavlja vektor traženog simplieijalnog kompleksa

f(K /2(Taxs)) =  (18, 99,180, 72).

♦

3.5 Cisti simplicijalni kompleksi popločavanja
U ovom ođjeljku definisat eemo svojstvo eistog (engl. pure) simplieijalnog 

kompleksa poploeavanja i dati pregled uoeenih i đokazanih tvrdnji simpliei- 
jalnih kompleksa poploeavanja u odnosu na dato svojstvo eisti simplieijalni 
kompleks.

Definicija 3.5.1 Maksimalna strana simplicijalnog kompleksa je svaki sim- 
pleks u kompleksu koji nije strana nijednog većeg simpleksa.

Definicija 3.5.2 Simplicijalni kompleks K  je ćist (engl. pure) ako su sve 
maksimalne strane (engl. facet) u njemu iste dimenzije.

P rim jer 10 Simplicijalan kompleks poploćavanja K i2 (Di,n) za n =  5 je ćist 
kompleks.

Rješenje: Neka je dat simplieijalni kompleks poploeavanja K/2(D i,5). U 
KJ2 (Di,5) s u  svi maksimalni simpleksi dimenzije 1. ♦

Simplieijalni kompleksi koje proueavamo u ovoj tezi su rijetko kada eisti 
kompleksi. Ipak, eisti kompleksi u kontekstu poliomino poploeavanja regiona 
M sa skupom poliomino oblika £  imaju jedno lijepo svojstvo koje slijedi iz 
definieije K (M, £) i osobine biti cist.

Propozicija 3.5.1 Ako je K (M ; £) čist kompleks, tada za bilo koje posta- 
vljanje i < dim K(M, £) oblika iz £  na M  bez preklapanja možemo postaviti 
još dim K (M ; £) + 1 — i oblika iz £  u M  tako da i dalje nema preklapanja.

Svojstvo iskazano prethodnom Propozieijom sugeriše da ima smisla 
razmišljati samo o onim simpleksima koji odgovaraju poploeavanjima sa 
maksimalnim brojem poliomina iz £. Takav simplieijalni kompleks je 
podkompleks našeg kompleksa K (M ; £) koji odgovara uniji simpleksa maksi- 
malne đimenzije i njihovih strana. Oni zaslužuju da budu posebno proueeni.
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Dokaz: Neka je dat simplicijalni kompleks popločavanja K l2(Di n), n > 6. 
Razmotrimo maksimalne simplekse datog kompleksa prikazane na Slici 3.14 
i Slici 3.15.

Propozicija 3.5.2 Sim plic ija ln i kom pleksi popločavanja K i2(D \,n), n > 6
n isu  čisti kom pleksi.

Slika 3.14: Maksimalan simpleks simplicijalnog kompleksa popločavanja
Kj2 (D\,n) dimenzije n — l z a  n =  2 k + 1  k > 3 i dimenzije n za n =  2k,
k 3

Slika 3.15: Maksimalan simpleks simplicijalnog kompleksa popločavanja
K h(D\,n) dimenzije n — 5

Sa prikazanih slika je očigledno da dati maksimalni simpleksi nemaju istu 
dimenziju, stoga zaključujemo da K l2 (D 1>n), n > 6 nisu čisti kompleksi. ■

P rim jer 11 Simplicijalni kompleksi popločavanja K l3 (DXn) n = 5 i n = 8
su čisti kompleksi.

Rješenje: Simplicijalni kompleks popločavanja Kj3 (Dij5) ima sve maksi- 
malne simplekse dimenzije 0, a simplicijalni kompleks popločavanja K I3 (D18) 
ima sve maksimalne simplekse dimenzije l. Stoga zaključujemo da su dati 
kompleksi čisti kompleksi. ♦

Propozicija 3.5.3 Simplicijalni kompleksi popločavanja K I3(D1n), n > 9 
nisu čisti kompleksi.

Dokaz: Neka je dat simplicijalni kompleks popločavanja K I3(D1n)  n > 9. 
Razmotrimo sljedeće maksimalne simplekse datog simplicijalnog kompleksa 
popločavanja. U slučaju kada je n = 3k, k > 3 tada I-tromino možemo 
postaviti tako da je svako polje date table potpuno prekriveno. Kada je 
n =  3k + 1,k > 3 ostat će nam jedno polje date table nepokriveno, a u 
slučaju kada je n = 3k + 2, k > 3 ostaju nam dva polja neprekrivena. Svaki
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od navedenih slučajeva predstavlja maksimalni simpleks datog simplicijalnog 
kompleksa popločavanja dimenzije k — 1.

Slika 3.16: Maksimalan simpleks simplicijalnog kompleksa popločavanja
K h (D!,„)

Slika 3.17: Maksimalan simpleks simplicijalnog kompleksa popločavanja
K,^ (DUn)

Kako dati maksimalni simpleksi nemaju iste dimenzije to zaključujemo 
da isti nisu čisti kompleksi. ■

P rim jer 12 Simplicijalni kompleksi popločavanja K i2 (Ti,n) za n = 4, n =  5 
i n =  7 su čisti kompleksi.

Rješenje: Dati simplicijalni kompleksi popločavanja K/2 (T1j4)  K/2 (T15) 
imaju sve maksimalne simplekse dimenzije 1, a K/2 (T17) dimenzije 2, pa 
za date komplekse kažemo da su čisti kompleski. ♦

P rim jer 13 Simplicijalni kompleks popločavanjaK/2 (T1>n) za n = 6 nije čist 
kompleks.

Rješenje: Neka je dat simplicijalni kompleks popločavanja K /2(T16). Uo- 
čimo maksimalne simplekse prikazane na Slici 3.18 i Slici 3.19 koji su 
dimenzije 2 i 1 respektivno.

Slika 3.18: Maksimalan simpleks simplicijalnog kompleksa popločavanja
K/2 (T16) dimenzije 2

Slika 3.19: Maksimalan simpleks simplicijalnog kompleksa popločavanja
K/2 (T1>6) dimenzije 1

♦
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Dokaz: Dokaz je analogan đokazu Teoreme 3.5.2. ■

Propozicija 3.5.5 Simplicijalni kompleksi popločavanja K i3(T ,̂n), n > 9 
nisu čisti kompleksi.

Dokaz: Dokaz je analogan đokazu Teoreme 3.5.3. ■

P rim jer 14 Simplicijalni kompleks popločavanja K i2 (T2,2) je čist kompleks.

Rješenje: U datom simplieijalnom kompleksu svi maksimalni simpleski su 
dimenzije 1  ♦

Posljedica 3.5.1 Simplicijalni kompleksi popločavanja K I3(D2n), n > 6 
nisu čisti kompleksi.

Simplieijalni kompleks poploeavanja KI3(D2,n)  n > 6 su spoj kompleksi sa 
samim sobom, za koje smo u Propoziji 3.5.3 pokazali da nisu eisti kompleksi,

Posljedica 3.5.2 Simplicijalni kompleksi popločavanja K I3(T2,n), n > 6 
nisu čisti kompleksi.

Simplieijalni kompleks poploeavanja KI3(T2,n)  n > 6 su spoj kompleksi sa 
samim sobom, za koje smo prethodno pokazali da nisu eisti kompleksi,

Propozicija 3.5.6 Simplicijalni kompleksi popločavanja K I2 (Dm,n), m  > 2, 
n > 3 nisu čisti kompleksi.

Dokaz: Neka je dat simplieijalni kompleks poploeavanja KI2 (Dm,n), gdje su 
m > 2, n > 3, Razmotrimo prvo slueaj kada su m i n oba neparna, Uocimo 
da tada maksimalne simplekse datog simplieijalnog kompleksa možemo 
prikazati kao na Sliei 3,20 i Sliei 3,21. Kako dati maksimalni simpleksi 
nisu iste dimenzije zakljueujemo da KI2 (Dmn) neparne m i n nisu cisti
kompleksi.

Propozicija 3.5.4 Sim plic ija ln i kom pleksi popločavanja K I2(T1n), n  > 8
n isu  čisti kom pleksi.
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Slika 3.20: Maksimalni simpleks od Slika 3.21: Maksimalni simpleks od 
K i2 (Dm,n) kada s u m i n oba neparna Kl2 (Dm,n) kada s u m i n oba neparna

Neka su sada m i n različite parnosti, bez smanjenja općenitosti neka je 
m neparan. Uočimo da tada maksimalne simplekse možemo prikazati kao na 
Slikama 3.22, 3.23 i 3.21. Kako prikazani simpleksi nemaju iste dimenzije 
zaključujemo da ni u ovom slučaju K l2 (Dm n) nisu čisti kompleksi.

Slika 3.22: Maksimalni simpleks od Slika 3.23: Maksimalni simpleks od 
Ki2 (Dm,n) kada su m i n različite Kl2 (Dm,n) kada su m i n različite 
parnosti parnosti

U slučaju kada su m i n oba parna lako je uočiti da možemo jedan 
maksimalan simpleks dobiti postavljajući domine uspravno, a drugi na način 
koji je prikazan na Slici 3.23. Stoga zaključujemo da Kl2 (Dm,n) za m  > 2, 
n > 3 nisu čisti kompleksi. ■

Propozicija 3.5.7 Simplicijalni kompleksi popločavanja K l2 (Tm,n), m > 2, 
n > 3 nisu čisti kompleksi.
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Dokaz: Dokaz date tvrdnje je analogan dokazu Teoreme 3.5.6. Uočimo da 
će maksimalni simpleksi prikazani na Slikama 3.20 i 3.22 biti maksimalni 
simpleksi i na torusnoj kvadratnoj mreži, a da simpleksima prikazanim 
na Slikama 3.21 i 3.23 moramo dodati dominu na horizontalnoj stranici 
lijepljenja u praznim poljima prvog, odnosno zadnjeg reda da bi bili 
maksimalni simpleksi na torusnoj kvadratnoj mreži. Međutim, tako dobijeni 
maksimalni simpleksi nemaju iste dimenzije to slijedi da Kl2 (Tm,n), m, n > 3 
nisu čisti kompleksi. ■

Propozicija 3.5.8 SimpUcijalni kompleksi poplocavanja K i3 (Dm,n)  m ,n  > 
4 nisu cisti kompleksi.

Dokaz: Neka je dat simplicijalni kompleks popločavanja Kl3 (Dm,n)  m ,n >
4. Uočimo da tada maksimalne simplekse kompleksa K/3 (Dm,n)  m, n > 4 
možemo uočiti u jednom od sljedećih oblika. Ako je m = 3 k \ n  > 4. Tada 
možemo uočiti maksimalne simplekse simplicijalnog kompleksa popločavanja 
K l3 (Dm,n) u oblicima prikazanim na Slici 3.24 i Slici 3.25.

Slika 3.24: Maksimalni simpleks od Slika 3.25: Maksimalni simpleks od 
K i3 (Dm,n) za m  = 3k  k > 1, n > 4 Ki3 (Dm,n

Očigledno je da dati maksimalni simpleksi nemaju istu dimenziju pa stoga 
nisu ni čisti kompleksi. Dokaz analogno provodimo i u slučajevima kada je 
m = 3 k +  1 i m = 3 k +  2, k > 1 n > 4

Propozicija 3.5.9 Simplicijalni kompleksi poplocavanja K l3 (Tm,n) za 
m ,n  > 4 nisu cisti kompleksi.

Dokaz: Dokaz je analogan dokazu Teoreme 3.5.8. ■
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3 .6  B a l a n s i r a n i  s i m p l i e i j a l n i  k o m p l e k s i  p o p l o -  

e a v a n j a

U ovom odjeljku razmotrit eemo balansirane simplieijalne komplekse 
poliomino poploeavanja,

Deflnicija 3.6.1 Neka je K  simplicijalan kompleks dimenzije d na skupu 
vrhova V. Kazemo da je K  balansiran ili uravnotežen (engl. balanced) ako 
postoji preslikavanje k : V [d + 1] takvo da ako je {x ,y} ivica u K  onda
je k(x) =  k(y).

Prethodnu definieiju možemo zamišljati i u smislu bojenja, Ako pretpo- 
stavimo da je K  bojenje od skupa vrhova V sa tojam a { 1 ,2 ,..., d} tada 
svaka strana od K  ima sve vrhove obojene razlieitim bojama, Uvijek 
možemo pretpostaviti da je K  dio strukture uravnoteženog kompleksa eak 
ako i nije eksplieitno naglašeno, Drugim rijeeima kažemo da je simplieijalni 
kompleks dimenzije d balansiran ako je (d +1) obojiv, Za više o balansiranim 
simplieijalnim kompleksima pogledati [12], [38], [39], [40], [41], [47], [79], [82] 
i [83|.

Balansirani simplieijalni kompleksi imaju dodatna ogranieenja za f- 
vektore, Sljeđeeom propozieijom dajemo grubu oejenu veze između broja 
poliomino poploeavanja eiji je simplieijalni kompleks poploeavanja balansi- 
ran,

Propozicija 3.6.1 Neka je K (M ; E) balansiran simplicijalni kompleks po- 
pločavanja dimenzije d = dim(K(M; £)), čiji je broj vrhova m. Tada vrijedi

m k /d+lN

fk - (K (M E )) ž  ( d 7 +  ■

Dokaz: Neka je v : V ^  [d +1] jedno pravilno bojenje vrhova V od K (M ; £) 
i neka je Vi =  v-1( i ^ a  1 < i < d + 1. Tada je V =  V U ■ ■ ■ U Vd+1, Simpleks 
dimenzije k — 1 ima k razlieito obojenih vrhova pa je

fk-i(K(M; E)) < £  |V),||V„||VS| ■ ■ ■ |Vk| <
{ii,...,ifc}c[d+1|

d + 1k
(|V1| + |V12| + \Vd+ 1|)fc m + + 1  

(d + 1 )k ■

Prethodna nejeđnakost slijedi iz nejednakosti aritmetieke i geometrijske 
sredine, ■
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Prije nego što formulišemo glavna tvrđenja ovog paragrafa odredit ćemo 
dim Dm (Dm,n). Iz rada sa homološkim grupama popločavanja znamo da su 
popločavanja sa I p-ominima senzitivna na dijagonalna bojenja u p boja, 
pa ćemo tablu označiti brojevima 1, 2 , . . . , p  kao na Slici 3.26. Kako god 
da postavimo oblik on pokriva p različitih brojeva, te svakako ne možemo 
postaviti više od dj oblika gdje je dj broj polja označenih sa i na Slici 3.26.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 P 1 2 3 4 5
p 1 2 3 4 5 6 7 8 P - 1 P 1 2 3 4

p-1 P 1 2 3 4 5 6 7 P - 2 P ~  1 P 1 2 3

P - 2 P - 1 P 1 2 3 4 5 6 P - 3 P - 2 P ~  1 P 1 2
P - 3 p - 2 P ~  1 P 1 2 3 4 5 p  -  4 P - 3 P - 2 P ~  1 P 1
p - 4P - 3 p - 2 P - 1 P 1 2 3 4 p-5 P-4 P - 3 p - 2 P ~  1 P

’ * .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 7? 1 2 3 4 5
P 1 2 3 4 5 6 7 8 P - 1 P 1 2 3 4

• .

n

Slika 3.26: Bojanje vrhova simplicijalnih kompleksa popločavanja K1p(Dm,n)

L e m a  3.6.1 dim K1p(Dm,n) = da+\ za m ,n  > p.

D o k a z :  Ukoliko p | m di p | n očigledno je da odgovarajuće horizontalno 
odnosno vertikalno redanje proizvodi potpuno prekrivanje table sa mpn oblika. 
U ovim specijalnim slučajevima broj za svako polje se na tabli pojavljuje isti 
broj puta, pa tvrđenje važi. No, stvari nisu očigledne u ostalim slučajevima 
i potrebno ih je detaljnije analizirati.

Neka je m = m^p + a i n = n^p + b. Razlikovat ćemo dva slučaja 
a + b < p — 1 i a +  b > p.

Ako je a  + b < p — 1, možemo zaključiti da je da+i =  m in p  + a n  + bmi, 
a na Slici 3.27 je dato jedno postavljanje m ^np + a n  + bm  ̂ I p-omina bez 
preklapanja na tablu u ovom slučaju.
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m  i

1 2 3 p 1 2 3 p 1 2 3 p 1 2 3 a

p 1 2 P~  1 P 1 2 p - 1 P 1 2 P - 1 P 1 2 a - 1

p - 1 P 1 p - 2 p - 1 P 1 p - 2 p - 1 P 1 p - 1 P - 1 P 1 a - 2

p - 2 P~  1 P P - 3 p - 2 P - 1 P P - 3 p - 2 P~  1 P p - 3 p - 2 p -  1 P a - 3

• . • . * * .
* • * •

1 2 3 P 1 2 3 P 1 2 3 P 1 2 3 a

1 2 P - 1 P 1 2 o-l P 1 2 p - 1 P 1 2 a - 1

>-l P 1 P - 2 p - 1 P 1 U- i p - 1 P 1 p - 2 P - 1 P 1 a - 2

) - 2 P - 1 P P - 3 p - 2 P - 1 P P - 3 p - 2 P~  1 P p - 3 o - 2 p - 1 P a - 3

* • •. • . • . * •

* • . * •
• . • .

1 2 3 P 1 2 3 P 1 2 3 P 1 2 3 a

1 2 P~  1 P 1 2 P - ' P 1 2 P - 1 P 1 2 a - 1
>-l P 1 P - 2 ) - l P 1 P " < p - 1 P 1 p - 2 p - 1 P 1 a — 2

) - 2 P - 1 P P - 3 ) - 2 P~  1 P p - 2 P - 1 P P - 3 o - 2 P - 1 P a - 3

* • * •. • . * • . * • .

1 2 3 P 1 2 3 P 1 2 3 P 1 2 3 a

P 1 2 P - 1 P 1 2 P - 1 P 1 2 p - 1 P 1 2 a - 1

p - 1 P 1 P - 2 o - l P 1 P - 2 P - 1 P 1 p - 1 P - 1 P 1 a - 2

o - 2 p - l P P - 3 p - 2 p -  1 P o - 3 p - 2 P - 1 P p - 3 P - 2 P - 1 P s — 3

* • . • . ’ • .

p-l}2 f-l}3 f-SH f-l|2 i-iti f-W f-1+2 p-H3 f-l}4 f-H2 p-l}3 p-l}4

Slika 3.27: Bojanje vrhova simplicijalnih kompleksa popločavanja (Dm,n)

Razmotrimo sada slučaj a + b > p. Primijetimo da je svakako a + b < 2p — 2.
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«1 - 1

P  b  P  P

1 2 3 p 1 2 3 b 1 2 3 P 1 2 3 P

p 1 2 P - 1 P 1 2 6 - 1 fo 1 2 p - 1 P 1 2 p - 1

p - 1 P 1 P - 2 P - 1 p 1 6 - 2 6 - 1 6 1 P - 2 p - 1 P 1 3 - 2

V - 2 p - 1 P P - 3 p - 1 3 - 1 P 6-3 6 - 2 6 - 1 b P - 3 p - 2 p - 1 P P - 3

1 2 3 p - a p - b 1 2 3 P 1 2 3 P

P 1 2 P 1 2 P - 1 P 1 2 p - 1

P - 1 P 1 P - 1 P 1 P - 2 P -  1 P 1 p - 1

P ~ ‘ J - 1 P P - 2 P - 1 P p - 3 P - 2 p - 1 P P - 3

a 1

1 2 3 P 1 2 3 P 1 2 3 P 1 2 3 P

P 1 2 P - 1 p 1 2 p - 1 P 1 2 p - 1 P 1 2 P - 1

P - 1 P 1 P - 2 P - 1 P 1 P - 2
o-l P 1 p - 2 P - 1 P 1 P - 2

P ~ ‘ )-l P P - 3 P - 2 3 - 1 P p - 3 o - 2 P - 1 P P - 3 o - 2 p - 1 P P - 3

1 2 3 P 1 2 3 P 1 2 3 P 1 2 3 P

P 1 2 p - 1 p 1 2 p - 1 P 1 2 P - 1 P 1 2 P - 1

p - 1 P 1 P - 2 P - 1 P 1 P - 2 o-l P 1 P - 2 p - 1 P 1 P - 2

P ~ ‘ >-l P P - 3 p - 2 3 - 1 P p - 3 o - 2 p - 1 P P - 3 p - 2 p - 1 P P - 3

Slika 3.28: Bojanje vrhova simplicijalnih kompleksa popločavanja (Dm,n)

U ovom slučaju Slika 3.28 nam može pomoći da sračunamo da je da+i = 
m in p  + a n  + bm^ + a + b — p, kao i da imamo prekrivanje takvo da su 
prekrivena sva polja označena sa a + 1, čime je dokaz završen. ■

T e o r e m a  3.6.1 Sim plicijaln i kompleksi popločavanja K Ip (Dm,n), m ,n  > p 
su balansirani kompleksi.

D o k a z :  Posmatrajmo polja označena sa a +  1 u Slici 3.26 i označimo ih 
redom sa X2, . . . ,  xda+1 kao na Slici 3.29. Pravilno bojenje simplicijalnog
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kompleksa dobijamo tako što vrh od KIp (Dm,n) bojimo bojom i ako njemu 
odgovarajuće postavljanje pločice prekriva polje x,. Sada zbog Leme 3.29 
slijedi i da je kompleks K Ip (Dm n) balansiran.

x 2 ^ 3 . . .

% 1 % 2 % 3 . . .
I j l l ^ '+ 3

* * • • * • ; ;
* •  #

n

Slika 3.29: Bojanje vrhova simplicijalnih kompleksa popločavanja KIp(Dm n)

Razmotrimo sada svojstvo balansiranosti na simplicijalnom kompleksu 
koji je asociran postavljanjem I-omina na kvadratnu torusnu mrežu
K Ip (Tm,n

T e o r e m a  3.6.2 Simplicijalni kompleksi popločavanja K Ip (Tm,n) za m E N i 
n = p ■ l, l > 2 su balansirani kompleksi, a u svim drugim slučajevima nisu 
balansirani kompleksi.

D o k a z :  Neka je dat simplicijalni kompleks popločavanja asociran postavlja- 
njem I p-omina na kvadratnu torusnu mrežu dimenzije m x n. Jasno je da je 
dim KIp (Tm n) < [m  1 — 1- Primijetimo da se na svako polje table na torusu 
može postaviti p p vodoravnih I p-omina, pa ovaj simplicijalni
kompleks ima 2mn vrhova. Analizirajmo ovo bojenje. Dva vrha mogu biti 
obojena istom bojom ako se odgovarajući vrhovi preklapaju. Staviše i za tri 
vrha obojena istom bojom važi opservacija-sva tri odgovarajuća postavljanja 
moraju imati zajednički vrh koji preklapaju, jer bar dva položaja moraju biti 
u istoj koloni ili vrsti. Ovo povlači zapravo da sva polja obojena istom bojom 
moraju prekrivati zajedničko polje iz Helijeve teoreme. Dakle, jednom bojom 
je obojeno najviše 2p vrhova od KIp (Tm n). Na datoj torusnoj mreži imamo 
m ■ n polja. Razmotrimo dati kompleks u sljedećim slučajevima:

1) Neka p|m i p |n  Ako vrijedi da su m i n djeljivi sa p možemo upotrijebiti 
bojenje korišćeno u dokazu Teoreme 3.6.1 i uvjeriti da je kompleks 
balansiran.
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2) Bez smanjenja opeenitosti neka p \ m  i p\n. Oeigleđno tada p\m ■ n. 
Tada je iskorišeeno mpfi boja pa je svakom bojom obojano 2p vrhova, 
Za svaku od mpfi boja postoji zajednieko polje za svako postavljanje 
Ip-omino oblika i uzmimo da su ta polja oznaeena na torusnoj tabli, 
Staviše, bojenje je i zadato tako da su vrhovi koji odgovaraju ploeieama 
koje prekrivaju isto oznaeeni i jednobojni, Kako svaka ploeiea pokriva 
jedno polje, u jednoj vrsti možemo imati najviše |_^] obojenih polja 
da neka ploeiea ne bi prekrila dva oznaeena polja, To povlaei da je 
ukupan broj oznaeenih polja n ■ [m] < n ■ m što je kontrađikeija.

3) Neka p \ m  i p \ n. Na kvadratnu torusnu mrežu tada možemo staviti
najviše mn

P 1 Ip-omino oblika, odakle slijedi da je

mn
p

1 > dim(K/p (TmXn)).

Ukoliko bi dozvolili da koristimo imali bi najviše 2p
2p ■ — =  2mn vrhova, što je kontradikeija.

<

Na osnovu razmotrenih slueajeva slijedi dato tvrđenje.

mn mn
P P

3.7 Homologija simplicijalnih kompleksa asoei- 
ranih poploeavanjem

D e f l n i c i j a  3.7.1 Niz abelovskih grupa i homomorfizama

dn +1
n+1 > Cn Cn— 1 ^  ... ^  C1 Co 9q. 0

takav da je dndn+1 =  0 za svaki prirodan broj n naziva se lancani kompleks.

Elemente pođgrupe Ker dn C Cn nazivat cemo n-eiklusi, a elemente 
podgrupe Im dn+1 C Cn n-mbovi, a kako vrijeđi da je dndn+1 =  0 slijedi da 
je Im dn+1 C Ker dn,

D e f l n i c i j a  3.7.2 Kvocijentna grupa Hn := Kerdn/Im d n+1 naziva se n -  
ta homološka grupa lančanog kompleksa C. Elementi od Hn nazivaju, se 
homološke klase, oznaka [z], z E Ker d, a za dva ciklusa x i y kojfi pripadaju 
istoj klasi kaze se da su homologni, i pišemo x ~  y.
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D e f l n i c i j a  3.7.3 Za simplicijalni kompleks K , homološke grupe lančanog 
kompleksa

, r'* dn+P e'* r'* <.' Cn+1 ' Cn ' Cn -1 ' % Ci Co 0

nazivamo simplicijalnim homološkim grupama od simpleksa K , i oznacavamo 
sa Hn (K ) ili jednostavnije samo homološkim grupama od K .

D e f l n i c i j a  3. 7. 4 Rang r(Hn(K )) naziva se n-ti Bettijev broj kompleksa K. 

Homologija i Bettijevi brojevi simplieijalnih kompleksa su proueavani u
[10], [31], [41], [60], [61], [62] i [72],

P r i m j e r  1 5  Homologija simplicijalnog kompleksa

Hi(k i2(D3, s)) = 0, za i =  °  1  3  i H2(k i2(D3x3)) = Z5.

R j e š e n j e :  Eazmotrimo sva moguea postavljanja domine na torusnu kva- 
dratnu mrežu, ođređimo maksimalne nesimplekse i definišimo simplieijalni 
kompleks K  u  Sageu 9.0 analogno kako je prikazano u  Primjeru 8. Za 
definisani simplieijalni kompleks poploeavanja K ođređit cemo A l e x a n d e r o v  
dual, pomoeu naredbe Y = K . a l e x a n d e r _ d u a l ( ) . Zatim koristeei naredbu 
Y . h o m o l o g y ( )  određujemo traženu homologiju i dobijamo

Hi(Ki2 ( D ^ ) )  =  0, za i =  0,1, 3, i H^(Ki2 (D^x3)) =  Z5.

♦
Homologija nam daje i neke informaeije o postojanju pareijalnih poplo- 

eavanja, iako su oejene koje iskazujemo sljeđeeim stavom generalno slabe,

Stav 3.7.1 Ukoliko je Ht(K(M, E)) =  0 tada je fj(K (M ; E)) > (j+1).

Dokaz: Predstavnik ^^̂ e homološke klase je dat sumom nekih i simpleksa. 
Kako je homološka grupa netrivijalna sigurno možemo postaviti i + 1 
poliomino oblik iz E u M bez preklapanja. Na osnovu eega slijedi tražena 
nejednakost. ■

Za ođređene simplieijalne komplekse poploeavanja dajemo pregled njiho- 
vih homologija izraeunatih u programu Sage 9.0.
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Tabela 3,4: Pregleđ homologije simplieijalnog kompleksa KI2(Dlxn) za neke
konkretne vrijednosti n

n homologija
5 {0 0, 1 0}
6 {0 0, 1 Z, 2 : 0}
7 {0 0, 1 Z, 2 : 0}
8 {0 0, 1 0, 2: 0, 3 0}
9 {0 0, 1 0, 2: Z, 3 : 0, 4 0}
10 {0 0, 1 0, 2: Z, 3 : 0, 4 0}
11 {0 0, 1 0, 2: 0, 3 0,4: 0}
12 {0 0, 1 0, 2: 0, 3 Z, 4 0, 5 :0}

Tabela 3,5: Pregled homologije simplieijalnog kompleksa Kl2 (T1xn) za neke 
konkretne vrijednosti n

n homologija
4 {0 Z 1 : 0}
5 {0 0, 1 Z}
6 {0 0, 1 Z x Z, 2 : 0}
7 {0 0, 1 Z, 2 : 0}
8 {0 0, 1 0, 2 Z, 3 : 0}
9 {0 0, 1 0, 2 Z x Z, 3 : 0}
10 {0 0, 1 0, 2 Z, 3 : 0, 4 : 0}
11 {0 0, 1 0, 2 0, 3 Z, 4 : 0}
12 {0 0, 1 0, 2 0, 3 Z x Z, 4 :0 , 5 :0}

Tabela 3,6: Pregled homologije simplieijalnog kompleksa K Ia(D1xn) za neke 
konkretne vrijednosti n

n homologija
5 {0 Z x Z}
6 {0 Z x Z, 1 0}
7 {0 Z 1 : 0}
8 {0 0, 1 : 0, 2 : Z, 3 : 0}
9 {0 0, 1 : 0, 2 : 0, 3 : Z x Z x Z, 4 :0}
10 {0 0, 1 : Z x Z x Z x Z, 2 :0}
11 {0 0, 1 : Z x Z x Z , 2 :0}
12 {0 0, 1 : Z, 2 : Z, 3 0}
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Tabela 3,7: Pregleđ homologije simplieijalnog kompleksa K/3 (T1xn) za neke
konkretne vrijednosti n

n homologija
4 {0 Z X Z X Z}
5 {0 Z X Z X Z X Z}
6 {0 Z 1 :0}
7 {0 0, 1 Z}
8 {0 0, 1 Z5}
9 {0 0, 1 Z7, 2 : 0}
10 {0 0, 1 Z6, 2 : 0}

Tabela 3,8: Pregled homologije simplieijalnog kompleksa K/2 (D2xn) za neke 
konkretne vrijednosti n

n homologija
2 {0 Z 1 : 0}
3 {0 0, 1 Z X Z, 2 : 0}
4 {0 0, 1 0, 2 Z , 3 : 0}
5 {0 0, 1 0, 2 Z X Z, 3 : 0, 4 :0}
6 {0 0, 1 0, 2 0 3 Z5, 4 : 0, 5 : 0}
7 {0 0, 1 0, 2 0 3 0, 4: Z X Z X Z X Z, 5 0, 6 0}
8 {0 0, 1 0, 2 0 3 0, 4: Z X Z X Z X Z, 5 Z, 6 0, 7 :0}

Tabela 3,9: Pregled homologije simplieijalnog kompleksa K/2 (L2xn) za neke 
konkretne vrijednosti n

n homologija
3 {0 0, 1 0}
4 {0 0, 1 Z X Z, 2 : 0}
5 {0 0, 1 0, 2 Z X N X N 00

6 {0 0, 1 0, 2 0 3 Z, 4 :0}
7 {0 0, 1 0, 2 0 3 N X N X N X Z, 4 : 0,5 : 0}
8 {0 0, 1 0, 2 0 3 0, 4 : Z8, 5 :0 6 : 0}
9 {0 0, 1 0, 2 0 3 0, 4 :0 ,5  : Z5 6 :0 , 7 :0}
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Tabela 3,10: Pregleđ homologije simplieijalnog kompleksa K/2 (T2xn) za neke
konkretne vrijednosti n

n homologija
2 {0 Z 1 : Z x Z}
3 {0 0, 1 Z9, 2 : Z}
4 {0 0, 1 0, 2: Z 16, 3 : Z}
5 {0 0, 1 0, 2: 0, 3 : Z21, 4 : Z}

Tabela 3,11: Pregled homologije simplieijalnog kompleksa K/3(D2xn) za neke 
konkretne vrijednosti n

n homologija
3 {0 0, 1 0}
4 {0 0, 1 Z}
5 {0 0, 1 Z x Z x Z x Z}
6 {0 0, 1 Z x Z x Z x Z, 2 : 0 3 : 0}
7 {0 0, 1 0, 2 0 3 : Z, 4 : 0 5 0}
8 {0 0, 1 0, 2 0 3 : Z, 4 : 0 5 0}
9 {0 0, 1 0, 2 0 3 : 0, 4 : 0, 5 : 0, 6 :0 , 7 :0}

Tabela 3,12: Pregled homologije simplieijalnog kompleksa K l3(L2xn) za neke 
konkretne vrijednosti n

n homologija
5 {0 0, 1 Z x Z}
6 {0 0, 1 Z x N X N X N 2 :0}
7 {0 0, 1 Z x Z, 2 : 0, 3 : 0}
8 {0 0, 1 0, 2 : Z, 3 : 0}
9 {0 0, 1 0, 2 : 0, 3 Z x N X N o
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Tabela 3,13: Pregleđ homologije simplieijalnog kompleksa K/3(T2xn) za neke
konkretne vrijednosti n

n homologija
4 {0 0,1 Z9}
5 {0 0,1 Z 16}
6 {0 0,1 Z  x Z x Z x Z, 2:0,  3:0}
7 {0 0,1 0, 2:0,  3 : Z}
8 {0 0,1 0, 2:0,  3 : Z25}
9 {0 0,1 0, 2:0,  3 : Z49, 4 : 0,5:0}

Tabela 3,14: Pregled homologije simplieijalnog kompleksa K L3 (D2xn) za neke 
konkretne vrijednosti n

n homologija
3 {0 Z5, 1 : 0}
4 {0 0, 1 : Z9}
5 {0 0, 1 : Z23, 2 : 0}
6 {0 0, 1 : Z x Z x Z x Z, 2: Z27, 3 : 0}

3.8 Cohen-Macaulay svojstvo simplicijalnih 
kompleksa poliomino popločavanja

U ovom ođjeljku bavit eemo se izueavanjem Cohen-Maeaulav svojstva 
simplieijalnih kompleksa poliomino poploeavanja, Ovo svojstvo simpliei- 
jalnih kompleska je jedno od najviše proueavanih svojstava simplieijalnih 
kompleksa, Jedan od najpoznatijih primjera Cohen-Maeaulav kompleksa 
je zasigurno primjer koji je dao Stanlev 1975, godine u svom radu [77], a 
isti se uzima kao rođenje Cohen-Maeaulav svojstva simplieijalnih kompleksa, 
Dehnieija koju je dao Stanlev je algebarska, dok je Eeisner u svom radu [71] 
koristeei se rezultatima Hoehstera, vidjeti [33], pokazao da je svojstvo Cohen- 
Maeaulav eisto topološko svojstvo, Za više o istraživanjima Cohen-Maeualav 
svojstva pogledati [10], [14], [20], [41], [60], [71], [77], [78] i [80], Sađa eemo 
dati formalnu dehnieiju Cohen-Maeaulav svojstva simplieijalnih kompleksa, 
U tu svrhu prvo eemo uvesti (Krull) dimenziju i regularne nizove,

U topološkoj kombinatoriei je dobro poznata einjeniea da Cohen- 
Maeaulav kompleksi imaju homotoski tip buketa sfera ([11]). Simplieijalni 
kompleksi poliomino poploeavanja u opeem slueaju nisu Cohen-Maeaulav, 
što eemo u nastavku i pokazati, Međutim, u narednom poglavlju pokazat
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Deflnicija 3.8.1 Neka je P prost ideal prstena R, P C R, takav da kad god 
je ab E P, tada a E P Hi b E P. Lanac (engl. chain) prostog ideala je strogo 
rastući niz prostih ideala

ćemo da uprkos tome velika klasa kompleksa koje izučavamo također ima
homotopski tip buketa sfera što je eini veoma interesantnom za izueavanje
sa stanovišta topološke kombinatorike,

Po C Pi C P2 .. .  C Pn C R.

Za n kažemo da je dužina lanca.

Deflnicija 3.8.2 Krull dimenzija od R, označena sa dim R, je

dim R =  sup{n|P0 C P± C P2 ■ ■ ■ C Pn lanac ideala u R}. (3,6)

Nula djelitelj prstena R je element a E R  takav da je a = 0 i postoji b =  0 E R 
takav da je ab = 0,

Deflnicija 3.8.3 Neka je I  c  R = k[xi,x 2, . . . , x n]. Element F E R je 
regularan element na R /I  ako F = (F + I ) nije djelitelj nule od R /I . 
Ekvivalentno, F je regularan na R /I  akokađgođ je FG E I, tada je G E I.

Deflnicija 3.8.4 Niz F^, F2, . . . ,  Fm od R se naziva regularan niz od R /I  
ako je

1) F^ je regularan na R /I  i

2) Fi je regularan na R /(I , F^, F2, . . . ,  Fi-:1).

Teorem a 3.8.1 Svi maksimalni regularni nizovi imaju iste dužine i svaki 
regularni niz može biti proširen do maksimalnog regularnog niza.

Definicija 3.8.5 Dubina (engl. depth) u oznaci depth, od R /I  je dužina 
najdužeg maksimalnog niza na R koji je sadržan u m =  (x^,x 2, ... ,x n).

Teorem a 3.8.2 Za svaki ideal I  c  k[^^,^^,. . . ,  xn] = R vrijedi da je dubina 
depth(R /I) < dim (R /I).

Definicija 3.8.6 Prsten R /I  je Cohen-Macaulay ako je depth(R /I) = 
dim (R /I).
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Konacan simplicijalan kompleks K je Cohen-Macaulay nad prstenom 
s jedinicom k ako za svaki simpleks o 6 K, redukovana homologija 
H l(linkKo ; k) = 0 za svako 0 < i < dim(linkKo ), gdje je

linkK(o) = {t e K : t H o = 0 i t U o E K }.

Za dokaze navedenih tvrdnji i detaljniji pregled svojstva Cohen-Macaulay 
kompleksa vidjeti [80].

P rim jer 16 Simplicijalni kompleksi popločavanja K I2 (D1>n) za n = 3, n = 4 
i n = 5 su Cohen-Macaulay kompleksi.

Rješenje: Posmatramo li K/2 (D1n) za n =  3, n =  4 ili n =  5 uočit ćemo 
da nije moguće izdvojiti potkompleks, tj. nije moguće pronaći o e K I2(D1n) 
da se preostali dio datih tabli može poploćati dominama. Link o je ili 
prazan skup ili tačka pa su njihove redukovane homologije trivijalne. Odakle 
zakljućujemo da su navedeni kompleksi Cohen-Macaulay kompleksi. ♦ 

U nastavku ćemo dati dokaz teoreme kojom se dokazuje da KI2 (D1n) za 
n > 6 nisu Cohen-Macaulay kompleksi.

Teorem a 3.8.3 Simplicijalni kompleksi popločavanja K I2 (D1jn3 n > 6 nisu 
Cohen-Macaulay kompleksi.

Dokaz: Neka je dat simplicijalni kompleks poploćavanja K I2(D1n), gdje je 
n > 6. Razmotrimo prvo slućaj kada je n =  2k za neko k > 3. Posmatrajmo 
o KKI2 (D1n) koji odgovara poploćavanju regiona iz kojeg je izuzeta
tabla D16 tako da preostali dio simplicijalnog kompleksa KI2 (D1n) možemo 
poploćati dominama. Primijetimo da je tada linkK^ (Dln)o = K I2(D16), 
dimenzije 1
H 1 (KI2 (D1>6)) =  Z. Zbog toga zakljućujemo da KI2 (D1>n) za n =  2k, k > 3 
nije Cohen-Macaulay kompleks.

Slika 3.30: linkK̂ (Dl,n)o =  D16 u slućaju kada je n paran

Sada razmotrimo slućaj kada je n = 2k + 1 za neko k > 3. Neka je 
o KKI2 (D1n) dio koji odgovara poploćavanju regiona iz kojeg je izuzeta
tabla Di j ,analogno kao u prvom dućaju. Tada vrijedi da je linkK̂  (Dln)o =
KI2 (D17), dimenzije 2 . Uoćeni kompleks KI2 (D17) ima netrivijalnu prvu 
kohomologiju H 1 (KI2 (D17)) = Z, pa zakljućujemo da KI2(D1>n)  n > 6 i 
n =  2k +  1 za neko k > 3 nije Cohen-Macaulay kompleks.
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Slika 3.31: linkK^ (Dl,n)a =  D i ,7 u slučaju kada je n neparan

Teorem a 3.8.4 Simplicijalni kompleksi popločavanja K i2 (D2,n), n > 2 nisu 
Cohen-Macaulay kompleksi.

Dokaz: Neka je dat simplicijalan kompleks popločavanja K/2 (D2,n), gdje je 
n > 2. Posmatrajmo a G Kj2 (D2,n) koji odgovara popločavanju regiona iz 
kojeg je izuzeta tabla D2 2 tako da preostali dio simplicijalnog kompleksa 
K j2 (D2,n) možemo popločati dominama. Tada vrijedi da je linkKj (D2 n)a =  
K l2 (D2,2), dimenzije 2. Uočeni kompleks K j2 (D2,2) ima netrivijalnu nultu 
kohomologiju H 0(Kl2(D2 2)) = Z, pa zaključujemo da K l2(D2,n), n > 2 nije 
Cohen-Macaulay kompleks. ■

Teorem a 3.8.5 Simplicijalni kompleksi popločavanja Kj2 (Dm,n), m ,n  > 3 
nisu Cohen-Macaulay kompleksi.

Dokaz: Neka je dat simplicijalan kompleks popločavanja K l2(Dm,n)  m, n > 
3. Razmotrimo prvo slučaj kada je m ili n parno, bez smanjenja općenitosti 
neka je m = 2k, za neko k > 2 .

Slika 3.32: linkK̂  (Dm,n)a = D2,3 Slika 3.33: linkK/2 (Dm,n)a =  D3,3

Posmatrajmo a E K l2 (Dm n), koji će nam predstavljati dio razmatranog 
simplicijalnog kompleksa koji se može popločati dominama, tj. posmatrat
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ćemo simpleks koji odgovara poploeavanju regiona iz kojeg smo izuzeli tablu 
2 x 3, Primijetimo da se u linku od a nalaze samo domine koje popunjavaju 
preostali 2 x 3 dio table kao na Slici 3,8, pa je link linkK̂ (Dm,n)a — Kl2(D2,3), 
eija je dimenzija dim(linkK̂  (D2,3)a) — 2. K i2 (D2,3) ima netrivijalnu prvu
kohomologiju H l(Kl2 (D2,3)) — Z x Z to zakljueujemo da dati simplieijalni 
kompleks K l2 (Dm,n) za, m  —2k nije Cohen-Maeaulav kompleks,

Razmotrimo sada slueaj kada su m i n neparni, Nadalje, posmatrajmo 
a E K i2 (Dm,n) koji dobijamo izuzimanjem table D3,3 tako da se preostali 
dio simplieijalnog kompleksa K l2 (Dm,n) može poploeati sa dominama, Pri- 
mijetimo da je tada linkK̂ (Dm,n)a — K l2(D3,3), a čija je dimenzija 3, Uoceni 
potkompleks ima netrivijalnu drugu kohomologiju H 2(KI2(D3,3)) — Z2 * * 5, koju 
smo izraeunali upotrebom Sage programa, a što je prikazano u Primjeru 
15, Na osnovu navedenog zakljueujemo da Kl2 (Dm,n) nije Cohen-Maeaulav 
kompleks, ■

P rim jer 17 Simplicijalni kompleksi popločavanja Kl3 (D1n) n < 7 su
Cohen-Macaulay kompleksi.

Rješenje: Posmatramo li Kl3 (D^,n) za n < 7 uocit cemo da nije moguee 
izdvojiti potkompleks, tj, nije moguee pronaei a E K l3(D1n) da se preostali 
dio datih tabli može poploeati I-trominima, Link a je ili prazan skup ili taeka 
pa su njihove redukovane kohomologije trivijalne, Ođakle zakljueujemo da 
su navedeni kompleksi Cohen-Maeaulav kompleksi, ♦

Teorem a 3.8.6 Simplicijalni kompleksi popločavanja K l3 (D^n), n > 8 nisu 
Cohen-Macaulay kompleksi.

D o k a z :  Neka je đat simplieijalni kompleks poploeavanja K l3 (D1>n)  za n > 
8, Dokaz date tvrdnje cemo provesti kroz razmatranje sljedeea tri slueaja:

1) Neka je n — 3k — 1 za k > 3. Posmatrajmo a E K l3 (D1>n) koji 
odgovara poploeavanju regiona iz kojeg je izuzeta tabla D 1>5 tako da 
preostali dio simplieijalnog kompleksa Kl3 (D^,n) možemo poploeati sa 
I-trominima, Tada vrijedi da je linkKjg(Dl>n)a — Kl3(D1>5), a eija je 
dimenzija 1, Kompleks Kl3 (D^,5) ima netrivijalnu prvu kohomologiju 
H^(Kl3(D15)) — Z x Z, pa zakljueujemo da Kl3(D^,n) za n — 3k — 1, 
k > 3 nije Cohen-Maeaulav kompleks,

2) Neka je n — 3k za k > 3. Posmatrajmo a E K l3 (D1>n) koji
odgovara poploeavanju regiona iz kojeg je izuzeta tabla D 1>e tako da
preostali dio simplieijalnog kompleksa Kl3 (D^,n) možemo poploeati sa
I-trominima, Tada vrijedi da je linkKjg(Dl,n)a — Kl3 (D1>e), a eija je
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dimenzija 1, Kompleks KI3(D1;6) ima netrivijalnu nultu kohomologiju 
H 0(KI3(D1>6)) =  Z x Z, pa zaključujemo da KI3(D1>n) za, n =  3k, k > 3 
nije Cohen-Maeaulav kompleks,

3) Neka je n =  3k + 1 za k > 3. Posmatrajmo a E K I3 (D1>n) koji 
odgovara poploeavanju regiona iz kojeg je izuzeta tabla D 1>7 tako da 
preostali dio simplieijalnog kompleksa KI3 (D1>n) možemo poploeati I- 
trominima, Tada vrijedi da je linkK̂ (Dl,n =  KI3(D1)7), a eija je 
đimenzija 1, Kompleks KI3(D1>7) ima netrivijalnu nultu kohomologiju 
H 0(KI3(D17)) =  Z  pa zaključujemo da KI3 (D1n) za n =  3k + 1  k > 3 
nije Cohen-Maeaulav kompleks,

Na osnovu prvog, drugog i treeeg slueaja slijedi tvrđenje dato u iskazu 
teoreme, ■

P r i m j e r  1 8  Simplicijalni kompleksi popločavanja K I3 (D2>n) za n =  3, n =  4 
i n =  5 su Cohen-Macaulay kompleksi.

R j e š e n j e :  Posmatramo li KI3 (D2,n) za n = 3  n =  4 ili n =  5 uoeit cemo 
da nije moguee izdvojiti potkompleks, tj, nije moguee pronaei a E K I3(D1>n) 
da se preostali dio datih tabli može poploeati I-trominima, Link a je ili 
prazan skup ili taeka pa su njihove redukovane homologije trivijalne, Ođakle 
zakljueujemo da su navedeni kompleksi Cohen-Maeaulav kompleksi, ♦

T e o r e m a  3 . 8 . 7  Simplicijalni kompleksi popločavanja K I3 (D2>n), n > 6 nisu 
Cohen-Macualay kompleksi.

D o k a z :  Neka je đat simplieijalni kompleks poploeavanja KI3(D2,n), za n > 
6, Dokaz đate tvrdnje cemo provesti kroz razmatranje sljedeea tri slueaja:

1) Neka je n =  3k za k > 2  Posmatrajmo a E K I3 (D2,n) koji 
ođgovara poploeavanju regiona iz kojeg je izuzeta tabla D 1;6 tako đa 
preostali dio simplieijalnog kompleksa KI3 (D2,n) možemo poploeati sa 
I-trominima, Tada vrijedi da je linkKj (D2,n)a =  KI3 (D1>6), a eija je 
dimenzija 1, Kompleks KI3(D1>6) ima netrivijalnu nultu kohomologiju 
H 0(KI3(D1j6)) =  Z x Z, pa zakljueujemo da KI3(D2,n) za n =  3k, k > 2 
nije Cohen-Maeaulav kompleks,

2) Neka je n =  3k + 1 za k > 2  Posmatrajmo a E K I3 (D2,n) koji 
odgovara poploeavanju regiona iz kojeg je izuzeta tabla D2,4 tako da 
preostali dio simplieijalnog kompleksa KI3 (D2,n) možemo poploeati I- 
trominima, Tada vrijedi đa je linkKjg(D2n)a =  KI3(D2>4), a eija je 
dimenzija 2  Kompleks KI3 (D2,4) ima netrivijalnu prvu kohomologiju
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H l(Kl3(D2,4)) =  Z, pa zaključujemo da K l3(D2,n) za n =  3k + 1, k > 2 
nije Cohen-Maeaulav kompleks,

3) Neka je n =  3k + 2 za k > 2. Posmatrajmo a E Kl3 (D2,n) koji 
odgovara poploeavanju regiona iz kojeg je izuzeta tabla D2,5 tako da 
preostali dio simplieijalnog kompleksa K/3 (D2,n) možemo poploeati sa 
I-trominima, Tada vrijedi da je linkKjg{D2,n)a — K/3(D2,5), a eija je 
dimenzija 2  Kompleks K/3 (D2,5) ima netrivijalnu prvu kohomologiju 
H l(Kl3(D2 5)) =  Z, pa zakljucujemo da K/3(D2,n) za, n =  3k + 2  k > 2 
nije Cohen-Maeaulav kompleks,

Na osnovu prvog, drugog i treeeg slueaja slijedi tvrđenje dato u iskazu 
teoreme, ■

T e o r e m a  3.8.8 Simplicijalni kompleksi popločavanja K i3 (D3,n), n > 3 nis« 
Cohen-Macaulay kompleksi.

D o k a z :  Neka je dat simplieijalan kompleks poploeavanja K/3 (D3,n), gdje je 
n > 3  Posmatrajmo a G K/3(D3,n) koji ođgovara poploeavanju regiona 
iz kojeg je izuzeta tabla D3,3 tako đa preostali dio simplieijalnog kompleksa 
Kl3 (D3,n) možemo poploeati I-trominima. Tada vrijedi da je linkKjg(D3>n)a =  
Kl3 (D3>3), dimenzije 3  Uoceni kompleks K/3 (D3,3) ima netrivijalnu nultu 
kohomologiju H 0(K/3(D3,3)) =  Z  pa zaključujemo da K/3(D3,n), n > 3 nije 
Cohen-Maeaulav kompleks, ■

T e o r e m a  3.8.9 Simplicijalni kompleksi popločavanja K i3 (Dm,n), m ,n  > 4 
nisn Cohen-Macaulay kompleksi.

D o k a z :  Dokaz ove tvrdnje slijeđi direktno na osnovu Teoreme 3,8,7 i 
Teoreme 3,8,8, ■

Eazmotrimo sada svojstvo Cohen-Maeaulav i kod simplieijalnih kom- 
pleksa na torusnoj kvadratnoj mreži,

T e o r e m a  3 . 8 . 1 0  Simplicijalni kompleksi popločavanja K/2 (T^n), n > 6 nisu 
Cohen-Macaulay kompleksi.

D o k a z :  Neka je dat simplieijalni kompleks poploeavanja K/2(T ,̂n), gdje 
je n > 6. Razmotrimo prvo slueaj kada je n =  2k za neko k > 3, 
Posmatrajmo a E K/2 (T ,̂n) koji odgovara poploeavanju regiona iz kojeg je 
izuzet dio kvadratne torusne mreže T^4 tako da preostali dio simplieijalnog 
kompleksa K/2 (T ,̂n) možemo poploeati dominama, Primijetimo da je tađa 
linkK̂ (Tl>n)a — K/2(T^4), dimenzije 1. Kompleks koji smo uocili ima
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netrivijalnu nultu kohomologiju H°(KI2(Ti ,4)) =  Z, Zbog toga zakljucujemo 
da KI2 (Ti,n) za, n =  2k, k > 3 nije Cohen-Maeaulav kompleks.

Sada razmotrimo slueaj kada je n =  2k + 1 za neko k > 3. Nadalje, neka 
je a E K I2 (Ti ,„) koji odgovara popločavanju regiona iz kojeg je izuzet dio 
kvadratne torusne mreže T i,5, analogno kao u prvom slučaju. Tada vrijedi 
da je linkK̂ (Tln)a — KI2 (TI5), dimenzije 2. Uoceni kompleks KI2 (Ti ,5)
ima netrivijalnu prvu kohomologiju H l (KI2(Ti,5)) =  Z, pa zaključujemo da 
KI2 (Ti,n)  n > 6 i n =  2k + 1 za neko k > 3 nije Cohen-Macaulav kompleks.

Teorem a 3.8.11 Simplicijalni kompleksi popločavanja K I2 (T2,ra), n > 2 nisu 
Cohen-Macaulay kompleksi.

Dokaz: Neka je đat simplicijalan kompleks popločavanja KI2(T2,n), gdje je 
n > 2. Posmatrajmo a E K I2 (T2,n) koji odgovara popločavanju regiona 
iz kojeg je izuzet dio kvadratne torusne mreže T2,2 tako da preostali dio 
simplicijalnog kompleksa KI2 (T2,n) možemo popločati dominama. Tada 
vrijedi da je linkK^(T2,n)a — KI2(T2,2), dimenzije 2. Uočeni kompleks 
KI2 (T2,2) ima netrivijalnu nultu kohomologiju H°(KI2 (T2,2)) =  Z, pa 
zaključujemo da KI2(T2,n), n > 2 nije Cohen-Maeaulav kompleks. ■

Teorem a 3.8.12 Simplicijalni kompleksi popločavanja KI3 (T ^ ), n > 9 nis« 
Cohen-Macaulay kompleksi.

Dokaz: Neka je dat simplieijalni kompleks popločavanja KI3 (TIra), za n > 9. 
Dokaz date tvrdnje ćemo provesti kroz razmatranje sljeđeća tri slučaja:

1) Neka je n =  3k za k > 3. Posmatrajmo a E K I3 (TIra) koji odgovara 
popločavanju regiona iz kojeg je izuzet dio kvadratne torusne mreže 
TI6 tako đa preostali dio simplieijalnog kompleksa KI3 (TIra) možemo 
poploćati sa I-trominima. Tada vrijedi da je linkKj (Tln)a =  KI3(TI6), 
a ćija je dimenzija 1. Kompleks KI3(TI6) ima netrivijalnu nultu 
kohomologiju H°(KI3(TI6)) =  Z, pa zakljućujemo da KI3(TIra) za 
n =  3k, k > 3 nije Cohen-Macaulav kompleks,

2) Neka je n =  3k + 1 za k > 3. Posmatrajmo a E K I3 (TIra) koji 
odgovara popločavanju regiona iz kojeg je izuzet dio kvadratne torusne 
mreže TI7 tako đa preostali dio simplicijalnog kompleksa KI3 (TIra) 
možemo poploćati sa I-trominima, Tada vrijeđi da je linkK̂  (TIra)a — 
KI3(TI7), a čija je dimenzija 2. Kompleks KI3(TI7) ima netrivijalnu 
prvu kohomologiju H ^(KI3(TI7)) =  Z, pa zakljućujemo da KI3(TIra) 
z a n  =  3k + 1 k > 3 nije Cohen-Macaulav kompleks.
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3) Neka je n =  3k + 2 za k > 3, Posmatrajmo a E K I3 (Ti,n) koji odgovara 
poploeavanju regiona iz kojeg je izuzet dio kvadratne torusne mreže 
T 5̂ tako đa preostali dio simplieijalnog kompleksa KI3(T ,̂n) možemo 
poploeati I-trominima, Tada vrijedi da je linkKjg(Tl>n)& =  KI3(T ^), 
a eija je dimenzija 1, Kompleks KI3(T^,5) ima netrivijalnu nultu 
kohomologiju H0(KI3(T^5)) =  Z, pa zakljueujemo da KI3(T ,̂n) za 
n =  3k + 2, k > 3 nije Cohen-Maeaulav kompleks,

Na osnovu prvog, drugog i treeeg slueaja slijedi tvrđenje dato u iskazu 
teoreme, ■
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Glava 4

Homotopski tip simplicijalnih 
kompleksa popločavanja

Pronalazeći razlieite klase homotopija petlji možemo bolje i preeiznije 
dati neke informaeije o tom topološkom prostoru, Znaeaj proueavanja 
homotopije se ogleđa u einjeniei da proueavani prostor možemo zamijeniti 
njemu homotopnim prostorom koji je jeđnostavniji za proueavanje, U 
ovom poglavlju dat eemo uvod u homotopiju simplieijalnih kompleksa 
poploeavanja,

Deflnicija 4.0.1 Neka je I  =  [0,1] C R i neka je X  topološki prostor. 
Neprekidna funkcija f  : I  ^  X  se naziva put u X . f  (0) nazivamo početak 
puta, a f  (1) kraj puta.

Definicija 4.0.2 Neka je f  : I  ^  X  put takav da je f  (0) =  f  (1) =  x0. 
Tada f  zovemo petlja sa baznom tackom x0.

Definicija 4.0.3 Neka su f  : X  ^  Y  i g : X  ^  Y  neprekidna preslikavanja. 
Reći ćemo da je preslikavanje f  homotopno sa g ako postoji neprekidno 
preslikavanje F : X  x I  ^  Y  tako da za svako x E X , F(x, 0) =  f  (x) i 
F(x, 1) =  g(x). Funkcija F se naziva homotopija između f  i g, i pišemo
f  -  g-

Deflnicija 4.0.4 Neka su f  i g putevi sa zajednickom pocetnom taČkom x0 
i krajnjom taČkom x\. Ako postoji homotopija F iz f  do g takva da je za 
svako t E I, F (0, t) = x0 i F(1,t) = x\ tada su f  i g homotopni putevi. Tada 
pišemo f  - p g.

U preeiznijoj terminologiji mogli bismo reei da je funkeija f t generirana sa 
putem homotopije F  put iz x0 do xi. Drugim riječima, fiksiramo li t E I  i
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zadamo funkciju f t (x) : I  ^  X  tako da f t (x) = F (x,t). Tada je f t put od 
xo đo Xi-

Lem a 4.0.1 (Pasting  lem m a) Neka je f  : X  ^  Y . Neka je A U B = X ,
gdje su A i B, oba otvorena Ui oba zatvorena podskupa od X . Ako su f  |A i 
f  \b obje neprekidne, tada je i f  neprekidna.

Dokaz Leme može se pronaći u [61] i [62],
Neka je f  put. Neka [f ] oznaćava klasu ekvivalencije svih puteva koji su 

homotopni sa f .

Propozicija 4.0.1 Neka su f  : X  ^  Y  i g : X  ^  Y neprekidna 
preslikavanja. Neka je Y  konveksan podskup od To znaci da je za svako 
a,b G Y , Hnija segmenta između a i b sadržana u Y . Tada postoji homotopija 
između, f  i g koju nazivamo homotpijom ravne linije F : X  x I  ^  Y , gdje je 
F (x,t) =  (1 — t ) f  (x) + tg(x). Ako su f  i g putevi sa zajednickom pocetnom 
tačkom tada je F put homotopija.

Dokazi se mogu pronaći u [61] i [62],
Neka je K  simplicijalni tompleks i neka u G K. Dehnišemo sljedeći 

potkompleks od K

del(a, K ) := {t G K : u ^  t },

koji se naziva deletion od K. Slićno, potkompleks 

stK(a) := {t G K : u U t G K },

nazivamo zvijezda (engl. .star) od u u K. Primijetimo da je linkK(u) C 
stK (u). Pod pojmom linka zadržavamo smisao i datu dehniciju datu u glavi 
dva ođjeljka 3.8.

Spoj simpleksa K  i tećke v koje nije njegov vrh, tj. sa simplicijalnim 
kompleksom {0, {v}} nazivamo konus i oznaćavamo sa

coneK := K  * {0, {v}}.

Spoj simpleksa K  i đvotaćke {0, {u}, {v}} pri čemu u \  v nisu vrhovi od K  
se naziva suspenzija od K, i važi

Y (K ) := K  * {0, {u}} U K  * K  * {0, {v}}.

Geometrijski gledano suspenzija je unija dva konusa nađ K, polijepljena po 
K. Oćigleđno je da je coneK kontraktibilan topološki prostor, dok je klasićna 
ćinjenica da je Hi+1(Y K ) =  H i(K) za svako i.

U ostatku poglavlja često ćemo koristi naredne dvije leme čiji se đokazi 
mogu naći u [31] i [49],

116



Lema 4.0.2 N eka je  K  sim plic ija lan  kom pleks i v  vrh od K . A ko  je  linkK v
kontraktib ilan  u delKv tada vrijedi

K  ~  delKv V £  (linkKv ) .

L e m a  4.0.3 Neka je K  simplicijalan kompleks i {u,v} ivica od K . Ako je 
linkK{u, v} kontraktibilan u delK{u,v} tada vrijedi

K  ~  K ' V £  (linkK{u, v}) ,

gde je K ' potkompleks od K  koji se .sastoji od svih t E K  takvih da {u, v} r.

4.1 Fundamentalna grupa simplieijalnih kom- 
pleksa poploeavanja

D e f i n i c i j a  4.1.1 Neka je f  : I  ^  X  put iz x0 do x\ i neka je g : I  ^  X  put 
iz x\ do x2. Definiraj'mo operaciju * sa

f  * g je neprekidno pre-slikavanje na osnovu Leme j.0.1 pa je to put iz x0 do 
x2-

Ovako definisan put zovemo još kompozieijom ili produktom puteva f  i 
g. Prethođno đefinisana operaeija * može biti primijenjena i na klase 
homotopija.

D e f i n i c i j a  4. 1. 2 Neka je f  : I  ^  X  put iz x0 do x\ i neka je g : I  ^  X  put 
iz x\ do x2. Definirajmo [f] * [g] =  [f * g].

P r o p o z i c i j a  4.1.1 Operacija * između klasa homotopija je dobro definisana. 

Za dokaz Propozieije 4.1.1 vidjeti [61] i [62],

P r o p o z i c i j a  4 . 1. 2 Neka je f  : I  ^  X  put iz x0 do x\. Neka je g : I  ^  X  
put iz x\ do x2. Neka je h : I  ^  X  put iz x 2 do x 0, te neka je f  : I  ^  X  
neprekidna funkcija takva da je f(s) =  f  (1 — s). Operacija * između klasa 
homotopije ima sljedeća svojstva:

1. postoji neutralni element: [ex0] * [f] =  [f] i [f] * [ex0] =  [f],

2. postoji inverzni element: [f] * [f] =  [ê o] i [f] * [f] =  [ê o],

f  (2s), s e [0, 2]
g(2s — s e  [2 ,1]

117



3. vrijedi zakon asocijativnosti: ([f] * [g]) * h = [f] * ([g] * [h]).

Dokaz Propozicije 4.1.2 može se pronaći u [61] i [62],

D e f l n i c i j a  4. 1. 3 Neka je X  topološki prostor. Neka je n (X ,x 0) označava 
skup svih klasa ekvivalencije [f] od petlji u X  u odnosu na tačku x0. 
ffi(X, x0) kada se opskrbi sa operacijom * čini grupu. Takvu grupu nazivamo 
fundamentalna grupa.

P r o p o z i c i j a  4 . 1. 3 (n^(X,x0), *) je grupa.

Dokaz Propozicije 4.1.3 može se pronaći u [31], [61] i [62],

D e f i n i c i j a  4 . 1 . 4  Topološki prostor X  je putno povezan ako za svako x ,y  E 
X  postoji neprekidan put f  takav da je f  (0) =  x i f  (1) =  y.

D e f i n i c i j a  4. 1. 5 Prostor X  je jednostavno povezan ako skup X  čine po- 
vezani putevi i za neko x0 E X , n^(X, x0) sadrži samo jedan element ex0. 
Fundamentalna grupa se tada naziva trivijalna.

Može se lako vidjeti da funđamentalna grupa prostora ne zavisi od izbora 
početne tačke, za više vidjeti [31], [61] i [62],

U nastavku ovog đijela proučavamo funđamentalne grupe kompleksa 
popločavanja. Kao što ćemo pokazati, kompleksi koji odgovaraju „velikim” 
regionima imaju trivijalne fundamentalne grupe. Koristit ćemo se opisom 
funđamentalne grupe simplieijalnog kompleksa sa straniea-putem grupom 
(vidjeti [75]).

T e o r e m a  4.1.1 Za m ,n  > 4 fundamentalna grupa n ^ K ^ (D mn)) je trivi- 
jalna.

D o k a z :  Neka je dat simplieijalni kompleks popločavanja K I2 (Dm,n) i neka 
su sa P1; P2, ..., Pk oznaćena postavljanja domine na tablu Dm,n. Svako 
postavljanje nam predstavlja jedan v r h  simplicijalnog kompleksa K I2 (Dm,n). 
Unutar datog simplicijalnog kompleksa posmatrat ćemo petlje (puteve) koje 
su prezentovane sa nekim skupom vrhova datog simplieijalnog kompleksa 
i koji čine neki cikl P1P2 . .. PkPu pri ćemu straniea PiPi+1 E K I2 (Dm,n). 
Dokazat ćemo da su sve petlje kontraktibilne unutar kompleksa pomoću 
prineipa matematićke indukcije po dužini eikla k.

U slućaju kada je cikl dužine jedan, direktno slijedi da je P  ̂ ~  •, Za 
k = 2 tv rd nj a je i dalje očigledna i vrijedi da je P1P2P1 ~  •. Posmatrajmo 
sada cikl đužine 3, tj. P^P^P^P^ Nadalje, i u  o v o m  slućaju kada je k =  3 
i dalje imamo trivijalan slučaj, tj. kako je takav simplieijalan kompleks flag
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to trougao možemo sažeti u taeku, tj, P1P2P3P1 — •■ Neka je sada dat cikl 
đužine n =  4, tj, P\P2P3P4P1 . Uocimo da dati cikl možemo izdijeliti na 
međusobno homotopne dijelove, tj, dati eikl svodimo na jedan od trivijalnih 
slueajeva, pa zakljueujemo da je cikl Pi P2P3PaPi — •■

Pretpostavimo sada da data tvrdnja vrijedi za sve eiklove eija je dužina 
manja od k, Dokažimo đa đata tvrđnja vrijedi i za dužinu eikla k. Neka 
je dat cikl PiP2P3...  PkPi- U datom eiklom posmatrajmo neka eetiri
uzastopna vrha P», Pi+1, Pi+2 i Pi+3. Ukoliko se parovi domina Pj i Pi+2
ne sijeku, ocigledno je da se eiklus homotopan sa P ^ 2P3 . . .  PiPi+ 2 . .. PkP-̂  
zbog postojanja trougla PiPi+1Pi+2, a koji je po inđuktivnoj hipotezi 
kontraktibalan unutar kompleksa, Analogno važi i za par domina na 
pozieijama PM1 i P +̂3. Ostaje nam da razmotrimo slueaj kad se parovi 
domina P̂  i P̂ +2, i PM1 i P +  sijeku. Oni prekrivaju najviše 6 polja 
table Dm,n na kojoj se van njih moraju naei bar dva susjedna slobodna 
polja, Unutar simplieijalnog kompleksa K l2 (Dm,n) uocimo da uvijek možemo 
pronaei vrh Pj koje je disjunktno sa odabrana eetiri uzastopna vrha đatog 
cikla. Zbog toga je dio eikla PiPi+1Pi+2Pi+ 3 homotopan sa P^PjP+3- Odakle 
zakljueujemo da se dati eikl homotopno može smanjiti na eikl manje dužine 
od k. Kako su svi ciklovi po induktivnoj pretpostavei eija je dužina manja 
od k homotopni sa taekom to je i dati cikl homotopan sa taekom, tj, 
P]_P2P3 . . .  PkPi. — •■ Na osnovu eega zakljueujemo da je fundamentalna 
grupa simplieijalnih kompleksa poploeavanja K l2 (Dm,n) trivijalna, ■

Dokaz prethodne teoreme vrijedi u mnogo generalnijem slueaju kom- 
pleksa, Neka je zadat neki konaean skup poliomino oblika T  i K T (Dm,n) 
simplieijalni kompleks poploeavanja table m xnsa. T . Najprije cemo pokazati 
sljedeei stav,

P r o p o z i c i j a  4.1.4 Postoji cijeli broj l(T ) takav da je broj vrhova u 
K (M ; T) \  linkK(M;+)V nije veći od l(T) za svaki region M  u ravni i svaki 
vrh od K (M ; T).

D o k a z :  Oeigleđno, za proizvoljan poliomino u ravni postoji konaeno mnogo 
postavljanja poliomina iz T  u ravni tako da ga sijeku, Time je i površina unije 
svih poliomina koji ga prekrivaju konaena, Odavde slijeđi dato tvrđenje, ■

T e o r e m a  4.1.2 Postoji cijeli broj p(T) takav da je ^ (K p (D mxn)) trivi- 
jalno za svako m ,n  > rp(T).

D o k a z :  Dokaz eemo provesti na osnovu prineipa matematieke indukeije 
po dužini eiklova da dokažemo da je simplieijalni kompleks nulhomoto- 
pan u K Ps (Dmxn). Cikl đužine jedan i dva su oeigleđno nulhomotopni, 
Pretpostavimo da su svi ciklovi dužine k nulhomotopni, Razmotrimo cikl
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a = V0VL...  Vk gdje je V neki vrh u kompleksu K Ps (Dmxn). Iz Propozieije 
4.1.4, slijedi da u Kps (DmXn) \  L gdje je

L = (linkKps(DmXn)Vk-i U linkKps(DmXn)Vk U linkKPs(DmXn) Vo U linkKPs(DmXn)Vi)

nema više od l(T) vrhova, to je put Vk-1VkV0VL sadržan od zvijezda vrhova 
V za sve dovoljno velike brojeve m  i n. Nadalje, a je homotopan sa ciklom 
VVl . . .  Vk-1, koji je po indukeijskoj hipotezi nulhomotopan. ■

Argument prethodne teoreme zapravo važi u najgeneralnijem slueaju:

Teorem a 4.1.3 Postoji prirodni broj s(T) takav da je za sve m ,n  > s(T) 
fundamentalna grupa nL(Kp (Dm,n)) trivijalna.

Dokaz: U dokazu Teoreme 4.1.1 kljueni argument je da na tabli obezbije- 
dimo dovoljno prostora za postavljanje petog oblika u induktivnom koraku. 
Zaista, kako radimo sa poliomino oblieima koji imaju konaean broj polja 
ukoliko je tabla dovoljno velika, ona ee posjeđovati svojstvo da kako god 
postavili konaean broj r oblika iz T  uvijek možemo dođati (r + 1)-vi oblik 
koji je đisjunktan sa svima njima. ■

Posljeđiea ove opservacije je da tvrđenje važi i za tablu m x n na torusu.

Teorem a 4.1.4 Postoji prirodni broj t(T) takav đa je za .sve m ,n  > t(T) 
fundamentalna grupa nL(Kp (Tm,n)) trivijalna.

Teoreme 4.1.3 i 4.1.4 zapravo implieiraju da su simplieijalni kompleksi 
poploeavanja asoeirani tablama m x n netrivijalne samo za konaeno mnogo 
vrijeđnosti, a brojevi s(T) i t(T) su invarijante datog skupa poliomino oblika 
T. Bilo bi zanimljivo pokušati o ovim brojevima nešto više reei za neke 
speeijalne klase fc-omina.

P roblem  1 Ocijeniti s(T) i t(T) za I  i L k-omino u funkciji od k.

4.2 Povezanost simplieijalnih kompleksa poplo- 
eavanja

U ovom paragrafu đisertaeije dat eemo uvodna razmatranja u povezanost 
simplieijalnih kompleksa poploeavanja. Kompleksi K Ps (DmXn) i K Ps (TmXn) 
teže da imaju trivijalnu fundamentalnu grupu i da budu 2-povezani za 
đovoljno velike m  i n. Za prostor X  kažemo da je n-povezan ako za svako 
0 < k < n, vrijedi đa je nk(X ) = 0, ili ekvivalentno kažemo X  je neprazan i 
svako neprekidno preslikavnaje S k ^  X  je nulhomotopno.
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Primijetimo da je ovaj rezultat speeijalni slueaj [8, Propozieije 7], 
Simplieijalni kompleks K Ps (Tmxn) je primjer r-konmnog kompleksa koji je 
uveo Jonathan Barmak u [8] za dovoljno velike m  i n.

Neka je r > — 1 cijeli broj,

Deflnicija 4.2.1 Simplicijalni kompleks K  se naziva r-konusan ako bilo koji 
podkompleks od K  na r vrhova leži u zvijezdi stKv nekog vrha v E K.

Sljedeei stav karakteriše bitno homotopsko svojstvo simplieijalnih kom- 
pleksa poploeavanja,

Propozicija 4.2.1 Postoji cijeli broj r(T) takav da je K p (Dmxn) r-konusan 
za sve m ,n  > r(T).

Dokaz: Prema stavu 4,1,4 za bilo kojih r vrhova vi , . . . ,  vr od K T(Dmxn) 
postoji najviše r ■ l(T) vrhova koji leže izvan

linkKr (DmXn)vi U ... linkKr (DmXn)vi
pa za dovoljno velike m i n postoji vrh v takvo da v1;. . . ,  vr G linkKr(DmXn)v. 
Pošto je K(m, n; T) flag kompleksbilo koji potkompleks od K T (Dmxn) na 
v^,. . . ,  vr je sađržan u stK(m,n;T)v, pa je K(m, n; T) r-konusan, ■

Zapravo, ovaj argument možemo primijeniti u mnogo širem kontekstu, 
Neka je Mn niz regiona u ravni ili na tousu  takav đa broj vrhova u K (Mn; T) 
raste kako n ro. Ovakav niz regiona nazivamo rastućim. Važi da je

Lem a 4.2.1 Postoji m (T) takav da je K (M n; T) i r-konusan za sve n > 
m (T ).

U [8, Theorem 12], Barmak je dokazao da je 6n-konusni kompleks n- 
povezan, Prema tome, ovaj rezultat sa našom Lemom 4,2,1 kaže:

Posljeđica 4.2.1 Za rastući niz regiona Mj i zadati skup poliomino oblika 
T , postoji niz prirodnih brojeva pk (Mi, T) takav da je nkK(M n; T) trivijalan 
za svako n > pk(Mp T).

Brojevi pk(M^, T) povezuju kombinatoriku od T  i regiona M̂  sa to- 
pologijom od K (Mp T). Poznato je da je na primjer p0(K(1,n;2) =
5,p-\_(K(1, n; 2) =  8  p0(K(n, n; 2) =  3,p^(K(n, n; 2) =  2 i još neke vrijednosti 
koje bi slijeđile iz naših eksperimenata i primjena Hurevieeve teoreme, No, 
ođređiti taenu vrijednost od pk(Mn, T) u opeem slueaju je teško; eak i u 
jeđnostavnijim slueajevima za koje znamo đa K (Mp T) imaju homotopski 
tip buketa sfera,

P roblem  2 Dati ocjenu pk(Mn, T) u zavisnosti od n za dati rastući niz 
regiona Mn i .skup poliomino oblika T
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4.3 Homotopski tip simplieijalnih kompleksa 
poploeavanja

U ovom paragrafu razmotrit ćemo homotopski tip simplieijalnih kom- 
pleksa asoeiranih sa p o s t a v l j a n j e m  Ik-omina na k v a d r a t n o j  tabli i na 
k v a d r a t n o j  torusnoj mreži 1 x n, O v a j  problem je originalno razmatrao 
K o z l o v  u [49] u kontekstu kompleksa nezavisnosti grafa koji je pokazao da je 
za n > 1

f  Sfc-1 a k o  je n =  3k,
K I2 (D1xn) = < pt ako je n =  3k + 1,

[ Sk ako je n =  3k + 2.
i da je za n > 3

TI2 (D 1xn)
Sk 1 v gk 1 ak0 je r = 3k,
Sk-1 a ko j e r  =  3k ±  1.

Matsushita je pokazao u [56] da je KI2 (D2xn) homotopan buketu sfera, a 
n e d a v n o  je u [74] isti rezultat pokazan i za KI2 (D3xn), No, ovi rezultati su 
razmatrani u kontekstu grafovskih kompleksa, tematike koja privlaei posebnu 
pažnju nauene javnosti, oblasti u kojoj je lijep doprinos dala i Marija Jelie 
Milutinovie u svojoj đoktorskoj disertaeiji [58] i radovima [9] i [59],

Veza sa grafovskim kompleksima sparivanja i kompleksima poploeavanja 
je evidentna i kompleksi koje mi razmatramo se mogu smatrati uopeenjem 
ovih objekata, Naredni rezultati su dobijeni slienim metodama, najeešee 
primjenom Lema 4,0,2 i 4,0,3,

P r o p o z i c i j a  4.3.1 Za n > U  + ik vrijedi

k ii k
K h,I2,...,Ik (D1 xn) - \J Z>K h ,h ,...,Ik (D1x(n-1))^ V  V  SK Il,I2,...,Ifc (D1x(n-il-r))

j=2 r=2 l= 1

D o k a z :  Oznaeimo KIl I2,...,Ik (D1xn) sa K, Primijenimo Lemu 4,0,2 nekoliko 
puta, Neka je Uj v r h  koji ođgovara postavljanju od 1 x Ij I-omina na prvu 
eeliju ij celija od 1 x n table, Vrijeđe sljedece tvrdnje:

1, linkKUj =  KIi,I2,...,Ik(D1 x(n-ij)) z a  s v a k o  1 < j  < k

2, u  G delKUj z&svako 2 < j  < k

3, linkKUj C linkKUj« za svako 1 < j '  < j '' < k
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Prethođne tvrdnje implieiraju da linkKu2 leži u  linku od u  ̂ u  delKu2 to 

možemo primijeniti Lemu 4,0,2 na u2. Primjenom prethodno n a v e d n e  Leme 
dobijamo da vrijedi da je

K ~  delKu2 V 'EKi1,i2,...,ik(D ix(„-i2)).

Za s v a k o  j  > 3 slijedi da je linkKUj = linkdeiKU2Uj. N a s t a v i m o  li primjenjivati 
Lemu 4,0,2 za u3, . . . ,  uk, redom kao rezultat primjene dobit ćemo

K ~  X  V EK/j,/2...Jk (Dix(n-ik)) V ■ ■ ■ V EK/j,j2... Ik (Dix(n-i2)),

gdje je X  simplicijal kompleks dobijen iz K kada se obrišu svi simpleksi koji 
sadrže jedno od vrhova u2, . . . ,  uk.

Nastavimo primjenjivanje Leme 4,0,2 na X, Sa ur oznaćimo vrh koji 
odgovara postavljanju od 1 x Ij I - o m i n a  na 1 x n tablu ta k o  da prva r — 1 i 
n — ij — r + 1 ćelija nisu pokrivene, Tada slijedi da

linkX uj =  K JX J2,..,Jk (D1 x(n-ij-r+1))

i linkXur leže u  linku od u  ̂ u  delXur , P r i m i j e n i m o  li Lemu 4,0,2 u\, . . . ,  u\,
u^, . . . ,  u\, . . . ,  u)1, . . . ,  uk1, respektivno, Slijedi da je

ii k
x  ~  Y  V V  V  SK Il J2,...Jk (D1 x (n-ij-r+1)^

r=1j= 1

gdje je Y dobijen iz X  brisanjem svih simpleksa koji sadrže jedan od vrhova 
ur gdje je 1 < j  < k, i 2 < r < i ,̂ M e đ u t i m ,  kako smo već uklonili sve 
vrhove izvan linkKu1; Y je si mp le ks c o n e  sa vrhom u  u  i kontraktibilan je, 
Odakle slijedi tvrđenje, ■

Na osnovu Propozicije 4,3,1 direktno slijedi tvrđenje Teorema 4,3,1,

Teorem a 4.3.1 Simplicijalni kompleks popločavanja K Jlt..,Jk (D1xn) ima ho- 
motopski tip huket sfera.

U nastavku ćemo dati dokaz sličnog rezultata, ali u slučaju kada se 
razmatra simplicijalni kompleks asociran postavljanjem I-omino oblika na 
torusnu kvadratnu mrežu dimenzije 1 x n. N e k a  su U < i2 < ■ ■ ■ < ik 
pozitivne cjelobrojne vrijednosti i T  se sastoji od 1 x Ij I-omina za svaki 
1 < j  < k i n e k a  je sa K Jltl2,.,Ik (Tmxn) oznaćen simplicijalni kompleks 
poploćavanja na kvadratnoj torusnoj mreži m x n.

Propozicija 4.3.2 Simplicijalni kompleks popločavanja K^ (T1xn) ima ho- 
motopski tip huket sfera.
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Dokaz: Neka su celije na tabli oznaeene sa 1, . . . ,  n i vrh koji odgovara 
postavljanju 1 x /i  I-omina na tablu tako da prekriva celije i , . . . ,  i+i\ oznaeen 
sa Ui. Primijenimo li Lemu 4.0.3 nekoliko puta na straniee {u1 ,u il+ 1}, . . . ,  
{u+ ,u 2i1} dobijamo đa

KIi (Tlxn) — V/iTjKh (D lx(n-2ii)) V K '.

K 1 je potkompleks od K  koji se sastoji od t G K  tako da {u j,u il+j } C t za 
svako 1 < j  < iT

Primijenimo sada Lemu 4,0,2 redom na uT . . . ,  u+ tada dobijamo

K ' — Vh S K (D1 x (n-h — l^Ii V K Ii (D1x(n-1) ̂ .

Tvrđenje slijeđi iz Teoreme 4,3,1, ■

Teorem a 4.3.2 Simplicijalni kompleks popločavanja K Iit...,Ik (T1xn) ima ho- 
motopski tip huket sfera.

Dokaz: Neka je u  vrh simplicijalnog kompleksa K Iit...,Ik (T1xn) koji odgovara 
postavljanju 1 x Ik I-omina na tablu tako da prekriva celije i , . . . ,  i + ik \ v  
vrh od KIi;...;Ik (T1xn) koji odgovara postavljanju 1 x U I-omina na tablu tako 
da prekriva celije i , . . . ,  i + i T  Vrijedi đa je linkT uj C linkT Vj, Primijenimo li 
Lemu 4,0,2 na vrh u  dobit cemo da vrijeđi

KIi,...,Ik (T1 xn) — ^ K h,..,Ik (D1x(n-ik)) V delT u1.

Primijenimo li nekoliko puta uzastopno Lemu 4,0,2 na u2, . . . ,  uik dobijamo 
da

KIi,...,Ik (T1xn) — Vik ̂ KIi,...,Ik (D1 x(n-ik)) V
gdje je T ' potkompleks od T koji sadrži sve simplekse a C K Iit..,Ik (T1xn) tako 
da a n {uT ...  ,u ik}, Nadalje, ponovno imamo da vrijedi linkT/u  C linkT/v 
to možemo primijeniti Lemu 4,0,2 na vrh uik+1. Odakle, slijedi da je

T ' — SlinkT/ uik+1 V delT/ û k+1.

U oba linka linkT/uik+̂  i delT/uik+̂  možemo primjenjivati Lemu 4,0,2 na 
pomenuti vrh uj sve dok ne iscrpimo sve vrhove koji nastaju iz postavljanja 
1 x I-i I-omina na kvadratnu torusnu ploču, Odakle slijedi da buket 
simpleksi tipa KT,...,Ik-i (D1xm) koji se pojavljuju iz suspenzije linkova, i 
K Iit...jk-i (T1xn) kao deletion od vrhova u posljeđnjoj primjeni Leme 4,0,2, 
Tvrdnja Teoreme slijedi iz Teoreme 4,3,1, Propozicije 4,3,2 i indukcije po k.
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Ovi simplieijalni kompleksi su interesantni sa kombinatorne strane, pošto 
nisu Cohen-Maeaulav kompleksi, a imaju homotopski tip buketa sfera, Takvi 
primjeri su vee poznati u literaturi, ali klasa kompleksa koje smo proueili 
sigurno zaslužuje dalju analizu,

Primijetimo da ako je m < ii zbog nemoguenosti vertikalnog postavljanja 
I-omina na tablu važi

K/l,...,/fc (Dmxn) — KIi ,...,Ik (D1xra) * ' ' ' * K Ii,...,Ik (D1xra)
'----------------------v----------------------'m

kao i odgovarajuea dekompozieija u torusnom slueaju

K Il,...,Ik — K Ii,...,Ik (T1 xrn) * ■ ■ ■ * K Ii,...,Ik (T1xn̂  .
'--------------------- s/--------------------- '

Zbog toga imamo

Posljedica 4.3.1 Ako je m < ii K h ,..,h  (Dmxn) i K h ,...,h  (Tmxn) imaju 
homotopski tip huketa sfera.

Ovi rezultati zajedno sa primjerima koji su urađeni uz pomoe raeunara 
sugerišu sljedeeu hipotezu

H ipoteza 4.3.1 Za prirodne brojeve m i n i konačni skup poliomino oblika 
T  simplicijalni kompleksi K h (Dmxn) i K h (Tmxn) imaju, homotopski tip 
buketa sfera.
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