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Predgovor

Jedan od tradicionalno izuc¢avanih problema u kombinatorici je problem
poplocavanja. Proucavanje ovog problema seze u daleku proslost, ali zbog
svoje primjene i znacaja za arhitekturu, umjetnost, kompjutersku grafiku, op-
timizaciju i danas je aktuelan. Opcenito, izucavanje problema poplocavanja
je NP-tezak problem. Osnovna ideja istrazivanja ovog problema u disertaciji
je primjena algebarske topologije na proucavanje problema poplocavanja na
topoloskim povrSima.

Poliomino oblici predstavljaju interesantan alat za istrazivanja, a posebno
su od znacaja proucavanja njihovih visedimenzionalnih analagona. Njihovi
analagoni su od posebnog znacaja u statistickoj fizici i za njih se koristi
poseban termin — Zivotinje reSetke (engl. animal grids). Ovi oblici svoju
primjenu nalaze i u drugim nauc¢nim disciplinama, tako na primjer se jo$
koriste 1 kao modeli za polimere u bioloskim istrazivanjima, te kao objekti u
istrazivanju preciSc¢avanja ili filtera klastera u fizikalnom smislu. Proucavanje
poliomino oblika u rekreativnoj matematici donijelo je velik broj nerijesenih
problema, kao $to je na primjer problem enumeracije poliomino oblika date
velicine.

Poliomini su posebna tema izu¢avanja i mnogih matematicara. Od poseb-
nog su interesa u proucavanju kombinatornih problema. U kombinatornom
smislu matematicarima su okupili paznju istrazivanja slobodnih, fiksnih i
jednostranih n-omina ([3|, [19], [34], [35], [36], [53], [54], [66]). Kasnija
istrazivanja su bazirana na izucavanje asimptotskog rasta broja n—omina i
odredivanje procjene konstante rasta (engl. growth constante) ([3], [7], [36],
[44], [45], [55))

Mnostvo je problema koji se bave prekrivanjem zadanog regiona sa
odredenim poliomino oblicima. Golomb (|26]) je pokazao da je pitanje da
li poliomino oblici iz zadanog skupa mogu prekriti ravan neodlu¢ivo. Najvise
je proucavan problem poplocavanja pravougaone table pomoc¢u poliomino
oblika.

Rad koji su objavili Conway i Lagarias [18] zasigurno predstavlja jedan
od najznacajnijih radova u kojem je poliomino oblicima u ravni asocirana



grupa. Njihova ideja se ogleda u tome da se svakom poliomino obliku
pridruzi odgovarajuca rije¢, odnosno njeni konjugati koji proizvode relacije.
Drugim rije¢ima, grupa koja je odredena datim skupom poliomino oblika je
slobodna grupa posjecena datim relacijama. Conway i Lagarias su pokazali
da netrivijalnost rijeci asocirane sa regionom koji zelimo poplocati u nekoj
reprezentaciji ove grupe predstavlja opstrukciju za trazeno poplocavanje.
Takva reprezentacija grupe danas se u literaturi naziva homotopskom
grupom poplocavanja i predstavlja najjaci metod za dokazivanje nepostojanja
poplocavanja.

Medutim, homotopske grupe se tesko racunaju i ne postoje njihovi
analogoni za primjenu na vise dimenzije u poploc¢avanjima. S ciljem da olaksa
generalizaciju u visim dimenzijama poploc¢avanja Reid u svom radu [68] uvodi
grupu homologija poploc¢avanja. Ova grupa u odnosu na homotopsku grupu
se lakse odreduje, ali predstavlja slabiju invarijantu od nje.

Radovi [18] i [68] predstavljaju pocetke primjene algebarske topologije i
kombinatorne teorije grupa u proucavanju problema poploc¢avanja poliomi-
nima. U literaturi su poznati neki od problema poplocavanja povrsi [26],
[27], [28], [29], a najviSe je poslije problema poploc¢avanja povsi prou¢avano
popolocavanje torusa [52], [68].

U doktorskoj disertaciji uvodimo simplicijalne komplekse asocirane poli-
omino poplo¢avanjima. Osobine ovih kompleksa su proucavane u skladu sa
poznatim svojstvima simplicijalnih kompleksa ([13], [15], [65], [81]).

Sada ¢emo izloziti strukturu i dati pregled doktorske disertacije. Di-
sertacija je podijeljena na glave, glave na paragrafe, a neki paragrafi na
potparagrafe. Paragrafe smo oznacili sa dva broja. Prvi broj oznacava glavu,
a drugi broj oznacava redni broj paragrafa u toj glavi. Potparagraf je oznacen
s tri broja, od kojih prva dva odreduju broj paragrafa, a treéi oznacava broj
potparagrafa. Numeracije formula, teorema, lema, stavova i definicija su
standardne. Doktorska disertacija se sastoji od cetiri glave.

Prva glava doktorske disertacije se sastoji od cetiri paragrafa i daje
pregled topologije povrsi koji se odnosi na do sada poznate stvari o topologiji
povrsi, a izloZena je zbog kompletnijeg i sveobuhvatnijeg razumijevanja
izucavanja problema poliomino poploc¢avanja povrsi. Prvi paragraf sadrzi
pregled osnovnih definicija i potparagraf u kojem smo razmatrali nacin
nastanka novih topoloskih povrsi tzv. povezanih suma. U drugom paragrafu
smo se bazirali na istrazivanje homomorfizama i dokazivanje topoloskih
invarijanti povrsi. Treéi paragraf se sastoji od pet potparagrafa u kojima
su razmatrane tehnike i svojstva u (re)konstrukcijama novih povrsi: simbol
dijagrama povrsi, imenovanje vrhova, redukcija na samo jedan vrh, parovi
stranica oblika a—a, parovi stranica oblika a—a~!. U &etvrtom potparagrafu
dali smo definiciju i pregled osnovnih karakteristika translacijskih povrsi.



Vezu izmedu grupa homologija i poliomino poploc¢avanja dali smo u
drugoj glavi doktorske disertacije. Ova glava se sastoji od tri paragrafa. U
prvom paragrafu smo dali pregled do sada poznatih istrazivanja i dobijenih
rezultata o poliomino poplocavanjima u ravni. U drugom paragrafu smo
definisali problem poliomino poplo¢avanja na povrSima sa pregledom do sada
istrazenih osobina poliomino poplo¢avanja. Problem poliomino poplo¢avanja
koji M. Reid definise za ravan u [68] prenosimo na proucavanje klasa
problema na povrsima. Treéi paragraf se sastoji od prikaza dokaza novih
teorema o nepostojanosti poliomino poploc¢avanja na topoloskim povr$ima.
Date probleme smo razmotrili i proucavali sa aspekta topologije, algebre
1 kombinatorike i dali generalizacije za cijele klase proucavanih problema.
Posebno su nam bili zanimljivi za istrazivanje problemi na torusu. Pored
torusa kreirali smo i nove orijentabilne i neorijentabilne povrsi na kojima
smo primijenili i pokazali funkcionalnost izlozenih tvrdnji i metoda.

U trecoj glavi doktorske disertacije uvodimo simplicijalne komplekse
asocirane sa poliomino poplocavanjima. Trec¢a glava doktorske disertacije se
sastoji od devet paragrafa u kojima smo proucavali osobine simplicijalnih
kompleksa poplocavanja. U prvom paragrafu trecée glave dajemo kratak
prikaz osnovnih pojmova vezanih sa simplicijalne komplekse koji su opce
poznati. Drugi paragraf se sastoji od pojasnjenja i definicije simplicijalnog
kompleksa poplocavanja. Pored definicije i pojasnjenja pojmova simplici-
jalnog kompleksa poplocavanja u drugom paragrafu dajemo i pojasnjenje
uocenog flag svojstva tako definisanih simplicijalnih kompleksa.

Nadalje, u tre¢em paragrafu se bavimo proucavanjem f i h vektora
simplicijalnih kompleksa poploc¢avanja i dajemo opée generalizacije za racu-
nanje istih za bilo koju dimenziju simplicijalnog kompleksa koji je asociran
postavljanjem datog poliomino oblika. Pored izuc¢avanja datih vektora
u potparagrafu treéeg paragrafa dajemo definiciju i teoremu za primjenu
operacije spoja simplicijalnih kompleksa poploc¢avanja te njenu primjenu na
neke od simplicijalne kompleksa poplocavanja.

U cetvrtom paragrafu treéeg poglavlja smo se bavili istrazivanjem Ale-
xanderove dualnosti simplicijalnih kompleksa poplocavanja i prikazali nacin
primjene iste u programskom paketu Sage 9.0. Na osnovu primjene Alexande-
rove dualnosti u Sage programu smo uspjesno testirali konkretne simplicijalne
komplekse asocirane sa postavljanjem poliomino oblika na kvadratnu mrezu
u ravni i kvadratnu mrezu na torusu. Koriste¢i se dobijenim rezultatima u
petom paragrafu dajemo generalne dokaze osobine ¢istih kompleksa koji su
asocirani postavljanjem nekih konkretnih poliomino oblika.

Sesti paragraf se sastoji od analize i istrazivanja balansiranih simplicijal-
nih kompleksa. Za simplicijalne komplekse poplocavanja koji su asocirani
postavljanjem I-omina smo dokazali tvrdnje na kvadratnoj mrezi u ravni i
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na torusu kada su oni balansirani, a kada nisu.

Zatim smo se bavili racunanjem grupa homologija i Bettijevih brojeva
datih simplicijalnih kompleksa poplo¢avanja te smo dobijene rezulate za neke
konkretne komplekse dali u osmom paragrafu.

U osmom paragrafu treée glave smo proucavali Cohen—Macualay svojstvo
simplicijalnih kompleksa poplocavanja i dali generalne tvrdnje za neke od
simplicijalnih kompleksa za koje n su Cohen-Macualay, a za koje nisu.

Nadalje, u c¢etvrtoj glavi doktorske disertacije smo se bavili izu¢avanjem
fundamentalnih grupa datih simplicijalnih kompleksa poplo¢avanja, a dobi-
jene rezultate smo predstavili u prvom paragrafu. Dali smo dokaz generalne
tvrdnje da je fundamentalna grupa simplicijalnih kompleksa koji su asocirani
postavljanjem nekog poliomino oblika trivijalna.

Cetvrta glava doktorske disertacije nudi poveznicu i u istrazivanju
poliomino poplocavanja i njihovih homotopskih tipova. Za neke konkretne
simplicijalne komplekse poplocavanja dat je pregled njihove povezanosti
1 homotopskog tipa. U rezultatima prikazanim u ovoj glavi daje se
gneralizacija rezultata do kojih je dosao Kozlov.
jednu koherentnu cjelinu. Dio rezultata dat u doktorskoj disertaciji je
publikovan u ¢asopisu sa SCI liste u skladu sa Pravilima doktorskih studija
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Izvod 1z teze

Matematika, arhitektura, umjetnost, kompjuterska grafika, optimizacija
1 druge naucne discipline nude mnostvo problema koji se svode na rjeSavanje
problema poploc¢avanja. Ovaj problem se uglavnom proucava u ravni i
kao takav predstavlja NP-tezak problem. U ovoj doktorskoj disertaciji se
proucava problem poplocavanja topoloskih povrsi poliomino oblicima, te se
daju rjesenja za neke klase proucavanih problema.

Conway 1 Lagarias su dali novu tehniku koja koristi metod granicne
invarijante za utvrdivanje postojanosti poplocavanja. Njihove rezultate je
pro$irio u svom istrazivanju M. Reid. On je dao najuspjes$niji metod za
proucavanje problema poplocavanja u ravni radeéi sa grupama homotopija.
On je pored grupa homotopija uveo grupe homologija poplocavanja.

U ovoj tezi prosirujemo Reidova razmatranja i na izucavanje poplocavanja
toploskih povrsi poliominima radeéi sa grupama homologija poplocavanja
i dajemo dokaze (ne)postojanosti poliomino poplocavanja za cijele klase
razmatranih problema.

Pored razmatranja poplocavanja topoloskih povrsi u doktorskoj disertaciji
uvodimo simplicijalne komplekse koji su asocirani postavljanjem poliomino
oblika na kvadratnu tablu ili kvadratnu mrezu na topoloskoj povrsi. Takve
simplicijalne komplekse smo nazvali simplicijalnim kompleksima poplocava-
nja. Za uvedene komplekse smo dali razmatranja izucavanja njihovih osobina
(flag, cisti, balansirani, Cohen—-Macualay, homologija, Bettijevi brojevi,
fundamentalna grupa) i razmatranja odredivanja za njih specificnih vektora
(f i h vektora).

U cetvrtoj glavi doktorske teze smo se bavili izucavanjem povezanosti
i homotopskih tipova simplicijalnih kompleksa poplocavanja. Odreden je
homotopskih tip za neke od simplicijalnih kompleksa poplocavanja i za njih
potvrdena hipoteza da su tako definisani simplicijalni kompleksi homotopni
buketu sfera.



Abstract

Mathematics, architecture, art, computer graphics, optimization, and
other scientific disciplines offer a multitude of problems that come down to
solving problems of tilings. This problem is mostly studied in the plane and
as such represents an NP-hard problem. This doctoral dissertation studies
the problem of tilings on the topological surfaces with polvomino shapes, and
solutions for some classes of studied problems are given.

Conway and Lagarias have provided a new technique that uses the
boundary invariant method to determine the consistency of tilings. M. Reid
expanded their results in his research. He gave the most successful method
for studying the problem of surface tilings by working with the homotopy
groups of tilings. In addition to the homotopy groups, he introduced the
homology groups of tilings.

In this thesis, we extend Reid’s considerations to the study of tilings of
topological surfaces with polvominoes by working with the homology groups
of tilings and give evidence of (in)consistency of polyomino tilings for certain
classes of considered problems.

In addition to considering the problem of tilings on the topological
surfaces in the doctoral dissertation, we introduce simplicial complexes that
are associated with the placement of polvomino shapes on a square grid on
a topological surface. We have named such simplicial complexes simplicial
complexes of tilings. For the introduced simplicial complexes, we studied
their properties (flag, pure, balanced, Cohen-Macaulay, homology, Betti
numbers, fundamental group) and calculated their specific vectors (f and
h vectors). In the fourth chapter of the doctoral dissertation, we also
studied the connectedness of homotopic tvpes of simplicial complexes of
tilings. The homotopy tvpe of some of the simplicial complexes of tilings was
determined, and we confirmed the hypothesis that the simplicial complexes of
polvomino tilings have the homotopy type of a wedge of spheres. Particularly,
a generalization of the results obtained by Kozlov was given.
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Glava 1
Topologija povrsi

Topologija se kao nauc¢na oblast smatra relativno mladom matematickom
disciplinom u odnosu na ostale jer je zasnovana u XIX vijeku. Posto je kao
matematicka disciplina postala prisutna kako u matematici tako i u drugim
naukama dozivljava ubrzan razvoj. U danasnje vrijeme se mnogi aktuelni
problemi posmatraju sa aspekta topologije. Motivaciju pronalazimo u tome
da nam u proucavanju problema nisu bitne metricke osobine prostora ili
objekata, ve¢ znanje o njegovim topoloskim karakteristikama kao $to su na
primjer povezanost, oblik, rod i homologija. Kao nau¢na grana matematike,
topologija pokusava da prepozna i klasifikuje topoloske prostore. U ovom
poglavlju dat ¢emo pregled osnovnih (topoloskih) osobina povrsi. Osnovna
literatura koristena za pisanje ovog poglavlja je [46], [48], [50], [81] i [84].

Definicija 1.0.1 Neka je X neprazan skup © T familija podskupova od X.
X je topologija na X ako vrijedi

e, XeET,
e presjek konacno elemenata iz T je element iz T,
e unija elemenata iz T je element iz T .

Ureden par (X, T) naziva se topoloski prostor. Elementi topologije T € X se
nazivaju otvoreni skupoui.

Primjer. Neka je 7 = 2%, tj. razmotrimo svaki podskup u X kao otvoreni
skup, drugim rijecima prethodna izjava je ekvivalentna sa tvrdnjom da je
svaka tacka x € X otvoreni skup. Topologija definisana na ovakav nacin
naziva se diskretna topologija.
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Definicija 1.0.2 Neka je (X,T) topoloski prostor, i tacka p € (X,T).
Okolina tacke p je skup V' koji sadrzi otvoren skup U koji sadrzi p, tj.
pelUCV.

Napomenimo da skup V' moze biti otvoren i zatvoren.

Definicija 1.0.3 Neka su (X,U) i (X, V) topoloski prosotri, a D C X. Za
preslikavanje f : D — Y kaZemo da je neprekidno u tacki xq € D ako za
svaku otvorenu okolinu V' tacke f(xo) u'Y postoji otvorena okolina U tacke
xo u X takva da je f(UNV) C V. U suprotnom kazZemo da je preslikavanje
f prekidno ili diskuntinuirano u tacki xo € D. Preslikavanje f : D — Y
je neprekidno na skupu A C D ako je f neprekidno u svakoj tacki skupa A.
Preslikavange f je neprekidno ako je neprekidno na D.

Definicija 1.0.4 Preslikavanje f : A — B naziva se homeomorfno preslika-
vanje (homeomorfizam) ako je ono bijekcija i uzajamno neprekidno, tj. f i
f~1 su neprekidna.

1.1 Povrsi

Topoloska povrs (engl. surface) ili 2-dimenzionalna topoloska mnogostrukost
(engl. 2-manifold) predstavlja topoloski prostor S u kojem svaka tacka s € S
ima okolinu homeomorfnu sa R?, za vise vidjeti [17] i [46]. U nastavku
¢emo dati pregled osnovnih osobina povrsi, njihove klasifikacije i nacina
konstrukcija novih povrsi.

1.1.1 Konstrukcije novih povrsi (Povezane sume)

Povezana suma (#) je operacija za konstrukciju novih povrsi od datih povrsi
M i N. Uklonimo li po jedan otvoreni disk D2, na svakoj od datih povrsi
M i N, lijepeéi homeomorfizmom tako nastale povrsi na mjestima gdje smo
uklonili otvoreni disk D? dobijamo novu povrs M#N. Na primjer neka
su nam data dva torusa T2. Njihovom povezanom sumom dobijamo torus
roda 2 ili torus sa dvije rupe (Slika 1.1). Pod lijepljenjem orijentabilnih
povrsi podrazumijevamo homeomorfizam izmedu dvije kruznice koji mijenja
orijentaciju kako bi rezultat bio orijentabilna topoloska povrs.

Napomenimo, da je u opéem slucaju proizvoljan odabir diska koji
uklanjamo i homeomorfizama koje lijepimo.

19



Slika 1.1: Lijepljenje torusa u povezanu sumu T2#T?

Koristeéi povezanu sumu mozemo od nekoliko povrsi dobiti nove. Tako
na primjer, povezemo li sferu S? i projektivnu ravan RP? ponovo ¢emo dobiti
projektivnu ravan, a povezana suma dvije projektivne ravni daje Kleinovu
bocu K2. Dokaze ovih tvrdnji dat ¢emo u nastavku.

1.2 Topoloske invarijante povrsi

Osnovne osobine koje topoloski karakterisu neku povrs su dimenzija (engl.
dimension), granica (engl. boundary), orijentacija (engl. orientability) i njen
rod (engl. genus). Pojmovi dimenzije i granice su nam intuitivno jasni. Povrs
moZze, ali 1 ne mora da ima svoju granicu. Ako povr§ ima granicu, ona se
sastoji od konaéno mnogo razdvojenih kruznica S'. Kompaktne povrsi bez
granice nazivamo zatvorenim. One su topoloski odredene orijentabilnos$éu i
rodom povrsi.

Orijentacija predstavlja jedno od vaznijih svojstava za neke topoloske
prostore, kao $to su na primjer realni vektorski prostori, euklidski prostori,
topoloske povrsi 1 topoloske mnogostrukosti. Opéenito mozemo reéi da je
topoloski prostor orijentabilan ako u njemu nije moguce kretanje objekata u
,smjeru kazaljke na satu” i ,suprotnom smjeru od kazaljke na satu™ tako da
objekti kretnje ne mogu nikada doéi u zrcalni polozaj pozicija u kojima su
se nalazili. Takvi su na primjer realni vektorski prostori, euklidski prostori
i sfere. Ukoliko postoji moguénost kretanja objekta u topoloskom prostoru
tako da se objekat moze vratiti u bilo koji svoj zrcalni polozaj u kojem se
nalazio, za takav topoloski prostor kazemo da je neorijentabilan.

Definicija 1.2.1 Zatvorena 1 povezana topoloska pouvrs je orijentabilna ako
se smjer ne mijenja nakon jednog obilaska povrsi po bilo kojem putu. Pouvrs
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je neorijentabilna ako nije orijentabilna.

Orijentabilnost odnosno neorijentabilnost je jedno od vaznijih svojstava
povrsi. Njemacki matematicar i astronom August Ferdinand Mdbius je
1858. godine pokazao da postoji topoloska povrs po kojoj bismo mogli
pustiti vektor normale da se kreée od bilo koje tacke do bilo koje druge
na toj povrsi, ali da nikada ne prede preko granice povrsi. Postoji velik
broj ekvivalentnih definicija za (ne)orijentabilnost povrsi. Jedna od opce
prihvacéenih je i definicija kojom se kaze da je povr$ orijentabilna ako ne
sadrzi Mobiusovu traku, a u suprotnom je neorijentabilna.

Na osnovu ovog svojstva povrsi mozemo podijeliti na orijentabilne (npr.
sfera, ravan, torus) i neorijentabilne (npr. Mdbiusova traka, Kleinova boca,
projektivna ravan).

Rod orijentabilne topoloske povrsi je cijeli broj koji predstavlja maksi-
malan broj rezanja duz zatvorenih linija (diskova) koje se ne sijeku, a da
preostali dio povrsi ostane povezan. On je jednak broju rucki ili rupa na toj
povrsi. Na primjer, orijentabilna povrs roda g je g-torus (Slika 1.2). g-torus
ili torus sa g-rucki je povrs dobijena lijepljenjem g torusa u povezanu sumu,
na nacin opisan u prethodnom odjeljku (vidjeti Sliku 1.1).

— J . :. ]
= R
~ . | 5/
{ o __,,/"‘_"': ‘
\ _d-""/_—
g — rupa

Slika 1.2: Primjer orijentabilne povrsi roda g

Rod neorijentabilne povezane i zatvorene topoloske povrsi ili Eulerov
rod je pozitivan cijeli broj koji odgovara broju kapa (engl. cross-caps)
pri¢vriéenih na sferu.

Slika 1.3: Primjer neorijentabilne povrsi
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Pored prethodno navedenog mozemo reé¢i da je topologija nauka koja se
bavi izu¢avanjem neprekidnosti i onim svojstvima neke strukture koja ostaju
nepromijenjena (invarijantna) pri njenim neprekidnim transformacijama.
Neke od topoloskih invarijanti povr$i su (ne)orijentabilnost, rod i Eulerova
karakteristika povrsi, za vise vidjeti [16], [17] 1 [24].

Neka nam je data povrs M. Svaka povr§ dozvoljava dekompoziciju na
konacan broj poligona ¢ije su unutrasnjosti disjunktne i takve da je ivica
svakog poligona zalijepljena za najviSe jednu ivicu nekog drugog poligona.
Ukupan broj vrhova (tjemena) ovih poligona nazivamo skupom vrhova
(tjemena) i oznacavamo sa V. Ivice poligona nazivamo stranicama. Sve
stranice ¢ine skup stranica, a oznacavamo ga sa F. Poligone nazivamo
stranama ili licima. Sve strane ili lica ¢ine skup strana u oznaci F. Tada je
Eulerova karakteristika data sa

X(M) = [V] = [E] + |F].

Lema 1.2.1 Orentabilna povrs roda g ima Fulerovu karakteristiku 2 — 2g,
a neorijentabilna povrs roda g ima Eulerovu karakteristiku 2 — g.

Za datu povr$ Eulerova karakteristika i orijentabilnost opisuju njenu
topologiju. Eulerova karakteristika za orijentabilne povrsi roda g je

X(M) =2—29—h,
a za neorijentabilne povrsi roda g
gdje h i k respektivno predstavljaju broj graniénih komponenti orijentabilne
odnosno neorijentabilne povrsi. Eulerova karakteristika povezane sume
(M#N) povrsi M i N je data sa
X(M#N) = x(M) + x(N) — 2.

O Eulerovoj karakteristici povrsi viSe se moze pronadi u [17], [46], [50] i
[74].
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1.3 Rad s poligonima kao modelima povrsi.
Svojstva i tehnike u (re)konstrukcijama
povrsi

Svaku povrs mozemo predstaviti pomocu njenog modela u ravni sa nekim
identifikovanim stranicama poligona, vidjeti [46], [48], [81] i [84]. Na primjer:

e Torus (T?) (za vige vidjeti [50], [81], 1 [84])

Slika 1.4: Torus u R3 Slika 1.5: Model T? u R?

e Projektivna ravan (RP?) (za vige vidjeti [50], [81], i [84])

AT IPA
-
Slika 1.6: Projektivna ravan Slika 1.7: Model RP* u R?

e Kleinova boca (K?) (za vise vidjeti [50], [81], 1 [84])

a
b% ¥b
a
Slika 1.8: Imerzija Kleinove boce u R3 Slika 1.9: Model K? u R?
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e Mobiusova traka (MB?) (za vige vidjeti [50], [81], i [84])

[ v as 1a

lika 1.10: Mébiusova traka u R3
Slika 1.10: Mgbiusova traka u Slika 1.11: Model MB? u R?

1.3.1 Simbol dijagrama povrsi

Pretpostavimo da smo povrs prikazali u njenom modelu u ravni, tj. u
obliku poligona. Stranice poligona oznaéimo sa a, b, c, ... Citajuéi u smje-
ru kazaljke na satu duz granice dobijamo simbol dijagrama, za vise vidjeti
[48]. Simbol mozZe biti zamijenjen cikli¢nom permutacijom, bez mijenjanja
relativnog poretka stranica poligona. ]

Tako na primjer posmatramo li
Sliku 1.12 ¢itajuéi u smjeru ka-
zaljke na satu dobit ¢emo da je
simbol dijagrama prikazanog poli- s
gona abd 'bda~t. Dijagram poli- a
gona mozc ciklickom permutacijom  Glika 1.12: Simbol dijagrama poligona
biti zamijenjen sa d~'bda 'ab. abd~'bda~!

b

1.3.2 Imenovanje vrhova

Svaku povr§ mozemo podijeliti na kona¢an broj poligona. Ncka nam je
data povr§ i posmatrajmo proizvoljnu tacku na njoj. Na primjer, neka nam
je dat torus roda 2 prikazan u svom modelu u ravni kao na Slici 1.13. Na
datom torusu odaberimo proizvoljnu tacku A.

Tacka A na datoj povrsi mozc
biti spojnica velikog broja poligona
(njihovih stranica).  Cilj nam je
odrediti koje su to stranice. Tacka
(vrh ili tjeme) A je zapravo predsta-
vljena brojem stranica koje se u njoj
spajaju. Obilazimo oko tacke A da Slika 1.13: Model u ravni torusa sa
wpokupimo” sve njene susjede dok se dvije rupe
ne vratimo u polaznu tacku.
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Cilj nam je da imenujemo i grupiSemo sve vrhove. Neka je spoj stranica
aicvrh A

A ¢ A _C

Slika 1.11: Identifikovanje vrhova A u poligonalnom modelu povrs$i

Identifikujmo sada klasu vrhova B 1 C.

Slika 1.15: Identifikovanje klasa vrhova B i C' u poligonalnom modelu povrsi

1.3.3 Redukcija na samo jedan vrh

Pod poligonalnim modelom povr$i smatramo poligon ¢ije su neke stranice
1 vrhovi identifikovani tako da je okolina svake tacke homcomorfna disku.
Povrsi mogu nastati na razli¢ite nacine identifikacijom stranica poligona, a
dva poligona sa prop<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>