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Predgovor

Svjedoci smo ubrzanog razvoja u granama zakona odrzanja, kako deterministickih tako
1 stohastickih. Poveéano interesovanje za ove oblasti je motivisano konkretnim aplikaci-
jama u raznim granama industrije i nauke ( tok saobracaja, tok u poroznim sredinama,
primjene u biologiji, finansijama, itd., vidjeti [3, 10, 77] i reference date u njima). U ovoj
disertaciji, bavimo se deterministickim i stohastickim zakonima odrzanja, i svojstvima

njihovih rjesenja.

Bududi da je ova disertacija proizvod spoja vise matematickih disciplina, prvu glavu
¢emo posvetiti uvodenju potrebnih definicija i pojmova iz nama bitnih matematickih

oblasti. Na pocetku svake sekcije dajemo literaturu koju smo koristili kao izvor.

U drugoj glavi istrazujemo dinamiku interfejsa izmedu dva nemjesljiva fluida. Nas
metod se bazira na proceduri level skupova [17, 23, 24, 27] u okviru koje pratimo tacke
interfejsa. Kretanje interfejsa se opisuje transportnom jednacinom i tacke se kreéu
duzi karakteristika. Iako je brzina koja odreduje karakteristike nepoznata, one se mogu

izraziti odgovarajuéim funkcijama Green-ovog tipa [23, 22].

Vazno svojstvo metoda koji dajemo je cinjenica da smo uspjeli da izbjegnemo ko-
ris¢enje funkcije toka (koja ne postoji u prostorima dimenzije veée od dva) tako sto
smo je, grubo govoreci, zamijenili funkcijom pritiska. Funkcija toka je potencijal koji
odgovara dvodimenzionom vektorskom polju bez divergencije ( 1 opisuje nemjesljivost
tecnosti, vidjeti (2.3)). Igrala je vaznu ulogu u, na primjer, [17, 23, 77|, gdje je sprove-
deno slicno istrazivanje. Iz istog razloga, u [26], nastup konvekcije na gravitaciono
nestabilnom difuzivnhom grani¢nom sloju u poroznoj sredini je opisan samo u dvodi-
menzionom slucaju. Smatramo da nas metod ima potencijal za primjenu u razlicitim

oblastima istrazivanja kada se radi u dimenzijama ve¢im od dva.

U trecoj glavi se bavimo skalarnim zakonima odrzanja sa prekidnim fluksom. Ovi
zakoni su netrivijalna generalizacija skalarnih zakona odrzanja sa glatkim fluksom, i
opisuju razne fizicke fenomene koji se javljaju u jako heterogenim sredinama. Neki

od primjera su tok u poroznim sredinama, procesi sedimentacije, tok saobracaja, itd.



(vidjeti [1, 12, 14, 35] i reference navedene u njima). Dakle, od osamdesetih (vjerovatno

od rada [81]) skalarni zakoni odrzanja sa prekidnim fluksom se intenzivno istrazuju.

Za razliku od slucaja kada fluks zavisi regularno od prostorne promjenljive, odgovore
na pitanja egzistencije i jedinstvenosti rjesenja kao i egzistencija tragova entropijskih
rjesenja jos uvijek nemamo u slucaju kada fluks ima prekid. Zaista, u klasicnom radu
[48] mozemo naéi koncept (poznat kao entropijska rjesenja) koji vodi do dobre posta-
vljenosti skalarnih zakona odrzanja sa regularnim koeficijentima (neprekidno diferen-
cijabilnim u odnosu na sve promjenljive). Ispostavilo se da je veoma tesko prosiriti
ova] koncept na slucaj kada fluks ima prekid u odnosu na prostornu promjenljivu, i
pojavilo se vise zanimljivih pristupa tom problemu [2, 4, 49, 66], od kojih veéina adap-
tira pristup iz [48]. Ipak, pitanje egzistencije i jedinstvenosti rjesenja u slucaju kada
je fluks funkcija ogranicene varijacije u odnosu na prostornu promjenljivu je jos uvijek

otvoreno.

Situacija se jos vise komplikuje kada je fluks samo neprekidan u odnosu na drugu
promjenljivu jer u tom slucaju nemamo dobru postavljenost problema. Preciznije, u
[65] mozemo naéi primjer Cauchy-jevog problema za skalarni zakon sa neprekidnim
fluksom koji dozvoljava dva razlicita entropijska rjesenja za iste pocetne vrijednosti.
Sto se egzistencije tice, ona vazi cak i u slucaju kada je fluks Caratheodory-jev vektor,
tj. ogranicene varijacije u odnosu na prostornu promjenljivu sa takozvanim uslovima
nedegenerisanosti [67]. Sa jac¢im uslovima nedegenerisanosti, mi ¢emo poboljsati i up-
rostiti rezultat iz [67] (takode vidjeti [62]).

U cetvrtoj glavi istrazujemo stohasticke zakone odrzanja. Buduéi da je nemoguce
ukljuciti sve parametre koji djeluju na neki proces u prirodi, pri konstrukeiji matemati-
ckih modela moramo uzeti u obzir i taj "sum” koji utic¢e na proces, koji je u jednacinama
modela izrazen stohastickim clanom. Ovakve jednacine imaju bogatu matematicku
strukturu pa su veoma zanimljive i izazovne sa matematicke tacke gledista. Do sada
su dobijeni brojni rezultati, i ova oblast je istrazivana u raznim pravcima, pocevsi
od samih stohastickih zakona odrzanja [13, 18, 32, 33, 40, 43, 82|, zatim usrednja-
vanja brzine za stohasticke transportne jednacine [19, 57|, stohasticke degenerisane
parabolicke jednacine [37, 83]. Ovdje smo nabrojali samo neke od mnogobrojnih rezul-
tata. Sto se stohastickih parcijalnih diferencijalnih jednacina na mnogostrukosti tice,

pomenuc¢emo [11], gdje se razmatra talasna jednacina.

Ovdje ¢emo dati prostiji dokaz jedinstvenosti dopustivog (tj. kinetickog) rjesenja

Cauchy-jevog problema za stohasticki skalarni zakon odrzanja oblika

du + divyf(x, u)dt = ®(x,u)dW,, xe M, t>0 (1)
uli—o = uo(x) € L™ (M) (2)

1



na glatkoj, kompaktnoj, d-dimenzionoj (Hausdorft) Riemann-ovoj mnogostrukosti (M, g).
Objekat W je Wiener-ov proces koji moze biti konacno ili beskonacno dimenzioni, sto

ne utice na srz dokaza.

Dokaz dobre postavljenosti zadatka je skoro dat u [34]. Autori razmatraju kineticku
formulaciju (4.1) i dokazuju jedinstvenost tako sto nalaze relaciju izmedu kineticke
funkcije i kvadrata kineticke funkcije (vidi [34, (4.13)]). Procedura koju su koristili je
komplikovana, i mi ¢emo dokazati da je moguce dokazati tvrdenje koriséenjem proizvoda
kinetickog rjesenja h i funkcije (1 — h). Preciznije, nasa ideja dokaza ima isti pocetak
kao dokaz u [34] posto je bazirana na odgovarajucoj kinetickoj reformulaciji problema
(vidjeti jednacinu (4.17)). U [34], autori tada dokazuju da je kineticka funkcija h zadata
definicijom 45 zadovoljava h* = h. Medutim, za razliku od metoda iz [34] gdje autori
izvode jednacinu za h? i uporeduju je sa jednacinom za h kako bi izveli zakljucke, mi
dobijamo jednacinu za h(1 — h) i koristimo je da bi dokazali jedinstvenost. lako ovo
zvudi kao ista stvar, procedura regularizacije u nasem slucaju se lakse prati (jer je
pribliznija Euclid-skom slucaju), pa je metod prostiji od metoda datog u [34]. Osnovni
razlog za pojednostavljivanje lezi u ¢injenici da su jednacine za h i (1 — h) simetricne,
pa mozemo lako eliminisati elemente koji se pojavljuju na desnoj strani jednacina i
dobiti Kato-ovu jednakost (vidi (4.27)). Stavige, regularizujuéi jednacinu koriséenjem
konvolucije po promjenljivim x 1 £ dobijamo funkciju koja je po pretpostavci neprekidna
u odnosu na vrijeme 1 mozemo direktno koristiti Ito-ovu formulu umjesto koriséenja

njenog uopstenja iz [34].

Primijetimo da je jedan od djelova dokaza klasiéni metod dupliranja promjenljivih
(vidi [48]). Metod se moze izbjeci posto regularizujemo jednacinu (Sto znaci da mozemo
koristiti osnovne elemente Matematicke Analize za glatke funkcije). Medutim, analiza
bi tada zahtijevala razne adaptacije Friedrichs-ove leme (posebno sa obzirom da imamo

izraze sa Wiener-ovom mjerom), pa dokazi ne bi bili jednostavniji.

Veoma sam zahvalan svom mentoru, profesoru Darku Mitroviéu, na vremenu izd-
vojenom za Citanje mnogih radnih verzija moje disertacije, i sugestijama koji su je
uoblicili. Zelim da mu se zahvalim i na ogromnom strpljenju, odli¢noj saradnji, pri-
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Izvod i1z teze

U ovoj disertaciji bavimo se deterministickim i stohastickim zakonima odrzanja i nji-

hovim svojstvima.

Prvo, opisujemo ponasanje interfejsa izmedu dvije nemjesljive tecnosti, koje imaju
razlizite gustine, u trodimenzionoj poroznoj sredini. Generalizujemo prethodno dobi-
jene rezultate, napravljene u dvodimenzionom slucaju, i predstavljamo novi metod koji

ne koristi funkciju toka.

Dalje, razmatramo skalarne zakone odrzanja kod kojih fluks ima prekide u odnosu
na prostornu promjenljivu i neprekidan je u odnosu na promjenljivu stanja. Nas
pristup koristi varijantu kineticke formulacije, i koristimo ga kako bi poboljsali postojece
rezultate vezane za egzistenciju rjesenja nedegenerisanih skalarnih zakona odrzanja sa

Caratheodory-jevim fluksom, sa varijantom uslova nedegenerisanosti.

Na kraju, bavimo se egzistencijom i jednistvenoscéu rjesenja skalarnog zakona odrzanja

sa stohastickim forsingom
du + divyf(x,u)dt = ¢(x,u)dW;, x € M, t>0,

na glatkoj, kompaktnoj on Riemann-ovoj mnogostrukosti (M, g), gdje je W, Wiener-ov
proces i x — f(x, &) vektorsko polje na M za svako & € R. Koristeéi uslove dopustivosti
i kineticku formulaciju dokazujemo dobru postavljenost problema, i predstavljamo novi

dokaz jedinstvenosti rjesenja, koji je jednostavniji od postojeé¢ih dokaza.



Abstract

In this thesis, we concern ourselves with deterministic and stochastic conservation laws

and their properties.

First, we describe the behavior of the interface between two immiscible fluids, which
have different densities, in three-dimensional porous media. We generalize previous
results, made in the two-dimensional case, and introduce a new method which does not

involve the stream function.

Second, we investigate scalar conservation laws where the flux has discontinuities
with respect to the space variable and is continuous with respect to the state variable.
Our approach uses a variant of the kinetic formulation, and it is used to improve existing
results regarding the existence of solutions for non-degenerate scalar conservation laws

with Caratheodory flux, under a variant of non-degeneracy conditions.

Third, we concern ourselves with the existence and uniqueness of solutions for the

scalar conservation law with stochastic forcing
du + divyf(x, u)dt = ¢(x,u)dW;, x€ M, t>0,

on a smooth compact Riemannian manifold (M, g), where W; is a Wiener process and
x — f(x,€) is a vector field on M for each £ € R. Using the admissibility conditions
and the kinetic formulation we prove well-posedness, and present a new proof for the

uniqueness of the solutions, which is simpler than the existing ones.

vi
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Glava 1

Uvod

Pocetemo sa uvodenjem osnovnih pojmova i tvrdenja koje ¢emo kasnije koristiti. Za

pocetak, podsjetimo se dijela gradiva Funkcionalne analize.

1.1 Funkcionalna analiza

U ovom dijelu podsje¢amo se pojma Banach-ovih prostora, linearnih operatora i nji-
hovih svojstava, kao i dualnih prostora. Definicije 1 tvrdenja iz ove sekcije su preuzete
iz [76, 16, 74].

1.1.1 Banach-ovi prostori

Kako bi uveli pojam Banach-ovog prostora moramo se upoznati sa pojmovima norme

1 normiranog prostora.

Definicija 1. Neka je X wvektorski prostor nad poljem K. Funkcional p : X — [0, 00)
nazivamo polunormom i seminormom ako vazi

1. p(Ax) = |A|p(x), VA e K, Vo € X,
2. plx+y) <plx)+py), Vo,y € X.

Definicija 2. Neka je p polunorma takva da vazi p(x) =0 = x = 0. Tada kazemo da
je p norma (oznaka || - ||).

Definicija 3. Par (X, | - ||) nazivamo normiranim linearnim prostorom.

1



GLAVA 1. UVOD 2

Vazi sljedeéi odnos izmedu normiranih i metrickih prostora.
Lema 1. Svaki normiran prostor (X, || - ||) je metricki prostor (X,d) gdje je metrika
zadana sa d(z,y) =||x—y |

Dalje, potreban nam je pojam kompletnosti prostora.

Definicija 4. Niz {x,}nen u normiranom prostoru (X, | - ||) nazivamo Cauchy-jevim
nizom ako
Ve >0 3IN(e) Vn,k > N ||z, —axp [|< e

Definicija 5. Niz {x,}nen u normiranom prostoru (X, || - ||) konvergira ka x € X, u

oznact lim x,, = x, ako vazi
n— 00

Ve>03dN(E)Vn>N ||z, —x||<e.

Definicija 6. Ako svaki Cauchy-jev niz {x,}nen iz prostora X konvergira u X, tada
prostor (X, || - ||) nazivamo kompletnim.

Konac¢no, mozemo definisati Banach-ov prostor.

Definicija 7. Kompletan normiran linearni prostor (X, | - ||) nazivamo Banach-ovim
prostorom.
Lema 2. Neka je (X, || - ||) Banach-ov prostor i X, zatvoren linearni potprostor X.

Tada je (X1, | - ||) Banach-ov prostor.

Sada navodimo primjere bitnih Banach-ovih prostora.

1. Neka je T metricki prostor i Cy(T) prostor ogranic¢enih neprekidnih funkcija na T
Tada je (Cyo(T), ]| - ||lo) Banach-ov prostor. (Ovdje je || x ||co= sup;er{|z(t)[}).

2. Prostor neprekidnih funkcija koje nestaju u beskonacnosti
GoR") = { 1 < ) Jim ) 0}

sa || - |Jeo nOrmom.

3. Za 1 < p < oo, prostor

L,(Q) := {f Q= ]R|/Q|f(:r)|”d:r < oo}
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klasa ekvivalencije Lebesgue mjerljivih funkcija sa normom

1= ( |f(:c)|”dx>%-

Loo(Q) :={f: Q= R||f| < o0}

4. Prostor

esencijalno ogranicenih funkeija sa normom
I f |loc= esssup [f].

5. Prostori nizova [,, 1 < p < oo, koji sadrze sve nizove {x,},en takve da je

S Jab| < oo, sa normom

o ;
L2l <Z|xz|> |
n=1

6. Prostor ogranicenih nizova [, sa normom | - i njegovi potprostori konver-
o0 o o}
gentnih nizova c i nula nizova, odnosno nizova koji konvergiraju na 0 ¢y, sa istom

normoi.

U funkcionalnoj analizi posebno mjesto zauzima Holder-ova nejednakost.

Lema 3. Neka je | < p < oo i+ =1 Nekajef e L(Q) ige L(Q). Tada
fg€ Li(Q) ivazi
fghshfl- gl

Podsjetimo se i sljede¢eg tvrdenja.

Lema 4. Neka je (X, || - ||) normiran prostor. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni:

1. (X,]| - |l) je kompletan prostor;

2. ako je {xn}nen niz u X takav da Y o> || @n ||< 00, tada postoji x € X takvo da
Je

N
i, 1= 10
Jim ] @~ =0
n=1

1.1.2 Linearni operatori

Sada se upoznajmo sa definicijom i svojstvima linearnih operatora.



GLAVA 1. UVOD 4

Definicija 8. Neka su (X, || - ||x) ¢ (Y,| - |lv) normirani prostori. Prostor svih
linearnih, ogranicenih operatora A : X — Y oznacavamo sa L(X,Y). Ouvdje, operator
nazivamo ogranicenim ako slika ogranicene skupove u ogranicene skupove.

L(X,Y) je normiran prostor, i norma je definisana sa

Alz) |ly
T x

I Allzcxy)y= sup
reX,x#0

Sljede¢a teorema nam daje vazno svojstvo linearnih operatora.

Teorema 1.1. Neka su (X, | - ||x) i (Y, || - ||y) normirani prostori i neka jeT : X =Y
linearan operator. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni:

o T je neprekidan;
o T je neprekidan u 0;
e postoji M > 0 takvo da za svako x € X vazi || Tx ||[y< M || x ||x;

o T je uniformno neprekidan.

Lema 5. U beskonacno dimenzionom Banach-ovom prostoru postoje neograniceni op-
eratort, koji su svuda definisani.

Vazi i sljedece tvrdenje.

Lema 6. Neka je X1 C X gust podskup normiranog prostora (X,| - ||x) ¢ neka je
(Y, - lly) Banach-ov prostor. Tada, za svako T € L(X1,Y) postoji jedinstveno T
takvo da

T:X=Y, Tlp=T, i |Tlexn=IT lleexy) -

Teorema 1.2. Neka je (Y,| - |ly) Banach-ov prostor. Tada je i prostor (L(X,Y), |
- |l z(x,yy) Banach-ov prostor.

Dakle, da bi prostor linearnih operatora bio Banach-ov dovoljno je da je prostor slika
Y Banach-ov. Vazi i:

Lema 7. Neka su X,Y,Z normirani prostori i neka je S € L(X,Y), T € L(Y,Z).
Tada vazi
[T oS lecx,n<IT llecxyy - IS ez -
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1.1.3 Dualni prostori i konvergencija

Sada uvedimo pojam dualnih prostora i slabe konvergencije.

Definicija 9. Neka je (X, || - ||x) normiran prostor nad poljem K. Prostor L(X,K)
cii su elementi linearni, ogranicent funkcionalni definisani na X nazivamo dualom
prostora X. Koristi se oznaka X' i X*.

Dualni prostor X’ je Banach-ov prostor ¢ak i kada X nije Banach-ov prostoe.

Djelovanje funkcionala f iz duala X’ na element x prostora X se oznacava i sa

(f )= f().
Definicija 10. Banach-ov prostor nazivamo refleksivnim ako je (X') = X, odnosno
ako je svaki ograniceni linearni funkcional na X' oblika | — l(x) za neko x € X.
Mnogi bitni prostori su refleksivni, ali to svojstvo ne vazi uvijek. Na primjer:

Teorema 1.3. Vazi sljedece: ¢y =11, I} =l i ly S 1.

Podsjetimo se duala prostora L,,.

Teorema 1.4. Neka je (X, ) prostor konacne mjere. Za 1 < p < oo vazi da je dual
prostora L,(X) prostor Ly(X) gdje je % + é = 1.

Tvrdenje 1. Prostor L,(X) je refleksivan za 1 < p < oo.

Predimo sada na pojam slabe i slabe-* konvergencije.

Definicija 11. Neka je {x, }nen niz u prostoru X. Kazemo da ovaj niz slabo konvergira
ka nekom x, u oznact x, — x, ako za Vx' € X' vazi:

le 2 (x,) = 2/ (x)

u polju K.
Definicija 12. Neka je {yn}nen niz u prostoru Y = X'. Kazemo da ovaj niz slabo-*
konvergqira ka nekom y, u oznaci y, —* vy, ako za svako x € X vaz

lim y,(z) = y(x)

n—oo

u polju K.
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Dajemo i sekvencijalnu verziju Banach-Anaglou-ove teoreme.

Teorema 1.5. Neka je (X, | - ||)x) separabilan normiran prostor i neka je Y =X'. Ako
g€ {Yn tnen niz takav da je sup,en || yn Iy < 1, tada postogi podniz {yn, }rer @ element
y €Y takav da

Yo = Y-
U nastavku dajemo neka bitna svojstva slabe i slabe-* konvergencije.

Teorema 1.6. Ako je prostor X refleksivan, tada su slaba i slaba-* konvergencija
ekvivalentne.

Definicija 13. 1. Podskup M metrickog prostora X je nigdje gqust ako je int(M) =
0.

2. Skup M je prve kategorige ako je M = UpenM,,, gdje su M, nigdje gusti skupovi.

Dajemo i Baire-ovu teoremu o kategorijama.

Teorema 1.7. Neprazan, kompletan metricki prostor nye skup prve kategorije.

Na kraju, imamo sljedece tvrdenje.

Teorema 1.8. Neka je X Banach-ov prostor ¢ Y normiran prostor. Neka su T; €
L(X,Y), gdje jei € I. Ako za svako x € X wvazi

sup || Tix ||y < oo
el

tada

sup || 7T ||£(X,Y)< 00.
iel

1.2 Zakoni odrzanja

U ovoj sekeiji uvodimo osnovne pojmove vezane za zakone odrzanja i njihova rjesenja.

Teoreme i definicije iz ove sekcije preuzete su iz (8, 54].

1.2.1 Skalarni zakoni odrzanja i njihova rjeSenja

Pocetemo sa definisanjem pojma skalarnog zakona odrzanja, u integralnoj i diferenci-
jalnoj formi.
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Definicija 14. Neka je data funkcija £ = (f', ..., f™), f*:R™ - R™ Vi =1,...m(koju
naziwamo fluks). Zakon odrzanja u integralnoj formi je tvrdenje da

d [ '
a‘/Qalxu(t,x) —./Qdyn-f((t,Y))

vazi za sve otvorene, ogranicene podskupove Q C R? sa Lipschitz-ovom granicom 0€) za
neku funkciju u: R x RY — A C R™.

Definicija 15. Zakon odrzanja u diferencijalnoj formi u d prostornih dimenzija je
sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina oblika

Ou(t,x) + Vy - f(u(t,x)) = 0,

za nepoznatu funkciju u : Ry x R — A C R™ i za zadatu funkciju £ = (f',..., f™),
frrR™ - R™ Vi =1,...,m. Uslucajum = 1 govorimo o skalarnom zakonu odrzanja.

U uvodnoj glavi samo ¢emo razmatrati slucaj kada je f barem Lipschitz neprekidna,
a ponekad 1 f € C'*°. Kasnije, u ostalim glavama, razmotri¢emo sto se desava ako fluks

ima neke slabija svojstva.

Sada, fokusirajmo se na skalarni zakon odrzanja:
Ou+ 0, f(u) =0, u:Rf xR—R (1.1)

i pretpostavimo da je f C' (ili barem Lipschitz neprekidna) funkcija. Pretpostavimo i
da je funkcija v C! funkcija.

Teorema 1.9. Neka je u C' rjesenje (1.1), gdje je fluks f C' funkcija. Tada je u
konstantna duz krivih € : R} — R zadatih sa

(1) = f(ult, £1)).
Stovise, ako su dati pocetni uslovi u(0,z) = uo(z) tada je
u(t, ) = uop(xo)

gdje xo zadovoljava xo + f'(uo(xo))t = x.

Definicija 16. Krwe definisane prethodnom teoremom nazivamo karakteristicnim kriv-
mma, i karakteristikama.
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Problem kod ovog pristupa nastaje kada se karakteristike sijeku, jer bi u tom slucaju
rjesenje moralo biti ista konstanta duz svake od karakteristika koje se sijeku, sto zavisi

od pocetnog uslova. Znamo sljedece:

Teorema 1.10. Za nelinearne zakone odrzanja, C' rjesenja u opstem sluéaju postoje
samo na nekom konacnom intervalu [0,T), ¢ak i kada je pocetni uslov C*° funkcija.

1.2.2 Slaba rjeSenja

Kao §to smo rekli, zakoni odrzanja nemaju glatka rjesenja na citavom [0,00), pa

uvodimo novi pojam.

Definicija 17. Slabo rjesenje zakona odrzanja (1.1) sa pocetnim uslovom ug € Loo(R,R)
je funkcija u € Ly (]0,00) x R, R) takva da Vo € C*(]0,00) x R, R) wvazi

'/0.00 dt '/H% drud,p + ./:O dt]ﬂéda:f(u)@rcp + /% dxp(0, x)ug(x) = 0. (1.2)

Funkciju u nazivamo jakim rjesenjem, ako je ona C' funkcija i ako zadovoljava zakon
odrzanja u svakoj tacku.

Teorema 1.11. Svako slabo rjesenje u € CH(R4 x R, R) je jako rjesenje i obratno.

Dajemo neka osnovna tvrdenja vezana za uslove postojanja slabog rjesenja zakona
odrzanja (1.1).

Teorema 1.12. Neka je u : Rf x R — R, u € Lo funkcija koja je C' svuda osim na
konacnom broju krivih T; : R§ — R, duz kogih je u prekidna, i neka su

Uyl = Tllprr(lt) u(t,z)
u-|r,) = r%ipl?gt) u(t, x)

Tada je u slabo rjesenje (1.1) ako je u jako rjesenje izmedu prekida i ako zadovoljava
Rankine- Higunot-ov oslov

(s |ryey — u=lry)Ti(t) = fluglrye) — flu—|rye). Vit (1.3)

svuda na krivima prekida.

Jedno od bitnih svojstava slabih rjesenja je dato sljedecom teoremom.
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Teorema 1.13. Slaba rjesenja zakona odrzanja nisu jedinstvena.

Egzistencije rjesenja zakona odrzanja se najces¢e dokazuje koris¢enjem metoda nes-
tajuce viskoznosti. Umjesto jednacine (1.1) razmatramo familiju parabolicih parcijalnih
diferencijalnih jednacina

Ot + Op f(u°) = ed2u® (1.4)

za € > 0, 1 nadamo se da kada ¢ — 0 jedinstvena rjesenja jednacine (1.4) ¢e konvergirati
ka slabom rjesenju jednacine (1.1).

Sada, moramo uvesti pojam totalne varijacije funkcije kako bi uveli prostor funkcija

ogranicene varijacije.

Definicija 18. Neka je g € L} (Q). Definisemo totalnu varijaciju TVo(g) sa

loc

/ gOrpdx 2a ¢ € CZ(Q), || ¢ |Lo@< 1) 1

TVa(g) == sup ( A

%)

Ako je poznato o kom prostoru se radi indeks (2 se ne pise.

Definicija 19. Totalna varijacija funkcije g : I — R defeinisane na intervalu I =
[a,b] C R je

p—1
TV(g)=sup > lg(arsr) — glaw)]
pEP 1

gaje ge P skup svih particyja, odnosno podjela, intervala I,

Teorema 1.14. Ako je g € WHY(Q), tada je njena totalna varijacija zadata sa

TValg) = [ Iy @)ldz < o
Ja
gdje je W™P(Q) prostor Soboleva definisan sa
WmP ={v e L,(Q2),0% € L,(Q) Ya < m}.

Definicija 20. Funkcija g € L},.(Q) je funkcija ogranicene varijacije na 0 ako je

loc

TVa(g) < co. Oznacicemo

BV(Q) = {g € L,.(Q) takvih da je TVqy(g) < oo}.

Sljedece tvrdenje nam daje bitna svojstva slabog rjesenja zakona odrzanja.

Teorema 1.15. Neka jeug € L1(R)NLoo(R)NBV(R). Tada (1.4) sa pocetnim uslovom
uo(x) = u®(0,2) tma C'= rjesenje koje ima sljedeéa svojstva za svako t > 0:
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1.
() ey <l o L. (R);
2. .
[zf(t,a:)da: < /uo(a:)da:;
Jr Jr
3.
| Oav”(t ) Ly < TV (uo);
4.

| e (L, ) [y r)< TV (uo);
5. za neko t € (0,7
[ u () oy < wo [l Lyry +cT TV (uo)

gdje je ¢ konstanta nezauvisna od .

1.2.3 Entropijska rjeSenja

Rekli smo da slaba rjesenja zakona odrzanja nisu jedinstvena. Buduéi da se zakoni
odrzanja koriste za modeliranje prirodnih procesa, ovo nam nije dovoljno, pa moramo
dodatni neke nove uslove koje rjesenje skalarnog zakona odrzanja mora zadovoljavati.

Zato uvodimo pojam entropijskog rjesenja, koje je predlozeno u [48].

Definicija 21. Slabo rjesenje u jednacine (1.1) nazivamo entropijskim rjesenjem ako
ono zadovoljava

/:od& /R alil”](ue)at@—l-/O.oo dt/Rdxg(ue)¢+Ada¢n(zf(0,x))<p(0,x) >0 (1.5)

za sve glatke konveksne funkcije n i@ nenegativne test funkcije ¢.

Dajemo i neka bitna svojstva i tvrdenja vezana za entropijska rjesenja zakona odrzanja.

Teorema 1.16. Neka je ug € Li(R) N Loo(R) N BV(R). Tada jednacina (1.1) gdje je
f C funkcija i sa pocetnim uslovom ug 1ma entropijsko rjesenje koje za svako t > 0
zadovoljava

| wlt, ) [ <N wol) lowm) s-s:;
TV (u(t,-)) < TV (uo).
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Teorema 1.17. Dio po dio glatko slabo rjesenje u sa prekidima duz kriwih T';(-) je
entropijsko rjesenje ako i samo ako je ono jako rjesenje gdje je u glatka funkcija, i ako
zadovoljava

s(n(ur) —nlur)) 2 g(ur) — g(ur)

u svakom prekidu koji se krece brzinom s.

Teorema 1.18. Neka je u dio po dio glatko slabo rjesenje (1.1) sa strogo konveksnim
fluksom [, koje zadovoljava (1.5) za jednu glatku strogo konveksnu funkciju n. Tada u
zadovoljava (1.5) za svaku glatku konveksnu funkciju 7.

Tvrdenje 2. Ako je fluks f strogo konveksan, u tacki prekida je zadovoljen uslov en-
tropye ako 1 samo ako je up < uy.

1.2.4 Jedinstvenost entropijskih rjesenja

Sada ¢emo dati neka tvrdenja vezana za jedinstvenost entropijskih rjesenja skalarnih

zakona odrzanja.

Definicija 22. KazZemo da ogranicena funkcija u zadovoljava Kruzkov-ljev uslov en-
tropye ako vazi

/O'x dt /%dx (= Uldh + sen(u — D)) — F(U)Da) > 0 (1.6)

za VU € R,)Vyp € C((0,00) x R,R*).

Teorema 1.19. Svaka ogranicena funkcija u koja zadovoljava Kruzkov-ljev uslov en-
tropye je slabo ryesenje zakona odrZanja.

Teorema 1.20. Neka su u,v € Ly N Lo entropijska rjesenja zakona odrzanja (1.1).
Tada

|t [ (uttn) = vteolows 1 sentute. )~ ottt 2)) = F0(t )00 > 0
za sve nenegativne ¥ € C((0,00) x R).

Na kraju, imamo sljedece tvrdenje.

Teorema 1.21. Neka su u,v € Ly N Ly entropijska rjesenja zakona odrzanja (1.1) sa
pocetnim uslovima ug, vy € L. Uzimajuéi

M = max{|f'(m)||m < max{| u
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mmamo da za VR > 0 i skoro svako t > 0 vazi

/‘ lu(t, x) —v(t, z)|dx < / luo(z) — volx)|de.
J|z|<R

Jz|<R+tM

Odavde je ocigledno da, ako dva rjesenja u 1 v imaju isti pocetni uslov, oni moraju

biti isti skoro svuda na oblasti, pa entropijsko rjesenje mora biti jedinstveno.

1.3 Stohastika

Sada, budu¢i da se u radu susrije¢emo 1 sa stohastickim diferencijalnim jednacinama,
moramo se upoznati sa terminologijom i bitnim tvrdenjima iz oblati Teorije vjerovatnoce
i It6-ovom teorijom. Pojmovi definisani u ovom dijelu izvorno se mogu naéi u [63, 31,
61].

Pocetemo sa osnovnim definicijama Teorije vjerovatnoce.

1.3.1 Vjerovatnosni prostor i slucajne promjenljive

Neka je (2 neprazan skup.

Definicija 23. Familyu F podskupova skupa ) nazivamo o-algebrom ako vazi:

1. QeF;
2. ako A € F, tada A® € F;

3. ako Ay, As,... € F, tada
UOQ

n=1

A,elU

Sa A® smo oznacili komplement skupa A, odnosno skup €\ A.
Predimo na pojam vjerovatnosne mjere.

Definicija 24. Neka je F o-algebra podskupova skupa Q. Preslikavanje P : F — [0, 1]

naziwamo vjerovatnosnom mjerom ako vazi:
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2. ako Ay, Ay, ... € F, tada
P(U?:lAn) S ZP(An)a
n=1
3. ako su Ay, Aa,... u parovima disjunktni elementi skupa F, tada je

P(U?:lAn) - i P(An)

Vidimo da je monotonost jedno od svajstava mjere P.
Dakle, ako su A, B € F, i ako vazi A C B, tada je P(B) = P(AU (B \ A)) =
P(A)+P(B\A)>P(A).

Sada mozemo definisati vjerovatnosni prostor.

Definicija 25. Trojku (2, F,P) nazivamo vjerovatnosnim prostorom. Ouvaj prostor
nazivamo kompletnim vjerovatnosnim prostorom ako F sadrzi sve podskupove skupa €2
cya je P-spolina myera jednaka nuli, odnosno

P*(A) = inf{P(B)|B € F,A C B} = 0.

Svaki vjerovatnosni prostor mozemo kompletirati dodajuéi u F sve skupove spoljne
mjere nula i prosirujué¢i mjeru P na odgovarajuéi nacin. Dalje ¢emo pretpostavljati da

su vjerovatnosni prostori sa kojima radimo kompletni.

Za zadatu familiju U podskupova skupa €2 postoji najmanja o-algebra Hy, koja sadrzi
U, odnosno g-algebra Hy = N{H|H je o — algebra skupa Q,U C H}. Ovu o-algebru
nazivamo c-algebrom generisanom skupom U.

Specijalno, ako je U skup svih otvorenih podskupova prostora R™, H;; ¢emo nazivati
Borelovom c-algebrom, i oznacavati sa B. Elemente Borelovoe c-algebre nazivatemo
Borelovim skupovima.

Predimo na pojam mjerljivog preslikavanja.
Definicija 26. Neka je (2, F,P) mjerljivi prostor, i X : Q — R™. Preslikavanje X
naziwamo F-mjerljivim ako X ~1(B) € F za Borelov skup B € R™.

Ekvivalentno, kazemo da je X n-dimenziona slucajna promjenljiva.

Sada, imamo tvrdenje koje nam daje vezu izmedu o-algebri i slu¢ajnih promjenljivih.



GLAVA 1. UVOD 14

Lema 8. Neka je X : Q — R” slucajna promjenljiva. Tada je Hyx := {X~1(B)|B € B}
o-algebra, koju nazivamo o-algebrom generisanom X. Ovo je najmanja pod-o-algebra
c-algebre F u odnosu na koju je X myerljiva.

Dakle, svaka slucajna promjenljiva generise i odgovaraju¢u o-algebru. Sada imamo

tvrdenje odnosu izmedu dvije slucajne promjenljive.

Lema 9. Ako su XY : Q — R" dvye zadate slucajne promjenljive, tada je Y Hx-
mjerljiva ako i samo ako postoji Borel mjerljiva funkcija g @ R — R™ takva da je
Y = g(X).

Ranije smo definisali pojam L,-prostora. Sada ¢emo taj pojam prosiriti na vjerovat-
nosni prostor.

Definicija 27. Neka je X : Q — R slucajna promjenljiva i p € [1,00) konstanta. L,
normu X deiniSemo sa

1
11 = XL = ( [ IXPare))
Za p = oo definisemo
[ Xoo = 1 X | 2eccpy = sup{| X (w)|lw € 2}
. Odgovarajuce L, prostore definisemo sa

Ly(P) = Lp(€2) = {X: @ = R[|[ X[, < oo}

Ovi prostori su Banahovi prostori, a L»(P) je i Hilbertov prostor, sa skalarnim
proizvodom definisanim na sljedeéi nacin:

VXY € Ly(P) (X, Y)1,p) = E[XY]

Predimo na pojam nezavisnosti dogadaja.

Definicija 28. Dva skupa A, B € F nazivamo nezavisnim ako vazi P(A N B) =
P(A)P(B).
Familygu skupova Ay, As, ... € F nazivamo nezavisnom ako je

e e}

P(N,AL) = [[PAW).

n=1
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Familya slucagnih promjenlyivih X1, X5, ... je nezavisna ako je familija generisanih o-
algebri Hx,, Hx,, ... nezavisna.
Potrebne su nam i definicije matematickog ocekivanja i disperzije.
Definicija 29. Neka je X : Q — R” sluc¢agna promjenljiva.
1. Vrigednost E(X] = [ XdP nazivamo ocekivanom vrijednoséu slucajne prom-
jenljive X . Oznacava se i sa EX.
2. Vrijednost D[X] = [ |X — EX|*dP nazivamo disperzijom slucajne promjenljive

X. Oznacavamo je i sa DX.

Sa | - | oznacili smo Euclid-sku normu. Primijetimo da vazi DX = E(|X — EX|?) =
EX? - (EX)2

1.3.2 Brown-ovo kretanje ili Wiener-ov proces

Za pocetak, podsjeticemo se definicije slucajnog procesa.

Definicija 30. 1. Familiju sluc¢ajnih promgenljivih { X (t)|t > 0} nazivamo sluc¢ajnim
procesom.

2. Za svako w € Q, preslikavanje t — X (t,w) je odgovarajuca putanja.

Pojam Brown-ovog kretanja nastao je kada je biolog, Robert Brown, posmatrao
kretanje cestica polena u vodi. Primijec¢eno je da su kretanja cestica veoma nepravilna,
i da je kretanje dvije razlicite cestice nezavisno. Trebalo je mnogo vremena da se opis

ovog kretanja formalizuje. Preciznu formulaciju dao je Norbert Wiener, pa se ovakav

tip procesa naziva i Wiener-ovim procesom. Definiciju dajemo u nastavku.
Definicija 31. Realno vrijednosni slucajni proces W () nazivamo Brown-ovim kretan-
gem i Wiener-ovim procesom ako

1. W(0) =0;

2. W(t) — W(s) ima N(0,t — s) raspodjelu za svakot > s> 0;

3. za svaki niz 0 < t; < ty < ... <t, slucajne promjenljive W(ty), W(ts) — W (ty),
cry WA(tn) — Wi(t,—1) su nezavisne.
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U nastavku, pored oznake W (t) koristi¢emo i oznaku W; za oznacavanje Wiener-ovih

procesa.

1.3.3 Ito-ov integral

Nastavljamo sa teorijom koju je uveo japanski matematicar Kiyoshi [to. On je uveo
konstrukeiju klase stohastickih integrala koje nazivamo Ité-ovim integralima. Primi-
jeti¢emo da je konstrukcija stohastickih integrala analogna konstrukeiji Riemann-Stiltjes-
voih integrala. Medutim, pri konstrukeiji Riemann-Stieltjes-ovih integrala, pri formi-
ranju niza Darboux-ovih suma, odnosno pri formiranju markirane podjele segmenta,
izbor tacaka unutar svakog segmenta ne utice na krajnju vrijednosti integrala, i niz
Darboux-ovih suma konvergira ka broju koji nazivamo Riemann-Stieltjes-ovim inte-
gralom funkcije na segmentu. Kod stohastickih integrala, izbor tacaka u markiranoj
podjeli je bitan, i za razlicit izbor tacaka dobijamo razlicite tipove stohastickih inte-
grala. Najpoznatiji medu njima su Ito-ov integral, koji dobijamo ako za izbor tacaka u
markiranoj podjeli biramo krajeve intervala, i Stratonovich-ev integral, koji dobijamo

ako za tacke u markiranoj podjeli biramo sredine intervala podjele segmenta.
Sada, uvodimo pojmove potebne za konstrukeiju It6-ovog integrala (vidjeti [63]).

. .e . . . . . n - Vi
Definicija 32. Neka je W, n-dimenzioni Wiener-ov proces. Sa F = .Ft( ) oznacavaéemo

e 1Oy O

o-algebra koja sadrzi sve skupove oblika
{wWy (w) € Fr.... , W, (w e Fy)},

gdje je t; < t i gdje su skupovi F; C R"™ Borel-ovi, j < k = 1,2,.... (Pretpostavljamo
da su skupovi mjere nula uljucent u F).

Ovaj skup se ponekad naziva i istorijom procesa Wy do trenutka t.

Definicija 33. Neka je {N;}i>0 rastuca familija o-algebri podskupova skupa Q. Proces
g(t,w) : [0,00) x Q x R je N;-adaptiran ako za je svako t > 0 funkcija

w— g(t,w)

N;-mjerljiva.

Definicija 34. Sa V =V(S,T), S,T > 0, oznacavacemo klasu funkcija

ft,w):]0,00) x 2 = R
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takvih da

o preslikavanje (t,w) — f(t,w) je B x F-myerljivo, gdje je B Borel-ova o-algebra

na [0,00);

o f(t,w) je Fi-adaptiran;

o F] fs ft,w)dt] <

Konstrukcija [t6-ovog integrala je analogna konstrukciji Lebesgue-ovog integrala, uz
odgovarajuce izmjene koje dolaze iz svojstava date mjere.

Kre¢emo od pojma proste funkcije.

Definicija 35. Funkciju ¢ € V nazivamo prostom ako je oblika
Ze] W) Xt,t541) (1),

gdje je x 4 karakteristicna funkcija skupa A.

Primje¢ujemo da, posto ¢ € V, to svaka funkcija e; mora biti F;-mjerljiva.

Definicija 36. Neka je ¢ € V prosta funkcija. Ito-ov integral funkcije ¢ na intervalu
[S,T] je zadat sa

/mwdwt =36 w) Wy, — Wil(w).

7>0
Sada, analogno ranijem pristupu, definiSemo integral funkcije kao grani¢nu vrijednost
niza odgovarajucih prostih funkecija.
Definicija 37. Neka je f € V(S,T). [té integral funkcije f na intervalu [S,T] je

definisan sa

/ f(t,w)dWi(w) = lim gbn(t w)dWi(w), u odnosu na prostor Ly(P)

n—oo

gdje je {¢p,} niz elementarnih funkcija takvih da

T
E / (f(t,w) — ¢n(t,w))2dt} — 0 kada n — oo.
s

Vazno tvrdenje vezano za pojam Ito-ovog integrala je i Ito-ova izometrija.
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Tvrdenje 3. Neka je f € V(S,T). Vazi

</: f(t,w)th>2 - B UOTf(t,w)th} .

[z ovog mozemo dobiti i sljedece korisno tvrdenje vezano za konvergenciju funkcionalnog

E

niza.

Tvrdenje 4. Neka f, f, € V(S,T),Yn € N, i neka

E {/:(fn(t,w) - f(t,w))ﬂ — 0 kada n — oo.

Tada
T T
/ fn(t,w)th(w)%/ ft, w)dWi(w)
s s

u Lo(P) kada n — oc.

Sada ¢emo navesti neka stvojstva Ito-ovih integrala.

Teorema 1.22. Neka su f,g € V(0,T), neka je 0 < S < U < T i neka je ¢ konstanta.
Tada

U T
1. [ faW, = [ fdW, + [ fdW; za skoro svako w;
5 U

2.

(I)'\»ﬂ (I)'\»ﬂ

¢ T
(cf + 9)dWy = c [ fdW; + [ gdW; za skoro svako w;
s S
T
5. Elf fdW,] = 0;
S
T
4. [ fAW, je Fi-mgerljiva.
s

Jedno od bitnih svojstava koje posjeduje Ito-ov integral je da je on i martingal u

odnosu na odogovarajucu filtraciju. Uvedimo pojmove filtracije i martingala.

Definicija 38. Filtracija na (Q,F) je familija o-algebri M = { M }i>0, My C F takva
da
0§S<t$MSCMt.

n-dimenzioni stohasticki proces {Xu>o na (2, F, P) nazivamo martingalom u odnosu
na filtraciju {M;}i>o0 ako
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1. X; je M-mgerlyiv za svako t,
2. B[|X¢]] < oo za svako t;

3. B[ XM, = Xi za svako s > t.

Dalje, uvodimo pojam Ité-ovog procesa, i Ité-ovu formulu.

Definicija 39. Neka je W, jednodimenzioni Wiener-ov proces na (2, F, P). Jednodi-
menzioni It6-ov proces je stohasticki proces Xi na (2, F, P) oblika

t t
X, = Xo + / (s, w)ds + / o(s,w)dWs,
0 0

gdje je o € Wy takvo da

t
P {‘v’t > 0,/ o(s,w)’ds < oo} = 1.
0

Takode pretpostavljamo da je pu Hi-adaptirana © da vaz

t
P {‘v’t > 0,/ (s, w)|ds < oo} = 1.
0

Cesto se integralna jednacina kojom definisemo Ité-ov proces zapisuje jednostavnije
u diferencijalnoj formi kao
dX; = pdt + odW,

Jedno od najbitnijih svojstava Ito-ovih procesa je It6-ova formula.

Teorema 1.23. Neka je X, stohasticki proces definisan sa
dXt :mdt—l—alth. (17)

Neka je f = f(t,2) dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija na [0, 4+00) x R. Tada
Je
th - g(ta Xt)

takode Itoo-ov proces 1 vazi sledeca jednacina:

df (X,) = <— RN ﬁ7> dt + oy 2L dw,. (1.8)
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Za dva Ito-ova procesa X; i Y;, iskoristicemo prethodnu teoremu kako bi dobili

jednacinu koju zadovoljava proces X,Y;.

Neka je X; definisan sa
dXt = ,Ltldt + U%dVVt.

Uzimajudi f(t, X;) = X2, dobijamo

dX? = 2p X, dt + oidt + 20, X, dW,. (1.9)

Primijetimo da 2p; X;dt + 20, X, dW; = 2X,(pudt + 0,dW;) = 2X,dX;, pa (1.9)
postaje
dX? = 2XdX, + oidt. (1.10)

Slicno, ako je Y; stohasticki proces koji zadovoljava stohasticku diferencijalnu jedna-

cinu
dY; = padt + oadW, (1.11)

tada
dY? = 2Y,dY; + o3dt, (1.12)
d(X; +Y)? = 2(X; + Y)d(X; + Y5) + (01 + 02)?dL. (1.13)

Lijeva strana jednakost (1.13) je

A(X; +Y)? = d(X7 42X Y, + Y72) = dX? + 2d(X,Y;) + dY}? (1.14)
= 2X,dX, + oidt + 2d(X,Y;) + 2Y,dY; + oldt,

a desna

2(X; + Y)d(X, +Yy) + (01 + 02)2dt
= 2X,dX; + 2X:dY; + 2Yid X, + 2YidY; + oidt + 20,00dt + o3dt. (1.15)

Anulirajanjem istih ¢lanova na lijevoj i desnoj strani jednakosti respektivno, i dije-

ljenjem jednakosti sa 2 dobijamo

A(X.Y;) = XodYs + YidX, + o0t (1.16)
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Definicije uvedene do sada vaze za slucajne procese ¢ije su vrijednosti u R™. Mi ¢emo
imati susreta i sa procesima cije su vrijednosti u Hi;bert-ovim prostorima, pa dajemo
i odgovarajuce prosirenje definicije adaptiranog procesa (ostale definicije i svojstva se

analogno prenose).

Definicija 40. Neka je (2, F,P) werovatnosni prostor i {Fitiejor), T > 0, filtracija
c-algebre F. Neka je V' Hilbert-ov prostor sa dualom V*.

Kazemo da je stohasticki proces X : Q1 x [0,T] = V adaptiran u odnosu na filtraciju
{Fi}icpp) ako je za svako ¢ € V* stohasticki proces (X (t), ) mjerljiv u odnosu na
o—algebru F; za svako t > 0.

Primjec¢ujemo da nam je u prethodnoj definiciji potrebna slaba mjerljivost preslika-
vanja X : Q x [0,T] — V, ako posto ¢emo raditi sa prostorima Soboleva H*(M),
k € NU{0} koji su separabilni, pojmovi jake i slabe mjerljivosti se podudaraju (vidjeti
na primjer [49]). Zbog toga, koristimo slede¢u notaciju za H'(M) i L*(M)-vrijednosne

kvadratno integrabilne stohasticke procese:

Ja Jo
Ly (Q; L*((0,T) x M))) = {u: (0, TYxMxQ—R: [ /“I Hu(t,x,w)Hiz(M)dth(w) < -x}

Ly (Q; L*((0,T); H'(M))) = {u: (0, T)x MxQ—R: [ /'T [t -, w) |31 gy dEdP (w) < -x}

U oba slucaja, pretpostavljamo da vaze potrebni uslovi mjerljivosti.

1.4 Osnove Riemann-ove geometrije

Sada ¢emo uvesti osnovne pojmove 1 teoreme Riemann-ove geometrije i stohastickog

racuna, koje ¢emo koristiti kasnije.

Za pojmove iz Riemann-ove i distributivne geometije koristili smo reference [39,
58, 64, 71]. Kao ranije, (M, g) je d-dimenziona Riemann-ova mnogostrukost. Ako
je v distribuciono vektorsko polje na M tada je njegov gradijent Vv vektorsko polje
ekvivalentno spoljnom izvodu dv polja v: (Vu, X) = dv(X) = X(v) za svako X €
X(M). U lokalnim koordinatama,

Vo = g”a—;ic{;-, (1.17)

gdje je g¥ inverzna matrica matrici g;; = (9,4, 9,).
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Sto se Laplace-Beltrami-jevog operatora A, na M, za funkciju f € C?(M) u lokalnim
koorinatama vazi

Aof = Vi = —=0: (Vlslo";)

1
Vgl

Na kraju, operator divergencije na M je lokalno definisan pomoc¢u Christofel-ovih
simbola za C! vektorsko polje na X € 7' = X(M) sa lokalnom reprezentacijom X =

i 0 .
X5t

oxk
divX = =+ X~ (1.18)

U nastavku, potrebi su nam osnovni pojmovi vezani za Sobolev-ljeve prostore na

mnogostrukostima.

Posto je M kompaktna mnogostrukost, za fiksirano k& € N mozemo definisati (

imajuéi u vidu Poincare-ovu nejednakost)
fe HY (M) & |IVgfllzmn < oo
Za prostore Sobolev-a sa negativnim indeksima imamo
fe H*M) ako IF € H*(M) takvada A*F = f

1 definisemo
Il er—xany = 1| any- (1.19)

Prostori H*(M), k € Z, su Hilbert-ovi prostori i sa {ex}ren Ozna¢avamo ortogonalnu
bazu u L?(M) koja je data kao skup svojstvenih funkcija koje odgovaraju Laplace-

Beltrami-jevom operatoru:

Ager(x) = —Aper(x).

[stovremeno, skup {ex}ren je bazau H*(M), s € Z, zbog gustine skupa. Napominjemo
da je uobicajeno koris¢enje svojstvenih funkcija operatora (1 — A,) ali posto smo na

kompaktnoj mnogostrukosti, mozemo koristiti prostiju verziju.

Primijetimo da ako imamo funkciju g € H*(M) i ako je zapisemo u bazi {ex/||ex | grar) }:

9(x) =Y grer(®)/ llexll e (1.20)
k=1

tada

gk/MQ(X)ﬂdx (1.21)

HekHHk(M)
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sto se lako dobija mnozedi (1.20) sa ey /||ex|| g+ (ar), integracijom rezultujuceg izraza nad

M i koriséenjem ortogonalnosti baze {ey /el }- Stavise,

gl recary = Zgé (1.22)
k—1

nije tesko primijetiti da iz definicije ey i (1.19), imamo

lexll z2(a =Vl el r-1¢ (1.23)
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Dinamika trodimenzionog toka u

poroznoj sredini

Kao sto smo ranije rekli, u ovoj glavi bavi¢emo se kretanjem interfejsa izmedu dvije
nemjesljive tecnosti. Predstavi¢emo metod kojim rigorozno dokazujemo da se vrh inter-
fejsa usmjerenog nadolje krece ka dnu ako je guséa tecnost iznad tecnosti manje gustine

i obratno.

2.1 Darcy-jev zakon

Dinamika interfejsa izmedu dva nemjesljiva fluida razlic¢itih gustina je opisana Darcy-

jevim zakonom, zakonom odrzanja mase, i nemjesljivoséu (u trodimenzionom prostoru):

u= —%(VP—pg), u = (u,v,w), (2.1)
O (Pp) + div(pu) = 0, (2.2)
div(u) = 0. (2.3)

Ovdje, K predstavlja pozitivho definitnu matricu permeabilnosti, p je viskozitet flu-
ida, 1 ¢ je konstanta poroznosti porozne sredine. Pretpostavicemo da su parametri
konstantni, i da mogu biti normalizovani na jedini¢ne vrijednosti. P je pritisak, p je
gustina tecnosti, i ¢ je vertikalno usmjerena gravitacija. Divergencija se posmatra u

odnosu na promjenljive x, y i 2.

Dalje, pretpostavicemo da je tok fluida periodican u odnosu na promjenljive x i y
sa periodima 2L i 2L,, respektivno, i da se interfejs izmedu fluida u trenutku ¢ moze

24
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opisati skupom
Ft = {(l‘,y,Z) € [_LI?LIJ X [__LQVLQJ X [0>1]|¢t(5’37y>z) = 0}7

gdje je @' : [—Ly, Ly] x [—=La, Ly] x [0,1] — R. Pocetni polozaj interfejsa je zadan sa
Iy = {(z,y,2)|¢°(x,y,2) = 0}. Pomocéu ovoga mozemo definisati gustinu fluida (u
nastavku, p, 1 p; su konstante):

p=pi+(on—p)H(P (2,9,2)), pn>pr (2.4)

gdje pi 1 p, predstavljaju gustine lakseg i tezeg fluida respektivno, i H je Heaviside-ova
funkcija. Iz ove definicije vidimo da je tezi fluid u oblasti gdje je ¢ > 0, dok je laksi u
oblasti gdje je ¢* < 0.

Pretpostavi¢emo da brzina kretanja fluida nestaje na granicama
ul,——r, =ul,_r, =uly—_p, =uly_, =ul,o=ul,; =0 (2.5)
Sa ovim pretpostavkama, prirodno je pretpostaviti hidrostaticki pritisak na granicama:
Plocsr, = Ply—+r, = pg(1 — 2). (2.6)
Primijetimo da u stvari pretpostavljamo da nema tezeg fluida na granicama.

Jednacine (2.1),(2.2) i (2.3) zapisimo u obliku:

. _,2_1;_, (2.7)
- —%—1;, (2.8)
w = —% + pg, (2.9)
%—Fui—i—kvi—i—kwg—izo, (2.10)
%+§_Z+%'Z' 0, (2.11)

gdje su u, v i w brzine kretanja fluida u praveu x, y i z ose respektivno, i P =
P—pg(l1 —2), p= (pn — p)H(#"). Iz (2.6) mozemo vidjeti da je P = 0 na boénim
granicama (za r = L, 1 y = £L,).
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Uvrstavajuéi (2.4) u (2.10) dobijamo

0% olos ¢t ¢t

- — — — — 0. 2.12
ot +u|F8:E +v|lp—=— + w|p ( )
Razmatrajuci karakteristike ove jednacine dobijamo = w, y = v 1 z = w, gdje
je (x,y,2) pozicija cestica na interfejsu I';. Pocetni uslovi su zadati sa x(0) = xy,

y(0) = yo, 2(0) = 20, (z0,%0,20) € Lo.

Dalje, diferencirajuéi jednacinu (2.7) po promjenljivoj x, (2.8) po promjenljivoj v,

(2.9) po promjenljivoj z i sabirajuéi dobijene jednaine dobijamo:

0 = divu = —A15+@. (2.13)
0z

Sada uvodimo neopadajucu funkciju w € C*(R) takvu da

0, £<0
w(§)
I, £€>1
Poznato je da H.(xr) = w(%) slabo konvergira ka Heaviside-ovoj funkciji H kada
e — 0. Takode, 0.(z) = 1H.(%) — 6(z) kada e — 0.

Sada, za funkciju p u (2.7)-(2.11) izaberimo

ﬁ - (p}l - pl)H€(¢t(x7ya Z))a
i oznacimo brzinu i pritisak na odgovarajuéi nac¢in. Posebno, umjesto (2.13) imamo

0pe
0z

AP. = . (2.14)

Uvodimo niz glatkih funkcija G, : [— Ly, L] X [— Lo, Ly| x [—1,1] — R takvih da:

~ AG. = B.(0)5.)0(2), (2.15)
G€|r=—L1 - G€|rr=L1 - Ge|y=—L2 - Ge|y=L2 = Ge|z=—1 - Ge|z:1 = 0. (216)

Nije tesko vidjeti da je G, neparna funkcija u odnosu na promjenljivu z, pa je mozemo
periodi¢no produziti na ¢itav R u odnosu na z osu tako da produzenje ostane rjesenje
(2.15).
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Ovaj niz funkcija konvergira u smislu distribucija ka distribuciji G, koja zadovoljava

— AG = 0()d(y)d'(2), (2.17)
G|I:*L1 - G|I:L1 - Gly:*Lz - Gly:L2 - Glzzik =0, ke Z.

Lema 10. Distribucija G (i G.) je pozitivna za z < 0 i negativna za z > 0.

Dokaz.
Ocigledno je sgn(d.(z)d-(y)d.(2)) = —sgn(z), so AG. >0zaz>0i AG. <0za 2z <0,
Sada, koriste¢i princip maksimuma, dobijamo da je GG, pozitivna za 2z < 0 i negativna

za z > 0. Posto je G granicna vrijednost GG, kada ¢ — 0, zakljucujemo da isto vazi i za
G. 0

Sada, produzi¢emo sistem jednacina (2.1), (2.2), (2.3) na skup [— Ly, L] x[—La, La] X
R na slede¢i nacin ( vijdeti dvodimenzionalnu projekciju na Slici 2.1):
a) slikamo oblast II simetri¢no na [— Ly, L] X[—La, L] x[—1, 0] uvodenjem p(z,y, —z) =

oz, y, 2), Plx,y,—z) = P(x,y,2), g(—2) = —g, (x,y,2) €I,
b) periodi¢no produzimo ovo na [—Ly, L] x [—Lq, Ly] X R.

1
p 19
QL 1
Pl
tg
-1
SLIKA 2.1: Produzenje sistema sa oblasti II = [—=L;, L] x [—=Lq, La] x [0,1] na

[—Ll, L1] X [—Lg, LQ] x R

Dokazacéemo sledeéu teoremu.

Teorema 2.1. Neka funkcija ¢ ima minimum u tacki (zo, o) @ neka je ¢°(0,0) = zy €
(0, 1). Tada je vertikalna komponenta brzine fluida w(0, 0, 29) u (0,0, 20) manja od nule
(t.g. fluid se krece nadolje u vrhu).
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Dokaz: Zbog izbora aproksimacije Heaviside-ove funkecije, u pocetnom trenutku
imamo p.(0,0, zo) = 0. Dakle, iz (2.12) i (2.9) dobijamo sljedeée (u t = 0 sto
t=0

impliciramo u nastavku):

(}I’

2(0,0,20) —= ws(O,O,zO) = B (0 0 Zo) + pE(O 0 20) (218)
(O @83 — ) — (P BB — )
— (P.,AG) = (AP, G) = (g %pf a)

(o — p1)g / / G(x,y, ¢ (z,y))dxdy as € — 0,

gdje smo, pri parcijalnoj integraciji, imali u vidu periodicnost P i G u odnosu na =.

Ovdje, (-, ) predstavlja djelovanje distribucije na test funkciju.

Posto je (0,0) minimum funkcije ¢, zakljucujemo da ¢(x,y) > 0 za svako (z,y) €
[—Li, Ly] x [—La, Ly]. Posto je G < 0 za z = ¢(x,y) > 0, integral (2.18) mora biti
negativan. Dakle, zakljucujemo da w(0,0, 29) = lir% w (0,0, 29) mora biti negativan t.j.,

e—

vrh interfejsa ¢e se kretati nadolje. O]
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Skalarni zakoni odrzanja sa
Charatheodory-jevim fluksom

U ovom poglavlju razmatramo jednacinu
Oyu + divyf(x.u) = 0,

gdje vazi

Al. fe€ BV(RECRY) 1 max  |f(x, \)| € L7 (RY);

AE[— M, M|

A2, f(x,\) =02za X ¢ (a,b) za neko a,b € R.

U nastavku, oznaci¢emo

fs = f=* w<> /fxn ( >d7}1f5—8Af5.

Takode ¢emo pretpostaviti da vaze slede¢i uslovi nedegenerisanosti.

(3.1)

Definicija 41. Kazemo da fluks f zadovoljava uslove nedegenerisanosti ako postoji

nenegativna funkcija w € C°(R) ukupne mase jedan i p > 1 takvo da za svaki interval
I CC R, svako (1,€) € S¢, gdje je S sfera u R, i skoro svako x € R, za svako

0 = 0(dg) < g 1 neko a(dg) — 0 kada dg — 0 vazi:

— (r + (f5(x, A),@) (7‘ + {5, (x, )\)’@)
e ‘T‘F (Fs, (%, )‘)a@‘g + (o)

L2(I)

29

-1 = 0.

(3.2)
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Prethodna definicija nam govori da kada je funkcija g(A) = 7 + (f(x, A),&) difer-
encijabilna, njen izvod mora biti razlicit od nule na nenula skupovima. Ako ona nije
diferencijabilna, tada moramo imati opciju da izaberemo jezgro konvolucije w takvo
da vazi (3.2) ( govoreéi neformalno, za svako (1,€) € S? i skoro svako (t,x) € REH,

nejednakost limsup ‘7’ + (f5.(x, A),€)| > ¢ > 0 bi trebala vaziti skoro svuda za neku
6—0 '

fiksnu konstantu ¢, gdje ¢ moze biti i co).

U [67], uslovi nedegenerisanosti su mnogo prostiji i neophodno je da za svako (7,&) €
S? gdje je S sfera u R4 i skoro svako x € RY, preslikavanje

A= TA+ (f(x,N),€) (3.3)

je nekonstantno na nedegenerisanim intervalima.

Nije jasno kakva je veza izmedu (3.2) i (3.3), ali ako je f neprekidno diferencijabilna
tada (3.2) slijedi iz (3.3) (vidjeti na primjer dokaz [52, Teorema 3.4]).

Glavni rezultat ovog poglavlja je zadat sljede¢om teoremom.

Teorema 3.1. Jednacina (3.1) koja zadovoljava Al, A2, i uslove nedegenerisanosti
(3.2) uz zadate pocetne uslove u|i—g = ug(Xx) takve da a < uy < b ima bar jedno slabo
rjesenje.

Metod dokaza se sastoji iz standardne aproksimacije koristenjem nestajuce viskoznosti

1

ie-prekompaktna. Glavni alat

i dokaza da je dobijena familija pribliznih rjesenja jako L
za dokazivanje konvergencije je reformulacija problema, tj. dobijanje kineticke formu-
lacije problema [56], a nakon toga primjena H-mjera [36, 78] i H-distribucija [2, 52]

kako bi dobili prekompaktnost familije aproksimativnih rjesenja.

3.1 H-mjere and H-distribucije

Podsjetimo se prvo osnovnih pojmova vezanih za H-mjere i H-distribucije.

Funkcionalima mikro-lokalnih defekata su se prvobitno bavili P.Gerard [36] i L. Tartar
[78] u L2-prostorima (nezavisno jedan od drugog), i generalizacija na LP-prostore je
dobijena dvadeset godina kasnije u [2]. Dalje generalizacije se mogu naéi u [5, 6, 50,
51, 52, 53, 60, 68, 79] i u [73] gdje je otkrivena veza izmedu funkcionala mikro-lokalnih
defekata 1 Young-ovih mjera.

H-mjere, kao i bilo koji drugi funkcional mikro-lokalnih defekata opisuju nedostatak

LP-jake konvergencije niza (u,) za odgovarajuée p > 1. Preciznije, ako je H-mjera
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jednaka nuli, tada niz koji je definise jako konvergira, takode ka nuli u L2 (R% R™).

Slicno je sa H-distribucijama.

Sada ¢emo se podsjetiti (potencijalno) najsavremenije verzije H-mjera i H-distribucija

koja je uvedena u radu [52]. Uvedimo pojmove koje ¢emo koristiti.

Oznaci¢emo sa s’ konjugat s:

1 1
s s
Dalje, neka je s > s > 1ir > 1 takvo da 1 /s’ + 1/s = 1/r. Oznaci¢emo sa || - ||y
sljede¢i funkcional
\ /7
lldllwe.s sup (/ | / (X A)p(x. A &) d/\hcd ga1) ) (3.4)
||p||Ls’(Rd+m)_l Rd )
. 1/r
|]m||W<ss) = sup ([Rd H /Rm p(x, A)o(x, )\._E)d)\HC(S(i_l)dx> . (3.5)

1ol o s, =1
za mjerljivu funkciju ¢ za koju je (3.4) konacna.
Sledec¢a dva funkcionala definisu vektorske prostore originalno zadate u [52]

W) — WEHRER™, S = (b ||d]| s < )
W™ = WP (RER™, ST = {01 (|| < 00}

U nastavku, koristi¢emo notaciju W) i Wés’s) kad god je jasno nad kojim skupovima
je prostor definisan. Prostor W% ima sljede¢a svojstva [53](analogna svojstva vaze

za, prostor W)

e Poistovjeéivanjem dvije funkcije ¢y, o € W) takve da za skoro svako x € R,
svako € € S9! i skoro svako A € R™ vazi ¢ — ¢ = 0, relacija (3.4) definise

normu na W)

e Funkcija ¢ je nula u W) ako i samo ako za skoro svako x € R?, svako £ € S9!

funkcija A — ¢(x, A, €) je nula skoro svuda.

e Prostor L¥(R%; L*(R™; C4(S971))) je neprekidno uronjen u W) jer

‘ ./Rm

e Neka su € i Q) relativno kompaktni skupovi u R% i R™, respektivno. Neka je
g>sil/s+1/s=1/¢d +1/q= 1/r. Tada vazi sljede¢e neprekidno uranjanje

dx. (3.6)
Cd(sd—l)

(3, A, )N cagsit) < / N 6(x, A, )

m
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[53, Lema 2.3]

W@I(Q,,Q,, S < WEI(Q,,Q,, S, (3.7)
e Skup C4RM™ x =1y N WD je gust u W),

Sada, uvodimo kompletiranje prostora W* na kojem mozemo definisati funkcional
mirko-lokalnih defekata koji nam je potreban.

N-particijom, N € N, nazivamo dekompoziciju prostora R? na disjunktnim jed-
nakim hiper-kockama ¢ije su ivice, duzine 1/2%, paralelne koordinatnim osama, gdje je
jedno tjeme nekih hiper-kocki u koordinatnom pocetku.

Fiksirajmo relativno kompaktan skup K CC R™. Neka je T familija funkcija oblika
N

T 0> o€ (%) al € CUSTI X K), NNNeN G (3.8)
=1

gdje su ) karakteristicne funkcije odgovarajuéih hiper-kocki iz N-particija prostora
R
Sa W) oznaci¢emo zatvorenje T u W(*):
W9 —cr (). (3.9)
Iy (5,8)
Sledec¢e dvije teoreme su blage modifikacije rezultata dobijenih u [53].

Teorema 3.2. Neka je (u,) ogranicen niz u LP(R¥™), p € (1,2], i neka je (v,)
uniformno kompaktno nosen ogranicen niz funkcija koje slabo konvergiraju ka nuli u
LY(R?) za neko (konacno) q > p'. Neka je r € (1,p) takav da % +44 é = 1. Tada,
prelazecéi na podniz (bez mijenjanja oznaka), postoji neprekidan bilinearan funkcional p
na L"(R?) @ LY (R™; C4(S%1)) takav da za svako ¢ € L™(RY) i1 € LV (R™; CY(S41)),

vaz

1(6,7) = lim /R 0006 N) A (1) (), (3.10)

n—oo
gdje je Ayirnee)) Fourier-ov operator mnoZzitelja na R sa simbolom (X, €/€]).
1 nazivamo H-distribucijom koja odgovara (pod)nizovima (u,) i (v,). Neprekidno se

prosiruje na W),

Slicno, mozemo uvesti kompletiranje prostora Wy tako sto ¢emo zamijeniti || - ||ws.s

sa || - [lyse u (3.9). Ovo je moguce u slucaju kada je niz (u,) ogranicen u LP(RIt™),
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p > 2, posto u ovom slucaju ne moramo primijeniti Marcinkiewitz-evu teoremu o
mnoziteljima veé samo koristiti ¢injenicu da je operator mnozitelja ograniceno L? —
L? preslikavanje ako je simbol ogranicen. Dakle, mozemo koristiti normu u Cp(S%1)

umjesto norme u C4(S4°1). Tada imamo sljedeéu teoremu.

Teorema 3.3. Neka je (uy,) ogranicen niz u LP(RT™), p > 2, i neka je (v,) uniformno
kompaktno nosen ogranicen niz funkcija koji slabo konvergira ka nuli v LY(R%) za neko
konacno q > p'. Neka je r € (1,p) takav da 5 + - + o = 1. Tada, prelazeci na
podniz (bez preimenovanja), postoji neprekidan bilinearni funkcional i na L™(R%) @
LP(R™; C(S41)) takav da za svako ¢ € L"(RY) i1 € LP (R™; C(S41)), vazi

ILL(¢, @) = lim /;{(Hm gb(x)un(x, /\)Ad’(A,E/IEI) (Un) (x)dxd/\ ) (3.11)

n—oo

gdje je Ayinee)) Fourier-ov operator mnozitelia na R sa simbolom (X, €/|€]).

Funkcional p nazivamo H-mjerom koja odgovara (pod)nizovima (uy,) ¢ (v,). Neprekidno
se prosiruje na W,

3.2 Dokaz Teoreme 3.1

Sada mozemo dokazati glavnu teoremu. Zato uzimamo familiju milifikatora ws datih u

definiciji 41 i razmotrimo sledecu familiju aproksimacija (3.1) sa pocetnim uslovom ug:
Opug + divxfg(x, U5) =0, (3.12)

for fs = f* tws(x/d) gdje  oznacava operator konvolucije. Posto je fluks fs gladak,
postoji entropijski dopustivo rjesenje problema (3.12) u standardnom Kruzkov-ljevom
smislu [48], u5‘t:0 = up(x) koje za svako A € R zadovoljava:

Olus — Al + divk (sgn(us — N (fs(x,us) — fo(x, A))) < sgnus — A)divefs(x, A). (3.13)

Stavise, posto je fs(x,2a) = fs(x,2b) = 0 za dovoljno malo 4, familija rjesenja (us) ée
ostati ogranicena, izmedu 2a i 2b (vidjeti na primjer [67]).

Fiksiramo 99 > 0 i, koriste¢i i Schwartz-ovu lemu za nenegativne distribucije, za-
pisa¢emo jednacinu u obliku
at|u5 - /\| + divx (Sgn(ué - /\)(féo(xa ué) - féo(xa /\)))

= divx (sgnfus — A)((fso — f5) (x, us) — (Fso — f5) (%, A)))
+ sgn(us — N)divyfs(x, A) + ms(t,x, A),
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za nenegativnu Radon-ovu mjeru ms € M(R* x R¢ x R).

Dalje, trazimo izvod dobijenog izraza po promjenljivoj A, i dobijamo

Ochs(t,x, A) + divy(fs, (%, A hs(t, %, X)) (3.14)

= Ohdivx (sgn(us — A)((fso — fo) (x,us) — (foo — f5)(x, A)))
+ O\ (sgn(us — A)divefs(x, \)) + Ovms(t,x, A),

gdje je fs,(x, A) = Orfs,(x, A) 1 hs(t,x, A) = Ox|us — Al.

Kao i obi¢no, kada primjenjujemo funkcionale mikro-lokalnih defekata, moramo prvo
dobiti princip lokalizacije iz (3.14). Princip lokalizacije opisuje nosac¢ odgovarajuceg
funkcionala mikro-lokalnih defekata. Zato, za fiksirano p € C.(R™) 1 ¢ € C.(R%),
oznacimo sa V slabu-x L°(R%) granicnu vrijednost duz nekog podniza niza (bez

preimenovanja)

2X) fpm (A (1 A)d Mhs(t,x, A)dA # 0
V; | frm o )hé(tx/\d/\| ’ me Jhs(t, x, A)dr 7 (3.15)

0, inace

Oznacimo sa vy = V5 — V' i primijetimo da familija (vs) zadovoljava uslov Teoreme 3.2

1 Teoreme 3.3.

Neka je
Us® = sgn(us — N ((Fs, — fs)(x, us) — (Fs, — fs)(x, \)),

gdje ¢ € C1([0,T] x Q) za fiksitano T > 01 Q cC R%

Zbog linearnosti, bez smanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da ks = 0 u L= (R% x
R). Primijetimo da odavde slijedi da ms—0 u prostoru Radon-ovih mjera. Dalje,

0znacimo sa

(HM) g — H-mjeru koja odgovara nekom podnizu familija (hs) i (vs);

(HD) ps, — H-distribuciju koja odgovara nekom podnizu familija (Ufo) i (vs).

Mozemo pretpostaviti da sui i ug, definisani na istim podnizovima. Na osnovu Leme

12 znamo da

gdje 6(d0) — 0 kada 6y — 0.
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[zaberimo test funkciju oblika

Gn(t, %, A) = 01(t, %) p1(M(T-1 0 Ay(ire)/1(m0)) (V) (E, X)),

gdje je T_1 Riesz-ova transformacija [38], t.j. operator mnozitelja sa simbolom I(TIE)I’
koji, kao §to je poznato, neprekidno slika LP(R%) — W'P(R?). Sto se ostalih funkcija
tice, vazi ¢ € C4S?), v, € CHRY), py € CHR™). Testiramo (3.14) funkcijom ¢, i
nakon toga pustamo n — oo duz podniza koji definise H mjeru p i H-distribuciju g, .

Dobijamo (vidjeti na primjer [52, Teorema 3.4]):

(o1t x)pr (N7, E)(T + (fao (x, ), €))), 1) (3.17)
d
= (p1(t,)(6, %), (N (r,€) D &5 pso)-
k=1

Zbog gustine skupa, mozemo zamijeniti o;(t,x)p1(A)(1,€) proizvoljnom funkcijom
¢ € W®P)_ Imajuéi ovo u vidu, biramo sledeéu test funkciju kao zamjenu u (3.17)
umjesto @ p1):

| slx |
7+ (506, 0), €0 + o(d0)

P50 (1%, A, 7,€) = (b, x)p(A)ih(7, &

gdje ¢ je proizvoljna C.(R%)-funkcija, i biramo

(5((50) >> (50 1 0'((50) >> (50,
takve da, za 6(dg) iz (3.16) dobijamo

7 (00)||Oxs, lwwam — 0.

Ovakav izbor je mogué, jer mozemo na primjer izabrati 6(d) = exp(—m)7 uzimajudi
u obzir (3.16) i definiciju W®?) . Zamjenom test funkcije ¢s, u (3.17), na osnovu Leme

111 Leme 12, nakon sto pustimo 9y — 0 dobijamo

(pp, ) = 0. (3.18)

Posto je ¢ proizvoljno, zakljucujemo da je (tezinska) H-mjera pu jednaka nuli, pa
familija ([ p(A)hsd\) sadrzi L}, -jako konvergentan podniz. Koristeéi gustocu skupa

Co(R%) u L*(R?), mozemo izabrati p(A) = x—m.m)(N), gdje je x|-m,m karakteristicna
funkcija intervala [— M, M]. dakle, dobijamo

M

A
/P(/\)had/\ = / sgn(us — N\)dX = 2ug

J-M
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1

ioe granicna vrijednost duz bilo

Sto implicira da je (us) L}, -jako prekompaktan. Jaka L
kog podniza je rjesenje razmatrenog problema (3.1), ul;—o = uo(x). O

3.3 Dodatak

Lema 11. Pretpostavimo da fluks f iz (3.1) zadovoljava uslov nedegenerisanosti. Tada,
za svako ¢ € LE(RAY, C4(SY)) i p definisano u (3.15) vazi sljedece:

) (.8 (7 FxA),6)
llggl;gf bp 5 i) = (@) (3.19)
7+ (R, X), 8]+ o(éo)
gage je . H-mjera definisana v HM.
Dokaz. Mozemo transformisati (3.19) u
) Frmene) (o)
{&p, ) +liminf  dp 5 =1 ,u)=(dn
’ 7 (R 0,6+ o (00)

sto ocigledno vazi jer drugi clan na desnoj strani izraza tezi nuli po uslovima nedegener-

1sanosti 1 Teoremi 3.3:

<¢p ((T 0. ©) - (7 + [x2.8) 1) ’M>

I 4 {f5 0.8+ o)

-1 iy

L, (74 {75, 0 0,80) (72+ (5%, ). €))
7 (R0 0,8+ (o)

e

Imajudéi u vidu definiciju norme ||-||,;»5 1 koriste¢i Lebesgue-ovu teoremu o dominirano]
0

konvergenciji, zakljucujemo da tvrdenje leme vazi. O

Lema 12. Ako je |us| < M, tada je (za dovoljno malo 6 ) ispunjeno

lpsll < CIl  sup  [f(x, A+ dn) = §(x, A) [ Le(o) = 0(0) — 0 (3.20)
AnE[-M, M|

kada & — 0.
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Dokaz. 1z [53], znamo da je ogranicenje H-distribucije p5, jednako (za interval I C
[— M, M| kome pripada nosac p (3.15))

15,1l < Cll@rsgn(us — M) ((fs — F5) (%, us) — (foo — F5) (X, Ml Leo,myxx 0 1Vs || Lo,y x0)-

Ocigledno, na osnovu definicije konvolucije, imamo

[@1sgn(us — M) ((Fso — fo) (X, us) — (f5o — F5) (3, M) | Le(jo.myxx 1)
<O sup [f A+ 0n) = 5%, Ml Leco-
AnE[—M,M)|
Posto je f neprekidna funkcija u odnosu na A, znamo da za skoro svako x € {2 mora
vazitl

sup [f(x, A+ dm) — f(x,A)| = 0
An€E|—M, M)

jer je neprekidna funkcija na kompaktnom skupu ravnomjerno neprekidna. Sada, na
osnovu Lebesgue-ove teoreme o dominiranantnoj konvergenciji, zakljucujemo da vazi
(3.20). O



Glava 4

Jedinstvenost i egzistencija
stohastickih skalarnih zakona
odrzanja na Riemann-ovim

mnogostrukostima

U ovoj glavi ¢emo dati prostiji dokaz jedinstvenosti dopustivog (t.j. kinetickog) rjesenja
Cauchy-jevog problema za stohasticki skalarni zakon odrzanja oblika

du + divgf(x,u)dt = ¢(x,u)dW,, xe M, t>0 (4.1)
Ult—o = up(x) € L=(M) (4.2)

na glatkoj, kompaktnoj, d-dimenzionoj (Hausdorff) Riemann-ovoj mnogostrukosti (M, g).
Objekat W je Wiener-ov proces koji moze biti konacno ili beskona¢no dimenzioni, sto

ne utice na srz dokaza.

Uvedimo precizne pretpostavke o koeficijentima u jednacini. Prvo, pretpostavimo da
radimo sa jednodimenzionim Wiener-ovim procesom definisanom na stohastickoj bazi
(Q, F,{F:},P). Takode ¢emo pretpostaviti da

e fluks f € CY(M x R;R%) zadovoljava uslove geometrijske kompatibilnosti i svo-

jstvo nestajanja na sleded¢i nacin (respektivno):

divyf(x,£) =0 zasvako £ € R (4.3)
5> Ml any < CA A+ [A]; (4.4)

38
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e funkcija ® je neprekidno diferencijabilna i konvergira ka nuli u beskonacnosti t.j.
deCiy(MxR),i

/s\ur11i|<I>(-,/\)/\| e LY(M). (4.5)

Sada se podsjetimo definicije divergencije na mnogostrukosti. Pretpostavljamo da
je preslikavanje (x, &) — f(x,£), M x R — TM C' i da, za svako £ € R, x — f(x,§) €
X (M) (prostor vektorskih polja na M).

U lokalnim koordinatama, pisemo

f(x,6) = (f'(x,€),..., [(x, ).

Operator divergencije koji se javlja u jednacini se formira u odnosu na metriku, pa u

lokalnim koordinatama imamo:

i(fk(x, u(t,x)) + Fij(x)fk(x, u(t,x)) (4.6)

divgf(x, u) = div, (x — f(x, u(t,X))) = o
k

gdje su I' ¢lanovi Christoffel-ovi simboli ¢ i vazi Einstein-ova konvencija sumacije.

Kao sto vidimo, operator divergencije na mnogostrukostima je komplikovaniji nego
operator divergencije u Euclid-skom slucaju. Dakle, kako bi dokazali jedinstvenost,
moramo pretpostaviti (4.3). Primijetimo da je (4.3) uslov nekompresibilnosti sa sta-
novista dinamike fluida, jer, zbog odrzanja mase nekompresibilnog fluida, gustina se u

kontrolisanoj zapremini mijenja u skladu sa stohastickim forsingom

~ = Q(X,P)W

i (4.7)

gdje je p gustina kontrolisane zapremine i %Z) = £ 4 ‘:;’f Vp je materijalni izvod za

'b‘ = (4 qu) Ako pretpostavimo da je funkcija p glatka, mozemo

Ldt ) dt
zapisati Jednacmu (4.1) u obliku

brzinu toka

aw

F (76 9) ey - Vap + divy fx, O], = xp) (48)

dp
ot

Tada, uzimajuéi %% = 9 ((x,€)) ‘c_.,, i uporedujudi (4.8) i (4.7), dolazimo do

div,f(x,€) ‘5 ) =0,

sto nam daje uslov geometrijske kompatibilnosti.

Posto je jednacina koju razmatramo nelinearna hiperbolicka jednacina, njeno rjesenje

u opstem slucaju sadrzi prekide i moramo preéi na koncept slabog rjesenja. Medutim,



GLAVA 4. JED. I EGZ. STOH. SK. Z. O. NA RIEMANN-OVIM MNOG. 40

ovo indukuje probleme sa jedinstvenoséu jer u opstem slucaju mozemo konstruisati vise
slabih rjesenja koja zadovoljavaju iste pocetne uslove. Dakle, kako bi izolovali fizicki
dopustiva rjesenja, moramo uvesti uslove dopustivosti entropijskog tipa [48]. Prvo ¢emo
ih izvesti lokalno a zatim, koristeci uslov geometrijske kompatibilnosti, dokaza¢emo da

ovi uslovi vaze i globalno.

Uz uslove dopustivosti, izveséemo kineticku formulaciju (4.1) (vidi (4.15)). Ko-
risticemo je da dokazemo jedinstvenost rjesenja zadatog Cauchy-evog problema. Strate-

gija dokaza je prilagodena iz [18].

4.1 Entropijska dopustivost i kineticka formulacija

Za pocetak ¢emo neformalno izvesti uslove dopustivosti. Kao i obi¢no, pocinjemo sa

parabolickom aproksimacijom jednacine (4.1)
due + divy(f(x, u.))dt = ¢(x, u:)dWy + eAgu.dt, x € M, t € (0,T) (4.9)

gdje je, kao ranije, f = f(x,\) € C'(M x R) i (M, g) d-dimenziona Riemann-ova mno-
gostrukost sa metrikom g. Pretpostavi¢emo da je W, Wener-ov proces i ® € C3(M x R).

Podsjetimo se definicije slabog rjesenja problema (4.9), (4.2).

Definicija 42. Kazemo da je mjerljiva funkcija 0 > w v+ u.(-,w) € L*([0,T]; H*(M))
adaptirana u odnosu na filtraciju {F;} slabo rjesenje (4.9), (4.2) ako za test funkciju
p € C2([0,T) x M) skoro sigurno vazi

T o T T p
/ / (u0rp + divg(f(x, 1)) Vgip) dxdt = / / P (x, u ) dWy — 5/ / uAgpdxdt.
J0 0 0 JM

JM J M

Egzistencija rjesenja problema (4.9), (4.2) se moze zakljuciti iz argumenata datih u
[49].

Koriséenjem Ito-ove formule, iz (4.9) dobijamo (u nastavku, oznaci¢emo f'(x,&) =

aﬁf(xa é))

pP=Ug

A0 (u.) — ( — 0 (u)f (%, 12 - Ve + 6 (ue)divgf(x, )|

P2 (x, u.)
2

(4.10)

beA0(us) — 20 ()| Vuel? + 0"(1L5))dt + B (x, u )l (u)dW,

za sve dva puta diferencijabilne skalarne funkcije 6.
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Koris¢éenjem standardne procedure aproksimacije i uzimajuc¢i u obzir konveksnost

. s u—= é-a u 2> é- . : o
funkcije O(u) = |u — €|, = , znamo da je mozemo uvrstiti u (4.10).
0, inace

Nakon sto pustimo da ¢ — 0 i pretpostavljajué¢i da E(|u(t,x) — u(t,x)|) — 0 kada
¢ — 0, dobijamo sljedec¢u distribucionu nejednakost:

dlu — &l < —f(x,u)Vyusign, (u — )dt + ¢ (u)div,f(x, p)‘ dt

p=u

| (4.11)
+ qﬁ(;{’l 50— €)dt + ®(x, u) sign, (u — €)W,

Uzimajuéi u obzir uslov geometrijske kompatibilnosti (4.3), imamo

f'(x,u) - (Vou) sign (v — &) = divgy (sign, (u — &)(F(x,u) — f(x,€)))

(4.12)
+sign (u — &) divg f(x, &) = divg (sign (u — &) (f(x,u) — f(x,))) ,

i koris¢enjem Schwartz-ove leme o nenegativnim distribucijama, zakljucujemo da pos-
toji nenegativna stohasticka kineticka mjera m (koju ¢emo kasnije precizirati) takva da

se jednacina (4.11) moze zapisati u obliku

A — €l = — divy(sign, (u — (e ) — o Nt + 500 — )t (4.13)

+®&(x, u) sign, (v — §)dW,—dm(t,x,§)dt.

Dalje, trazimo parcijalni izvod izraza datog u (4.13) u odnosu na promjenljivu & i

dobijamo

ddu— €]y = — divy(—§/(x, &) sign,, (u — &))dt + Je (@2(_;(_ s - g)) dt

(4.14)
+0¢ (P(x, u) sign, (u — §)dWy) — Oedm.

Uvrstavamo h(t,z,&) = —0:ju — &| = sign, (u — &) u (4.14) sto daje

¢*(x, u)
2

dh + div, (§ (x, )h)dt = — ( 5(u — 5)) dt — D (D(x, w)hdW;) + dedm. (4.15)

Primijetimo da

Og (P(x, u)hdWy) = O¢ (P(x, u) sign, (u — §))dW; = —P(x,u)d(u — §)dW;

(4.16)
= —O(x,£)0(u — &)dW,.
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Koriséenjem wé(u - &) = CI”ff‘ﬂé(u — &) 1 (4.16), i oznacavajucéi mjeru —0¢h =
d(u — &) sa vix(§), konacno dobijamo slabi oblik nase jednacine:

dh + div, (f (x, €)h)dt = — O, (@2(; 3 V(t.x) (€ )) dt + O (x, &) gy (E)Wy + Dedm . (4.17)

Prethodnu jednacinu ¢emo nazivati kinetickom formulacijom jednacine (4.1).

Vazno je primijetiti da funkecija b = 1 — h zadovoljava

s P2 (x, ._
dh + divy(f (x,&)h)dt = O¢ ( (;( 3 V(t,x) (é)) dt — (%, &)%) (§)dW; — Oedm. (4.18)
Sada mozemo uvesti definiciju dopustivog rjesenja. Prvo ¢emo definisati pojam
stohasticke mjere.

Definicija 43. KazZemo da je preslikavanje m iz skupa 2 u prostor Radon-ovih mjera
na [0,T] x M x R stohasticka kineticka mgjera ako:

e za svako ¢ € Co([0,T] x M x R) akcija (m, ) definise P-mgerljivu funkciju

(m,¢): Q — R;
e m nestaje za veliko £: ako B = {£ € R| | £ |> R}, tada

ﬁliml Em(Co([0,T] x M x B%))] =0
e za svako ¢ € Co(M x R), proces

b | H(x, E)dm(s, x, €)

J[0,t]x M xR
Je myerlv.

Definicija 44. Mjerljiva funkcija u : [0,T] x M x Q — R skoro svuda neprekidna u
odnosu na vrijeme u smislu da u(-,-,w) € C(RY; H=Y(M)) za P-skoro svako w € (2,

adaptirana u odnosu na filtraciju {F}, je dopustivo stohasticko rjesenje problema (4.1),
(4.2) ako
e postogi Cy > 0 takvo da E(esssupep ) [[w(t)lz2an) < Co;

o kineticka funkcija h = sign(u — &) adaptirana u odnosu na filtraciju {F;} zado-
voljava (4.13) sa pocetnim uslovima h(0,x,§) = sign (uo(x) — &) u smislu slabih
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tragova i h zadovoljava (4.18) sa poéetnim uslovima h(0,x, &) = 1—sign, (up(x) —
&) u smislu slabth tragova.

Takode nam je potreban pojam stohastickog kinetickog rjesenja.
Definicija 45. Mjerljiva funkcija
W by w) € LAH[0,T) x M x K)) N Cre([0,T); H (M x K))

(9dje Crr(X) oznacava prostor lijevo i desno neprekidnih funkcija na X ), za neko
k € N i svako K CC R, adaptirana u odnosu na filtraciju {F:}, ogranicena izmedu
nule 1 jedinice i ne strogo opadajuca u odnosu na promgenlyivu € € R takva da h =
— e x) Je stohasticko kineticko rjesenje problema (4.1), (4.2) ako postogi nenegativna
stohasticka kineticka mjera m takva da h zadovoljava (4.17) i pocetne uslove h(0,x,§&) =
sign, (uo(x) — &) u smislu slabih tragova.

Ocigledno, ako imamo dopustivo rjesenje problema (4.1), (4.2) imamo i opste sto-
hasticko kineticko rjesenje. Zanimljivo je da i obratno vazi, sto slijedi iz standardnih
argumenata jedinstvenosti (vidi na primjer [18]). Koncept opsteg rjesenja koji koris-
timo je u sustini isti kao koncept rjesenja u [34], sa razlikom sto mi ne zahtijevamo
ogranicenost p-momenata, p € [1,00), mjere v, 5 (vidi [34, Definicija 3.3]). Primijetimo
da je jednacina koju razmatramo prostija nego jednacina u [34] posto ne radimo sa cilin-
dri¢nim Wiener-ovim procesom i zahtijevamo strozije uslove na koeficijentima (upored-
iti (4.4) 1 (4.5) unasem radu i [34, (2.1), (2.2), (2.3)]). lako ne izgleda znacajno, oslabl-
javanje uslova nam dozvoljava da izbjegnemo dodatne zahtjeve za opste stohasticko

kineticko rjesenje u Definiciji 45.

4.2 Neformalni dokaz jedinstvenosti — dupliranje prom-

jenljivih

U ovom dijelu ¢emo neformalno dokazati kako se dobija jedinstvenost rjesenja. Formalni
dokaz se sustinski ne razlikuje od procedure koju sprovodimo u ovom dijelu ali moramo
uvesti vise procedura "uglacavanja” sto znacajno komplikuje neke korake u dokazu.
Dakle, kako bi olaksali ¢itaocima, u ovom dijelu ¢emo objasniti osnovne ideje dokaza.
Takode naglasavamo da, kako bi pojednostavili notaciju, oznac¢i¢emo sa dx mjeru na

mnogostrukosti umjesto sa uobicajenim dvy(x).
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Neka su h'(t,x, &) i h3(t,y,() dva razlicita opsta kineticka rjesenja problema (4.1),
(4.2) (vidi Definiciju 45). Tada

dh! + divy (7 (x, €)h)dt = —d) LAGSII IR DAY ! P
g ) = 3 5 v + O (x,&)v dWy + Oedmy, (4.19)

P*(y, ()
2

dh? + div,(f' (y, ()h2)dt = O, ( u2> dt — ®(y, Ov2dW, — dedms,. (4.20)

Na osnovu (1.16), zakljucujemo da vazi:

d(h'h?) = h'dh? + h2dh' — d(x, )P (y, ' @ vAdt. (4.21)

Mnozenjem (4.19) sa h? = h2(t,y, (), (4.20) sa h' = Rh'(t,x,¢), sabiranjem ih i

koriséenjam uslova geometrijske kompatibilnosti (4.3), dobijamo

h2dh' + h'dh? + h2 (x,€) - Vgxh'dt + h'f (y, () - V4 h2dt

2
= —h20, (LJ;%) 1) dt + h'o, ((I) (;”C)I/Q) dt + h2d(x, ) dW, — R d(y, ) v*dW,

+ h20edm (t,x,€) — h'Ocdmay(t,y, ¢)dt. (4.22)

Uvrstavanjem (4.21) u (4.22), dobijamo

d(h'h?) + ®(x,€) Py, (v @ vidt + B2 (x,€) - Voxh'dt + h'F(y,() - Vgyhdt

(I)z (1)2 =
— —h20: ( ;( .6) ) dt + h'o; ( (g’C)I/2> dt + (h20(x, &)vt — ' &(y, O)v?)dW,
+ h2(95dm1(t, x,E)dt — h'O:dmay(t,y, ()dt. (4.23)
Sada biramo nenegativnu test funkciju o(t,x,y,&,() = p(x — y)(€ — (), gdje su

p 11 glatke nenegativne funkcije definisane na dogovaraju¢im Euclid-skim prostorima.

Mnozenjem (4.23) sa ¢ i integracijom nad (0,7T) x M? x R? dobijamo

j / (T, %, (T, y. Oplx — y)(€ — ()d¢dedydx (4.24)
M2 [R2

/ / BARZp(x — y (€ — )d¢dedydx

M° R2

/ / / X — )€ — O)b(x, By, ()2, ()i o (€)dydxdt

0 M2 R2
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T
’ / / / F(x,€)  Voxh' (t.x,ER3(t,y. O p(x — y)U(€ — ¢)dC dedydxd

.O M? R2

" / | / | / | f(y.Q) - Vyh®(t,y, OR'(t,x,§)p(x — y)(& — ()d¢dEdydxdt

‘0 MZ _;-_'.’.

T
- [ / / @h_?(t) Yy, C)p(x - Y)¢’(§ - C)dy(lt)x) (§)dCdydxdt

0 1\/[2 B2

H(t,x,6)p(x — y)i' (€ = Qdif y (QdEdydxdt

OMR

+ / / | / . p(x — y)p(E — OR2(t,y, Q) ®(x, E)dif; o (€)d(dydxd W,

0 1\'/[2 B2

/// x = Y)Y(§ = QR (L, 2, P(y, Q)dif ) (C)dédy dxd W,

0 M2 2

/// (x — y)U' (€ — QOR2(t,y,)dm (t,x, )d(dy

OMR

/// (x = Y)¥'(€ = Qh'(t,x,§)dma(t,y, ()ddx.

0 M2 R2

Koris¢enjem parcijalne integracije u odnosu na promjenljive ( i £ u prvai posljednja

dva clana na desnoj stani u (4.24), i koriste¢i 9¢h! = —v' i 9:h% = 12, dobijamo:
[ [ o @y, Qo - vy - Odcsayax (1.25)
M2 R2

- / / B o, )Ry, Cplx — y)(E — C)dcdedydx

[ [ [ x—y )P (x, )Py, dvfi y) () (§)dydxadt

0 M2 E2

///f X,€) -+ Vol (6, %, R3(L.y, Op(x — y)ih(€ — ¢)d(dédydxdt

0 M2 g2

’ f / | / Py, 0) - Vau (L y, OBt %, E)p(x — y)(E — C)dCdedydsxat

0 ]\'/[2 R2
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T
B / [ /w[)(x — YU - Odl/ézt,y)(Od’/(lt,x)(f)ddedt

0 1\'/'[2 1{{2

/ / / = y’ p(x — y) (€ = Q)dvf, 4y (O diy o (§)dydxdt

0 M2 R2

/ / / (x-y R2(t,y, QO)P(x, &)dvf, o () dCdy dxdW,

0 M2 R2

/ // =y W (t.x, €)@ (y, )dv ) (C)dsdy dxd W,

0 M2 R2

/[/ xTy — Oy (Qdma(t,x,€)dCdy

0 M2 R2

_///p( Y€ — Qv ,x)(f)dm2(tay,0d§dx.

0 M2 R2

Na kraju, prebacivanjem tre¢eg clana na lijvoj strani jednacine (4.25) na desnu stranu

1 koriste¢i nenegativnost mjera 1 i my dobijamo

/ / (T %, (T, y, O)plx — Y)(E — O)d¢dédydx (1.26)
M2 R2

- / / B (o, IRy, Cplx — y )€ — O)dCdedydx

Mz LA

///f (x,€) - Voxh' (1, %, R2(t,y, Op(x — y)p(§ — Q) dldEdydxdt

0 M2 R2

T / / / (y.0) - Voy Bty OB (6.3, E)p(x — y )€ — )d¢dedydxdt

0 M2 R2

1 2 2 1
<5 [ [ [@6x0 -0y otx - y30e - Ot Qi €yt

0 M2 R2
/ / / Xy R2(t.y, Q)P (x,£)dv}; o (€)d( dy dxdW;
0 M2 R2
/// Xy hH(t,%, )@ (y, Q) di,y)(C)dedy dxdWV,.

0 M2 R2
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Oznaci¢emo #(£) = 0(¢) 1 p(x) = 0(x). Preuredivanjem elemenata u posljednjoj

jednacini dobijamo

/f (T, %, E)R3(T, x, &) dedx

//hh?dgdx—///f (x,€) - V,x (B (L, x, E)R2(L, x, £))dedxdt

/// (%, &) (B! (£, x, )R2(t, x, £))dEdxd W, (4.27)

Jos jedna parcijalna integracija nam daje

/ /h (T,x,E)h2(T, x, £)dEdx (4.28)

//hh2d§dx+/// (x, )R (¢, x, E)R2(t, x, €)dedxdW (t)

gdje smo koristili uslov geometrijske kompatibilnosit kako bi eliminisali ¢lan sa fluksom.

Koriséenjem nenegativnosti A' i h?, nakon racunanja ocekivane vrijednosti kvadrata

(4.28) imamo (imajuéi u vidu Ito-ovu izometriju)

[ //h (T,z,6)h Tx§)d§dx)2
(// h2d§dx ]+<1>2

Odavde, koris¢enjem Gronwall-ove nejednakosti dobijamo

(4.29)

- T -

/(//' L (tx (1., €)dedx) i

J
M =

< F

i~

[ [ .1 2 [ / \2 .
ChoE i 1'\14
Dalje, ako pretpostavimo da je u;g = ug, dobijamo skoro sigurno za skoro svako

(t,x,&) € [0,00) x M x R:

Rt x,€) (1 — h(t,x,£)) =0
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Ovo implicira da je ili hl(¢,x,&) = 0 ili h?(¢,x,&) = 1. Posto mozemo zamijeniti
uloge h' i h?, zakljucujemo da su 1i 0 jedine vrijednosti koje h' ili h? mogu uzeti i da
je h' = h? = h. Posto je h takode nerastu¢a u odnosu na promjenljivu £ na [0, co),
zakljucujemo da ( uzimajuc¢i u obzir pocetne uslove hg = sign, (uo(x) — §)) postoji
funkcija u : [0,00) x M — R takva da

h(t,x,€) = sign, (u(t,x) - €). (1.31)
Odavde dobijamo slede¢u posljedicu koju ¢emo kasnije dokazati.

Opste stohastisko kineticko rjeSenje problema (4.1), (4.2) je oblika (4.31). Ako
funkcija u zadovoljava drugi uslov Definicije 44, tada je ona dopustivo stohasticko

rjeSenje problema (4.1), (4.2).

4.3 Jedinstvenost — rigorozni dokaz

U ovoj sekciji ¢emo formalizovati argumente iz prethodne sekcije. Da bi to uradili,
potrebno je izraziti (4.17) u lokalnim koordinatama. Dakle, pretpostavimo da nam je
zadato opste stohasticko kineticko rjesenje h. Kako bi dokazali jedinstvenost uzec¢emo
mapu (U, k) za M i pretpostavi¢emo, bez smanjenja opstosti, da x(U/) = R%. Definisimo
lokalni izraz h kao sliku (kako bi izbjegli umnozavanje simbola, koristi¢emo iste oznake

za globalne i lokalne veli¢ine ali ¢emo pisati X za oznacavanje lokalne varijable)
h:RTXxRIXRxQ—=R, ht,xEw) = ht, s 1(X),6w)G(X),

gdje je G(x) Gramijan koji odgovara karti (U, k). Sli¢no, za x € R?¢ definisemo

: "(%,6) = f(r1(%),8) = a(x,€) (4.32)
Vit,z)(A) = Vier—130) (NG (X),

N—
Il
—
—~
EI

—
~—~
M
N—
N—
—

i m(t,x,€) ¢e biti pushforward mjera m u odnosu na preslikavanje .

Sa ovakvim notacijama, zapisa¢emo (4.17) lokalno u mapi (U, k) kao jednacinu koja
zavisi od hy(t,%,€) 1 ha(t, %, €), koji predstavljaju dva opsta kineticka rjesenja Cauchy-
jevih problema koji odgovaraju (4.1) sa pocetnim uslovima ug 1 ug, respektivno. Dalje
¢emo koristiti Einstein-ovu konvenciju o sumaciji i podsje¢amo da a = (ay,...,aq) =
f'=(f1,...,f)). Takode, posto jednacine treba razumjeti u slabom smislu, moramo
dodati Gramijan svakom od ¢lanova u sljedecoj jednacini osim m; 1 my, posto se odgo-

varaju¢i dio u ovim clanovima podrazumijeva iz definicije pushforward mjere. Zato
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uvodimo konvencije iz (4.32).

dh'(t,%,€) + divg(a(x, R )dt + ' T, (X)ax(t, %, &) dt (4.33)

0, (D (0 ) a4 B O (Ve + Oui,

dR2(t.y,¢) + divg(a(y, Q)h2)dt + h2T),;(¥)ax(t, ¥y, {)dt (4.34)

L [ Py.Q) .
0 (502400 ) e - 05,0 b — cimg

Uvodimo dvije molifikujuc¢e funkcije w; € D(R?), wy € D(R) gdje je d dimenz-
ija mnogostrukosti M, takva da w; > 0, 7 = 1,21 [pawi = [pw, = 1. Uzimajudi
wsr(X,&,t) = M%i:u. (g—‘) W (%)7 za neko 6,7 > 0, i koristeéi konvoluciju, (4.33) i (4.34)

daju (dalje, indeksi 0 i r oznacavaju konvoluciju po odgovatraju¢im promjenljivim):

dhs, + divx(a(X,€)h;)dt + g5 . dt + (Th;(X)ar(t, %, €)', di (4.35)
L
-0, (B @)+ (0. e + e
o.r
ARZ, + divy(a(§, ORZ, )t + g3, dt + (T, (Dan(t,5, OR) |t (4.36)

)
O: ((D (g’o”ft,y)(é)dt) = (23, OV 5)(DNordWe = edmas,
ér

gdje

Ovi izrazi konvergiraju ka nuli kada d, 7 — 0 po Friedrichs-ovoj lemi [72].

Sada, mnozedi (4.35) i (4.36) sa h2_ = hZ (t,y,() i hL, = hi (t,x,€), respektivno, i
koriste¢i (1.16), dobijamo

d(hs, h2,) + (X, &)1y 2y ())er (DY, OV 4 (O))srdt (4.37)
+ 02, divs(a(x,&hj,)dt + hj, divy(a(y,(hZ, )dt
+ (0, Gan(t.x ORY), B2 dt + (T ($)aw(t,5.OR?) b, di
:)rhérdt+h ( ( 7§)V(lt,)"c)(§))5,rdwt_hé,r(cb(y7C)Vft,y)(C))tS,rth
i) - $2(x £
+@@(’g'%@m0 w10 (TG )
or or

B2 Dedmy s, (t, %, E)dt — Y Ocdmag, (t,5,C)dt.

- g;,r@dt
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Dalje, biramo nenegativne funkcije p € D(RY), ¢, p € D(R) takve da [p.p =
Jz ¥ = 1. Koristedi test funkciju p.(x — §)9-(£ — Q) (x“') gdje je p-(x) = Lp (%),
V(&) = %w (g)7 za neko £ > 0, i integracijom (4.37) nad (0,7), jednacina se zapisuje u
varijacionoj formulaciji ( sjetimo se da su h! i h? neprekidne u odnosu na promjenljivu
teR"):

[ [ 5 9 (5. Optx - it - o (4 ) acacasay (a3s)

deRZ

— [ [ b R G nlx— 96 <><p( Xy )dsdcdxdy (4.39)
R2d R2

| / / / (2, divs(a(%, E)hL,) + b, divy(a(y, C)RE,)) x (4.40)
0 R2d R2

Xty

X P& = F)0u(E = O ( ) dedcazdgdiv,

+ / | [ (h@atx o), B+ (Heuesor), w)x @

0 R2d R2

gtk = 9u(e — O (1 ) acdcaay

T
[ ] GhaT + gl = B (0 0 (D + B, (5. O ()
0 de R2

(4.42)
X+y

X pe(X = y)the(€ — Q)¢ ( ) d€dCdxdy dW

+/ / / (hé_,,‘ac (‘Dz(g‘d Vft,y)(o)ﬁ_ hg?ﬁ& ((1) {_ H)V(ltx (§)>6 (4.43)
0 W -

R2d R2

— (D%, O () r (BT, Oy (O ) %
<ok = 9p(e - O (X ) ey

[ ] (.5 00m1s,(0.%.€) = B (0.5, 0mai,(0.5.0) ) (1.44)

1y ) déd¢dxdydt.
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Analiziratemo ovu jednakost ¢lan po clan. Pocec¢emo sa clanovima iz (4.38)—(4.40).

Imamo:

/ /hMTx@hM(T 3 Qpelx - 9)0le - 0p (5 ) dcdedyax (109

/ 105 8T 05,0005 506~ 0p (57 ) e

de B2

//f L (1%, R (L.

0 R2d 2

was w(x' )va 7)

Ll - O w(

5 ’ d¢dEdy dxdt

T

o[ ] [awonexom 1.

'0 R'Zd R2

')
was w("j )Vpax— )
)

L (e <w< |acasagasar
= f / b (1%, (1,9 Opux = 90l — O (XL ) dedgayas-
R2d [
-/ / b (0.5 T, 0.5, Ope = 96 = O (XY ) dedaya

de R2

- / / /(a(i,f) - a(y7 C)) ’ Vpa(i - &)hé,(t,i,g)%(t,y, C)X

b R2d H'gz

5 v\
X (€ — O)p (’”—y ) dcdedy dsdt

__/[[ (%,€) + a(3,¢) (*9

0 R2d R2

X pe(X = ¥)Y:(€ — ()d(dEdy dxdt

hy, (%, )R3 (8, y,()x

S

N}
S—

Pretposljednji ¢lan u (4.45) se moze zapisati kao (dalje je dV = d¢d&dydxdt):

/ / / (%,€) — al§,0)) - Vpu(k — )L (6,5, (L, §, ) x (4.46)

0 R2d R2

<ude - 0p (L) av -

2
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[t - 5.0 9 (G (F22) ) ot R 0,500
0 R2 R2 '
X ha(€ = ) (’%ldv_
T
[ ] [axo-as.0) 5V bl 0500, 05.0x
<ude-0p (5 ) av
.
/ a(x,§) ; a(y.C) g_lcle(Z) :x,yhé,r(t,i,é)@(t,y,ox
0 R2d R2 §
<ute = o (3 ) av -

/
/T' [ [t 5.0-u6.0

= %024 p(@)h5 (1, + 2, B3, (1,5, 0)

b R2d R2

(€= Qp (¥ + ) dv

02

gdje jez = ﬂ Primje¢ujemo da, kada r,d,e — 0 (u bilo kom redosljedu), ovaj izraz

postaje

(4.47)

(4.48)

zbog svojstava molifikatora p. Dakle, iz (4.47) i (4.45) zakljucujemo da kada r,;d,e — 0

u bilo kom redosljedu

(4.38) + (4.39) + (4.40) —>

r,0,e—0

R[ R/ (WT2)(T. 5, €)p(R)dedx - R/ R/ (hT2) (%, €) () de

(4.49)
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T

[/ /a (%, &) (R R2)(t, %, &)V (X)dE dxdt (4.50)

Rd F

(=)

i//r X)ak(t, %, )R (. %, h(t, %, &) dEdxdt.

0 RE R

Clan (4.41) se moze lako srediti. Pustimo da 7,8, — 0 i dobijamo

T
(141) — // /QFij(i)ak(t,i,§)h1h_2<p(i)d§didt. (4.51)

'0 R4 '~

Za sredivanje c¢lanova (4.42) i (4.43), moramo koristiti regularnost funkcije ¢ (sjetimo
se da ® € C}(RY x R)). Imamo

2(x 5/~ )
//[‘ ((b ))( ] (§)) ”é,i/),é,r(C)_qD (?O’/(It,fc),(s,r(5)’/&')@9),5,7«(() X (4.52)
0 R2d 2 - or = R
x pe(x = 906 — Qo (LY ) dcdedgax — 0,
i slicno
L & s
// /‘((I)(iag)’/(lt,i)(g)%m (@(5’,6)1/&;,)((’))57,— (4.53)
0 R2d g2

Na slican nac¢in imamo

// /’ (% )0(€),, b, (£5.€) = (@(974)%&)(())6‘,«h};_,,‘(t,i,g):><

0 R2d R2

+y

5 ) dCdédy dxdW,

Xin—ywué—Ow(

X

/{//] s (OB (6.3,0) = (3.1 50,0, (OB, (1,5 o:

0 R2d R2
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T

%+ h p
X p(X—y)-(E—= () ( )d(rf dydxdW; + / 93.6.rAW;

gdje

ma— [ | \_( (D%, Ol 5 (6)),

l:i?d R2

H

X

= (@3, 015)(Q);, = 3. Q) (15)(0)),, b (%.€)

X el — §YelE — O (X y) dcdedydx

. . .. dh) (tx€) :
i gasre — 0as 0,7 — 0 skoro sigurno. Odavde, koristedi 5'8—5 Vx5, 6)
n"hﬂ’{f ¥.0) 2

= V155, (C), parcijalnu integraciju, izvodimo sljede¢i zakljucak za (4.42)

(4.54)

T =
[/ ‘ e €)), TE(5,0) — (83,0 (), b (6.5,6) | %

R2d 2

X pe(%— el — O ( s 5’) dcdsdydzdy,

B

=) | 500 5.0 5,0 0

0 R R
gdje smo koristili proceduru kojom smo dobili (4.47).

Imajuéi u vidu (4.52), (4.53), i (4.54), zakljucujemo da (4.43) ima sljedec¢u asimp-
totiku:

j / / (qﬂ(i’{) V(]tic)(f)\) h,(1,3,¢) % (4.55)
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< pe(® = F)n(E — O ( iy y) dCdEd§ dxdi—

T

[ [ [ (0emn(©),, 7 05.0 - (06 00(Q),, 1 1.5.0) »

0 R2d R2

X pe(X = )1-(€ = O (" L ”) dcdgdy dxaiV, —

grg)Q/ [ [@6e-aw.0rnx -5

0 R2d R
x -(§ = Q) ( ;y)d Q) vy 0 (€)dydxdt
/ / / h'(t, %, B2 (t, %, §)dEdxdW,
0 R R
/ / / Rt %, €)h2(t, %, &) dEdxdW,. (4.56)

0 RI R

Konacno, zelimo da se oslobodimo mjera entropijskog defekta iz (4.44). Koristimo
¢injenicu da su h' i h? opadajuéi u odnosu na promjenljivu £ (t.j. () i da su mjere
m; 1 my nenegativne. Nakon dvije parcijalne integracije imamo (imajuéi u vidu da

Oc(§ = () = =04 (€ = ()

Lo
[ ] [ (7 05.00ms 5.9 = b, 0.5, 0%ms, 63.0) % (457)

0 R‘zd R2
X p(X = y)(§ — Oy (X ; y) déd¢dxdy
T
- [ [ / (I/(Qt,y),a,é(g)ml,é,r(t, i, 6) + I/(ltyx)ygy(;(ﬁ)mgy(;,,(t, 5/, C)) X
'0 R'zd f{z
Xty

X p(X = y)1(§ = Qo ( ) déd¢dxdy < 0.

Na kraju, iz (4.49), (4.51), (4.54), (4.55),1 (4.57), zakljucujemo da nakon sto pustimo
da r,d,e — 0 (prvo r,0 — 0 a zatim € — 0) clanovi (4.38)—(4.44) postaju:

/. / YT, %, )R (T, %, &) p(X)dedX +
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T

+///Fj~aktx§) Yt %, E)R2(t, %, €)p(X)dEdxdt

R4

//h Ry (x d{dx+/// (%,) - V(%) (h'B2)(t, %, €)dedxdt
ga

0 RYd R

o

T

+///<I>’(5<,£)h (1%, )R2(t. %, €)p(X)dEdXAW.

R¢ R

o

Odavde, koriste¢i definiciju integrala na mnogostrukosti i (4.32), vidimo da vazi

RY T, x,E)h2(T,x, )G (k(x))p(x)dEdx (4.58)

Posto smo na kompaktnoj mnogostrukosti, mozemo izabrati ¢ = 1 sto daje:

j/ T X f T X f) ( ( ))dfdx (4.59)
< / / (3, )R, €) G e (x) ) dedx—

M

T

///hh2 (t,x, )G (r(x)a(x,&) - Vy1 dédxdt

0
T

n / / / ' (x, €) (' T2) (2, x, )G (1 (x) ) dedxd WV,

0 M R

Dosli smo do (4.28) plus ¢lan koji ne uti¢e na koriséenje Gronwall-ove nejednakosti i
[to-ove izometrije koje nam daju jedinstvenost u (4.29). Napominjemo da Gramijan

nema uticaja na proceduru posto je Gramijan pozitivna ogranicena funkcija.
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4.4 Egzistencija

Slededi cilj je da dokazemo da za zadate po cetne uslove ug € L™ (M) postoji stohasticko
kineticko rjesenje x u smislu Definicije 45, sa odgovarajucom kinetickom mjerom m.
Zato razmatramo aproksimaciju nestaju¢om viskoznoséu jednacine (4.9) sa pocetnim

uslovima (4.2). Vazi sljedeca teorema.

Teorema 4.1. Za svako ¢ > 0 zadatak (4.9), (4.2) sa uy € L*(M) N L>(M) ima
stohasticko rjesenje u. € L*([0,T); H*(M)). Ovo rjesenje, za svaku konveksnu funkciju
0 € C*(R) takvu da |0'(\)| < C, X € R, zadovoljava

P2 (x, u.)

db(u,) < (— div, / T 0 6 ) dv + 2D, 00 1 9”(u5))dt

+®(x, u )0 (u)dW.

(4.60)

Dokaz. Koristicemo Galerkin-ovu aproksimaciju kako bi dobili priblizna rjesenja (4.9),
(4.2), a zatim ¢emo dokazati da niz pribliznih rjesenja konvergira duz nekog podniza
ka rjesenju (4.9), (4.2) koje zadovoljava (4.60). Za pocetak, fiksiramo ortonormiranu
bazu {ep}n u L?(M) koja se sastoji od svojstvenih funkcija Laplace-Beltrami-jevog

operatora,

Zatim trazimo aproksimativna rjesenja oblika (nakon sljedece formule, ne¢emo pisati

stohasticku promjenljivu kako bi pojednostavili notaciju)

wn = Y af(twlex(x), te[0,T), xe M, weq (4.61)
k=1
Trazimo funkcije ag, k = 1,...,n, takve da je (4.9) zadovoljena na potprostoru prostora

L3([0,T) x R™) u smislu da skoro sigurno vazi

/ dtnpdr(x) = [ (3, 1) Vg0 dy ()t
J M . M‘

+e/ unAgcpdw(x)dH/ P(x, up)pdy(x)dWe, ¢ € Span{exti-1,. -
M J M
(4.62)
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Ako uvrstimo ¢ =e;, j = 1,...,n, iz ortogonalnosti sistema {e, }ren dobijamo sljedeci

sistem stohastickih diferencijalnih jednacina:

doy = [ ) Vs )y )

il o . (4.63)

+€/\ja’;/ \ej\Qd’y(x)dt+/ P (x, un)e;(x)dy(x)dW,.
M J M

Posto smo u (4.4) pretpostavili da ||f(-, A)||zay < C|A 1 ® € C3(M x R), znamo da

(4.63) sa kona¢nim pocetnim uslovima ima globalno definisano rjesenje [63]. Uzmimo
&j(oa (U) — Qjo(&)), (464)
za koeficijente ajo, j € N pocetnih uslova ug u bazi {eg}ren:

’LL()(X, w) — Z ajo(w)ej(x).
keEN

Ovako smo dobili niz (u,) koji za svako n € N zadovoljava relaciju (4.63). Uzimajudci

© = u, u (4.62) i koristeéi proceduru kojom iz (4.9) dobijamo (4.10) sa 0(u) = u?/2,

zakljucujemo da:

;/}wd\un\2d’y(x) ‘/Mf(x,un)-vgund’y(x)dt (4.65)

—5/ \Vgun\2d’y(x)dt+/ D2 (x, up, )dry(x)dt
J M M

+2/ D (X, U ) Undy(x)dWs.
M

Zapisujuci ovaj izraz u integralnoj formi, kvadrirajué¢i dobijeni izraz, i koriste¢i Young-

ovu nejednakost 1 [to-ovu izometriju, za konstantu C' > 0 dobijamo:

' (’/M ~/(:T Wdtdy(x)fi +e%E (/OT /M \Vun\QdV(x)dJ J|
<7 _(-/ﬁT J, ov ) Vgundv(xmt) 2_ vE /OT [ # e 0u])

(4.66)

Sada, posto je

([ 2t )

E = F

/M W#dy(x) - /M de(x)\)z

(

[ 1
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sup |©%(x, A)[A]* € L'(M)
XeR

na osnovu (4.5), iz (4.66), koriste¢i Cauchy-Schwartz-ovu nejednakost i (4.4) zaklju¢ujemo

da:
" Jua*(T,%) d
(./M — dv(X)) |

Sada, moramo ocijeniti t-varijaciju (u,). Standardni postupak je da nalazenje ocjene
tipa H*([0,T); H=*(M)) zaneko s > 0, a zatim interpolacija dobijenom L2([0,T); H'(M))
ocjenom. Prvo, uzimamo u obzir integralnu formulaciju stohasticke diferencijalne
jednacine (4.62) zadatu sa (4.63). U slabom smislu u prostoru D'(M)NSpan{ex}r—1...

imamo da (opet ne pisemo stohasticku promjenljivu):

E + ek ’/ |V, |2dy(x)| < C. (4.67)
M

r rt+At p
/M (tn(t + AL, X) — (£, %)) p(x)dx = J/ J/M F(%, 1) Vgip(x) dry(x) dt
t
rt+At o
—gJ/ / Vyttn Vo (x)dy (x)dt+
r /~t+At
+/ / X un ( )dXtha (S Span{ek}k L.,

Primijetimo da, ako je {ex}ren ortonormirana baza u L?(M) | tada je {vArer}ren

ortonormirana baza u H~'(M). Ovo dalje implicira da, ako je u, = Y. afer(x), tada
k=1

yey
HunHHuM)'—(Z—;k) A (4.68)

k—1
Dakle, biramo (t,x) = ex(x)/v/Ax i dobijamo:

wA}) i) / [ vt 22 yar

rt+At o

r~t+At r 6k( )

+/ / B(x, un) Y dxdWy, o€ Span{extir..

dry(x)dt'+

Kvadriranje ovog izraza, trazenje ocekivane vrijednosti, 1 kosris¢enje Cauchy-Schwartz-
ove i Jensen-ove nejednakosti nam daje:

/t+At (/ div, f(x un)e\k/(/\i: d’y(x))2dt’-

(af(t + At) — af(£)*
Ak

E < ALE
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nt+AL
+ 2AtE

+

(Agun(t,x)'j/{\f)) dt’
Ak

Jit

[/ At g ex 2
+ FE (/ / d)(x,un)—d’y(x)th/) :
| \Je Jm V Ak ]
Podijelimo izraz sa At, iskoristimo Ito-ovu izometriju i sumirajmo izraz pok = 1,...,n.

Uzimajuéi u obzir (4.68), imamo:

E [||UnHzcm([o,T);Hfl(MJ

» t+At t+At
= (E[A vy f (3 1n(t )51 any dt'] +52E[./ 1At (-, ) 171 (ary ']

t
1 rt+AL .

Pl [ It D and]),

i odavde E[||Agunln-1an] = B[Vt r200)] < ¢ < 00 po (4.67).
E[Huniiél/?([o,T);Hfl(M)} < ¢ < oo. (4.69)

Dalje, iz (4.67) i (4.69) i iz generalizacije leme Aubin-Lions iz |75, Teorema 5| gdje
uzimamo X = H=Y (M), B = L*(M)iY = H (M), znamo da za P-s.s. w € Q niz
(n, -, w)) jako konvergira u prostoru L2([0,T) x M) ka u(-,w) duz podniza ( koji ¢emo

oznaciti istom oznakom kao niz):
Hun('aw) - u('aw)HLZ([O,T)xM) — 0 kada n — oo.

Ovdje naglasavamo da ovaj podniz ne mora biti isti za razlicite w € 2. Medutim,
koriste¢i ¢injenicu da je u jedinstveno rjesenje zadatka 4.1, 4.2, mozemo pokazati da
konvergencija ne vazi samo duz podniza veé¢ da citav niz (u,(-,w)) konvergira ka (-, w)
u L*([0,T) x M). Granicna funkcija u je takva da [Ju(-,w)|| 2o 1y m Je P-mjerljiva na
osnovu (4.65) i generalizovane Gronwall-ove nejednakosti [42], pa je funkcija u slabo
rjesenje (4.9), (4.2) u smislu Definicije 42. Posto je jednacina (4.9) lokalno strogo
parabolicka, koriséenjem njene lokalne formulacije mozemo zakljuciti (vidjeti na primjer
[40] za stohasticki slucaj) da je u L*([0,T); H?(M))-s.s. regularna. Ovo implicira (4.72)
(vidjeti izvodenje (4.10); posto je jednacina linearna u odnosu na du, nije nam potrebno

vise od regularnosti u u odnosu t). O

[z (4.60) nije tesko izvesti kineticku formulaciju za (4.9). Tada, nakon sto pustimo da
parametar aproksimacije ¢ — 0, dobijamo kineticko rjesenje (Definicija 45) jednacine
(4.1). Stvarno, uzimajuéi 0(u.) = |u. — &[4 u (4.60) (kao u prethodnoj sekciji i imajuéi

u vidu Schwatz-ovu lemu za nenegativne distribucije, dobijamo da, nakon nalazenja
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izvoda po promjenljivoj &, za neku nenegativnu stohasticku mjeru m,, vazi:

dsign , (u. — &) + divg(f'(x,f)sign+(u5 —&))dt (4.70)

p? \
= eAy(sign, (u. — §))dt — Ok k (x &) ) dt + ¢(x, &) vdW; + Oeme,

gdje je v. = —0gsign | (u.—§). Konacno, nalazeci slabu-+ grani¢nu vrijednost (sign, (u.—
¢)) duz podniza (oznacenog sa h), dobijamo (4.17). Na osnovu standardnog postupka
datog u [20], predstavljenog u dokazu Teoreme 4.2 zakljucujemo da postoji u takvo
da h(t,x,§) = sign, (u — §) za jedinstveno entorpijski dopustivo rjeSenje u zadatka
(4.1), (4.2). Dakle, imamo osnovne korake dokaza teoreme o egzistenciji. Prije nego je

dokazemo, potrebna nam je sljedeca jednostavna lema.

Lema 13. Neka je E(||lu:||r2@n) < C, U CC R x M. Definisimo
UL = {(t,x) e U: E(Jun(t,x,-)]) > 1}.

Tada
lim sup meas(U%) = 0. (4.71)

Dokaz. Posto je (E(|u,|?)) ograniceno i U cC R™ x M | takode vazi da je (E(|u,]))

ogranicen. Dakle, imamo

sup/ E(|u,(t,x,-)|)dtdx > sup ldtdx —
neN neEN J ol

_sup/ | B (u,(t,x))|dx > sup meas(§2,),
[ ren neN

i odakle slijedi (4.36). O

Prije nego predemo na dokaz teoreme, definisimo operator trunkacije [21]

zZ, |z| < N,
Tn(z) 2> N,
I —N, z<-—N.

Poznato je da ako je niz (u,) ogranicen u LP, p > 1 i niz njegovih trunkacija (Ty(u,))

konvergira u L},. za svako N € N, tada i sam niz konvergira u L. ([21]).

loc

Teorema 4.2. Za svako ug € L*°(M) postoji jedinstveno dopustivo stohasticko rjeSenje
zadatka (4.1), (4.2).
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Dokaz. Prvo, dokazimo da je familija (m.) familija uniformno ogranicenih funkcionala
na L2 (Q;Co([0,T] x M x [=R, R])) za proizvoljno R > 0. Uzimamo test funkciju

loc

p € C*([0,T] x M x [-R, R]) i koristimo je u (4.70). Dobijamo

(—sign (ue — €)drp — sign, (u — &) §(x,€) - Vyp) didxdS
[0, T]xMx[—R,R]

. . @2
- j e(sign  (u. — &) AgpdtdxdE — / Dep(t,x,€) (;(’ 5)dl/Edtdx
(0,T|xMx[-R,R) (0.T|xM x|~ R,R]
- / o(t,x,£)P(x, §)dv.dWidx = — / Jep(t,x, &)dme.
(0.T|xMx[-R,R) (0,T|xMx[~R,R)

Kvadriranjem dobijenog izraza, koriséenjem osnovne Young-ove nejednakosti (koju ponekad

nazivaju i nejdnakoséu Peter-Paul) i [to-ovu izometriju, dobijamo

EO '/[;),T]XMX[—RJZ] aé(p(t,X,f)dn%E) < 5<E<‘ [ ‘@%ﬂdtdxdff)

J[0,T)xMx [~ R,R]

7(x,€) - Vypldtaxde]*) + B e|Agpldtaxa|”)

+5(| [
[0,T]xMx[—R,R]

J10,T)xMx |- R,R]

P2 (x,
vB(] s [ aepxg T

dtdx\Q)
¢€[-R,R] J[0,T|xM 2 '

+E” sup / \[|-,:('!..x,§)f1)(_x‘&_}dx|rit.‘2)‘).
Jor) Jm /

\ ¢€[-RR]
Zatim biramo fER o(t,z,n)dn za fiksirano ¢ € C*([0,T] x M;C*([—R, R])) i dobi-
jamo da je familija (m.) familija ogranicenih funkcionala na Bochner-ovom prostoru
L2 .(Q;C%([0,T) x M x [—R, R])). Posto su m. nenegativne, na osnovu Schwartz-ove
leme o nenegativnim distribucijama, znamo da je m ogranicena L7 (Q; C*([0,T] x M x
[— R, R])). Fiksirajuéi K CC M, znamo da su (m,.) ograniceni funkcionali na Bochner-
ovom prostoru L*(Q; Co([0,T] x K x [—R, R])) pa zato i na L2 (Q;Cy([0,T] x K x
[— R, R])). Koriste¢i Kantor-ovu proceduru dijagonalizacije, zakljucujemo da postoji

podniz (my,)nen of (m.) koji slabo konvergira ka m.

Sada, moramo naéi ocjene za u.. Procedura je u srzi ista kao procedura dobijanja
ocjena za (m,). Zaista, u (4.60) izaberimo entropiju #(z) = 22 i integralimo na [0, T] x
M. Dobijamo

f@mmmm—fﬁwmmu> (4.72)

M M
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T T
< [/d)z(x,ug)d’y(x)dt+ //2¢(x,u5)u5d’y(x)dW
0 M 0 M

gdje smo koristili kompaktnost mnogostrukosti M sto nam daje

/ ( — div, /“' o' (v)f (x, v)dv)d7 /A ey (x

M

Sada, prebacimo [, u$(T,x)dy(x) na desnu stranu jednakosti, kvadrirajmo obje strane

dobijenog izraza i iskoristimo Ito-ovu isometriju u posljednjem koraku kako bi dobili

(M/' wZ (T, x)dy(x) — / ug(T, x)d’y(x)) 2) < (4.73)

\°

//¢2xu5d7 [u2¢xu5u€d7( )) dt

0 M

Odavde, koriste¢i pretpostavljena ogranicenja funkcije ®, zakljucujemo da je ocekivana
vrijednost L?(M)-norme niza (u.(T,-)) ogranicena t.j., nakon integracije svega nad
skupom T € [0,¢], t > 0, zakljucujemo da je ocekivana vrijednost L?([0,t] x M )-norme

niza (u.) takode ogranicena.

Oznac¢imo sa h slabu-x grani¢nu vrijednost u L=([0,7] x M x R x ) duz nekog
podniza familije (h.) = sign,(u. — A). Ona zadovoljava (4.17) kao i Definiciju 45.
Dakle, ona je jednistveno kineticko rjesenje zadatka (4.1), (4.2). Na osnovu Posljedice
4.2, ona je oblika h = sign, (u — §). Konacno, treba dokazati da je ispunjen i drugi

uslov Definicije 44. On slijedi iz ¢injenice da
sign (u.(t,x) — ) = sign (u(t,x) —A), € =0,
odakle, posto vazi sign(z) = sign, (z) — (1 — sign, (2)), takode slijedi

sign(u:(t,x) — ) = sign(u(t,x) — A), € —0.

—%

Fiksirajmo N > 0 1 pomnozimo ovaj izraz prvo sa karakteristicnom funkcijom in-

tervala (—NN, N) oznacenom sa x(—nn)(A) a zatim sa Ay(—nn)(A). Dobijamo da za
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operator trunkacije Ty vazi:

Ty(u:) — Tn(u) kada ¢ — 0

L>=—x%
(12 = N*)Xjujen = Tv(us)? — N? e (12 — N*)Xjuj<n = Tn(u)®> = N? kada ¢ — 0.
(4.74)

Sada, posmatrajmo fiksiranu nenegativnu test funkciju ¢ € C.([0,T] x M). Vazi

([ oI - T(w) didr())

[0,T]xM

([ oIy - Ty

[0,T]xM

2 ()(Tie(w) = Tye(ua)) ) dedy(x)) =0

na osnovu (4.74). Odavde, zakljucujemo da ocekivanja trunkacije (T (u.)) niza (u.)
jako konvergiraju u L2 ([0,T] x M) ka E(Tn(u)) = E(u).

loc

Odavde, mozemo izvesti zakljucke o konvergenciji (F(|u. — u|?). Prvo, dokazujemo
da dobijeni niz (u") jako konvergira u L} ([0,7] x M) kada N — oco.

loc

Zato, neka je U CC [0,T] x M. vazi

hém sup E(HTl(un) — UnHLl(U)) — 0. (475)

Oznac¢imo sa

UL = {(t,x) e U: Euy(t,x,-)) > 1}.

Posto je (E(||ul||r2wn)) ogranicen, imamo

E(/ ttn = Ti(uwn) ) < E(/ [unldtdx) < meas(UL)"2 E(Jwall 2o an) =0
0 &

l—o0
uniformno u odnosu na n po (4.36). Dakle, (4.75) je dokazana.
Dalje, imamo

E(lu" — | pwy) < B(lu =Ty, (wa ) 2wy + 110 () — oy L)
+ E(Hle (u”k) - unkHLl(U) + Hle (u”k) - ulz HLl(U)) 1
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sto zajedno sa (4.75) implicira da je (1!) Cauchy-jev niz u odnosu na ocekivanje L!-

norme. Dakle, postoji mjerljiva funkcija u takva da

Bt = ul| 1)) = 0 as [ — oo. (4.76)

Sada, nije tesko vidjeti da citav (u,, ) konvergira ka u u istoj normi. Naime, vazi

E([Jun, —ullpywy) < E(llun, — Ti(un )l L1wy) +
FE(| T (un,) — 'l wry) + E(u' = ull ),

§to po definiciji funkcija !, i konvergencije (4.75) i (4.76) implicira nase tvrdenje.

Stavise, posto je u, ogranicen u ocekivanju L?-normi, i funkcija u mora biti takva. O
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