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Predgovor

Svjedoci smo ubrzanog razvoja u granama zakona održanja, kako determinističkih tako 
i stohastičkih. Povečano interesovanje za ove oblasti je motivisano konkretnim aplikaci- 
jama u raznim granama industrije i nauke ( tok saobra^aja, tok u poroznim sredinama, 
primjene u biologiji, finansijama, itd., vidjeti [3, 10, 77] i reference date u njima). U ovoj 
disertaciji, bavimo se determinističkim i stohastičkim zakonima odrzanja, i svojstvima 
njihovih rjesenja.

Buduci da je ova disertacija proizvod spoja vise matematickih disciplina, prvu glavu 
cemo posvetiti uvođenju potrebnih definicija i pojmova iz nama bitnih matematickih 
oblasti. Na pocetku svake sekcije dajemo literaturu koju smo koristili kao izvor.

U drugoj glavi istrazujemo dinamiku interfejsa izmedu dva nemjesljiva fluida. Nas 
metod se bazira na proceduri level skupova [17, 23, 24, 27] u okviru koje pratimo tacke 
interfejsa. Kretanje interfejsa se opisuje transportnom jednacinom i tacke se kre^u 
duzi karakteristika. Iako je brzina koja odreduje karakteristike nepoznata, one se mogu 
izraziti odgovarajuam funkcijama Green-ovog tipa [23, 22].

Vazno svojstvo metoda koji dajemo je cinjenica da smo uspjeli da izbjegnemo ko- 
riscenje funkcije toka (koja ne postoji u prostorima dimenzije ve^e od dva) tako sto 
smo je, grubo govorea, zamijenili funkcijom pritiska. Funkcija toka je potencijal koji 
odgovara dvodimenzionom vektorskom polju bez divergencije ( i opisuje nemjesljivost 
tecnosti, vidjeti (2.3)). Igrala je vaznu ulogu u, na primjer, [17, 23, 77], gdje je sprove- 
deno slicno istrazivanje. Iz istog razloga, u [26], nastup konvekcije na gravitaciono 
nestabilnom difuzivnom granicnom sloju u poroznoj sredini je opisan samo u dvodi- 
menzionom slucaju. Smatramo da nas metod ima potencijal za primjenu u razlicitim 
oblastima istrazivanja kada se radi u dimenzijama veam od dva.

U trecoj glavi se bavimo skalarnim zakonima odrzanja sa prekidnim fluksom. Ovi 
zakoni su netrivijalna generalizacija skalarnih zakona odrzanja sa glatkim fluksom, i 
opisuju razne fizicke fenomene koji se javljaju u jako heterogenim sredinama. Neki 
od primjera su tok u poroznim sredinama, procesi sedimentacije, tok saobra^aja, itd.
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(vidjeti [1, 12, 14, 35] i reference navedene u njima). Dakle, od osamdesetih (vjerovatno 
od rada [81]) skalarni zakoni odrzanja sa prekidnim fluksom se intenzivno istrazuju.

Za razliku od sluCaja kada fluks zavisi regularno od prostorne promjenljive, odgovore 
na pitanja egzistencije i jedinstvenosti rjesenja kao i egzistencija tragova entropijskih 
rjesenja jos uvijek nemamo u sluCaju kada fluks ima prekid. Zaista, u klasiCnom radu 
[48] mozemo naCi koncept (poznat kao entropijska rjesenja) koji vodi do dobre posta- 
vljenosti skalarnih zakona odrzanja sa regularnim koeficijentima (neprekidno diferen- 
cijabilnim u odnosu na sve promjenljive). Ispostavilo se da je veoma tesko prosiriti 
ovaj koncept na slucaj kada fluks ima prekid u odnosu na prostornu promjenljivu, i 
pojavilo se vise zanimljivih pristupa tom problemu [2, 4, 49, 66], od kojih vecina adap- 
tira pristup iz [48]. Ipak, pitanje egzistencije i jedinstvenosti rjesenja u slucaju kada 
je fluks funkcija ogranicene varijacije u odnosu na prostornu promjenljivu je jos uvijek 
otvoreno.

Situacija se jos vise komplikuje kada je fluks samo neprekidan u odnosu na drugu 
promjenljivu jer u tom slucaju nemamo dobru postavljenost problema. Preciznije, u 
[65] mozemo na î primjer Cauchy-jevog problema za skalarni zakon sa neprekidnim 
fluksom koji dozvoljava dva razlicita entropijska rjesenja za iste pocetne vrijednosti. 
Sto se egzistencije tice, ona vazi cak i u slucaju kada je fluks Caratheodory-jev vektor, 
tj. ogranicene varijacije u odnosu na prostornu promjenljivu sa takozvanim uslovima 
nedegenerisanosti [67]. Sa jacim uslovima nedegenerisanosti, mi cemo poboljsati i up- 
rostiti rezultat iz [67] (takođe vidjeti [62]).

U cetvrtoj glavi istrazujemo stohasticke zakone odrzanja. Buduci da je nemogu^e 
ukljuciti sve parametre koji djeluju na neki proces u prirodi, pri konstrukciji matemati- 
ckih modela moramo uzeti u obzir i taj ” sum” koji utice na proces, koji je u jednacinama 
modela izrazen stohastickim clanom. Ovakve jednacine imaju bogatu matematicku 
strukturu pa su veoma zanimljive i izazovne sa matematicke tacke gledista. Do sada 
su dobijeni brojni rezultati, i ova oblast je istrazivana u raznim pravcima, pocevsi 
od samih stohastickih zakona odrzanja [13, 18, 32, 33, 40, 43, 82], zatim usrednja- 
vanja brzine za stohasticke transportne jednacine [19, 57], stohasticke degenerisane 
parabolicke jednacine [37, 83]. Ovdje smo nabrojali samo neke od mnogobrojnih rezul- 
tata. Sto se stohastickih parcijalnih diferencijalnih jednacina na mnogostrukosti tice, 
pomenucemo [11], gdje se razmatra talasna jednacina.

Ovdje cemo dati prostiji dokaz jedinstvenosti dopustivog (tj. kinetickog) rjesenja 
Cauchy-jevog problema za stohasticki skalarni zakon odrzanja oblika

du +  divgf(x,u)dt =  f(x ,w )dW t, x  G M, t > 0 (1)

ult=0 =  uo(x) G L ~ (M ) (2)
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naglatkoj, kompaktnoj, d-dimenzionoj (Hausdorff) Riemann-ovoj mnogostrukosti (M ,g ). 
Objekat W je Wiener-ov proces koji moze biti konacno ili beskonacno dimenzioni, sto 
ne utice na srz dokaza.

Dokaz dobre postavljenosti zadatka je skoro dat u [34]. Autori razmatraju kinetiCku 
formulaciju (4.1) i dokazuju jedinstvenost tako sto nalaze relaciju između kinetiCke 
funkcije i kvadrata kineticke funkcije (vidi [34, (4.13)]). Procedura koju su koristili je 
komplikovana, i mi cemo dokazati da je mogu^e dokazati tvrdenje koriscenjem proizvoda 
kinetickog rjesenja h i funkcije (1 — h). Preciznije, nasa ideja dokaza ima isti pocetak 
kao dokaz u [34] posto je bazirana na odgovarajuooj kinetickoj reformulaciji problema 
(vidjeti jednacinu (4.17)). U [34], autori tada dokazuju da je kineticka funkcija h zadata 
definicijom 45 zadovoljava h2 =  h. Medutim, za razliku od metoda iz [34] gdje autori 
izvode jednacinu za h2 i uporeduju je sa jednacinom za h kako bi izveli zakljucke, mi 
dobijamo jednacinu za h(1 — h) i koristimo je da bi dokazali jedinstvenost. Iako ovo 
zvuci kao ista stvar, procedura regularizacije u nasem slucaju se lakse prati (jer je 
pribliznija Euclid-skom slucaju), pa je metod prostiji od metoda datog u [34]. Osnovni 
razlog za pojednostavljivanje lezi u cinjenici da su jednacine za h i (1 — h) simetricne, 
pa mozemo lako eliminisati elemente koji se pojavljuju na desnoj strani jednacina i 
dobiti Kato-ovu jednakost (vidi (4.27)). Stavise, regularizujuci jednacinu koriscenjem 
konvolucije po promjenljivim x  i £ dobijamo funkciju koja je po pretpostavci neprekidna 
u odnosu na vrijeme i mozemo direktno koristiti Ito-ovu formulu umjesto koriscenja 
njenog uopstenja iz [34].

Primijetimo da je jedan od djelova dokaza klasicni metod dupliranja promjenljivih 
(vidi [48]). Metod se moze izbjeci posto regularizujemo jednacinu (sto znaci da mozemo 
koristiti osnovne elemente Matematicke Analize za glatke funkcije). Medutim, analiza 
bi tada zahtijevala razne adaptacije Friedrichs-ove leme (posebno sa obzirom da imamo 
izraze sa Wiener-ovom mjerom), pa dokazi ne bi bili jednostavniji.

Veoma sam zahvalan svom mentoru, profesoru Darku Mitrovicu, na vremenu izd- 
vojenom za citanje mnogih radnih verzija moje disertacije, i sugestijama koji su je 
uoblicili. Zelim da mu se zahvalim i na ogromnom strpljenju, odlicnoj saradnji, pri- 
jateljskim savjetima i pomoci, kako pri izradi disertacije tako i u zivotu.
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Izvod iz teze

U ovoj disertaciji bavimo se determinističkim i stohastickim zakonima održanja i nji- 
hovim svojstvima.

Prvo, opisujemo ponasanje interfejsa izmedu dvije nemjesljive tečnosti, koje imaju 
razližite gustine, u trodimenzionoj poroznoj sredini. Generalizujemo prethodno dobi- 
jene rezultate, napravljene u dvodimenzionom slučaju, i predstavljamo novi metod koji 
ne koristi funkciju toka.

Dalje, razmatramo skalarne zakone održanja kod kojih fluks ima prekide u odnosu 
na prostornu promjenljivu i neprekidan je u odnosu na promjenljivu stanja. Nas 
pristup koristi varijantu kinetičke formulacije, i koristimo ga kako bi poboljsali postoječe 
rezultate vezane za egžistenciju rjesenja nedegenerisanih skalarnih zakona održanja sa 
Caratheodory-jevim fluksom, sa varijantom uslova nedegenerisanosti.

Na kraju, bavimo se egžistencijom i jednistvenoscu rjesenja skalarnog žakona održanja 
sa stohastickim forsingom

du +  divgf (x,u)dt =  $ (x , u)dWt, x  G M, t >  0,

na glatkoj, kompaktnoj on Riemann-ovoj mnogostrukosti (M ,g), gdje je Wt Wiener-ov 
proces i x  f (x, £) vektorsko polje na M  ža svako £ E R. Koristeci uslove dopustivosti
i kineticku formulaciju dokažujemo dobru postavljenost problema, i predstavljamo novi 
dokaž jedinstvenosti rjesenja, koji je jednostavniji od postojeah dokaža.
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Abstract

In this thesis, we concern ourselves with deterministic and stochastic conservation laws 
and their properties.

First, we describe the behavior of the interface between two immiscible fluids, which 
have different densities, in three-dimensional porous media. We generalize previous 
results, made in the two-dimensional case, and introduce a new method which does not 
involve the stream function.

Second, we investigate scalar conservation laws where the flux has discontinuities 
with respect to the space variable and is continuous with respect to the state variable. 
Our approach uses a variant of the kinetic formulation, and it is used to improve existing 
results regarding the existence of solutions for non-degenerate scalar conservation laws 
with Caratheodory flux, under a variant of non-degeneracy conditions.

Third, we concern ourselves with the existence and uniqueness of solutions for the 
scalar conservation law with stochastic forcing

du +  divgf (x,u)dt =  $ (x , u)dWt, x  e M, t >  0,

on a smooth compact Riemannian manifold (M ,g), where Wt is a Wiener process and 
x  f(x, £) is a vector field on M  for each £ e R. Using the admissibility conditions
and the kinetic formulation we prove well-posedness, and present a new proof for the 
uniqueness of the solutions, which is simpler than the existing ones.
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Glava 1

Uvod

Počećemo sa uvođenjem osnovnih pojmova i tvrđenja koje cemo kasnije koristiti. Za 
pocetak, pođsjetimo se đijela građiva Funkcionalne analize.

1.1 Funkcionalna analiza

U ovom dijelu pođsječamo se pojma Banach-ovih prostora, linearnih operatora i nji- 
hovih svojstava, kao i đualnih prostora. Definicije i tvrđenja iz ove sekcije su preuzete 
iz [76, 16, 74].

1.1.1 Banach-ovi prostori

Kako bi uveli pojam Banach-ovog prostora moramo se upoznati sa pojmovima norme 
i normiranog prostora.

Definicija 1. Neka je  X  vektorski prostor nad poljem K. Funkcional p : X  ^  [0, ro) 
nazivamo polunormom ili seminormom ako važi

1. p(Xx) =  |A|p(x), VA G K, Vx G X ;

2. p(x  +  y) <  p(x) +  p(y), Vx, y G X .

Definicija 2. Neka je  p polunorma takva da važi p(x) =  0 ^  x =  0. Tada kažemo da 
je  p norma (oznaka || ■ ||).

Definicija 3. Par (X , || ■ |) nazivamo normiranim linearnim prostorom.

1



GLAVA 1. UVOD 2

Vazi sljedeci odnos izmedu normiranih i metričkih prostora.

Lem a 1. Svaki normiran prostor (X , || ■ ||) je  metricki prostor (X,d) gdje je  metrika 
zadana sa d(x, y) =  || x — y ||.

Dalje, potreban nam je pojam kompletnosti prostora.

Definicija 4. Niz (xn} raeN u normiranom prostoru (X, || ■ |) nazivamo Cauchy-jevim 
nizom ako

Ve >  0 3N (e) Vn, k > N  | xn — x k ||< e.

Definicija 5. Niz |xn} neN u normiranom prostoru (X , || ■ |) konvergira ka x E X , u 
oznaci lim xn =  x, ako važi

Ve >  0 3N(e) Vn > N  | xn — x ||< e.

Definicija 6. Ako svaki Cauchy-jev niz |xn} neN iz prostora X  konvergira u X , tada 
prostor (X, || ■ |) nazivamo kompletnim.

Konačno, mozemo definisati Banach-ov prostor.

Definicija 7. Kompletan normiran linearni prostor (X, || ■ |) nazivamo Banach-ovim 
prostorom.

Lem a 2. Neka je  (X, || ■ |) Banach-ov prostor i X i zatvoren linearni potprostor X . 
Tada je  (X T || ■ |) Banach-ov prostor.

Sada navodimo primjere bitnih Banach-ovih prostora.

1. Neka je T metrički prostor i Cb(T ) prostor ograničenih neprekidnih funkcija na T . 
Tada je (Cb(T ), || ■ ||̂ ) Banach-ov prostor. (Ovdje je || x ||̂  =  supteT{|x(t)|}).

2. Prostor neprekidnih funkcija koje nestaju u beskonačnosti

Co(Rn) =  (  f  e  Cb(Rn)| lim f  (t) =  o )

sa || ■ ||̂  normom.

3. Za 1 < p < x>, prostor

Lp(Q) :=  | f  : 0  ^  Rl J  If (x)|pdx < <̂>



GLAVA 1. UVOD 3

klasa ekvivalencije Lebesgue mjerljivih funkcija sa normom

ii /  iip= f .

4. Prostor
L^(U) :=  { /  ^  R||/1 <

esencijalno ograniCenih funkcija sa normom

| /  |U= esssup |/1.

5. Prostori nizova 1p, 1 < p < x>, koji sadrze sve nizove {x n}neN takve da je
|xnl < ro, sa normom

x p V  |xn|
n=1

1
p

6. Prostor ogranicenih nizova l^ sa normom || • ||̂ , i njegovi potprostori konver- 
gentnih nizova c i nula nizova, odnosno nizova koji konvergiraju na 0 c0, sa istom 
normom.

U funkcionalnoj analizi posebno mjesto zauzima Holder-ova nejednakost.

Lem a 3. Neka je  1 < p <  ro i p  +  1 =  1. Neka je  / E Lp (Q) i g E Lq (Q). Tada 
/ • g E L^(Q) i vazi

1 ,f • g || 1<! ^ ||p • 1 g ||q .

Podsjetimo se i sljedeceg tvrctenja.

Lem a 4. Neka je  (X , || • |) normiran prostor. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni:

1. (X, || • ||) je  kompletan prostor;

2. ako je  {x n} neN niz u X  takav da Zm II xn ||< x>, tada postoji x E X  takvo da 
je

N

lim xn x  =  0.
n =  1

1.1.2 Linearni operatori

Sada se upoznajmo sa definicijom i svojstvima linearnih operatora.
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Definicija 8. Neka su (X , || ■ ||X) i (Y, || ■ ||Y) normirani prostori. Prostor svih 
linearnih, ogranicenih operatora A : X  ^  Y  označavamo sa L ( X , Y ). Ovdje, operator 
nazivamo ograničenim ako slika ograničene skupove u ograničene skupove.

L(X, Y ) je normiran prostor, i norma je definisana sa

A IU(X,Y) sup
xEX,x=0

A(x)  ||y 
I x |x

Sljedeca teorema nam daje vazno svojstvo linearnih operatora.

Teorem a 1.1. Neka su (X , || ■ |X ) i (Y, | ■ ||Y) normirani prostori i neka je  T  : X  ^  Y 
linearan operator. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni:

• T je  neprekidan;

• T je  neprekidan u 0;

• postoji M  >  0 takvo da za svako x  E X  vači || Tx ||Y< M  | x |X ;

• T je  uniformno neprekidan.

Lem a 5. U beskonačno dimenzionom Banach-ovom prostoru postoje neograničeni op- 
eratori, koji su svuda definisani.

Vazi i sljedece tvrđenje.

Lem a 6. Neka je  X\ C X  gust podskup normiranog prostora (X, || ■ ||X) i neka je  
(Y, || ■ ||Y) Banach-ov prostor. Tada, za svako T E C (X\,Y ) postoji jedinstveno T 
takvo da

T  : X  ^  Y, T|D =  T, i | T ||l (x ,y ) =  | T ||l (X ! ,y ) .

Teorem a 1.2. Neka je  (Y, || ■ |Y) Banach-ov prostor. Tada je  i prostor ( L ( X ,Y ), ||
■ ||L(X,Y)) Banach-ov prostor.

Dakle, da bi prostor linearnih operatora bio Banach-ov dovoljno je da je prostor slika 
Y  Banach-ov. Vazi i:

Lem a 7. Neka su X , Y , Z  normirani prostori i neka je  S E L (X , Y ), T c  L(Y, Z ). 
Tada vači

|| T ◦ S ||l (X,Z)<|| T ||l (X,Y) ■ ! S ||l (Y,Z) .
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1.1.3 Dualni prostori i konvergencija

Sada uvedimo pojam dualnih prostora i slabe konvergencije.

Definicija 9. Neka je  (X , || ■ ||X) normiran prostor nad poljem K. Prostor L(X,  K) 
ciji su elementi linearni, ograničeni funkcionalni definisani na X  nazivamo dualom 
prostora X . Koristi se oznaka X ' i X *.

Dualni prostor X ' je Banach-ov prostor Cak i kada X  nije Banach-ov prostoe. 

Djelovanje funkcionala f  iz duala X ' na element x prostora X  se oznaCava i sa

( / ,x ) :=  f ( x ) .

Definicija 10. Banach-ov prostor nazivamo refleksivnim ako je  (X ') ' =  X , odnosno 
ako je  svaki ograniCeni linearni funkcional na X ' oblika l ^  l(x) za neko x € X .

Mnogi bitni prostori su refleksivni, ali to svojstvo ne vazi uvijek. Na primjer: 

Teorem a 1.3. Vazi sljedece: c0 =  l\, l ' =  l^ i l\ C l^ .

Podsjetimo se duala prostora Lp.

Teorem a 1.4. Neka je  (X ,p )  prostor konacne mjere. Za 1 < p < vazi da je  dual 
prostora Lp( X ) prostor Lq(X ) gdje je  1  1 =  1.

T vrdenje 1. Prostor Lp( X ) je  refleksivan za 1 < p < x>.

Pređimo sada na pojam slabe i slabe-* konvergencije.

Definicija 11. Neka je  { xn niz u prostoru X . Kazemo da ovaj niz slabo konvergira 
ka nekom x, u oznaci xn ^  x, ako za Vx' € X ' vazi:

lim x '(xn) =  x'(x)

u polju K.

Definicija 12. Neka je  {yn}neN niz u prostoru Y  =  X '. Kazemo da ovaj niz slabo-* 
konvergira ka nekom y, u oznaci yn y, ako za svako x € X  vazi

lim yn(x) =  y(x)

u polju K.
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Dajemo i sekvencijalnu verziju Banach-Anaglou-ove teoreme.

Teorem a 1.5. Nekaje (X , || ■ ||)X) separabilan normiran prostor i neka je  Y = X ' . Ako 
je  (yra} neN niz takav da je  supneN || yn < 1, tada postoji podniz [ ynk} keN i element
y E Y  takav da

ynk ^  y ■

U nastavku dajemo neka bitna svojstva slabe i slabe-* konvergencije.

Teorem a 1.6. Ako je  prostor X  refleksivan, tada su slaba i slaba-* konvergencija 
ekvivalentne.

Definicija 13. 1. Podskup M  metričkog prostora X  je  nigdje gust ako je  int(M ) =
0 .

2. Skup M  je prve kategorije ako je  M  =  UneN Mn , gdje su Mn nigdje gusti skupovi.

Dajemo i Baire-ovu teoremu o kategorijama.

Teorem a 1.7. Neprazan, kompletan metrički prostor nije skup prve kategorije.

Na kraju, imamo sljedeCe tvrđenje.

Teorem a 1.8. Neka je  X  Banach-ov prostor i Y  normiran prostor. Neka su T  E 
L (X , Y ), gdje je  i E I . Ako za svako x E X  vači

sup || TiX ||y< ro 
iei

tada
sup II Ti IIL(X,Y)< &>■ 
iei

1.2 Zakoni održanja

U ovoj sekciji uvodimo osnovne pojmove vezane za zakone odrzanja i njihova rjesenja. 
Teoreme i definicije iz ove sekcije preuzete su iz [8, 54].

1.2.1 Skalarni zakoni održanja i njihova rjesenja

Pocecemo sa definisanjem pojma skalarnog zakona odrzanja, u integralnoj i diferenci- 
jalnoj formi.
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Definicija 14. Nekaje data funkcija f  =  ( f  V  . . ,  f m), f 1 : ^  Rm, Vi =  1 ,.. . mfkoju
nazivamo fluks). Zakon odrzanja u integralnoj formi je  tvrđenje da

d
dt

dxu(t, x)
n

dy n ■f  ((t, y))
n

važi za sve otvorene, ograničene podskupove Q C Rd sa Lipschitz-ovom granicom dU za 
neku funkciju u : R+ x Rd c A c  Rm.

Definicija 15. Zakon odrčanja u diferencijalnoj formi u d prostornih dimenzija je  
sistem parcijalnih diferencijalnih jednačina oblika

dtu(t, x) +  Vx ■ f  (u(t, x)) =  0,

za nepoznatu funkciju u : R+ x Rd c  A c  Rm i za zadatu funkciju f  =  ( f 1, . . . ,  f m), 
f 1 : Rm ^  Rm, Vi =  1 , . . . ,  m. U slučaju m = 1  govorimo o skalarnom zakonu odrčanja.

U uvodnoj glavi samo cemo razmatrati slucaj kada je f  barem Lipschitz neprekidna, 
a ponekad i f  E C™. Kasnije, u ostalim glavama, razmotricemo sto se desava ako fluks 
ima neke slabija svojstva.

Sada, fokusirajmo se na skalarni zakon odrZanja:

dtu +  dxf  (u) =  0, u : R+ x R ^  R (1.1)

i pretpostavimo da je f  C 1 (ili barem Lipschitz neprekidna) funkcija. Pretpostavimo i 
da je funkcija u C 1 funkcija.

Teorem a 1.9. Neka je  u C 1 rječenje (1.1) , gdje je  fluks f  C 1 funkcija. Tada je  u 
konstantna duč krivih f  : R+ ^  R zadatih sa

£'(t) =  f  ’ (u(t,f  (t))).

Stoviče, ako su dati početni uslovi u(0,x) =  u0(x) tada je

u(t, x) =  uo(xo)

gdje x 0 zadovoljava x0 +  f  (u0(x0))t =  x.

Definicija 16. Krive definisane prethodnom teoremom nazivamo karakterističnim kriv- 
ima, ili karakteristikama.
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Problem kod ovog pristupa nastaje kada se karakteristike sijeku, jer bi u tom slucaju 
rjesenje moralo biti ista konstanta duz svake od karakteristika koje se sijeku, sto zavisi 
od pocetnog uslova. Znamo sljedece:

Teorem a 1.10. Za nelinearne zakone održanja, C 1 rješenja u opstem slučaju postoje 
sarno na nekom konacnom intervalu [0,T], cak i kada je  početni uslov C ^ funkcija.

1.2.2 Slaba rjesenja

Kao sto smo rekli, zakoni odrzanja nemaju glatka rjesenja na citavom [0, ro), pa 
uvodimo novi pojam.

Definicija 17. Slabo rječenje zakona odrčanja (1.1) sa poCetnim uslovom u0 G L^(R , R) 
je  funkcija u G ([0, ro) x R, R) takva da Up G CC” ([0, ro) x R, R) vači

OO OO

dt dxudt'p +  dt d xf (u)dxp +  dxp(0, x)u0(x) =  0. (1.2)
0 R 0 R R

Funkciju u nazivamo jakim rjecenjem, ako je  ona C 1 funkcija i ako zadovoljava zakon 
odrčanja u svakoj tački.

Teorem a 1.11. Svako slabo rječenje u G C^(R+ x R, R) je  jako rjesenje i obratno.

Dajemo neka osnovna tvrđenja vezana za uslove postojanja slabog rjesenja zakona 
održanja (1.1) .

Teorem a 1.12. Neka je  u : R+ x R R ,u G L^ funkcija koja je  C 1 svuda osim na
konačnom broju krivih r  : R+ R, duč kojih je  u prekidna, i neka su

u+lrgt) =  lim u(t,x)
x4-ri (t)

u-\ w )  =  lim u(t,x)xfri(t)

Tada je  u slabo rječenje (1.1) ako je u jako rjesenje između prekida i ako zadovoljava 
Rankine-Higunot-ov oslov

(u+\+(t) -  u-|ri(t)) r i (t) =  f  (u+ \ri(t)) -  f  (u-\ri(t)^, Vi,t (1.3)

svuda na krivima prekida.

Jedno od bitnih svojstava slabih rjesenja je dato sljedecom teoremom.
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Teorem a 1.13. Slaba rješenja zakona odrzanja nisu jedinstvena.

Egzistencije rješenja zakona održanja se najčešće dokazuje koriščenjem metoda nes- 
tajuce viskoznosti. Umjesto jednačine (1.1) razmatramo familiju paraboličih parcijalnih 
diferencijalnih jednačina

8tu£ +  dxf  (us) =  £dXu£ (1.4)

za £ > 0, i nadamo se da kada £ ^  0 jedinstvena rjesenja jednačine (1.4) če konvergirati 
ka slabom rjesenju jednačine (1.1) .

Sada, moramo uvesti pojam totalne varijacije funkcije kako bi uveli prostor funkcija 
ograničene varijacije.

Definicija 18. Neka je  g e  L joc(Q). Definisemo totalnu varijaciju TV^ (g) sa

TVn(g) := sup gdx<pdx za p e  Cj°(Q), || p |ltc(q)<  1
v n

Ako je  poznato o kom prostoru se radi indeks Q se ne piše.

Definicija 19. Totalna varijacija funkcije g : I  ^  R defeinisane na intervalu I  =  
[a, b] C R je

p -1
T V (ĝ  =  sup \g(xk+i) -  g(xk) \

peP k=1
gdje je  P  skup svih particija, odnosno podjela, intervala I ,

Teorem a 1.14. Ako je  g E W  1,:1(U), tada je  njena totalna varijacija zadata sa

TVn(g) =  \g'(x)\dx < ro,
fi

gdje je  W m,p(Q) prostor Soboleva definisan sa

W m’p =  {v  E Lp(Q),0av E LP(Q) Vo < m}.

Definicija 20. Funkcija g E L 1̂ ^ )  je  funkcija ogranišene varijacije na U ako je  
TVn(g) < x>. Oznašicemo

B V (Q) =  {g e  L'1oc(Q) takvih da je  TVn(g) < ^ } .

Sljedece tvrđenje nam daje bitna svojstva slabog rjesenja zakona odrzanja.

Teorem a 1.15. Nekaje u0 e  L ^(R )n L ^ (R )n B V (R ). Tada (1.4) sa pocetnim uslovom 
u0(x) =  u£(0,x) ima rješenje koje ima sljedeca svojstva za svako t >  0:
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1.

II u£(t, ') IIW R) < |I u0 ||lm (r )

2.
u£(t, x)dx < u0(x)dx;

R R

3.
1 dxu£(t,> ■) ||Li (R) < TV(u0);

4.
dtu£( t , ■) || L x (R )< cTV  (uo );

5. za neko t E [0, T ]

II u£(t, ■) ||li (r)<| uo ||li (r) +cT  ■ TV(uo) 

gdje je c konstanta nezavisna od e.

1.2.3 Entropijska rjesenja

Rekli smo da slaba rješenja zakona održanja nisu jedinstvena. Buduci da se zakoni 
održanja koriste za modeliranje prirodnih procesa, ovo nam nije dovoljno, pa moramo 
dodatni neke nove uslove koje rjesenje skalarnog zakona održanja mora zadovoljavati. 
Zato uvodimo pojam entropijskog rjesenja, koje je predloženo u [48].

Definicija 21. Slabo rješenje u jednacine (1.1) nazivamo entropijskim rjeSenjem ako 
ono zadovoljava

OO OO
dt dxn(u£)8tp +  dt dxg(u£)v +  dxg(u£(0, x))<^(0, x) > 0 (1.5)

0 R 0 R R

za sve glatke konveksne funkcije g i nenegativne test funkcije <p.

Dajemo i neka bitna svojstva i tvrđenja vezana za entropijska rjesenja zakona održanja.

Teorem a 1.16. Neka je  u0 E Li(R) fi LO (R) n B V (R). Tada jednačina (1.1) gdje je  
f  C 1 funkcija i sa početnim uslovom u0 ima entropijsko rječenje koje za svako t > 0 
zadovoljava

u(b •) IIl+R) < !  u0(0 Hl+ r) S.S.;
TV(u(t,  ■)) < TV(u0).
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Teorem a 1.17. Dio po dio glatko slabo rješenje u sa prekidima duz krivih r*(-) je  
entropijsko rjesenje ako i samo ako je  ono jako rjesenje gdje je  u glatka funkcija, i ako 
zadovoljava

s(n(uR) -  n(uL)) > g(ur) -  g(u£) 

u svakom prekidu koji se krece brzinom s.

Teorem a 1.18. Neka je  u dio po dio glatko slabo rjesenje (1.1) sa strogo konveksnim 
fluksom f , koje zadovoljava (1.5) za jednu glatku strogo konveksnu funkciju rj. Tada u 
zadovoljava (1.5) za svaku glatku konveksnu funkciju rj.

T vrdenje 2. Ako je  fluks f  strogo konveksan, u tački prekida je  zadovoljen uslov en- 
tropije ako i samo ako je uR < uL.

1.2.4 Jedinstvenost entropijskih rjesenja

Sada cemo dati neka tvrđenja vezana za jedinstvenost entropijskih rješenja skalarnih 
zakona odrzanja.

Definicija 22. Kažemo da ogranicena funkcija u zadovoljava Kružkov-ljev uslov en- 
tropije ako važi

dt dx (|u -  U|dpp +  sgn(u -  U) ( f  (u) -  f  (U))dxp) >  0 (1.6)
0 R

za VU G R, Up G C'C>0((0, ro) x R, R+).

Teorem a 1.19. Svaka ogranižena funkcija u koja zadovoljava Kružkov-ljev uslov en- 
tropije je  slabo rješenje zakona održanja.

Teorem a 1.20. Neka su u,v  G L\ fi L0  entropijska rježenja zakona održanja (1.1) . 
Tada

dt
0

(|u(t,x) -  v(t,x)ldpf +  sgn(u(t,x) -  v ( t ,x ) ) ( f  (u(t,x)) -  f  (v(t,x)))dx^) >  0

za sve nenegativne 'f G Cj0((0, ro) x R).

Na kraju, imamo sljedece tvrđenje.

Teorem a 1.21. Neka su u,v G L\ n L0  entropijska rježenja zakona održanja (1.1) sa 
požetnim uslovima u0,v0 G L0 . Uzimajuci

M  =  max{|f'(m)||m < max{|| u ||lm ((o,o ) xR), || v ||Ltc((o,o )xR) } }
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imamo da za VR > 0 i skoro svako t >  0 vazi

|u(t, x) — v(t, x)|dx < |u0(x) — v0(x)|dx.
|x|<R |x| <R+tM

Odavde je očigledno da, ako dva rješenja u i v imaju isti pocetni uslov, oni moraju 
biti isti skoro svuda na oblasti, pa entropijsko rjesenje mora biti jedinstveno.

1.3 Stohastika

Sada, buduči da se u radu susriječemo i sa stohastičkim diferencijalnim jednačinama, 
moramo se upoznati sa terminologijom i bitnim tvrđenjima iz oblati Teorije vjerovatnoče 
i Ito-ovom teorijom. Pojmovi definisani u ovom dijelu izvorno se mogu nači u [63, 31, 
61].

Počečemo sa osnovnim definičijama Teorije vjerovatnoče.

1.3.1 Vjerovatnosni prostor i slučajne promjenljive

Neka je 0  neprazan skup.

Definicija 23. Familiju F  podskupova skupa 0  nazivamo a-algebrom ako važi:

1. 0  e F ;

2. ako A e F , tada Ac  e F ;

3. ako Ai, A2, . . .  e F , tada
U)]=i An e  U

Sa Ac  smo označili komplement skupa A, odnosno skup 0  \ A.

Predimo na pojam vjerovatnosne mjere.

Definicija 24. Neka je  F  a-algebra podskupova skupa 0 . Preslikavanje P : F  ^  [0,1] 
nazivamo vjerovatnosnom mjerom ako važi:

1. P (fi)  =  1;
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2. ako A i ,A 2, . . .  £ F , tada

P(U“ i A „ ) < £  P (A „ );
n=1

3. ako su A i , A 2 , . . .  u parovima disjunktni elementi skupa F , tada je

<X>
P (U ~ i A n ) =  P (A n ).

n=1

Vidimo da je monotonost jedno od svajstava mjere P.
Dakle, ako su A ,B  £ F , i ako vazi A C B, tada je P (B ) =  P (A  U (B \ A )) =  
P (A ) +  P (B  \ A ) > P (A ).

Sada mozemo definisati vjerovatnosni prostor.

Definicija 25. Trojku (Q, F , P ) nazivamo vjerovatnosnim prostorom. Ovaj prostor 
nazivamo kompletnim vjerovatnosnim prostorom ako F  sadrži sve podskupove skupa Q 
cija je  P-spoljna mjera jednaka nuli, odnosno

P*(A) =  inf{P(B)|B £ F , A  C B } =  0.

Svaki vjerovatnosni prostor mozemo kompletirati dodajuci u F  sve skupove spoljne 
mjere nula i prosirujuci mjeru P na odgovarajuci nacin. Dalje cemo pretpostavljati da 
su vjerovatnosni prostori sa kojima radimo kompletni.

Za zadatu familiju U podskupova skupa D postoji najmanja u-algebra Hu koja sadrži 
U , odnosno u-algebra Hu =  C\{'H\H je a — algebra skupa D,U C H }. Ovu u-algebru 
nazivamo a-algebrom generisanom skupom U.

Specijalno, ako je U skup svih otvorenih podskupova prostora Rn, Hu cemo nazivati 
Borelovom a-algebrom, i oznaCavati sa B. Elemente Borelovoe a-algebre nazivaCemo 
Borelovim skupovima.

Pređimo na pojam mjerljivog preslikavanja.

Definicija 26. Neka je  (0, F , P ) mjerljivi prostor, i X  : 0  ^  Rn. Preslikavanje X  
nazivamo F-mjerljivim ako X -1 (B) £ F  za Borelov skup B £ Rn.

Ekvivalentno, kažemo da je X  n-dimenziona sluCajna promjenljiva.

Sada, imamo tvrdenje koje nam daje vezu između u-algebri i sluCajnih promjenljivih.
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Lem a 8. Neka je  X  : Q ^  Rn slučajna promjenljiva. Tada je  HX :=  { X -1(B ) |B e  B} 
a-algebra, koju nazivamo a-algebrom generisanom X . Ovo je  najmanja pod-a-algebra 
a-algebre F  u odnosu na koju je  X  mjerljiva.

Dakle, svaka slucajna promjenljiva generiše i odgovarajuću a-algebru. Sada imamo 
tvrđenje odnosu između dvije slucajne promjenljive.

Lem a 9. Ako su X ,Y  : D ^  Rn dvije zadate slučajne promjenljive, tada je  Y  HX - 
mjerljiva ako i samo ako postoji Borel mjerljiva funkcija g : Rn ^  Rn takva da je  
Y  =  g (X ).

Ranije smo definisali pojam Lp-prostora. Sada cemo taj pojam proširiti na vjerovat- 
nosni prostor.

Definicija 27. Neka je  X  : D ^  R sluCajna promjenljiva i p e  [1, ro) konstanta. Lp 
normu X  deiničemo sa

»XIip =  ||x = U |X(w)|pdP(wU  ” .

Za p =  ro definičemo

llX ll~ =  »X IIWP) =  sup{ | X G H}

. Odgovarajuce Lp prostore definičemo sa

Lp(P) =  Lp(fi) =  {X  : Q ^  R|||X||p < ro}.

Ovi prostori su Banahovi prostori, a L2(P ) je i Hilbertov prostor, sa skalarnim 
proizvodom definisanim na sljedeci nacin:

V X ,Y  e L2(P) (X, Y ) l2(p ) =  E[XY]

Pređimo na pojam nezavisnosti događaja.

Definicija 28. Dva skupa A ,B  e F  nazivamo nezavisnim ako vači P (A  0 B) =  
P (A )P (B ).
Familiju skupova A^, A2, . . .  e F  nazivamo nezavisnom ako je

<X>
P (n “ iA „ )  =  n  P(An).

n=1
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Familija slučajnih promjenljivih X i , X 2, . . .  je  nezavisna ako je  familija generisanih a- 
algebri HXl, HX2, . . .  nezavisna.

Potrebne su nam i definicije matematickog ocekivanja i disperzije.

Deflnicija 29. Neka je  X  : Q ^  Rn slučajna promjenljiva.

1. Vrijednost E [X] =  f^ XdP nazivamo očekivanom vrijednočcu slučajne prom- 
jenljive X . Označava se i sa E X .

2. Vrijednost D [X ] =  f^ |X — EX|2dP nazivamo disperzijom slučajne promjenljive 
X . Označavamo je  i sa D X .

Sa | • | oznaCili smo Euclid-sku normu. Primijetimo da vazi D X  =  E(|X — EX|2) =  
E X 2 — (E X  )2.

1.3.2 Brown-ovo kretanje ili Wiener-ov proces

Za poCetak, podsjetiCemo se definicije sluCajnog procesa.

Definicija 30. 1. Familiju slučajnih promjenljivih { X (t) 11 > 0} nazivamo slučajnim
procesom.

2. Za svako u E preslikavanje t ^  X ( t ,u )  je  odgovarajuća putanja.

Pojam Brown-ovog kretanja nastao je kada je biolog, Robert Brown, posmatrao 
kretanje cestica polena u vodi. Primijeceno je da su kretanja cestica veoma nepravilna, 
i da je kretanje dvije razlicite cestice nezavisno. Trebalo je mnogo vremena da se opis 
ovog kretanja formalizuje. Preciznu formulaciju dao je Norbert Wiener, pa se ovakav 
tip procesa naziva i Wiener-ovim procesom. Definiciju dajemo u nastavku.

Definicija 31. Realno vrijednosni slučajni proces W (•) nazivamo Brown-ovim kretan- 
jem ili Wiener-ovim procesom ako

1. W (0) =  0;

2. W (t) — W (s) ima N (0,t — s) raspodjelu za svako t > s >  0;

3. za svaki niz 0 < t̂  < t2 < . . .  < tn slučajne promjenljive W(t\), W (t2) — W (t\), 
..., W (tn) — W (tn -l) su nezavisne.
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U nastavku, pored oznake W (t) koristićemo i oznaku Wt za oznacavanje Wiener-ovih 
procesa.

1.3.3 Ito-ov integral

Nastavljamo sa teorijom koju je uveo japanski matematiCar Kiyoshi Ito. On je uveo 
konstrukciju klase stohastiCkih integrala koje nazivamo Ito-ovim integralima. Primi- 
jetiCemo da je konstrukcija stohastiCkih integrala analogna konstrukciji Riemann-Stiltjes- 
voih integrala. Međutim, pri konstrukciji Riemann-Stieltjes-ovih integrala, pri formi- 
ranju niza Darboux-ovih suma, odnosno pri formiranju markirane podjele segmenta, 
izbor tacaka unutar svakog segmenta ne utice na krajnju vrijednosti integrala, i niz 
Darboux-ovih suma konvergira ka broju koji nazivamo Riemann-Stieltjes-ovim inte- 
gralom funkcije na segmentu. Kod stohastickih integrala, izbor tacaka u markiranoj 
podjeli je bitan, i za razlicit izbor tacaka dobijamo razlicite tipove stohastickih inte- 
grala. Najpoznatiji medu njima su Ito-ov integral, koji dobijamo ako za izbor tacaka u 
markiranoj podjeli biramo krajeve intervala, i Stratonovich-ev integral, koji dobijamo 
ako za tacke u markiranoj podjeli biramo sredine intervala podjele segmenta.

Sada, uvodimo pojmove potebne za konstrukciju Ito-ovog integrala (vidjeti [63]).

Definicija 32. Neka je  Wt n-dimenzioni Wiener-ov proces. Sa F  =  F t(n) označavaćemo 
a-algebru generisanu slučjnim promjenljvim [W t(s)}i<j<n,o<s<t. Dakle, F t je  najmanja 
a-algebra koja sadrči sve skupove oblika

[u\WtlM  e F i . . . . ,W tk(u e Fk)},

gdje je tj < t i gdje su skupovi Fj C Borel-ovi, j  < k =  1, 2, . . . .  (Pretpostavljamo 
da su skupovi mjere nula uljučeni u F t).

Ovaj skup se ponekad naziva i istorijom procesa Ws do trenutka t.

Definicija 33. Neka je  {N t} t>0 rastuca familija a-algebri podskupova skupa Q. Proces 
g(t,w) : [0, ro) x Q x Rn je N t-adaptiran ako za je svako t > 0 funkcija

w —— g (t, w)

N t-mjerljiva.

Definicija 34. Sa V =  V (S,T ), S,T >  0, oznacavacemo klasu funkcija

f  (t, u) : [0, ro) x Q — R
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takvih da

• preslikavanje (t,u) ^  f  (t,u) je  B x F-mjerljivo, gdje je  B Borel-ova a-algebra 
na [0, ro);

• f  (t,u) je  F t-adaptiran;

• E [jST f  (t ,u)2dt] <  ro.

Konstrukcija Ito-ovog integrala je analogna konstrukciji Lebesgue-ovog integrala, uz 
odgovarajuće izmjene koje dolaze iz svojstava date mjere.

KreCemo od pojma proste funkcije.

Definicija 35. Funkciju <p G V nazivamo prostom ako je  oblika

0 (t^  =  ej (w)X[tj,tj+1}(t )
j

gdje je  xa karakteristicna funkcija skupa A.

PrimjeCujemo da, posto <f G V , to svaka funkcija ej mora biti F t-mjerljiva.

Definicija 36. Neka je  <f G V prosta funkcija. Ito-ov integral funkcije <f na intervalu 
[S,T] je  zadat sa

f(t ,  w)dWt(w) =  £ e jM F t ,+ i  -  W K U
j> o

Sada, analogno ranijem pristupu, definisemo integral funkcije kao granicnu vrijednost 
niza odgovarajucih prostih funkcija.

Definicija 37. Neka je  f  G V (S,T ). Ito integral funkcije f  na intervalu [S,T] je  
definisan sa

fT fT/ f  (t,u)dWt(u) =  lim / <fn(t,u)dWt(u), u odnosu na prostor L2(P)
JS n ^ J  s

gdje je  [<fn] niz elementarnih funkcija takvih da

fT
E ( f  (t,u) -  <pn(t,u)) dt

'S
—> 0 kada n oo.

s

VaZno tvrđenje vezano za pojam Ito-ovog integrala je i Ito-ova izometrija.
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T vrđenje 3. Neka je  f  E V (S,T ). Vazi

' f r  t \ 2’ r rT 1
E ( /  f ( t , u )dWt) = E /  f  (t ,^ )2đt

S 0

Iz ovog mozemo dobiti i sljedece korisno tvrđenje vezano za konvergenciju funkcionalnog 
niza.

T vrdenje 4. Neka f , f n E V(S,T ), Vn E N, i neka

E
rT
I (fn(t,^ ) -  f  (t,U))2
S

-E 0 kada n -E oo.

Tada T T
fn(t,w)dWt(u) ^  f  (i,u)dWt(u)

S S
u L2(P ) kada n ^  <x>.

Sada Cemo navesti neka stvojstva Ito-ovih integrala.

Teorem a 1.22. Neka su f ,g  E V (0 ,T ), neka je  0 < S < U < T i neka je  c konstanta. 
Tada

T U T
1. f  fdW t =  f  fdW t +  f  fdW t za skoro svako u;

S S U

T t T
2. f ( c f  +  g)dWt =  c f f d W t  +  /  gdWt za skoro svako u;

S s S

3. E [ /  fdWt] =  0;
S

T
4. /  fdW t je  F t-mjerljiva.

S

Jedno od bitnih svojstava koje posjeduje Ito-ov integral je da je on i martingal u 
odnosu na odogovarajuCu filtraciju. Uvedimo pojmove filtracije i martingala.

Definicija 38. Filtracija na (Q, F ) je  familija a-algebri M  =  { M t} t>o, M t C F  takva 
da

0 < s < t  ^  M s C M t.

n-dimenzioni stohasticki proces {X tt>0 na (Q, F ,P ) nazivamo martingalom u odnosu 
na filtraciju { M t} t>0 ako
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1. X t je  M t-mjerljiv za svako t;

2. E [|Xt|] < ro za svako t;

3. E [Xs|Mt] =  X t za svako s > t.

Dalje, uvodimo pojam Ito-ovog procesa, i Ito-ovu formulu.

Deflnicija 39. Neka je Wt jednodimenzioni Wiener-ov proces na (Q, F ,P ). Jednodi- 
menzioni Ito-ov proces je  stohasticki proces X t na (Q, F , P ) oblika

p(s,u)ds  +  / a(s,u)dWs,
J 0

Xt =  Xo +
0

gdje je  a E W h takvo da

P Vt > 0 J  a(s ,u )2ds < <x 
0

Takođe pretpostavljamo da je  p 'Ht-adaptirana i da vazi

P Vt > 0, |p.(s,^)|ds < ro
0

t

t

1.

1.

Cesto se integralna jednaCina kojom definisemo Ito-ov proces zapisuje jednostavnije 
u diferencijalnoj formi kao

dXt =  pdt +  adWt

Jedno od najbitnijih svojstava Ito-ovih procesa je Ito-ova formula.

Teorem a 1.23. Neka je  X t stohasticki proces definisan sa

dXt =  p i dt +  aidWt. (1.7)

Neka je  f  =  f  (t, z) dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija na [0, +ro) x R. Tada 
je

Yt =  g(t,Xt)

takođe Itoo-ov proces i vaci sledeca jednačina:

f  t v  \ =  ( d f  , d f  , a2 d2 f  \ dt , a d f dW (1
df (X ‘ ( r n ,  š t  + IJl dZ +  ¥  Š Z <  dt +  ai š Z dW‘ - (1-8)
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Za dva Ito-ova procesa X t i Yt, iskoristićemo prethodnu teoremu kako bi dobili 
jednacinu koju zadovoljava proces X tYt.

Neka je X t definisan sa
dXt =  ^\dt +  aldWt.

UzimajuCi f  (t ,X t) =  X t2, dobijamo

dXt2 =  2^i X tdt +  a^dt +  2aiXtdWt. (1.9)

Primijetimo da 2 ^ X tdt +  ^a^^dU^ =  2Xt(^ d t +  a ^ d ^ ) =  2XtdXt, pa (1.9) 
postaje

dXt2 =  2XtdXt +  a^dt. (1.10)

SliCno, ako je Yt stohastiCki proces koji zadovoljava stohastiCku diferencijalnu jedna- 
Cinu

dYt =  ^2 dt +  a2dWt (1.11)

tada

dYt2 =  2YtdYt +  a^dt, (1.12)

d(Xt +  Yt)2 =  2(Xt +  Yt)d(Xt +  Yt) +  (ai +  a2)2dt. (1.13)

Lijeva strana jednakost (1.13) je

d(Xt +  Yt )2 =  d(Xt2 +  2XtYt +  Yt2) =  dXt2 +  2d(XtYt) +  dYt2 (1.14)

=  2Xt dXt +  a^dt +  2d(XtYt) +  2Y)dYt +  a^dt,

a desna

2(Xt +  Yt)d(Xt +  Yt) +  (ai +  a2)2dt

=  2XtdXt +  2XtdYt +  2^dX t +  2^dYt +  a^dt +  2a^a2dt +  a^dt. (1.15)

Anulirajanjem istih Clanova na lijevoj i desnoj strani jednakosti respektivno, i dije- 
ljenjem jednakosti sa 2 dobijamo

d(XtYt) =  XtdYt + YtdXt + ai a^dt. (1.16)
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Definicije uvedene do sada vaze za slucajne procese cije su vrijednosti u Mi cemo 
imati susreta i sa procesima Cije su vrijednosti u Hi;bert-ovim prostorima, pa dajemo 
i odgovarajuce prosirenje definicije adaptiranog procesa (ostale definicije i svojstva se 
analogno prenose).

Definicija 40. Neka je  (Q, F , P) vjerovatnosni prostor i {F t} te[0,Tp T > 0, filtracija 
a-algebre F . Neka je  V Hilbert-ov prostor sa dualom V *.

Kazemo da je  stohasticki proces X  : Q x [0,T] ^  V adaptiran u odnosu na filtraciju 
{F t}te[0,T] ako je  za svako <p E V * stohasticki proces (X(t),<p) mjerljiv u odnosu na 
a-algebru F t za svako t > 0.

Primjecujemo da nam je u prethodnoj definiciji potrebna slaba mjerljivost preslika- 
vanja X  : Q x [0,T] ^  V , ako posto cemo raditi sa prostorima Soboleva H k(M ), 
k E N U {0 } koji su separabilni, pojmovi jake i slabe mjerljivosti se podudaraju (vidjeti 
na primjer [49]). Zbog toga, koristimo slede^u notaciju za H l (M ) i L2(M )-vrijednosne 
kvadratno integrabilne stohasticke procese:

Lp(H; L2((0, T ); H l (M  ) ) )=  u : (0,T) x M  x Q ^  R  : ||u(t, -,w)|H i(M)dtdP(w) <
l JnJo

Lp(H; L2((0,T) x M ) ) ) = ju  :(0 ,T ) x M  x Q ^  R  : J ||u(t, x,w) l2L2{M)dtdP( u) <

U oba slucaja, pretpostavljamo da vaze potrebni uslovi mjerljivosti.

1.4 Osnove Riemann-ove geometrije

Sada cemo uvesti osnovne pojmove i teoreme Riemann-ove geometrije i stohastickog 
racuna, koje cemo koristiti kasnije.

Za pojmove iz Riemann-ove i distributivne geometije koristili smo reference [39, 
58, 64, 71]. Kao ranije, (M ,g) je d-dimenziona Riemann-ova mnogostrukost. Ako 
je v distribuciono vektorsko polje na M  tada je njegov gradijent Vv vektorsko polje 
ekvivalentno spoljnom izvodu dv polja v: (V v ,X ) =  dv(X ) =  X (v ) za svako X  e 
X (M ). U lokalnim koordinatama,

• • dv
V v =  gj  ̂   ̂ (L17)

gdje je gij inverzna matrica matrici gtj =  (dxi, dxj ).



GLAVA 1. UVOD 22

Sto se Laplace-Beltrami-jevog operatora A g na M , za funkciju f  e  C2(M ) u lokalnim 
koorinatama vazi

A gf =  v f  =  - L =  di (V\i\9iidjf )

Na kraju, operator divergencije na M  je lokalno definisan pomoCu Christofel-ovih
simbola za C 1 vektorsko polje na X  e  T0 =  X (M ) sa lokalnom reprezentacijom X  =  
X i d .dxl .

dX  k
divX  =  ^  +  r kjX  k. (1-18)

U nastavku, potrebi su nam osnovni pojmovi vezani za Sobolev-ljeve prostore na 
mnogostrukostima.

Posto je M  kompaktna mnogostrukost, za fiksirano k G N moZemo definisati ( 
imajuci u vidu Poincare-ovu nejednakost)

f  e H k(M ) ^  ||vkf WmM) <

Za prostore Sobolev-a sa negativnim indeksima imamo

f  e H -k (M ) ako 3F  e H k(M ) takva da A 2kF =  f

i definisemo
Wf || H ( M ) =  ||F || Hk(M). (1-19)

Prostori H k(M ), k e Z, su Hilbert-ovi prostori i sa {ek} keN oznacavamo ortogonalnu 
bazu u L2(M ) koja je data kao skup svojstvenih funkcija koje odgovaraju Laplace- 
Beltrami-jevom operatoru:

Ag ek (x) =  -A  k ek (x).

Istovremeno, skup {ek} keN je baza u H s(M ), s e  Z, zbog gustine skupa. Napominjemo 
da je uobicajeno koriscenje svojstvenih funkcija operatora (1 — A g) ali posto smo na 
kompaktnoj mnogostrukosti, mozemo koristiti prostiju verziju.

Primijetimo da ako imamo funkciju g e  H k(M ) i ako je zapisemo u bazi {ek/|ekWnk(M)}:

tada

g(x) =  ^ 2  gkek (x)/|ek II Hfc(M)
k= 1

(1.20)

gk =  /  g (x) ii 11 dx
Jm Wek\\nk(M)

(1.21)
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sto se lako dobija mnozeci ( 1 .2 0 ) sa ek/\\ek\\Hk(M), integracijom rezultujućeg izraza nad 
M  i koriscenjem ortogonalnosti baze {ek/||ek\\Hk(M)}. Stavise,

||g|Hk(M) =  ^  gfc. (1.22)
k=l

nije teSko primijetiti da iz definicije ek i (1.19) , imamo

||ek\l2(M) =  \/̂ k\\ek\h-1(M) . (1.23)



Glava 2

Dinamika trodimenzionog toka u 
poroznoj sredini

Kao sto smo ranije rekli, u ovoj glavi bavicemo se kretanjem interfejsa između dvije 
nemjesljive tecnosti. Pređstavicemo metođ kojim rigorozno dokazujemo đa se vrh inter- 
fejsa usmjerenog nadolje krece ka dnu ako je gusća tecnost iznad tecnosti manje gustine 
i obratno.

2.1 Darcy-jev zakon

Dinamika interfejsa izmedu dva nemjesljiva fluida razlicitih gustina je opisana Darcy- 
jevim zakonom, zakonom odrzanja mase, i nemjesljivosCu (u trodimenzionom prostoru):

u = ----- (V P  — pg), u =  (u,v,w ),
p

dt($p) +  div(pu) =  0 , 

div(u) =  0 .

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Ovdje, K  predstavlja pozitivno definitnu matricu permeabilnosti, p je viskozitet flu- 
ida, i $  je konstanta poroznosti porozne sredine. PretpostaviCemo da su parametri 
konstantni, i da mogu biti normalizovani na jediniCne vrijednosti. P  je pritisak, p je 
gustina teCnosti, i g je vertikalno usmjerena gravitacija. Divergencija se posmatra u 
odnosu na promjenljive x, y i z.

Dalje, pretpostavicemo da je tok fluida periodican u odnosu na promjenljive x i y 
sa periodima 2 +  i 2 L2, respektivno, i da se interfejs izmedu fluida u trenutku t moze

24
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opisati skupom

r t =  { ( x ,y ,z ) e [ - L i ,L i] x [ L2 ,L 2] X [0 , 1 ]| 0 *(x ,y ,z ) =  0 },

gdje je 0* : [—L^L^] x [—L2,L 2] x [0,1] ^  R. Pocetni polozaj interfejsa je zadan sa 
r 0 =  { ( x ,y ,z )| 4>°(x,y,z) =  0}. Pomocu ovoga mozemo definisati gustinu fluida (u 
nastavku, ph i pi su konstante):

p =  pi +  (ph — pi)H (0*(x,y,z)), ph > pi. (2.4)

gdje pi i ph predstavljaju gustine lakseg i tezeg fluida respektivno, i H  je Heaviside-ova 
funkcija. Iz ove definicije vidimo da je tezi fluid u oblasti gdje je 0* > 0, dok je laksi u 
oblasti gdje je 0* < 0 .

PretpostaviCemo da brzina kretanja fluida nestaje na granicama

u|x=-Li =  u|x=Li =  u|y=_L2 =  u|y=L2 =  U0=o =  U0 = 1  =  0 (2.5)

Sa ovim pretpostavkama, prirodno je pretpostaviti hidrostatiCki pritisak na granicama:

P  0=±Li P  !y=±L2 pig(1 z ). (2.6)

Primijetimo da u stvari pretpostavljamo da nema teZeg fluida na granicama.

Jednacine (2.1) ,(2.2) i (2.3) zapisimo u obliku:

(2.7)

(2 .8 )

(2.9) 

(2 .1 0 ) 

(2 .1 1 )

gdje su u, v i w brzine kretanja fluida u pravcu x, y i z ose respektivno, i P  =  
P — P̂ g(1 — z), p =  (ph — pp)H(0 *). Iz (2 .6) moZemo vidjeti da je P  =  0 na bocnim 
granicama (za x =  ±L^ i y =  ± L 2).

u =

v =

w

dP  
dx ’
dP
dy 7 
dP

—> + pg■
dp dp dp dp+  u +  v +  w =  0,
dt dx dy dz
du dv dw 
dx +  dy +  dz

0,
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Uvrštavajući (2.4) u (2.10) dobijamo

50* 50* 50* 50*
S i  + “ |r 1 ?  + v|r + w|r aZ

0. (2.12)

Razmatrajuci karakteristike ove jednacine dobijamo x =  u, i) =  v i ,ž =  w, gdje 
je (x ,y ,z )  pozicija cestica na interfejsu r*. Pocetni uslovi su zadati sa x(0) =  x 0, 
i ( 0 ) =  yo, z (0 ) =  zo, (xo,yo,zo) E ro.

Dalje, diferencirajuCi jednaCinu (2.7) po promjenljivoj x, (2.8) po promjenljivoj y, 
(2.9) po promjenljivoj z i sabirajuCi dobijene jednaine dobijamo:

0 =  divu =  - A P +  ^ .
dz (2.13)

Sada uvodimo neopadajuCu funkciju u E C™(R) takvu da

^ (£)
0 , e < 0

1, £ > 1

Poznato je da Hs(x) =  u(X ) slabo konvergira ka Heaviside-ovoj funkciji H  kada 
e ^  0. Takođe, 8e(x) =  1 H '(X) ^  5(x) kada e ^  0.

Sada, za funkciju p u (2.7)- (2.11) izaberimo

P =  (Ph -  Pl)He(0*(x ,y ,z)),

i oznacimo brzinu i pritisak na odgovarajuci nacin. Posebno, umjesto (2.13) imamo

dp£
dz '

(2.14)

Uvodimo niz glatkih funkcija Gs : [—Li,Li] x [—L2 ,L 2] x [-1 ,1] ^  R takvih da:

-  A G £ =  (x)5e(y)5'e(z), (2.15)

Ge\x=-L! =  Ge\x=L! =  Ge|y=-L2 =  Ge|y=L2 =  Ge|z=-1 =  Ge|z=1 =  0. (2.16)

Nije tesko vidjeti da je Ge neparna funkcija u odnosu na promjenljivu z, pa je mozemo 
periodicno produziti na citav R u odnosu na z osu tako da produzenje ostane rjesenje 
(2.15) .
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Ovaj niz funkcija konvergira u smislu distribucija ka distribuciji G, koja zadovoljava 

-  AG =  5(x)5(y)5'(z), (2.17)

G|x=-L, =  G|x=L, =  G|y=-L2 =  G|y=L2 =  G|z=±k =  °  k E Z .

Lem a 10. Distribucija G (i G£) je pozitivna za z <  0 i negativna za z > 0.

Dokaz.
OCigledno je sgn(de(x)d£(y)d((z)) =  —sgn(z), so A G £ >  0 za z > 0 i A G £ <  0 za z < 0. 
Sada, koristeCi princip maksimuma, dobijamo da je G£ pozitivna za z < 0 i negativna 
za z > 0. Posto je G granicna vrijednost G£ kada e ^  0, zakljucujemo da isto vazi i za
G. □

Sada, produzicemo sistem jednacina (2 .1 ) , (2 .2 ) , (2.3) na skup [—L\, L\] x [—L2, L2] x 
R na sledeci nacin ( vijdeti dvodimenzionalnu projekciju na Slici 2 .1 ):
a) slikamo oblast n  simetricno na [—Li, Li] x [—L2, L2] x [—1 , 0] uvođenjem /i(x, y, —z) =  
P(x, y, z), P(x, y, —z) =  P(x, y, z ), g (—z) =  —g, (x, y, z) G n,
b) periodicno produzimo ovo na [—L ,̂ L ]̂ x [—L2, L2] x R.

Slika 2.1: Produženje sistema sa oblasti n = [—L i,Li] x [—L2,L2] x [0,1] na
[—Li,Li] x [—̂ 2 ,^ 2] x R

Dokazacemo slede^u teoremu.

Teorem a 2.1. Neka funkcija ima minimum u tacki (x0, yo) i neka je ^°(0, 0) =  z0 E 
(0,1). Tada je vertikalna komponenta brzine fluida w(0, 0, z°) u (0, 0, z°) manja od nule 
(t.j. fluid se kreće nadolje u vrhu).



GLAVA 2. DIN. TRODIM. TOKA U POROZNOJ SREDINI 28

Dokaz: Zbog izbora aproksimacije Heaviside-ove funkcije, u pocetnom trenutku 
imamo /5£(0, 0,z0) =  0. Dakle, iz (2 .1 2 ) i (2.9) dobijamo sljedeCe (u t =  0 sto

t= 0
impliciramo u nastavku):

z (0 , 0 ,zo) we(0, 0, zo) =  -  £(0, 0, zo) +  pe(0, 0, zo)
dz

=  ,S(x)S(y)S(z -

=  {Pf, AG) =  <APf,G>

zô > 

= <g

=  {Pe,S(x)S(y)S'(z

dpf
š z ,G)

^  (ph — pi)g
— Li

L2
G(x,y,4>0(x,y))đxđy  as

— L2

(2.18)

»

£ »  0,

gdje smo, pri parcijalnoj integraciji, imali u vidu periodiCnost P  i G u odnosu na z. 
Ovdje, <■, ■) predstavlja djelovanje distribucije na test funkciju.

Posto je (0, 0) minimum funkcije 0, zakljucujemo da 0(x,y) > 0 za svako (x,y) E 
[—Li,L i] x [—L2 ,L 2]. Posto je G < 0 za z =  0(x,y) > 0, integral (2.18) mora biti 
negativan. Dakle, zakljucujemo da w(0, 0, z0) =  lim we(0, 0, z0) mora biti negativan t.j.,ê 0
vrh interfejsa ce se kretati nadolje. □



Glava 3

Skalarni zakoni održanja sa 
Charatheodory-jevim fluksom

U ovom poglavlju razmatramo jednačinu

dtu +  divxf(x.u) =  0,

gdje vazi

A l. f € B V (R d; C (R d)) i m*i?„, lf(x, A)| € L\£ ( R d));AE[—M, M ]

A2. f(x, A) =  0 za A € (a, b) za neko a,b € R.

(3.1)

U nastavku, označičemo

fs
1

f * r
A

f(x ,n̂  ̂
A — n

s dn i fs OxU.

Takocte čemo pretpostaviti da vaZe sledeči uslovi nedegenerisanosti.

Definicija 41. Kazemo da fluks f zadovoljava uslove nedegenerisanosti ako postoji 
nenegativna funkcija u € C?°(R) ukupne mase jedan i p >  1 takvo da za svaki interval 
I  CC R , svako (t, &) € Sd, gdje je  Sd sfera u R d+1, i skoro svako x  € R d, za svako 
6 =  S(S0) < i neko a(S0) ^  0 kada S0 ^  0 važi:

lim inf
( t +  (f5(x ,A ), O )  ( t +  (f5o(x ,A )> O )

t +  (f5o (x ’ A ) 0
2

+  a(6o)
1 =  0 .

L2(I)

(3.2)

29
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Prethodna definicija nam govori da kada je funkcija g(X) =  t +  (f(x, A), £) difer- 
encijabilna, njen izvod mora biti razlicit od nule na nenula skupovima. Ako ona nije 
diferencijabilna, tada moramo imati opciju da izaberemo jezgro konvolucije u takvo 
da vaZi (3.2) ( govoreci neformalno, za svako (t, £) G Sd i skoro svako (t, x) G R'

t +  (L (x ,A ) 0nejednakost limsup
^ o

fiksnu konstantu c, gdje c moZe biti i ro).

d+ 1
■+ ,

> c >  0 bi trebala vaZiti skoro svuda za neku

U [67], uslovi nedegenerisanosti su mnogo prostiji i neophodno je da za svako (t, £) G 
Sd, gdje je Sd sfera u R d+ ,̂ i skoro svako x  G R d, preslikavanje

A tA +  ( f (x  A ) £) (3.3)

je nekonstantno na nedegenerisanim intervalima.

Nije jasno kakva je veza između (3.2) i (3.3) , ali ako je f neprekidno diferencijabilna 
tada (3.2) slijedi iz (3.3) (vidjeti na primjer dokaz [52, Teorema 3.4]).

Glavni rezultat ovog poglavlja je zadat sljedecom teoremom.

Teorem a 3.1. Jednacina (3.1) koja zadovoljava A1, A2, i uslove nedegenerisanosti
(3.2) uz zadate početne uslove u\t=0 =  u0(x) takve da a < u0 < b ima bar jedno slabo 
rješenje.

Metod dokaza se sastoji iz standardne aproksimacije koristenjem nestaju^e viskoznosti 
i dokaza da je dobijena familija pribliznih rjesenja jako L/^-prekompaktna. Glavni alat 
za dokazivanje konvergencije je reformulacija problema, tj. dobijanje kineticke formu- 
lacije problema [56], a nakon toga primjena H-mjera [36, 78] i H-distribucija [2, 52] 
kako bi dobili prekompaktnost familije aproksimativnih rjesenja.

3.1 H-mjere and H-distribucije

Podsjetimo se prvo osnovnih pojmova vezanih za H-mjere i H-distribucije.

Funkcionalima mikro-lokalnih defekata su se prvobitno bavili P.Gerard [36] i L.Tartar 
[78] u L2-prostorima (nezavisno jedan od drugog), i generalizacija na Lp-prostore je 
dobijena dvadeset godina kasnije u [2]. Dalje generalizacije se mogu naci u [5, 6 , 50, 
51, 52, 53, 60, 6 8 , 79] i u [73] gdje je otkrivena veza izmedu funkcionala mikro-lokalnih 
defekata i Young-ovih mjera.

H-mjere, kao i bilo koji drugi funkcional mikro-lokalnih defekata opisuju nedostatak 
Lp-jake konvergencije niza (un) za odgovaraju^e p >  1. Preciznije, ako je H-mjera
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jednaka nuli, tada niz koji je definise jako konvergira, takođe ka nuli u L2oc(R d; R m). 
Slicno je sa H-distribucijama.

Sada cemo se podsjetiti (potencijalno) najsavremenije verzije H-mjera i H-distribucija 
koja je uvedena u radu [52]. Uvedimo pojmove koje cemo koristiti.

Oznacicemo sa s' konjugat s:

sljedeci funkcional

t  + 1  =  1 .s s

| W (s,s) sup

iw;

llp|l ls/ (Rd+m)

(s,s) =  sUp

1 Rd

1 Rd Rm

Oznacicemo sa || ■■ NlV

\ 1/r
r dx lc d<sd-1)dx j (3.4)

\ 1/r
r dx )1 c  <sd-1) . (3.5)

lplLs' (Rd+m)

za mjerljivu funkciju 0 za koju je (3.4) konacna.

Sledeca dva funkcionala definisu vektorske prostore originalno zadate u [52]

W (s’s) : =  W (s,s)(R d, R m,S d-1) =  {0  : ||0||w(s-,s) <

: =  W<s's)(R d, R ’“ ,S d-1) =  {0  : ||0||wi.,s) < » } .

U nastavku, koristicemo notaciju W (s,s) i W0<s,s) kad god je jasno nad kojim skupovima
je prostor definisan. Prostor W<s,s) ima sljedeca svojstva [53](analogna svojstva vaze 
za prostor W0<s,s)).

Poistovjecivanjem dvije funkcije 0]_,02 E W<s,s) takve da za skoro svako x  G R d, 
svako £ E Sd-1 , i skoro svako A E R m vazi 0̂  — 02 =  0, relacija (3.4) definise 
normu na W <sss).

Funkcija 0 je nula u W<s,s) ako i samo ako za skoro svako x  e R d, svako £ E Sd-1 
funkcija A ^  0(x, A, £) je nula skoro svuda.

Prostor Ls(R d; Ls(R m; Cd(Sd-1))) je neprekidno uronjen u W<s,s) jer

P(x ,A )0 (x ,A  £)dAlcd<Sd-1) < P̂(x,A)| ll0 (x ,A  0
I Rm Rm Cd<Sd-1)

dA. (3.6)

• Neka su Ox i Oa relativno kompaktni skupovi u R d i R m, respektivno. Neka je 
q > s i 1/s' +  1 /š =  1/q' +  1/0 =  1/r. Tada vazi sljedece neprekidno uranjanje
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[53, Lema 2.3]

w (qq)(n*, , s d-1) ^  w (s’s\ n x, n y, s d-1). (3.7)

• Skup Ccd(R d+m X Sd-1) n W j e  gust u W .

Sada, uvodimo kompletiranje prostora W s ,s na kojem mozemo definisati funkcional 
mirko-lokalnih defekata koji nam je potreban.

N-particijom, N G N, nazivamo dekompoziciju prostora R d na disjunktnim jed- 
nakim hiper-kockama Cije su ivice, duzine 1/2N, paralelne koordinatnim osama, gdje je 
jedno tjeme nekih hiper-kocki u koordinatnom pocetku.

Fiksirajmo relativno kompaktan skup K  CC R m. Neka je Y familija funkcija oblika

Y a , ( { ,A )Xf  (x) : +  e  Cd(Sd-1 X K ), N, N e n | , (3.8)

gdje su karakteristicne funkcije odgovarajucih hiper-kocki iz N-particija prostora 
R d.

Sa W (s,s) oznacicemo zatvorenje Y u W (s ,s):

W (ss) =  C W  (Y). (3.9)11 “w(s,s)

Sledece dvije teoreme su blage modifikacije rezultata dobijenih u [53].

Teorem a 3.2. Neka je  (un) ograničen niz u Lp(R d+m), p G (1,2], i neka je  (vn) 
uniformno kompaktno nosen ograničen niz funkcija koje slabo konvergiraju ka nuli u 
Lq (R d) za neko (konačno) q > p'. Neka je  r G (1,p) takav da 1 +  -f +  1 =  1. Tada, 
prelazeči na podniz (bez mijenjanja oznaka), postoji neprekidan bilinearan funkcional p 
na Lr(R d) ® Lp' (R m; Cd(Sd-1)) takav da za svako <f G Lr(R d) i 'f G Lp' (R m; Cd(Sd-1)), 
vači

p(4>,tf)=\im  0(x)un(x, A )A ,(a,č/|č|) (vn) (x)dxdA, (3.10)
n^ ^  Rd+m

gdje je  A^(x,̂ /î \) Fourier-ov operator mnočitelja na R d sa simbolom ^(A,£/|£|).

p nazivamo H-distribucijom koja odgovara (pod)nizovima (un) i (vn). Neprekidno se 
pročiruje na W (s,s).

Slicno, mozemo uvesti kompletiranje prostora W0s,s tako sto cemo zamijeniti || ■ ||Ws,s 
sa || ■ ||wm u (3.9) . Ovo je mogu^e u slucaju kada je niz (un) ogranicen u Lp(R d+m),
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p A 2, posto u ovom slucaju ne moramo primijeniti Marcinkiewitz-evu teoremu o 
mnoziteljima veC samo koristiti Cinjenicu da je operator mnozitelja ograniCeno L2 ^  
L2 preslikavanje ako je simbol ogranicen. Dakle, mozemo koristiti normu u C0(Sd- 1 ) 
umjesto norme u Cd(Sd- 1 ). Tada imamo sljedeCu teoremu.

Teorem a 3.3. Neka je  (un) ograničen niz u Lp(R d+m), p > 2, i neka je  (vn) uniformno 
kompaktno nočen ograničen niz funkcija koji slabo konvergira ka nuli u Lq (R d) za neko 
konačno q > p'. Neka je  r G (l,p ) takav da 1 +  -f +  1 =  1. Tada, prelazeci na 
podniz (bez preimenovanja), postoji neprekidan bilinearni funkcional p na Lr (R d) ® 
Lp'(R m; c (Sd- 1 )) takav da za svako <f G Lr(R d) i e Lp' (R m; C(Sd-1)), vači

p ,(+ ^ )= l im  0(x)un(x, A) A ,(a,č/|*|) (vn) (x)dxdA, (3.11)n^ ^  Rd+m

gdje je  A p(a,£/|£|) Fourier-ov operator mnočitelja na R d sa simbolom ^(A,£/|£|).

Funkcional p nazivamo H-mjerom koja odgovara (pod)nizovima (un) i (vn). Neprekidno 
se pročiruje na 1+0(s,s) .

3.2 Dokaz Teoreme 3.1

Sada mozemo dokazati glavnu teoremu. Zato uzimamo familiju milifikatora us datih u 
definiciji 41 i razmotrimo sledeCu familiju aproksimacija (3.1) sa poCetnim uslovom u0:

dtu  +  divxf5 (x, us) =  0, (3.12)

for f̂  =  f * 1 us (x/8) gdje * oznaCava operator konvolucije. Posto je fluks fs gladak, 
postoji entropijski dopustivo rjesenje problema (3.12) u standardnom KruZkov-ljevom 
smislu [48], us |t_0 =  u0 (x) koje za svako A G R  zadovoljava:

dtlus -  A| +divx (sgn(u5 -  A)(fs(x ,u s) -  fs(x, A))) < sgn(u5 -  A)divxfs(x, A). (3.13)

Stavise, posto je fs(x, 2a) =  fs(x, 2b) =  0 za dovoljno malo 8, familija rjesenja (us) Ce 
ostati ograniCena, između 2a i 2b (vidjeti na primjer [67]).

Fiksiramo 80 > 0 i, koristeCi i Schwartz-ovu lemu za nenegativne distribucije, za- 
pisaCemo jednaCinu u obliku

&t\us -  A| +divx (sgn(u -  A ) f (x ,u s) -  f5o(x, A)))

=  divx (sgn(us -  A)((fSo -  fs)(x ,u s) -  (fSo -  fs)(x  A)))
+  sgn(us -  A)divxfs(x, A) +  ms(t, x, A),
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za nenegativnu Radon-ovu mjeru ms E M (R +  x R d x R).

Dalje, trazimo izvod dobijenog izraza po promjenljivoj A, i dobijamo

dtks(t, x, A) +  divx(f(;0(x, A)hs(t, x, A)) (3.14)

=  dAdivx (sgn(us — A)((f̂ o -  fs) ( x ,us) — (fso -  fs)(x  A)))
+  d\(sgn(us -  A)divxfs(x, A)) +  dxms(t,x, A),

gdje je fS0(x,A) =  dAfSo(x,A)  ̂ hs(t, x,A) =  dA|us -  A|.

Kao i obicno, kada primjenjujemo funkcionale mikro-lokalnih defekata, moramo prvo 
dobiti princip lokalizacije iz (3.14) . Princip lokalizacije opisuje nosaC odgovarajuCeg 
funkcionala mikro-lokalnih defekata. Zato, za fiksirano p E Cc(R m) i (p E Cc(R+), 
oznacimo sa V  slabu-* L^(R +) granicnu vrijednost duz nekog podniza niza (bez 
preimenovanja)

Vs
<p(t,x)fRm p(X)hs(t,x,A)dA 

|/Rm p(A)hs(t,x,A)dAl 7

0,

f Rm p(A)hs(t, x, A)dA =  0 

inace
(3.15)

Oznacimo sa vs =  Vs — V i primijetimo da familija (vs) zadovoljava uslov Teoreme 3.2 
i Teoreme 3.3.

Neka je
Uss0 =  sgn(us — A)((fso — fs)(x ,u s) — (fso — fs)(x  A ))

gdje (p E C1([0,T] x 0) za fiksirano T > 0 i 0  CC R d.

Zbog linearnosti, bez smanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da hs 0 u L ^(R + x
R). Primijetimo da odavde slijedi da ms^ 0  u prostoru Radon-ovih mjera. Dalje, 
oznacimo sa

(HM) p -  H-mjeru koja odgovara nekom podnizu familija (hs) i (vs);

(HD) pso -  H-distribuciju koja odgovara nekom podnizu familija (U^ ) i (vs).

Mozemo pretpostaviti da su i p i pso definisani na istim podnizovima. Na osnovu Leme 
1 2  znamo da

ll#‘so B £  <5(5o), (3.16)

gdje <r(40) ^  0 kada 50 ^  0 .
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Izaberimo test funkciju oblika

Ćnfa x,A) =  + i (C x)pi(A)(71i O Â ((r,̂ )/|(T,̂ )|){vn){t, x) i

gdje je 7— Riesz-ova transformacija [38], t.j. operator mnozitelja sa simbolom j^ 1̂ y|, 
koji, kao sto je poznato, neprekidno slika Lp(R d) ^  W 1 ,p(R d). Sto se ostalih funkcija 
tiCe, vaZi ^ G Cd(Sd), G C^R^), p̂  G C^^R™). Testiramo (3.14) funkcijom f n i
nakon toga pustamo n ^  duZ podniza koji definise H mjeru p i H-distribuciju ps0. 
Dobijamo (vidjeti na primjer [52, Teorema 3.4]):

(p l(t , x )pi (AM +  |)(r  +  (fSo (x  A ) £ ))) ,p) (3.17)
d

=  (+ i( t  x )<P(t , x )p i(AM +  ).
k=i

Zbog gustine skupa, moZemo zamijeniti ^ ( t ,  x)p i (A)^>(r, £) proizvoljnom funkcijom 
0 G W (p,:p). Imajuci ovo u vidu, biramo slede^u test funkciju kao zamjenu u (3.17) 
umjesto p^ppf:

<P&0 ( t  x ,A ,r̂  O  =  + (b x )p(A)^ (T, ^ (t +  (f j (x ; A). 0 )
T +  (fs~(x ,A ) Š))\2 +  ^ o )

1

gdje <p je proizvoljna Cc(R+ )-funkcija, i biramo

4(4o) > >  5o i v(5o) > >  $o,

takve da, za d(4o) iz (3.16) dobijamo

č(čo)||dA& 0 II w (p,p)  ̂ °.

Ovakav izbor je moguc, jer mozemo na primjer izabrati 4(4o) =  e x p ( - ), uzimajuci 
u obzir (3.16) i definiciju W (p’p'). Zamjenom test funkcije 0So u (3.17) , na osnovu Leme 
11 i Leme 12, nakon sto pustimo 5o ^  0 dobijamo

^ p ^ )  = 0. (3.18)

Posto je p proizvoljno, zakljucujemo da je (tezinska) H-mjera pp jednaka nuli, pa 
familija ( f  p(A)hsdA) sadrzi L^-jako konvergentan podniz. Koristeci gusto^u skupa 
Co(Rd) u L2 (Rd), mozemo izabrati p(A) =  X[i M,m](A), gdje je X[lM ,M] karakteristicna 
funkcija intervala [ -M ,M ]. dakle, dobijamo

/ p M
p(A)hs dA =  sgn(us — A)dA =  2us

-M
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sto implicira da je (us) L/oc-jako prekompaktan. Jaka Ljoc granična vrijednost duz bilo 
kog podniza je rjesenje razmatrenog problema (3.1) , u |t=0 =  u0(x). □

3.3 Dodatak

Lem a 11. Pretpostavimo da fluks f iz (3.1) zadovoljava uslov nedegenerisanosti. Tada, 
za svako 0 G Lp(R++1; Cd(Sd)) i p definisano u (3.15) vazi sljedece:

lim infSq̂ 0 4>p-
t +  (fso(x ,A )0 ) )  ■ ( t +  (fS(x ,A ) ° )

t +  (fS(x ,A ) ° )  +  ^ o )
, ^ (4>,0 (3.19)

gdje je  p H-mjera definisana u HM.

Dokaz. Mozemo transformisati (3.19) u

(4>p, p) +  liminfSq̂ 0
T +  (fSo(x ,A )0  ■ T +  (fS(x ,A )0 ) )

V T +  (fS(x A )0 )
2

+  0/ 50)

\
1 ^  
/

(0 ,p)

sto očigledno vazi jer drugi clan na desnoj strani izraza tezi nuli po uslovima nedegener- 
isanosti i Teoremi 3.3:

T +  (fSo(x ,A ) 0) ■ T +  (fS(x ,A )0 ) )

V T +  (fS(x ,A )0 )
2

+  0 (5 0 )
1 ^  
/

< 4p
T +  (fSo (x,A /  0) ■ T +  (fS(x ,A )0 ) )

V T +  (fS(x A )0 )
2

+  0 (5 0 )

\
1

/
M|.

Imajuči u vidu definiciju norme || ■ ||WP,p i koristeči Lebesgue-ovu teoremu o dominiranoj 
konvergenciji, zaključujemo da tvrđenje leme vaZi. □

Lem a 1 2 . Ako je  |us| < M , tada je  (za dovoljno malo 5) ispunjeno

IILs1 <  C 1 sup |f(x,A +  5'q) -  f(x,A)|Lp(n) =  d (5) ^  0 (+ 20)
x,ne[-M,M ]

kada 5 0 .
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Dokaz. Iz [53], znamo da je ograničenje H-distribucije jednako (za interval I  C 
[—M, M ] kome pripada nosac p (3.15))

\\TSo II < C II v5rsgn(ua -  A)((f+ -  )(x ,u s) -  (f^ -  f ) ( x  A)||Lp([o,T)xnxi)Hv<s lLP([o,T)xn).

Očigledno, na osnovu definicije konvolucije, imamo

||(/3iSgn(u  ̂ -  A)((f ô -  f5) ( x ,Us) -  (fco -  f5) (x  ̂A)I|lp([0,T)x QxI)
< C  (T )\ sup |f(x,A +  5n) -  f(X̂  A)|\lp(Q).

A,ne[-M,M ]

PoSto je f neprekidna funkcija u odnosu na A, znamo da za skoro svako x  c  0  mora 
vaZiti

sup |f(x, A +  5p) -  f(x, A) | ^  0
A,ne[-M,M ]

jer je neprekidna funkcija na kompaktnom skupu ravnomjerno neprekidna. Sada, na 
osnovu Lebesgue-ove teoreme o dominiranantnoj konvergenciji, zakljucujemo da vaZi 
(3.20) .



Glava 4

Jedinstvenost i egzistencija 
stohastičkih skalarnih zakona 
odrZanja na Riemann-ovim 
mnogostrukostima

U ovoj glavi cemo dati prostiji dokaz jedinstvenosti dopustivog (t.j. kinetickog) rješenja 
Cauchy-jevog problema za stohasticki skalarni zakon održanja oblika

du +  divgf(x,u)dt =  f(x ,w )dW t, x  G M, t > 0 (4.1)

ult=0 =  uo(x) G L ~ (M ) (4.2)

naglatkoj, kompaktnoj, d-dimenzionoj (Hausdorff) Riemann-ovoj mnogostrukosti (M ,g). 
Objekat W je Wiener-ov proces koji može biti konaCno ili beskonaCno dimenzioni, sto 
ne utiCe na srž dokaza.

Uvedimo precizne pretpostavke o koeficijentima u jednaCini. Prvo, pretpostavimo da 
radimo sa jednodimenzionim Wiener-ovim procesom definisanom na stohastickoj bazi 
(0, F , {F t}, P). Takođe cemo pretpostaviti da •

• fluks f E C l (M  x R; R d) zadovoljava uslove geometrijske kompatibilnosti i svo- 
jstvo nestajanja na sledeci nacin (respektivno):

divgf(x, £) =  0 za svako £ E R  (4.3)

IIKg A)||l<~(m) < C ( 1  +  |A|); (4.4)

38
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• funkcija $  je neprekidno diferencijabilna i konvergira ka nuli u beskonacnosti t.j.
$  G C l(M  x R ), i

sup |$(-,A)A|e L : (M ). (4.5)
agr

Sada se podsjetimo definicije divergencije na mnogostrukosti. Pretpostavljamo da 
je preslikavanje (x, £) f(x,£), M  x R  ^  T M  C 1 i da, za svako £ E R , x  ^  f(x £̂) e
X (M ) (prostor vektorskih polja na M ).

U lokalnim koordinatama, pisemo

f(x,£) =  ( f  1(x,£ ) , . . . , / d(x,£ ̂ .

Operator divergencije koji se javlja u jednacini se formira u odnosu na metriku, pa u 
lokalnim koordinatama imamo:

divgf(x ,u) =  divg (x f(x,u (t, x ))) d
dxk ( f  k (x u (tx ))  +  r kj(x ) f  k (x u (tx )) (4.6)

gdje su r  clanovi Christoffel-ovi simboli g i vazi Einstein-ova konvencija sumacije.

Kao sto vidimo, operator divergencije na mnogostrukostima je komplikovaniji nego 
operator divergencije u Euclid-skom slucaju. Dakle, kako bi dokazali jedinstvenost, 
moramo pretpostaviti (4.3) . Primijetimo da je (4.3) uslov nekompresibilnosti sa sta- 
novista dinamike fluida, jer, zbog održanja mase nekompresibilnog fluida, gustina se u 
kontrolisanoj zapremini mijenja u skladu sa stohastickim forsingom

Dp
~Dt $ (x ,p)

dWt
dt

(4.7)

gdje je p gustina kontrolisane zapremine i Dp =  . Vp je materijalni izvod za
brzinu toka , . . . ,  ). Ako pretpostavimo da je funkcija p glatka, mozemo
zapisati jednacinu (4.1) u obliku

^  +  S( ( f(x ,£))|£_p ■ Vgp + divg f(x ,£)|£_p =  $ (x , p)^dt. (4.8)

Tada, uzimajuci (f(x ,£)) | i upoređujuci (4.8) i (4.7) , dolazimo do

divg f(x,£)|?_p =  °

sto nam daje uslov geometrijske kompatibilnosti.

Posto je jednacina koju razmatramo nelinearna hiperbolicka jednacina, njeno rjesenje 
u opstem slucaju sadrzi prekide i moramo preci na koncept slabog rjesenja. Međutim,



GLAVA 4. JED. I EGZ. STOH. SK. Z. O. NA RIEMANN-OVIM MNOG. 40

ovo indukuje probleme sa jedinstvenošću jer u opstem slucaju mozemo konstruisati vise 
slabih rjeSenja koja zadovoljavaju iste pocetne uslove. Dakle, kako bi izolovali fizicki 
dopustiva rjesenja, moramo uvesti uslove dopustivosti entropijskog tipa [48]. Prvo cemo 
ih izvesti lokalno a zatim, koristeci uslov geometrijske kompatibilnosti, dokazacemo da 
ovi uslovi vaze i globalno.

Uz uslove dopustivosti, izvesćemo kineticku formulaciju (4.1) (vidi (4.15)). Ko- 
risticemo je da dokazemo jedinstvenost rjesenja zadatog Cauchy-evog problema. Strate- 
gija dokaza je prilagođena iz [18].

4.1 Entropijska dopustivost i kineticka formulacija

Za poCetak Cemo neformalno izvesti uslove dopustivosti. Kao i obiCno, poCinjemo sa 
paraboliCkom aproksimacijom jednaCine (4.1)

du£ +  divg(f(x ,u£))dt =  $ (x ,u£)dWt +  £Agu£dt, x  G M, t E (0 ,T ) (4.9)

gdje je, kao ranije, f =  f(x, A) E C l (M  x R) i (M ,g) d-dimenziona Riemann-ova mno- 
gostrukost sa metrikom g. PretpostaviCemo da je Wt Wener-ov proCes i $  E C0(M x R).

Podsjetimo se definiCije slabog rjesenja problema (4.9) , (4.2) .

Definicija 42. Kazemo da je  mjerljiva funkcija Q 3 u u£(-,u) E L2 ([0,T]; H l (M )) 
adaptirana u odnosu na filtraciju {F t} slabo rješenje (4.9) , (4.2) ako za test funkciju 

E C0(([O,T] x M ) skoro sigurno važi

(u^dpp +  divg(f(x, u£))Vg+) dxdt +$(x , u^)dWt — £ u£A g pdxdt.
' M ' M ' M0 0 0

EgzistenCija rjesenja problema (4.9) , (4.2) se moze zakljuCiti iz argumenata datih u 
[49].

KorisCenjem Ito-ove formule, iz (4.9) dobijamo (u nastavku, oznaCiCemo f(x , f)

d  f (x ,C)):

d0(u ) =  (  — d'(u£)f'(x,u£) ■ Vgu^ +  0'(u£)divgf(x,p)g £ £ g
$2

+  £Ag d(u^) — £0" (u)|Vg u|2 +

p=us

' |V7 .. i2 , $  (x,u£)0//(u£) dt +  $ (x ,u £)0'(u£)dWt
2

(4.10)

za sve dva puta diferendjabilne skalarne funkCije 0.
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Korišćenjem standardne procedure aproksimacije i uzimajuci u obzir konveksnost

{u — £, u > £
, znamo da je mozemo uvrstiti u (4.10) .

0, inaCe
Nakon Sto pustimo da e ^  0 i pretpostavljajuCi da E (|u£(t, x) — u(t, x)|) ^  0 kada 
e ^  0, dobijamo sljedeCu distribucionu nejednakost:

d\u — £|+ < —f'(x ,u )V gusign+(u — £)dt +  d'(u)divgf (x, p)\p_udt

+
$ 2 (x,u)

2
5(u — £)dt +  $ (x ,u ) sign+(u — £)dWt.

(4.11)

UzimajuCi u obzir uslov geometrijske kompatibilnosti (4.3) , imamo 

f (x,u) ■ (v gu) sign+ (u — £) =  divg (sign+ (u — £)(f(x,u) — f(x ,£ )))
+  sign+ (u — £) divg f(x,£) =  divg (sign+ (u — £)(f(x,u) — f(x ,£ ^ ) ^

(4.12)

i korisCenjem Schwartz-ove leme o nenegativnim distribucijama, zakljuCujemo da pos- 
toji nenegativna stohastiCka kinetiCka mjera m (koju Cemo kasnije precizirati) takva da 
se jednaCina (4.11) moze zapisati u obliku

d|u — £\+ =  — divg (sign+(u — £)(f(x,u) — f(x,£)))dt +
$ 2 (x, u)

5(u — £ )dt
2 V ^  (4.13)

+ $ (x , u) sign+(u — £)dWt—dm(t, x, £)dt.

Dalje, trazimo parcijalni izvod izraza datog u (4.13) u odnosu na promjenljivu £ i 
dobijamo

/  + 2(x u) \
ddt \u — £\+ =  — divg(—f/(x,£ )sign+ (u — £))dt +  5(u — £ ̂ dt ^

+ d ($ (x ,  u) sign+(u — £)dWt) — 8%dm.

Uvrstavamo h(t,x,£ ) =  — \u — £\+ =  sign+(u — £) u (4.14) sto daje

dh +  divg (f(x ,£ )h )d t =  — c£
$ 2 (x, u)

5(u — £) dt — ($(x,u)hdW t) +  c£dm. (4.15)
2

Primijetimo da

0%($(x,u)hdW t) =  0%($ (x, u) sign+(u — £))dWt

=  —$ (x ,£  )5(u — £ )dWt.

$(x ,u)5(u  — £)dWt
(4.16)



GLAVA 4. JED. I EGZ. STOH. SK. Z. O. NA RIEMANN-OVIM MNOG. 42

Korišćenjem  ̂ (X’u) §(u — £) =  + S(u — f)  i (4.16) , i oznaćavajući mjeru —d^h
8(u — C) sa V(t’X) (£), konaćno dobijamo slabi oblik nase jednaćine:

dh +  divg (f'(x, f  )h)dt =  — cf ^ 2(x ,e). 
2 v(t’X)(0  dt +  + (x ,£ )v(t’X)(C )Wt +  dm . (4.17)

Prethodnu jednaćinu ćemo nazivati kinetickom formulacijom jednaćine (4.1) . 

Vazno je primijetiti da funkćija h = 1  — h zadovoljava

dh +  divg (f(x , f)h)dt =  8% + 2 (x ,e). 
2 V(t’X)(0 dt — $ (x ,f)v (t ’X)(OdWi — d dm. (4.18)

Sada moZemo uvesti definićiju dopustivog rjesenja. Prvo ćemo definisati pojam 
stohastićke mjere.

Deflnicija 43. Kažemo da je  preslikavanje m iz skupa 0  u prostor Radon-ovih mjera 
na [0, T ] x M  x R  stohastička kinetička mjera ako:

• za svako <j E C0([0,T] x M  x R ) akcija (m ,f) definiče P-mjerljivu funkciju

(m, f>) : 0  ^  R;

• m nestaje za veliko f : ako BR =  {£ G R| | f  |> R }, tada

lim E [m(Co([0,T] x M  x BR))] =  0

• za svako f  E C0 (M  x R ), proces

 ̂ ^  4 (x ,i )dm(s  ̂x ,c )
[0’t] xM xR

je  mjerljiv.

Definicija 44. Mjerljiva funkcija u : [0,T] x M  x 0  ^  R  skoro svuda neprekidna u 
odnosu na vrijeme u smislu da u (-,-,u ) E C (R+; H -1 (M )) za P-skoro svako u E 0, 
adaptirana u odnosu na filtraciju {F t} ,  je  dopustivo stohastičko rjesenje problema (4.1) ,
(4.2) ako

• postoji C2 >  0 takvo da E (esssupte[0 T] \\u(t)\\L2(M)) < C2;

• kinetička funkcija h =  sign+(u — f) adaptirana u odnosu na filtraciju {F t} zado- 
voljava (4.13) sa početnim uslovima h(0, x , f ) =  sign+(u0(x) — f) u smislu slabih
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tragova i h zadovoljava (4.18) sa pocetnim uslovima h(0, x, £) =  1 — sign+(u0(x) — 
£) u smislu slabih tragova.

Takođe nam je potreban pojam stohastickog kinetickog rješenja.

Definicija 45. Mjerljiva funkcija

u ^  h(-, ■, -,u) E L2([0,T] x M  x K )) n Clr([0, T ]; H -k (M  x K ))

(gdje ClR(X ) oznaCava prostor lijevo i desno neprekidnih funkcija na X ), za neko 
k E N i svako K  CC R, adaptirana u odnosu na filtraciju {F t}, ograniCena između 
nule i jedinice i ne strogo opadajuća u odnosu na promjenljivu £ E R  takva da h =  
— V(t,x) je  stohastiCko kinetiCko rjeCenje problema (4.1) , (4.2) ako postoji nenegativna 
stohastiCka kinetiCka mjera m takva da h zadovoljava (4.17) i poCetne uslove h(0, x, £) =  
šign+(u0(x) — £) u smislu slabih tragova.

Ocigledno, ako imamo dopustivo rješenje problema (4.1) , (4.2) imamo i opšte sto- 
hasticko kineticko rješenje. Zanimljivo je đa i obratno vazi, što slijedi iz standardnih 
argumenata jedinstvenosti (vidi na primjer [18]). Koncept opšteg rješenja koji koris- 
timo je u suštini isti kao koncept rješenja u [34], sa razlikom što mi ne zahtijevamo 
ograniCenost p-momenata, p E [1, ro), mjere vt x (vidi [34, Definicija 3.3]). Primijetimo 
da je jednaCina koju razmatramo prostija nego jednaCina u [34] pošto ne radimo sa cilin- 
driCnim Wiener-ovim procesom i zahtijevamo stroZije uslove na koeficijentima (upored- 
iti (4.4) i (4.5) u našem radu i [34, (2.1), (2.2), (2.3)]). Iako ne izgleda znacajno, oslabl- 
javanje uslova nam dozvoljava da izbjegnemo dodatne zahtjeve za opšte stohasticko 
kineticko rješenje u Definiciji 45.

4.2 Neformalni dokaz jedinstvenosti — dupliranje prom- 
jenljivih

U ovom dijelu cemo neformalno dokazati kako se dobija jedinstvenost rješenja. Formalni 
dokaz se suštinski ne razlikuje od procedure koju sprovodimo u ovom dijelu ali moramo 
uvesti više procedura ” uglacavanja” što znacajno komplikuje neke korake u dokazu. 
Dakle, kako bi olakšali citaocima, u ovom dijelu cemo objasniti osnovne ideje dokaza. 
Takode naglašavamo da, kako bi pojednostavili notaciju, oznacicemo sa dx mjeru na 
mnogostrukosti umjesto sa uobicajenim d^(x).
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Neka su h: (t, x , ( )  i h2(t, y , ( ) dva različita opsta kineticka rješenja problema (4.1) ,
(4.2) (vidi Definiciju 45) . Tada

dh1 +  divg(f(x , ( )hx)dt =  —dg ^ ^  ’ ( )  v ^  dt +  +(x, ( )v ldWt +  d dm,\, (4.19)

dh2 +  divg(f7(y, ( )h2)dt =  cf ^ 1  (^ ’ Z  ̂v2^ dt — +(y, Z)v2dWt — cfdm 2 . (4.20)

Na osnovu (1.16) , zaključujemo da vazi:

d(hlh2) =  hldh2 +  h2dhl — $ (x , ()  + (y, ( )v 1 ® v2dt. (4.21)

Mnozenjem (4.19) sa h2 =  h2(t, y , ( ), (4.20) sa h1 =  h}(t, x , ( ), sabiranjem ih i
korisčenjam uslova geometrijske kompatibilnosti (4.3) , dobijamo

h^dh1 +  hMh2 +  h2f (x , ( ) ■ Vgxhldt +  hlf'(y, ( ) ■ Vg,yh2dt 

=  —Wdz ^ v ^  dt +  h^d 

+  h25gdm^(t, x, ( ) — hl&zdm2(t, y, ( )dt. (4.22)

$ 2(y ,C). 
2 v2 dt +  h2$(x , ()v^dWt — h^$(y, ( )v2dWtz

Uvrstavanjem (4.21) u (4.22) , dobijamo 

d(hlh2) +  +(x, ( )T(y, ( )v 1 ® v2dt +  h2f (x , ( )  ■ Vg^hldt +  h1 f '(y , ( ) ■ Vg,yh2dt

^ v J  dt +  (h2$ (x , ( ) v 1 — h ^ ( y , Z)v2)dWt 

+  h25^dm^(t, x, ()dt — hdcf dm2(t, y , ( )dt. (4.23)

—mJ ̂ v 1 dt +  frCdz 1 ( y
2

Sada biramo nenegativnu test funkciju <^(t,x,y , ( , ( ) =  p(x — y )^ ((  — (), gdje su 
p i ^ glatke nenegativne funkcije definisane na dogovarajučim Euclid-skim prostorima. 
Mnozenjem (4.23) sa p i integracijom nad (0 ,T ) x M 2 x R 2 dobijamo

J  h1 (T  x ’ ()h2(T ’ y ,z  ̂ p(x — y M (  — C )d( d(đydx (4.24)
M2 R2

J  hohoP(x — y M (  — C)d (d(dydx
M2 R2 

T

p(x — y M (  — C)1 (x , (  ) 1 (y ,z )dv°t,y)(C )dv°t,x}(()d  y dxdt
0 M 2 R2
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+
0 M2 R2 
T

+

f (X  £) ■ X, £)h2(t, z )p (x  -  y)^(£ -  C)d(d£dydx dt

f  C) ■ Vg,yh2(£ y ,z )h 1 (t X̂, £)p(x — y )^ (£ — z )dCd£dy dxdt
0 M2 
T

0 M2 
T

$ 2(x ,£) t2
2

+ $ 2(y,C) 
2

h2(t,y ,z M X -  y W (£ — £)dvlt,x)(£)d£dy dxdt

h1(t  ̂x ,£)p (x  — y )^ /(£ -  C)dv(t,y)(C)d£dy dxdt
0 M2 R2 
T

+
0 M2 
T

0 M2 
T

p (x  -  y M £ -  C )h‘2(t, y ,£ )^ (x,£)dv(1t,x)(£)dCdy dXdWt

p (x  -  y M £ -  C)h1(t +  £ )$ ( ŷ  C )dv(t,y) (C )d£dy dxdWt

p (x  -  y )^ /(£ -  C)h2(t y , C )dml (t, x  £ )d£dy
0 M2 R2 
T

p (x  -  y ^ /(£ -  C)h1(t X,£)dm2 (t  ̂y ,z )d£dx.
0 M2 R2

Korišćenjem parcijalne integracije u odnosu na promjenljive Z i £ u prva i posljednja 
dva clana na desnoj stani u (4.24) , i koristeci d h 1 =  — v1 i h2 =  v2, dobijamo:

h‘ (T, x , £)ft2(T, y , C )p (x  — y W'(C — C )dCd£dy dx (4.25)
M2 R2

h0(x,£)ho(ŷ  C M X — y M £ — C )dCd£dy dx
M2 R2 

T
+

0 M2 
T

+
0 M2 
T

+

p (x  — y M £ — C M x,£  ̂ O ^C  )dv(t,y)(C )dv?t,x)(£)dy dxdt

f (X>£) ■ v fl,xh1(t  ̂x , £)h2(t, ŷ  C)p (x  — y M £ — C)dCd£dy dxdt

f/(ŷ  C) ■ v fl,yh2(t, y ,z )h 1 (tx £M X — y M £ — C)dCd£dy dxdt

T

0 M 2 R2
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T

0 M2 R2 
T

+
0 M2 R2
T

$ 2(x,e) p(x

$ 2(y,C)
p(x

2

2

y M C  -  C)dv(t,y)(C)dv\t,x) (Odydx dt

y M C -  C)dv(2t,y)(C)dv(t,x)(C)dy dxdt

+  p(x -  y M C -  C )h2(t, y ,z  )^ (x ,C)dv(1t,x)(C)dCdy dxdWt
0 M2 R2 
T

p(x -  y^^(C -  C)h1(t, x C C )dv(t, y) (C )dCdy dxdWt
0 M2 R2 
T

p(x -  y M C -  C )v(2t, y) (C )dml (t, x ,C )dCdy
0 M2 R2 
T

p(x -  y M C -  C )v(t,x)(C )dm2(t  ̂ŷ  C)dCdx.
0 M2 R2

Na kraju, prebacivanjem trećeg clana na lijvoj strani jednaćine (4.25) na desnu stranu 
i koristeci nenegativnost mjera i m2 dobijamo

/  h1(Tx,C  )h2(T y ,z )p(x -  y^^(C -  C )dCdCdy dx (4.26)
M2 R2

-  h0(x , C M x -  y M C -  C )dCdCdy dx
M2 R2
RT R R

f/(x,C) ■ V 9,xh1(t,x,C)h2(t  ̂y ,C M x -  y M C -  C)dCdCdy dxdt
0 M2 R2
RT R R

f/(y ,z ) ■ Vg,yh2CC y ,z)h1(t,x,C)p(x -  y M C -  C)dCdCdy dxdt
0 M2 R2

RT R R
< 2 / /  / (+ (x,C) -  + (y ,C ))2p( x -  y M C -  C)dv(t,y)(C)dV(1t,x)(C)dy dxdt

0 M2 R2
RT R R

p(x -  y^^(C -  C)h2(t, y, C)$ (x  ̂C)dv1t,x)(C )dCdy dxdWt
0 M2 R2
RT R R

/  p(x -  y^^(C -  C)h1(tx,C  )$ (y ,c  )dv(2,y)(C )dCdy dxdWt.
0 M2 R2
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Označićemo ) =  £(£) i p(x) =  4(x). Preurectivanjem elemenata u posljednjoj 
jednacini dobijamo

h1 (T  x ,C)h2(T , x ,C)dCdx
M

< h^K0d^dx —
M
T

0 M

T

lx  — j  j  J  f (x ,0  •Vg>x (h1(t , x ,£)h2(t x , 0 )d£dxdt
0 M R

$ (x , C)d?(h ( t x  ^)h2(t, x  0 )dŠdxdWt. (4.27)

Jos jedna parcijalna integracija nam daje

h1 (T, x , ^)h2(T , x , f  )di dx (4.28)
M

T

< hoh0dCdx +  + /(x ,C)h1(t, x , ^)h2(t, x , i )df dxdW(t)
M 0M

gdje smo koristili uslov geometrijske kompatibilnosit kako bi eliminisali član sa fluksom.

Korisčenjem nenegativnosti h1 i h2, nakon računanja očekivane vrijednosti kvadrata 
(4.28) imamo (imajuči u vidu Ito-ovu izometriju)

E h1(T ,x ,£)h2(T, x ,£)d£dx
M

(4.29)

<  E ( [  [  h°h0dCd^ +  II+'IILe

' T

h1(t x , c )h2(t,x , i )di dx dt
v J J ' M R J J J 0 M R

2

Odavde, korisčenjem Gronwall-ove nejednakosti dobijamo

/  r r , __ \ 2 (  f  \2E ( h1 (T ,x ,C)h2(T x , 0 dCdx) < E |u10 (x) — U20(x)|dx
' J J ' M R  ̂J ' M

Dalje, ako pretpostavimo da je u 10 =  u20, dobijamo skoro sigurno za skoro svako 
(t, x ,£ ) G [0, ro) x M  x R:

h1 ( 0 x , 0  ( 1  — h2 (t ^O ') =  °.
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Ovo implicira da je ili h1 (t, x,£) =  0 ili h2 (t, x,£) =  1. Posto mozemo zamijeniti 
uloge h1 i h2, zakljucujemo da su 1 i 0 jedine vrijednosti koje h1 ili h2 mogu uzeti i da 
je h1 =  h2 =  h. Posto je h takođe nerastuCa u odnosu na promjenljivu £ na [0, ro), 
zakljuCujemo da ( uzimajuCi u obzir poCetne uslove h0 =  sign+ (u0(x) — £)) postoji 
funkcija u : [0, ro) x M  ^  R  takva da

h(b x,£) =  sign+ (u (tx ) — £). (4.31)

Odavde dobijamo sledeCu posljedicu koju Cemo kasnije dokazati.

Opste stohastisko kinetiCko rjesenje problema (4.1) , (4.2) je oblika (4.31) . Ako 
funkcija u zadovoljava drugi uslov Definicije 44, tada je ona dopustivo stohastiCko 
rjesenje problema (4.1) , (4.2) .

4.3 Jedinstvenost — rigorozni dokaz

U ovoj sekciji Cemo formalizovati argumente iz prethodne sekcije. Da bi to uradili, 
potrebno je izraziti (4.17) u lokalnim koordinatama. Dakle, pretpostavimo da nam je 
zadato opste stohastiCko kinetiCko rjesenje h. Kako bi dokazali jedinstvenost uzeCemo 
mapu (U, k) za M  i pretpostaviCemo, bez smanjenja opstosti, da k(U) =  R d. Definisimo 
lokalni izraz h kao sliku (kako bi izbjegli umnozavanje simbola, koristiCemo iste oznake 
za globalne i lokalne veliCine ali Cemo pisati x  za oznaCavanje lokalne varijable)

h : R+ x R d x R  x Q ^  R, h(t, x, £, w) =  h(t, K-1 (x), £, w)G(x), 

gdje je G(x) Gramijan koji odgovara karti (U, k). SliCno, za x  G R d definisemo 

$ (x ,£) =  $ (k- 1 (x ) ,£ )

f(x,£) =  f(K -1(x),£ ) f/(x ,£H f/(K-1(x),£) =  a (x ,£  ̂ (4.32)
V(t,-k)(ty V(t,K-1(x)) (^)G (x ),

i m(t, x, £) Ce biti pushforward mjera m u odnosu na preslikavanje k.

Sa ovakvim notacijama, zapisaCemo (4.17) lokalno u mapi (U, k) kao jednaCinu koja 
zavisi od h+(t, x, £) i h2(t, x, £), koji predstavljaju dva opsta kinetiCka rjesenja Cauchy- 
jevih problema koji odgovaraju (4.1) sa poCetnim uslovima u10 i u20, respektivno. Dalje 
Cemo koristiti Einstein-ovu konvenciju o sumaciji i podsjeCamo da a =  (a^,. . .  ,ad) =  
f  =  (f1 , . . . ,  fd). Takode, posto jednaCine treba razumjeti u slabom smislu, moramo 
dodati Gramijan svakom od Clanova u sljedeCoj jednaCini osim m+ i m2, posto se odgo- 
varajuCi dio u ovim Clanovima podrazumijeva iz definicije pushforward mjere. Zato
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uvodimo konvencije iz (4.32) .

dhl {t, x , £) +  divx(a(x, £)h: )dt +  h ^ k j(x )ak(t, x , £)dt (4.33)

=  - d C ( $  ^ ’ £) v(t,x)(£^  dt +  + (x,£)v (1t,x)(£)dWt +  dmb

dh2 (t, y  ̂ C ̂  +  divy(a(y ̂ C)h2)dt +  h2r kj (y)afc(C y  ̂ C)dt (4.34)

=  V(2ty)((  ̂  dt -  $ (y ,Z )v(2t y)(C )dWt -  dC dm2

Uvodimo dvije molifikujuCe funkcije u ( E D (Rd), w2 e D(R) gdje je d dimenz- 
ija mnogostrukosti M , takva da > 0, i =  1, 2 i JRd u ( =  f R u2 =  1. UzimajuCi 
wS,r (x ,£ ,t) =  r l (x) ^ 2 ( r ) , za neko 6, r >  0, i koristeCi konvoluciju, (4.33) i (4.34) 
daju (dalje, indeksi 6 i r oznaCavaju konvoluciju po odgovatrajuCim promjenljivim):

dhir +  divx(a(x, £)h()r)dt +  g])rdt +  (T3kj(x)ak(t, x , £ )h )Sr dt

— d + 2(x ,£).
V(t,X)(£ )dt +  ( + (x ,£)v(t,X)(£))S,r dWt +  dml;5),

5,r

dh2 +  divy (a(y ̂ C)h2,r)dt +  g2,rdt +  r kj(y)ak(C y ^ &,r
dt

(4.35)

(4.36)

dz + 2(y ,Z ) .1
2 V(t,y)(C)dt -  ( + (y,Z)v( t,y)(CC + dWt -  dCdm2,5,,

S,r

2
2

gdje

gS,r =  divx(a(x, £)h 1 )s,r -  divx(a(x,£)h(,r)

g2,r =  divy(a(y,Z)h2)S,r -  divy(a (y ,Z ) h 2 ,rC

Ovi izrazi konvergiraju ka nuli kada 6, r ^  0 po Friedrichs-ovoj lemi [72].

Sada, mnozeCi (4.35) i (4.36) sa h^r =  h^r(t ,y ,Z ) i h( r =  h( r( t ,x ,£), respektivno, i 
koristeCi (1.16) , dobijamo

d(h(, r h2, r ) +  ( + (x,£ )v(1t, x)(£))S, r ( + (y ,£ )vft , y)(C Cs, r dt 
+  h2,r divx(a(x,£)h(,r)dt +  h(,r divy (a (y , ( )h2,r)dt

+  (r kj (x)ak ( t  x ,£  )h1) Sr h2,rdt +  ( r kj (y)ak ( t  y ,Z )h^  hSrdt

(4.37)

S,r
1-  gSrh<5,rdt -  g2,rhl,rdt +  h2,r ($ (x ,£ ) VJ,x) (£))S,rdWt -  h],r ( + (y ̂ C)vft,y)(C ^ r dWt 

+ hS,rS, vf,,y)(C) dt -  + +  v ^ ) « ) dt
2 S,r 2 S,r

+  h2r dm 1 ,S,r(t,x,£)dt -  hSrdcdm2,S,r(t,y,Z)dt.
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Dalje, biramo nenegativne funkcije p E D (Rd), t(,p  e D(R) takve da f Rd p =  
f R C =  !• Koristeci test funkciju p£(x  -  y )Cs(C -  C)p  ( ^ ) , gdje je p£(x) =  fdp (X ), 
^s(C) =  1 C (£), za neko e >  0, i integracijom (4.37) nad (0 ,T ), jednaCina se zapisuje u 
varijacionoj formulaciji ( sjetimo se da su h1 i h2 neprekidne u odnosu na promjenljivu
t e  R+):

h1,r(T  X, C)h2,r(T  ̂y  C)pe(x -  y )Cs(C -  C)<P
R2d R2

hl,S,r (X> O hls,r (y ̂ C)pe(X -  y )Cs(C -  C)<P
R2d R2 

T

x  +  y
2

x  +  y
2

d£d(dXdy

d(d(dXdy

+  (h2,r diVX(a(X,C)h1,r̂  +  h1,r divy(a (y ,C)h2,r)) X

(4.38)

(4.39)

(4.40)
0 R2d R2

T

X ps(X -  y y (e ((  -  ( )<P d( d( dXdyđWt

+  J J J  ( ( r kj (X)afc ( t  ^ )  s<r h\r +  ( r fcj (y)afc ( t  y ,C)h^  r h1,J  X
0 R2d R2

X ps(X -  y )^s(C -  C)p ( dCd( dXdy

(4.41)

2
T

0 R2d R2
dlr hlr +  g2,r h1 ,r -  h2,r ($ (X  C)VJ,X) (C Ckr +  h1 ,r ($ (y ,C )v(C,y)(C C v )  X

(4.42)

X ps(X -  y )Cs(C -  CV

+ J J J  ( h l ' M v f , , y ) K -  h(2rS£

X + y
2

dCd(dXdydWt

0 R2d R2
^  v(it,x)(C) (4.43)

5,r

-  ($(X,C)v(t,x)(CC v ($ (y ,CH,y)(C ))&,r X

X ps(X -  y )Cs(C -  CV dCd( dXdydt

T

+  1 1  I ( h(,r ( t  y , C)d?m 1,5,r (C X,C) -  h1,r (C y,C)dZm2,5,r (C y , 0  ) X
0 R2d R2

(4.44)

X ps(X -  y )Cs(C -  CfP
x  +  y

2
dCd(dXdydt.

T
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Analiziraćemo ovu jednakost clan po clan. Poćećemo sa ćlanovima iz (4.38)- (4.40) . 
Imamo:

R2d
hL  (T  X  O K r  (T  y  ̂ Z )Pe(x -  y )L (C -  C )P

h<5,r(0, X  ̂C)hL (0, y  C)Ps(X -  y )L (C -  C)P

x  +  y
2

x  +  y
2

R2d
T

0 R2d

d(dCd y  dx (4.45)

d(d£dydX

a(X,C)h],r( t x  ,C)hL  L  y ,z ) OeL -  C)<P ^ V Pe(X -  y)

+  1 Pe(X -  y )L (C  -  C)V +

2

d(dCdydXdt

T

+  a(y,Z)h1,rL  X,C)h2,r( t  y ,Z )
0 R2d R2

0e(C -  ( L  ^ ^ V Pe(X -  y)

R2d

R2d R2 
T

-  ^ Pe (X -  y )0e(C -  (  )V ^  ̂ + ^  

h<5,r X,C)h2,r (T  y , C) Pe (X -  y )L (C -  C )P

h<5,r(0, X, C)h2,r(0, y  Ĉ Pe(X -  y )L (C -  C)P

d(dCdydXdt

X +  y
2

X +  y
2

d(dCdydX—

d(dCdydX

(a(X,C) -  a(y,Z0  ■ V pe(X -  y)h 1 ,r(t  X,C)h2,r( t  y  C)x
0 R2d R2

x ^e(C -  Z)+ —+ y  ) d(dCdydXdt

T
2

(a(X,C) +  a (y ,C^ ■ V +
0 R2d R2

x Pe(X -  y)^e(C -  Z)d(dCdydXdt

X +  y ' K r (t  ̂X,C )hlr (t  ̂y,Z  )x2 ,̂r

Pretposljednji ćlan u (4.45) se moze zapisati kao (dalje je dV =  d(dCdydXdt):

T

(a(X,C) -  a (y ,C ̂  ’ V  Pe (X -  y)h1,r ( t  X,C)hlr (t  ̂y,Z )x  (T46)
0 R2d R2

X 0e(C -  ( L  ^̂ ~++y j  dV  =
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(a(x ,C) -  a (y ,z )) ■ v  ^ p  ^ hv  ( t  X,C)h lr(b y ,z )x
0 R2d R2

X ^e(i  -  C)<P — + -  I dV

(a(X, £) -  a(y ̂ C)) ■ ^  V P(z) x-y h<5,r ( t  x  ̂C)h2,r Cc y  ̂ Ĉ  X
0 R2d R2

X ^e(C -  C)<P X -+ y  ) dV

j  j  j  £  ̂ ^  V P(z) z= ̂  h<5,r ( t  X ,C )h2,r ( t  y ,Z )X
0 R2d R2 £

X ^e(C -  C)<P X -+ y  I dV

0 R2d R2

ak (gz +  y ,C) -  gfc (y ,( )
£Zk ZkdZkP(z) ̂ 1,̂  y +  £Z,C)hlr (t  ̂y  ̂ Ĉ  X

X ^e(C -  C) f  ( y +  y )  dV

T

T

z

T

gdje je z =  . Primjećujemo da, kada r,8,e ^  0 (u bilo kom redosljedu), ovaj izraz
postaje

T

/ / /  dyk ak (y ,C)hl(t  ̂y ,C)h2(t  ̂y  ,CM y) zk dZk p(z)dz dCdy dt (4.47)
0 Rd R 

T
j  diVy a(y ̂ C)h1(t, y  ̂ C)h2(t  ̂y , C dt

0 Rd R 
T

{ =  ] j  j  / r kj (y)ak(t  y ,C)hM  y ,C)h2(t, y  ,C)dCdydt. (4.48)
0 Rd R

zbog svojstava molifikatora p. Dakle, iz (4.47) i (4.45) zakljucujemo da kada r, 4, e ^  0 
u bilo kom redosljedu

(4.38) +  (4.39) +  (4.40) — ► (4.49)r,l,e^0

J / (h1h2 )(t  ̂y  ,C)^ (x )dCdx - J / (h1h2)(x,C ;)^(x)dCdx
Rd R Rd R
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T

0 Rd
T

a(x, £)(hlh2)(t, x, £)V^(x)d£dxdt (4.50)

r kj(x)afc( t  V  £)hl(t, x  ̂Qh2(t , 5̂  £)d£dxdt.
0 Rd R

Clan (4.41) se može lako srediti. Pustimo da r,8,e ^  0 i dobijamo

T
(4.41)

r,S,£̂ 0 2rkj (x)ak (t, x , £ )hlh2<^(x)d£dx dt. (4.51)
0 Rd

Za sređivanje clanova (4.42) i (4.43) , moramo koristiti regularnost funkcije $  (sjetimo 
se da $  G C0(Rd x R )). Imamo

T

0 R2d

$ 2(x ,£ ) , , $ 2(x ,£).
V(t,x)(£) V(t,y)Ar(Z) -  2 V(t,*)Ar(£)v(t,y),S,r(Z^

S,r

x Pe(x -  y ) ^ (£ -  C V  d£d£dy dx °2 r,Ŝ 0

x (4.52)

i sliCno

0 R2d R2
($ (x,£)v(t,X)(£))s,r ( $ (y ,Z)v(t,y)(C))s,r -

-  ( $ (x,£)V(1t,X),S,r(£)) ( $ (y,Z)V(2t,y),S,r(C)) X

x Pe(x -  y )^e(£ -  C )V d£d£dy dxdt 02 r,Ŝ 0

Na sliCan naCin imamo

T

0 R2d R2

(4.53)

($ (x ,£)v1t,x) (£)) Sr h2Sr (t, y ,C) -  ($ (y ,C )v(2t,y)(C )) Sr h1,r (t, x ,£ ) X

x Ps(x -  y )^£ (£ -  C )<P
x  +  y

2 d£d£dydxdWt

$ (x , £)v(1t,X),S,r(£)h2,r(t, y , C) -  $ (y ,C)v(t,y),S,r(C)h1,r(t, x , £) X

T

T

0 R2d R2
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x pe(X -  y )^ £(C -  Z)p  X +  y dxdWt +  / g3,5,r,£dWt

gdje

93,&,r =
R2d R2

($ (X ,CK ,X )(C )) Sr -  $ (X ,C) (v(t,x)(C ̂  5 J  hlr ( t  y  ,Z ̂

-  (  ($ (y  ,Z )v(t,y)(C K  -  $ (y ,Z ̂  (V(t,y)(C j J  h(,r ( t  X ̂ 0  

x Pe(X -  y )^e(C -  C)P X++"y dCdCdydX

X

i g3,̂ ,r,e ^  0 as 8, r ^  0 skoro sigurno. Odavde, koristeći• dhS,r (t,X,0
dt V(t,x.),S,r (Ĉ  1

— =  vfty) sr(Z), parcijalnu integraciju, izvodimo sljedeci zakljucak za (4.42)

T

0 R2d
($ (X, C)v(t,x)(C)) 5 r h2,r(t  y  ̂Ĉ  -  ( $ (y ̂ C)v() ,y)(C J  r h(,r( t  X  Ĉ

x Pe(X -  y )^e(C -  C)<P dCdCdydXdWt

x (4.54)

T

e,r,&—s- 0 $/(X  ̂C)hl(t, X  ̂C)h2(t, X  C)<P (X) dCdXdWt
0 Rd R

gdje smo koristili proceduru kojom smo dobili (4.47) .

ImajuCi u vidu (4.52) , (4.53) , i (4.54) , zakljuCujemo da (4.43) ima sljedeCu asimp- 
totiku:

0 R2d

$2(X,C). 1 2“-2-----V(t,X)(C J  h(,r (t ̂ y  ,Z )x
S,r

x Pe (X -  y )^e (C -  C )P
X +  y

2
d(dCdy dX dt+

T
+

0 R2d

$ 2(y ,Z ).
V(2t,y)(Ĉ  h(,r (tX ,C )x

X +  y
2

2 v(t,y)( o,r\
S,r

x Pe(X -  y )^e(C -  C)P d(dCdy dX d t-

(4.55)

($(X  ,C)v(t,X)(C ))sr ($ (y  ,Z )v(t,y)(C s r x
0 R2d R2

T

T

T
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x p£(x -  y )^ £(C -  C)'L
x  +  y

2 d(d£dy dX d t-

0 R2d R2
($ (x ,CK ,X )(C))5 r h5,r ( t  y ,Z ) -  ( $ (y ,Z )v(2t,y)(C ) )Sr h\r ( t  x  ,C)) x

x Pe(x -  y )^£(C -  CV dCdCdydxdWt —+2 s,r,5—0

lim -s—>-0 2 ($(X ,£) -  $ (y ,Z ))2p£(X -  y )x
0 R2d R2

X ^e(C -  C)<P
X +  y

2 dv(t ,y) (C)dv\t,x) (C)dy dxdt
T

0 Rd R
$/(X ̂ C)P(X)hl(t, x  ̂ C)h2(t, x  ̂ C )dCdXdWt

$/(X  ̂C)P(X)hl(t, x , C)h2(t, x  ̂C)dCdxdWt.
0 Rd R

(4.56)

Konačno, zelimo da se oslobodimo mjera entropijskog defekta iz (4.44) . Koristimo 
cinjenicu da su h1 i h2 opadajuči u odnosu na promjenljivu C (t.j. Z) i da su mjere 
mi i m2 nenegativne. Nakon dvije parcijalne integracije imamo (imajuči u vidu da

d ^ (C -  Ĉ  =  - d z^(C -  C^

0 R2d R2
hlr (t  y  ̂ C)d?m 1,5, r (t, X  ̂C) -  h1,r ( t  y , C)dZm2,5,r (t, y  ̂ C) X (4 5̂7)

X Pe(X -  y )^e(C -  CV X- + y dCdCdXdy

0 R2d R2
V(2t,y),e,5(C)m 1,5,r ( t  X,C) +  v1t,x),e,5(C)m2,5,r ( t  y ,Z  ̂ X

X Pe(X -  y )^e(C -  C)<P ^ + ^  dCdCdXdy < 0.

Nakraju, iz (4.49) , (4.5-) , (4.54) , (4.55) , i (4.57) , zaključujemo da nakon sto pustimo 
da r, 4, e ^  0 (prvo r, 4 ^  0 a zatim e ^  0) članovi (4.38)- (4.44) postaju:

x  ̂ C )h2(T,x  C)P(x)dCdx+

T

T

T

T

T

Rd R
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T

r kj(x)ak(t, X, O H b  X, g)h2(t, x , £M x)d£dxdt
0 Rd R

T
J  hgh0^(X)d^dx +  J  J  J  a(X,£) ■V^(X)(h1h2)(t, X,£)d£dxdt

Rd R 0 Rd R
T

J  H v  x , C)h2(t, v  C M X)d£dXdWt.
0 Rd R

Odavde, koristeći definiciju integrala na mnogostrukosti i (4.32) , vidimo da vazi

J  h1 ( T X  ^)h2(T , x  0 G(K(x))T(x)dCdx
M R

< / /  h0(x ,C )h0(x ,C )G (^(x ))^ (x)dcd x -
M R 
T

J  (hlh2)(t, x ,£ )G (K (x))a(x,£) ■ V g ̂ (x)d£dxdt
0 M R 
T

$ 7(x, £)(hlh2)(t, x, £)G(K(x))^(x)d£dxdWt.
0 M R

Posto smo na kompaktnoj mnogostrukosti, mozemo izabrati ^ =  1 sto daje:

J  h1(T,x,£)h2(TX,£)G(K(x))d£dx
M R

< / /  h0(x ,e)h2(x,e)G(K (x))d£dx-
MR 
T

J (h^h2)(t,x ,£ )G (^ (x))a (x, £) ■ V g 1 d£dxdt
0 M R 
T

J  $ 7(x, £)(hlh2)(t, x, £)G(K(x))d£dxdWt.
0 M R

(4.58)

(4.59)

DoSli smo do (4.28) plus Clan koji ne utiCe na koriSCenje Gronwall-ove nejednakosti i 
Ito-ove izometrije koje nam daju jedinstvenost u (4.29) . Napominjemo da Gramijan 
nema uticaja na proceduru posto je Gramijan pozitivna ograniCena funkcija.
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4.4 Egzistencija

Sledeci cilj je da dokazemo da za zadate po cetne uslove u0 E L ^ (M ) postoji stohasticko 
kineticko rjeSenje x u smislu Definicije 45, sa odgovarajuCom kinetiCkom mjerom m. 
Zato razmatramo aproksimaciju nestaju^om viskoznoscu jednacine (4.9) sa poCetnim 
uslovima (4.2) . VaZi sljede^a teorema.

Teorem a 4.1. Za svako £ >  0 zadatak (4.9) , (4.2) sa u0 E L2(M ) n L ^ (M ) ima 
stohastičko rješenje u£ E L2([0,T); H 2(M )). Ovo rješenje, za svaku konveksnu funkciju 
9 E C2(R) takvu da |0'(A)| < C , A E R , zadovoljava

dd(u£) < divg 9 '(v)f(x , v)dv +  £Ag 9(u£) +
^ 2(x ,ue)

2 9” (u£) dt
u

0
+ $ (x , u£)9'(u£)dW.

(4.60)

Dokaz. Koristicemo Galerkin-ovu aproksimaciju kako bi dobili pribliZna rjesenja (4.9) ,
(4.2) , a zatim cemo dokazati da niz pribliZnih rjesenja konvergira duZ nekog podniza 
ka rjesenju (4.9) , (4.2) koje zadovoljava (4.60) . Za pocetak, fiksiramo ortonormiranu 
bazu {ek} N u L2(M ) koja se sastoji od svojstvenih funkcija Laplace-Beltrami-jevog 
operatora,

Zatim trazimo aproksimativna rjesenja oblika (nakon sljedece formule, ne^emo pisati 
stohasticku promjenljivu kako bi pojednostavili notaciju)

n
un =  ^ Cn(t,u)ek(x), t E [0,T), x  E M, u E Q. (4.61)

k=1

Trazimo funkcije ak, k =  1 ,.. . ,n, takve da je (4.9) zadovoljena na potprostoru prostora 
L2([0,T) x R n) u smislu da skoro sigurno vazi

dunpdp (x) =  f(x ,un)V g +d^ (x)dtn n V g
M M

+  £ un Ag^d^(x)dt +  +(x,un)+d7 (x)dWt, ^ E Span{ek}k= i,...-.n g
M M

(4.62)
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Ako uvrstimo ^ =  e j , j  =  1 , . . . ,  n, iz ortogonalnosti sistema {ek} keN dobijamo sljedeci 
sistem stohastickih diferencijalnih jednacina:

daj =  f(x, un)V ge j (x) d^(x)dt
M

+  e\j ajn |ej |2dY (x)dt +  $ (x ,u n)ej (x)dY(x)dWt.
M M

(4.63)

Posto smo u (4.4) pretpostavili da ||f(-,A)|| l~(m ) < C |A| i $  g Cjj(M  x R ), znamo da 
(4.63) sa konaCnim poCetnim uslovima ima globalno definisano rjesenje [63]. Uzmimo

aj (0, u) =  ajo(u), (4.64)

za koeficijente a j0, j  € N poCetnih uslova u0 u bazi {ek} keN:

u0(x ^  ^  ̂ajo M ej (x ).
fceN

Ovako smo dobili niz (un) koji za svako n € N zadovoljava relaciju (4.63) . UzimajuCi 
=  un u (4.62) i koristeCi proceduru kojom iz (4.9) dobijamo (4.10) sa Q(u) =  u2/2, 

zakljuCujemo da:

1
d|un|2dY (x) f(x,un) ■ VgundY(x)dt (4.65)

M M

— £ |Vg un|2dY(x)dt +  $ 2(x, un)dY(x)dt
Jm m

+  2 $(x,un)undY (x) dWt.
M

ZapisujuCi ovaj izraz u integralnoj formi, kvadrirajuCi dobijeni izraz, i koristeCi Young- 
ovu nejednakost i Ito-ovu izometriju, za konstantu C > 0 dobijamo:

E
rT d|un|2(t, x)

dtdY(x)
'M 0

+  £2E |Vun|2dY (x)dt
0 M

/ f  l T f  \ 2 T
< E f(x,un) ■ VgundY(x)dt + E $ 2 (x , «n ) | «n |2 (t, x) dY (x)dtV 0 M 0 M

(4.66)

2

2

2

Sada, posto je

C T d|un|2(t, x)E
M 0 2 dtdY(x) E

M
JunJA+L^) dY(x) — JuoJAx> dY (x )x 2

M

2
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i
sup |$2(x, A)|A|2 e L \ M ) 
agr

naosnovu (4.5) , iz (4.66) , koristeći Cauchy-Schwartz-ovu nejednakost i (4.4) zakljućujemo 
da:

E
M

|Ura|2(T, X) 
2

2
dY(x) +  eE |Vw„|2dy (x)

M
< C. (4.67)

Sada, moramo ocijeniti t-varijaciju (un). Standardni postupak je da nalaZenje ocjene 
tipa Ha([0, T ); H -s (M )) zaneko s >  0, a zatim interpolacija dobijenom L2([0,T); H 1 (M )) 
ocjenom. Prvo, uzimamo u obzir integralnu formulaciju stohasticke diferencijalne 
jednacine (4.62) zadatu sa (4.63) . U slabom smislu u prostoru V ( M ) CSpan{ek} k=1,...,n 
imamo da (opet ne pisemo stohasticku promjenljivu):

r r- t+At r-
(Un(t +  Af, x) -  Un(t, x)) + (x)đx =  f(x, M„)Vg + (x) dj(x)đt

Jm Jt Jm
r t+At p

-  £ VgUn Vg+(x)đy(x)đt+
J t Jm
r- p t+At

+  $(x,Un)+(x)đxđWt, + e Span{ek}k=i,...,n.
M t

Primijetimo da, ako je {ek} keN ortonormirana baza u L2 (M ) , tada je { v A e k} keN
n

ortonormirana baza u H -1 (M ). Ovo dalje implicira da, ako je un =  Onek(x), tada
k= 1

HUn|H-l(M) =
k= 1

Dakle, biramo p(t, x) =  ek(x )/vA k  i dobijamo: 

<+(t + At) -  an(t) =  ^ ,+A' [  

ek(x)

K )
Ak

2 U2

vAk
ft+At .

f  d i v g f ( x , U n ) đ y (x)đt'
M Ak

+ £
t M  

ft+At r-

Ag Un
Ak

đy(x)đt'+

+ +  k (x)$ (x , Un) đxđW t, p e Span{ek}k=1 ,...,n.
M Ak

(4.68)

t

Kvadriranje ovog izraza, trazenje ocekivane vrijednosti, i kosriscenje Cauchy-Schwartz- 
ove i Jensen-ove nejednakosti nam daje:

E K (t +  At) -  an(t))2
Ak

< AtE
t+At

t M
divg f  (x,Un) ek (x)

vK đY(x)
2

đt'
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+  £2A tE  

+  E

nt+At

t
t+At

A gun(t, x) dt'

ek$ (x ,«n ) dY(x)dWt
t M Ak

+

21

Podijelimo izraz sa At, iskoristimo Ito-ovu izometriju i sumirajmo izraz po k =  1, . . .  ,n. 
Uzimajuci u obzir (4.68) , imamo:

E uln\\o i/2([0,T );H-1(M)]
pt+At p t+At

< ( E 11 divg f  (•,Un(t', •) ) \H-i(M)dt'] +  £2E [ \A gUn OUOllH-pM+']
1 r 1-.+At .

+  E ll +  ,un(t, •) ) \H-1 (M)dt' ^

i odavde E[\Agm̂ Ih - i(m)] =  E[\VgUnl+^M)] < c < x  po (4.67)

E uin|C 1/2([0,T );H-1(M)] < C < X . (4.69)

t

2

Dalje, iz (4.67) i (4.69) i iz generalizacije leme Aubin-Lions iz [75, Teorema 5] gdje 
uzimamo X  =  H -1 (M ), B  =  L2(M ) i Y  =  H -1 (M ), znamo da za P-s.s. u G Q niz 
(un, •, u)) jako konvergira u prostoru L2([0, T ) x M ) ka u(+u) duz podniza ( koji Cemo 
oznaCiti istom oznakom kao niz):

||un(a +  — u(')W)|l2([0,T)xM) ^  0 kada n ^  X .

Ovdje naglasavamo da ovaj podniz ne mora biti isti za razliCite u E Q. Mectutim, 
koristeCi Cinjenicu da je u jedinstveno rjesenje zadatka 4.1, 4.2, mozemo pokazati da 
konvergencija ne vazi samo duz podniza veC da Citav niz (un(^,u)) konvergira ka u(+u) 
u L2([0,T) x M ). GraniCna funkCija u je takva da |u(+ +  |L2([0,T)xM je P-mjerljiva na 
osnovu (4.65) i generalizovane Gronwall-ove nejednakosti [42], pa je funkdja u slabo 
rjesenje (4.9) , (4.2) u smislu Definidje 42. Posto je jednaCina (4.9) lokalno strogo 
paraboliCka, korisCenjem njene lokalne formuladje mozemo zakljuCiti (vidjeti na primjer 
[40] za stohastiCki sluCaj) da je u L2([0,T); H 2(M ))-s.s. regularna. Ovo implidra (4.72) 
(vidjeti izvoctenje (4.10) ; posto je jednaCina linearna u odnosu na du, nije nam potrebno 
vise od regularnosti u u odnosu t). □

Iz (4.60) nije tesko izvesti kinetiCku formuladju za (4.9) . Tada, nakon sto pustimo da 
parametar aproksimaCije £ ^  0, dobijamo kinetiCko rjesenje (DefiniCija 45) jednaCine 
(4.1) . Stvarno, uzimajuCi d(ue) =  |u£ — £|+ u (4.60) (kao u prethodnoj sekCiji i imajuCi 
u vidu SChwatz-ovu lemu za nenegativne distribuCije, dobijamo da, nakon nalazenja
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izvoda po promjenljivoj £, za neku nenegativnu stohasticku mjeru me, vazi:

ds\gn+{ue -  £) +  divg(f (x,£)sign+ (ue -  £))dt (4.70)
/  (x £) \

=  eA g(sign+(ue -  £))dt — d? ^ +  dt +  $ (x , £)vedWt +  d?m ,̂

gdje je ve =  — dgsign+ (ue- £). Konacno, nalazeci slabu-* granicnu vrijednost (sign+(ue-  
£)) duZ podniza (oznacenog sa h), dobijamo (4.17) . Na osnovu standardnog postupka 
datog u [20], predstavljenog u dokazu Teoreme 4.2, zakljucujemo da postoji u takvo 
da h(t, x ,£ ) =  sign+(u — £) za jedinstveno entorpijski dopustivo rjesenje u zadatka 
(4.1) , (4.2) . Dakle, imamo osnovne korake dokaza teoreme o egzistenciji. Prije nego je 
dokazemo, potrebna nam je sljedeca jednostavna lema.

Lem a 13. Neka je  E d lu d l^ ^ )) < C , U CC R+ x M . Definišimo

Uln =  { ( t x )  ^ U : E (\un(t, X  Ol) > /}.

Tada
lim supmeas(Un) =  0. (4.71)l^<x n£N

Dokaz. Posto je (E (|un|2)) ograniceno i U CC R+ x M  , takođe vazi da je (E(|un|)) 
ogranicen. Dakle, imamo

sup E(|un(t, x, -)|)dtdx
n£N Q

sup meas(D^),
n€N

sup
1 k N,

|E(un(t, x))|dx >
1

n

>  sup 1dtdx
n N nl

i odakle slijedi (4.36) . □

Prije nego predemo na dokaz teoreme, definisimo operator trunkacije [21]

Tn (z)
+  |z| < N
N, z > N,

— N, z < — N.

Poznato je da ako je niz (un) ogranicen u Lp, p >  1 i niz njegovih trunkacija (TN(un)) 
konvergira u Ljoc za svako N e N, tada i sam niz konvergira u Ljoc ( [21]).

Teorem a 4.2. Za svako u0 € L ^ (M ) postoji jedinstveno dopustivo stohastiško rješenje 
zadatka (4.1) , (4.2) .
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Dokaz. Prvo, dokazimo da je familija (m£) familija uniformno ograničenih funkcionala 
na Lž2oc(U; C0([0,T ] x M  x [—R, R])) za proizvoljno R >  0. Uzimamo test funkciju 
p G C,?([0,T] x M  x [— R, R]) i koristimo je u (4.70) . Dobijamo

( sign+ (us — O dtV — sign+(u£ -  £)) f/(x  £) ■ V gp) dtdxd£
[Q,T]xMx[-R,R]

$ 2(x,£)
e(sign+(U£ -  C))A fl ̂ dtdxdC -  d? + ( t  X ,C ̂  ̂ dV£

[Q,T] xMx [-R,R] [Q,T]xMx[-R,R]

<p(t, X, C)$(x, £)dv£dWtdx =  -  d?p(t, x, £)dm£

dv£dtdx

[Q,T]xMx [—R,R] [Q,T]xMx [—R,R]

Kvadriranjem dobijenog izraza, korisčenjem osnovne Young-ove nejednakosti (koju ponekad 
nazivaju i nejdnakoSču Peter-Paul) i Ito-ovu izometriju, dobijamo

E
[Q,T]xMx[—R,R]

d?p(t, x,£)dm,£|2j  < 5^E(|
’ [Q,T]xMx [—R,R]

|dt<^|dtdxd£|

+  E |f/(x,£) ’ Vg ̂ |dtdxd£| +  Eg+ |dtdxd  ̂ i e  e|Ag^|dtdxd£|
'[Q,T]xMx[—R,R] [Q,T]xMx [—R,R]

/i f  + 2(x  £) i2̂+  E | sup d^p(t, x ,£ ) dtdx^
V tcl  r ;S€[—R,R] [Q,T]xM 2

+  E  ̂ suP 1 x ,£  ).
V S€[—R,R] [Q,T] M

2

2

Zatim biramo J^R p(t,x,n)dn  za fiksirano p G C2([0,T] x M ; C 2([-R , R])) i dobi- 
jamo da je familija (m£) familija ograničenih funkcionala na Bochner-ovom prostoru 
Lž2oc(U; C2([0,T] x M  x [—R, R])). Posto su m£ nenegativne, na osnovu Schwartz-ove 
leme o nenegativnim distribucijama, znamo da je m ogranicena Lž2oc(U; C 2([0, T ] x M  x 
[—R, R])). Fiksirajuci K  CC M , znamo da su (m£) ograniceni funkcionali na Bochner- 
ovom prostoru L2(U; CQ([0,T] x K  x [—R, R])) pa zato i na L]w*(U; CQ([0,T] x K  x 
[—R, R])). Koristeci Kantor-ovu proceduru dijagonalizacije, zakljucujemo da postoji 
podniz (mn)neN of (m£) koji slabo konvergira ka m.

Sada, moramo na î ocjene za u£. Procedura je u srzi ista kao procedura dobijanja 
ocjena za (m£). Zaista, u (4.60) izaberimo entropiju d(z) =  z2 i integralimo na [0,T] x 
M . Dobijamo

u2(T x)dY(x)
M

u2(T x)dY(x)
M

(4.72)
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T T
< $ 2(x, u£)d y (x)dt +  2$ (x ,u e)ued7 (x)dW

0 M 0 M

gdje smo koristili kompaktnost mnogostrukosti M  sto nam daje

— divg 6'(v)f(x , v)dv^jdY (x) =  0 i A g ued7 (x) =  0.
M M

Sada, prebacimo f M u0(T, x )d j (x) na desnu stranu jednakosti, kvadrirajmo obje strane 
dobijenog izraza i iskoristimo Ito-ovu isometriju u posljednjem koraku kako bi dobili

E

2E

M
f  f  T

( / /

u^T^ x)dY(x) — uo(T  x)dY(x) | | <
M

(4.73)

\
$ 2(x ,ue)dY(x)dt  ̂ +  | 2 $ (x ,ue)ued j (x) ) dt

0 M /

2

2 2T

Odavde, koristeCi pretpostavljena ograniCenja funkcije $, zakljuCujemo da je oCekivana 
vrijednost L2(M )-norme niza (ue(T, ■)) ograniCena t.j., nakon integracije svega nad 
skupom T e [0,t], t > 0, zakljuCujemo da je oCekivana vrijednost L2([0,t] x M )-norme 
niza (ue) takode ograniCena.

OznaCimo sa h slabu-x graniCnu vrijednost u L ^([0 ,T ] x M  x R  x 0) duz nekog 
podniza familije (he) =  sign+(ue — A). Ona zadovoljava (4.17) kao i Definidju 45. 
Dakle, ona je jednistveno kinetiCko rjesenje zadatka (4.1) , (4.2) . Na osnovu PosljediCe 
4.2, ona je oblika h =  sign+ (u — £). KonaCno, treba dokazati da je ispunjen i drugi 
uslov DefiniCije 44. On slijedi iz CinjeniCe da

sign+(ue(t,x) — A) ^  sign+(u(t,x) — A), e ^  0, 

odakle, posto vazi sign(z) =  sign+(z) — (1 — sign+(z)), takođe slijedi 

sign(ue(t,x) — A) ^  sign(u(t,x) — A), e ^  0.LTC —*

Fiksirajmo N >  0 i pomnozimo ovaj izraz prvo sa karakteristiCnom funkCijom in- 
tervala (—N, N ) oznaCenom sa X(—n,n)(A) a zatim sa Ax (—n,n)(A). Dobijamo da za
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operator trunkacije TN vazi:

Tn (ue) ^  Tn (u) kada £ ^  0

(u2 — N 2)XK|<N =  TN(ue)2 — N<2 ^  (ui — N 2)XM<N =  TN(u)2 — N<2 kada £ ^  0.

(4.74)

Sada, posmatrajmo fiksiranu nenegativnu test funkciju 0 G Cc([0,T] x M ). Vazi 

E (  J  0 (t ,x )(Tn (ue) -  Tn (u ))2dtd7 (x )j
[0,T]xM

=  e (  J  0(t, x )[Tn (ue)2 -  Tn (u)2
[0,T]xM

+  2Tn (u)(Tn (u) — Tn (ue))]dtd+ (x )j ^  0

na osnovu (4.74) . Odavde, zakljuCujemo da oCekivanja trunkacije (TN(ue)) niza (ue) 
jako konvergiraju u Lž2oc([0,T] x M ) ka E(TN(u)) =  E(uN).

Odavde, mozemo izvesti zakljuCke o konvergenciji (E(|ue — u|2). Prvo, dokazujemo 
da dobijeni niz (uN) jako konvergira u Ljoc([0,T ] x M ) kada N ^  x>.

Zato, neka je U CC [0,T] x M . vazi

limsup E(|TZ(u„) — u„|li(u}) ^  0 . (4.75)
1 n

Oznacimo sa
Un =  {(t, x ) G U : E (un(t, x , ■)) > /}.

Posto je (E(llumiL^U))) ogranicen, imamo

E ^J |un — Tz(un)|dtdx) < E ^ J  ̂ |un|dtdx) < meas(un)1/2 E(|un|L2([o,t]xm)) ^  0 

uniformno u odnosu na n po (4.36) . Dakle, (4.75) je dokazana.

Dalje, imamo

E(|ul1 — ul2 Hl!(U)  ̂ < E(|ul1 — T11 (unfĉ  11L1 (U) +  llTC (unfĉ  — unfc ||l!(U)) 

+  E( 1T12 (unfĉ  — unfc ||L1 (U) +  |E ) 2 (unfĉ  — ^ 2 Hl1̂ ))
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sto zajedno sa (4.75) implicira da je (ul) Cauchy-jev niz u odnosu na ocekivanje L1- 
norme. Dakle, postoji mjerljiva funkcija u takva da

E (||uz — u\\Li(u)) ^  0 as l ^  <x>. (4.76)

Sada, nije teSko vidjeti da Citav (unk) konvergira ka u u istoj normi. Naime, vazi

E (|| unk — u llLSU)) < E(|l unk Tl (unk ̂ IIl1 (U )H

+ E (|Ti(unk ) — ^IUpU^ +  E (|ul — u||l1(U))

Sto po definiciji funkcija ul, i konvergencije (4.75) i (4.76) implicira naSe tvrdenje. 
StaviSe, poSto je un ogranicen u ocekivanju L2-normi, i funkcija u mora biti takva. □
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