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Izvod 1z teze

U ovom radu se razmatraju osobine kvazikonformnih i harmonijskih preslikavanja
iz jedini¢ne lopte B C R™ u prostornu oblast sa granicom odredene glatkosti.

Dobijeni su potvrdni odgovori na pitanje Lipschitz neprekidnosti u slucaju
kada prostorna oblast ima granicu glatkosti CY®, za neko o € (0,1), i na pi-
tanje uniformne Holder neprekidnosti kada oblast ima granicu glatkosti C'*. Do-
datno, Lipschitz neprekidnost je dokazana i u slucaju kada se uslov da je preslika-
vanje harmonijsko zamijeni sa uslovom da Laplasijan funkcije pripada prostoru
LP(B,R"™), za p > n.

Znacajnu ulogu u dokazivanju ovih rezultata ima i Hardy-Littlewood teo-
rema, koja je u ovom radu uopstena za harmonijske funkcije u jedini¢noj lopti B
prostora R™. Teorema daje vezu izmedu koeficijenta p-Holder neprekidnosti na
sferi u odnosu na tacku n € S harmonijske funkcije u = u(x), tj.

[u(€) — um)|

cesern  NIE—nl* 7

1 vrijednosti

sup [ Vu(a)[|(1 = [lz])'=*.
x€[0,n)



Abstract

In this thesis, we consider the properties of quasiconformal and harmonic map-
pings from the unit ball B C R™ to a spatial domain with boundary of a certain
smoothness.

An affirmative answer to the question of Lipschitz continuity is obtained in
the case of spatial domains with C'® boundary, for some o € (0,1), and on
the question of uniform Hélder continuity when the image is a domain with C*
boundary. Additionally, Lipschitz continuity is also proven in the case when the
condition that the mapping is harmonic is replaced with the condition that the
Laplacian of the function belongs to the space LP(B,R"), for p > n.

A significant role in proving these results plays the Hardy-Littlewood theo-
rem, which in this thesis is generalized for harmonic functions in the unit ball
B of R™. The theorem gives the connection between the coefficient of pu-Holder
continuity on sphere at 7 € S of the harmonic function u = u(x), i.e.

sup [[(§) — u(n)||
cesern  NE—nl*

and of the value

sup [ Vu(a)[|(1 = [lz])'=*.
x€[0,n)
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Predgovor

Istorija razvoja kvazikonformnih preslikavanja

Kvazikonformna preslikavanja se izucavaju od prve polovine proslog vijeka.
Prvi put potreba za odredivanjem kvazikonformnog preslikavanja se pojavljuje
krajem 1920tih u radovima njemackog matematicara Herberta Grotzscha, koji
je, u nedostatku konformnog preslikavanja izmedu kvadrata i pravougaonika koje
tjemena kvadrata slika u tjemena pravougaonika, potrazio primjer funkcije koja je
"najblize” konformnom preslikavanju, tako sto je uveo mjeru odstupanja funkcije
od konformnog preslikavanja. Desetak godina kasnije, ova oblast je privukla
paznju velikog broja istaknutih matematicara: dobitnika Fieldsove medalje L.
Ahlforsa (koji je kasnije i uveo termin "kvazikonformno preslikavanje”), O. Te-
ichmiillera, M.A. Lavrentjeva, L. Bersa, itd., koji su u svojim radovima primijeni-
vali rezultate teorije kvazikonformnih preslikavanja u problemima iz kompleksne
analize i topologije, ali 1 razmatrali moguénost uvodenja kvazikonformnih pres-
likavanja i izmedu Riemannovih povrsi i u visedimenzionom prostoru.

Dakle, teorija kvazikonformnih preslikavanja je nastala u ravni i u uskoj je vezi

sa teorijom konformnih preslikavanja jedne kompleksne promjenljive, odnosno
moze se rec¢i da ona predstavlja odgovor na pitanje koliko je svojstvo analiticnosti
bitno i koliko se moze oslabiti u raznim teoremama. lako je, kao sto je receno,
ve¢ od pocetka bilo pokusaja da se teorija prosiri 1 na visedimenzioni slucaj, to je
naislo na probleme sto zbog nacina na koji su se tada definisala kvazikonformna
preslikavanja, sto i zbog manjkosti konformnih preslikavanja u prostoru. Naime,
J. Liouville je 1851. godine dokazao (pod nekim jacim uslovom glatkosti, koji je
kasnije eliminisan) da jedina konformna preslikavanja u prostoru R™, n > 3, su
restrikcije grupe transformacija koju generisu translacije, homotetije, rotacije i
inverzije oko sfere, odnosno takozvane Md&biusove transformacije (u ravni, pod-
sje¢amo, Mobiusove transformacije su pravi podskup konformnih preslikavanja).
To je istovremeno bio i razlog da se klasi kvazikonformnih preslikavanja u pros-
toru daje veéi znacaj, jer se konformna preslikavanja ne mogu generalizovati
direktno na prostor dimenzije n > 3.
Za sistemski pristup toj tematici u visedimenzionom prostoru se c¢ekalo na po-
javljivanje modula krivih (ekstremnih duzina). Metod ekstremnih duzina je brzo
postao Siroko upotrijebljen i koristan alat u izucavanju geometrijskih svojstva
kvazikonformnih preslikavanja u ravni i prostoru. Prvo je izu¢avan od Ahlforsa i
Beurlinga (vidjeti [2]), a onda prosiren u veée dimenzije od strane Fugledea [14].
Par godina kasnije F.W Gehring i J. Viisala u radovima [16-18| preko metoda
modula krivih ustanovili su geometrijski pristup klasi kvazikonformnih preslika-
vanja. Dokazom ekvivalencije izmedu geometrijske definicije i metricke definicije
(vidjeti [1%8,60]) omoguéen je nagli razvoj ove oblasti.
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Treba re¢i da se kvazikonformna preslikavanja pojavljuju u neocekivane nacine
1 u drugim oblastima matematika i fizike, kao u harmonijskoj analizi, dinamici,
singularnim integralima, diferencijalnim jednacinama, u geometriji, topologiji

itd.

Pregled istrazivanja i ciljevi disertacije

Imajuéi u vidu da analiticka preslikavanja u ravni su i harmonijska, fin-
ski matematicar O. Martio je prvi izucavao kvazikonformna harmonijska pres-
likavanja kao generalizaciju analitickih preslikavanja u ravni. Od tada prob-
lem Holder i Lipschitz neprekidnosti kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja
izmedu oblasti u ravni sa unaprijed zadatim svojstvima izazvao je veliko intereso-
vanje matematicara.

Bitan trenutak u intenzitetu razvoja ove oblasti predstavlja rad M. Pavlovi¢a
[53] iz 2002. godine, gdje je izmedu ostalog dokazano da kvazikonformna har-
monijska preslikavanja iz jedinicnog diska D u sebe su bi-Lipschitz neprekidna.
Nakon toga, niz matematicara (D. Kalaj, K. Astala, M. Mateljevi¢, D. Partyka,
M. Arsenovié¢ i ostali) se posvetio radu na ovoj temi i dobijeni su interesantni
rezultati kroz generalizaciju rezultata na razne oblasti u ravni ili kroz olaksavanje
uslova harmonicnosti funkcije. Zbog opsteg znacaja ali i zbog povezanosti sa cil-
jevima ove disertacije izdvajamo sljedecée rezultate. Kalaj, u radu [29], dokazuje
da kvazikonformno harmonijsko preslikavanje izmedu C'* Jordanovih oblasti je
Lipschitz neprekidno. U slu¢aju da posmatramo oblasti sa C! granicom onda
Lipschitz neprekidnost ne vazi (poznato je da postoji i primjer konformnog pres-
likavanja izmedu oblasti sa C! granicom koje nije Lipschitz neprekidno), ali u
radu [33] je dokazano da vazi Holder neprekidnost sa uniformnim Hélder koefici-
jentom. Za slucaj kada se relaksira uslov harmonicnosti, u radu [39] autori Kalaj
1 E. Saksman dokazuju da kvazikonformno preslikavanje f iz jedinicnog diska u
Jordanovu oblast sa C? granicom, za koje u slabom smislu vazi Af € LP(D, C),
p > 2, je Lipschitz neprekidno. Drugi rezultati u ravni, sa slicnim postavkama
se mogu nadi u radovima [10, 20,30, 31, 34, 36-38,44-16, 48,51, 52] i njihovim
referencama.

Medutim, osjetno manje ima analognih rezultata u prostoru (u R", za n >
3), narocito zbog nedostatka tehnika iz kompleksne analize (svako harmonijsko
preslikavanje u ravni se moze napisati kao zbir analiticke i antianaliticke funkcije).
Neki interesantni rezultati se mogu naéi u radovima [5,6,9, 32,35, 41,47, 49].
U [32] je kao posljedica sireg tvrdenja dokazano da kvazikonformno harmonijsko
preslikavanje iz B u prostornu oblast sa C? granicom je Lipschitz neprekidno. I
u radu [6] je, drugim pristupom, dobijen isti rezultat i dati su dovoljni uslovi za
bi-Lipschitz neprekidnost.

Cilj ove disertacije je uopstavanje rezultata iz ravni u prostor R", a u nekim
slucajevima i poboljsanje postojec¢ih oslabljenjem uslova glatkosti na granici slike.
Konkretno zelimo generalizovati na prostor pomenuti rezultat [29], poboljsavajudi
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navedene posljedice iz rezultata radova [6, 32| u smislu glatkosti slike - dovoljno
je da slika ima CY® granicu. U vezi sa oslabljenjem uslova harmoni¢nosti zelimo
pokazati da se tvrdenje iz rada [39] moze uopsiti u prostoru za funkcije ¢iji
Laplasijan u slabom smislu pripada prostoru L?(B), p > n, uz to sto je dovoljno
da granica bude C'* glatkosti. Ovo posljednje poboljsava i rezultat iz rada [41].
Takode, razmatra¢emo generalizaciju za prostor rezultata iz rada [33].

Struktura disertacije

Rad se sastoji od tri glave, sadrzi 12 slika, spisak specijalnih oznaka i spisak
literature od 55 bibliografskih jedinica.

Prve dvije glave imaju uvodni karakter i sadrze poznate rezultate, koji su
u nekoj mjeri prikazani na original nacin, zbog modifikacija koje se odnose na
potrebe nasih razmatranja.

Glava 1 je posvetena rjesenju Dirichletovog problema za loptu B i odgo-
varaju¢eg nehomogenog Dirichletovog problema za loptu, odnosno Poissonove
parcijalne diferencijalne jednacine u slabom smislu. Teme su obradene u toku
koji odgovara slozenosti problema, ali i imajué¢i u vidu potrebne matematicke
sastojke za glavu 3. Tako, prvo su uvedena harmonijska preslikavanja, zatim
dokazana je Greenova reprezentacija za funkcije u € C?(B) i poslije razmatran
(nehomogeni) Dirichletov problem za loptu (u slabom smislu).

U glavi 2 je izlozen pregled osnovnih pojmova iz teorije kvazikonformnih pres-
likavanja u prostoru. Najprije je dat geometrijski pristup kroz formulaciju pojma
modula krivih, a onda i analiticki pristup, uz dokaz nekih osnovnih svojstva i uz
neke prikladne primjere za tu definiciju. U drugom dijelu glave, data je prednost
geometrijskom pristupu. Naime, izucavajuc¢i detaljnije modul krivih, utvrdeci
njegova svojstva i posmatrajuci neke ekstremalne familije krivih (familiju krivih
koje spajaju komponente povezanosti Grotzschovog, odnosno, Teichmillerovog
prstena) dat je dokaz Morijeve teoreme za kvazikonformna preslikavanja iz B u
sebe.

Glava 3 je najbitniji dio rada. U njoj su predstavljeni autorski rezultati
istrazivanja, odnosno dokazi hipoteza doktorske disertacije. Uopstena je Hardy-
Littlewood teorema i za prostor, kroz dvije razlicite verzije. U slucaju kada
je slika prostorna oblast sa C'® granicom, dokazana je Lipschitz neprekidnost
1 kada posmatramo kvazikonformna preslikavanja koja su harmonijska, i kada
uslov harmonicnosti (da je Laplasijan jednak nula), zamijenimo uslovom da je
Laplasijan iz LP prostora. U sluc¢aju kada kodomen je prostorna oblast sa C'!
granicom, ukazali smo na primjere zbog kojih ne vazi Lipschitz neprekidnost i
dokazali Holder neprekidnost sa uniformnim koeficijentom za tu familiju preslika-
vanja. Rezultati ove glave se zasnivaju na autorske radove [23,24] i rezultatima
koji su izlagani na 12. Simpozijumu ”Mathematics and Applications” 2022, u
Beogradu.
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Spisak specijalnih oznaka

— skup prirodnih brojeva.
n - dimenzija Euklidskog prostora R" = {(x1,...,x,),z; € R}.
Sva razmatranja ”zive” u ovom prostoru, osim ako

drugacije bude naglaseno.

€1,...,€n — standardna baza u R". Na primjer e; = (1,0,...,0).
B - jedini¢na lopta u R", sa centrom u 0.

S - jedinicna sfera u R", sa centrom u 0.

B(xg,r) - lopta sa centrom u xg € R", poluprecnika r > 0.
S(xo,r) - sfera sa centrom u xy € R", poluprecnika r > 0.

R" - kompaktifikacija jednom tackom skupa R"™, tj. skup R" U {o0}.
0A — granica skupa A C R".
A — zatvorenje skupa A C R

ap - zapremina jedini¢ne lopte B, «,, = o , I(x) = /tr_le‘tdt.
nl'(3)
0
Dju — Dju — 88—;
Dj;u - Djju = 8:?,2; Specijalno, D2 giu
oy,
Dy — D%y = m, gdje je a = (ay,. . i|a| = Za]
J(x, f) - Jakobijan funkcije f u tacki x.
c(Q) (C(Q) - skup neprekidnih funkcija u Q (Q).
C*(Q) — skup funkcija @ji su svi izvodi do k-tog reda (k € N ili k = oo)
neprekidne funkcije u €Q.
C*(Q) — skup funkcija iz C*(Q), ¢iji svi izvodi do k-tog reda imaju
neprekidno produzenje u €.
CH () - skup funkcija iz C*(Q) sa kompaktnim nosacem u .
C=0C(,...,-) — konstanta koja zavisi samo od vrijednosti u zagradi i koja moze

mijenjati svoju vrijednost od reda do reda.

Ostale oznake bi¢e pojasnjene na mjestu koris¢enja.



Glava 1

Laplaceova i Poissonova jednacina

Laplaceova i Poissonova parcijalna diferencijalna jednacina su klasi¢ni prototipovi
linearnih eliptickih jednacina. Sekcije 1.1 1 1.3 ¢ine cjelinu u tematskom smislu i
posvecene su harmonijskim funkcijama -rjesenjima Laplaceove jednacine, i Dirich-
letovom problemu za loptu. Sekcija 1.2 moze sluziti kao dodatni i motivacioni
materijal za Dirichletov problem, ali i kao pomo¢ni materijal za Sekciju 1.4, gdje
izu¢avamo Poissonovu (nehomogenu Laplaceovu) jednacinu.

1.1 Harmonijske funkcije

Harmonijske funkcije igraju znacajnu ulogu u raznim oblastima matematike i
fizike. Termin ”harmonijska” potice iz harmonijskog kretanja tacke na zategnu-
toj zici. Ovo kretanje se moze predstaviti preko funkcija sinusa i kosinusa, koje
se u ovom kontekstu nazivaju harmonicima. U visedimenzionim prostorima,
takvo predstavljanje na sferi je moguce ostvariti preko ”sferi¢cnih harmonika” -
homogenih polinoma sa nultim Laplasijanom. Otuda koris¢enje termina ”har-
monijska” za sve funkcije sa Laplasijanom jednakim nula.

U ovoj sekciji dajemo njihovu definiciju i primjere, i izu¢avamo njihova os-
novna svojstva, koje u ravni naslijeduju iz analognih svojstava analitickih funkcija.
Svi rezultati ove sekcije su zasnovani na knjigama [7] i [22].

1.1.1 Definicija i primjeri

Kroz ovaj rad harmonijske funkcije ¢e se uglavnom pojaviti kao funkcije defin-
isane na jedinicnoj lopti B u R™. Medutim, kako vec¢ina njihovih osobina vazi
1 za druge skupove, posmatra¢emo ih kao funkcije koje su definisane na oblasti
(otvorenom i povezanom skupu) €2 C R™. U slucaju da se posmatra harmonijska
funkcija na nekom proizvoljnom zatvorenom skupu, onda ¢e to podrazumijevati
da je funkcija harmonijska u nekoj otvorenoj okolini tog skupa.
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Definicija 1.1. Neka je u : Q@ C R™ — R dva puta neprekidno diferencijabilna
funkcipa. Za u kazemo da je harmoniyska funkcija ako zadovoljava Laplaceovu
parcyalnu diferencijalnu jednacinu

Au = Diu+ ...+ Diu=0. (1.1)

Primijetimo da u jednodimenzionom slucaju jedine harmonijske funkcije su
prave, tj. u(x) = ax +b, za a,b € R.

U prostoru R? =2 C harmonijske funkcije u nekoj prostopovezanoj oblasti' se
pojavljuju (iskljucivo) kao realni i imaginarni dio analitickih funkcija. Na prim-

jer®: u(x,y) = RN(z?) = 2° — y?, v = $(2?) = 2y su harmonijske funkcije
u oblasti Q = R? analiticka funkcija ze* ”proizvodi” harmonijske funkcije

u(x,y) =e* (a: cosy — xsin(y)) iv(x,y) =e" (y cosy + xsin(y)), itd.

Za R? funkcija w(zy, 20, 73) = 23 + 23 — 222 je primjer jedne harmonijske
funkcije. Jasno je da u viSsedimenzionim prostorima harmonijske funkcije ¢ine
siru klasu u odnosu na jednodimenzioni slucaj. U prilog tome idu i zapazanja
koja slijede.

Linearnost operatora A u prostoru C?(Q2) povlaci da je zbir harmonijskih
funkcija, kao i proizvod skalara sa harmonijskom funkcijom takode harmonijska
funkcija. Dalje, primijetimo da za a € R™ i u(x) = u(x — a) vazi relacija

Au(x) = Au(x — a), (1.2)
kao i da za r € R\{0} i u,(x) = u(rz) vazi

Au,(z) = r*Au(rz). (1.3)

Posljednje dvije relacije povlace sljedeca tvrdenja, na osnovu kojih mozemo
generisati nove primjere harmonijskih funkcija:

e Translacija harmonijske funkcije je harmonijska funkciya:
Ako je u : 2 C R™ — R harmonijska funkcija, tada je @ harmonijska
funkcija na skupu Q +a = {xr +a:x € Q}.

e Dilatacyya harmoniske funkcije je harmonyska funkcija:
Ako je u : © € R™ — R harmonijska funkcija, tada je u, harmonijska
funkcija na skupu 1Q = {1z : x € Q}.

Stavise, moze se pokazati da vazi A(uoT) = (Au)o T, zau € C*(Q) i T
ortogonalno preslikavanje, §to povlaci da je u o T harmonijska u T-1(Q) (vidjeti
[7, str.3]). Dakle, rotacija harmonijske funkcije je harmonijska funkcija. Zbog

1Za oblast Q C R? = C kazemo da je prostopovezana ako je njena granica povezan skup u
C.
2U sluéaju n = 2 za argumente funkcije koristimo prirodnije oznake z i y, umjesto z; i o
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navedenog slijedi da je prirodno da se traze radijalna rjesenja, tj. rjeSenja oblika

u(z) = v(r), gdje je r = ||z|]| = V22 + ... +22. Odredimo v tako da Au = 0.
Kako je

x,
Djr = S(af+ .. +ah) 220, = 2,
r
to je
x,
Dju='(r)-2,
r
1 slicno
2 2 2
xr“ 1 —1x; xs 1 xs
D2u=v""ZL+(r) | -+x,—=2L) ="MNL+0r)(---2
]1’ ()7’2+() 7"+J7”27" ()7’2+()')" ')"3 )

za j = 1,n. Prema tome,

? —1
Au=1"(r) +'(r) (E—T—> v”(r)+v’(r)(n ) = 0.
Rjesavanjem date jednacine dobijamo da je

alog(r)+b, n=2,
v(r) = {

na_2 +0b, n >3,
T
odnosno
alog(llx[]) +b, n =2,
u(x) = %H) N3 (1.4)
|||

gdje su a,b proizvoljne realne konstante. Navedene funkcije su harmonijske u
oblasti R"\{0}, n > 2, i bi¢e znacajne u razmatranjima koja slijede.

Ovu subsekciju zavrsavamo sa prirodnom definicijom harmonijske vektorske
funkcije.
Definicija 1.2. Neka je f : Q@ € R* — R™, [ = (f1,...,[m), dva puta

neprekidno diferencijabilna funkcya. Tada za f kaZemo da je harmonijska ako
su sve realno vryednosne funkcige f; : Q@ C R* = R, j = 1, m, harmonijske.

1.1.2 Teoreme o srednjim vrijednostima za harmonijske
funkcije

U vezi sa harmonijskim preslikavanjima od opste koristi su takozvani Greenovi
identiteti, jer se preko njih nalazi integralna veza izmedu funkcije, Laplasijana i
gradijenta. Kao pocetno polaziste sluzi¢e nam dobro poznata teorema o diver-
genciji u R™
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Neka je Q@ C R™ ogranicen otvoren skup sa glatkom granicom 1 w= (wy, ..., ay)
glatko vektorsko polje u okolini Q. Tada vazi

/divwd\// (w,n)ds, (1.5)
Ja 80

gdje je divw = Dyw + ... + D,w, n je spoljasnji vektor normale na 0. a ds je
(n — 1) dimenziont povrsinski element u OS).

Napominjemo da teorema za takozvane regularne oblasti, kao sto je lopta, vazi i
pod slabijim uslovima glatkosti za vektorsko polje (vidjeti [12, Sekcije 4.3 1 4.10]).

Primijetimo da uzimajuéi w = uVv imamo da je

divw = Dy (uDv) + ... + D, (uD,v)
= DyuDyv + qu'U + ...+ DyuD,v + quL'U
= ulv + (Vu, Vo),

odakle slijedi poznati Prvi Greenov identitet

/uAvdV+/<Vu, Vu)dV = /anvds, (1.6)

Q Q o0N

gdje je Dyv(€) := (Vo(€),n(§)). Zamijenjujuéi mjesta funkcijama u i v, i oduz-
imajuéi od (1.6) odgovarajuéi identitet, dobijamo takozvani Drugi Greenov
identitet

/(uAv — vAu)dV = / (uDpv — vDyu) ds, (1.7)
Q 0

za u,v € C?(Q). Specijalno, ako je u i harmonijska funkcija, uzimajué v = 1 iz
(1.6) slijedi

/(Vu,n)ds = /Dnuds =0. (1.8)
99

oN

Dokazujemo sada teoremu o srednjim vrijednostima. Formulisaéemo je i
dokazati za slucaj jedinicne lopte B, a posljedicno pokazati da tvrdenje vazi
za proizvoljnu loptu B(a,r), a € R",r > 0.

Teorema 1.3. Neka je u harmonijska funkcija u B. Tada je
u0) = [ u(€do (@), (19)
S

gdje je o normalizovana® mjera na jedinicnoj sferi S.

3Tako da je p,(S) = 1.
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Dokaz. Neka je ¢ > 0. Posmatramo oblast Q@ = {x € R : ¢ < |z| < 1}
i harmonijsku funkciju v(z) = |z||*=" iz (1.4), za n > 2. Skup Q je izabran
na ovaj nacin kako bismo obezbjedili da je funkcija v harmonijska u Q. Zbog
toga lijeva strana Drugog Greenovog identiteta (1.7) je jednaka nuli. Sto se tice
desne strane (1.7) primijetimo da u nasem slucaju granica skupa €2 se sastoji od
dvije sfere: od jedinicne sfere S koja je orjentisana spoljasnjim normalama i od
sfere €S := S(0,¢), poluprecnika ¢, koja je orjentisana unutrasnjim normalama
(spoljasnjost skupa ). Dalje, imamo da je v|s = 11 v|es = ¢27™. Jednostavnim
racunom dobijamo da je Vu(x) = (2 — n)|jz|| "z, pa posljedi¢cno Vu(r)|s =
(2—n)x i Vvl = (2—n)e "x. Kako je orjentisani jedini¢ni vektor normale n u

tacki x sfere S jednak x, a sfere €S jednak —%, na osnovu (1.7) imamo sljedece
jednakosti
0~ [uonz-meo-1- <Vu(§>,§>} 4s(6)
/ 2 —n)e "¢ - \ — /Vu > ds(&)
B €/
€S
= (2—mn) [uw()ds(&) — [ (Vu(§), §)ds(S)
! !
—(2—=n)'" w(€)ds(E) — € /Vu ——S ds(&
Jromam ]

Na osnovu (1.8), drugi i ¢etvrti integral su jednaki nuli pa vazi

fuds = ‘/uds = g (eS)u(eg,),

S €S

za neko & € S, na osnovu teoreme o srednjim vrijednostima integrala. Kako je
=g (eS) = g (S)4, to prethodna jednakost postaje

j W(E)do(€) = ulct.).

S

Pustajuéi e — 0, kako je funkcija u neprekidna u tacki x = 0, desna strana
jednakosti tezi ka u(0), sto je trebalo dokazati.

U slucaju n = 2 za funkciju v treba uzeti radijalnu funkciju u(x) = log ||z iz
(1.4). O

4Povrsinski element sfere polupreénika » u R™ je jednak

™l sin™ 2 () sin™ (o) - - -sin(¢p_o)dpideps - - - dp_1.
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Navedena teorema se moze jednostavno uopstiti i na harmonijske funkcije u
na B(a,r), posmatrajué u (1.9) funkciju @(z) = u(a + rz) : B — R koja se
dobija kao translacija i dilatacija harmonijske funkcije, pa je harmonijska na B,
na osnovu (1.2) 1 (1.3).

Posljedica 1.4. Neka je u harmonijska funkcija v B(a,r). Tada je

(o) = [ ula+ r€)do(c).
s
Dajemo sada i osobinu srednje vrijednosti harmonijskih funkcija i u odnosu

na zapreminski integral po B. Za dokaz nam je potrebno prethodno tvrdenje i
smjena promjenljivih preko sfernih koordinata (vidjeti [56, Glava 8, Zadatak 6]:

o

/. f(x)dxnanfr"_l /f(x0+r§)da(§)dr, (1.10)
, S

B(xo,p) 0
gdje je a,, oznaka koju ¢emo kroz rad koristiti za zapreminu jedinicne lopte B.

Teorema 1.5. Neka je u harmonijska u B. Tada

Dokaz. Na osnovu (1.10) i Teoreme 1.3 o srednjim vrijednostima jednostavno
dobijamo

1 1

- [uterde=n [ [urdo@ar = [ uo)ar ~ u(o)

B 0 s 0
O

Sliéno kao ranije mozemo teoremu uopsiti i na harmonijske funkcije na B(a, 7).
Koriste¢i smjenu promjenljivih a + rx = y i ¢injenicu da V(B(a,r)) = r"a,,
proizilazi sljedece tvrdenje.

Posljedica 1.6. Neka je u harmonijska v B(a,r). Tada

| .
u(a) :m / u(x)de.



GLAvA 1. LAPLACEOVA I POISSONOVA JEDNACINA

1.1.3 Princip maksimuma za harmonijske funkcije

Bitna posljedica teoreme o srednjim vrijednostima je princip maksimuma za har-
monijske funkcije. Ispostavlja se da u oblasti 2 harmonijska funkcija u dostize
maksimum 1 minimum u unutrasnjosti jedino u slucaju konstantnih funkcija.

Teorema 1.7. Neka je ) oblast, u realna harmonijska funkcija u Q) koja dostize
maksimum (minimum) u Q. Tada je u konstantna.

Dokaz. Pretpostavimo da u dostize maksimum M € R u unutrasnjoj tacki
oblasti Q2. Neka je A = {zx € Q : u(xr) = M}. Dokazatemo da je A otvoren
i zatvoren, §to povlaci da je A = Q zbog povezanosti skupa Q°.

Zatvorenost skupa A slijedi iz ¢injenice da je A inverzna slika jednoclanog skupa
{M} pri neprekidnom preslikavanju u.

Dokazujemo da je A otvoren u Q. Neka jea € Air > 0, td. Bla,r) C Q.
Ako bi u nekoj tacki x € B(a,r), vazilo u(x) < M, tada bi na osnovu neprekid-
nosti funkcije u 1 Posljedice 1.6 o srednjim vrijednostima harmonijskih funkcija
slijedilo da vazi

u(a) = W / u(x)dr < M,

B(a,r)

sto nije moguce. Dakle, u nekoj maloj okolini tacke a funkcija u uzima konstantnu
vrijednost M, sto povlaci da je B(a,r) C A. Dakle, A je otvoren u 2. Konacno
A=Q pajeu=Mu.

Analogno i za minimum, ili koriste¢i funkciju —u i dokazano tvrdenje za slucaj
maksimuma. 0

U slucaju da je harmonijska funkcija u i neprekidna na zatvorenju ogranicenog
skupa (2, tada se, na osnovu poznate Weierstrassove teoreme, globalni ekstremumi
dostizu u nekoj tacki skupa Q. Na osnovu prethodne teoreme zakljucujemo da
za nekonstantne harmonijske funkcije ta tacka se nalazi na granici.

Posljedica 1.8. Neka je Q ogranicena oblast, u neprekidna funkcija na ﬁ_i
harmonijska u Q. Tada funkcija uw svoju najvecu i najmanju vrijednost na 2
dostize na granict, t).

max u = maxu, mmwu = min u.
Q o0 a Ely)

Prethodno tvrdenje je narocito vazno zbog toga sto povlaci da u ogranicenoj
zatvorenoj oblasti harmonijska funkcija je odredena vrijednostima na granici.
Naime, ako postoje dvije harmonijske funkcije v i v, td. © = v na 9, tada je
u — v harmonijska funkcija koja se anulira na granici, sto na osnovu Posljedice
1.8 znaci da je 0 <u—v < 0u 2, odnosno u = v.

5Skup € je povezan ako i samo ako jedini otvoreni i zatvoreni skupovi u Q su Qi @.

7
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Primjedba 1.9. Primyetimo da uslov povezanosti u Posledici 1.8 nije neopho-
dan, jer se teorema moze primijeniti nad odgovarajucim komponentama povezanosti
skupa Q. Takode, postoje modifikovane verzije principa maksimuma i za neogranicene
skupove, ali kako one nijesu znacajne za ovaj rad, necemo ih formulisati. Svakako,
primjer funkcija u(zr) = 0 i v(xr) = xy v Q = {x : ;1 > 0} pokazuje da u
neogranicenoj oblasti harmoniyska funkcija nije odredena vrijednostima na granici.

1.2 Greenova reprezentacija

Materijal koji slijedi nije neophodan, ali sluzice nam kao motivacija i uvod u
sljedec¢u sekciju. Rezultati ove sekcije su zasnovi na materijalima [12, Sekcija
2.2] i [22, Sekeija 2.4].

Posmatramo Dirichletov problem za loptu:

fAu(a:) =0, zeB,

(1.11)
\u©) = f©). ¢es.
Dakle, trazimo harmonijsku funkciju u u B, koja je neprekidna u B, tako da se
na S poklapa sa neprekidnom funkcijom f.
Uporedo, materijal koji slijedi je bitan i za rjesavanje nehomogenovog Dirichletov
problem za loptu:

(1.12)

U naSem radu, usmjereni prema dokazivanju rezultata u glavi 3, izucava¢emo
takozvano slabo rjesenje ovog problema, o ¢cemu ¢emo detaljnije u Sekeiji 1.4.

Cilj nam je da vrijednost funkcije v € C?(B) u proizvoljnoj tacki + € B
predstavimo preko vrijednosti te funkcije na S i preko Laplasijana funkcije u na
B, sto ¢e uopstiti u vise oblika Teoreme o srednjim vrijednostima. Motivisani
pristupom kod Teoreme 1.3, posmatra¢emo takode oblik funkcije iz (1.4), ali
tako Sto ¢emo vrsiti translaciju, odnosno obezbijediti da singularna tacka bude
neka proizvoljna fiksirana tacka x € B, a ne x = 0. Uvodimo normalizovano
fundamentalno resenje Laplaceove jednacine:

1

—logly -l -2,

I'y—x) = 1 1 5 (1.13)
n = 3.

n(2 —n)an [ly — z["*

Jasno, I' je harmonijska funkcija po y za y # x, na osnovu (1.2). Razlog odabira
navedenih konstanti kod funkcije I' bice otkriven kasnije.
Neka je u € C*(B), x € B. Biramo ¢ > 0, tako da B(x,¢) C B. Primijenjujudi
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Drugu Greenovu formulu (1.7) na oblast Q. = B\B(x,¢), za v(y) = ['(y — x)
Imamo

/ (u(y)Ar(y )Ty - x)Au(y))dy
Qe (1.14)
-/ ( W) Dul(E - @) - I — x)DnU(é)>d8(§)-

00,

Kako je I'(y — x) harmonijska u datoj oblasti to je Al'(y — x) = 0. Pustajudi

¢ — 0 dobijamo da lijeva strana tezi ka [ —I'(y —2)Au(y)dy, dok za desnu stranu
B
dokazacemo da vaze sljedece grani¢ne vrijednosti

/ u(&) Dy I'(€ — x)ds(&) — —u(x), (1.15)
S(x‘,e)_
/ —I'(& — ) Dyu(é)ds(€) — 0, (1.16)
S(x,€)”

gdje je S(x,¢) sfera orjentisana unutrasnjim normalama. Na osnovu navedenog,
nalazimo da je

u(x) = / ((€) Dal (€ — ) — T(€ — 2) Duu(€)) ds(€)

“, (1.17)
+ / [y — x)Au(y)dy.
B
Dokaz za (1.15):
Primijetimo da je
1 y—=x
v,y — ) = — 2
naom ||y — x|
kao i da je n(y) = —ﬁ, zay € S(x,€). Zato

Dul'(y — ) = (V,I'(y — @), m)

—1 1 < >
- —T,y—x
nay Jy -z Y Y

-1 1
na [ly — "t

pa je
[ wopare-aase) - — [ s
S(x,e)” S(x,€)”
S [ s

S(x,€)
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B ﬁ;—ws(S(ac,é))U(&) =
= n_a]nﬂs(S)u(&) = —u(&),

za neko & € S(x,¢). Posljednja jednakost sljedi iz poznate veze izmedu za-
premine lopte B i povrsine sfere S: n - a,, = ps(S) (vidjeti [7, Appendix Al].)
Pustajucéi e — 0, iz neprekidnosti funkcije u vidimo da vazi

lim Dul'(€§ — 2)u(§)ds(§) = —u(x),
5(11,6)7

sto je trebalo dokazati.

Dokaz za (1.16):
Koriste¢i Cauchy-Schwarz nejednakost za ocjenu izraza [Dnpu| = [(Vu,n)| i
¢injenicu da je u € C'(B) proizilazi da vazi

/'F@—xﬂ%mamw>s———L—— / L Daue)]ds(e)

nay(n — 2) € — x["—2
S(x,€) S(x,e)”
1
< su YVul(e ‘ ds
< VU [ s
S(z,€)
1 n—1
& C FNOne

n(n — 2)ape™

e — 0, kadae — 0,
n—2

cime je dokaz za (1.16) zavrsen.

Imajuéi u vidu Dirichletov problem (1.11) i nehomogeni Dirichletov problem
(1.12), primijetimo da na desnoj strani relacije (1.17):

u(w) = [ (DI (¢~ 2) = DI — 2)Dyu©)) ds(€)
S
+ [ 1 - nauwy
B
su nam poznate vrijednosti u|s 1 Au|g. Medutim, nije nam poznata vrijednost
Dyuls. Da bismo taj clan izrazili preko poznatih funkcija, potrebno je da se

za x € B konstruise funkcija h,(y), koju nazivamo korektor funkcijom i koja
zadovoljava sljedece uslove:

Ayhx(y) — O) y S B>
he(§) =T(€—2), €5

10
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Koristecéi opet Drugi Greenov identitet, kao sto smo radili za (1.14) osim sto sada
posmatramo €2 = B, izvedemo jednakost

[ (w1800 = o)) )y = [ (€ Dua(€) = Bl D) s

B

sto kombinujuéi sa uslovima za korektor funkciju h,(y) daje

0= /(U(é)Dnhx(é) — (6 — 2) Dau(€))ds(§) + /hx(y)AU(y)d‘y- (1.18)
s B

Oduzimanjem jednacine (1.18) od jednacine (1.17), dobijamo

u(z) = /(DnF(§ — &) = Dyho (§))u(€)ds(§) + /(F(y — ) = ha(y)) Au(y)dy.

S B

Oznacavajuci G(x,y) := I'(y—x)—h.(y), prethodnu relaciju zapisujemo sljede¢om
formulom

/l DnG(x,&)u(§)ds(é) + /G(:v,y)Au(y)dy. (1.19)
s B

Funkciju G(x,y) nazivamo Greenovom funkcijom za loptu B. Ostaje da se odredi
funkcija h,(y) za B.

Fiksiramo = € B. Zbog uslova h,(y) = I'(y — x) za y € S, a kako I'(y — x)
zavisi samo od vrijednosti izraza ||y — x||, transformisacemo taj izraz za ||y| = 1,
kako bismo dobili harmonijsku funkciju po y i tako konstruisali funkciju h,(y).
Jednostavno dobijamo sljedeéi niz jednakosti

ly—zl? = Iyl = 20y, +uw
—J2l? = 20y,
= lelPll* - 200
T 2
el =2 (el 7 > ‘——
al
Wlw o
odnosno
|w—xu=|mw—”|m le ol - (1.20)

Primijetimo da za fiksirano x € B\{0}, tacka E “9 je van jedinicne lopte, pa
funkcija

res 1 1
bt = (lellly - 1) = e (2D

n)an ]2y — e

11
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nema singularitet u B, beskonacno puta je diferencijabilna i harmonijska po y,
kao kompozicija harmonijske funkcije, dilatacije i translacije. Dakle,

1 1 1
Gla,y) = - )
@ —njan \ly— 22 Jal"2ly — 2l

Sada smo u mogucnosti da odredimo i izraz D,G(x,§) iz (1.19) i da tako eksplic-
itno predstavimo funkciju u. Kao sto smo i ranije primijetili, vazi

V=) =
pa je
Vha) = B g
Wzl =
L Py —=
S [
odnosnozay=§£€ S
Vho(§ = — -2

nay [|€—z|"

na osnovu (1.20). Kako je n(§) = ¢, za £ € S, nalazimo da za x € B vazi

G(x,f) = DyI'(§ — ) — Dnhx(f)

1 1
Ry T A el x”,,<llxll €~ ,¢)
! 2 2 2
B m(lléll — (@, &) — g =" + <$«§>) (1.23)
REREEE
na, [|§ — x|
R e

- nag flz =gl

Konacno, iz (1.19),(1.22) i (1.23) imamo Greeenovu reprezentaciju izrazenu for-
mulom

u(xr) = /P(:v,§)u(§)da(§) +]G(:v,y)Au(y)dy, (1.24)

S B

gdje je P: Bx S — R, P(x,§) = l};ﬂg”j takozvano Poissonovo jezgro, a o
normalizovana mjera na sferi S.

Primijetimo da ako je funkcija u 1 harmonijska onda vazi sljede¢a prezentacija

/P(:v,ﬁ)u(ﬁ)da({). (1.25)

e

u(x)

12
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1.3 Dirichletov problem za loptu

Rezultati ove sekcije su klasicni, 1 kao kod prve sekcije baziramo se na pristup
iz [7].
Bavimo se rjesenjem, ve¢ pomenutog, Dirichletovog problema (1.11) za loptu

Au(x) =0, z€B,
w(§) = f(§), €es

zau € C*(B)N C(B).

Relacija (1.25) ne daje odgovor na pitanje egzistencije, ve¢ u slucaju potvrdnog
odgovara daje reprezentaciju trazene harmonijske funkcije u (koja zadovoljava
Greenove identitete), Sto je razlog vise da pokusamo dokazati da sa relacijom
(1.25) je zaista dato rjesenje Dirichletovog zadatka, koje u tom slucaju je jedin-
stveno, zbog navedene reprezentacije. Svakako, jedinistvenost slijediiiz Posljedice
1.8 i komentara koji slijedi poslije nje.

Slijedi jedan jednostavan i koristan rezultat, narocito za razmatranja koja se
ticu Poissonovog jezgra i Greenove funkcije.

Lema 1.10. [Lema o simetriji/ Za nenulte vektore x,y € R™ imamo da je

H Yy H H L a H
— — |ly|lz|| = || — llz]ly]| -
T B

Y
e

Slika 1.1: Lema o simetriji

Dokaz. Dokazujemo jednakost kvadriranih izraza sa jedne i druge strane. Naime,
vazl

) Y 2 2
— = |yl = — ||y||r> =1 =2y, z) + [ly|*[|l=|
<|ly|| [yl

13
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x x
A\~ IIxIIy,m— zlly )

pa je i trazena jednakost ispunjena. O

Definisemo sada Poissonov integral neprekidne funkcije f na S na sljede¢i nacin

Plfl(x) == / P(2,€)f(€)do (€).

Kroz sljedece dvije leme dajemo osnovna svojstva Poissonovog jezgra.

B e

= Te—gr har-

Lema 1.11. Neka je £ € S. Tada je Poissonovo jezgro P(x,§)
monijska funkcija po x u R™\{{}.

Dokaz. Zapisacemo Poissonovo jezgro u obliku proizvoda
P(z,€) = (1= [l2]*) -l = &I~
1 primijeniti formulu
A(uv) = ulAv + 2(Vu, Vv) + vAu.
Primijetimo da za u(z) = 1 — ||z||? vazi
Vu(x) = =2z, Au(x) = —2n;
dok za v(x) = ||lx — &||7" vazi
V() = —nlle — 17" (z - ©),
Azo(z) = n(n+ 2)llz = [T e = €JI* = n?lle - €772
= 2nflz — €[I7" %
Prema tome vazi
A, P(x,€) = (1= |l2|*) - 2nlla — ¢
+2nfle — €T 2] - 22, ) — 20l — €)7"
= 2nflx — €177 (1= [l + 2]l - 2(x, &) — llx — &]J*)
= 2nflx — 17" (L4 flaf® = 2(x, &) — ll2ll* + 2(2,§) = 1) = 0.

Dakle, Poissonovo jezgro P(x,£) je harmonijska funkcija po x, za x # &. d

Lema 1.12. Za Poissonovo jezgro P(x,§) vaze sljedeca svojstva:

a) Za svako n € S 1 svako 6 > 0 vazi

P(x,8)do(§) = 0, kada x —1n, xr € B.
sn{llg—nll>s}

b) [ P(x,§)do(€) =1, za x € B, odnosno P[1](x) = 1.
5

14
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Dokaz.

a) Nekajene Si1d>0. Zax td. ||z —n| < < |&—n| vazi sljedeta ocjena
le = &l1" = flz =n+n—=&1" = (1€ =l = llz =2l)"* = (6 =l = nl)™,

pa je

—l=l* 0
(0 - le =l )

o< [ P <

sa{lle=nll>6}
za x — 1, jer |lz| — [In]| = 1.

b) Slijedi direktno iz relacije (1.25), za u = 1. Dokaza¢emo je i ne koristeci
materijal iz prethodne sekcije (buduéi da funkcija uw u tom slucéaju mora zado-
voljavati uslove glatkosti za Greenove identitete).

Za xr = 0 imamo da je P(0,£) = 1, pa je tvrdenje ocigledno tacno.

Neka je x € B\{0}. Primijetimo da na osnovu leme simetrije, za £ € S, imamo
da je

P(x,§) =

e 1l e [ 313
FEr " P (IS )
LA (TS e (e

Posmatrajuéi funkciju P(||z[€, ﬁ—”) kao funkciju po &, zakljucujemo da je ona
harmonijska u B (kao translacija i dilatacija harmonijske), pa na osnovu Teoreme
1.3 o srednjim vrijednostima zakljucujemo da je

!Pmow@—! QMKHU >f(aﬁ@—

Sljedeca teorema je centralno tvrdenje ove sekcije. Na osnovu rezultata

prethodne dvije leme, dajemo potvrdan odgovor na Dirichletov problem za loptu
B.

Teorema 1.13. Neka je f € C(S). Definisemo u: B — R sa

u(x) = {Pm(x)’ ze B, (1.26)

f(x), x € S.

Tada je u neprekidna uw B i harmonijska u B.

15
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Dokaz. Funkcija u je harmonijska u B jer

Au(x) = Ax/P( /A Pz, &) f()do(§) = /Oda(ﬁ) 0.

S

Dokazujemo neprekidnost funkcije u na S 1 pretpostavimo da je f # 0, u suprot-
nom u = 0 u B i tvrdenje slijedi trivijalno. Neka n € Sie > 0. Biramo 4; > 0
tako da je

FE& = fal <5, zageSnillg—nl <al,

1 naknadno biramo 4 > 0 tako da

: €
P(x,&)do(&) < ,

SO{lIE=nlI>61}

za ||[x — n|| <9, sto je moguce na osnovu Leme 1.12 a). Zax € Bi||lx —n| <6
Imamo

() — u(m)] — | [ P(e.€)f(€)do P, €)do (¢
/ -t
ZL/HLOU@—fWMMO
S
< / P(x.€)|f(n) — [(€)|do(€)
Sn{lle=nlI<o1}
i ‘/ P(a, ) f(1) — [(E)]da(e)
5"‘{||£.—7III>61}
<5 [ Paod© 2wl [ o)
S Sn{|le—n||>61
< 5 + 5 €,
sto je trebalo dokazati. O

Dakle, funkcija u rjesava Dirichletov problem (1.11).

Primjedba 1.14. Poissonov integral u (1.26) se moze definisati i u Siroj klasi
funkcija f. Na primger, za ogranicenu Borel mjerljivu funkciju f, funkcija P[f]
je (ogranicena) harmonijska v B (vidjeti |7, Glava 21 6]).

Koristedi rezultat prethodne teoreme i jedinstvenost harmonijske funkcije (ko-
mentar nakon Posljedice 1.8), ili koriste¢i relaciju (1.25), jednostavno proizilazi
sljedece korisno tvrdenje.

16
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Posljedica 1.15. Neka je u harmonijska u B i neprekidna u B. Tada je

u(x) = Pluls)(@) / = ”2” &do(e), x e B.

Dirichletov zadatak se moze rijesiti i za proizvoljnu loptu B(a,r), sa uslovom
na S(a,r). RjeSenje se moze izvesti analogno kao za jedini¢nu loptu, ili (u
ovom trenutku jednostavnije) kao posljedica rjesenja za jediniénu loptu koristecéi
novu funkeiju i smjenu promjenljivih. Naime, neka je u harmonijska u B(a,r) i
neprekidna u B(a,r). Posmatramo funkciju @(z) = w(a + rz). Tada, kako je u
harmonijska u B i neprekidna u B, to je

L— l]l®

ula +rx) = u(x) = m u(§)do ()
-l
= / Wu(a + r&)do(§)

— pl-m / 1_7”?”2“(5)(10(5)
B

: _ £—a ||n
S(a,r) r

1 — |etme 2

7 / g @@

a+rx)—Eg|"

S(a,r)

r’ —|(a+rx)—a|* - -
= - d
S [ e @i,
(G/’T)
t. )
ul(y) - f Py —al® &40, (1.27)
=

za y € Bla,r), gdje je o povrsinska mjera normalizovana za jedinicnu sferu.
Posljedica 1.16. Poissonovo jezgro za loptu B(a,r)
T

rlly =&l

je harmonijska funkcija po y u B(a,r), Sto se dokazuje analogno kao za Pois-
sonovo jezgro u Lemi 1.11. Posljedicno, sa desnom stranom jednakosti (1.27),
za neprekidnu funkeiju u = w(€) definisanu u S(a,r) data je jedna harmonijska
funkcija v B(a,r).

PB(a,r)(ya 5) -

Dokazujemo sada jedno bitno svojstvo za harmonijske funkcije, koje ¢e nam
biti potrebno u glavi 3.

17
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Teorema 1.17. Neka je u,, niz harmonyskih funkcija u oblasti 2 koji konvergira
ravnomjerno ka funkciyi w po kompaktima unutar Q. Tada je u harmonijska
funkcya.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je u harmonijska u nekoj maloj okolini proizvoljne
tacke a € Q). Neka je B(a,r) C ). 1z relacije (1.27) imamo da je

Rl i
n(y) = [ e, (€)do (),
(/ ol =l

za y € B(a,r). Pustajuéi m — oo sa obje strane, iz ravnomjerne konvergencije
na kompaktu S(a,r) imamo da vazi

g 2 o 2 - -
wy = [ a0
S(a,r) y

sto povlaci da je funkcija u harmonijska u B(a, ), na osnovu Posljedice 1.16. O

Ovu sekciju zavrsavamo sa jo§ jednim opste poznatim i korisnim rezultatom.
Kako je funkcija P(-,§) beskonacno puta diferencijabilna u B, to harmonijska
funkcija u B, koje je 1 neprekidna u B, je beskonacno puta diferencijabilna u B
1 vazl

D= (r) = / D° P, €)u(€)do ().
S

za svaki multiindeks a = (o, ..., a,), pri cemu D*(u) = D" ... (D).
Prethodno razmatranje se moze odnositi na proizvoljne lopte, na osnovu kon-
strukcije Poissonovog jezgra za B(a,r) i Posljedice 1.16, pa zakljucujemo da
harmonijska funkcija (bez uslova neprekidnosti na granici) je beskonacno puta
diferencijabilna funkcija.

1.4 Poissonovo parcijalna diferencijalna jednacina

Razmatramo Poissonovu parcijalnu diferencijalnu jednac¢inu, odnosno nehomogeni
Dirichletov problem:

{Au(:v) =g(x), ze€BbB, (1.28)

u(§) = f(§), §es.
gdje je f neprekidna.

Ispostavlja se da ni pod uslovom da je g neprekidna u B ne mozemo tvrditi
da postoji klasi¢no rjesenje problema, odnosno funkcija u € C?(B) koja zadovol-
java uslove (1.28) (vidjeti [22, Zadatak 4.9] i [26] za detalje). U knjizi [22, Glava
4] su razmatrani dovoljni uslovi za postojanje rjesenja (koje je jedinstveno, na
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osnovu principa maksimuma za harmonijske funkcije): dokazano je da u slucaju
da je funkcija ¢ ogranicena i lokalno Holder neprekidna® tada postoji klasicno
rjesenje. Medutim, mi ¢emo rjeSenje traziti u takozvanom generalizovanom il
slabom obliku, 1 za dokaz postojanja i jedinstvenosti dovoljno je da ¢ pripada
prostoru L?(B) (za naSa razmatranja koja slijede u glavi 3 funkcija g pripada
prostoru LP(B), za p > n, koji se nalazi unutar L?(B)). Ukazujemo sada na
motivaciju 1 put ka definiciji slabog rjesenja, koju ¢emo formalizovati nakon sto
definisemo pojam slabog izvoda i Sobolevljevih prostora.

Neka je u klasi¢no rjesenje problema (1.28). Mnozeéi parcijalnu jednac¢inu iz
(1.28) sa ¢ € C5°(B), tj. beskonacno diferencijabilnom funkcijom sa kompaktnim
nosacem’u B, i integralje¢i po B imamo da je

/Au(x)qﬁ(x)dx /g(x)d)(x)dx. (1.29)

B B

Kako se funkcija ¢ u tackama "blizu” sfere S anulira, to je na osnovu Prvog
Greenovog identiteta (1.6)

/‘ Au(r)p(x)dr = — /(Vu(a:), Vo(x))dr.

B B

Jednakost (1.29) sada se moze zapisati u obliku

/(Vu(x), Vo(x))dr + /g(x)d)(x)dx = 0. (1.30)

B B

Postavlja se prirodno pitanje: da li jednacina (1.30) odreduje rjesenje za parci-
jalnu jednacinu iz (1.28)7

Neka je u € C?(B) N C(B) funkcija koja zadovoljava (1.30), za sve ¢ € C$°(B).
Opet na osnovu Prvog Greenovog identiteta (1.6) imamo da je

[ (@)~ gla))ataydz ~o,

B

za sve ¢ € C§°(B). Odavde slijedi da je Au(x) = g(x), za skoro svako x € B,
a ako je funkcija ¢ i neprekidna, sto je slucaj kod klasicnih rjesenja, tada je
Au(x) = g(x), YVr € B. Naime, pretpostavimo da je Au(x) — g(x) pozitivna u
tacki xy zajedno sa nekom njenom okolinom. Tada, funkciju ¢ mozemo birati
tako da je pozitivna u lopti oko fiksirane tacke zo € B, a van nje da se anulira®. U
tom slucaju navedeni integral je strogo pozitivan, sto nije tacno. Dakle, jednacinu

5Vidjeti definiciju u Sekciji 3.1.

"Funkcija f ima kompaktan nosaé¢ u €2 ako je zatvorenje skupa {z € Q : f(x) # 0} kompak-
tan skup unutar €.

8Vidjeti primjer izgladivaéa u Teoremi 3.13, Sekcija 3.4.
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(1.30) mozemo smatrati ekvivalentnom sa definicionom jednacinom iz (1.28), za
slucaj kada imamo rjesenje odredene glatkosti.

Stoga, prirodno je posmatrati jednacinu (1.30) kao uslov, uz evidentnu ¢injenicu
da se moze odnositi na siru familiju funkcija koje je mogu zadovoljavati, u odnosu
na jednacinu iz (1.28).

Postoji nekoliko nacina da se dokaze egzistencija takozvanog slabog rjesenja
problema (1.28). Jedan nacin podrazumijeva da se posmatra funkcional

Q(P) = /(HV@H2 + 29¢) dx

B

1 minimizira za neku prikladnu familiju funkcija h koje se anuliraju na granici.
Naime, ako u minimizira (), tada i funkcija oblika u + th je kandidat te klase
funkcija, pa Q(u + th) ima minimum u ¢t = 0. Racunajudéi %hzo dobijamo

/ (VuVh + gh)dr = 0,

B

za sve funkcije h koje se anuliraju na granici. Medutim dokaz ¢injenice da dati
funkcional dostize svoj infimum u nekoj funkciji nije jednostavan. Mi ¢emo
u ovom radu predstaviti jedan elegantan pristup koji se zasniva na primijeni
Rieszove teoreme o reprezentaciji linearnih funkcionala u Hilbertovom prostoru.
Konkretno, radimo sa prostorima H'(B) i H(B), pa prije nego sto nastavljamo
dalje, prikupi¢emo neke poznate rezultate iz funkcionalne analize, koji se ticu
slabih izvoda i Sobolevljevih prostora (vidjeti [22, Glava 51 7] i [12, Glava 5].

1.4.1 Slabi izvodi i Sobolevljevi prostor

Neka je Q oblast u R™. Elemente familije C5°(€2) nazivamo test funkcijama. Za
test funkciju ¢ i u € CY(Q) vazi

/u(x)ngb(x)dx = - /Dju(x)gb(x)dx, za j = 1,n. (1.31)
Q Q
na osnovu teoreme o divergenciji (1.5), uzimajuéi w = (0,...,0,u-¢,0,...,0),1i

¢injenice da se ¢ anulira blizu i na granici skupa €. Stavise, uzastopnom prim-
jenom prethodne formule moze se dobiti odgovarajuéi rezultat i za vise izvode:

za u € CK(U) i multiindeks a = (o, ..., a,) takav da |a| = a; + ...+ a, = k,
vazl
/ w(@) D () (@)de = (— 1) / D°(w)(2)d()de, (1.32)
9] 9]

gdje je D*(u) = D{* ... (D% u). Primijetimo da za lijevu stranu u (1.32) je
dovoljno da je u lokalno integrabilna u 2 (jer ¢ ima kompaktan nosac), sto nam
daje motivaciju za definisanje slabog izvoda funkcije u € Ll ().
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Definicija 1.18. Neka su u,v € L} (Q) ¢ a multiindeks. Kazemo da je v slabi

loc
a-tzvod funkcije u, zapisujemo D®u = v, ako

/ w(@)DP(x)de = (~1)° / o(@)p(a)dx,

Q Q
za sve test funkcije ¢ € CS(12).
Naravno, D*u moze da postoji, a da klasi¢ni izvod ne postoji. Na primjer

funkcija
1, O0<zx<1,
v(z) =
0, lI<a<?2,

je slabi prvi izvod funkcije

r, O<zx<l1,
u(xr) =
1, l1<x<?2,

sto se direktno provjerava. Pokazuje se da, ako postoji, slabi izvod je jedinstven
do na skup mjere nula.

Sobolevljevi prostori
Neka je 1 < p < oo i neka je k nenegativan cio broj.

Definicija 1.19. Sobolevljevi prostor W*P(Q) je skup svih integrabilnih funkcija
u: Q= R tako da za svaki multiindeks o, |a| < k, D*(u) postoji u slabom
smislu i pripada prostoru LP(S)).

Na prostoru W*?(Q) se moze definisati norma

lullep = | Y ID™ufZ] , 1<p<oo, (1.33)
0<lal<k
lulleee = D> I1D%u]lo,
0<lal<k
gdje je || - ||, norma u LP(Q), a || - ||~ esencijalni supremum. Pokazuje se da je

W P(Q) Banahov prostor (slijedi iz kompletnosti prostora LP(Q)), dok za p = 2
je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

(u, v = Z (D%, D*v), (1.34)

0<al<k

gdje je (-,-) standardni skalarni proizvod u L?*(€2).
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Familija funkcija C$°(€2) se nalazi unutar skupa W*?(Q) i njegovo zatvorenje
u odnosu na prostor W*?(Q) oznacavamo sa W(f (), to jeste

uwe WiP(Q) & Hum 2, € C2(Q) : ||t — Umllkp — 0, kada m — .

Nas ¢e specijalno zanimati prostor W12(Q) kojeg ¢emo oznaciti sa H'(Q),
a zatvorenje skupa C$°(2) unutar W12(Q) oznaci¢emo sa HE(€2). U nastavku
dokazujemo nejednakost Friedrichsa za prostor H}(2), kada je Q ogranicena
oblast.

Teorema 1.20. Neka je Q C R”™ ogranicena oblast i u € H&(Q), Tada
1wl 20) < C(Q)Vull 2.

Dokaz. Dokazujemo nejednakost prvo za funkcije u € C5°(€2), imajuéi u vidu da
je C2(Q) = HY(Q). Neka je

P={zxeR":|z;| <a,i=1,...,n}

n-dimenzioni interval takav da Q C P. Kako funkcija « ima kompaktan nosac
u €2, to je mozemo dodefinisati neprekidno na ¢itavom skupu P tako da u P\{2
uzima vrijednost nula.

Oznacimo "ostatak” (xs,...,x,) koordinata nakon z;-koordinate tacke x sa 7,
tj. * = (x1,%). Iz Newton-Leibnizove formule i ¢injenice da u ima kompaktan
nosac u €2, dobijamo

u(xy, ) = /Dtu(t,i)dt.

Koriste¢i Cauchy-Schwarz nejednakost imamo sljedece ocjene

T 2
lu(z)|* = /Dtu(t,:ﬁ)dt

< /12dt/|Dtu(t,:E)|2dt

< /ldt/lDtu(t,:E)|2dt

= 2a/|Dtu(t,:}3)|2dt.

Integraljenjem prethodne nejednakosti po x € €2, koriste¢i Fubinijevu teoremu i
nejednakost |Dyu| < |Vu|, nalazimo da je

T / fu(z)Pdx — / () e
9] P
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a

< 2a / / / |Deu(t, #)|? dtdida,

—a [—a,a]"il —a

/ / |Dou(t, 2)|? dtdz

[—a,a]*~1 —a

< 4a? / / |Vu(z)|? dx

[—a,a]*~1 —a

42 / IVe) |2 de = 4a? ] V()| de
P (9]

- 4(12||VU||%2(Q),
odakle slijedi tvrdenje za u € C§°(2).
U opstem slucaju, za u € H(€) posmatramo niz {um}5o_;, um € C5°(9),
tako da wu, — u u H'(Q), kada m — oo. Na osnovu prvog dijela dokaza, vazi
[tmlLo) < CED[Vuml o),  ¥m e N.

Pustajuéi m — oo, imajuéi u vidu normu (1.33) za prostor H'(Q2) = W13(Q),
dobijamo
[l o) < CED[Vull Lo,

sto je trebalo dokazati. O

Neka je 2 ogranicena oblast u R"™. Primijetimo da se sa
/(Vu(:v).Vv(:v))dx,
QO
zadaje jedan skalarni proizvod u prostoru H} (), jer iz f [Vu(z)||?dx = 0 slijedi

da je Vu = 0, skoro svuda. Otuda, Friedrichsova neJednakost za prostor H}(Q),
povlaci da je ||ul|2()=0, odnosno v = 0 u L*(Q2). Dakle, na prostoru Hj(Q)
mozemo definisati normu i sa

X
2

/
[l o) = ( j | Vu(z)|?dx
\Q

U prostoru H'(€), saglasno definiciji (1.34), skalarni proizvod se zadaje sa
(w, V) 1(0) = (u(z),v(x))2 + (Vu(z), Vo(z))2
/u x)dr + /(Vu(:v),Vv(:v))d:r.,
Q

Q
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i posljedi¢no norma sa

2

el = / P ()de 1 / IVu(@)|Pda
9]

Q

Medutim, za u € H3(Q), koristeé¢i Friedrichsovu nejednakost, jednostavno dobi-
jamo da vaze sljedece nejednakosti

1

lull gy < Nullme) < (14 C*HQ)? ulluy o).

]

sto povlaci da su norme |ul[g1(q) 1 [|ufl g3 () ravnomjerno ekvivalentne u H(Q).
Zbog toga prostor H} (Q), kao zatvoren u H'(2), je sam za sebe Hilbertov prostor.

1.4.2 Rieszova teorema o reprezentaciji

Za dokaz Rieszove teoreme o reprezentaciji linearnih neprekidnih (ogranicenih)
funkcionala iz Hilbertovog prostora H, potrebna nam je lema o razlaganju Hilber-
tovog prostora H u direktnoj sumi proizvoljnog zatvorenog potprostora M i nje-
govog ortogonalnog komplementa M+ := {w € H : (Vv € M) (w,v)y = 0}.

Lema 1.21. Neka je M zatvoren potprostor Hilbertovog prostora H. Tada za
svako w € H, postojiv € M iw € M*, tako da je u = v + w.

Dokaz. Za uw € M, uzimamo v = u i w = 0. Razmatramo sada slucaj M # H i
u ¢ M. Kako je M zatvoren, to je

d=d(u, M) = inf ||u—v| >0,
veEM

Neka je {v,,}22_, C M niz za koji vazi da ||[u—v,,|| — d, kada m — oco. Koristedi
pravilo paralelograma® dobijamo

1
Al = 5 (m + 01" + om = vell® = 2(llu = vmll* + [lu = 0k ]?).

Neka je e > 01 mg € N, td. za m > mg vazi ||[u— vp||? — d? < €. Tada, za

4
k,m > mq vazi

1
5 (Um + v II?

1 — vell* = 2llu = v |* + 2[lu — vil|* — 4flu - 5

(1.35)

62 62
§2d2+§+2d2+§—4d2:€2,

9Neka je V prostor sa skalarnim proizvodom. Za u,v € V vazi

llu+ 0l + llu =]l = 2fjl® + 2]jol|*.
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jer jer 3(vm + vk) € M, pa je [[u— 3(vm + ve)|| > d. Relacija (1.35) povlaci da
je niz {v,,} Cauchyjev, pa i konvergentan zbog kompletnosti prostora H. Kako

je {vm} C M i M zatvoren to je v := lim v, € M ivazid= lim ||[u— v,| =
=00 Tl DG

lw —vl|.
Neka je w = u — v. Ostaje da se dokaze da je w € M*. Neka je v/ € M,
proizvoljan element i a € R. Kako je v + av’ € M imamo

< |u—v—at|* = (w-av,w-av)
= [lwl* = 2a(v/, w) + ®[|V/]]?,

odnosno
2a(v', wy < o[V,

jer je ||lw|| = d. Birajuéi znak broja a tako da a(v’, w) > 0 dobijamo nejednakost

o]
(v, w)] < —[l]1*.

Pustajuéi |a| — 07, imamo (v, w) = 0. Dakle, w € M+, §to je trebalo dokazati.
0

Dokazujemo sada najavljenu Rieszovu teoremu.

Teorema 1.22. Neka je H Hilbertov prostor ¢ F': H — R linearan neprekidan
operator. Tada postoji jedinstveno w € H, tako da je F(u) = (u,w), Yu € H.

Dokaz. Neka je M = {v € H : F(v) = 0} jezgro linearnog operatora F'.

Ako je M = H, tada je tvrdenje ocigledno tacno za w = 0.

Neka je M # H. Potprostor M, kao inverzna slika zatvorenog skupa pri neprekid-
nom preslikavanju, je zatvoren potprostor u H. Na osnovu prethodne leme,
postoji vektor w, € M*\M, pa je w, # 01 F(w) # 0. Dodatno moZemo

pretpostaviti da je |jw;|| = 1. Neka je u € H, proizvoljan element. Kako
Fu) F(u)
Flu- — F(u) - Flw;) =0
('U, F(wl)wl> ('U,) F(wl) (t‘l I) )
to je u — %wl € M, odnosno
Fiu)
_ - = U. 1
<u F('w!)wl’wl> 0 (1.36)
Kako je [|w;]| = 1, uzimajuéi w = w; F'(w, ), konacno slijedi
F(u) = (u,w),

sto je trebalo dokazati. Vektor w ne zavisi od proizvoljnog vektora u € H
1 jedinstven je. Naime, ako postoje vektori w; 1 w, koji zadovoljavaju uslove
zadatka tada je

(u,wy) = (u,wq), Yu € H.

Specijalno, za u = w; — w, trivijalno slijedi
[|wy — w2||2 = (w1 — wa, w1 —w3z) = 0,

Sto povlaci w; = wy. Time je dokaz zavrsen. O
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1.4.3 Egzistencija i jedinstvenost slabog rjesenja

Vratimo se sada problemu (1.28):

Au(r) = g(x), x€B
w) = f(§), £es

Na osnovu relacije (1.30), definicije slabih izvoda i Sobolevljevih prostora, da-
jemo sljedecu definiciju slabog rjesenja problema (1.28).

Pretpostavka je da postoji funkcija f € H'(B), koja se neprekidno produzava
na granici S, odnosno da se funkcija f moze dobiti kao produzenje funkcije f
koja pripada prostoru H'(B). Za funkciju g, kao sto je i ranije receno, dovoljno
je uzeti da pripada prostoru L?(B).

Definicija 1.23. Za funkciju u € H'(B) kazemo da je slabo rjesenje problema
(1.28), gdje je f € HY(B), ako je u— f € H}(B) i vazi

/(Vu(a:),V(zﬁ(x))dx + /g(x)¢(x)dx =0, V¢ € H}(B).

B B

Uslov na granici iz problema (1.28), kod definicije slabog rjesenja se pred-
stavlja preko uslova v — f € H}(B). Naime, na prostoru W1'P(Q), gdje je
() ogranicena oblast, se moze definisati takozvani operator traga T, linearan
ogranicen operator, koji preslikava funkciju u € W1P(Q) u prostor LP(952). Op-
erator T funkcije iz WP(Q) koje se mogu neprekidno produziti u 99, slika u
odgovarajucu restrikciju te funkcije na S. Na taj nacin, operator T omogucava da
se funkcije iz WP(Q) produzavaju i na 0€. Ispostavlja se da funkcija u pripada
potprostoru Wy?(Q) ako i samo ako je Tu = 0. Zato, funkcije iz Wy (Q) se pos-
matraju kao funkcije koje se anuliraju ”pri” granici, odnosno uslov u— f € H}(B)
treba smatrati kao uslov da na S vazi u = f (vidjeti [12, Sekcija 5.5, Teorema 1
i 2.

Primijetimo da smo sa definicijom slabog rjesenja, u odnosu na jednacinu
(1.30), prosirili klasu funkcija ¢ na HJ(B). Medutim, kako se radi o zatvorenju
skupa C$°(B) u H'(B), to klasi¢na rjesenja problema (1.28) zadovoljavaju relaciju
(1.30) i za ¢ € HL(B).

Dokazujemo sada postojanje i jedinstvenost slabog rjesenja za problem (1.28)

Teorema 1.24. |15, 22] Postoji jedinstveno slabo rjesenje problema (1.28) za
fe H'(B)ige L*B).

Dokaz. Posmatramo linearni funkcional F': H}(B) — R, definisan sa

F(g) == — /'g(xm(x)dx - ]'<Vf(x>,vfz>(x>>dx — 9. D) 2e) — U D e

B B

Funkcional F' je ogranicen. Zaista,

F(@)] < gl 928 + IV 2 VOl 2 8)
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< (lgllz CB) + 1 flla@)) Il s)-

Kako je Hi(B) Hilbertov prostor, a funkcional F ogranicen, na osnovu Rieszove
teoreme (1.22), postoji jedinstveno w € H(Q), tako da V¢ € HJ(Q) je ispunjena
jednakost

F(¢) = <wa¢>Hg(B),
t].
— [ 9(@)p(x)dx — [ (Vf(2),Vo(x))dr = [ (Vw(x),Vo(z))dx
[t [t sotonae fron

odnosno
/ (Viw t f)(x), V(@) de + / g(@)(a)dz = 0, Yo e HI(B).
B B

Dakle, u = w + f zadovoljava trazenu jednacinu i vazi u — f = w € Hj(B), sto
je trebalo dokazati. Jedinstvenost rjesenja slijedi iz jedinstvenosti funkcije w, na
osnovu Rieszove teoreme o reprezentaciji. U
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Glava 2

Kvazikonformna preslikavanja u pros-
toru

Visedimenziona kvazikonformna preslikavanja omogucavaju jednu novu i netrivi-
jalnu ekstenziju kompleksne analize u R™. Kako bi ukazali na potrebu konstruk-
cije 1 uvodenja ove familije, prvu sekciju posveéujemo konformnim preslikavan-
jima u R™ i, neizbjezno, Mobiusovim transformacijama. Knjige [1,21] su glavni
izvor materijala sljedece sekcije.

2.1 Konformna preslikavanja u prostoru

Dajemo definiciju konformnog preslikavanja u prostoru.

Definicija 2.1. Neka su Q i Q' oblasti u R™ ¢ f : Q — Q' homeomorfizam.
Kazemo da je f konformno ako

i) f € CHQ),

it) J(x, f) # 0, Vo € Q,

i) |[f' ()bl = |/ @)l[R], V2 € Q, Vh € R™.

Ako su Q 1 Q' oblasti u R, tada je preslikavanje f konformno ako je njena
restrikcija na Q\{oo, f~1(c0)} konformno preslikavange.

Primijetimo da je kompozicija konformnih preslikavanja konformno preslika-
vanje 1 da iz teoreme o inverznom preslikavanju slijedi da je i f~! konformno
preslikavanje.

[zucavamo kratko svojstvo iii) definicije konformnog preslikavanja. Uzi-
majudi:
— h = ej, za j = 1,n, dobijamo da svaka kolona matrice f’(x) ima istu normu
1" (@)]-
— prvo h = ej +ex, azatim h = e; — ey, k # j, 1 oduzimajuci odgovarajuce izraze
|f'(x)h]|?, dobijamo da su kolone matrice f’(z) ortogonalne.
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Dakle, m f'(x) je ortogonalna matrica, pa je

1 , B
det <|If’(-1-')|lf ("”) ==

odnosno

(@, Al = 1 (@)™ (2.1)

Napominjemo da i relacija (2.1) i svojstvo da je Mf’(x) ortogonalna matrica
se mogu uzeti kao uslov #44) kod definicije konformnih preslikavanja. Stavise, ima
i drugih nacina da se formulise uslov iii), izmedu ostalog geometrijski se moze in-
tepretirati kroz uslov da regularno linearno preslikavanje f’(x) cuva uglove. Prim-
jjetimo takode da nevedena definicija konformnog preslikavanje u R™ dopusta i
slucaj da ona ¢uva orijentaciju (situacija kada J(x, f) > 0), ali i slucaj kada
mijenja orijentaciju, tj. J(z, f) < 0. Navedeno je u suprotnosti sa standardnom
definicijom konformnosti u C 2 R?, kada se za drugi slucaj koristi izraz ”anti-
konformno” preslikavanje.

U nastavku dajemo nekoliko primjera konformnih preslikavanja.

Primjer 2.2.

e Translacya za vektor v e R™:

filx) =2 +v, fi(co) = o0;

Homotetija (rastezanje) za k > 0 :

fo(x) = k-2, fa(o0) = o0

Ortogonalni operatori, t). linearna preslikavanja koja cuvaju normu:

[fs@)l = llzll, vz e R?, f3(o0) = oo;

Inverzija u odnosu na sferu S(xg,r), za xg € R, r >0

r?(x — x0)

m; fa(wo) = 00,  fa(oo) = wo;

fa(w) = 20 +

Refleksija u odnosu na ravan (v,x) = a, zav € R*, a € R :

fs(x) =2 =2((v,2) — a)v, f5(c0) = oo
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Formula za inverziju oko sfere ima jasnu geometrijsku interpretaciju: f; pres-
likava tacku = € R™\{zo} u jedinstvenu tacku f;(z) € R" koja zadovoljava
jednakost

1f(x) = 2ol - Il = ol = 72,

i lezi na polupravoj koja je odredena sa pocetnom tackom xp i tackom x. Pri-
mijetimo da se refleksija f; u odnosu na ravan moze zapisati kao kompozicija
translacije i ortogonalnog operatora (operator koji, za neku odgovarajuc¢u bazu,
n — 1 baznih vektora iz potprostora (v, z) = 0 fiksira, a vektor v slika u suprotni
vektor).

Svi navedeni primjeri su primjeri takozvanih Mobiusovih transformacija, sto
nije slucajno (Teorema 2.4). U nastavku dajemo definiciju Mébiusovih preslika-
vanja u prostoru.

Definicija 2.3. Homeomorfizam f : R" — R" se naziva Mébiusovom trans-
formacyom ako se f moze dobiti kao kompozicija konacnog broja elementarnih
transformacija: translacija, homotetija, ortogonalnih operatora 1 inverzija u odnosu
na sferu.

Ovom definicijom za n = 2, §to se moze naslutiti na osnovu komentara poslije
definicije konformnih preslikavanja u R™, su ukljucena i preslikavanja oblika

za a,b,c,d € C, ad — bc # 0.

Moze se primijetiti da svaka Mdbiusova transformacija je oblika
flx) =kT(x)+v ili f(x)=JKT(x)+ v),

gdje je k > 0, v vektor u R™, T ortogonalno preslikavanje, a J inverzija oko neke
sfere. U prvoj situaciji imamo f(oco) = oo i takva preslikavanja se nazivaju pres-
likavanja slicnosti (grade se kao kompozicija prva tri preslikavanja iz definicije
Mébiusovih preslikavanja!®).

Koristedi ¢injenicu da Mobiusova preslikavanja ¢uvaju takozvani dvorazmjer
tacaka (cross-ratio) a,b,c,d

la—c|  lIb—cll
la—d|l ~[1b—d|I

[a,b,c,d] =

moze se dokazati: da se kruznice preslikavaju u kruznice; da su preslikavanja
slicnosti jedine Mobiusove transformacije koje fiksiraju oco; da su ortogonalni
linearni operatori jedina Md&biusova preslikavanja koje fiksiraju 0 i slikaju B
u B, itd. Kroz ove c¢injenice, koriste¢i slican pristup kao u slucaj Mobiusovih
preslikavanja iz jedinicnog diska D C C dobija se sljedeci rezultat:

10U nekim literaturama se umjesto preslikavanja f;, fo, f3 iz Primjera 2.2 u definiciji
Mébiusovih preslikavanja uzima preslikavanje slicnosti.
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Mobiusova transformacija

(1= flzol*)(x = x0) — & — xo|/*xo.

Ta:o(x) - [1’ 1'0]2

(2.2)

, odnosno |x,xz0)* =

!'!'riné' - xOH ||1'0|| H ||a: ||2
L+ ||z||?||xol|? = 2(x, x0), je preslikavanje koje jediniénu loptu B C R™ slika
bijektivno u sebe, a tacku xo € B slika u 0. Stavise, preslikavanje T, tog oblika
je jedinstveno do na prekompoziciju sa ortogonalnim operatorom.

pri cemull [z,30] ~ |z |

Primijetimo, takode, da za xy € B transformacija

(1 — Jlaoll*) (@ + 20) + [l — 20|z
[, — o]

T—ro(x) =
je preslikavanje koje B slika u sebe i 0 slika u xo.

Zavrsavamo ovu sekciju, navoded¢i Liouvilleovu teoremu za konformna pres-
likavanja u R™, n > 3. Podsjetimo se da Mobiusova preslikavanja u ravni ¢ine
jednu znacajnu ali pravu podklasu konformnih preslikavanja u C. Sredinom
XIX vijeka poznati francuski matematicar Joseph Liouville je dokazao da su je-
dina konformna preslikavanja klase C* u prostoru (n > 3) u stvari restrikcije
Mobiusovih preslikavanja. Koliko rezultat ove teoreme iznenaduje (danas i u to
vrijeme), ali i izaziva interesovanje, govori ¢injenica da je ve¢ sljedece godine, u
svojoj doktorskoj disertaciji, Bernhard Riemann dokazao Riemannovu teoremu
o preslikavanyima:

Jednostruko povezana oblast D C C, ¢ija granica sadrzi vise od jedne tacke, je
konformno ekvivalentna sa jediniénim diskom D.

Dakle, sa jedne strane u ravni imamo jako bogatu familiju oblasti koje su kon-
formno ekvivalentne sa diskom, dok u prostoru jedine oblasti koje su konformno
ekvivalentne sa loptom B su same lopte i poluprostori. Dugo je vremena trebalo
da se Liouvilleova teorema dokaze pod slabijim uslovom glatkosti. Tek 1958. go-
dine americki matematic¢ar Philip Hartman u svom radu [27] dokazao je teoremu
pod uslovom da je preslikavanje C! glatko.

Teorema 2.4. Neka je 2 oblast u R*, n > 3, ¢ f: Q — R konformno pres-
likavanje. Tada je f restrikcyja u 2 nekog Mobiusovog preslikavanja.

Vrijedi napomenuti da su i nakon dokaza teoreme nastavljena istrazivanja
na ovu temu, u cilju dokazivanja istog rezultata i bez uslova diferencijabilnosti.
U radu [18] je tvrdenje dokazano i u slucaju kada se konformnost definise preko
konformne invarijante, kao sto je modul krivih (sekcija koja slijedi), bez dodatnih
uslova diferencijabilnosti. Interesantni rezultati su postignuti i u radovima [28,
55, pod slabijim uslovima.

11 Ahlforsova zagrada.
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2.2 Definicija kvazikonformnog preslikavanja u
prostoru

Sam kontrast koji se dobija iz Liouvilleove i Riemannove teoreme prirodno otvara
problem pronalaska razumne familije preslikavanja koje zadrzavaju u nekoj mjeri
svojstvo konformnosti, odnosno koja su ”skoro” konformna. Cilj je proizvesti
teoriju s bogatom familijom preslikavanja, ali da se ne "udaljimo” toliko daleko
od svojstva konformnosti, pa da budu zrtvovana mnoga geometrijska i analiticka
svojstva teorije konformnih preslikavanja iz ravni. Teorija kvazikonformnih pre-
slikavanja ¢ini se kao vrlo srec¢an izbor.

Postoji nekoliko potpuno razlicitih pristupa u definisanju kvazikonformnih pres-
likavanja u prostoru. U ovom radu predstavi¢emo geometrigsku definiciju i anal-
iticku definicyyju. Rezultate ove glave ¢emo bazirati na geometrijskoj definiciji,
dok u glavi 3 ¢e biti korisé¢en i analiticki pristup. Od razlicitih pristupa i defini-
cija, vrijedi pomenuti i metricku definiciju, kojom se daje nacin da se kvazikon-
formnost definise i u metrickim prostorima, koristeéi linearnu dilataciju (vid-
jeti [60, Definicija 22.2 i Teorema 34.1]), i preko koje se jednostavno vidi lokalno
svojstvo kvazikonformnosti. Sve ove definicije su ekvivalentne.

Za zadavanje preciznih definicija koje slijede, sluzili smo se veoma detaljnim
pristupom iz [60], kao i interpretacijama i dodatnim komentarima iz [21].

2.2.1 Geometrijska definicija

Za geometrijsku definiciju, bi¢e neophodno da prvo uvodimo pojam modula
krivih. U pocetku prikazacemo osnovnu ideju i ukaza¢emo (kasnije i dokazati)
na cinjenicu da je modul krivih konformna invarijanta, sto ¢e biti osnov za defin-
isanje preslikavanja koja "malo” odstupaju od konformnih.

Modul krivih

Put u R" je neprekidno preslikavanje v : I — R, gdje je I interval u R. Ako
je J C I, tada ~|; zovemo podputem puta . Put se naziva zatvorenim ako je [
zatvoren interval.

Zatvoren put v : I — R"™ se naziva rektificijabilnim ako je

k
W) = Supz [7(t5) = 7=l < o0,

gdje se supremum uzima po svim podjelama a = to < t; < ... <t = b, k € N,
zatvorenog intervala [a, b]. Za puteve u R" takve da oo pripada krivoj v kazemo
da nijesu rektificijabilni, osim ako je u pitanju konstantan put v(¢) = oo, i u tom
sluc¢aju uzimamo da je () = 0.

Za put (ne mora biti zatvoren) kazemo da je lokalno rektificijabilan ako je svaki
njegov zatvoreni podput rektificijabilan.
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Za svaki rektificijabilan put v : I = [a,b] — R" postoji reparametrizacija
pomocu neprekidne, rastuce funkcije duzine luka s(t) = l(v[a,t]). Navedena
parametrizacija se naziva normalna reprezentacyja krive 7y, oznacavamo je sa
Y 0,1(y)] = R ivazi vy =1%o s.

Pomoc¢u normalne reprezentacije mozemo definisati krivolinijski integral nad
zatvorenim rektificijabilnim putem  sa

{(v)

/ pdl = / p(° (1)), (2.4)

gdje je p nenegativna Borel mjerljiva funkcija definisana na Borel mjerljivom
skupu koji sadrzi sliku puta . Navedena definicija se moze prirodno uopstiti i
na lokalno rektificijabilne puteve, kroz supremum po svim zatvorenim podpute-
vima.

Za skup J C R kazemo da je zatvoreni (otvoreni) luk ako je homeomorfan sa
nekim zatvorenim intervalom [a,b] (otvorenim intervalom (a,b)). Duzina luka
i posljedicno krivolinijski integral po zatvorenom rektificijabilnom (otvorenom
lokalno rektificijabilnom) luku se definise analogno kao za put, preko odgo-
varajuceg homeomorfizma iz definicije luka i ne zavisi od izbora homeomorfizma.

Pod pojmom kriva ¢emo smatrati i put i luk. Neka je I' familija krivih u R”. Sa
F(I') oznacavamo familiju nenegativnih Borel-mjerljivih funkcija p : R* — [0, o]

tako da je!?
[ra=1,

¥

za sve lokalno rektificijabilne krive v € I'. Familija F(I') se naziva familija do-
pustivih funkcija za I'.

Za p > 1, p-modul familije I" se definise sa

M, (') = pGi.I;{l") / pldA, (2.5)
Rn

gdje je A Lebegova mjera u R™. Ako je F(I') = &, tada se uzima da je
M,(I") = co. Kada je p jednak dimenziji prostora, tj. p = n, zbog svog znacaja
M, (I") se oznacava sa M(I') i naziva se modul familije krivih I". Jasno je da krive
koje nijesu lokalno rektificijabilne ne uticu na familiju F(I') pa ni na p-modul.
Stavise, kod slucaja p = n se moze dokazati da je dovoljno posmatrati samo
familiju rektificijabilnih krivih.

U Teoremi 2.20 dokazac¢emo da je modul krivih konformna invarijanta, odnosno
da je M(I') = M(fT'), za konformno preslikavanje f, gdje je I' proizvoljna famil-
ija krivih iz domena funkcije f, a fI' = {f o~y : v € I'}. Ova teorema, osim

2K oristi¢emo i oznaku [ p(z)|dz|.
]
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Sto ima Siroku primjenu u izucavanju geometrijskih svojstva modula krivih (u
Sta ¢emo se uvjeriti u nastavku glave 2), narocito je znacajna zbog toga sto daje
prirodan nacin za definiciju kvazikonformnog preslikavanja.

Neka su Qi € oblasti u R". Za homeomorfizam f : Q — , definisemo vrijed-

nosti
Ki(f) = sup Aﬁ{Fl;), Ko(f) = sup A%(JCFIZ),

K(f) = max{K;(f), Ko(f)},

gdje se supremum uzima po svim familijama krivih I" u  tako da moduli M (I)
i M(fT) nijesu istovremeno jednaki 0 ili co. Vrijednosti K;(f), Ko(f) i K(f)
nazivamo redom unutrasnja dilatacija, spoljasnja dilatacija i maksimalna dilat-
acyja preslikavanja f.

Jasno, ako je f konformno preslikavanje tada Ko(f) = K;(f) = K(f) = L.

Definicija 2.5. Neka je f : Q — Q' homeomorfizam oblasti w R". Ako je
K(f) < K < o0, za 1l < K < oo, tada kazemo da je f K-kvazikonformno
preslikavanye.

Dakle, f je K-kvazikonformno preslikavanje (K > 1) ako vazi

M(T)

< M(I") < KM(T),

za sve familije krivih I' u Q. Iz prethodne relacije se jasnije ogleda c¢injenica da
konformna preslikavanja su 1-kvazikonformna preslikavanja.

Jednostavno se pokazuje da vaze sljedece relacije. Za dokaz d),e) treba koristiti
¢injenicu da je supremum proizvoda manji ili jednak od proizvoda supremuma.

Lema 2.6.

a) Ki(f~ ) Ko(f);

b) Ko(f™) = Ki(f);

¢) K(f~') = K(f);

d) Ki(fog) < Kr(f)Ki(g);
e) Ko(fog) < Ko(f)Kol(g);
[) K(fog) <K(f)K(g).

Nejednakosti ¢) i f) direktno povlace sljedeée dvije korisne ¢injenice u vezi
sa kvazikonformnim preslikavanjima.

Posljedica 2.7.

a) Ako je f K-kvazikonformno preslikavanje, tada je 1 f~' K-kvazikonformno
preslikavanje.

b) Kompozicija kvazikonformnih preslikavanja je kvazikonformno preslikavanje.
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2.2.2 Analiticka definicija

Za regularno linearno preslikavanje A : R® — R"™ definisemo vrijednosti

et ] A AL

HiA) =T et A ((A)

H(A)
koje nazivamo unutrasnja, spoljasnja i linearna dilatacija, pri cemu

€(A) = min [lAR], [lA]l = max |lAR].

lIRll=1

Kako linearno preslikavanje jedini¢cnu loptu B preslikava u elipsoidu E = A(B),
to je ||A|| najduza osa elipsoida E, dok je ¢(A) najkraca osa elipsoida. Zato,
na osnovu teoreme o smjeni promjenljivih, H;(A) predstavlja odnos izmedu za-
premine elipsoida E 1 zapremine najvece upisane lopte sa centrom u 0 unutar
elipsoida F; Ho(A) predstavlja odnos izmedu zapremine najmanje opisane lopte
sa centrom u 0 oko elipsoida F i zapremine elipsoida, dok je H(.A) odnos izmedu
duzine najvece i duzine najmanje ose elipsoida E (takozvani ekscentritet elip-
soida). Za n = 2, vazi H;(A)=Ho(A)=H(A).

U slucaju da je f konformno preslikavanje, na osnovu svojstva iii) iz definicije
konformnih preslikavanja, vazi || f'(z)|| = ¢(f'(x)), pa iz jednakosti (2.1) slijedi da
je H(f'(x)) = Ho(f'(x)) = H;(f'(x)) = 1. Dakle, H(f'(x)) mjeri u tacki x € Q
odstupanje/devijaciju C! homeomorfizma f od konformnog preslikavanja, jer ako
je H(f'(x)) = 1 onda je preslikavanje konformno. Slicno kao i kod geometrijske
definicije, navedena cinjenica ukazuje na "ponasanje” konformnih preslikavanja
u jeziku dilatacija, sto predstavlja osnov za definiciju K kvazikonformnih pres-
likavanja.

U slucaju da je f difeomorfizam (f bijektivno, f € C!, f~! € C'), dokazuje
se da je

Ki(f) = sup Hi(f'(x)), Ko(f) = sup Ho(f'(x)),

sto daje vezu izmedu unutrasnje/spoljasnje dilatacije kod geometrijske i anal-
iticke definicije. Vazi sljedeca teorema.

Teorema 2.8. Difeomorfizam [ : Q — € je K-kvazikonformno preslikavanje u
odnosu na geometrigsku definiciju ako i samo ako vazi

WEE < e pl < Ketp @y, v e 20

Medutim, kvazikonformno preslikavanje ne mora biti difeomorfizam, pa u
opstem slucaju, ako je f diferencijabilna skoro svuda (Sto i jeste) tada posma-
tramo

Hy(f) = esssup Hi(f,x), Ho(f) = esssup Ho(f,x), Hp(f) = esssup Hp(f,x).
€N €N €N
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ACL neprekidnost

Neka je @ = {x € R : a; < x; < b;} interval u R"™. Za preslikavanje f : Q@ — R™
kazemo da je apsolutno neprekidno po linijama (ACL) ako je f neprekidno i ako
je [ apsolutno neprekidno u skoro svakom segmentu unutar @), paralelnom sa
nekom koordinatnom osom, tj. ako je E;, j = 1,n, skup tacaka x € p;Q za koje
preslikavanje ¢ — f(x + te;) nije apsolutno neprekidno u [a;,b;], tada je njena
(n — 1)-dimenziona mjera jednaka nuli, za 1 < j < n.

Ako je € otvoren skup u R”, tada kazemo da je f: 2 — R™ ACL preslikavanje
ako je f|o ACL u svakom zatvorenom intervalu ¢ C 2.

Ako su Qi Q' oblasti u R", tada za homeomorfizam f : Q — Q' kazemo da je
ACL ako je f[p\{cs,f~1(c0)} ACL neprekidno.

Dokazuje se da kod ACL neprekidnih preslikavanja parcijalni izvodi postoje skoro
svuda i da su Borel mjerljive funkcije [60, Teorema 26.4].

Familiju ACLP(Q2), p > 1, ¢ine ACL neprekidne funkcije f : Q@ — R™ za koje
dodatno vazi da su parcijalni izvodi lokalno L? integrabilne funkcije.

Teorema 2.9. Neka je f: Q0 — Q' homeomorfizam. Tada je [ kvazikonformno

preslikavanje ako @ samo ako f je ACL neprekidno, diferencijabilno, J(x, f) #0,
skoro svuda u Q2 @ Hi(f), Ho(f) @ HL(f) su konacni. Stavise,

Ki(f) = Hi(f), Kolf) = Ho(f)-

Teorema 2.10. (Analiticka definicija) Homeomorfizam [ : € — € je K-
kvazikonformno preslikavanje ako i samo ako su ispunjent sljedeci uslovi
i) fje ACL,
it) [ je diferencyabilno skoro svuda,
i) Za skoro svako x € Q) vazi
1 ()|

<@ Nl < K@) (2.7)

2.2.3 Primjeri kvazikonformnih preslikavanja

Dajemo par jednostavnih primjera kvazikonformnih preslikavanja, koji ilus-
truju prethodne dvije definicije. Izbjegavamo ve¢ date primjere konformnih pres-
likavanja, koje smo naveli kroz M&biusova preslikavanja.

Primjer 2.11. Linearno bijektivno prestikavange A : R® — R" je kvazikon-
formno preslikavanje.
Kako je A'(x) = A, Vx € R", to je relacija (2.6) ocigledno zadovoljena.

Primjer 2.12. Bi-Lipschitz neprekidno preslikavanje'® je kvazikonformno pres-
likavange.

13Za f : Q Cc R* — R™ kazemo da je L bi-Lipschitz neprekidno preslikavanje ako je

1
Tz =ylln < 1) = f@)llm < Lllz = ylln, Yo,y €.
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Bi-Lipschitz preslikavanja su apsolutno neprekidna i diferencijabilna skoro
svuda (Rademacherova teorema, vidjeti [12, Subsekcija 5.8.3]). U tackama difer-

encijabilnosti vazi
L f ) — [(@)
t—0 t

= ['(x)h,

pa iz neprekidnosti norme i definicije bi-Lipschitz neprekidnih preslikavanja sli-
jedi

1

IRl < [1f @)hll < Liik].

za skoro svako x i svako h € R™. Odavde slijedi ogranicenost za || f'(z)|| i ¢(f'(x)),
nezavisno od x, Sto povlaci da je relacija (2.7) zadovoljena.

Primjer 2.13. Za nenulti realan broj a, definisemo f(x) = |x|*"'z. Preslikavanje
[ se moze dodefinisati u R", tako da f(0) = 04 f(00) = 00, zaa > 0 i f(0) = oo
i f(oo) =0, za a < 0. Tada je K;(f) = |a|, Ko(f) = |a|*™! za |a] > 1 i
Ki(f) = la]'™, Ko(f) = |a|™", za |a| < 1.

Iz simetricnosti moze se dokazati da su poluose elipsoida koji se dobija kao
slika B pri preslikavanju f'(z) jednake |al||z|*7!, |z]|*7, ..., ||z[|*~!, odakle sli-
jede navedene jednakosti.

2.3 Svojstva modula krivih i Morijeva teorema

Ova sekcija je posvetena dokazu Morijeve teoreme za kvazikonformna pres-
likavanja jedinicne lopte B. Poce¢emo izucavanjem nekih svojstva modula krivih
1 dokazati konformnu invarijantnost. Zatim ¢emo razmatrati razne familije krivih,
posebno izucavati dvije ekstremalne familije krivih i kroz nejednakosti za nji-
hove module dobiti Holder neprekidnost za familiju kvazikonformnih preslika-
vanja koje slikaju B u B 1 fiksiraju centar. Koristicemo geometrijsku definiciju
kvazikonformnog preslikavanja, jer je ona u ovom slucaju pogodnija.

Rezultati ove sekcije su uglavnom reprodukeija materijala iz knjiga [60,61].
U ostalim slucajevima literatura bi¢e navedena na mjestu koriséenja.

Svojstva modula krivih i konformna invarijantnost

Kazemo da familija krivih I'y je minorizovana familijom krivih I'y, ako svaka
kriva v € I'y sadrzi neku podkrivu koja pripada familiji [';, u oznaci I'y > I'y.
Jednostavno je primijetiti da vazi implikacija I'y C 'y = F(I'y) € F(I')).
Odavde i iz same definicije p-modula slijede sljedec¢a svojstva za p-modul, p > 1,
definisanog u (2.5).

Lema 2.14. Za p-modul krivih vazi:
a) My(2) = 0.
b) Ako je I'y C I'y, tada M,(I'y) < M,(I',).
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o (Tr) < i
Jj= Jj=
d) Ako je T'y > Ty, tada M,(I'y) < M,(T'}).

Za E,F,G c R" oznacavamo sa A(F, F; G) familiju svih zatvorenih nekon-
stantnih krivih koje spajaju E sa F'u G, tj. v : [a,b] — R pripada familiji
A(E, F;G) ako je v(a) € E,v(b) € Fi~(t) € G, Vt € (a,b) (slika 2.1). U
slucaju da je G = R" ili G = R" zapisujemo samo A(FE, F).

as
N - =T~
; - - -~ A
v K di
. e . > : * A
b i e e 1 1 A
R ~ ~ . Y. & |
~ Py 4 |
— N N gt e ,,—'_"—:_,.’.r‘ )
€-- SR = :-;“3
] S~ — - .‘——\"—'L—j N

Slika 2.1: Tlustracija familije krivih A(F, F; G), gdje je E piramida, F' cilindar,
a G lopta.

Primijetimo da na osnovu Leme 2.14 (b), (d), za F C D, D otvoren, vazi

M,(A(F,0D)) = My(A(F,0D; D)) = My(A(F,dD); D\F).  (2.8)

Odredivanje modula neke familije krivih je prilicno komplikovan zadatak. Potrebno

je na¢i ”dobro” donje ogranicenje izraza [ p"dA za sve dopustive funkcije p, a
RTL

onda dokazati da se to ogranicenje i dostize za neku konkretnu dopustivu funkciju

po. Pokazatemo to u sljede¢em primjeru sfernog prstena.

Primjer 2.15. Neka je Q. = B(0,0)\B(0,a), za 0 < a < b. Tada je

1-n
M(Tq,,) = nan (log g) . (2.9)

gdje je U, , = A(S(0,a),5(0,0), Qup)-

Dokaz. Neka je p € F(I'g,,). Za § € S posmatramo zatvorenu krivu v € I'q_,
i njenu normalnu reprezentaciju v (t) = (t + a)¢, t € [0,b — a] (slika 2.2).
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Slika 2.2: Kriva ¢ na sfericnom prstenu

Koristedi definiciju (2.4), Holderovu nejednakost i Fubinijevu teoremu vidimo da
vaze sljedecée nejednakosti

1< (J/‘pdlj = /p((t+a)§)dt

e/ 9

b . n

- / plr&)r"s G) anr

o (2.10)

(o))

a a

-1 b
= (log%) ]p”(rf)r”"ldt.

[t

IN

Integraljeci nejednakost (2.10) po svim £ € S, na osnovu formule (1.10), dobijamo

h n—1
nay, < (logé) /p"d)\. (2.11)

a,b

Kako je p proizvoljna dopustiva funkcja, to je

/ n—1
nay, < klog g) M(T payp)- (2.12)

Ostaje da se odredi najavljena funkcija po, za koju se dostize jednakost u (2.12).
Imajuéi u vidu koriséene nejednakosti u (2.10), zaklju¢ujemo da se jednakost
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dostize za .
—, X € yy
b LR
po(z) = ¢ llzlllog 3
O, X ¢ Qa_‘r_,.
Mozemo se uvjeriti u istinitost nase pretpostavke, racunskom provjerom koristeci
opet (1.10). O

Primjedba 2.16. Sa neznatnim razlikama u zapisu, prethodni rezultat vazi ¢ u
slucaju kada posmatramo sfere sa centrom u nekoj proizvolynoj fiksiranoj tacki
o € R™.

Posljedica 2.17. Primijetimo da, na osnovu (2.8), rezultat (2.9) vazi i za famil-
iju krivih A(S(0,a), S(0,b), R™), to jeste kada se Q4 zamjenjuje sa citavim pros-
torom R™. Koriste¢i Lemu 2.14 d) dobijamo da je

(A({0},5(0,b))) < na”(log g) _n._ 200 <a<b,

pa pustajuéi a — 0", slijedi

M (A({0},5(0,b))) =0, za b > 0.

Lema 2.18. Neka je xq € R" i neka je I familija nekonstantih krivih koje prolaze
kroz tacku xo. Tada je M(I') = 0.

Dokaz. Ako je xy = oo, tada je tvrdenje ocigledno tacno, jer je jedina lokalno
rektificijabilna kriva (jedino one ulaze u razmatranje) koja sadrzi co u stvari
konstantna kriva. Dakle, mozemo smatrati da je I' = @, pa rezultat slijedi iz
Leme 2.14 a).

Neka je xo € R™ i neka je I'y skup svih krivih v u I' koje sijeku sferu S(:ro, %)
Tada je I'y > A({ao}, S(xo, 1)), pa je M(I'x) = 0, na osnovu Posljedice 2.17 i

Leme 2.14 d). Kako je I' = [J T'y, to je M(I') <5 M(I'y) = 0, na osnovu Leme
k=1 k
2.14 ¢). g

Znacaj prethodnog rezultat se ogleda u tome da, za racunanje modula neke
familije krivih, mozemo zanemariti sve krive iz te familije koje prolaze kroz jednu
fiksiranu tacku. Naime, vazi M(I'ULy) = M(T'), ako je M(I'y) = 0, sto proizilazi
iz Leme 2.14 b), c).

Zelimo dokazati da je modul familije krivih I' konformna invarijanta. Biée
nam potreban rezultat sljedece teoreme, ¢iji dokaz se moze naéi u [60, Teorema
5.6].
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Teorema 2.19. Neka je Q2 otvoren skup, f: Q0 — R™ konformno preslikavanje i
v lokalno rektificijabilna kriva u 2. Tada je f oy lokalno rektificijabilna kriva i

Va1
/M / D) (@)llldl,

za nenegativnu Borel m]erl]wu funkczyu p definisanu na skupu ko sadrzi sliku
krive fory.

Teorema 2.20. Neka je [ : Q — Q' konformno preslikavanje izmedu oblasti
v R". Tada je M(T) = M(fT), za svaku familiju krivih T u Q, gdje je fT" =
{foylyel}.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da krive iz familija I' i IV ne prolaze kroz tacku
00, na osnovu Leme 2.18 1 paragrafa koji slijedi nakon dokaza.

Neka je po € F(fT). Definisemo Borel mjerljivu funkciju p(z) = po(f(x))|If'(z)],
za x € Q) p(x) = 0 inace. Iz Teoreme 2.19 slijedi da je

/M:/mﬂZL
gl foy

za svaku lokalno rektificijabilnu krivu v € I'. Dakle, funkcija p je dopustiva za
familiju I'. Na osnovu jednakosti (2.1) i teoreme o smjeni promjenljivih imamo

M) /"w /m )1, Pl ) = zﬁﬁslﬁﬂ

Kako nejednakost vazi za svako py € F(fI'), toslijedi M(I") < M(fI'). Analogno
se dokazuje da vazi M(fI") < M(T'), jer jei f~! konformno preslikavanje. d

Dokazac¢emo sada jednu korisnu teoremu, koja se odnosi na kolekciju razdvo-
jenih familija krivih. Za familije krivih I'y, I, . . ., kazemo da su razdvojene famil-

e krivih ako postoje disjunktni Borel mjerljivi skupovi E; C R", j = 1,2,...,
tako da za svaku rektificijabilnu krivu v; € I';, 7 = 1,2,. .., vazi

/X]dl:()

Vi

gdje je x; karakteristicna funkecija skupa R™\E;. Dakle, grubo receno dio krive
7; koji se nalazi van E; ima duzinu nula, odnosno «; "skoro citava” je u £j;.

Teorema 2.21. Neka sul'y, [y, ... 'y, razdvojene familige krivih u R" i I <T,
za j = 1,m. Za p > 1 vazr nejednakost

= > N M) (2.13)
=1
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Dokaz. Neka je {I);}}2, disjunktna familija Borel mjerljivih skupova iz definicije

razdvojenih familija krivih I';. Posmatramo skup £ = [J E; i odgovarajuce
j=1

karakteristicne funkcije xg, skupova Fj;, za j = 1,m. Za proizvoljnu funkciju

pj € F(I';) konstruisemo njeno "sijecenje” po skupu Ej, tj. funkciju o; = p;-xg;.

U tom slucaju o; € F(I';). Naime,

V5 ¥;NE; YNES
— / p]dl — /O'jdl,
viNE; Ry

za svako v € I';, zbog navedene cinjenice da je «; "skoro citava” u L.
m
Neka su {ai,...,an} realni brojevi za koje vazi 0 < a; < 11 ) a; = 1.
j=1
Definisemo Borel mjerljivu funkciju p sa

m
\

p= z/ 4%
J=1

gdje su funkcije 05, za j = 1,m, konstruisane kao gore. Dokazujemo da p € F(T').
Neka je v € I' lokalno rektificijabilna kriva i neka su v; njene odgovarajuce
podkrive iz familije krivih T';, respektivno, za j = 1,m. Kako su funkcije o,
dopustive za familije I';, to je

[ pdl = / > aoidl =) ay / ol
-» .\, i=1 7=1 .&
Zzaj/ UjdlZZ(lj'lZl.
i=1 Vi i=1

Stoga p € F(I'), pa imamo

/ m \ P

)< [pan= [ran=3 [ (Yoo ) a
R" E k=1p,

=1

mo r r

=3 j ahphdr < j > alphd (2.14)
7=1

k:lEk_ k:lEk_ | =
s M m
< [ ada=Ya [
R 41 =1 Rn

Kako su funkeije p; izabrane kao proizvoljne dopustive funkcije za familije I';,
respektivno za j = 1,n, uzimajuéi infimume sa desne strane nejednakosti (2.14),
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dobijamo

M,(T) < iag?Mp(rj). (2.15)

Ostaje da se prikladnim odabirom konstanti a; dobija trazena nejednakost. Prvo,
eliminisemo trivijalne slucajeve. Ako je M,(I') = 0, tada je lijeva strana nejed-
nakosti (2.13) jednaka oo, pa nejednakost vrijedi. Takode, slucaj kada je neko
M,(I';) = oo se moze zanemariti, buduéi da se tada odgovarajuéi ¢lan anulira
i ne utice na desnu stranu nejednakosti (2.13). Iz navedenog i na osnovu Leme
2.14 (d), mozemo smatrati da je M,(I';) > M,(I') > 0. Definisemo konstante

m -1
A= (z Mp(r]-)l——p> i a; = M,(D;)Ts -\,
=1

m
za j = 1,m. Kako za nase odabrane vrijednosti a; zaista vazi ). a; = 1, iz
j=1
nejednakosti (2.15) slijedi

k k I-p
- , LN P . N
My (1) S XY My (1) My (1) = (Z M,,(lj)l—v) :
j=1
sto je i trebalo dokazati. O

Za dokaz sljedeca dva rezultata je potrebno uvesti pojam sferne simetrizacije i
modula krivih na sferi. Formulisa¢emo ih bez dokaza. Dokaz Leme 2.22 se moze
naéi u [17, str. 514-515], dok za dokaz Leme 2.23 vidjeti [60, Teorema 10.12].
Oznake [u,v], za u,v € R™, 1 [u, o] oznacavaju, respektivno, skup {u+ t(v —
w):0<t<1}iskup [u,o00] = {tu:t>1}.

Lema 2.22. Za s > 1 neka je
1 , 1 .
FI:A<[O,gel],S,B) i ngA([O,;el],[sel,oo);R )

Tada je My(T'y) = 2P~ M, (T2), za p > 1.
Lema 2.23. Neka je 0 < a < b i neka su F i F skupovi u R™ i xg € R", tako
da je
E N S(xo,t) # @ # FNS(xo,t),
Vt € (a,b). Tada je
b
M(A(E, F, B(zo, )\ B(x0,a)) 2 cnlog -,

gaje je ¢, konacan pozitivan realan broj koy zavisi samo od dimenzije prostora.
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Dokazujemo sada jednu bitnu, i sa geometrijske tacke gledista interesantnu,
nejednakost izmedu modula familija krivih, koja ¢e nam biti potrebna u daljem
radu.

Lema 2.24. Neka je I'y = A([0,¢e)), [t?e1,00)) i [y = A([0, €], [t%e1,20)), gdje je
eeSit>1. Tada je M(I'y) < M(I'y).

Dokaz. Posmatramo sljedece familije krivih (slika 2.3):

l—\11 — A([O,el],S(O,t)),
l—\21 - A([anLS(O?t)))
[ = A(S(0, ), [t%e;, 00)).

Slika 2.3: Familije krivih I'y;, T2 1 Ty

Na osnovu Teoreme 2.20 o konfromnoj invarijantnosti vazi
M(T'11) = M(I21),

jer se I'}; preslikava u I'y; preko rotacije.

Dalje, familija krivih I'y; preko inverzije oko sfere S(0,t) se preslikava u famil-
iju krivih ', jer se sfera fiksira pri inverziji oko nje, a duz [0, e;] se slika u duz
[t?e),00). Na osnovu konformne invarijantnosti imamo

M) = M(Ty2).
Na osnovu prethodnih jednakosti, i Teoreme 2.21 dobijamo nejednakost
M(D3) ™7 2 M(Dp) 7o + M(Ppp)Tn = 2M () oo, (2.16)

jer se T'a; = A([0,¢],5(0,t)), T1a = A(S(0,1), [t%e1,00)), na osnovu jednakosti
(2.8), mogu posmatrati kao razdvojene familije krivih.
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Konacno, iz Leme 2.22 (koriste¢i homotetiju  — 1) slijedi da je
M(F“) — 2n_1M(F1),

Sto uvrstavajuci u (2.16) daje trazenu nejednakost. O

Primijetimo da za spajanje komponenti kod familije I"; su nam potrebne
"krac¢e” krive nego kod I';. To grubo receno, povlaci da za I'y funkcija je do-
pustiva i ako uzima manje vrijednosti (nadoknaduje integral sa duzinom krive) i
zbog toga je prirodno da modul te familije bude manji.

Prsteni u R»

Motivisani sfernim prstenom iz Primjera 2.15, definisimo pojam prstena u R

Definicija 2.25. Oblast Q@ C R" se naziva prstenom ako R*\Q ima dvije kom-
ponente povezanosti i koristimo oznaku Q2 = R(Cy, Cy), gdje su Cy i Cy navedene
komponente povezanosti.

Poznata je ¢injenica iz topologije da pod uslovima prethodne definicije i 92
ima dvije komponente povezanosti, i to By = QN Cyi B, = QN C,. Prirodno
je svakom prstenu Q = R(Cp, Cy) pridruziti familiju krivih 'z = A(Cy, C1: R,
tj. familiju krivih koje spajaju komponente povezanosti komplementa prstena.
Napomenimo da se za modul familije A(Cy, C1:R") koristi termin kapacitet
prstena R(Cy, C1), dok se vrijednost

1

M(A(CO,CI))>1T"

N,

modR(Cy, C) = (

naziva (konformni) modul prstena R(Cy, Cy). Modul prstena je narocito znacajan

u dimenziji n = 2. Naime, modR = t ako i samo ako se prsten R moze konformno
preslikati u kruzni prsten {z € C: 1 < |z| < e'}. Naravno, u dimenzijama n > 3
nema takve interpretacije zbog manjkosti konformnih preslikavanja (Teorema
2.4). Svakako modul prstena ima bitnu ulogu, naroc¢ito u izuc¢avanju svojstva
takozvanog Grotzschovog prstena.

Kapacitet prstena R ne zavisi od toga da li posmatramo krive koje pripadaju
prstenu R, R”ili R", ni od toga da li krive spajaju komponente povezanosti (Cy
i C'1) komplementa prstena ili komponente povezanosti (By i B)) granice prstena.

Konkretno, familije krivih
FR:A(Co,Cl;En), F%:A(C@,CUR), F2 :A(CO,CI;R"), (2 17)
I3 = A(Bo, Bi;:R"), T% = A(By, Bi;R), ', = A(By, Bi;R") '

imaju isti modul. Naime, koristeé¢i Lemu 2.14 (b), (d), izvedemo sljedece za-
kljucke:

' C Tk >T% povlad M(I'y) = M(Tg);
I'x C g > D% povlaci M(I'p) = M(T'g);
['% C Ty >T% povlaci M(I'y) = M(Iy).
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Krive koje prolaze kroz fiksiranu tacku co nemaju uticaj na modul, pa je M (I'z) =
M(T'%) i M(I') = M(I'%).

Pojam prstena v R™ je bitan zbog nekoliko razloga. Ispostavlja se da je
moguce definisati kvazikonfromna preslikavanja preko modula familija krivih ob-
lika 'z, gdje je R prsten. lako su prsteni nastali kao generalizacija sfernih
prstena, ipak dvije klase prstena imaju veliki znacaj u izucavanju modula krivih,
u rjesavanju raznih ekstremalnih problema kao i u teoriji kvazikonformnih pres-
likavanja.

Grétzschov prsten, u oznaci R, (s), je R(B, [se1,00)), za s > 1.
Teichmiillerov prsten, u oznaci Ry, (s), je R([—e1,0], [se1,0)), s > 0.

U vezi sa time definisemo i sljedec¢e funkcije
771(3) = M(A(E7 [361,00)), § > 17
Ta(8) := M(A([—ey,0], [se1,00)), s >0,

respektivno funkciju Grotzschovog i Teichmiillerovog kapaciteta, tj. funkcije koje
u zavisnosti od promjenljive s daju modul familije krivih koje spajaju kompo-
nente povezanosti komplementa Grotzschovog, odnosno Teichmiillerovog prstena
(slika 2.4).

—e) 0 se;

Slika 2.4: Grotzschov (lijevo) i Teuchmiillerov prsten (desno) i odgovarajuce
familije krivih FG’n(s) 1 FTn(s)

Radi pojednostavnosti oznaci¢emo familiju:

A(B, [se1,20)),s > 1, sa Las);

A([_617O]7 [361700))73 > 07 sa FTn(S)’

Sljede¢om teoremom pokazujemo monotonost funkcije v, ispitujemo graniéno
ponasanje i dajemo direktnu vezu izmedu Grotzschovog 1 Teichmiillerovog ka-
paciteta.
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Lema 2.26. Funkcya v, je strogo opadajuca i vazi
lim v,(s) =00 7 lim v,(s) = 0. (2.18)
s—1+t §—00
Grotzschov 1 Teichmiillerov kapacitet su povezani relacijom
Yu(s) = 2" 1, (s* = 1), Vs € (1,00). (2.19)
Dokaz.
Yn jJ€ strogo opadajuca funkcija.
Neka je 1 < s < t. Posmatramo prstene

R, =R (B,BC(O,£>> i Ry=R (B(O,é).[tel,oo)).

Prsten R, je sferni, pa na osnovu Primjera 2.15 i jednakosti modula (2.17)
imamo M(I'z,) = nay, (log ﬁ)l'_n. Iz konformne invarijantnosti modula krivih
pri homotetiji slijedi M(I'zr,) = 7(s). Zbog jednakosti (2.17) za kapacitete
prstena mozemo smatrati da su familije krivih I'g, i 'z, razdvojene i da vazi
I'r,,I'r, < I'g,t), pa na osnovu Teoreme 2.21 vazi

-0 : : ;

(1 ()77 = M(Tg,) T > M(Tr,) 77 + M(Ig,) T o0
1 t - .

— (nay) T logg + (%(s)) 1‘1",

1

odakle slijedi (,(t)) s (7 (s)) ", odnosno v, (t) < ya(s).

Dokaz za (2.18).

Zat € (s — 1,2) sfera S(e;,t) ima neprazan presjek sa S i neprazan presjek sa
[se1,00), pa na osnovu Leme 2.23 slijedi

n >nl- .
Yn(s) 2 enlog —

Pustajuéi s — 17, dobijamo da je lim+ v(s) = +oo.
s—1
Za drugu granicnu relaciju, primijetimo da je familija I';, () minorizovana famil-
jjom A(S,S(s),Q ), pa na osnovu Leme 2.14 (d) slijedi
Yu(s) < M(A(S,S(0,5),Q1,6)) = nay, (log s)l_n

Pustajuéi s — oo dobijamo da je ligrn v(s) = 0.
S§—+00

Dokaz za (2.19).
Neka je I'y = A([O, iel], S) 11 = A([O, iel], [sel,oo)). Iz konformne invarijant-
nosti (inverzija oko S) slijedi da je M (I'y) = M(I'g,(s)) = (s), pa je
Ya(s) = 2" M(Ty), (2.21)
na osnovu Leme 2.22. Primijetimo da se familija krivih I'y, preko konformnog

preslikavanja f(x) = sx — e; preslikava u familiju 'z, ;2—1). Trazena jednakost
sada slijedi iz konformne invarijantnosti i (2.21). O
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Na osnovu dobijene veze izmedu kapaciteta Grotzschovog i Teichmiillerovog
prstena, i ostalih dokazanih svojstva funkcije v,(s), trivijalno dobijamo da vaze
sljedece relacije za funkciju Teichmiillerovog kapaciteta 7,,(s), s € (0, 00).

Posljedica 2.27. Funkcija 7,(s) je strogo opadajuca i vazi

lim 7,,(s) = +o0 ¢ lim 7,(s) = 0.
s—0t e ]

Dajemo sada dvije korisne nejednakosti koje ukazuju na ekstremalna svojstva
Teichmiillerovog prstena. Svojstvo ekstremalnosti za neki prsten podrazumjeva
da je njen kapacitet najmanji/najveé¢i u odnosu na neku familiju prstena sa datom
geometrijom, kojoj taj prsten pripada. Za dokaz prve leme se koristi konformna
invarijantnost i pojam sferne simetrizacije. Njen dokaz se moze naéi u [61, Lema
7.34].

Lema 2.28. Neka je R = R(E, F) prsten u R, tako da sua,be E ic,oo€ F
razlicite tacke. Tada

w2 (5

Lema 2.29. Neka je 2 = [0,e1] i F' = [x,00) za x € R"\B. Tada
M(A(E, F)) < mp(|lz]| = 1).
Dokaz. Koriste¢i konformnu invarijantnost modula pri rotaciji slijedi da je
M(A(E, F)) = M(I'),
gdje je I'y = A([0,¢e], ||z|le1, 00)), za neko e € S. Na osnovu Leme 2.24, imamo

da je
M(Iz) < M(I'y),
gdje je I't = A([0,e1], [||x]|e1, 00)). Translacijom za vektor —e; dobijamo da je

M(T'y) = 7.(||z]| = 1), pa je trazena nejednakost dokazana. O

U nastavku ¢emo izucavati jednu specijalnu funkciju, koja je usko povezana
sa Grotzschovim kapacitetom.
Za0 <r <1iK >0 definisemo funkciju

(2.22)

SOK,n(/r) - 1/

Primijetimo da posto je funkcija v, strogo opadajuéa to postoji v,;', koja je
takode opadajuca funkcija. Koriste¢i Lemu 2.26 slijedi sljede¢i niz implikacija

1 1
0<r1<r2<1=>7n(—> <%(—>
T )
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; 1
= 7;1 (K'Yn <E)> > 7;1 (K’)/'IL <;;)> = SOK,n(T]) < (pK.n(TQ),

sto povlaci da je funkcija g, strogo rastuc¢a u (0,1). Imajuéi u vidu granicno
ponasanje kapaciteta Grotzschovog prstena v,(s) iz Leme 2.26, funkciju ¢k,
mozemo dodefinisati neprekidno u [0, 1], tako da je pi,(0) = 01 prn(1) = 1.
Zato funkciju ¢, ¢emo posmatrati kao bijektivno preslikavanje iz [0, 1] u [0, 1].
Definisemo sada funkciju ® : (1,00) — R tako da je

log(®(s)) = mod(Re, (y) = ( Z;ﬁ)) =

Na osnovu relacije (2.20) imamo da za t > s > 1 vazi
log(®(1)) > log _ -+ log(®(s)), (2.23)

odnosno :

(1]

) | 20
t s

sto znaci da je funkcija @ rastuca. Pokazuje se da je data funkcija i ogranicena
odozgo pa postoji grani¢na vrijednost

limw:

t—oo

An-
Konstanta A, se u literaturi naziva Grotzschova konstanta. Njena tacna vrijed-

nost je jedino poznata za n = 2 i iznosi Ay = 4 (vidjeti [43, str. 61]). U veéim
dimenzijama poznate su razne procjene koje proizilaze iz nejednakosti

>3 n—2
5 L[ +1\"!
0§log%§/z(<%> —1>dt.
1

1
[zmedu ostalog, vazi A € [4,2e" ') i \i — e, kada n — oo (vidjeti [17, str.
518], [11, str. 239-241], [4]).

Dokazujemo sada neke jednostavne, a korisne nejednakosti u vezi sa funkcijom
Y na(r) 1 konstantom \,. Potrebno je definisati funkciju

s (3 (1)) - ey - (22)

nay, }

za r € (0,1). Na osnovu ve¢ dokazanog za funkciju ~,, funkcija M(r) je
opadajuca.
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Lema 2.30. Zan>2, K>1:10<r <1 vazi
Pren(r) < N=op
gaje je o = Kt

Dokaz. Zar =011 = 1 nejednakost je trivijalno tacna.
Neka je r € (0,1)1 g n(r) = r'. Naosnovu (2.22) imamo da je v, (%) = K7, (3),
sto povlaci da je

M(r'y = K5 M(r) = aM(r). (2.24)

Kako je a <1, to je M(r') < M(r) i posljedicno ' > r. Iz 1 > & i nejednakosti

(2.23) slijedi
(o () 2w (5) e (o(2)

M(r) +logr > M(r') + logr'. (2.25)

=3 | =

odnosno

Kako je
1 1
M(r) + log(r) = log <<I> (;)) — log . < log A\n,

to koristeci (2.25) vidimo da vazi
An /\n /
0 <log— — M(r) <log — — M(r'),
r r
odnosno
)\w )\n. /
alogT —aM(r) <log i M(r'),
jer je a € (0,1]. Iz prethodne nejednakosti i relacije (2.24) konacno slijedi
7'/ S /\711_07"0,
sto je trebalo dokazati. O

Formulisemo sada princip refleksije koji omogucava da se kvazikonformno
preslikavanje u B produzi u R, koriste¢i inverziju oko sfere S, koje je konformno
preslikavanje. Za dokaz nesto opstijeg tvrdenja vidjeti [60, Teorema 35.2].

Lema 2.31. Neka je f : B — B K-kvazikonformno preslikavanje tako da je
fB) =B f(0)=0ineckaje J: R = R", inverzija oko sfere S, tj. J(x) =
iz J(00) = 0¢.J(0) = oo @ definisemo g : R" >R sa

f(x), x € B,
g(z) = ¢ J(f(J(x))), € R™B,
lim /(2), res.

Tada je g K -kvazikonformno preslikavanje u R".
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Svi neophodni "sastojci” su sada dostupni za dokaz Morijeve teoreme o
kvazikonformnim preslikavanjima. Morijeva teorema obezbijeduje Holder neprekid-
nost kvazikonformnog preslikavanja koje slika B u B i fiksira tacku 0. Svojstvo
Holder neprekidnosti za ova preslikavanja u ravni prvi je dokazao Z. Yujoboa u
radu [63]. Kasnije ¢emo objasniti razloge zasto teorema nosi ime japanskog
matematicara Akira Morija. Dokaz koji ¢emo ovdje prikazati se zasniva na
radu [3].

Teorema 2.32. [Morijeva teorema/ Neka je f K-kvazikonformno preslika-
vanje iz B u B, tako da je f(0) = 0. Tada

1f(@) = fll < Al — yl|,

za x,y € B, gdjejea:Kﬁ.

Dokaz. Naosnovu Leme 2.31 preslikavanje f mozemo produziti do K-kvazikonformnog
preslikavanja u R, tako da je f(co) = co. Kako je nejednakost trivijalno tacna
za x =y, pretpostavimo da je x # y i x # 0.

Ako je ||lx — y|| > 1, tada je

1/ (x) = f)]| <2 <2z —y|* <2z —y|*,

jer je 7 < a.

Neka je ||lx — y|| < 1. Posmatramu familiju krivih I' = A([x, y], [z,00)] i [ =
f(), gdje je z = —”j—” Na osnovu Leme 2.29, kvazikonformnosti preslikavanja
f i Leme 2.28 imamo da je

1) — £(2)] , (le=2]
T“(IIf(:r)—f(y)Il) S M) £ KM(D) £ K (nw—yu 1)'

Kod posljednje nejednakosti je koris¢ena konformna invarijantnost pri Mébiusovom

transformacijom w — Tozall" Iz osnovne veze (2.19) izmedu Grétzschovog i Te-

ichmiillerovog kapaciteta prethodna nejednakost dobija oblik

1f(2) = @) + @) = F) ) * L ) ®
" (( 1f@ = 1wl ) ) &% <<||x_y”> )
< Ky, <%> :
lz =yl

Djelovanjem opadaju¢om funkcijom v, !, zatim posmatrajuéi reciproénu vri-
jednost i kvadrirajuéi, dobijamo nejednakost

1/ () = FW)l <
1 (z) = S+ [1f () = F)ll ~

ol

jer je ||z — x|| = H—nﬁ—“ = xH =14 |x|.

1
Pl —yl2).




Grava 2. KVAZIKONFORMNA PRESLIKAVANJA U PROSTORU

Kako je [|f(z) = f(y)l + [/ (x) = F()ll < 4, to je

If(@) = F)I < 40% . (llx = yll>).

Koristeé¢i Lemu 2.30 kona¢no imamo

1f(@) = f)ll < ANz — g2,

sto je trebalo dokazati. a

Najmanja konstanta M (n, K') za koju nejednakost
o 1
1f(x) = FW)ll < M(n,K)|z —y|* zaz,yeB, a= K,

vazi za sva K kvazikonformna preslikavanja f iz B u B, f(0) = 0, se naziva
Morijeva konstanta. Za slucaj ravni, A. Mori u radu [50] objavljenom 1956, je
dokazao da je nejednakost tacna sa Holder koeficijentom 16 i da se ta konstanta
ne moze zamijeniti sa manjom konstantom, koja ne zavisi od K. Medutim,
odrediti najmanju konstantnu M (2, K') u zavisnosti od K, je i dalje otvoren
problem. Do danas, najbolji postignuti rezultat za ravan je konstanta 161 u
radu [59]. Sa druge strane, postoji i donje ogranicenje: M (2, K) > 16!~ %, dato
u knjizi [43]. Kako nije dokazana Hélder neprekidnost sa koeficijentom 16'~%
za sva razmatrana preslikavanja, ali nije pronaden ni primjer funkcije koje nije
Holder neprekidno sa koeficijentom 16~ % (veé veéim), ostaje otvoreno pitanje
da li je M(2, K) = 16"~ %, §to je poznato i kao Morijeva konjektura.

Za opste n ima jos manje konkretnih rezultata oko tacne vrijednosti M(n, K),
ali je dokazano da M(n,K) — 1, kada K — 1. Jedan od znacajnih gornjih
ogranicenja je ovo koje smo mi pokazali, a drugi rezultati se mogu na¢i u radovima
[3,8,13,19,58].

14Rad je objavljen godinu nakon njegove smrti, na osnovu pronadenih njegovih rukopisa.
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Glava 3

Modul neprekidnosti kvazikonform-

nih preslikavanja iz B u prostornu
oblast ()

U centru razmatranja ove glave je sljede¢i problem: pod kojim dodatnim uslovima
kvazikonformno preslikavanje iz jedinicne lopte B u prostornu oblast je Lipschitz
ili Holder neprekidno? Uslove koje ¢emo odabrati su prirodni, jer dolaze iz veé
dokazanih rezultata u ravni i odnose se na glatkost kodomena, kao i na har-
monicnost ili "kontrolisan” Laplasijan naseg preslikavanja. Protoprimjer ovih
problema je sljedec¢i rezultat iz kompleksne analize: konformna preslikavanja iz
jedini¢nog diska D C C u sebe, tj. Mobiuosove transformacije oblika

fz) = et f_ E”Z t€0,27), a €D,

su Lipschitz neprekidna u D.

U prvoj sekciji ove glave dajemo neke osnovne definicije, koje se ticu rezultata
1 postavke problema. U Sekciji 3.2 uopstavamo Hardy-Littlewood teoremu u
prostoru. Centralni rezultati su sadrzani:

e u Sekciji 3.3, gdje dokazujemo Lipschitz neprekidnost za kvazikonformno
harmonijsko preslikavanje iz B u prostornu oblast € sa C'® granicom;

e u Sekciji 3.4, gdje dokazujemo Lipschitz neprekidnost za kvazikonformno
preslikavanje ¢iji Laplasijan pripada prostoru L”(B,R"™), zap > n, iz B u
prostornu oblast € sa C''® granicom;

e u Sekciji 3.5, gdje dokazujemo uniformnu Holder neprekidnost za kvazikon-
formna harmonijska preslikavanja iz B u prostornu oblast 2 sa C' grani-
com.

Svi ovi rezultati i sadrzaj ove glave, osim Sekcije 3.1, su zasnovani na autorskim
radovima [23, 24|
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3.1 Osnovni pojmovi

U ovoj sekciji definisemo osnovne pojmove koji se ticu postavke zadatka.

Holder i Lipschitz neprekidnost

Neka je xg € @ C R"10 < a < 1. Za funkciju f : Q@ — R" kazemo da je
a-Hoélder neprekidna u tacki xo, ako je vrijednost izraza

wp W@ = F@)]

x€Q\{zo} ||CE - xOHO

(3.1)

konacna. Ako se u (3.1) dobija konacna vrijednost u slucaju a = 1, tada kazemo
da je f Lipschitz neprekidna u tacki xo. Primijetimo da Lipschitz neprekidnost
povlac¢i a-Hoélder neprekidnost, za svako o € (0, 1), kao i da a-Holder neprekid-
nost u tacki xy povlaci a;-Holder neprekidnost u toj tacki, za 0 < a; < a < 1.
Ako je funkcija Holder neprekidna u tacki xg (za neki eksponent «) tada je
funkcija f neprekidna u toj tacki.

Navedene definicije se prirodno prosiruju i u ravnomjernom obliku za citav
skup Q. Kazemo da je f (uniformno) a-Hélder neprekidna u 2 ako je vrijednost

1zraza
wp 1@ = 6] )
zyeq |z —yl°
r#y

konacna, i f je (uniformno) Lipschitz neprekidna u € ako je vrijednost izraza u
(3.2) konacna za a = 1. Za funkciju kazemo da je lokalno a-Hélder neprekidna
u €2 ako je f uniformno a-Holder neprekidna na svakom kompaktu u €.

Analogno, kao i kod Holder neprekidnosti u fiksiranoj tacki, (uniformna)
Hoélder neprekidnost sa veé¢im eksponentom povlaci (uniformnu) Holder neprekid-
nost sa manjim eksponentom, i Lipschitz neprekidnost povlaci (uniformnu) a-
Holder neprekidnost, za svako a € (0, 1).

Neka je k nenegativan cio broj i a € (0, 1]. Hélderov prostor C**(Q) se defininise
kao potprostor prostora C*(Q) koji se sastoji od funkcija ¢iji su parcijalni izvodi
k-tog reda a-Holder neprekidne funkeije u €.

Glatkost granice prostorne oblasti

U nasim razmatranjima posmatramo preslikavanja iz jedinicne lopte B u pros-
tornu oblast €2, sa granicom odredene glatkosti. Konkretno, zanimaju nas oblasti
koji imaju C'i Ch* «a € (0,1), glatku granicu.

Definicija 3.1. Oblast @ C R" ima granicu C* glatkosti, k € N, ako postoji C*
difeomorfizam g iz neke okoline zatvorene jedinicne lopte B, tako da g(B) = €.
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Analogno se definige i oblast sa C** granicom, pri ¢cemu a € (0,1). Ovakva
definicija nam omogucava da napravimo vezu izmedu lopte i prostorne oblasti
Q, sto u slucaju kvazikonformnog preslikavanja povlaci Holder neprekidnost, na
osnovu Morijeve teoreme. Stavise, znacaj ovih oblasti se ogleda u tome §to
se njihova granica moze "ispravljati”, tj. da se lokalno, nakon dejstva neke
izometrije, moze predstaviti kao grafik funkcije odgovarajuce glatkosti.

3.2 Hardy-Littlewood teoreme za prostor

U ovoj sekciji uopstavamo rezultat Hardy-Littlewood teoreme iz ravni u pros-
tor. U slucaju ravni dokaz za analiticke funkcije se moze naci u [25, Sekcija 9.5,
Teorema 3]. U prostoru teoremu dokazujemo za harmonijske funkcije u B. Za
proizvoljno p € (0, 1), teoremom se daje veza izmedju pu-Holder neprekidnosti
na sferi u odnosu na tacku 7 € S harmonijskog preslikavanja u i jednog oblika
ogranicenosti parcijalnog izvoda funkcije u duz radijus vektora koji spaja cen-
tar sfere sa tackom 7. Naime, za u = 1, navedena ogranicenost se svodi na
obi¢nu ogranicenost parcijalnog izvoda duz radijus vektora, sto je prirodno na
osnovu Lagrangeove teoreme o srednjim vrijednostima. Dakle, teorema donosi
ekvivalenciju izmedu dva uslova, pri ¢emu jedan se odnosi na sferu, a drugi na
unutrasnjost lopte B, i ta veza ¢e 1 obiljeziti dokaze centralnih rezultata ove
glave.

Teorema 3.2. Neka je u : B Cc R" = R, n > 3, harmonijska funkcija v B i
neprekidna v B, in € S. Pretpostavimo da |u(&) — u(n)| < M||§ — n||*, V€ € S,
za neko p € (0,1). Tada postoyi C = C(M, u,n) tako da

IVu() | (1 = [z < C,
gdje je x = rn, r € [0,1).

Dokaz. Kroz dokaz, konstanta C' moze mijenjati vrijednost 1 zavisi eventualno
od dimenzije prostora n, konstanti M i pu. Koristed¢i predstavljanje harmonijske
funkcije preko Poissonovog integrala (Posljedica 1.15) imamo

_' 1 — l]?
0= | -2 O
Primijetimo da vazi

vww:[Qm@maw@x (3.3)

gdje je
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(=22)(1+ [|l2]l* = 2(§, 2))* — n(1 — |l2lI*)(1 + [|2]|* — 2(§, )2~ (z — &)

Q&)= 7 el - 2, ))"
(22014 el = 206 2)) — (1 — [la))z — © o
(01 el - 206,2) 5"
(2014 el = 266 ) — (1l — el =€) 1
(1+ [lz? = 2(¢, x)) (14 [|z)2 = 2(¢,2)) 2

Neka je h € R™ proizvoljan vektor. Tada

(Vu(z), h) = /(Q(%é), h)yu(§)da(8). (3.5)

S

Kako je relacija (3.5) tacna za sve harmonijske funkcije v : B — R, uzimajuci
konstantnu funckiju u(n), dobijamo jednakost

0 /'<cz<x,§>,h>u<n>do—<§>, (3.6)

S

sto, zajedno sa (3.5), daje

(Vu(z),h) = /(Q(x, ) ) (u(€) — u(n))do (). (3.7)
S

Sa druge strane

‘—2<x,h><1 £ Jlall? = 2(6.2)) = n(l — 2]z — £, h)
T el —2(6.2)
(1 — el — ellin]
e -7 (38)
— {lz]]

[t

< 2|[z[[|[a]] + n

< 2l bl + 2nlhl T < (24 20) ],

Posljednja relacija slijedi iz Cauchy-Schwarz nejednakosti jer za x € B vazi
1—lz]| < ||z =], za x € B, ako i samo ako je (&, x) < ||z||. Svakako, navedena
nejednakost je ocigledna i iz geometrijske tacke gledista: najmanje rastojanje
tacke x € B do neke tacke iz jedinicne sfere je 1 — ||z|.

Iz (3.4),(3.7),(3.8) dobijamo

(Vu(a), >|<<2n+2||h||[ i)
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Kako je vektor h proizvoljan, to je

u(n)|
IVu(a)] < (20 +2) S/ T s de(e)

sto je ekvivalento sa

u(n)|
\Y < (2n+2) —d
IVutra)l < (20 + S/ oo
(3.9)
— u(n)|
(2n+2) —do (&),
! Tl
gdje jex =rn, r = ||lzf| € [0,1).
Koristeéi uslove teoreme slijedi nejednakost
[Vu(rp)|| < M(2n + 2)/ |i€ — 1l S da(§). (3.10)
J ((A=r)2 il —nl*)

Primijetimo da integrand u (3.10) zavisi samo od rastojanja tacke £ € S do
fiksirane tacke n. Koristeéi pogodnu rotaciju, u (3.10) mozemo uzeti da je n =
(1,0,...,0). U tom slucaju

W=

l€—nll = (& - 1D*+...+ &) B (en® +1 - 261)% =(2-26). (311

Kako se imenilac kod integranda u (3.10), kada je r blizu 1 priblizava ka nuli za
€ — || malo, a u sluc¢aju kada je r blizu 0 imenilac je ogranicen sa donje strane,
u nastavku dokaza razlikovacemo dva slucaja, pri cemu drugi ¢e biti trivijalan.

Prvi slucaj r = [zf| > 3.

Imajuéi u vidu (3.11), pogodno je da se nad integralom u (3.10) primjeni
dekompozicija n—1 dimenzione sfere S u sfere dimenzije n—2, presijecanjem sfere
S sa ravnima koje su ortogonalne na &; koordinatnu osu (eng. slice integration
on sphere, vidjeti [7, str. 242, Appendix A5]). Otuda, pomenuti integral se moze
zapisati u sljedecoj formi

2 2;__
V()| < M(2n + 2" et f ] B2 0D o sl

gdje o,_» oznacava odgovarajucu normalizovanu povrsinsku mjeru na jedinicnoj
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sferi S,,_» u R*"!. Iz posljednjeg, sredivanjem dobijamo

: (2-2¢)"
IVutrm)| < C&i don-2(C) / (1—7)2+ (2 —26))%

(11— de,

n—3
9

b @) 27" (1 - &)
- C/—I @ 1226 (10 42— 2

B A ( 1- & )—
-2 J (=2 +r2—-26) \ (1 —=7)2+7r(2-28) dr.

Zar > 1 je ispunjeno

1—61 1_61

< <1
(I—=r)2+r(2-25)

(I=r2+0-&) "

sto povlaci

1 p1
V< [ o e (312)
> 1. .
=)+ -8)
Koristedi prvo smjenu 1 — & = t?, a zatim s = 1, dobijamo
V2o g (1= (15 2
< ——dt = - 1 —
IVutra)l < € [ = e [T 0 s
sto povlaci
r oo M
< — )t i ,
[Vutrnll < O ==t [ ds
Kako posljednji integral konvergira, konac¢no dobijamo
[Vu(rmll(1 =)'~ < C, (3.13)

za 1 € [3,1), gdje C zavisi samo od M,y i n.

Drugi slucaj r = ||z|| < 3.

U ovom slucaju, kao sto je i najavljeno u paragrafu pred prvi slucaj, dokaz
je jednostavniji. Naime, kako je

1€ = (1 —r)t=* 21

< e = 2" (3.14)
(T=r2trl&=nl?): )"
koristeéi (3.10), dobijamo
[Vulrn)|[(1 —r)'=* < M(2n + 2)27H+. (3.15)

Zakljuéujemo da je nejednakost tacna za sve r € [0, 1), gdje je konac¢na konstanta
C' veca od dobijenih konstanti na desnim stranama u (3.13) i (3.15). O
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U nastavku dajemo i verziju prethodne teoreme za > 1. Naime, u dokazu
Teoreme 3.6, iterativnim postupkom povecéajuci eksponent Holder neprekidnosti
funkcije f na sferi u odnosu na fiksiranu tacku 7, dobijamo p-Holder neprekid-
nost funkcije f u odnosu na 7, za > 1. Zato potrebno je da verziju prethodne
teoreme damo i za u > 1. Dokaz tvrdenja je veoma slican dokazu prethodne
teoreme.

Teorema 3.3. Neka je u : B C R* — R, realno harmonijska funkcija v B i
neprekidna u B, in € S. Pretpostavimo da ||[u(§) —u(n)|| < M||E—n||*, V& € S,
za neko p > 1. Tada postoji C = C(M, p,n) tako da

[Vu(ry)ll < C,
za svako r € [0, 1).

Dokaz. Dokaz teoreme za r € [3,1) je indentican prethodnom sve do (3.12). Za
kraj dokaza je dovoljno samo primijetiti da je

: (1_§1)% ! et B 243"
-/—1 (1—7")2+(1—§1)dx§./_|(1 &) dél_u—l'

Zar € (0,3), slicno kao i u (3.14) imamo da je vrijednost

1€ — nll*
(L=r)2+rlg—nl*)2
ogranicena, pa opet iz (3.10) slijedi nasa nejednakost. d

Ostaje da se dokaze i drugi smjer pomenute Hardy-Littlewood teoreme, odnosno
dokazujemo da je uslov

IVu(@)] < C(1 - Jz])*", Vv eB,

dovoljan da funkcija bude p-Holder neprekidna na citavoj lopti B. Na ovaj
nacin, uspostavlja se uska veza izmedu ove dvije velic¢ine i otvara prostor da se
kroz navedenu ekvivalenciju (i glatkost granice kodomena) povecava eksponent
Hélder neprekidnosti funkeije. Koristi¢emo ideju sa dokaza [57, Lema 6.4.8], gdje
je dokaz izveden za kompleksno vrijednosne funkcije, pa je potrebno neznatno
modifikovati dokaz.

Lema 3.4. Neka je u realna harmonijska funkcija uw B i p € (0,1) tako da
[Vu(z)|| < C(1— [lz)*~!, VzeB,

gdje C ne zavisi od x. Tada je u p-Hélder neprekidna v B.
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Dokaz. Neka sux,y € B, tako daje 0 < ||z|| < ||y|| < 1. Na osnovu Lagrangeove
teoreme i uslova imamo

u(@) = u(y)] < [IVu@)|lz =yl < O =) e -yl
za z = Ar + (1 = A)y. Jasno, ||z]| < Allzf| + (1 = Nyl < (A+1 =Nyl = [yl
U nastavku razlikujemo tri slucaja.

Prvi sluéaj: ||z —y|| < 1— |yl

Kako je [z —yll <1—lyl < 1—[z] to je,

(@) — u(y)] < C(1L = [z}l = yll < Clle =yl = yll = Cllz — yl*.

Drugi slucaj: 1 — [jy[| < [z —y[| <1 — [z
Posmatramo element 3y = “—fm(l — ||lx — y||) € B. Dokazac¢emo da nad parom
(z,vy') mozemo primijeniti prvi slucaj, odnosno da vazi nejednakost
le =yl <lle =yl = 1= [ly']-
Naime, nejednakost ||z — /|| < ||x — y|| je ekvivalentna sa

—2(x,y) + |V 11* < —2(z,y) + |y,

odnosno
20,y =y < (vl = 1D+ 11D, (3.16)
sto ¢emo 1 dokazati. Na osnovu Cauchy-Schwarz nejednakosti imamo da je
2z, y —y) < 2llzlllly = y'll = 2l Uyl = I1¥'])- (3.17)

Posljednja jednakost vazi jer su y i ¢ kolinearni vektori sa pozitivnim koeficijen-
tom kolinearnosti i ||| < |ly||. Konacno, kako je

2/l = llwll + llzll < llyll + 1 = llz =yl = Nyl + ly'll,
to iz (3.17) slijedi trazena nejednakost (3.16).
Sada koriste¢i nejednakost trougla
u(@) — w(y)| < |ul) —u@)] + [uy) — wy)l, (3.18)

dolazimo do situacije da umjesto para (x,y) posmatramo parove (z,vy') i (y/,y).
Za prvi par, postupajuci kao u prvom slucaju, imamo da je

u(@) — u(@)| < Clz = y/|* < Clle — y|*
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Za drugi par sa desne strane u (3.18) imamo
u(y) —u(y') = / Diudx, + ... + Dyudz,.
lv'.4]

Koristeé¢i odgovarajuéu parametrizaciju t —
Schwarz nejednakost proizilazi

it t € (1911 llyll], i Cauchy-

IIyII

uly') = uy)! H<V“<nyn ) ||y||> Hdt

[yl
[ll

<C / (1 —t)*tdt

I—|lz—yll

C

;(le =yl = (1= ly*)
C

< —llz—yl*.

1

Iz dobijenih nejednakosti za oba ¢lana desne strane relacije (3.18), konacno
slijedi

ule) — uly)| < € (1 ; i) -

Treéi slucaj: 1 — |yl < 1—|z]| < ||z -yl

Analogno kao u drugom slucaju, posmatramo i 2’ = W(l — ||z — yl|) (jasno,
u ovom slucaju vazi x # 0). Koristicemo nejednakost

I =yl < llz =yl (3.19)

koju ¢emo kasnije i dokazati. Kroz nejednakost trougla

u(z) = u(y)| < lulz) — u(@)] + [u(@') = u(@y)] + |uy) —uy)l,

svedemo dokaz nase nejednakosti na tri nejednakosti ve¢ razmotrenog oblika. Za
prvi i tredi clan situacija je ista kao kod drugog izraza u drugom slucaju sa ko-
linearnim vektorima z i 2/, odnosno y i /. Za drugi ¢lan, kao sto smo naveli,
dokazacemo da je ||/ — ¢/|| < ||z —y| = 1 — ||/||, pa se nejednakost dobija
koristeci ideju sa prvog slucaja (koju smo primijenili i kod prvog para u drugom
slucaju).
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Ostaje da se dokaze nejednakost (3.19), sto ¢emo izvesti kroz dokaz dvije nejed-
nakosti (slika 3.1):
|| ||

[Es H ”yH <z -yl (3.21)

Slika 3.1: Tlustracija nejednakosti (3.20) i (3.21)

Dokaz za (3.20) : Vazi da je ||| = |1 — |« — y|l| = [|¥/]], i |lz[| = ||”u”y|| i
L@y = Lz, ”g” y) = v € [0,7]. Za v = 0 nejednakost je ocigledna. Neka je
v € (0,7). Kako je, na osnovu kosinus teoreme, duzina osnovice jednakokrakog

trougla sa krakom b i uglom prvi vrhu v jednaka 2bsin 1, to je nasa nejednakost
ekvivalentna sa

2|1 — [z — ]| sin% < 2||||sin 2,

odnosno

11— llz = ylll < =] (3.22)

Posljednja nejednakost slijedi iz 1 — || — y|| < ||z|| na osnovu uslova zadatka, i
nejednakosti ||z — y|| < [|z] + ||yl < ||z|| + 1. I za v = 7 treba dokazati (3.22),
pa je i u ovom slucaju trazena nejednakost ispunjena.

Dokaz za (3.21): Kvadrirajuéi obje strane i koriste¢i skalarni proizvod, do-
bijamo da je data nejednakost ekvivalentna sa

]l
Il ~ 21l ”( y) + llal® < llzll* = 262, y) + llyll®

@2(1 '|'| ”)<xy>_||y||2 el
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Dokazujemo posljednju nejednakost iz ekvivalencije. Vazi

AV P
2( ||y||)“ ">§2( Iy ||) =il
— elly] - 2la]?

< lyll* — llll?,

pri éemu smo koristili da je 2||z||||ly|l < llylI* + [|=]|* O

Napomena: Osim jasne geometrijske interpretacije nejednakosti (3.20), i ne-
jednakost (3.21) se moze utvrditi kroz jednostavne geometrijske cinjenice: za
Yy = ”:”y trougao Oxy, je jednakokraki (osim kad je trougao degenerisan, a

tada je nejednakost ocigledna), sto povlaci da je ZOxy, = Oyix < 5, odnosno
Zxyy > 3, pa je stranica vy najduza stranica trougla xy,y.

3.3 Lipschitz neprekidnost kvazikonformnih har-
monijskih preslikavanja kada je 00 € C'@

Ova sekcija je posve¢ena dokazu pomenute teoreme. Prije toga, formulisa¢emo
1 dati ideju dokaza za jedan opste koristan rezultat, koji ¢e biti upotrijebljen
za transformisanje nejednakosti (2.7) kod analiticke definicije kvazikonformnih
preslikavanja, iz f'(x) u f'(z)7, za x € B.

Lema 3.5. Neka je A: R" — R" linearno preslikavanje. Tada je
max || Ah| = max ||AT£ I

[|5]|=1

min || Ahl = mm IIATk‘II

ll|l=1
Dokaz. Tvrdenje je neposredna posljedica dvije cinjenice:

1) Vrijednosti |1|1f3”ax ARl i ||rrTm || AR|| su, respektivno, korjen najvece i najmanje

svojstvene vrijednosti operatora AT A (ideja dokaza: ||.AR||?> = (AT Ah, h), oper-
ator AT A ima nenegativne svojstvene vrijednosti i bazu od svojstvenih vektora).

2) U opstem slucaju, za dva operatora A i B vazi da AB i BA imaju iste svo-
jstvene vrijednosti (ideja dokaza: ako je A = 0 svojstvena vrijednost operatora
AB onda je jedan od operatora singularan, pa je A = 0 svojstvena vrijednost i
operatora BA; ako je A # 01 ABv = \v, v # 0, tada je A svojstvena vrijednost
operatora BA sa svojstvenim vektorom Bv # 0).

Dakle, iz 2) slijedi da operatori AT A1 AAT imaju iste svojstvene vrijednosti, pa
iz 1) dobijamo trazene jednakosti. O
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Pocetna ideja za dokaz Lipschitz neprekidnosti lezi na sljedeéem jednos-
tavnom pristupu. Neka je n € S i f(n) = ¢ € 9Q. Mozemo pretpostaviti
da je ¢ = 0 i da je tangentna ravan povrsi 92 u ¢ = 0 ravan x,, = 0. Ovo se moze
dobiti na sljede¢i nacin: Neka je L, izometrija, koja preslikava Q u ﬁf, tako da
Ly(q) = 01 tako da je tangentna ravan povrsi Q' u tacki Ly(g) ravan x,, = 0.
Ovakva konstrukcija se ¢esto naziva "ispravijanje granice”. Tada f = Ly o f je
takode harmonijsko i kvazikonformno preslikavanje. Naime, rotacija i translacija
cuvaju harmonicnost (vidjeti Subsekciju 1.1.1), a za kvazikonformnost primijetiti
da se vrijednosti u (2.7) kod analiticke definicije kvazikonformnog preslikavanja
u Subsekciji 2.2.2 ne mijenjaju pri izometriji. Lipschitz neprekidnost za funkciju
f povlaci Lipschitz neprekidnost i za funkciju f, jer izometrija cuva rastojanja.
Zato, u dokazu mozemo smatrati da za fiksiranu tacku n € S, vazi f(n) = 0 i
tangentna ravan u toj tacki je x, = 0. Slijedi formulacija i dokaz teoreme.

Teorema 3.6. Neka je f kvazikonformno harmonijsko preslikavanje iz jediniéne
lopte B u prostornu oblast Q0 sa C** granicom. Tada je f Lipschitz neprekidno
preslikavanye v B.

Dokaz. Prvo dokazujemo Holder neprekidnost funkcije f. Naime, neka je g difeo-
morfizam iz B na Q, iz definicije C1® granice oblasti Q. Naravno, ¢ je bi-Lipschitz
neprekidno (jer je izvod ogranicen), pa i kvazikonformno preslikavanje na osnovu
Primjera (2.12) iz glave 2. Dodatno, mozemo pretpostaviti da je g(0) = f(0),
koriste¢i Mobiusovo preslikavanje odredeno sa relacijom (2.3) iz Sekcije 2.1, tako
§to umjesto g, posmatramo preslikavanje g o T, , gdje je xo = ¢~ '(f(0)). Tada
preslikavanje h = g7 o f je K’ kvazikonformno preslikavanje (vidjeti Lemu 2.7,
Glava 2) iz B u B i vazi ¢(0) = 0 (slika 3.2).

B

Slika 3.2: Konstrukcija preslikavanja h
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Iz Morijeve teoreme slijedi da postoji konstanta M; = M,;(n, K') tako da je

1h(z) — h(y)| < Myllz -y KT,

za x,y € B. Kako je f = goh, to i preslikavanje f, kao kompozicija Lipschitz i
Holder neprekidne funkcije, je Holder neprekidno, tj.

I1f(x) = F)] < Crllz — y)l”, (3.23)

za x,y € B, gdje je f = K'i ¢ (0,1), a konstanta €'} je proizvod konstante
M, i Lipschitz konstante preslikavanja ¢g. Primijetimo da Holder neprekidnost
omogucava da se preslikavanje f neprekidno produzava na granici S, tako da za
¢ € S definisemo

f&) = lim f(x).

TER x—E

Sa f = (f1,..., fa) emo oznaciti i produzenje nase funcije u B.

Neka je n € S, fiksirana tacka iz paragrafa prije formulacije teoreme. Cilj nam
je da iterativnim postupkom, koriste¢i glatkost granice €2, poveéamo eksponent
Holder neprekidnosti preslikavanja f. Kako € ima C'® granicu, postoji okolina
O koordinatnog pocetka u R"™! koja je projekcija od 992 N B(0,p) u R*7! i
postoji C* funkeija 1) : O — R tako da se 9Q N B(0, p) moze predstaviti kao
grafik funkcije 1, tj. tacke 992 N B(0, p) su oblika:

(<17~~ - ,Cn—1,¢(C1,~ .- 7<n—1))7 za (Clw - 7<n—1) € 0. (324)

Za funkciju v vazi ¥(0,...,0) = 0, D;4(0,...,0) =0, j = 1,n — 1 (slika 3.3),

Slika 3.3: "Ispravljanje granice”

kao i svojstvo Holder neprekidnosti za njen izvod, t;.
V() = Vip(w)| < Cafl¢ — wf*. (3.25)
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za (,w € O. Konstanta C je ista za sve tacke g € 99, zbog C* uslova granice
skupa Q. Dalje, na osnovu Lagrangeove teoreme, imamo

[9(0) = (W)l = KV (c), ¢ = w)ll < V()¢ = wll, (3.26)

gdje ¢ pripada duzi [¢,w]. Koristedi (3.25) vidimo da vazi

IV () < IV (O + [[Veh(c) = V(O]
< CoIIK™ + lle = <l < GAUICH™ + NI = wll?),

i analogno
V()| < Colflwll™ + 1€ = wl|?),
sto zajedno daju

V()| < Co(mind[IClI*, lwl*} + 1€ = wll?).

Otuda i iz relacije (3.26) slijedi nejednakost

[(C) = ()]l < CalI€ = wl(min{ [, w]*} + € = w]), (3.27)

za sve (,w in O.

Koristicemo oznaku f(&) = (f1(€),. .., fa_1(£)). Preslikavanje f, kao i f, je
takode Holder neprekidno. Imajuci u vidu relaciju (3.24) imamo da se f,, na sferi
u nekoj dovoljno maloj okolini tacke n € S, dobija kao slika f pri preslikavanju
U, 4.

Jn(&) = W(/1(8),-- -, fa-1(8))- (3.28)

Mozemo pretpostaviti da ova okolina tacke 7 je oblika V(n) = B(n,d) NS, gdje
je ¢ dovoljno mala pozitivna konstanta, uniformna za sve tacke ¢ € 9. Naime,
neka je U(q) = B(g,r,) N OQ okolina tacke q iz 99 tako da je L,(U(q)) okolina
tacke 0, koja se moze predstaviti kao grafik funkcije, gdje je L, izometrija koja
preslikava ¢ u 0 tako da je ravan x,, = 0 tangentna ravan za L,(JS2) u tacki
0. Poluprecnik r, mozemo izabrati dovoljno malim, tako da za svaku tacku
p € U(q), slika okoline U(q) pri odgovarajucoj izometriji L, je takode grafik
funkeije. Posmatramo sada okoline U(q) = B(q, %) N 09, za q € Q. Kolekcija
{U(q) }4ean je pokrivac za 0. Kako je 02 kompaktan skup, to postoji konacan
potpokriva¢ {U(qx)}x, skupa 99Q2. Neka je p = min{ry,,...,r,,.}. Iz neprekid-
nosti preslikavanja f na kompaktu S, postoji 6 > 0 tako da iz || — & < 0,
£1,6 € S, slijedi [|f(&) — f(&)]l < §. Ovo osigurava da je slika svake okoline
V(&) = B(&o)N S, & € S, pri preslikavanju f sadrzana u neki od skupova
B(qj,re;) N OQ = U(qj), pa zatim, poslije dejstva pomenute izometrije L),
slika je grafik funkcije kao u (3.24). Na taj nacin smo konstruisali pomenutu
konstantu ¢. Ova cinjenica je bitna, jer o ne zavisi od tacke n € S koju smo
fiksirali u pocetku, u odnosu na koju ¢emo izvesti neke polazne nejednakosti. To
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znaci da konstante dobijene kod tih nejednakosti ne zavise od tacke 7, veé su iste
i za ostale tacke iz sfere.

Vratimo se nasoj fiksiranoj tacki n, za koju je f(n) = 0. Koristeéi prezentaciju
(3.28), Holder neprekidnost preslikavanja f,, i nejednakost (3.27) za 1 izvedemo
sljede¢u nejednakost za f,:

(&) = fu)| = I(f(€)) — Ol A
< Col| £ (min{ | FE)[*. 0} + [ (&) — 0]*) (3.29)
= Coll FOI'™ < CITCy|€ — | H )"

za £ € V(n) = B(n,6) NS. Dakle, dobili smo (1 + «)p- Holder neprekidnost
funkcije f,, u odnosu na tacku 7 u njenoj okolini. Medutim, Holder neprekidnost
u odnosu na tacku 1 vazi i na ¢itavom skupu S, jer je f ogranicena na S, tj.
£l € M, za sve £ € S. Naime, za & € S\V(n) vazi

e

oM .
|fa(€) = fa(m)| < 2M < WM — |+ (3.30)
pa uzimajuéi M = max{C|"*C, ,5(1+a)@} zakljucujemo da je

€)= fulm)| < MIIE = 5]+, (3.31)

za sve £ € S. Dakle, koriste¢i pocetnu [-Holder neprekidnost i glatkost granice,
dokazali smo veéi stepen Holder neprekidnosti za jednu koordinatnu funkeiju na
S, jer je (1+a)p > 3. Ostaje da se navedena nejednakost prenosi na sve koordi-
natne funkcije, sto ¢emo uraditi prelaze¢i na ekvivalentne nejednakosti za radijus
vektor koriste¢i Hardy-Littlewood teoremu 3.2 i koriste¢i kvazikonformnost pres-
likavanja f. Dakle, iz Teoreme 3.2, imamo

IV fu(rm)|| < C(1 = r)H08=1 e € [0, 1).

Kombinujuéi svojstvo kvazikonformnosti preslikavanja f i rezultat Leme 3.5
Imamo

max || f'()"h|

lIrll=1

min [|f/ ()|l

< K <00, VreB.

Uzimajuéi h =ej,za j = I,n— 1,1 k = ey, za x = r1 imamo
IV L)l < KNV falrp) || < K- C(1— )it
za j = 1,n — 1. Ovo povladi da je
IV i) < C(1 — )81 e e [0,1), j=T,n, (3.32)

gdje je C' nova globalna konstanta.
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Zelimo da dokazemo nejednakost (3.32) u ¢itavoj lopti B. Neka je 77 # 1

proizvoljna tacka na S i f(7) = § € S. Sa L; oznacavamo izometriju koja
preslikava ¢ u 0, tako da je x, = 0 tangentna ravan za povrs Lg(d€2) u tacki
Lg(q) = 0.
Neka je Lgo f = f=(f1,...,f,). Tada f ima sva svojstva koje je imala funkcija
J u odnosu na tacku 7 umjesto tacke n: u f(#7) = 0 tangentna ravan povrsi
Ls(09) je x, = 01 f(7) ima okolinu u Ls(d2) koja se moze predstaviti kao
grafik funkcije. Koristedi isti rezon kao ranije, zakljucujemo da je

IV )| < C(1—r)HB=1 0 yr e [0,1), j=T,n (3.33)

Konstanta C' ne zavisi od tacke 7, jer 6 i M ne zavise od izbora tacke neSs,
na osnovu paragrafa koji slijedi poslije relacije (3.27). Kako je f = L o f, pri
cemu LEI je takode izometrija, to je

1') = bj + Z:aj,kfk(x)7 Vr e B7 ] - L_n7

gdje je {ajk}} s, ortogonalna matrica. Odatle, koriste¢i ortogonalnost matrice
1 Cauchy-Schwarz nejednakost imamo sljedeci niz nejednakosti

IV f5(2)]| = ||ZaJkak

< Z |aj,k|||vfk(if)||
k=1

1
2

<Z IV fi ||2>

Uzimajuéi x = 7}, iz nejednakosti (3.33) za funkcije f;, dobijamo

IV £;(ri)l| < VG (1 — r)dtes=1,
Kako je tacka 7) € S birana proizvoljno, zakljucujemo da je

IVfi(@) < OO = fz)7 Y Ve e B, j = Ton.

Dakle, dobili smo odgovaraju¢e nejednakosti za gradijent u unutrasnjosti, ali
veceg eksponenta (1 + a)B. Preko Leme 3.4 slijedi da su f; (1 + a)3-Holder
neprekidna u B, za j = 1,n, pa jei f € CU1**5(B). Time smo dokazali jednu
iteraciju naseg postupka. iz f € C(B) dobili smo da je f € CUTV5(B).

Eksponent § Holder neprekidnosti mozemo i smanjiti (za 3 < (35 ako je pres-
likavanje (,-Holder neprekidno, tada je i §; Holder neprekidno), pa da obezbi-
jedimo da je (1 +a)*B # 1, za svako k € N. Potrebno je obezbijediti navedeni
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uslov, kako bi u iteracijama koristili ili Teoremu 3.2 za slucaj kada je eksponent
manji od 1 ili Teoremu 3.3 za > 1. Kako je 1 + a > 1 to postoji prirodan broj
m tako da (1 +a)™B < 11 (1 +a)™"3 > 1. Ponavljaju¢i postupak, iterativno
dobijamo da je f € CUte8(B) . CU+a"5(R),

Potpuno analogno kao u (3.29) slijedi da za n € S fiksirano imamo

| Fa(€) = fu(m)] < M||E — || TH™ 8 vees.

U ovom slucaju, koriste¢i Teoremu 3.3, nejednakost prenosimo u unutrasnjost
kroz ogranicenost gradijenta, tj.

IV falrpll < €, Vr€0,1).

Koristedi isti redosljed implikacija, prvo dobijamo istu nejednakost za sve kordi-
natne funkcije f;, 7 = 1,n u tackama rn, r € [0,1). Zatim, koriste¢i izometrije
dokazujemo da je nejednakost ispunjena i za sve ostale tacke lopte B za neku
globalnu konstantu C'. Na osnovu teoreme o konacnom prirastaju, zakljucujemo
da je f Lipschitz neprekidno preslikavanje u B. Dokaz je zavrsen. d

3.4 Lipschitz neprekidnost kvazikonformnih pres-

likavanja sa LP Laplasijanom kada je 0f) €
Cl,a

U ovoj sekciji uopstavamo rezultat iz prethodne sekcije, tako sto uslov da je
f harmonijska funkcija oslabimo i umjesto toga posmatramo (kvazikonformne)
funkcije f koje zadovoljavaju Poissonovu parcijalnu jednacinu A f = ¢ u slabom
smislu, pri cemu g € LP(B,R")!®, za p > n. Potrebno je prije toga, uz uslov
kvazikonformnosti, dodatno ispitati ponasanje slabog rjesenja nehomogenog Dirich-
letovog problema za loptu i da, koristeé¢i rezultate Sekcija 1.2-1.4, dobijamo
reprezentaciju te funkcije.

3.4.1 Greenova reprezentacija slabog rjeSenja nehomogenog
Dirichletovog zadatka
U ovoj sekciji dokazujemo da u slucaja kada imamo kvazikonformno preslika-

vanje koje zadovoljava Poissonovu jednacinu, tada se ono moze predstaviti preko
Greenove reprezentacije.

15Vektorska funkcija g : @ € R"® — R™ pripada prostoru LP(Q, R™) ako njena norma
llgllg= pripada prostoru LP(, R), tj. [ |lg(z)||kmdz < co. To je ekvivalentno sa ¢injenicom
0

da je svaka koordinatna funkcija g; iz prostora LP(2, R).
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Kvazikonformna preslikavanja iz B u € su Holder neprekidna u B, pa se
mogu neprekidno produziti na B (argument iz pocetka dokaza Teoreme 3.6 sa
Morijevom teoremom). To znaci da kvazikonformno rjesenje jednacine Af = g,
mozemo posmatrati kao rjesenje nehomogenog Dirichletovog problema 1.28:

Au(x) = g(x), x€ B,
u(§) = f(8), § €S,

koji smo razmotrili u Sekciji 1.4. Tamo smo dokazali da rjesenje datog prob-
lema postoji i jedinstveno je, ako se f, koje je definisano na S, moze dobiti kao
produzenje preslikavanja f € H'(B,R"). U nasem slucaju f je neprekidno u B,
pa jasno da pripada prostoru L?(B,R"™). Ostaje da se dokaze dai f’ € L?*(B,R"),
odnosno || f'|| € L*(B). Za K-kvazikonformno preslikavanje f : B — ), iz anal-
iticke definicije 2.7 i teoreme o smjeni promjenljivih, vazi nejednakost

/ 1@ ["de < K / (e, f)|de
B & (3.34)

= KA(©Q),

gdje je A(Q2) Lebegova mjera skupa. Kako je € ogranicen skup, to je ||f'|| €
L*(B) C L*B). Ovo povlaci da f € H'(B), sto smo htjeli pokazati. U Sekciji
1.2 sa formulom (1.24) smo dali reprezentaciju klasicnog rjesenja (kada postoji)
nehomogenog Dirichletovog problema (1.28). Medutim, ispostavlja se da je ta
formula validna i kada trazimo slabo rjesenje, sto ¢emo dokazati u nasem slucaju.
Podsjetimo se da se takozvano normalizovano fundamentalno rjesenje Laplace-
ove jednacine zadaje sa

1
————ly—=|*" n>3,
Py — 1) = n(2 —n)a,

5= log lly — =[], n=2.
E

Direktnim racunom dobijamo sljedece izvode:

1 —n
D, 'y —x) = (5 —x)lly — =™
no

n

) 1 e .
Dy Py = @) = ==y = @)l — @)l — 2l ™ 5 # &

1 1 (y; — x5)?

DA:T(y — x) = ( e :
% nan \ ly —zll* lly — x|+

odakle slijede nejednakosti
1 1
I1D;0(y — 2)|| < ; (3.35)

~ nay ||y — x|t

S £k (3.36)

IDAL(y — )| € — s
* an [y — x|
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n+1 1

nan iy — ™
U slucaju da trazimo izvode po x koordinatama, onda se prvi parcijalni izvodi
razlikuju za predznak. Jasno, i u tom slucaju vaze ocjene (3.35 — 3.37), i zato
smo ih zapisali bez oznake promjenljive.

ID;T(y — @) < (3.37)

U nastavku ispitujemo konvergenciju i ponasanje jednog integrala koji ¢e nam
biti od znacaja u dokazima koji slijede.

Lema 3.7. Neka je k € N ¢ x € B. Integral

1
Iile) = / Ty —2F %
B

konvergira ako 1 samo ako je k < n i u tom slucaju vazi
Lo(z) < Ix(0) = ﬁan, vz € B. (3.38)
Dokaz. Za konvergenciju integrala I(x) neophodno i dovoljno je da konvergira

integral
1
T—RL 2
/ ly — ||

B(z,p)
za neko 0 < p < 1 — ||z|, jer podintegralna funkcija van lopte B(x,p) je
ogranicena i neprekidna. Koristeéi smjenu (1.10), preko sfernih koordinata,
nalazimo da je

1 rign]

——dy = na, / —dr. (3.39)
/ ly — | J

B(z,p) 0

Posljednji integral, jasno, konvergira ako i samo ako je n—k > 0, odnosno k < n.

Primijetimo takode da u slucaju da je z = 0, za p = 1, iz (3.39) dobijamo da je

Ik(0) = ;25 an.
Za dokaz nejednakosti (3.38), primijetimo da koriste¢i smjenu z = y — x za prvi,
a z = —y za drugi integral, izvedemo sljedece zakljucke:
1 ¢ 1
I (x) = / ——dy + / ——dy
ly — x|* ly — z|*
BNB(z,1) BN(B(z,1))¢
1 ' 1
. dz + / L
/ 2]l . Iz + x*
BNB(—z,1) BN(B(-x,1))¢ (3 40)
N |
— fox Z 11 Z
EE |21
BNB(-z,1) BN(B(-z,1))¢
ol
= dz = I(0).
/ 2]
B
O
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P

L S

-

Slika 3.4: Iustracija smjene i nejednakosti koriséenih u (3.40)

Koriséena nejednakost slijedi iz proste ¢injenice da za z € BN (B(—z,1))¢,
vazi ||z + x| > 11 ||z]] <1 (slika 3.4), odnosno

— <1< —
lz+ ol = ="

zake Niye Bn(B(-z,1))°.

Posljedica 3.8. Funkcija [D;I'(y — )], zaz € B ig <
y u B.

.,?,fl, je integrabilna po

Dokaz. Slijedi neposredno iz prethodne leme i ocjene (3.35). O

U nastavku, kroz dvije teoreme, dokazacemo da je Newtonov potencijal
w(z) =/ [y — x)g(y)dy.
B

za g € L*(B,R"), p > n, funkcija koja pripada familiji C**(B,R"). Na osnovu
definicije prostora LP vektorskih integrabilnih funkcija uslov ¢ € LP(B,R"™) se
moze zamijeniti sa L integrabilnos¢u koordinatnih funkcija g;. Zato, funkciju g
i Newtonov potencijal w kroz sljede¢a dva dokaza, zbog jednostavnosti, posma-
tracemo kao realne funkcije.

Dokaz sljedece teoreme predstavlja modifikaciju dokaza slicnog tvrdenja u slucaju
kada je g € L*(Q) N L>(Q) (vidjeti [22, Lema 4.1] i [26, Teorema 2]).
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Teorema 3.9. Neka je g € LP(B,R™), gdje je p > n. Tada je w € C'(B).

Dokaz. Za x € B definisemo funkcije

wu%:/D%Ny—@mw@,jzfﬁ
B

Primijetimo da su v; dobro definisane funkcije, na osnovu Hélder nejednakosti i
komentara prije formulacije teoreme.

Dokaza¢emo da je Djw = vj, za j = 1,n. Nije moguée direktno koristiti teo-
remu o dominantnoj konvergenciji, ve¢ ¢emo se sluziti nekim drugim pristupom:
ideja je da se funkcije w i v; dobijaju kao granic¢ne vrijednosti pri uniformnoj
konvergenciji C'! funkcija we 1 Djw,, respektivno, koje ¢emo definisati.

Neka je k(t) realna glatka (beskonacno diferencijabilna) funkcija, tako da je
0<kKk<1,0< kK <af(zanekoa > 0)ik(t) =0,zat <1,ik(t) =1,z
t > 2 (slika 3.5).

-1

-2

Slika 3.5: Skica grafika funkcije &

Za proizvoljno ¢ > 0 definisemo funkeciju

e JF@ o (1 )mw@

Ie(y—x)

Za fiksirano e, funkcija I'<(y — x) je neprekidno diferencijabilna i ogranicena
funkcija po y, jer mnozenje funkcijom x ¢ini da se gubi singularitet funkcije
['(y — x). Naime, I'c se anulira za y ”"blizu” x, preciznije za ||y — x|| < e. Jasno,
w, je dobro definisana jer je I'. ogranicena funkcija i g € L?(B) C L'(B).
Medutim, vazi i vise od toga: w. € C'(B). Naime, kako je

I zi—y  (lly— =
DI»FG - _ J J
o= = o (15

Lo e (lozel) Ly

nan(2 —n) |ly — z|** ¢ clly —=|’

(3.41)
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to slijedi da je D, I'c = 0 za ||y — 2| < ¢, 1 [|[D,; '] < < ozally—z| > e,

gdje konstanta C' zavisi od n i a > 0. Odavde slijedi da D,, <f[‘€(:r — y)g(y))
ima integrabilnu dominantu “¢[g(y)|, $to na osnovu Teoreme o dominantnoj

konvergenciji'® povlaci da je

Djwe(z) = / Dy Tz — y)g(y)dy.
B

Neprekidnost funkcije D;w, () slijedi iz teoreme o kona¢nom prirastaju i ogranicenosti
funkcije D, (D,,I'c)(x — y), koja slijedi iz relacija (3.36) i (3.37), slicno kao u
(3.41). Konacno, w, € C'(B).

Dokazujemo sada najavljene uniformne konvergencije.

w, konvergira ravnomjerno ka w u B.

Konstanta C' u dijelu koji slijedi zavisi od n i p, i moze mijenjati vrijednost.
lly—z|

Kako je funkcija 1 — s (ly —z||) = 1 — & ( jednaka nuli za ||y — || > 2e,

€
ainace vazi l —k < 1, tojezaxr € B

() — we(z)] < / PGy — 2) (1 — me(ly — 2l))) 9)]| dy,

{ly—zl|<2¢}nB

< / Dy — 2)g(y)ldy
[[y—z]|<2enB

]
<| [ ww-ora f 9(y)IPdy (3.42)
{lly—2||<2¢} B
; 1
< Cllgllr ) ly — ) dy

\Jy—z||<2¢
n—q(n-2)

= Cllg|ler@m)y(2¢) «

gdje je L + 1 = 1. Posljednja jednakost slijedi iz relacije (1.10), glava 1. Kako je
Py .

_n_
n—2"

q:#<ﬁ< toje n — q(n —2) > 0, i posljediéno w. = w.

16Neka je {f,} niz kompleksno mjerljivih funkcija u X, tako da f(z) = lim f,(z) postoji

za svako € X. Ako postoji funkcija g € L!(p) tako da |f, (z)| < g(z),zan > 1iz € X, tada
je f€LYp)ivazi lim [ fuodu= [ fdu.
)l—ii\('x X
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Djwe konvergira ravnomjerno ka v; u B, za j = 1,n.
Kao i u prethodnom slucaju, C' éemo posmatrati kao nefiksiranu konstantnu

koja zavisi eventualno od n,p i a. Imajuéi u vidu osobine funkcije k, za x € B
dobijamo

I Djwe(x) — v;(@)|

- / D,, (F(y —)(1 = we(lly - xll)))g(y)dy

ly—zll<2¢}riB

< / (ijl“(y—:r)(l — ke(lly — ) - F(:r—y)ijne(IIy—xll))g(y)dy
ly—ali<2¢}nB

<

! ! ! 1 ly==\1
- d
(nan ly—zl™1 " n(n—2a, Jy — 22" ( — )2 Jla@)ldy

{ly—zl|<2¢}nB

1 1 1
<(C / ( + —) d
=2l a2 )l9Wldy

{ly—zll<2¢}nB

<ol ( L, 1 -1)qd [istray
= =z Jy—z2c) J

{lly—=zl|<2¢}

Q=
=

Q=

1 | |
< Cligllze | 27 / ( N _)dy
h (ly—sll <26} lz = yllv=Da [y — [|("=2)7 e
y—x|| <2

Kao i ranije, imamo da je

1 n—(n—
{lly—zll<2¢}
! n—(n-2)q
e —yfeae ¥~ ORI
{lly—zll<2¢}

pa je
n—(n—1)q

|Djwe(x) —vi(x)| < Cllgllpr@ye «

sto povlaci ravnomjernu konvergenciju.

Dakle, imamo da su funkcije w i vj, za j = 1,n, neprekidne kao granicne
funkcije ravnomjerno konvergentne kolekcije neprekidnih funkcija. Ostaje jos
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da se dokaze, da je Dw(z) = v;(z), v € B, za j = 1,n. Iz osnovne teoreme
integralnog racuna imamo da je

we(xy,...,T,) = /Dlwe(t,xg,...,xn)dt—kwe(yl,xg,...,xn).

Iz dokazane uniformne konvergencije, pustajuci e — 0, slijedi da je
)
w(xy, ..., T,) = /’U](t,l'g,...,Cl'n)dt‘l—’lU(yl,l'g,...,l'n),

Y1

sto daje trazenu jednakost za 7 = 1. Analogno i za ostale parcijalne izvode. [

Sljede¢om teoremom dokazujemo da Newtonov potencijal w, pod navedenim

uslovom za funkciju ¢, pripada prostoru C**(B), za p < 1 — %.

Teorema 3.10. Neka je g € LP(B,R™)'7, gdje je p > n. Tada je w € CY*(B),

n
za,u<1—;.

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme vazi

—1 y—
D = D, _
Y e e / TEEE /ny o

pa u cilju dokazivanja pu-Holder neprekidnosti izvoda, posmatramo izraz

| Dw(x) — Dw(z)|| L / ol oF
EEEE ol B P T
za x,2 € B. Za ¢ tako da ! + =~ =1, koriste¢i Holder nejednakost i ¢injenicu da
je g € LP(B) proizilazi sljedeca nejednakost
[Dw(@) - Du(:) \me i
[e—2l* = na e W
1
1 ~ T z||" H ' /
< )P d
—nmlté N sl dy)
1 el ~ Tu-oT" H
- d
na, 9]l B) /}; lz — 2| Y

17U dokazu funkciju g posmatramo kao realnu funkciju. Vidjeti komentar prije Teoreme 3.9.
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Za nas dokaz dovoljno je pokazati da integral

q

HMﬂP =R
dy (3.43)
/ [l — ||

ima konacnu vrijednost (nezavisno od x i z iz B).

Nekaje A={yeB:|y—z| <|y—z|}. Zay € A imamo
“ y-—z :‘@—xMy—ﬂ”—@—ZMy—ﬂP
Iw—$W ly —=|" ly —z[*ly — ="

My —o)lly— =" =y =)y — 2" + @ —2)lly — 2" — (¥ — 2)lly — ]|

ly — zl*[ly — =[|”

< My =2lly = 2" = = 2)lly — 2" | [y =Dy = 2]* = (v = 2)lly — 2"

ly =l ly — =[| ly =l ly — z[|
My == =Ny ="l [y =) = (y =2
ly = zfI*Hly — =] ly = =l"
Iy = 2l = lly = [l - nlly — 2"~" | llz — =]
ly = lI*Hly — =] ly = ="

< n( n P )
S| — 2 .
=Ty == Ty=a

Iz prethodnog imamo

q

y—z
HMIW —" _ n 1 I
dys/[m—zw“( " )}dy
! |z — 2| J ly — ™y -zl Iy —z|"

ly = 2l =9

_ _ n 1 a
S/[“y‘“l”*M‘ZW”)Qw—ﬂw*m—ar*m—awﬂ dy
A
_ N
s/éqny—APW( n " n)}dy
/7 =2l Ty ==l Ty =2
[ n 1 a
= [ 21 + }dy
1~ =Ty =2 Ty =z
n 1 a
< [ 29 + }dy
Zm =2y = Ty =l
q
S/(2<n+1>> ”
A
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Analogno, za B\A = {ye B : |ly — z|| < |ly — x|} vazi

‘ Ty— JII” |Iu zll“ / 2(n+ 1)) 4
EEEE |w—zw"qu”

Iz prethodne dvije relacije slijedi da je

—x

/“ ”,, _I“I'I |1y Z||” H / (2(n + 1))(1 dy (3 44)
- : (n=Ttp)g " A
S| T T iy al - )™

Kako integral I(x), na osnovu Leme 3.7, konvergira za k < n, to i integral u
(3.44) konvergira za (n — 1 4+ p)q < n, odnosno

np—n

P n
(n—1+,u)—1<n<=>n—l+,u< <=>,u<1—;.
p J—
Primijetimo da je 0 <1 -2 < 1. Stavise, kako vazi nejednakost Ii(x) < 1,.(0),
za svako r € B, dokazali smo da je integral (3.43) konacan i ne zavisi od tacaka
r i z. Dakle, w € C'*(B).

O

Posljedica 3.11. Na osnovu Leme o simetriji 1.10, korektor funkciju h,(y) defin-
isanu sa relacijom (1.21), Sekcija 1.2, mozemo zapisati i u shiedeéem obliku

1 1

n(2 —n)a,

h.(y) =

llull = g

Ovakva prezentacija povlaci da je funkcya

2 —n)a /H

harmonijska u B i pod uslovima prethodne teoreme pripada prostoru C*(B), za
pn<1l-— %.

—9(y)dy

zllyll — ﬁ,—,|—|

U nastavku dokazujemo da je Newtonov potencijal slabo rjesenje Poissonove
parcijalne diferencijane jednacine Au = g.

Teorema 3.12. Newtonov potencijal w(z) = [ I'(y—x)g(y)dy zadovoljava jednacinu
B
Au = g u slabom smislu.
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Dokaz. Neka je ¢ € C§°(B). Primijetimo da na osnovu (1.17), Sekcija 1.2,
uzimajuci u = ¢ € C§°(B) vazi

/ Py — 2)Ad(y)dy = (). (3.45)

B

Na osnovu Prvog Greenovog identiteta imamo

- f (Vuta). Vowds — [ w(@)aow)dr,

B B

sto zajedno sa Fubinijevom teoremom i relacijom (3.45) daje

B B B
// I'(y — :L")A(f)(:r)da:\ g(y)dy
\ )

f
- Bf b(a)g(a)d.

Dakle, za ¢ € C§°(B) vazi

/(Vw(x), Vo(x))ydr + /g(x)qb(x)dx = 0. (3.46)
B B

Kako je C5°(B) = HE(B), to slijedi da je relacija (3.46) tacna za ¢ € H}(B),
odnosno da je w slabo rjesenje jednacine Au = g. O

Cilj nam je da f — G|g| posmatramo kao slabo rjesenje Laplaceove jednacine
Au = 0. Dokazatemo sada jedno interesantno tvrdenje od opsteg znacaja.
Naime, slaba harmonijska neprekidna funkcija je harmonijska u klasi¢cnom smislu.
Tvrdenje je tacno i pod slabijim uslovom, odnosno i ako se svojstvo neprekid-
nosti zamijeni sa uslovom da funkcija pripada prostoru L}, §to je poznato kao
Weylova lema (u tom slucaju se funkcija razlikuje od harmonijske funkcije even-
tualno u skupu mjere nula).

Zbog jednostavnosti tvrdenje dokazujemo u slucaju lopte, iako vazi i za proizvol-

jan otvoren skup €, Sto se moze analogno pokazati.

Teorema 3.13. Slaba harmoniyska neprekidna funkcija je harmonigska funkcija
u klasicnom smaislu.
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Dokaz. Funkcija u(x) zadovoljava jednakost

](Vu(a:), Vo(x))dr =0, Vo€ Hi(B).
B

Neka je
1
e llz]%—1
() — Ce , ozl < 1,
0, lll > 1,

takozvani izgladivac (eng. mollifier; slika 3.6), tj. beskonacno puta diferencija-
bilna funkcija sa kompaktnim nosacem B, gdje je konstanta C' birana tako da
je

Slika 3.6: Skica grafika izgladivaca u R?

Posmatramo funkciju ,(x) = --r(%). Za funkciju , kompaktni nosac je

B(0,r), a na osnovu teoreme o smjeni promjenljivih vazi da je i njen integral po
R"” jednak 1. Pokazatemo da je funkcija

m@)./m@—rwwwy

B

harmonijska u B(0,1 — r). Za x € B(0,1 — r) funkcija x,(y — x) je beskonacno
puta diferencijabilna funkcija u odnosu na y i ima kompaktan nosa¢ unutar B,
pa kao takva jeste test funkcija i oznaci¢emo je sa ¢(y). Posmatrajuéi Laplasijan
funkcije u, dobijamo sljede¢i niz jednakosti:

Aw@ﬂAz/m@—xW@Wy
B
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= [ A, (ko (y — ) u(y)dy

Ay (kr(y — 2))u(y)dy

u(y) Ao (y)dy

W W W

—— [ Vuty), Totdy o
B

Druga jednakost slijedi iz ¢injenice da je funkcija u neprekidna, a . neprekidno
diferencijabilna dva (beskonacno) puta. Treca jednakost slijedi iz simetri¢nosti
funkcije k, i pravila lanca, dok pretposljednja jednakost iz primjene definicije
slabih izvoda nad funkcijom u sa test funkcijama D;¢. Dakle, funkcija u, je
harmonijska u B(1 —r).

Dokazujemo sada da u, konvergira ravnomjerno ka funkciji u po kompaktima,
Sto ¢e biti dovoljno da zakljucimo da je u harmonijska funkcija. Neka je K
proizvoljan kompaktan skup u B i ¢ > 0. Posmatramo kompakt K’ td. K C
K'CB,npr. K'={reB:d(z,K) < @}IS. [z ravnomjerne neprekidnosti
funkcije © imamo da postoji 6 > 0, td. za z,y € K' i |z —y|| < 9, vazi
[u(x) —u(y)ll <e.

Nekajex e Kir < min{é, d(lg’s) }, sto obezbjeduje da kompaktni nosac funkcije
kr(y — ) bude unutar K’ C B. Tada vazi

() — 1 (@)] = [ulz) - / oy — 2)uly)dy

B

- / (u(z) = uly)) ey — x)dy

B
< [ fulz) = uly)lre(y — x)dy
/

- / fu(z) — w(y)|r, (y - 2)dy.

ly—z||<r

Kako suz,y € K’ i ||lx —y|| < r <9, to je

u(z) — w(z)] < c / oy — 2)dy = e

lly—=||<r

18Kako su K i S kompaktnii KNS = @, to je d(K,S) > 0.
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Dakle, u, konvergira ravnomjerno ka funkciji « na kompaktima, pa na osnovu
Teoreme 1.17 iz Sekcije 1.3 slijedi da je u harmonijska, ¢cime je dokaz zavrsen. [

Ostaje da se iz dobijenih rezultata u ovoj subsekciji, dokazuje Greenova
reprezentacija kvazikonformnog preslikavanje, koje je ujedno slabo rjesenje Pois-
sonove jednacine.

Posljedica 3.14. Neka je f kvazikonformno preshikavanje iz B u prostornu
oblast 2, koje u slabom smislu zadovoljava jednacinu Af = g, za g € LP(B,B"),
p>n. Tada je

flx) = /P(ﬂf,é)f(é)da(é) + ] G(x,y)g(y)dy = P[f](x) + G[g](x).
s B

Dokaz. Funkcija Gg](x) je slabo rjesenje jednacine A(u) = g, kao zbir Newtonovog

potencijala i harmonijske funkcije iz Posljedice 3.11.

Takode, na osnovu konstrukcije korektor funkcije obezbjedili smo da se G|g]
anulira na granici, pa je G[g] € C"*(B) jedinstveno slabo rjesenje problema
Au = g, sa nultim uslovom na granici (jasno, G|g] pripada prostoru H'(B), jer
pripada prostoru C**(B) na osnovu Teoreme 3.10 i Posljedice 3.11).

Dalje, to povlaci da je funkcija f—G|g| slaba harmonijska funkcija. Medutim,
iz glatkosti funkcije G[g] 1 ¢injenice da je f homeomorfizam, to je f — G|g|
neprekidna funkcija, pa na osnovu Teoreme 3.13 f — G[g| je harmonijska funkcija
u klasiénom smislu. Stavise, na sferi S uzima vrijednosti neprekidne funkcije f—
0 = f. Takva funkcija je jedinstvena na osnovu rjesenja Dirichletovog problema
i jednaka je P[f], odakle slijedi trazena reprezentacija funkcije f. O

3.4.2 Dokaz Lipschitz neprekidnosti

Slijedi dokaz najavljene teoreme sa pocetka sekcije. Problem stvara ¢injenica sto
funkcija f nije harmonijska, pa ne mozemo direktno primijeniti Hardy-Littlewood
Teoreme 3.2, 3.31 3.4. Medutim, od harmonijske funkcije se razlikuje za funkciju
Glg] za koju smo dokazali da pripada familiji C**(B), za 0 < pu < 1 — -
Uslov CY#(B), povlaci i Holder neprekidnost svakog eksponenta i ogranicenost
parcijalnih izvoda. To ¢e nam omoguciti da jednostavno prelazimo iz uslova za

f na uslove za harmonijsku funkciju P|[f|s].

Teorema 3.15. Neka je f kvazikonformno preslikavanje iz jedinicne lopte B u
prostornu oblast Q0 sa CY granicom. Ako je Af € LP(B,R"™), za p > n, tada je
f Lipschitz neprekidno preslikavanye.

Dokaz. Za dokaz ove teoreme je potrebno pratiti dokaz Teoreme 3.6. Ovdje
¢emo se samo fokusirati na razlike u dokazima, a koje su osnovane na rezultate
Posljedice 3.14 1 Teoreme 3.10.
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Preslikavanje f je kvazikonformno, pa na osnovu Morijeve teoreme dobijemo
3-Holder neprekidnost na B, kao u (3.23). Za fiksiranu tacku 1 € S, na isti nacin
se dobija i nejednakost (3.27) i posljedicno (1 + «)3-Holder neprekidnost (3.31)
u odnosu na tu tacku za funkciju f, : S — R.

Prva razlika je u primjeni Teoreme 3.2. Naime, navedena (1 + «a)p-Holder
neprekidnost n-te koordinate funkcije f na S povlaci odgovaraju¢u nejednakost
za P = P[f] u tackama radijus vektora odredenog sa tackom n € S, tj.

IVP.(rp)|| < C(1 — )51 e e [0, 1). (3.47)

Medutim P[f] nije funkcija f, kao u Teoremi 3.6. Od preslikavanja f, na osnovu
Posljedice 3.14, se razlikuje za funkciju G = G|g|, koja na osnovu Teoreme 3.10
je CY(B), gdje je 0 < pu < 1 — %. To, jasno, povlaci ogranicenost parcijalnog
izvoda, odnosno

VG (rp)|| < C < C(1—r) 5= v e [0,1). (3.48)

Dopustajué¢i da C' mijenja vrijednost (a zavisi samo od a,,n i Q) iz (3.47) i (3.48)
dobijamo nejednakost

IV fu(rm)]| < C(L =)=t e e [0, 1). (3.49)

U nastavku, koriste¢i kvazikonformnost, nejednakost (3.49) se prenosi i na
ostale koordinatne funkcije f;, a koriste¢i izometrije, nejednakost se posljedicno
prenosi 1 na sve ostale tacke lopte, tj.

IV fi()] < C(1L = [P, Ve € B, j = Ton. (3.50)

Bitno je napomenuti, da pri izometriji L. = t, o R, gdje je t, translacija,
a R rotacija - ortogonalna transformacija koja cuva orjentaciju, preslikavanje
L o f ostaje kvazikonformno, dok Laplasijan funkcije L o f je jednak R o g, sto
se jednostavno provjerava. To §to se prilikom prelaska u druge tacke (koristedi
izometrije) mijenja parcijalna diferencijalna jednacina za f (prelaskom u f) ne
mijenja ogranicenost konstante 4. Naime, kako je R izometrija, to g1 Rogimaju
istu normu, pa G|g] i G[Rog| imaju isti koeficijent Holder neprekidnosti za izvod.

Potrebno je koristiti sada Lemu 3.4, kako bi nejednakost vratili na Holder
neprekidnost veceg eksponenta. Lema se odnosi na harmonijske funkcije, a ne-
jednakost (3.50) se odnosi na funkciju f koja nije harmonijska (u opstem slucaju).
Medutim, kako je G[g] € C*(B), to i funkcije G; zadovoljavaju nejednakost ob-
lika (3.50), pa za odredenu konstantu C' vazi

VP (z)]| < C(1 = ||z])" %! Yo e B,j=T1,n, (3.51)

gdje je P; = P[f];. 1z Leme 3.4 dobijemo (1 + «)f-Hélder neprekidnost funkcije
P[f] i posljedicno i nase funkcije f, jer G € C"(B) ¢ CU*+5(B). Time
je zavrSena jedna iteracija: iz J-Holder neprekidnosti funkcije f dokazali smo
(1 + «)B-Holder neprekidnost. Ostaje da se ponavlja iterativni postupak, tako
sto se u posljednjoj iteraciji koristi Teorema 3.3, umjesto Teoreme 3.2. O
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3.5 Uniformna Holder neprekidnost kvazikon-
formnih harmonijskih preslikavanja kada je

o0 e C!

3.5.1 Uvod u problem i formulacija teorema

U ovoj sekciji razmatramo modul neprekidnosti u slucaju kada kodomen nase
funkcije ima C'! granicu. U ovom slu¢aju nije prirodno ocekivati da preslikavanje
bude Lipschitz neprekidno. Naime, i u slucaju n = 2 postoje primjeri konformnih
preslikavanja iz jediniénog diska D u Jordanovu oblast sa (samo) C! granicom,
koja nijesu Lipschitz neprekidna. Funkcija f(z) = 2z + (1 — 2) log(1 — z) iz [54,
Sekcija 3.2] je primjer takve funkcije, jer f'(x) = 1 —log(l — x) — 400, kada
x — 17, pa ne moze biti Lipschitz neprekidna u D.

Dakle, u slucaju C! glatkosti fokusiramo se na dokaz Holder neprekidnosti,
1 to u uniformnom smislu, tj. tako da koeficijent Holder neprekidnosti ne zav-
isi od preslikavanja f. Naime, imajuéi u vidu radove [62] i [10], gdje je tvrdenje
dokazano, respektivno, za konformna, odnosno kvazikonformna harmonijska pres-
likavanja izmedu Jordanovih oblasti u ravni sa C! granicom, cilj nam je da
slican rezultat dobijamo i u prostoru za kvazikonformna harmonijska preslika-
vanja iz lopte B u prostornu obast € sa C! granicom. Iz razmatranja proizilazi
da tvrdenje vazi ako se dodatno pretpostavlja da funkcija f, odnosno svaka ko-
ordinatna funkcija f;, zadovoljava uslov Bloch prostora.

Funkcija © : B — R kazemo da pripada harmonijskom #-Bloch prostoru, 7 €
(0,1), ako je u harmonijska i zadovoljava nejednakost

Slepr(l = [z)?IVu(@)] < oo (3.52)

U nastavku formulisemo glavni rezultat.

Teorema 3.16. Neka je Q2 prostorna oblast sa C* granicom, b€ Q i 3 € (0,1).
Za svako o € (0,1 — 3) i K > 1, postoji konstanta M = M(«, b, K,Q) tako da
svako K-kvazikonformno preslikavanje f : B — €, koje pripada harmonijskom
B-Bloch prostoru i zadovoljava uslov f(0) = b, je a-Holder neprekidno sa Holder
koeficyentom M, t).

1f(x) = fW)l < Mz —y||*, Yz,y € B.

Znacaj ovog rezultata se ogleda u cinjenici da je koeficijent M uniforman, tj.
ne zavisi ni od preslikavanja f, ni od . Zamjenjujuéi uslov (3.52) Bloch pros-
tora za preslikavanje f sa uslovom Lipschitz neprekidnosti, dobija se a-Holder
neprekidnost, za a € (0, 1), sa "uniformnim” Holder koeficijentom. I u ovom
slucaju je vazno napomenuti da je centralni dio rezultata u stvari uniformnost
Holder koeficijenta.
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Teorema 3.17. Neka je Q prostorna oblast sa C' granicom i b € Q. Za
svako a € (0,1) i« K > 1, postoji konstanta M = M(a, b, K,Q) tako da svako
K -kvazikonformno harmonigsko preslikavanje f : B — €, koje je Lipschitz
neprekidno u B i zadovoljava uslov f(0) = b, je a-Hélder neprekidno sa Holder
koeficyyentom M.

3.5.2 Dokazi teorema

Za dokaz teoreme, bi¢e potrebno da se modul neprekidnosti kvazikonformnog
preslikavanja f na S kontrolise uniformno, tj. da ne zavisi od preslikavanja f tog
oblika. Koristeéi C! glatkost oblasti 2 i Morijevu teoremu 2.32 dobijamo trazeni
rezultat kroz sljedec¢u lemu.

Lema 3.18. Neka je f : B — Q K-kvazikonformno preslikavanje, gdje je €
oblast sa C'granicom. Postoji konstanta M — M (K, f(0),9Q) ¢ konstanta o —
a(K, f(0),Q) < 1 tako da

If(x) = fWll < M|z —y[*, Va,y € B.

Dokaz. Kako Q oblast sa C! granicom, to postoji difeomorfizam ¢ : B — Q, tako
da je g(0) = f(0) (uz eventualnu prekompoziciju sa Mobiusovim preslikavanjem).
Preslikavanja g i ¢g~! su kvazikonformna, jer je g bi-Lipschitz neprekidno pres-
likavanje. Tada preslikavanje

h=glof
je K1 = K (K,Q, f(0)) kvazikonfromno preslikavanje jedinicne lopte na sebe,
koje fiksira tacku 0, pa vazi nejednakost

1h(x) = h(y)| < Mi]le —y||*, o= K" My = M (K, Q, f(0)),

na osnovu Morijeve teoreme. Iz Lipschitz neprekidnosti preslikavanja g, slijedi
da preslikavanje f = g o h je a-Holder neprekidno preslikavanje sa Holder koefi-
cijentom M koji zavisi samo od K, f(0) i Q2. d

Slijede dokazi najavljenih teorema.
Dokaz Teoreme 3.16.

Za tacku n € S, koju ¢emo kasnije odrediti, neka je ¢ = f(n) € 902. Kao
Sto smo i objasnili u paragrafu prije formulacije Teoreme 3.6, koristec¢i izometriju
mozemo pretpostaviti da je ¢ = (0,...,0) i da jedini¢ni vektor normale na tan-
gentnu ravan povrsi d€2 u toj tacki je n, = (0,...,0,—1). Iz navedenih ¢injenica

slijedi da okolinu tacke ¢ = 0 u 92, mozemo predstaviti kao grafik C! funkcije
O C R = R, tj. tacke 99 iz neke male okoline tacke ¢ = 0 su oblika

(CI,CQ, - )Cn—law(cla R ,Cn_l)), za (Cl, - )Cn—l) S O, (353)
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gdje je ¥(0,...,0) =01 D;(0,...,0) =0,za j = 1,n— 1. Neka jee > 0. Iz
glatkosti preshkavanja 1) postoji () | tako da

(Cry - Gamt) — }ij 0)G1 < €l (Crs - Gam) s

odnosno
|w(<1""’4n—1)| Sf”(gl""’cn—l)“’ (354)

za (C1y- -, Cae1) € Br_1(0,07) C O. Vrijednost 9, zavisi od € i 012, ali iz kompak-
tnosti 1 glatkosti €2, 4; ne zavisi ni od tacke g, ve¢ se moze uzeti ista konstanta
za sve tacke iz 0€).

Kako je f K-kvazikonformno preslikavanje, iz Leme 3.18 mozemo izabrati o
tako da

1£(§) = f(ml < du, (3.55)
za & € V(n) = B(n,6) NS, gdje d zavisi od 4, K, f(0) i 2

Iz (3.55) imamo

1A famr(©) = (), Jara () I < b1,

za £ € V(n), sto zajedno sa (3.53) 1 (3.54) povlaci vezu

Fa&) = ([1(8), -, far(9))

1 nejednakost

O < el (f1(€)s s famr (O, 2a & € V(n). (3.56)

Koristec¢i Poissonovu integralnu formulu, za harmonijsku realnu funkciju f,, imamo
reprezentaciju

2
1 — [|z]]

fulx) = W
S

Jn(&)do(S).

Otuda slijedi identitet

Ve /Qx§h®M®

gdje je

() -8 |
Q) = (20 + 1HMW—2@w>>(1HMW—2@w»?
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Kao i u relacijama (3.3) — (3.9) kod Teoreme 3.2 sli¢no vidimo da vazi

IV fu(x)] < (20 +2) /'f” __ﬂ"‘,f”)'da(g), va € B. (3.57)

Neka je o € (0,1 — ). Razmatramo vrijednost
A= sup(l — [|l2])' =V fu(@) ]
x€B
1 primijetimo da vazi
(L= Nz NV fal@)]| = [(F = 2DV fal@) ] (1 = 2]y 7
Sa druge strane, kako f pripada familiji harmonijskog (-Bloch prostora, to je

sup(1 — [lz])?[|V fu(2)]| < o0,
r€EB

Sto povlaci da se funkcija (1 — ||z]|)'=*||V fu(z)|| moze neprekidno dodefinisati
u B, tako da na S uzima vrijednost 0. Ovo znaci da se vrijednost A dostize u
nekoj unutrasnjoj tacki lopte B. Neka je to tacka rn, gdje je r € [0,1), an e S
je tacka koju smo razmatrali u pocetku dokaza i za koju vazi (3.57).
Posmatrajuéi vrijednosti

Ay = sup(1 — [|lz[)' =V f5 @)1,
x€B
slicno se moze izvesti zakljucak za funkcije f;, za 7 = 1,n — 1. Medutim, nama
je dovoljno da dobijemo gornje ogranicenje vrijednosti AJ, za j — 1,n— 1, kao

funkciju od A.
Iz kvazikonformnosti preslikavanja f 1 Leme 3.5, dobijamo nejednakost

max |f'(z)"h| < K”mln I f'(x)k|, Vx e B. (3.58)

Uzimajuéi h = e; 1 k = e, u (3.58) dalje imamo da vazi
IVfi(@)| < K[|Vfu(2)ll, VoeB,

Sto povlaci
A< KA, zaj=1n-1

Na osnovu dokaza Leme 3.4 vidimo da je

Ifi(z) — fi(y)| < KAC(a)||z —y||*, zaj=1n-—1, (3.59)

[fa(x) = [uly)| < AC(a)[lx = y]|.
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za sve x,y € B. Dakle,

[f(x) = f)] < AC(a)/1+ K*(n — Dz — y]*, (3.60)

za z,y € B. Ostaje da se dokaze da A ne zavisi od preslikavanja f, ve¢ od datih
parametara iz formulacije teoreme. Konstanta C'(a) u dijelu koji slijedi moze
mijenjati svoju vrijednost, ali zavisi samo od «a. Koristeé¢i nejednakost (3.57),
dobijamo sljedece ocjene za vrijednost A:

A= (1= V()|

< (2n + 2)(1 . 7,,)1—01 //. |fn(€) — fn(n)|d0_(€)

Js lrn =&l
Vi(n) ’ (3.61)
I
¥+ (2n + 2) / (1 — 7") ||T7|7fﬁ(§|)|n_ fn("7)|d0(€)
S\V(n)

B

Ip)

gdje je V() ={€ € S:[|g—nl <o}
Za integral I, nejednakosti (3.56) i (3.59) povlace

[1: (1_,),,)1—a ’ |fn(€)_fn(77)|

d
=g 7%
Vn—ﬂP
V(U) . . (362)
<evn— TAKC(a)(1 — 1) f Hda({)
Vi(n) >
< evn —TAKC(a)(1 — 1)l f ””; "g'llﬂda(g).
J lr

U nastavku razlikujemo dva slucaja, analogno kao kod integrala u Teoremi 3.6.

Prvi slucaj r = ||rn| > é
Ocigledno je da posljednji integral ne zavisi od tacke n € S, pa radi jed-

nostavnosti racunanja mozemo pretpostaviti da je n = (1,0,...,0). Tada krajni
integrand u (3.62) zavisi samo od prve koordinate &, pa koriste¢i formulu iz 7, str.
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242, Appendix A5] slijedi da je

1€ —nl do(€) - C, j/ Tn_a(C)dEr,  (3.63)

-2)i -
d
J =" /

1
=0 2= 2)
On—2

gdje o,_5 oznacava odgovarajucu normalizovanu povrsinsku mjeru na jedinicnoj
sferi S,,_» u R*™!. Konstanta C zavisi od n i od zapremina jedini¢nih lopti u
R"i R L

Desnu stranu u (3.63), koristeé¢i Fubinijevu teoremu i pretpostavku r > %, trans-
formisemo kroz neke elementarne nejednakosti i dobijamo

I — ] [ 2o
—— C
/=g =

o n—a n—3

27 (1-¢6)> de
S U= 12 =28) (1 r2 - 26)) T

|

1 n—2

L opsent [ (1-&) 1-& :
G /_1<1—r>2+r<2—2§1><<1—r>2+r<2—2§1>) “

-t .
<o [ ara—a

_ V1-&

1—r

<1

Dalje, koristeéi smjenu ¢ proizilazi

3 L o
Me=ml” yoey < (1 = mpemtcqy 72

dt
NEENE Joo 1ve

(=] ta
< (1= a—1 — dt.
<(-7 C(a)£ Rt
Kako posljednji integral konvergira, konacno imamo
(== [ 40 < Ca), (3.61)

J lrn =€l
S

za T € [3,1).

. - . 1
Drugi slucaj r < 3

U ovom slu¢aju imamo ogranicenost imenioca podintegralne funkcije sa donje
strane, pa je nejednaost trivijalna. Naime

A=r)E—nl*  A=n"=nl* _1-27 .,
[[rn —&l" (L=r2rrle=nl>): Q)" ’
to slijedi da je
(L) —nl”
do (&) < 27t 3.65
/ EEG (369)
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[z (3.64) and (3.65), zakljucujemo da vazi

/%l—ﬂ“ﬂE—MP
lrn = €|

do(§) < Cla),

zar € [0,1), sto zajedno sa (3.62) daje
I < ev/n —1AKC(a). (3.66)

U nastavu razmotrimo izraz

_ —r -« . ‘fn(é) _ f7l(77)|
Iy=(1-r) / T do(€)

S\V(n)
iz nejednakosti (3.61). Iz 1 — 7 < 11 [f,(€) — fu(n)| < diam(Q?) slijedi da je
1 1

I, < diam(Q) - o(S\V max ————— <diam({?) max ———.
» < diam(@) - o(S\V(m) mmox T —g = 42D 3%, Ty e

Zelimo odrediti donje ogranicenje izraza |[rn — €[], za € € S\V (1) u terminima
vrijednosti §. Opet, bez gubljenja opstosti, mozemo pretpostaviti da je n =
(1,0,...,0).

Slika 3.7: Minimalna vrijednost izraza |[rn — &||,za 0 <r < 1

Kako je € = (&1,...,&,) € S\V(n), to vazi
6* <l —mll* =2-2¢,
Sto povlaci
I —€&IP=1+r*—2r& > 140" +7(6° - 2)

2-0%\* 2-4
zl+( >+ (52— 2)

2 2

A F4)

2
=V<1—g>_
4
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Kvadratna jednacina je ogranicena sa donje strane sa globalnim minimumom
u tjemenu parabole.
Odatle slijedi da je

I, < diam(2) (lé \/@) B : (3.67)

Ogranicili smo oba integrala u (3.61), pa uvrstavajuéi dobijene ocjene (3.66) i
(3.67) zakljucujemo

A<e2n+2)vVn—1AKC(a) + (2n + 2)diam(Q) (o\/ 1— ()4—2) . (3.68)

Medutim, vrijednost ¢ mozemo da biramo tako da

e@2n + 2V TKC(a) <

b | —

pa iz (3.68) imamo

A < 2(2n + 2)diam(Q) (5\/1 - 04—3) . (3.69)

Napominjemo jos jednom da § zavisi od K, f(0),2 1 a (jer € zavisi od «).
Konacno, dokazali smo ogranicenost vrijednosti A, pa iz (3.60) zakljucujemo da
je f a-Holder neprekidno preslikavanje u B sa Holder koeficijentom M koji ne
zavisi ni od f, ni od 3. O

Dokazujemo u nastavku i drugi rezultat ove sekcije. Dokaz se neznatno raz-
likuje od prethodnog, pa ¢emo se zbog toga fokusirati samo na razlike.

Dokaz Teoreme 3.17. Dokaz ove teoreme se razlikuje od dokaza prethodne teo-
reme samo u jednom koraku: u dostizanja vrijednosti

A= sup(l — [l2)' IV ful@)]l,

r€EB

u nekoj unutrasnjoj tacki lopte B, gdje je @ € (0,1). U ovom slucaju, ta ¢injenica

se dokazuje na sljede¢i nacin: kako je f,, Lipschitz neprekidno i glatko (jer je f

i harmonijska funkcija) slijedi da je sup |V f.(z)| < oo, pa za svako o € (0, 1)
z€EB

funkcija
(L= Nz =V ful2)]
se moze dodefinisati neprekidno u B, uzimajuéi vrijednost nula na granici.
Kao i u prethodnom dokazu, Holder koeficijent zavisi samo od «, f(0), K i Q. O
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