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Rezime:

Kombinovanje razli¢itih algoritama i tehnika razvijenih u obradi signala omogucéava
efikasne primjene u Sirokom spektru oblasti. U tom smislu, vaznu ulogu igraju
transformacioni domeni koji se dobijaju kao optimalni estimatori za odredene klase
signala. Optimalni estimatori pruzaju moguénost predstavljanja signala sa malim brojem
transformacionih koeficijenata a istovremeno obezbijeduju minimalnu varijansu pri
estimaciji signala zahvacenih Sumom. U ovoj tezi su razmatrani optimalni estimatori za
slucaj signala sa nedostaju¢im odbircima i u tom kontekstu su data ogranic¢enja vezano za
minimalan broj dostupnih odbiraka za koji Kramer-Rao granica minimalne varijanse i
dalje vazi. Primjenom odgovarajuce transformacije u kombinaciji sa klasifikacionim
algoritmima dobijeni su pristupi koji omogucavaju efikasnu redukciju Suma i
prepoznavanje odredenih formi signala. Poseban akcenat je stavljen na dvodimenzioni
slucaj slika zahvacenih Sumom, gdje je kombinacijom pristupa kompresivnog odabiranja,
klasifikacionih algoritama i konveks-optimizacionih rekonstrukcionih metoda dobijen
efikasan sistem za redukciju Suma kod slike. Takode, kombinacijom transformacionih
domena (sa razli¢itim veliCinama blokova), robustne statistike i rekonstrukcionih

algoritama predloZen je sistem za potpunu ekstrakciju stacionarnih - Moareovih (Moiré)



formi tekstura iz odredenog dvodimenzionog oblika koji moze biti i prirodna slika.
Razmatrani su i klasifikacioni algoritmi bazirani na skupu signala za obucavanje, za koje
su predlozene efikasne arhitekture za hardverske realizacije. Na ovaj nacin je omogucéena
aplikacija u realnom vremenu za Sirok spektar primjena, od seizmickih signala do slika u
boji. Realizovani su sistemi bazirani na klasifikacionim pristupima Parzenovog prozora i
k-tog najblizeg susjednog odbiraka. Pomenute klasifikacione tehnike i konveks-
optimizacioni algoritmi za rekonstrukciju koriSteni su u kombinaciji sa Hopfildovom
neuralnom mreZzom u cilju poboljSanja njenih performansi. Kompleksna teorijska
razmatranja i predlozeni pristupi su verifikovani velikim brojem statistickih i numerickih
primjera kao i na slucajevima realnih signala, kako jednodimenzionih tako i

dvodimenzionih.



INFORMATION ON DOCTORAL DISSERTATION

Doctoral studies: Doctoral study of electrical engineering

Dissertation title: Estimation and classification of one-
dimensional and two-dimensional signals
using combined transform domains

and neural networks

Keywords: transform domains, detection and estimation,
Cramer-Rao bound, sparse signals,
classification algorithms,

Hopfield neural network

Scientific area: Electrical Engineering, Computer Engineering
Specific scientific area: Digital Signal Processing
Abstract:

Combining various algorithms and techniques developed in signal processing enables
efficient implementations in a wide area of research. In that sense, using appropriate
transform domains that represent optimal estimators for a specific type of signals have an
important role. Optimal estimators provide the possibility of sparse representation of
signals, which also provide minimal variance of estimated parameters of signals affected
by noise. In this thesis, the optimal estimators are considered for cases of signals with
missing samples and in this context is also given a minimum number of available samples
for which the theory of lower bound of variance holds. By applying the appropriate
transforms, combined with classification algorithms, approaches for pattern recognition,
variable compressive sensing and noise reduction have been developed. Namely,
combining transform domains (using different block sizes), robust statistics and
reconstruction algorithms, a new method for the extraction of the stationary Moiré pattern

from the host natural image is proposed. Also, combining the method for compressive



sensing, classification algorithms and convex optimization reconstruction, an efficient
system for block characterization, variable compressive sensing and noise reduction is
proposed. Classification algorithms based on training datasets of signals are also
considered, for which an efficient architecture for hardware realizations are proposed. In
this way, a real-time application is facilitated for a wide variety of implementations,
ranging from one-dimensional seismic signals to two-dimensional images represented by
three channels. In that sense, the systems based on the Parzen window and k-th nearest
neighbors methods are realized. Classification techniques and convex optimization
reconstruction algorithms are also used with Hopfield neural network in order to improve
the performance of pattern reconstruction. Based on that, the performances of the neural
network are significantly enhanced. Theoretical considerations and proposed methods are
verified by various statistical and numerical examples, as well as in cases with real-world

one-dimensional and two-dimensional signals.
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1. Uvod

Estimacija i klasifikacija parametara signala predstavlja vazan segment istraziva-
nja u Sirokom spektru aplikacija. Za tu svrhu, zavisno od prirode signala, koriste se
razne transformacije. Stoga, krucijalan korak predstavlja odabir transformacije koja
¢e za odredenu formu signala predstavljati optimalni estimator. U tom smislu va-
zno je da transformacioni domen obezbijedi razrijedenu (eng. sparse) reprezentaciju
signala. U nekim aplikacijama je znacajno koristiti i kombinovane transformacione
domene, pogotovo one koji se dobijaju koriséenjem razli¢itih veli¢ina funkcija pro-
zora.

U poslednje vrijeme znacajna paznja se posvec¢uje obradi signala sa nedostajué¢im
odbircima. O tome svjedodi veliki broj radova koji se publikuje na ovu temu, a tice
se oblasti kompresivnog odabiranja (eng. Compressive Sensing). Uopsteno gleda-
no, koncept kompresivnog odabiranja se moze posmatrati preko dva aspekta. Prvi
je sami princip kompresivnog odabiranja, dok je drugi rekonstrukcija kompletnog
signala na osnovu skupa sa nedostaju¢im odbircima. U kontekstu ovog pristupa,
za odredene tipove signala interesantno je izvesti optimalne forme transformacija
kao i relacija za minimalne varijanse. Naime, odredivanje optimalnog estimatora se
svodi na minimizaciju vrijednosti varijanse, a Kramer-Rao granica daje minimalnu
vrijednost koju obezbijeduje optimalni estimator. U ovom radu je izvedena FiSero-
va informacija za signale forme kompleksnih sinusoida i signale oblika Hermitskih
funkcija. Date su relacije za minimalnu varijansu u zavisnosti od broja dostupnih
odbiraka. Poseban akcenat je stavljen na Cinjenicu da relacije koje se dobijaju po-
moc¢u Kramer-Rao teorije vaze samo za slucaj kad su ispunjeni odredeni uslovi koji
se odnose na minimalan (neophodan) broj dostupnih odbiraka. Dobijeni rezultati
su vazni za sve aplikacije u kojima se razmatrani estimatori koriste, pa se stoga
u primjenama prezentiranim u ovoj tezi vodilo racuna o ograni¢enjima opisanim u
dijelu vezanom za Kramer-Rao pristup.

Pored estimacije, u savremenim sistemima za obradu signala znacajnu ulogu igra-
jui klasi¢ni algoritmi. U tom smislu, mogu se posmatrati algoritmi koji su zasnovani

na podacima za obucavanje, odnosno treniranje, kao i algoritmi koji ne zahtijevaju
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treniranje radi procesa klasifikacije. U tezi je posebna paznja posveéena prvoj grupi
algoritama. U tu svrhu, posmatrani su Parzenov prozor (eng. Parzen window) i tzv.
k-ti najblizi susjedni odbirak (eng. k-Nearest Neighbours - KNN) pristup. S druge
strane, klasifikacija zasnovana na segmentaciji je vrSena pomocu algoritma maksi-
mizacije o¢ekivanja (eng. expectation-mazximization - EM).

Kombinovanjem prethodnih teorijskih razmatranja predlozeni su pristupi za odva-
janje tekstura, Moareovih (Moiré) formi, iz prirodnih formi slika. Takode, predlozeni
su algoritmi za redukciju Suma koji u osnovi koriste maksimizaciju oc¢ekivanja za kla-
sifikaciju blokova slike (stacionarni, umjereno nestacionarni i nestacionarni regioni -
eng. flat, moderate busy, busy), kao i iterativnu rekonstrukciju iz blokova sa varija-
bilnim brojem nedostajué¢ih odbiraka. Dat je jedan pristup redukciji Suma kod slika
koris¢enjem filtriranja u jednodimenzionom Hermitskom domenu.

Prethodni rezultati istrazivanja su u znacajnom dijelu generalizovani radi po-
boljsanja performansi sistema sa Hopfildovim (Hopfield) neuralnim mrezama.

Rad na tezi se zasnivao na sljede¢im osnovnim hipotezama:

1. Postoje ogranic¢enja u minimalnom broju dostupnih odbiraka koja ¢ine da
optimalni estimator i relacija za minimalnu varijansu gube smisao ukoliko

nijesu ispunjena.

2. Kombinovanje transformacionih domena slike omoguéava odvajanje teksturnih

Moareovih (Moiré¢) oblika ukoliko su oni spars u oba domena.

3. ITterativna rekonstrukcija sa varijabilnim brojem nedostaju¢ih odbiraka efika-

sno redukuje Sum kod prirodnih slika.

4. Kombinovanje kompresivnog odabiranja i klasifikacionih algoritama moze zna-

¢ajno da podigne efikasnost Hopfildove neuralne mreze.

Teorijski rezultati, statisticke provjere i testiranje na realnim signalima su pokazali
da je svaka od hipoteza tac¢na. U tom smislu, one su posluzile da se teza metodoloski
struktuira kako bi se rezultati u svakom segmentu lakse pratili. Stoga, teza se sastoji
od uvoda, Sest glava i zakljucka.

U drugoj glavi su dati teorijski osnovi 1D i 2D transformacija koje su korisé¢ene
u tezi. Razmatrane su diskretna Furijeova, diskretna kosinusna, kratkotrajna Furi-
jeova, Hermitska transformacija. Date su veze izmedu razli¢itih domena. Posebno
interesantan slucaj je veza izmedu 2D diskretnih kosinusnih transformacija zasno-
vanih na razli¢itim veli¢inama prozora. U tom smislu izvedena je i forma blokova

slike kako bi se efikasno koristio Kronekerov proizvod transformacionih matrica radi
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uspostavljanja veze transformacija sa razli¢itom velicinom blokova. Pristup je gene-
ralizovan i za slucaj 2D Hermitske transformacije.

U trecoj glavi su date teorijske osnove kompresivnog odabiranja. U tom smislu
navedeni su i diskutovani najznacajniji uslovi (npr. inkoherentnost matrice mjerenja)
koji treba da budu ispunjeni da bi se iz dostupnih odbiraka efikasno rekonstruisao
signal. Posebna paznja je posveéena gridi rekonstrukcionim algoritmima (eng. gree-
dy) kao i klasi konveksnih optimizacija.

U cetvrtoj glavi su razmatrani optimalni estimatori za signale sa nedostaju¢im
odbircima. Poseban akcenat je stavljen na signale oblika kompleksnih sinusoida bez
i sa funkcijom prozora, kao i signale oblika Hermitskih funkcija. U oba slucaja su
izvedeni uslovi, vezano za broj dostupnih odbiraka, pod kojim izrazi za minimal-
nu varijansu vaze. Razmatrana je estimacija amplitude. Kod kompleksne sinusoide
je interesantno naglasiti da kada ovaj uslov nije ispunjen, tada ne samo estimacija
amplitude ve¢ i frekvencije i faze postaju besmisleni. Teorijska razmatranja su sta-
tisticki verifikovana koristeéi veéi broj karakteristicnih primjera. Statisticka analiza
i izrazi vezano za signale oblika Hermitskih funkcija je kompleksnija. Stoga su u
tom slucaju dati aproksimativni izrazi. Medutim, zahvaljuju¢i ekstenzivnim simu-
lacijama dobijene su teorijske relacije koje se u znac¢ajnom procentu poklapaju sa
statistickim primjerima. Razmatranja su generalizovana i primijenjena na realnim
signalima.

Klasifikacioni algoritmi su opisani u petoj glavi. Znacajan dio ove glave je po-
svecen algoritmima zasnovanim na estimaciji funkcije gustine vjerovatnoce. U tom
smislu, razmatrani su Parzenov prozor i KNN algoritmi. Oba algoritma za klasifika-
cioni proces koriste setove podataka namijenjene za obucavanje. Pristup Parzenovog
prozora je uspje$no primijenjen na jednodimenzionim seizmickim i vibracionim sig-
nalima, pa je to posluzilo kao motivacija da se projektuje analogno-digitalni hardver
za ovu klasifikacionu metodu. Hardver je generalizovan za veéi broj razli¢itih skupo-
va podataka za obucavanje i omogucava obradu ogromnog broja odbiraka u sekundi.
Takode, za algoritam KNN predlozena je digitalna arhitektura za hardversku rea-
lizaciju. Predlozeni sistem je primijenjen za klasifikaciju slika u boji. Performanse
omogucavaju klasifikacije u realnom vremenu. U drugom dijelu ove glave je dat EM
algoritam na osnovu koga se vrsi klasifikacija bez skupova podataka za obucavanje.
Ovaj algoritam je primijenjen na realne jednodimenzione signale koji se odnose na
parcijalna praznjenja u elektroenergetskim mrezama. Takode je primijenjen i na sli-
ke u smislu klasifikacije stacionarnosti blokova slike.

U Sestoj glavi su predlozeni algoritmi za odvajanje tekstura Moareovih oblika,

kao i algoritmi za redukciju Suma kod slike. Prvi dio ove glave se odnosi na algo-
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ritam pomocu koga mozemo izvrsiti dekompoziciju i odvajanje stacionarnog oblika
inkorporiranog u prirodnu sliku. Ovaj pristup je baziran na vezi izmedu kosinusnih
transformacija razlic¢itih veli¢ina blokova slika. Koriséena je osobina da je stacio-
narna komponenta spars u oba domena. L-statistika je koris¢ena da se odstrane
nestacionarne komponente slike. Nakon toga primijenjena je teorija kompresivnog
odabiranja u cilju rekonstrukcije stacionarne komponente. Na taj nacin je ova kom-
ponenta u potpunosti detektovana i ekstrahovana iz prirodne slike. Ovaj pristup ima
znacajne primjene u medicini za otklanjanje Moire-ovih paterna. Robustnost meto-
de je testirana i kada je u prirodnoj slici prisutna jaka nestacionarna komponenta. U
drugom dijelu pete glave predlozen je algoritam za redukciju Suma koji se pokazuje
kao efikasan na velikom broju razli¢itih formi prirodnih slika. Algoritam klasifikuje
blokove slike pomoc¢u varijanse singularnih vrijednosti blokova. Blokovi se klasifikuju
kao stacionarni, umjereno nestacionarni i nestacionarni. Za svaki tip bloka vrsi se
uklanjanje odredenog broja piksela. Ovaj broj je proporcionalan stacionarnosti blo-
ka. Postupak se odvija u viSe iteracija, pa se na kraju procedure dobija poboljsanje
odnosa signal-Sum za nekoliko decibela. Pokazuje se da je procedura najefikasnija
ukoliko se primijeni pet do deset iteracija. Ova glava se zakljucuje sa algoritmom za
redukciju Suma zasnovanim na filtriranju u jednodimenzionom Hermitskom domenu.

U sedmoj glavi je predlozen pristup koji kombinuje Hopfildovu neuralnu mrezu
sa konveksno-optimizacionim algoritmom za rekonstrukciju i pristupom Parzenovog
prozora za klasifikaciju. Hopfildova mreza, kao oblik memorijske mreze koji se koristi
za prepoznavanje razli¢itih oblika, nema zadovoljavaju¢e performanse u prepozava-
nju znacajno ostecenih slika ili slika sa nedovoljnim brojem dostupnih piksela. Stoga
je primijenjen konveksno-optimizacioni algoritam za rekonstrukciju koji obezbjedu-
je da forma rekonstruisane slike bude prepoznatljiva Hopfildovoj mrezi. U slucaju
sivoskaliranih slika, neophodno je koristiti Parzenov prozor kako bi se poboljsa-
la konvergencija ta¢nosti prepoznavanja. Rezultati su verifikovani na velikom broju
eksperimentalnih primjera pokazujuéi da predlozeni pristup znacajno poboljsava do-
men primjene Hopfildove mreze.

Zavrsna diskusija sa perspektivama za dalje istrazivanje je data u poglavlju Za-
kljucak. Pokazuje se da znacajan broj predlozenih pristupa otvara nove teme za

istrazivanja i dalje uopstenje predlozenih metoda.
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2. Transformacioni domeni

Transformacioni domeni igraju znacajnu ulogu u obradi signala, jer je veliki broj
algoritama kao $to su oni za filtriranje, detekciju, kompresiju signala, razvijen ko-
ris¢enjem nekog od transformacionih domena [1-5]. Za tu svrhu, vazno je odabrati
transformaciju, odnosno domen u kome ¢e predstavljanje signala biti koncizno, t;j.
sparse [6-8]. Dakle, cilj je posti¢i da najnacajnije infromacije u vezi signala budu
koncentrisane na $to je moguée manjem broju transformacionih koeficijenata. Pored
Furijeove transformacije, koja je jedna od osnovnih u obradi signala, (u zavisno-
sti od prirode problema) Gesto se koriste Wavelet transformacija, diskretna kosinu-
sna transformacija, vremensko-frekvencijske transformacije i distribucije, kao npr.
kratkotrajna Furijeova, kao i Hermitska transformacija [4,9-29|. Zavisno od dimen-
zionalnosti (jednodimenzioni, dvodimenzioni), koriste se jednodimenzione, odnosno
dvodimenzione transformacije. U ovoj glavi ¢emo se detaljnije posvetiti pomenutim
transformacijama i nekim njihovim modifikacijama koje ¢e biti efikasna osnova za
odredene pristupe predlozene u tezi. Treba napomenuti da pored navedenih postoji
i znacajan niz drugih transformacija, ali imajuéi u vidu prirodu signala kojim ¢emo

se baviti u ovoj tezi, akcenat ¢e biti na navedenim formama.

2.1. Furijeova transformacija

Uopsteno, predstavljanje diskretnih signala preko transformacija definisanih ne-

kom ortogonalnom bazom moze se zapisati u obliku [1-3]:

F(k) =) _ f(n)ew(n) (2.1)

gdje je f(n) diskretni signal duzine N odabiran u skladu sa teoremom o odabiranju,
¢r(n) su bazne funkcije, a F'(k) transformacioni koeficijenti (k oznacava red koefici-

jenta). Kao §to smo naveli, pretpostavljeno je da su bazne funkcije ortogonalne, tj.
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da vazi:
1 zal=m

i) () = {0 e (2:2)

Uslov ortogonalnosti je znacajan, jer ukoliko je on ispunjen, onda jednostavno mo-

zemo definisati i inverznu formu transformacije [1-3|.

=2

F(k)¢i (n) (2:3)

f0) =

b
Il

gdje je xT predstavlja operaciju konjugacije i transponovanja. Prethodni zapisi mogu

da se predstave u matri¢noj formi. U tom slucaju:

odnosno, u inverznom obliku:
f=¢'F (2.5)

jer je ortogonalna matrica, pa je njena inverzna forma zapravo transponovana ma-

trica. U razvijenoj formi, matri¢ni zapis ima oblik:

F(0) ©o(0 ¢o(1) @o(N —1) f(0)
F(1) _ ©1(0 901.(1) 1 (N —1) f('l) (2.6)
F(N -1) en-1(0) on-1(1) - pnoa(N 1) f(N—1)
Inverzna forma je:
f(0) ©5(0) ei(0) - eha(0) £(0)
AU B w5(1) i) e e F(1)
A z L : :
JIN—=1) eo(N=1) @i(N—-1) -+ ¢y (N-1)) \F(N-1)
2.7)
U slucaju Furijeove transformacije, bazne funkcije su date sa:
pr(n) = eI w" (28)
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U tom slucaju, matrica ¢ ima oblik:

1 1
1 e_j%ﬂ e JRFN-1
P = : (2.9)
1 e—j%N—l e (N_1)2
odnosno, njena inverzna forma:
1 1 1
.27 - 27
B 7 111 eI N Y A
o= “N|: : " : (2.10)
1 e]%‘Nfl e_]N(N 1)2
Vidimo da je:
pp t=TIy_, (2.11)

Posmatrajuéi relacije koje definisu Furijeovu transformaciju, jednostavno se moze
zakljuciti da je ona linearna, te da zadovoljava niz pozeljnih osobina, kao Sto su:
Furijeova transformacija konvolucija signala jednaka je proizvodu njihovih Furijeovih
transformacija, Furijeova transformacija proizvoda jednaka konvoluciji Furijeovih
transformacija. Periodi¢na je sa periodom N. Pomjeranjem u vremenskom domenu
implicira modulaciju u Furijevom i sli¢no [1,2|. Dakle, u jednodimenzionom slu¢aju

Furijeovom transformacijom vrsimo preslikavanje:
F. f5F (2.12)

koriSéenjem kvadratne matrice ¢.

2.1.1 Dvodimenziona Furijeova transformacija

Ukoliko je razmatrani signal dvodimenziona diskretna funkcija, odnosno slika,
onda se za njeno predstavljanje u Furijeovom domenu koriste 2D Furijeove transfor-

macije. U tom slu¢aju, imamo [1]:
M—1N-1

Flli k) =Y flm,n)e 725 +5) (2.13)

m=0 n=0
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Njena inverzna forma je:

M—-1 N— .
f(m,n) = Z Z (ky, o) P> (57 +3°) (2.14)

U ovom slucaju imamo preslikavanje za koje bi bilo potrebna 4D matrica, ali koje

se moze, preko Kronekerovih matrica, svesti na dvodimenziono:
ok
Fap : fap = Fap (2.15)

Posmatrana forma Furijeove transformacije je separabilna, tj. ona moze biti dobi-
jena rac¢unanjem jednodimenzione Furijeove transformacije po vrstama, a onda se
racuna jednodimenziona po kolonama. Osobine koje vaze za jednodimenzionu mogu
se direktno uopstiti na dvodimenzioni slucaj. Signal se odabira tako da bude zado-
voljena teorema o odabiranju po obje koordinate.

Matri¢ni oblik dvodimenzione Furijeove transformacije (definisan je prethodnom re-

lacijom) ima formu:

Frrsn = Poaren v NP (2.16)

gdje je ¢k transponovana matrica od matrice ¢, y. Inverzna forma Furijeove

transformacije u matri¢cnom obliku je data sa:

T *
F sy = Pnsmn FMxNPrrxn (2-17)

Kao i u jednodimenzionom slucaju, dvodimenziona transformacija je linearna, te sto-
ga ima niz pogodnosti za primjene. Koristi se kod signala koji se mogu efikasno pred-
staviti zbirom dvodimenzionih kompleksnih sinusoida. Vazno je napomenuti da se
primjenom jednodimenzione i dvodimenzione Furijeove transformacije na realne sig-
nale dobija dio spektra koji ima negativne frekvencije. U jednodimenzionom sluc¢aju,
jedna poluravan su negativne frekvencije, druga poluravan su pozitivne frekvencije.
Odnosno, svaka realna sinusoida definisana odredenom pozitivnom frekvencijom ima
simetri¢nu komponentu na negativnoj frekvenciji i obratno. U dvodimenzionom slu-
¢aju, samo jedan kvadrant se odnosi na pozitivne frekvencije, a ostali su kombinacija
pozitivnih i negativnih frekvencija. Stoga, za slucajeve realnih signala, pogodnije je

umjesto Furijeove transformacije koristiti diskretnu kosinusnu transformaciju.
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2.2. Diskretna kosinusna transformacija

Kao sto je ve¢ naglaseno, pri radu sa realnim sinusoidama, koristi se diskretna

kosinusna transformacija, data sa [2,24]:

N-1
cos(2N + 1)kr
DCT(k) = C(k) f(n) ( 5 ) (2.18)
n=0
gdje je:
L zan=0
C(k) =4 VN (2.19)
\/LN’ ostalo
Matri¢na forma diskretne kosinusne transformacije ima oblik:
D=Tf (2.20)
Elementi matrice T' dati su sa:
2 1)k
T = C(k) cos {%} (2.21)

gdjesun,k =0,1,...,(N—1). Dakle, matrica je kvadratna N x N, a sa druge strane je
ortogonalna, pa je njen inverzni oblik zapravo transponovana matrica. Zahvaljujuéi

tome, inverzna forma diskrentne kosinusne transforamcije je data sa:
f=T"D (2.22)
Napomenimo da je signal f zapisan u formi vektor kolone, a matrice T" su kvadratne.

2.2.1 Dvodimenziona diskretna kosinusna transformacija

Po analogiji sa dvodimenzionom Furijeovom transformacijom, mozemo definisati

dvodimenzionu diskretnu kosinusnu transformaciju (2D DCT) kao [10,11,24]:

M—1N-1
cos(2M + 1)kym cos(2N + 1)kom
DCT =
C (klv k?) O(k’1>0(k,’2) e f(m7n) IM 2N
(2.23)
gdje je:

=+ ki=0 L ko =0
Clhy) = V2 M Clhy) =4 V2 2 (2.24)

1, za ki >0 1, za ko > 0
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Matri¢na forma prethodne relacije je data sa:
D =TyfT" (2.25)

gdje je matrica T' data sa elementima:

Too o Tov-1)
TN = Tk1k2 (226)
Tin-no - Tiv-nw-
-+ zak =0, 0<k, <N-1
Tk:l ky = \/7§2k +1)k (227)
ﬁcos(#), zal<ki<N-1, 0<k<N-1

gdjesun,k =0,1,...,(N—1). S obzirom da je matrica kvadratna i ortogonalna, njena
inverzna matrica jednaka je transponovanoj. Zahvaljuju¢i tome dobijamo inverznu

formu diskrentne kosinusne transformacije:
f=TDT”" (2.28)

Dakle, ova transformacija je definisana za dvodimenzione signale f € R¥*V ¢&ija
je priroda takva da predstavljaju kompoziciju dvodimenzionih realnih sinusoida,
medutim pokazuje se kao efikasno sredstvo za obradu razli¢itih tipova digitalnih
slika.

2.3. Kratkotrajna Furijeova transformacija

Prethodno razmatrane jednodimenzione transformacije se koriste u sluc¢ajevima
kada je dovoljno poznavati ukupan spektar signala, odnosno kada nije neophodno
pratiti promjene spektre u vremenu. Medutim, u velikom broju aplikacija neop-
hodno je pratiti promjene spektra u vremenu. Za tu svrhu se koriste vremensko-
frekvencijske transformacije i distribucije. Najstarija (definisana za tu svrhu) i naj-
¢esce koristena je kratkotrajna Furijeova transformacija, kao i njena energetska ver-
zija (kvadratni modul) koja se naziva spektrogram.

Posmatrajmo signal f(n) duzine N. Kratkotrajna Furijeova transformacija za
ovaj signal se definise kao [15,16,18,24]:

N-1
STFT(n, k) = > f(n+m)w(m)e > M (2.29)
m=0
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gdje je w(m) prozor duzine M, a m je tekuca koordinata. Za nepreklapajuéi, pravo-

ugaoni prozor, (w(m) = 1), moZemo pisati [15,18]:
M—1
STFT(n,k) =Y f(n+m)e ™M n=0,M2M, . N-M (2.30)
m=0

Odnosno, u matri¢noj formi:

Primijetimo da se ova relacija odnosi na jednu poziciju prozora (fiksno n;). Ukoliko
posmatramo slucaj nepreklapaju¢ih prozora, onda STFT za ¢itav signal mozemo
zapisati u obliku [15,18]:

STFT =o¢f (2.32)

Pri ¢emu je matrica ¢ definisana na sljedeé¢i nacin:

0 .0
P (2.33)

gdje su ¢,,; matrice Furijeove transformacije dimenzije M x M, dok 0,; su nule
matrice istih dimenzija. Dakle, u ovom slucaju, dobija se vektor kolona STFT, gdje
grupisanjem po M elemenata dobijamo spektralni sadrzaj za svaki od posmatranih
trenutaka n razmatranih relacija. Prerasporedivanjem vektora u matricu dobija se
vremensko-frekvencijska reprezentacija signala. Racunanjem kvadratnog modula do-
bija se spektrogram. Relaciju (2.32) mozemo dalje generalizovati. Naime, izrazimo

signal preko njene Furijeove transformacije:

f=x'F (2.34)

gdje je ¢y inverzna Furijeova matrica dimenzije N x N, koja se mo#ze napisati kao
k. Ako uzmemo ovo u obzir, onda prethodnu relaciju za STFT moZemo predstaviti
na sljedeci nacin:

STFT = ppnF = AF (2.35)

gdje je A = e’ Prethodna analiza je data za slu¢aj pravougaonog prozora bez
preklapanja. Medutim, izvedene relacije se mogu generalizovati i za slucajeve kada

funkcije prozora nisu pravougaone i kada se ne preklapaju [15]. Napomenimo da se
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relacija (2.35) moze generalizovati na nac¢in da obezbijedi vezu izmedu kratkotrajne
Furijeove transformacije sa razli¢itim duzinama prozora. Ako oznac¢imo sa ST F'T),
kratkotrajnu Furijeovu transformaciju sa prozorom duzine M, a sa STFTy trans-

formaciju sa duzinom prozora N, onda dobijamo [15,18|:
STFT) = ppNSTFTy (2.36)

Tako je na izgled jednostavna generalizacija, ova relacija moze da posluzi u mnogim
primjenama kada je neophodno preci sa jedne Sirine prozora na drugu ili za slucajeve
kada treba koristiti obje, kao na primjer u nekim scenarijima filtriranja u kontekstu
kompresivnog odabiranja.

Interesantno je primijetiti da koristeéi prethodni postupak, moZzemo povezati
STFT sa nekim drugim transformacijama. Neka je inverzna forma te transformacije
data sa:

LSy (2.37)

Tada je:
STFT = p¢pL (2.38)

Ova transformacija moze da omoguéi kombinovanje razli¢itih domena u cilju dobija-
nja Sto kvalitetnijeg vremensko-frekvencijskog predstavljanja. Definisanjem kratko-
trajne Furijeove transformacije preko kosinusnih transformacija direktno dobijamo

formu kratkotrajne kosinusne transformacije u obliku:
STFT = TT%D (2.39)

gdje je Ty matrica sa N x N elemenata za kosinusnu transformaciju definisanih sa
(2.27), a T je matrica koja po dijagonalama ima podmatrice T'y; dimenzije M x M

analogno relaciji (2.33).

2.3.1 Veza dvodimenzionih kosinusnih transformacija bloko-
va slika razlic¢itih veli¢ina

U ovom poglavlju ée biti posveéena paznja uspostavljanju veze izmedu dvodi-

menzione kosinusne transformacije ra¢unate po blokovima sa kosinusnom transfor-

macijom rac¢unatom za sve blokove zajedno. Iako se na prvi pogled ¢ini da se jed-

nodimenzioni slucaj, razmatran u prethodnom poglavlju, moze direktno primijeniti

na dvodimenzioni, to zapravo nije slucaj. U jednodimenzionom slucaju, odbirci su

uzimani unutar nepreklapaju¢ih prozora. Na kraju procedure svi oni zajedno ¢ine
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odbirke ukupnog signala zadrzavajuci redosljed kojim je signal zadat. To nije slucaj
kada se posmatraju dvodimenzioni signali. Kao ilustraciju posmatrajmo sliku koja
se sastoji iz ¢etiri bloka. Prvo, uzmimo odbirke (pikseli) prateéi kolone blokova. Za-
tim, posmatrajmo integralno sva cetiri bloka i takode formirajmo redosljed odbiraka

po kolonama integralnog bloka (slika 2.1).

Bl B2

T |
| |
| |
| |
| | |
| | |
| | |
| |
| | |
| | |
| | |
|| |
| | |
L, |

B3 B4

Slika 2.1: Slika razdvojena na ¢etiri bloka

Bl B2 B3 B4

T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
+

T T
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I |
| |
| |
| |
| |
+ *

e
T
- ———————— = —

]
L+

Slika 2.2: Redizajnirani blokovi slika

Vidimo da vektori ukupnog signala dobijeni na ovaj nacin predstavljaju pot-
puno razli¢ite kombinacije odbiraka, pa stoga uspostavljanje direktne relacije kao
za jednodimenzioni slucaj ne bi imalo smisla. Da bismo uspostavili odnos analo-
gan jednodimenzionom sluc¢aju, neophodno je da se integralni region /slika (dobijen
od cetiri bloka) redizajnira na nac¢in prikazan na slici 2.2. U ovom slu¢aju moguce
je uspostaviti vezu izmedu 2D kosinusne transformacije blokova sa 2D kosinusnom
transformacijom integralne slike dobijene predlozenim prekombinovanjem blokova.
Uz vodenje rac¢una o predlozenoj geometrijskoj prekombinaciji, vazno je uspostaviti
relaciju kojom ¢emo piksele slike i transformacione koeficijente predstaviti vektor-

ski. Za tu svrhu, neophodno je koristiti dvodimenzione matrice koje ¢e u skladu sa
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prirodom problema biti znacajno veée od onih u jednodimenzionom slucaju, a bice
realizovane pomoc¢u Kronekerovog tenzorskog proizvoda. Da bismo dosli do Zeljene

relacije, krenué¢emo od veé¢ navedene jednacine:
D =TyfT?% (2.40)

koja se moze zapisati kao:
D =Ty(TyfH)" (2.41)

Dalje, mozemo koristiti sljede¢u formulaciju:
d = vec(D) = vec (Tn(Tnf")") (2.42)
Koriste¢i Kronekerov tenzorski proizvod, dobijamo:
d=(Ty®Ty)vec(f) (2.43)

gdje ® oznacava Kronekerov tenzorski proizvod, d je vektor DCT koeficijenata do-
bijen iz matrice D, o¢itavanjem kolona po kolona, a vektor vec(f) je vektor piksela
u prostornom domenu dobijen takode ocitavanjem po kolonama. Imajuéi ovo u vidu,

prethodna relacija se moze zapisati:
d = T y2vee(f) (2.44)

gdje je T no = Tyn @ Ty € RV N Vidimo da je Kronekerova matrica dimen-
zije N%2 x N2, ali omoguéava da ovu kompleksnu relaciju svedemo na formu koja je

analogna za jednodimenzioni slucaj. Za slucaj bloka f 5. slike f moZemo pisati:
ds,, = Thpzaevee(f ) (2.45)

Stoga, dy, predstavlja vektor DCT koeficijenata dobijen iz matrice Dy, , a vec(fp,)
je vektor dobijen od bloka f . (u oba slucaja, matrica se pretvara u vektor koristeci
preslaganjem po kolonama). Na analogan nacin mozemo da izvedemo vezu izme-
du koeficijenata redizajnirane slike (slika 2.2), u zavisnosti od vektora svih piksela

slozenih po kolonama. U tom sluc¢aju imamo:

df = TI]\C/[N,NNVGC(f) (2.46)

gdje je TﬁMNN Kronekerov proizvod Tyny ® Tyny € RMN*N? Posmatrajuéi po-

slednje dvije relacije, mozemo uspostaviti vezu izmedu koeficijenata ra¢unatih po
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blokovima i koeficijenata racunatih za preuredenu sliku. Dakle, u ovom sluc¢aju do-
bijamo:
dts = Dpr, inv(Thy yy)ds (2.47)

dy, = (2.48)

fBN/M

duzine N x M, dok je dijagonalna matrica DT)C2 , data sa:
NN

T’CMZMQ 0 R 0
0 T, , ... 0
DTE?N? - : M " - : (2.49)
0 0 - Thuwp

Broj dijagonalnih elemenata (podmatrica) je N/M, a dy je vektor svih koeficijenata
racunat za redizajniranu sliku duzine M x N. Oznaka inv predstavlja pseudoinverznu

. : K
matricu Kronekerove matrice Ty -

2.4. Hermitska transformacija

Hermitska transformacija se u poslednje vrijeme ¢esto koristi i izuc¢ava u obradi
raznih biomedicinskih signala, Sirokopojasnih komunikacionih signala i dvodimenzi-
onih slika [6,22-29]. Bazne funkcije koristene za realizaciju Hermitske transformacije
su Hermitske funkcije. Za signal f(n), opsta forma Hermitske transformacije moze

biti zapisana u obliku:
Ck) = D) f(n)eu(n) (2.50)

gdje su ¢x(n) Hermitske funkcije tj. bazne funkcije transformacije. U prakti¢nim
realizacijama, da bi se obezbijedila ortogonalnost, ova forma ima sklairajuce faktore
i odredeno ogranicenje prilikom ra¢unanja Hermitskih funkcija.

Hermitska funkcija reda k je data sa [24,26]:

pr(n) = —=—=k (2.51)

NN
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U ovoj relaciji, koristen je Hermitski polinom p-tog reda Hy(n), koji se definise kao:

d® e
o k n?
Hy(n) = (-1 =0

(2.52)

Koriste¢i prethodne dvije relacije, mozemo napisati izraze za prve dvije Hermitske

funkcije

1. I a2
e von (2.53)

po(n) = T ,  pi(n) = 4_ﬁ

Sa druge strane, koriste¢i rekurzivnu relaciju, mozemo generisati Hermitsku funkciju

opsteg reda na sljedec¢i nacin [24,26]:

ou(n) = n\/%ok_m (), E 2 2 (2.54)

Dakle, za prve dvije hermitske funkcije ¢g(n) i ¢1(n) koristimo relaciju (2.53), a iz

(2.54) dobijamo relaciju yq(n). Daljim postupkom rekurzije dobijamo p3(n), @4(n)
itd. Da bismo imali predstavu o obliku Hermitskih funkcija, na slici 2.3 su prikazane

prvih Sest funkcija.

0.8 0.6
05
0.4
0.6
0.2
0.4 0
02 0.2
05 0.4
0
- 5 5

o

5 0 5 s 0 5 0
05 \ 0.5 05

0 0 0

5 0 5 s 0 5 5 0 5

Slika 2.3: Prvih Sest hermitskih funkcija

Oblik Hermitskih funkcija nam sugerise na tipove signala koji su pogodni za ob-
radu ovom transformacijom. Treba primjetiti da su Hermitske funkcije lokalizovane
u vremenu i stoga mogu biti pogodne za analizu signala sa takvim osobinama.

Za efikasno ra¢unanje Hermitske transformacije ¢esto se koristi aproksimativna

forma koja se naziva Gaus-Hermitska kvadraturna aproksimacija. U ovom slucaju,
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Hermitska transformacija se ra¢una na sljede¢i na¢in [24]:

) = 5 3 ehln) f(n) (255)
n;=0
gdje je
o3 () = %, k=0,1,..,N—1 (2.56)

U ovoj relaciji, Hermitske funkcije se racunaju u nulama Hermitskog polinoma
n;. Dakle, za n tacaka, koristi se polinom n-toga reda, racunaju se njegove nule
ny, Na, ..., Ny, te se u ovim tackama ra¢unaju vrijednosti Hermitskih funkcija. Kori-
ste¢i ovaj nacin ra¢unanja, obezbijeduje se ortogonalnost direktne i inverzne forme
kod Gaus Hermitske aproksimacije.

Za efikasnije predstavljanje signala Hermitskom transformacijom, ¢esto se defi-

nise takozvana bazna linija [24]:

bty = £+ LI, (2.57)
N
koja se oduzima od originalnog signala:
fO=f0-0ol), 1=1,2,.,N (2.58)

Postupak racunanja Hermitske transformacije moze se sazeti u nekoliko koraka:
e Specificira se broj Hermitskih funkcija N
e Racuna se N nula Hermitskog polinoma

e Racunaju se vrijednosti hermitskih funkcija u svakoj od nula Hermitskog po-

linoma
e Hermitske funckije se skaliraju faktorom 3_;(n;)
e Racunaju se Hermitski koeficijenti

Kao i za prethodne transformacije, i u ovom slucaju ¢emo definisati matri¢ne forme.
Matri¢ni oblik Hermitske transformacije (Gaus-Hermitska kvadraturna aproksima-
cija) je dat sa [24,26]:

C=ouf (2.59)

28



gdje je

wo(n1) wo(n2) ... _po(nN)
90?\],1(”1) 90%\7,1("2) 90?\771(”1\’)
1 ©1(n1) ei1(n2) . _ei(nn)
Py = — 90?\1_1(”1) <p?\,_1(n2) S"?v_l(nN) (260)
N . .
en-1(m1)  en-—1(r2) . en-1(nN)
0% 1(n1)  %_i(na) ©%_1(nn)
Odnosno,
@o(0)  wp(1) wo(N — 1)
1| #i0)  eil) - ei(N=1)
e R 2:61)
en-1(0) @y_1(1) -y (N —1)

gdje su 5(0), ©5(1)... skalirane Hermitske funkcije racunate u nulama Hermitskih
polinoma.

Inverzna Hermitska transformacija u matri¢cnom obliku je data sa:

f=¢,C (2.62)
gdje je:
0(0) ©1(0) -+ on-1(0)
o7 — SﬁoFl) 901F1) SDN—‘l(l) (2.63)
wo(N —1) @i(N—=1) -+ oy (N -1)

Uslov ortogonalnosti matrica ¢y i ¢5', racunanjem u nulama Hermitskog polinoma,
kao i skaliranjem matrice koeficijenata na na¢in kao u relaciji (2.60).
Ortogonalnost matrice i razlozi koji dovode do Gaus-Hermitske aproksimacije ¢e

kasnije biti razmatran i detaljnije analiziran.

2.4.1 Hermitska transformacija sa skalirajuéim faktorom

U prethodnim razmatranjima, Hermitske funkcije su definisane bez skalirajuceg
faktora. Ukoliko uvedemo sklairajuéi faktor o, omoguéi¢emo da se njime kontrolise
Sirina baznih funkcija, $to moze doprinijeti boljem predstavljanju signala lokalizo-
vanih u vremenu. Opsti oblik Hermitske funkcije sa faktorom o koji uti¢e na njeno

skupljanje ili Sirenje je dat sa [6,28]:

1 n? n
= ——¢ 222 H} | — 2.64
oun) = e T (5) (264
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Odnosno:

po(n,0) = e, pi(n,0) = —=—==e"7 (2.65)

2 k—1
or(n,o) = n\/;gpk_l(n, o) — ’ Yp—2(n,o),Vk > 2 (2.66)

Uvodenjem skalirajuceg faktora o, ortogonalnost Hermitskih funkcija nije poreme-
¢ena. Faktor o se bira tako da obezbijedi najkoncizniju, odnosno sparse prezentaciju
u Hermitskom domenu. To znaci da se optimalna vrijednost za o dobija kao rjesenje

optimizacionog problema [28]:
Oopt = argmin(Mp) (2.67)

Dakle, neophodno je izabrati ¢ takvo da mjera koncentracije My bude minimal-
na. Jednostavna forma, koji zadovoljava veliki broj prakti¢nih aplikacija je mjera

koncentracije racunata preko ¢; norme Hermitskih koeficijenata, tj.:

N-1

Mg =||Clly =) |C(n)] (2.68)

n=0

Jedan jednostavan ilustrativni primjer gdje se optimalna vrijednost trazi u zadatom

opsegu, koristeci fiksni korak je prikazan na slici:

1200

1000P 1
800 | ®
600 |

400

S

Mjera koncentracije M

200

(=]

(=]

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
Skaliraju¢i parametar o

Slika 2.4: Optimizovani skalirajué¢i parametar o

Brzi i precizniji nac¢in za odredivanje optimalnog skalirajué¢eg faktora se dobija

korisé¢enjem konveksno optimizacionog algoritma.
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2.4.2 Diskretna Hermitska transformacija realizovana pomo-

¢u simetric¢ne tridijagonalne matrice

Diskretne hermitske transformacije mogu biti dobijene kao sopstveni vektori po-

mocu centrirane Furijeove matrice, koja zadovoljava uslov [29]:
Fogak(n70-) = jn¢k(naa)a ] =V —1 (269)

Posmatrajmo tridijagonalnu matricu oblika:

wo(0) ¢i(1) 0 0
e1(1) ep(1) ¢i(2) 0
T=| 0 &2 ¢2 5 (2.70)
: : : ' PN —1)
0 0 PI(N —1) ¢h(N 1)

gdje su:

oh(n) = —2cos (%) sin (;ZQ sin <J\;02 (N—-1- n)) (2.71)

¢! (n) = sin <]z;:2> sin (]\;ﬁ (N — n)) (2.72)

Ova matrica zadovoljava osobine centrirane Furijeove matrice F¢. VrSeé¢i dekompo-

ziciju zasnovanu na sopstvenim vrijednostima mozemo pisati [29]:
T = QAQ" (2.73)

U ovom slucaju, Hermitske funkcije se dobijaju kao sopstveni vektori matrice T,

odnosno Hermitske funkcije predstavljaju kolone matrice Q:

Q = [@07@17@25'“7@N71] (274)

Ovo je u skladu sa teorijskom postavkom da su sopstveni vektori matrice F¢ za-
pravo Hermitske funkcije. Dijagonalna matrica A je matrica sopstvenih vrijednosti.
Dobijene Hermitske funkcije su veoma sli¢ne sa teorijskim definisanim vrijednosti-
ma. Postoje odredene razlike koje su izrazenije sa pove¢anjem reda funkcije p.

Vazno je napomenuti da su ovako dobijene Hermitske matrice ortogonalne. Za-

31



pisimo je u formi:

‘;50(070) @0(170> QO(N_ 1’0)
o — 901((:)70) 901(%70) o1V — 1,0) (2.75)
on-1(0,0) @on-a(l,0) -+ Pn1(N —1,0)

Zmacajno je istaknuti da za rac¢unanje elemenata ove matrice nije neophodno racu-
nati nule Hermitskog polinoma. Stoga je ova forma pogodna za implementaciju, a

Hermitski koeficijenti se racunaju kao:

C=ourf (2.76)

Sa obzirom da je ¢ ortogonalna, onda je:

Pur = Phr (2.77)

pa je inverzna forma data sa:

f=euC (2.78)

2.4.3 Hermitska transformacija za dvodimenzione signale

Prije nego $to definiSemo dvodimenzionu formu Hermitske transformacije, treba
naglasiti da se jednodimenziona moze u nekim slucajevima primijeniti za obradu
i kompresije dvodimenzionih slika [23,24]. Naime, ako posmatramo sliku f(m,n),
onda svaki red slike mozemo posmatrati kao jednodimenzionu funkciju, odnosno za
fiksno n;, mozemo je pisati kao f,(m) zan = 0,1,2,..., N — 1. Za svaki red slike
rac¢unamo jednodimenzione Hermitske transformacije u skladu sa definisanim pro-
cedurama. Slicno mozemo primijeniti jednodimenzione Hermitske transformacije na
kolone slike.

Rac¢unanje dvodimenzione Hermitske transformacije je dato u skladu sa matric-

nom relacijom:

Ciop = pufen (2.79)

U ovoj relaciji, bez gubljenja opStosti mogu biti koriStene matrice dobijene za reali-

zaciju Gaus-Hermitske aproksimacije. Za triangularnu matricu imamo:

Cip = ‘PHT.f(pgT (2'80)
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Sli¢no kao i za slucaj 2D diskretne kosinusne transformacije i u ovom sluc¢aju mozemo
izvesti relaciju koriste¢i Kronekerov proizvod Hermitskih matrica. Dakle, relaciju

(2.79) mozemo zapisati kao:

Cyp = QonQOJI; = ‘PH(SOHfT)T (2.81)

Ako dvodimenzionu Hermitsku transformaciju zapisemo u formi vektora, imamo:

¢ = vee(Cap) = vee (@ (e f)") (2.82)

Koriste¢i Kronekerov tenzorski proizvod dobijamo:

c = (pu ® ppy)vec(f) (2.83)
odnosno:
c= go’fINQNQvec(f) (2.84)
gdje je:

U prethodnoj matrici podrazumijevana je kvadratna Hermitska matrica dimenzije
N x N, pa je stoga Kronekerova matrica dimenzije N? x N2. Analogno kao i u
sluc¢aju dvodimenzione kosinusne transformacije, jednostavno se dobija veza izmedu
Hermitskih koeficijenata blokova slike sa Hermitskim koeficijentima redizajnirane
slike (slika 2.2).

cgy, =D V(P ) CF (2.86)

K
¢HN2N2

gdje je cg, vektor koeficijenata svih blokova (po kolonama, blok po blok). Matrica

D«
PH
N2N2
je vektor Hermitskih koeficijenata racunat za redizajniranu sliku. Dimenzije blokova

je dijagonalna matrica na ¢ijim dijagonalama su podmatrice cngzMQ, acy

su M x M, a M x N je dimenzija redizajnirane slike.
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3. Kompresivno odabiranje

U prethodnom poglavlju, bavili smo se diskretnim signalima i napomenuli da su
signali odabirani u skladu sa teoremom odabiranja. Teoremom o odabiranju se defi-
niSe najveci korak odabiranja, odnosno razmak izmedu dva odbirka na osnovu koga
je moguca tacna rekonstrukcija analognog signala iz njegovih odbiraka. Po teoremi
o odabiranju, korak odabiranja treba da bude manji ili jednak recipro¢noj vrijed-
nosti dvostruke Sirine opsega signala. S obzirom da se u modernim komunikacijama
i raznim aplikacijama radi sa ogromnim koli¢inama podataka, cilj je da se njihov
broj svede na sto je moguée manju mjeru. U zadnje vrijeme, intenzivno se izucavaju
i primjenjuju koncept odabiranja koji se zove kompresivno odabiranje (eng. com-
pressive sensing) [30-37]. Ovaj pristup omogucéava uspjesnu rekonstrukeiju signala
iz znacajno manje odbiraka u poredenju sa onim koji je zahtjevan teoremom oda-
biranja. Da bi se ovaj pristup mogao uspjesno primijeniti, signal mora da zadovolji
odredene uslove, prije svega da se moze koncizno predstaviti u odredenom domenu
(eng. sparsity) [38-42].

Kompresivno odabiranje podrazumijeva uzimanje manjeg broja odbiraka po slu-
¢ajnom uzorku, na osnovu kojih se kasnije vrsi rekonstrukcija nedostajucéih odbiraka.
Matematicki gledano, problem kompresivnog odabiranja pripada tzv. lose posta-
vljenim (eng. ill-posed) problemima, gdje se za rekonstrukciju koriste optimizacioni
algoritmi. U tu svrhu koristi se Tihonova regularizacija. Da bi se dobilo na jedno-
stavnosti u kompresivnhom odabiranju je razvijen veéi broj algoritama koji imaju
odredena ogranicenja, ali pokazuju efikasnost i jednostavnost u znacajnom broju
aplikacija [43-48]. Jedan od pristupa - konveksnih optimizacija podrazumijeva re-
konstrukeciju konveksno optimalnom minimizacijom, pri ¢emu se najcesée koristi ¢4
regularizacija. Kompresivno odabiranje se koristi u obradi medicinskih slika, audio

signala, komunikacijama itd.
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3.1. Osnovni teorijski principi

Kako smo veé¢ naglasili, koncept kompresivnog odabiranja se primjenjuje za slu-
¢aj signala koje imaju koncizno, odnosno sparse predstavljanje u nekom domenu.
Naime, da bi rekonstrukcija nedostajuc¢ih odbiraka bila uspjesna, neophodno je da
duzina signala bude znacajno veca od broja nenultih koeficijenata u transformaci-
onom domenu [24,30-33]. U tom slucaju, signal se moze rekonstruisati iz manjeg
skupa nekoherentnih (nasumi¢no rasporedenih) mjerenja/odbiraka. Ako su zadovo-
ljeni uslovi nekoherencije i razrijedenosti, odnosno konciznosti u transformacionom
domenu, problem rekonstrukcije definise se kao problem minimizacije broja nenul-
tih koeficijenata u razmatranom transformacionom domenu [33|. U matematickom
smislu ovo predstavlja minimizaciju ¢, norme. S obzirom da su numeric¢ke imple-
mentacije zasnovane na ¢y normi prilicno zahtjevne, rekonstrukcioni algoritmi su
zasnovani na minimizaciji ¢, norme [24,30,33].

Razmotrimo diskretni originalni signal f(n) sa N originalnih uzorakan = 0,1, ..., N—
1 iskup od N odgovarajuéih transformacionih koeficijenata F'(k),za k =0,1,..., N —
1. Obiljezimo vektor sa elementima F(k) kao F', za koji kazemo da je spars/koncizan

ako je broj nenultih koeficijenata K mnogo manji od N:
F(k)=0, zak ¢ K = {ky, ks, ...k}, K<K<N (3.1)
Ova relacija se takode moze zapisati na sljede¢i nacin:
supp(F) = {k € (1,2,...N)|F(k) # 0} (3.2)

koji predstavlja skup pozicija odbiraka sa nenultim vrijednostima vektora F'. Stoga,

mozemo dalje zapisati relaciju kao:
card{supp(z)} < K, K < N (3.3)

Uzimajudéi u obzir ovu relaciju, broj nenultih koeficijenata predstavlja ¢y normu vek-
tora F' [30]. Drugim rije¢ima, nivo konciznosti odbiraka se moze rac¢unati sljedecom
relacijom:

| F|lo = card{supp(z)} < K* (3.4)

Treba opet napomenuti da se samo u teorijskim analizama koriste izrazi za minimi-
zaciju ¢y normom, medutim u prakticnim primjerima ¢e se koristiti /1 norma.

Posmatrajmo M mjerenja signala f(n) oznacena sa y = [y(0),y(1),...,y(M —

. . N—1 N—-1
1HFH0 = limy 0 H(F)Ilﬁ = lim, 0 3o |F(K)|" = k=0 F (k)0 1 = K
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1)]* € R™. U matri¢nom obliku slijedi:

y=f (3.5)

gdje matrica ® € R™*" omogucava da iz ¢itavog skupa odbiraka f € R™ uzimamo

samo neke. Na primjer, posmatrajmo:

y(1) = f(3)

_ y(2) = f(6)
PP E I
A T E R y(4) = F(1)

y(5) = f(8)
Dakle, koristeéi (3.5) imamo:
f()
y(1) 00100000 f(?
y(2) 00000100 f(4>
y3)|=(0 0010000 f(5) (3.7)
y(4) 10000000 ;8
y(5))  \0 00 ovo 00 Y |
! ’ /()
f

Iz prethodne jednacine dobijamo da je y = {f(3), f(6), f(4), f(1), f(8)}.
Za signal y se moze napisati relacija kojom se povezuje sa transformacionim

domenom:

P

y(ngy,) = ar(ny)F(k),n, =0,1,... M —1,M < N (3.8)
0

B
Il

gdje su ay(n,,) tezinski koeficijenti. Sistem jednacina je predstavljen preko matri¢ne

relacije u kojoj imamo M promjenjivih i N jednacina:

y(0) ao(0) a(0) - ana(0) £(0)
y@) [ ] o) a(l) - ana(l) F(1)
y(M.— 1) aU(M —1) al(M -1) czN,l(M —1) F(N'— 1)
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Da bi se rijesio ovaj sistem jednacina, potrebno je da matrica F' bude koncizna. Ako
su svi elementi matrice F' nenulti, onda kompresivno odabiranje gubi smisao. Ova

relacija se takode moze zapisati u obliku [30]:
y=AF (3.10)

gdje matrica A oznacCava proizvod matrice mjerenja i transformacione matrice. Na-
piSimo sada u matri¢cnom obliku signal f pomoc¢u Furijeovih koeficijenata F'. U tom
slucaju je:

f=¢'F (3.11)

Imajuéi u vidu (3.5) i (3.11), dobijamo [30,33]:
y=®f=dp'F = AF (3.12)

Iz prethodne relacije mozemo zakljuciti da je matrica mjerenja A dobijena iz matri-
ce inverzne transformacije ¢, tako §to su zadrzane vrste koje odgovaraju poziciji
dostupnih mjerenja, dok se ostale vrste matrice odbacuju (u nasem primjeru ostale
bi vrste 1, 3, 4, 6 i 8). Ova matrica se obi¢no naziva nepotpuna matrica u trans-
formacionom domenu. Za sluc¢aj kad se koristi Furijeov domen, elementi matrice su
Gng = €2V n k= 0,1,..,N — 1. U razvijenom obliku, matrica ¢’ se moze
prikazati kao [24]:

1 . 1
1|1 eim et (N-1)
= — 3.13
p=7 (3.13)
1 ei%’(N—l) ei%’(N—l)Q
dok nepotpuna transformaciona matrica ima oblik:
@g(nmo> ¥1 (nmo) 90%71<an)
L(nm T, (i
A— 900(‘ ) 901(. 0 | YN 1'( ) (3.14)
@g(nqu) Sp?(nmzvﬂ) e 907]:/—1(”7711\771)

gdje 1y = {Numgs Mny s oy Ny, | Predstavljaju pozicije dostupnih odbiraka, tj.

y<m> - f(nml)ym — O7 17 ceey M — 1
nmi € {nmoanm17---7nmN71} C {O, 1,...,N — ]_}
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U ovom slu¢aju, matrica A ima formu:

,27rnm0 ,27rnm0 (N-1)
1 e] N .. e/~ N
A27'rnm1 ,27rn7n1 (N-1)
1 1 e N e e~ ( )
A=— 3.15
I z
2Ty g '21ran71(N—1)
1 =~ ... e

Dakle, matrica A je dobijena uzimajuc¢i samo one vrste koje odgovaraju rednom
broju dostupnih odbiraka. Na ovaj nacin treba da se dobije sistem jednacina, koja
ima viSe jednacina nego nepoznatih. Postoji niz matematickih metoda koje se kori-
ste za rjeSavanje ovog problema, odnosno pronalazenje ta¢ne vrijednosti Furijeovih
koeficijenata iz kojih se nakon toga u potpunosti rekonstruise svaki odbirak signala.

[ustracija koja pokazuje vezu izmedu y i F' je data na slici [30]:

y(M x 1) ®(M x N) F(N x 1)
= T T ;
.' - 0l “hw .
- . :
ﬂ
m

Slika 3.1: Ilustracija osnovnog principa kompresivnog odabiranja

3.2. Rekonstrukcija signala na osnovu dostupnih od-

biraka

Rekonstrukcija nedostajué¢ih odbiraka se moze svesti na problem minimizacije u
obliku [24]:
min || F'||o pod uslovom y = AF (3.16)

Drugim rije¢ima, samo u slucaju tac¢nih vrijednosti na mjestima nedostajuc¢ih od-
biraka, dobi¢emo minimalan broj Furijeovih koeficijenata, koje teorijski ra¢unamo
normom {y. Za sve druge vrijednosti, Furijeova transformacija ¢e da bude takva da je
broj nenultih koeficijenata veéi od definisanog minimuma. Iako je u postavci proble-
ma fy norma teorijski korektna, ona je nekonveksna i ¢ini prethodnu relaciju tesko

rjeSivom. Zato se u prakti¢nim aplikacijama ¢y, norma zamjenjuje sa ¢; normom, te
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u tom slucaju, prethodni problem se rjesava u obliku [24,30-33]:
min || F||; pod uslovom y = AF (3.17)

Treba istaéi da je £; norma Furijeove transformacije zapravo mjera koncentracije te
transformacije. Ako je recimo signal jedna sinusoida, onda je rjeSenje delta impuls i
to je mjera najbolje koncentracije. Svaki nedostajuéi odbirak bi dao izobli¢enu Fu-
rijeovu transformaciju ¢iji oblik bi odstupao od delta impulsa i ne bi predstavljao
najbolju koncentraciju, odnosno minimum ¢; norme. Tek kada pronademo prave vri-
jednosti za nedostajuce odbirke, dobi¢emo delta impuls, odnosno ¢; normu.
Posmatrajmo slucaj kada su pozicije nenultih koeficijenata poznate i predsta-

vljaju skup K € {ky, ko, ..., ki }. Matrica F'i moze se zapisati kao:

Fy = (3.18)

Imajuéi u vidu vektor F'i, mozemo pisati:

y=AxFg (3.19)

RMXK

a matrica Ax € se dobija od matrice A izostavljajuci kolone koje korespon-

diraju nultim koeficijentima matrice F'.

3.3. Rekonstrukcija komponenti za slucaj kada su

pozicije u Furijeovom domenu poznate

Problem rekonstrukcije se znacajno pojednostavljuje ukoliko iz Furijeove trans-
formacije mozemo da odredimo pozicije nenultih Furijeovih koeficijenata. Ovo je
Cest slucaj u praksi, jer pozicije na kojima postoji signal dominiraju u odnosu na
Furijeove koeficijente koji su rezultat Suma usljed nedostajué¢ih odbiraka. Cesto jei
unaprijed poznato koliko frekvencijskih komponenti signal sadrzi. U ovom slucaju,
kod matrice A se izostavljaju kolone ¢iji redni broj odgovara pozicijama nultih Furi-
jeovih koeficijenata, a istovremeno se izostavljaju vrste koje odgovaraju pozicijama

nedostajuc¢ih odbiraka signala. Sa tako dobijenom matricom rjeSenje se moze naci
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minimizacijom greske metodom najmanjih kvadrata. Tada je:
¢’ = |y — AF|j; = (y — AF)"(y — AF) (3.20)

gdje [-]¥ predstavlja konjugovano kompleksnu transponovanu matricu. Stoga, mini-

malna greska se dobija iz:

Oe?

= 2AT Yy 4 24T A Fy =0 (3.21)
OF

Zatim, rjeSenje se dobija u obliku:
x T —1 4T

Prethodna relacija se moze generalizovati za slucaj kada transformaciona matrica
nije ortogonalna. Primijenjujué¢i QR dekompoziciju, dobija se [49]:

Frx=((QR)QR) " (QR)"y
— (R"Q"QR) ' R"Q"y

(3.23)
=R'QQ ) (R R'Qy
— R—IQTy
Dakle, dobijamo konac¢nu relaciju za matricu F'g:
Fx=R'Q"y (3.24)

U prethodnom izvodenju, razmatran je slu¢aj realne matrice. S obzirom da je matrica
Q ortogonalna i da vazi da je @' = Q7, dok je matrica R gornja trougaona
matrica, ova metoda znacajno olakSava numericku proceduru. U literaturi se ¢esto
koriste tri algoritma za ovu dekompoziciju: Gram-Smit (Gram-Schmidt) metoda,
Givensove rotacije (Givens rotations) i Hausholderova transformacija (Householder

tranformation).

3.3.1 OMP rekonstrukcioni algoritam

Jedan od fundamentalnih algoritama za rekonstrukciju signala je OMP (eng.
Orthogonal Matching Pursuit) algoritam. To je iterativni algoritam gdje se aproksi-
macije koeficijenata racunaju kroz iteracije [24,44,45]. Pseudokod ovog algoritma je

dat u nastavku:
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Algorithm 1 OMP algoritam za 1D rekonstrukciju
Ulazi:

e Vektor mjerenja y

e Matrica mjerenja A

e Broj koeficijenata iz iteracija r
e Kriterijum ¢

1. K+ o

2: ey

3: while ||e||s > ¢ do

4: (k1, ko, ..., k) - pozicije iz r veée od Afle

5 K + KU {ky, kg, ...k}

6 Ak - kolone matrice A izdvojene iz skupa K
7 Fx < pinv(Ag)y

8 Yi — Agy

9: €<y —Yk

10: end while

0 za pozicije koje ne pripadaju K
11: F «
Fx  za pozicije koje pripadaju K

Izlaz:

e Koeficijenti rekonstruisanog signala F

Prvi element skupa K se dobija preko pozicije iz maksimalne vrijednosti u trans-
formacionom domenu k; = arg max |A”y|. Ova komponenta se estimira na osnovu
(3.20) i (3.23). Dobijena vrijednost se oduzima od pocetnog signala i dobija se rezi-
dualni signal e; = y — y;. Nakon toga druga pozicija nenulte vrijednosti se estimira
na osnovu k; = argmax|Afe;| sa ¢ime se progiruje skup K = {ky, ky}. Citava
procedura se ponavlja iterativno da bi se dobio rezidualni signal manji od unaprijed
zadate greske. U odredenim aplikacijama, poznat je broj komponenti signala, tada

je broj iteracija jednak broju komponenti.

3.3.2 Konveksno optimizacioni - gradijentni algoritam

U ovom algoritmu, pretpostavimo da imamo M dostupnih odbiraka na pozicija-

ma Ny = {nq,na,...,np}. Ovo znacéi da imamo N — M nedostajuc¢ih odbiraka na
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pozicijama iz skupa N\Nj;. Na pozicijama nedostajucih odbiraka u pocetnoj ite-
raciji mozemo postaviti vrijednosti 0. Te vrijednosti ¢e kroz iteracije biti azurirane
na nacin da konvergiraju vrijednostima za koje ¢; norma ima minimalnu vrijednost.

Vrijednosti nedostajuc¢ih odbiraka kroz iteracije se racunaju kao [50]:

(i+1) () _a(’?HsoyHl

* = y*
dy, @)
Y=Y«

(3.25)

gdje je ygf) vektor nedostajuc¢ih odbiraka u -toj iteraciji, * oznacava nedostajuce

odbirke na pozicijama n,, € N\N,;, dok je matrica ® direktna transformaciona
matrica (npr. DFT), a oznaku ¢ koristimo za inverznu transformacionu matricu.
Za svaki nedostaju¢i odbirak na pozicijama n,,, gdje je m € N\Ny; se formiraju
dva nova vektora [24,44,50]:

(4)

y @ (n) zan # Ny,

" (n) _ | (3.26)
yD(n)+7 zan=n, € N\Ny

(@)

yD(n) za n # Ny,

ya(n) = | (3.27)
yD(n) -7 zan=n, c N\Ny

gdje se vrijednosti n,,-tog nedostajuceg odbirka povecavaju i smanjuju za neku vri-
jednost parametra 7. Na poziciji nedostajuc¢eg odbirka n,,, gradijent se rac¢una kao
[50]:

4 (n,,) = eyl = lleyal

= o (3.28)

U algoritmu se moze koristiti parametar o = 27F, gdje E korespondira energiji

inverzne transformacije.

Algorithm 2 Gradijentni algoritam za 1D rekonstrukciju
1: 140
2: yO(n,,) =y(m) zan, € Nyy,m=1,2,.., Miy®(n)=0zancN\Ny
3: 7 < max |y (n)|

4: repeat

5: repeat

y (it 3

for n,, € N\N,, do
y1 < YD g1 (n) < yi(ng) +7
v <= ¥y, ya(m) =y () — 7
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10: g(nm) H‘,DTY1H1 - HQOTYQH1

11: y(Hl)(nm) —y@ (nm) — ag(nm)

12: end for

13: 14—1+1

14: until dostignuta vrijednost stop kriterijuma
15: T+ T7/3

16: until dostignuta vrijednost stop kriterijuma

17: y + y®@

Takode se ovaj algoritam moze primijeniti na dvodimenzione signale. Pseudokod

za rekonstrukciju dvodimenzionog signala je dat u sljedecoj tabeli [51]:

Algorithm 3 Gradijentni algoritam za 2D rekonstrukciju
Ulaz:

e skup pozicija dostupnih odbiraka (k1, ks) € P,
e skup pozicija nedostajuc¢ih odbiraka (I1,l3) € P,

. s(ki, ko), za (ki,ke) € P,
1: postaviti y =0 (k;, ky) = (K1, ks) (K1, ko)
0, ostalo

2: postaviti 7 = max |y =0 (ky, k)|
k1,k2

3: postavljanje preciznosti PRy,a; 1 yp(k1, ko) = y@er=0) (k| ky)

4: postavljanje iter = 0
y(ite'r)(k17]<;2)|2

Z Z(kl,kg)GPm

5: Racunanje PR = 101o :
! 810 Z(kl,kz)epm|?Jp(’f1»k2)—y(””)(k’l,kz)|2

6: while iter < 100 do

7: Racunanje:

yl—;—,lg(kjl k ) theT(k/‘ k’g) + T(S(]fl — ll, k’g — lg), zZa V(ll, lg) € Pm
yl_l’b(k’l k ) yzter<k, k ) — T(S(k’l — ll, /{?2 — l2), 7Za V(ll,lg) € Pm

8: Rac¢unanje koeficijenata u transformacionom domenu:

Y (0, q) = Ty, (R, k2)}
}/21 12( ) = T{yIIJZ (kl? kQ)}

9: Racunanje gradijentnog vektora:

ZN[ 1 N[ 1‘ o p7 ‘ZNI 1 N[ 1|}/21l2(p,q)|
N7

G(zter (l l )
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10: AZzuriranje vrijednosti nedostajuceg odbirka: y@er+D (1, 15) = y@e) (11, 1) —
G(iter)(ll, l2)

. . . Gliter—1) (iter)
11: Racunanje kriterijuma CRT = < )

laer=n] e,

12: Ako je ORT > cos(175°), onda 7 = 7/3 i y,(ki1, ka) = ¥ (K1, ko)
13: iter = aiter + 1

14: end while

15: Izlaz: rekonstruisana slika

3.4. Ogranic¢enja za matrice kompresivnog odabira-
nja

Kao sto smo istakli, rekonstrukcija signala zavisi od odredenih ogranic¢enja koja
treba da zadovolji matrica kompresivnog odabiranja. Stoga, u ovom poglavlju ¢emo
dati vise detalja u vezi s tim. Ako posmatramo broj mjerenja M > 2K, rjeSenje je
jedinstveno kada podmatrice Ay nisu singularne {kq, ko, ..., ko } 1 to za bilo koju

kombinaciju indeksa 2K . Dakle, rjeSenje je jedinstveno ako vazi da je:
spark{ A} > 2K (3.29)

gdje spark predstavlja dimenzije najmanje kvadratne podmatrice iz A sa determi-
nantom jednakom nuli. Prisjetimo se da je spark{A} < rank{A} + 1.
Vazna je i osobina izometrije koja je za linearnu transformacionu matricu A

ispunjena ako je [24]:

IAF|3 = [ FII3 (3.30)
Odnosno, ako je:
(1= 0x)|FII; < [AF[; < (1+ d2x)[|1F 3 (3.31)
Sto se moze zapisati kao: , ,
AP IFIE g, 5

gdje je 0 < dax < 1 konstanta izometrije.
Uslov koji treba da obezbijedi da nepotpuna matrica nije singularna je nekohe-
rentnost. Indeks koherentnosti matrice A se definiSe kao najvec¢a absolutna vrijed-

nost normalizovanog skalarnog proizvoda bilo koje dvije kolone p = max |u(m, k)|, m #
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k, tj. [24]: ZM—l —
ST 0y ()2

gdje su ay(i) elementi k-te kolone matrice A. U kompresivnom odabiranju, indeks

i(m, k) = (3.33)

koherentnosti treba da bude $to je moguc¢e manji, da bi bila ispunjena osobina ne-
koherentnosti.
Rekonstrukcija vektora F' sa njegovim K nenultim komponentima je jedinstvena

ako je:

K < % (1 + %) (3.34)

Vrijednost indeksa koherentnosti ;1 ne moze biti proizvoljno mala za matricu A

dimenzije M x N, M < N. Zbog toga, pokazuje se da treba da bude ispunjen uslov:

> [ N-M (3.35)
P\ MV — 1 ‘
Takode, spark matrice se moze racunati na osnovu indeksa koherentnosti:
1
spark(A) > (1 + —> (3.36)
1
Iz relacija (3.37) i (3.39), slijedi da je:
1 1 1
| F|lo=K < 5 (1 + —> < §Spark(A) (3.37)
1

Stoga, ako je matrica F' rjeSenje sistema y = AF', onda F' predstavlja najkonciznije

(eng. sparsiest) rjeSenje.

Primjer: Posmatrajmo signal sljedeceg oblika gdje su date amplitude komponenti
signala Ay =6, Ay =4, A3 = 3.2, A, = 8.5. Signal je duzine N = 128.

To :Ale—j27r45n/N+A26—j27r120n/N+A36—j27r87n/N+A46—j27r23n/N (338)

Signal se sastoji od cetiri kompleksne sinusoide i sadrzi cetiri komponente u do-
menu diskretne Furijeove transformacije (DFT). Posmatrajmo slucaj gdje imamo
samo 30% dostupnih odbiraka. Na slici 3.2a) je dat originalni signal, dok na slici
3.2b) rekonstruisani oblik originalnog signala sa 70% nedostajuc¢ih odbiraka. DET
komponente originalnog i rekonstruisanog signala su date na slikama 3.2¢) i 3.2d)

respektivno.
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Originalni signal

uisani signal

25
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Frekvencija Frekvencija
(c) (d)

Slika 3.2: Rekonstrukcija signala na osnovu 30% dostupnih odbiraka: a) originalni
signal; b) rekonstruisani signal; ¢) DFT originalnog signala; d) DFT rekonstruisanog
signala

Sa slike se vidi da je signal potpuno tac¢no rekonstruisan iako je iz originalnog
signala izostavljeno 70% odbiraka. Pozicije dostupnih odbiraka su sluc¢ajno odabrane.
U ovom slucaju smo imali K = 4, pa je stoga M = 38 znacajno vece od 2K, sto
znaci da je broj linearno nezavisnih jednacina bio dovoljan da se dobije rjesenje.

Nekoherentnost je obezbijedena slu¢ajnim odabirom dostupnih odbiraka.
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4. Kramer-Rao granica minimalne va-
rijanse 1 njena ogranicenja za sig-

nale sa nedostaju¢im odbircima

U ovoj glavi je razmatran Kramer-Rao pristup [52-63] za procjenu granice mini-
malne varijanse amplitude signala. Takode, koriste¢i FiSserovu matricu dati su izrazi
za estimaciju varijanse skupa od tri parametra: amplitude, frekvencije i faze. Razma-
trani slucajevi kompleksne i realne sinusoide, sinusoidalnih signala ogranic¢eni funk-
cijom prozora kao i signala oblika hermitskih funkcija. Poseban akcenat je stavljen
na slucaj signala sa nedostajué¢im odbircima [64-71]. U tom smislu za kompleksne
sinusoidalne i signale Hermitskog oblika, izvedene su relacije za estimaciju varijanse,
kao i uslovi pod kojima relacije dobijene koris¢enjem Kramer-Rao teorije ne vaze.
Za svaki od slucajeva dati su oblici optimalnih estimatora. Teorijska razmatranja su
statsticki verifikovana nizom numerickih primjera. U Hermitskom domenu razma-
tran je slu¢aj realnog signala [72-80].

Razmatrajmo signal @ karakterisan parametrom 6. Oznacimo sa 0 tatnu vrijed-

nost. U ovom slucaju, imamo:

o .
—5El6 6] =0 (4.1)

Ako sa pg(x|0) oznacimo funkciju gustine raspodjele signala @ sa zadatim parame-

trom 6, onda imamo:

Bl -6 = /joo (é(:c) - 9) Do (2]0)dz (4.2)

o0

Uvrstavajudi relaciju (4.2) u (4.1), dobijamo [61]:

/+0<> (é(:ﬂ) - 9) Wdz = /+Oopm(ac|9)da: =1 (4.3)

—c0 —00
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Dalje izvodenje se svodi na relaciju:

OIn(p,(]6)) 1 Op(x|0)

09 pu(xl) 09 (44)
Op:(x|0) _ 0In(p.(x|0))
dok se jednacina (4.3) moze dalje zapisati kao:
+oo
/ (e(x) - 0) %ﬁpw(m|e)dx —1 (4.6)

Kvadrirajuéi obje strane relacije imamo:

( / +°O (é(x) - 9) %pa;éw@pw(wye)dx)z —1 (4.7)

—00

Primijetimo da je u prethodnoj relaciji moguce razlagati parametar kao py(x|0) =

VP (x]0)\/px(]0). Stoga, relaciju (4.6) zapisujemo kao:
too s Oln py (|6 2
([ (00 -0) Viula) (22220 o) ) =1 )
Koriste¢i Svarcovu nejednakost, ovu relaciju mozemo zapisati kao:

1= (/m ((é(x) - 9) pw(ww)) (ampa;e(“’w\/m) da:>2 (4.9)

—0o0

< [ (0w - 0) Viulwm) i [ (%f'” pm<a:|e>)2dx (4.10)

¢ime dobijamo sljededi izraz:
+oo R 2 +o0 2
/ ((92) ~ 0) Voulai®)) dx/ (Mpa;e(’”m pm(m|9)> dr>1 (411)

Ovo dalje mozemo zapisati kao:

+oo 2 1
O(x) — 0) pe(z|0)ds > S (4.12)

Posmatrajuéi prethodnu relaciju mozemo zakljuciti da lijeva strana predstavlja re-
laciju za varijansu estimiranog parametra ¢, dok je desna strana u imeniocu relacija

za oCekivanu vrijednost, preko koje se moze definisati FiSerova informacija. Stoga,
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mozemo pisati:

A 1 1
Var (9@)) 2 s [(alnpgemmﬂ ~1(9) (4.13)

gdje je I(0) Fiserova informacija. Prema Svarcovoj nejednadini, iz relacije (4.11)

slijedi da su (é(x) - 0) Vpe(x|0) 1 é)hl%;@(:”'m\/pm(m]@ medusobno proporcionalne,

tj.:
(6) — ) Voalald) = L2220/ (414)

Stoga slijedi da je:
N alnpm<w|6>
O(x) —0=c———F——=
(z) 20
Primijetimo da je u jednacini (4.8) integral jednak 1, te imajuéi u vidu (4.13) i (4.14)
dobijamo da je ¢ = 1/1(0). Dakle, imamo:

(4.15)

1 Olnpg(x|0)
1(0) 06

O(x) — 0 = (4.16)

gdje na kraju dobijamo konac¢nu relaciju za optimalni estimator i Fiserovu informa-
ciju:

Olnpg(x|0 a

% = 1(6) (0(x) ~ 6) (4.17)

U sljedecoj sekciji éemo razmatrati optimalni estimator za nekoliko razli¢itih formi

signala.

4.1. Optimalni estimator i donja granica varijanse

za sinusoidalne signale

Posmatrajmo signal s zahva¢en Gausovim bijelim Sumom e. Oznac¢imo ga sa:
r=s+¢ (4.18)

Signal je duzine N odbiraka. Primijeni¢emo relaciju (4.17) za estimiranje varijanse

amplitude. Razmatramo prvo slucaj realne sinusoide.

4.1.1 Estimacija amplitude za realne sinusoide

U naSem prvom sluc¢aju, razmatra¢emo signal oblika:

s(n) = acos (2””k°>

(4.19)
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Podimo od relacije za vjerovatnocu gustine raspodjele za estimiranje amplitude, koja

je data sa:
N

1 (z(n)—s(n|a))
pa(ala) = ] —==e" 5 (4.20)
n=1

2T

Treba imati u vidu da su vjerovatnoce svih odbiraka ovog signala statisticki nezavi-

sne. Relacija (4.20) se dalje moze zapisati u obliku:

1 - (_ (a:(n);én\a)) )

Pa(®la) = We (4.21)

Dakle, logaritmovanjem jednacine (4.21) dobijamo:

n=0

In(p,(x|a)) = —gln(ZW Nln(o Z ( — s(n| ) ) (4.22)

Da bismo nagli optimalni estimator parametra a, mozemo napisati izvod po a za

relaciju (4.22), gdje dobijamo:

B { 9 1n(p,(z|a) }

5|y ( |a>)w>] (123

da —
Dakle:
dn(p(zla)) 1 = 9s(n|a)
— == 2 ((.:E(n) — s(n|a)) 5 ) (4.24)
_ % 2% (;,;(n)asg";‘“) — s(n|a) asg;‘a)) (4.25)
1 [N—1

2

2(n) cos (2”]’;%0) _ acos? (2”;"70))] (4.26)
(

2%}7\";]@0) B al + cos (%))] (4.27)

Imajuéi u vidu da je:

N-1 4mnko )

COS( —0,ky €N (4.28)

n=0

onda se relacija (4.27) moze zapisati u obliku:

0ln(p,(x|a N 2 2mnky
_W =53 (Z% ~(n) cos ( ~ ) - a) (4.29)




gdje smo dobili kona¢nu formulu za maksimalno logaritamsko ocekivanje (mazimum
log-likelihood) za estimaciju amplitude. Posmatrajuéi relaciju (4.17), iz relacije (4.30)

mozemo izvesti optimalni estimator, kao i Fiserovu informaciju.

N-1
2 2mnk
a = 2 Nx(n) cos ( 77\; 0) (4.30)
N
I(a) = — 4.31
(0) = 5 (431)

Takode, imajuéi u vidu relaciju (4.13) na kraju dobijamo:

Var(a) > ﬁ = 2% (4.32)

Zakljuc¢ujemo da je optimalni estimator zapravo diskretna kosinusna transformacija.

4.1.2 Estimacija amplitude za kompleksne sinusoide

Analogno prethodnom mozemo izvesti relacije i za kompleksne sinusoide [52].

Dakle, posmatrajmo kompleksni signal oblika:

. 2mnkq

s(n) =ae’™ N (4.33)
U ovom sluc¢aju, imamo:
_aln<pz(w‘a>> _ i — (l’(n) - S(n’a))aS*(”W) (4 34)
da o2 e da* '
S obzirom da je:
Js*(nla) _j2mmko
2 VPR N 4.
e e (4.35)

dobijamo:

(a(n) - s<n|a>>%> (4.30)

1 N- . 2mnkg
== z(n)e VN —a (4.37)
n=0
N-1
=— (N le(n)e’J2 A a) (4.38)
o
n=0
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Iz ¢ega slijedi optimalni estimator i varijansa:

N—-1
a= S z(n)e™? e (4.39)
- ,
n=0
1=~ S va@ =L -2 (4.40)
a) = — ara—[(a)—N :

Posmatrajuéi ovu relaciju mozemo zakljuciti da je optimalni estimator zapravo dis-

kretna Furijeova transformacija.

4.1.3 Estimacija amplitude i frekvencije preko izvoda drugog

reda

Donja granica varijanse se takode moze izrac¢unati preko izvoda drugog reda
funkcije logaritamske vjerovatnoce (eng. log-likelihood). Naime, FiSerova informacija

za estimirani parametar 6 ima oblik:

1(0) = / T =) ln(ggz(mw»p(mW)dx - E [_—a 1“(522(""9))} (4.41)

Da bismo dokazali prethodnu relaciju, primijeni¢emo izvod na relaciju (4.4). Slijedi:

O*In(p,(x|0)) 0 1 Op,(x]0)
G =5 e ) )
8%pas (x]6) apa(z)9) \ 2
_ o9 px(x|0) 90
- <mwm2*<mmm) 4

Povezujuéi relaciju (4.4) sa (4.43), moZe se zakljuciti da je drugi dio prethodne

2
relacije jednak <8h1p+9(m|m) . Stoga slijedi da je:

_Wmmmmx:@mm@my_yﬁﬁ’ 44

062 BT, Po(]0)

Primijenjujuéi operator ocekivane vrijednosti, prethodna jednacina se dalje moze

razviti u sljede¢em obliku:

[t (i) )

(aln pw(m|0))2] Pp(=|0)

(4.45)

=F

a0 B 002
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Ova relacija se moze dalje pojednostaviti, jer vazi da je:

0*p.(x|0) 0?

i stoga se relacija (4.45) svodi na sljedeci oblik:

(alngi+0(w|®) ] — 1(6) (4.47)

gdje se na kraju dobija FiSerova informacija za estimirani parametar 6. Nakon $to

. [_(92 1n(§;2(x|9))] .

smo dobili kona¢nu relaciju za FiSerovu informaciju, moguce je primijeniti i ovu

metodu na prethodne slucajeve. Recimo, za signal s(n) = a cos(22£2), imamo

aln(px xzla)) 1 - Js(nla)
e D) s(nla) o (1.15)
i primijenjujuéi izvod drugog reda na tu relaciju dobijamo:
8ln(pw x|a)) 1 = Os( n| _
— = ; (a) (4.49)
Dakle, dobijamo:
2
. o
Var(a) > — <8s(n|a)>2 (4.50)
n=0 da
Odnosno:
R o? 202
Var(a) > = (4.51)

S () N
Dobili smo isti rezultat kao i pristupom primijenjenim u poglavlju 4.1.1. Ista forma
relacije (4.51) moze biti primijenjena i za estimaciju varijanse ostalih parametara
ra¢unajuéi izvode signala po tim parametrima.

Posmatrajmo slucaj estimacije frekvencije za razmatrani signal. U tu svrhu, za-

oisimo ga u obliku: s(n) = acos (%) U tom slucaju se dobija:

ds(n| fo)

o = 2man cos(27 fon) (4.52)

Primijenjujudi relaciju (4.51) na prethodnu jedna¢inu, dobijamo:

N 0'2 302
Var () 2 SN T Qransin(2rfon))? | M@N(N + 1)2N + 1) (4.53)
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4.2. Estimiranje viSe parametara sinusoidalnog sig-

nala

U prethodnim slucajevima smo razmatrali pojedina¢no estimiranje amplitude i
frekvencije za razlic¢ite tipove signala. U ovom poglavlju razmatra¢emo estimiranje
viSe parametara istovremeno. U tu svrhu izveSéemo izraze za elemente FiSerove

matrice informacije. Posmatra¢emo signal oblika:
s(n) = acos(2m fon + ) (4.54)

Za ovaj signal ¢emo da optimizujemo parametre a, fy, @ i predstavicemo ih kao

elemente vektora 6:

a 61
0= |f| = |0 (4.55)
¥ 03

Da bismo izrac¢unali FiSerovu informaciju za svaki od parametara, koristi¢emo opsti
oblik relacije (4.51):

1(6) = é NZ_I (ag(g‘))Q (4.56)

1(O)] = 3 L) O5(0) (457)

U naSem prvom slu¢aju, element (1,1) se odnosi na amplitudu a.

o .

n=1 n=1

Radi lakseg rac¢unanja koristeéi ¢ = 27 fyn + ¢, na kraju dobijamo:

1 & N
2000\ .
[1(0)]11 = = nE:I cos®(¢Y) ~ g0 Zavece N (4.59)

o4



Primijenimo ovu proceduru na ostale elemente:

1 al 0s(n) ds(n)
[1(O)he = — ;1 T (4.60)
1 & 0s(n) ds(n)
- ; S of (4.61)
|
= Z 2man sin(1)) cos(1)) (4.62)
n=1
Ta e~
== > nsin(2¢) & 0 (4.63)
n=1
U sljedeé¢em koraku optimizujemo a i .
10 1 & Js(n) ds(n) L64
[ ( )]13—;71 ‘ 891 893 ( . )
1 al Js(n) 0s(n)
T o2 = Oa Oy (4.65)
. N
= sin(y)) cos() (4.66)
a n:;[
=53 ; sin(2¢) &~ 0 (4.67)

Moze se zakljuciti da su elementi (2,1) i (3,1) takode jednaki nuli. Estimacija se

dobija preko ¢lana (2,2)

1 & Js(n) 0s(n

~—

[1(0)]22 = — 250, o0, (4.68)
o1 88( ) 9s(n)

_ 02 > S o (4.69)

Z 472a*n? sin’ (1)) (4.70)

Primijetimo da se sin?(1)) moZe zapisati u eksponencijalnoj formi, tj.:
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N A O 2
[1(0)22 = — nzlzm an’ ( —5— (4.71)
1
Z47T2 n? ( sin(21) + 2) (4.72)
Posto je sin(2¢y) = 0, onda slijedi:
4r?a?
1(0)]2s = 2 4.
[1(6)]22 207 2 (4.73)
2a?)N(N +1)(2N +1)
= 4.74
372 (4.74)
U sljedecem koraku posmatrajmo element (2,3), tj. za parametre fy i ¢
[1(0)]23 = o) Z 602 8«93 (4.75)
1 08(71) Js(n) (4.76)
02 = Ofy O¢ ‘
N
1
= Z 2ma*n sin® (1)) (4.77)
n=1
7a*N(N + 1)
= 4.78
52 (4.78)

Takode, za element (3, 1) vazi da je jednak elementu (1, 3). Takode, za element (3, 2)

isto vazi da je jednak elementu (2,3).

[1(0)]

33 —

Na kraju, za fazu ¢ dobijamo:

=2

1 Js(n) ds(n)

— 4.

0? i~ Do ¢ (4.79)

LN

= Z a? sin? (1)) (4.80)
n=1

a’N

Posto smo izveli relacije za sve elemente FiSerove matrice, mozemo je zapisati:

) N/2 0 0
I(G) _ ; 0 2N(N-gl)(2N+1) 7ra2N§N+l) (4.82)
0 7'('0,2N(N+1) a’N
2 2

o6



Izrazi za varijanse i kovarijanse slijede iz:
C; >17'0) (4.83)

gdje je Figerova inverzna matrica I=1(0) data sa:

2 0
1_1(0> =a*| 0 7r2a2N((iN2—1) _TF(IQN?N—l) (484>
0 6 4(2N+1)

" ma?N(N-1) a?N(N—1)
Varijanse za parametre a, fy i ¢ su dijagonalni elementi matrice pomnoZene sa o?.

202

Var(a) > o*[171(0)]11 = ~ (4.85)
Var(f) > o1 O = —5 Nﬁg\p — (4.86)
Var(@) > o*[171(8))ss = % (4.87)

Vazno je naglasiti da donje granice izvedene preko FiSerove matrice su vece od
donjih granica parametara izvedene pojedinacno (za estimaciju frekvencije poreduju
se relacije (4.54) i (4.87)). Sli¢no vazi i kod estimacije faze. Razlog za ovo je $to
parametri uti¢u jedni na druge i taj uticaj je uzet u obzir kod relacija dobijenih

preko elemenata matrice kovarijansi.

4.3. Optimalni estimator za sinusoidalni signal ogra-

nicen funkcijom prozora

Analiza signala po intervalima ograni¢enog trajanja se vrsi u cilju vremensko-
frekvencijske analize. U tom smislu, signal se mnozi sa funkcijom prozora. U ovom
poglavlju ¢e biti izveden optimalni estimator i granica minimalne varijanse za taj

sluc¢aj. Dakle, razmatrajmo signal oblika:
zp(n,m) = h(m)x(n +m) (4.88)
gdje je m tekuca koordinata, a funkcija prozora je data sa:

1, zam=0,1,2,..., N, — 1
h(m) = (4.89)
0, ostalo
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Koriséen je pravougaoni prozor Sirine Ny, a signal x(n+m) je kompleksna sinusoida.

U ovom sluc¢aju, koriséenjem prethodnih izvodenja mozemo pisati:

da o2

1 N 1 . 27kgn
_Olnpy, (®nla) _ N (RFMmﬁﬁr+mk]ﬁ —a> (4.90)
h
nes

Iz prethodne relacije mozemo zakljuciti da je u ovom slucaju optimalni estimator

zapravo kratkotrajna Furijeova transformacija (STFT), tj.:

I ) PN — STFT(n, k 1,91
a—mz (m)z(n+m)e M = (n, ko) (4.91)

neQ

Iz (4.91) slijedi da je minimalna granica varijanse:

Var(a,n) > — (4.92)

4.4. Optimalni estimator i donja granica varijanse

za Hermitske signale

Posmatrajmo signal oblika Hermitskih funkcija s(n) = apy(n) zahvaéen Sumom
e. Signal sa Sumom je:
r=s+¢€ (4.93)

Primijetimo da je ¢x(n) Hermitska funkcija k-tog reda razmatrana u glavi 2. Za

slucaj estimacije amplitude imamo:

On(p.(@la) 1 X~ Os(nja)
1= 2
== (x(n)sok(n) - a@k(”))
. o (4.94)
— % z(n)er(n) —a Z oi(n)
Ak, N
= /\;c-éN (ﬁ n:_o x(n)gpk(n) — a>
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Iz prethodne jednacine proizilaze relacije za optimalni estimator i minimalnu granicu

varijanse:
=
a= Fv. z(n)pr(n) (4.95)
[N —
)\k N ~ 1 0'2
I(a) = —— > — = 4.
(a) = Var(a) > @~ ow (4.96)

Dakle, mozemo zakljuciti da optimalni estimator ima sljedeci oblik Hermitske trans-

formacije:

X(k) = z(n)pr(n) (4.97)

Moze se vidjeti da ova forma Hermitske transformacije ukljucuje odredivanje para-
metra \g n, koji zavisi od reda funkcije ¢j i duzine N (npr. Aoz = 3.19, dok je
5050 = 2.6). Primijetimo da su Hermitske funkcije ra¢unate u nulama Hermitskog
polinoma. Vidimo da A y zavisi od dva parametra, pa se u prakti¢nim aplikacijama
koristi forma koja ¢e se dobiti ako signal z(n) normalizujemo funkcijom ¢xn_1(n),

tj. izraz izvedemo za x(n)/¢n-1(n). U tom slucéaju imamo:

_alnpx(w|a) 1 Al z(n)ex(n) i s (n)
(9a U?Lorm n=0 @?\f*l n) n=0 SD?V l(n
N-1
1
= — 1’(7;)9%(”) _ Na (4.98)
T norm n=0 (prl(n)
_ N iN lx z(n)er(n) o
J%orm N n=0 SON 1(77,)

ff;& wf i("()n) = N, dok je 0,.n varijansa posljedica normali-
N-—1

zacije funkcijom @y _1(n) i moze se dobiti direktnim ra¢unanjem varijanse koristeci

Primijetimo da je >

optimalni estimator za ovaj sluc¢aj. Iz prethodne relacije se dobija optimalni estima-
tor:

Z o) (4.99)

=0 SON 1(”)
dok su Fiserova informacija i donja granica varijanse estimiranog parametra date u

sljede¢em obliku:

N ~ 2 Uiorm
I(a) = o = Var(a) =of > i (4.100)

Kao optimalni estimator, u ovom slu¢aju dobijena je Gaus-Hermitska kvadraturna

aproksimacija koja se najc¢esée koristi za racunanje Hermitske transformacije. Her-
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mitsku transformaciju signala koji je zahvacen Sumom oznacicemo sa X (k), te je

njena Gaus-Hermitska kvadraturna aproksimacija data sa:

1 @
¥ 2 e .

Ovakva realizacija Hermitske transformacije utic¢e na raspodjelu Ssuma u Hermitskom
domenu [66]. Naime, uticaj Suma ¢e zavisiti od reda Hermitske funkcije. Izvedimo
izraz za varijansu Suma kod Hermitske transformacije. Srednja vrijednost Hermitske

funkcije se definise kao:
pa(k) = E[X(k)] = C(k) + E{X.(k)} = C(k) (4.102)
Posmatran je slucaj Gausovog bijelog Suma. Sa druge strane, varijansa se definiSe:

ot (k) = E [|X (k) = pa(k)*] = B{|C(k) + X(k)[*} — 13 (k) (4.103)

Dakle, iz prethodne relacije ostaje samo ¢lan E{X.(k)}, tako da imamo:

N—-1N-1

ot (k) ZZ Pr (1)) : P (1i,) E{e(ny)e(ni,)} (4.104)

1=0 ig— oQON H(niy) o (niy)

S obzirom da je:
TEE(niuniz) =F {6(711'1)8(711-2)} = 0-35(”1'1 - niz) (4105>

gdje za n;, = n;, kona¢no dobijamo [66]:
_ Pp\i) 2
. N

gdje je o2 varijansa Gausovog bijelog Suma. MoZe se primijetiti da se varijansa u
Hermitskom domenu povecava u skladu sa redom Hermitske funkcije. Zavisnosti

varijanse od reda funkcije su date na slici 4.1.
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04 Gaus-Hermitska

kvadraturna aproksimacija
—— Optimalni oblik HT

0.35

)

<«

Var(

0.3

0.25 ]

0 20 40 60 80 100
Red hermitske funkcije k

Slika 4.1: Zavisnosti varijanse Suma u Hermitskom domenu od reda Hermitske funk-
cije

Maksimalna varijansa se dobija u obliku:
oy =a(N—1,N)o? (4.107)

Aproksimacija granice varijanse se moze na¢i Kosi-Svarcovom (Cauchy-Schwarz)

nejednac¢inom, odnosno:

i) = 75 Y <
N

IA
|

4.5. Kramer-Rao pristup i njegova ogranicenja u slu-
¢aju sinusoidalnih signala sa nedostajué¢im od-
bircima

U ovom poglavlju ¢éemo razmatrati donju Kramer-Rao granicu za kompresivno
odabirane signale. Dakle, potpuni signal @ se moze predstaviti sljede¢im skupom
odbiraka:

Q={z(1),2(2),...,x(N)} (4.109)

gdje je N ukupan broj odbiraka signala definisan preko Senonove teoreme. Za slucaj

skupa sa manjim brojem sluc¢ajno uzetih odbiraka M < N imamo:
O = {y(1),y(2),...y(M)}, © C (4.110)

Najprije ¢emo razmatrati donju Kramer-Rao granicu varijanse za slucaj kom-
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pleksne sinusoide sa nedostajué¢im odbircima:

. 2mnkq

s(n) =ae’™ N (4.111)

U ovom sluc¢aju imamo M < N dostupnih odbiraka koji su uzeti iz skupa IN i
nalaze se na pozicijama n,, € INj); C N. Zatim, izvodimo relaciju za varijansu gdje
po¢injemo od relacije za raspodjelu logaritamske vjerovatnoce, kao u relaciji (4.36),

gdje slijedi:
a ln 27rnk0
—% (NZ —a) (4.112)

U slucaju signala sa M dostupnih odbiraka, relacija se svodi na:

Ottt % (R w a)

Dakle, posmatran je signal sa M dostupnih odbiraka, te je stoga rezultat za vari-

jansu takav da je on skaliran vrijednoséu M /N u odnosu na slucaj signala sa svim

odbircima, odnosno:

M N . N o2
Analogno se moZe primijeniti i na sluc¢aj realne sinusoide:
2mnk
s(n) = acos ( 77\1[ 0) (4.115)

Uzimajuéi u obzir sljedecu relaciju:

Oln(p(xla)) M N (=2 21k
_ Q;(a @) _ N 202 (; N:U(n) cos( ¥ ) —a> (4.116)

moze se zakljuciti da je varijansa skalirana na isti nacin kao u prethodnom slucaju:

Ia) = === = Var(d) = —— (4.117)

Na slici 4.2 prikazani su rezultati eksperimenta gdje su statisticki verifikovani
izrazi za varijansu za slucaj realne sinusoide. Koristen je razli¢it broj dostupnih od-
biraka M (M = 20,30, ...,100), od ukupnog broja N = 100 odbiraka. Rac¢unanje
varijanse je vrseno za 100, 1000 i 10000 realizacija. Oc¢ekivano je da za veéi broj rea-
lizacija tac¢nija estimacija varijanse. Stoga, za sluc¢aj 10000 realizacija imamo dobro

poklapanje teorijskih i eksperimentalnih vrijednosti za M > 30. Za manji broj do-
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stupnih odbiraka, teorijska vrijednost se znacajno razlikuje od eksperimentalnih ¢ak
i za veliki broj realizacija. Zato je interesantno analizirati da li postoje ogranicenja

u relacijama dobijenih Kramer-Rao pristupom.

0.25

T T T T T T

== 100 elemenata
== 1000 elemenata
10000 elemenata
Teorijske 8
vrijednosti

0.2

0.15
«

)

Var(

0.1

0.05

20 30 40 50 60 70 80 90 100
Broj dostupnih odbiraka M

Slika 4.2: Varijansa estimirane amplitude za razli¢it broj realizacija

4.5.1 Ogranicenja u Kramer-Rao pristupu za sinusoide sa ne-

dostajué¢im odbircima

Razmatracemo sluc¢aj kompleksne sinusoide za signal z(n) zahva¢en Gausovim

bijelim Sumom. Signal sa nedostajué¢im odbircima zapisimo u obliku:
ys(n) = ae? ¥ n € Ny = {Rny s Nings -y s} (4.118)

gdje je Ny C N. Furijeova transformacija ovog signala dobija oblik:

M
Y (k) = Z qed Fkonm =i 5 knm _ Z qe 35 (k=ko)nm (4.119)
Nm=1 nm=1

Prethodna relacija se moze zapisati u obliku:

f: ( I (k=ko)n _ er(n)) (4.120)

n=1
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gdje je:
525 (k— kon
e IwN n € N\IN
er(n) = N (4.121)
0, za ostale n

2mkgn

Primijetimo da za signal s(n) = ¢/~ ~  u Furijeovom domenu vaZi:

N

) e‘jz?ér(’“—k())"] ko) (4.122)

n=1

E[S(k)] =E

Sa druge strane vazi da je:

ElY(k) "2 E

E ae]Nkko

Nm=1

Ze ] — (4.123)

Odavde se moze zakljuciti da je:

E[Y (k)] = éwa’ :;Z” (4.124)
) 0

Varijansa Suma generisana nedostaju¢im odbircima, na pozicijama k # kq se racuna

kao:

0 (Yirry) = E

> yslnm)e 2”'“"’"] [Z Ys(Tm e 2”’??”“] ] (4.125)

Nm=1 Nm=1

Odnosno:

02 (Yizro) = E [Jys (D) + 1ys(2)1* + .. + |y (M)[]

M M _
B Z Z aejzw(kaO)zaejzw(kao)l] (4.126)
i=1 1=1,i#l
Ocigledno je prvi dio prethodne jedna¢ine Ma?. Imajuéi u vidu da je:
N 27 (k—kq)l
E|Y add v ] =0 (4.127)
=1
N .
E Z ae_j%\}r(k—ko)iae_j%\?(k—ko)l] Zél O (4128)
j=1
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I koristedi

2

o aefj%’“(kfko)iaefj%"(kfko)l} _ { & Z#i (4.129)
a’, i=

moZemo jednostavno doéi do izraza za varijansu. Naime, u relaciji (4.129) imamo
M —1 element sa ¢ # [ (sa vrijednos¢u ¢ kao u (4.130)) i samo jedan element koji je

jednak a?. Dakle, iz ove relacije slijedi:

a2

C(N=1)+a =0=c=—"— (4130)
Pa je varijansa Suma na mjestima nedostajué¢ih odbiraka:
a2
02(Yk#k0):M&2+M(M—1> (—N 1)
N M B (4.131)
= M—g?
N-1"°

Ako postoji samo jedna komponenta, kao u nasem slucaju, za poziciju k = kg vari-
jansa ovog Suma je 0.
Kada je signal sa nedostaju¢im odbircima zahvaé¢en Sumom, mozemo ga mode-

lovati na sljedeci nacin:
z(n) = y(nm) +(no) + £(nm) (4.132)

gdjen € N,n,, € Ny,ng € N\Ny, &, je Sum izazvan nedostajuc¢im odbircima, a &
je eksterni Gausov bijeli Sum. Posto ova dva Suma nisu korelisani, ukupnu varijansu

mozemo zapisati u sljede¢em obliku:
Ut20tal = 02 + MO_? (4133)
Tako da varijansa Suma nedostajuc¢ih odbiraka dobija konacan oblik:

N-M,
4134
N1 (4.134)

o> =M

U prethodnoj analizi smo pokazali da mna pozicijama nedostajuc¢ih odbiraka postoji
Sum ¢ija vrijednost umnogome zavisi od broja dostupnih odbiraka M. Stoga, postoji
vjerovatnoca da ¢e za odredene vrijednosti dostupnih odbiraka koje su manje od ne-
ke grani¢ne vrijednosti nivo Suma biti iznad nivoa signala. U tom slucaju imac¢emo
pogresnu detekciju. Posljedicno, relacije izvedene u skladu sa Kramer-Rao teorijom
gube smisao. U tu svrhu, na osnovu vjerovatnoce da je komponenta signala tacno

detektovana mozemo dobiti relaciju za minimalan broj dostupnih odbiraka za koji
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ranije izvedene jednacine vaze. Stoga, vazno je ista¢i da apsolutna vrijednost Furi-
jeove transformacije na poziciji komponente signala ima Rejlijevu (eng. Rayleigh)
raspodjelu, a apsolutna vrijednost Furijeove transformacije na pozicijama k # ko

ima Rajsovu (eng. Rice) raspodjelu. Rejlijeva raspodjela je data sa:

2n _»2
p(n) = —e" 7120 (4.135)
dok je Rajsova raspodjela:
277 _n2+k12a2 MCLZT]
g =—e 7 I(—5—)n=z0 (4.136)

Vjerovatnoca da je vrijednost komponente signala u transformacionom domenu unu-
tar (n,n+An) je q(n)dn. Sa druge strane, ukupna vjerovatnoca da je vrijednost Suma

(na k # ko) manja od 7 je:
o 2 :
P(H) =1 —/ Dets (4.137)

Dakle, vjerovatnoca da vrijednost komponente signala bude veéa od nivoa Suma je

P(n)q(n)dn, te uzimajuéi sve moguce vrijednosti za n, dobijamo:

Py — / P(n)q(n)dn (4.138)
0
Odnosno: Nl
o0 2 - 2 _"72+A42a2 M 2
Py = / (1 - el’2> e ( - ”) dn (4.139)
0 Us Us

S obzirom da razmatramo signal sa jednom komponentom, zna¢i da ne postoji uticaj
drugih komponenti na nju, $to dalje znaci da ta komponenta nije slu¢ajna i jednaka
je Ma. Kao rezultat toga, prethodna relacija se svodi na dio koji se odnosi na P(n).
Dakle, ukupna vjerovatnoca detekcije komponente Suma (Yjzx,), tj. vjerovatnoca

greske u detekciji ¢e biti:
P =(1—PH))" =P Yiek < Yezr)" ' (4.140)

gdje P(Yi=r, < Yizk,) je vjerovatnoca detekcije komponente Suma. Da bi odredili

P(Yk:ko < Yk;ﬁko), imamo:

Yie=kg 2n _n2 _Yk2:k0
Fe o2 dn = 1 — e o2 (4141)

P(Yizry < Yir,) = /
0
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: « 2 _ 2 2 sdie e o2
Posmatrajmo sada Sum o;,,, = 0 + Moz, gdje je o

varijansa Suma generisana
nedostaju¢im odbircima, dok je o2 eksterni Sum. Iz prethodne relacije dobijamo

vjerovatnocu greske:
N-1

v
Py = (1 e ]22’“0) (4.142)

gdje je Y2, = M?a*. Ova relacija se moze dalje zapisati kao:

M2a2 N-1
Py = (1 — e ) (4.143)

Koristedi relaciju (4.144) dobija se minimalan broj dostupnih odbiraka koji obezbje-

duje da izrazi za varijansu dobijeni pomo¢u Kramer-Rao teorije vaze. Dakle:

C m2a2\ V-1
(1—e 2z> = P, (4.144)

Ova relacija dobija konacnu formu:

2 1
M = | Jiotal 1 <—1> (4.145)

a 1 _PtF

Posto je bolje uzimati veéu vrijednost dostupnih odbiraka od zadate prethodne re-

lacije, konacno se dobija forma:

2 4 Mo? 1
M | T ln< 1) (4.146)
a ]‘_Ptg_l

Za zadatu vjerovatnocu, dobijamo minimalan broj dostupnih odbiraka koji obezbje-

duju pouzdanu detekciju.

4.5.2 Numericki primjeri i statisticke provjere

Statisticka provjera teorijskih rezultata uradena je preko nekoliko numerickih
primjera. S obzirom da za vjerovatno¢u greske minimalni broj dostupnih odbiraka

zavisi od SNR eksternog Suma, koristena je sljede¢a metodologija:

1. Za fiksno SNR, izrac¢una¢emo donju granicu dostupnih odbiraka koja omogu-
¢ava tacnu detekciju sa proizvoljno velikom vjerovatno¢om. Zatim, koristimo
dva razlic¢ita slucaja za koje je M veée od donje granice, pokazujuéi da je detek-
cija pouzdana. Zatim, vr8imo statisticku provjeru teorijskih izraza za varijanse

racunate za izabrane vrijednosti M.
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2. Nakon toga, uze¢emo minimalnu vrijednost M koja je manja od donje granice.
Kao posljedica vjerovatnoca tacne detekcije (1 — P,) ¢e biti mala. Preciznije
reCeno, u veéini slucajeva ¢e do¢i do pogresne detekcije, pokazujuéi da Kramer-

Rao teorija nije primjenjiva za takvo M.
3. Kona¢no, analiziraéemo uticaj SNR-a na minimalne vrijednosti M.

Primgjer 1: U ovom primjeru ¢emo razmatrati slu¢aj kompleksne sinusoide sa
sljede¢im parametrima: a = 2 i 02 = 8 (tj. razmatran je SNR = —3.01dB), sa
ukupnim brojem odbiraka N = 100. Vjerovatnoca detekcije tacne komponente za
razli¢ite vrijednosti M je prikazana na slici 4.3 (ra¢unata u skladu sa teorijski iz-
vedenim izrazima). MoZemo primijetiti da za M > 20, vjerovatnoca tacne detekcije
(1= Py,) je veca od 92%.

08y SNR=-3.01dB] |

0.8
0.7 F

0.6

-P

0.5F

0.4

03[

0.2

0.1F

0 10 20 30 40 50
Broj dostupnih odbiraka M

Slika 4.3: Vjerovatnoca tacne detekcije u zavisnosti od broja dostupnih odbiraka
(fiksno SNR = —3.01dB)

Na slici 4.4, ilustrova¢emo detekciju komponente signala za dva slucaja M = 50
i M = 20, pri ¢emu je ukupan broj odbiraka N = 100. MoZemo primijetiti da je za
oba slucaja komponenta signala tacno detektovana, sto je i dokazano kroz veéi broj
realizacija (u sluc¢aju M = 20 na veliki broj realizacija bi bio kritican slucaj, jer se
sporadi¢no pojavljuju pogresne detekcije u skladu sa teorijskim rezultatom). Ampli-
tuda je detektovana u frekvencijskom domenu i u oba sluc¢aja skalirana (pomnozena)

sa M, sto se slaze sa teorijskim rezultatom.
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Slika 4.4: Tlustracija tacne detekcije komponenti signala za dvije vrijednosti dostup-
nih odbiraka: a) M = 50; b) M = 20

Takode, izvrsena je statisticka verifikacija rezultata za varijanse uzimajuéi razlicit
broj dostupnih odibraka od M = 20 do M = 100. Za svako M je izvrseno po 1000
realizacija za raCunanje varijanse. Na slici 4.5 je data i teorijska vrijednost. Cak i
za manji broj realizacija se pokazuje da eksperimentalni rezultati konvergiraju ka

teorijskoj vrijednosti. Za veéi broj realizacija se dobija bolja konvergencija.

0.4 T T T T T T T

------- Teorijske vrijednosti
—_ Vrijednosti varijanse estimirane
035§ amplitude za razli¢ito M

03[

0.25

Var(a)

021

0.15

0.1

0.05 . . . . . . .
20 30 40 50 60 70 80 90 100
Broj dorupnih odbiraka

Slika 4.5: Statisticka verifikacija izraza za varijansu ra¢unatu za razli¢it broj dostup-
nih odbiraka M

Slika 4.6 predstavlja eksperimentalno dobijene rezultate varijansi za sljedece slu-

cajeve: M = 100, M = 50 i za M = 20. Ova statisticka provjera je zasnovana na 50
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iteracija sa po 1000 realizacija. MoZzemo primijetiti da vrijednosti za svaki od slucaja

korespondira teorijskim razmatranjima. Kako se vrijednost za M smanjuje, tako se

vrijednost varijanse i njeno rasipanje povecavaju.

0.45 :
><>< X X x
< XX X XXX o X
o ror FHEEIC e = S0 5 PRS2 e s 20
X
0.35 X M50 |
X M=20
_______________ Teorijska vrijednost
03 za M=50 1
© _ Teorijska vrijednost
g’ 0.25 za M=20 |
(>“ . Teorijska vrijednost
za M=N
0.2 M=N=100 i
X X XX sene XXX X X «
0.15 X XX X X 9
0.1 |
0.05 ! | | ‘
0 10 20 30 40 50
lteracija

Slika 4.6: Vrijednosti varijanse rac¢unate u 50 iteracija sa po 1000 realizacija za razli¢it
broj dostupnih odbiraka M

Primgjer 2: U ovom primjeru, koristi¢emo isti signal i SNR kao i u proslom slu-
¢aju. Uzmimo manji broj dostupnih odbiraka M = 10 u odnosu na donju granicu
dostupnih odbiraka koju smo izveli. Prikazane su tri uzastopne realizacije za ko-
je smo dobili pogresnu detekciju (slika 4.7). Primijetimo da je komponenta signala
oznacena zvijezdicom ,,x”, dok je pogresna komponenta obiljeZena sa ,,0”. Stoga, za
takve vrijednosti M, racunanje Kramer-Rao granice gubi smisao. Dakle, nije moguce
koristiti teorijski izveden rezultat, ukazujuéi da Kramer-Rao granica vazi za uslove

date u ovom radu.
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Slika 4.7: Ilustracija pogresnih detekcija komponenti signala za broj dostupnih od-
biraka manji od minimalne vrijednosti

Primgjer 3: U prethodna dva primjera smo koristili fiksnu vrijednost za SNR. Me-
dutim, varijansa Suma utic¢e na donju granicu dostupnih odbiraka. U ovom smislu za
razli¢ite SNR pokaza¢emo kako se mijenja minimalna vrijednost dostupnih odbiraka
potrebnih za pouzdanu detekciju. Sa slike 4.8 mozemo vidjeti da se pove¢anjem SNR

smanjuje minimalni broj dostupnih odbiraka.
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Slika 4.8: Vjerovatnoca detekcije komponente signala u zavisnosti od broja dostupnih
odbiraka i SNR Suma

U tabeli 4.1 za dvije vrijednosti SNR-a data je vjerovatnoca tacne detekcije za
odredene opsege minimalne vrijednosti dostupnih odbiraka. (za SNR od —3.01dB
do 3.01dB). Recimo, vidimo da je za SNR da se za SNR = —3.01dB i M = 25,
vjerovatnoca 98.86%, dok je za slucaj SNR = 3.01dB i M = 18, vjerovatnoca
99.99%. Na kraju treba zakljuciti da iako je analiza radena za estimaciju amplitude
signala, ukoliko nije zadovoljen uslov dat u tezi, nije moguéce estimirati ni frekvenciju

ni fazu.

SNR — -3.01 dB SNR — 3.01 dB
M[1-P, |M|1-P,||M|[1-P, | M|1-P,
14 [ 0.4701 || 20 [ 0.9232 || 9 | 0.8398 || 15 | 0.9984
15 | 0.5932 || 21 | 0.9470 || 10 | 0.9213 || 16 | 0.9993
16 | 0.6973 || 22 | 0.9636 || 11 | 0.9626 || 17 | 0.9997
17 | 0.7801 || 23 | 0.9752 || 12 | 0.9826 || 18 | 0.9999
18 | 0.8431 || 24 | 0.9832 || 13 | 0.9921 || 19 | 0.9999
19 | 0.8897 || 25 | 0.9886 || 14 | 0.9964 || 20 | 1.0000

Tabela 4.1: Vjerovatnoca detekcije komponente signala
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4.6. Optimalna detekcija sinusoidalnih signala ogra-

nic¢eni prozorom sa nedostaju¢im odbircima

U poglavlju 4.3 smo detaljno razmatrali sinusoidalne signale u prozoru koji za-
pravo imaju sve dostupne odbirke. Stoga smo izveli relacije za Kramer-Rao granicu,
kao i za optimalni estimator. U ovom slucaju ¢emo razmatrati signale sa nedostaju-
¢im odbircima. Prisjetimo se relacije za puni oblik signala (4.88) i (4.90). Za signal

sa nedostajué¢im odbircima imamo:
Yn(n, M) = Tp(n + Ny), Ny € O (4.147)

gdje takode imamo:

card (©(n)) = My(n) (4.148)

pri ¢emu je prozor centriran na poziciji n. U slucaju kompresivnog odabiranja, kar-
dinalnost (broj dostupnih odbiraka unutar prozora) je My(n) ako prozor ¢itavom
duzinom zahvata signal. Ukupna duzina signala u prozoru je Nj,. Dakle, za ovaj tip

signala dobijamo:

01n py M N, 1 _ .2mkgn
_ npaha(xh’a) _ ;[(hn)o__g Z nyh(mnm)h(nm)@ J N,(; —a (4149>

nmE@(n)

Slijedi da je optimalni estimator kratkotrajna Furijeova transformacija signala sa

nedostajuéim odbircima:

1 7.27‘rk0n

STFT(n ko) = 5= D an(n -+ nm)h(np)e” (4.150)
Ny,

nm€O(n)
a minimalna granica varijanse je:
Var(a,n) > — o (4.151)
ar(a,n) > ——— :
Mh(n) Nh

Medutim, desava se da za sinusoidu ogranic¢enog trajanja prozor zahvata samo jedan
segment signala. Dakle, relacija (4.147) vaZi za sve slucajeve osim kad je prozor po-
zicioniran blizu kraja signala. Tada je broj dostupnih odbiraka Lj(n) < My(n).
Posmatrajmo najnepovoljniji slucaj kada je prozor centriran na poslednji odbi-
rak signala. Tada broj dostupnih odbiraka u prvoj polovini prozora treba da bude

Lp(n) = Mp(n). Stoga, broj dostupnih odbiraka za preciznu estimaciju frekvencije
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na svakoj poziciji n treba da bude:

2 1
min{M,(n)} > 2 [ Zin [ ——— (4.152)
a

1— PtNhA

4.7. Slucaj nedostajucéih odbiraka u Hermitskom do-

menu i ograni¢enja u Kramer-Rao pristupu

U sluc¢aju Hermitskih signala sa nedostaju¢im odbircima, primijeni¢emo proce-
duru analogno sluc¢aju kada su svi odbirci dostupni. Razmatrajmo skup dostupnih
odbiraka, koji je podskup skupa svih odbiraka M C NN. Razmatramo sluc¢aj Gaus-

Hermitske kvadraturne aproksimacije. Tada je:

_Olnp(zla) 1 i z(ne)er(n:) - ©r(n,) "
80’ B O?@orm(M) (; QO?V—l(nT> ; 90?\7_1(”7") )
(4.153)

norm r=0 @?\/—1 (nT)

- 0 (2 202y

Uzimajuéi da je y(M) = E [ZMA M] ~ M, dobijamo:

=

da o2 m(M) \ M o4 (ny)

norm =0

Olp(ala) M (1””2‘1% _a) (4.154)

Dakle, varijansa u ovom slucaju je o = o2, (M)/M, $to se takode moze zapisati

kao:
N o2 (M)

norm

M N

Na slici 4.9 je data zavisnost donje granice varijanse estimiranog parametra prema

Var(a) > (4.155)

razli¢itom broju dostupnih odbiraka sa Hermitskim signalom reda k = 50.
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Slika 4.9: Donja granica varijanse za razli¢ite M vrijednosti

Izvodenjem relacije za varijansu, u ovom sluc¢aju se dobija:

(4.156)

N — 1, odnosno:

Maksimalni izraz za varijanse za odredeno M dobijaju se za k

(4.157)

oy (M)=a(N—-1,M)s>

Zavisnost varijanse za razli¢ite vrijednosti M za svako k u opsegu od 30 do 100

prikazana je na slici 4.10.

Broj dostupnih odbiraka M

Slika 4.10: Zavisnost « za opseg reda k od 100 do 30, za razlicite vrijednosti M
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Kramer-Rao granica uzima u obzir samo eksterni sum e(n). Medutim, i nedo-
stajuci odbirci izazivaju Sum koji znacajno narusava predstavljanje signala u Her-
mitskom domenu. Stavige, postoji manja vrijednost nedostajuc¢ih odbiraka za koju
prethodna relacija Kramer-Rao granice vazi. Ako je broj dostupnih odbiraka manji,
onda Kramer-Rao granica gubi smisao, jer neée se samo estimirati amplituda po-
gresno, nego ¢e i pozicija detektovanog signala (tj. red Hermitske funkcije) biti na
pogresnom mjestu. U nastavku é¢emo izvesti broj dostupnih odbiraka za koje ova te-
orija vazi. Za ovu namjenu, uticaj varijanse Suma izazvane nedostaju¢im odbircima
je krucijalan. Za signal s(n) = ay,(n), varijansa za Hermitsku transformaciju k # p

se definise kao:

M—1M-1 . .
e o)) -
o’ =E{|X(k)|*} =E Z Z app(1)— D2 G app(J) (4.158)
=0 j=0 n—1(8) ex-1(J)
koja se moze zapisati u matri¢noj formi. Dakle, imamo:
gdje je
(0) 1) (M-1)
Aot O+ s+ + s (M - 1)
©1(0) w1(1) p1(M—1) _
o _ l S0?\771(0)8(0) + @?\771(1)8(1) + + ‘P?\rfl(N_l)S(M 1) (4 160)
Hs N *

Prm—1(0) erm—1(1) L M1 (M-1) _
200 T mms) 4+ =Ry s(M - 1)

Matrica ¢, je matrica dobijena mnozenjem matrice ¢, sa funkcijom s, ¢iji signal
ima nedostajué¢e odbirke, dok M oznacava broj dostupnih odbiraka. U simplifiko-
vanoj formi, bez gubljenja opstosti, elementi u rezultiraju¢oj matrici su od ¢; do

- lako rezultujuéa matrica ¢, sadrzi presortirane Hermitske funkcije ¢, stoga

1mamo:
( 2)
_po(0) wo(1) e _poM-1) _
‘P?\I—l(o)s(o) - 90?\7—1(1)S<1) + - ‘P?V—l(Nfl)S(M 1)
_1(0) e1(1) ey 1M1 _
0-2 _ LE w%il(O)S(O) + s0?\]71(1)3<1) + + @?V,l(N—l)S(M 1) (4161>
N2
onr—1(0) pr—1(1) L pmo1(M-1) _
LP?V—I(O) S(O) - 90?\771(1) 8(1) - T @%71(N71) S(M 1)
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U svakom elementu kolone imamo:

1 AOE IO NEYN
ﬁE{w%v_m ERNGN @} g (4.162)

MoZemo primijetiti da ima M takvih elemenata (signal je koristen u obliku s(i) =
ap,(i)), 1 osobina ortogonalnosti Hermitskih funkcija je koristena, $to znac¢i da

©r(1)pp(i) = 1. Sa druge strane imamo ostalih M (M — 1) koeficijenata oblika:

oo i)
E{w%v_mo%v_lu) ) “)} (4.163)

Da bi izracunali vrijednosti prethodne jednacine, koristi¢emo sljedeéi identitet:

©x(0) . ©r(1) . (N -1 (N1 —
) A (VR = i Vi A

Mnozedi svaki dio od (4.165) sa “GZZL)S((;;, i uzimajudi:
N-1

(i) ep()) Nel() b
E{ 5 ,>S(Z)8(j)} =B (4.165)

90?v—1(i)80N—1(J
te imajuéi u vidu da je za jedan ¢lan £ = p dobijamo:

2

(N-1)B+ % =0 (4.166)
N
Iz Cega slijedi
@ 4.167
B=-—_2 .

N2 (N = 1) (4.167)

I konac¢no M2 ) MIN — M
ot ==L MM —1)— (V= M) . (4.168)

N2N—-1) N(N-1)"

Posto je izvedena varijansa Suma izazvana nedostajué¢im odbircima, mozemo da-

N2

lje analizirati vjerovatnoc¢u da komponenta Suma bude detektovana kao komponenta
signala. Naime, oc¢igledno je da za vrijednost M manju od minimalnog broja dostup-
nih odbiraka moze da dode do greske u estimaciji kada izvedena Kramer-Rao granica
gubi smisao. Stoga ¢emo Koristiti gustinu funkcije vjerovatnoce za raspodjelu Her-
mitskih koeficijenata [66]. Hermitski koeficijenti imaju normalnu raspodjelu N (0, o2)
(k # p), ili njihova apsolutna vrijednost je polunormalna raspodjela. Vjerovatnoca

da apsolutna vrijednost Hermitskih koeficijenata za k # p je manja od granice Z je:
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U\\C_e 2odC—erf(\/§ZgX) (4.169)

Shodno tome, vjerovatnoca da N — 1 koeficijenata je manja od Z je:

Py(Z) =

7 \N-1
Pyn(Z) = erf 4.170
win-et( ) o
U naSem slucaju, vjerovatnoc¢a da komponenta signala bude preko ogranicenja (esti-

mirana srednja vrijednost) je:

M N-—1
Po=1—ef| 2" (4.171)
) \/_Utotal

Primijetimo da je srednja vrijednost amplitude %a. U prethodnoj relaciji ukljuc¢ena

je i varijansa eksternog Suma. Odnosno:
Ol = 0~ + 03 (k, M) (4.172)

Prethodna relacija koja daje estimaciju broja dostupnih odbiraka zahtijeva oprez pri
numerickom rac¢unanju i koriS¢enje vece preciznosti pri racunanju. Medutim, ana-
liza se moze znacajno pojednostaviti koris¢enjem sigma pravila iz teorije vjerovat-
noce. Pokazuje se da takva estimacija daje sasvim dobre rezultate $to ¢emo kasnije
statisticki verifikovati. Dakle, pretpostavicemo da je da je uticaj Suma na srednju
vrijednost amplitude slican onom na nedostajué¢im odbircima. U tom slucaju, za

pouzdanu detekciju komponente imamo:

%a>p\/Ma2+a (K, M)

N 1)

N2(N
o y
=p W(L + Qaa (ky M) o2

(4.173)

Ukoliko je p = 3, ova relacija predstavlja pravilo tri sigme (three sigma rule). Ko-
riste¢i p smo izracunali vijerovatnocu za razli¢ito M. Pokazuje se da ¢e se najbolja
estimacija dobiti za maksimalnu vrijednost varijanse dobijene za razli¢ite (k, M)
iz relacije (4.157). Teorijska razmatranja ¢e biti statisticki verifikovana koris¢enjem

numerickih primjera, kao i na realnom signalu.
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4.7.1 Eksperimentalni rezultati

Primjer 1: U ovom primjeru smo izvrsili statisticke provjere za estimaciju vje-
rovatnoce detekcije prave komponente zavisno od broja dostupnih odbiraka. U tom
smislu, izvrsili smo testove za razlicite slucajeve M = 30,40, ...,100 koristeé¢i va-
rijansu eksternog Suma od 0.1. Koris¢eni su Hermitski signali sa redom funkcije
(k = 10,30,50), duzine N = 100 odbiraka. Statisticki rezultati su dobijeni za pre-
ko 10000 realizacija. Rezultati su prikazani na slikama 4.11a) i 4.11b). Takode, za
k = 10 izvrseno je poredenje eksperimentalnih vrijednosti sa teorijskim vjerovatno-
¢ama racunatim prema relaciji (4.174). Poredenje je prikazano na slikama 4.12a) i
4.12b), gdje su korigéene ulazne varijanse eksternog Suma od 0.05 i 0.1 respektivno.
Sa slike 4.12a) se moze primjetiti da za M > 52 imamo vjerovatnoc¢u tacne detekcije
za ¢ak vise od 99% (za slucaj varijanse od 0.05) za teorijske 1 statisticke vrijednosti.
U slu¢aju da je ulazna varijansa 0.1, teorijske i statisticke vjerovatnoce su prikazane
na slici 4.12b). Sa ove slike se moZe primjetiti da za vise od 78 dostupnih odbira-
ka imamo vjerovatnocu iznad 99%. Takode se moZe primjetiti neznatno odstupanje
statistickih od teorijskih vrijednosti. Medutim, za vece vrijednosti vjerovatnoce, sto
je posebno vazno za prakti¢ne primjene, teorijske i statisticke vrijednosti se prak-
ticno poklapaju, tako da za 79 dostupnih odbiraka, vjerovatnoce se razlikuju za
0.31% (za teorijsku vrijednost je vjerovatnoca 99.06%, dok je za eksperimentalnu
vrijednost 99.37%) u sluc¢aju ulazne varijanse od 0.1. Za varijansu od 0.05, za 52
dostupnih odbiraka, vjerovatnoca za teorijske vrijednosti je 99.03%, dok je za ekspe-
rimentalne vrijednosti 99.19%. Pokazano je da se predloZena teorijska relacija moze
efikasno korsititi za estimaciju najmanjeg broja dostupnih odbiraka za koje imamo
tacnu detekciju. Za teorijski proracun, oy, (10,25) i za oy, (10,30) su koris¢ene

za varijanse od 0.1 i 0.05 respektivno.
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Slika 4.11: Vjerovatnoca detekcije komponente signala racunate za razlicito k: a)

teorijski; b) statisticki
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Slika 4.12: Vjerovatnoce detekcije komponente signala rac¢unate teorijski i statisticki

za: a) varijansu 0.05 i b) varijansu 0.1

Najmanji broj dostupnih odbiraka dobijenih teorijski i statisticki (Mr, Mg) koji

garantuju detekcije sa visokom vjerovatnoé¢om su date u tabeli 4.2. Varijanse 0.05 i

0.1 su razmatrane za slucajeve vjerovatnoca u rasponu od 90% do 99%.
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’ o? ‘ Vjerovatnoéa ‘ My ‘ Mg ‘

€

0.05 95% 40 | 39
0.05 97% 44 | 42
0.05 99% ol | 49
0.1 90% 51 | 50
0.1 95% 60 | 959
0.1 99% 9|77

Tabela 4.2: Vjerovatnoc¢a detekcije komponente signala za razlicite o2 u zavisnosti
od minimalnog broja dostupnih odbiraka

Primgjer 2: U ovom primjeru ¢emo razmatrati Hermitski signal u sljede¢em obli-
ku: s(n) = apsp sa amplitudom a = 1. Signal je zahva¢en Gausovim bijelim Sumom
sa varijansama od o. = 0.05,0. = 0.1. Za sve slucajeve ¢emo razmatrati razli¢ite
brojeve dostupnih odbiraka da bismo provjerili tacnost detekcije. Na slikama 4.13a)
i 4.13b) razmatramo brojeve dostupnih odbiraka koji daju visoku vjerovatnocu de-
tekcije za vise od 95% u slucaju varijanse od 0.05. Na slici 4.13¢) je koriSéen broj
dostupnih odbiraka ¢ija je vjerovatnoca tacne detekcije manja od 60%. Na slikama
4.13d) i 4.13e) je primjenjena varijansa Suma od 0.1 i broj dostupnih odbiraka ¢ija
je vjerovatnoca tacne detekcije veca od 95%, dok je na slici 4.13f) prikazan rezultat
za broj dostupnih odbiraka za koji je vjerovatnoca tacne detekcije manja od 42%.
Dakle, na ovoj slici su ilustrovani slucajevi ta¢ne detekcije (Slika 4.13a), 4.13b),
4.13d) i 4.13e)), i pogresne detekceije (Slika 4.13c¢) i 4.13f)). Najmanji broj dostupnih

odbiraka je dobijen koristeci rezultate iz Primjera 1.

08r
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S 047 =
02Ff o
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0 nilB 0. 5 a) r 'n AN@IE tH n n
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
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Slika 4.13: Ilustracija tac¢ne i pogresne detekcije za razli¢it broj dostupnih odbiraka
i varijanse Suma za o. = 0.05: a) M = 100, b) M = 60, ¢) M = 15; za 0. = 0.1, d)
M =100, e) M =40, f) M =20

Primjer 3: Razmatrajmo signal s(n) = apsp,a = 1. Signal je zahva¢en Sumom
sa varijansom o2 = 0.1. Za ovaj signal su izra¢unate varijanse za razli¢ite vrijednosti
dostupnih odbiraka. Koriséeno je 1000 pokusaja sa razlic¢itim realizacijama Gausovog
bijelog Suma sa istom varijansom, a postupak je ponovljen za 100 testova. Teorijska
vrijednost, izra¢unata prema jednacini (4.156), prikazana je isprekidanim linijama
na slici 4.14. Poredenjem statistickih rezultata sa teorijskom varijansom, moze se
uociti dobro poklapanje za slucajeve M = 100 i M = 60, koji predstavljaju broj
dostupnih odbiraka koji prema jednacini (4.173) omogucavaju prilicno pouzdanu
detekciju. U slu¢aju M = 20, varijanse su rasute, jer je detekcija signala veoma

nepouzdana. Generalno, ovaj slucaj se ne moze koristiti za detekciju zbog velikog
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broja pogresnih detekcija. U naSem prora¢unu koriséen je povoljan scenario, gdje se
vrijednost koristi za racunanje cak i kada komponenta signala nije detektovana kao

dominantna.
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Slika 4.14: Statisticka verifikacija varijanse za razlic¢ito M

Primger 4: U ovom primjeru ¢emo razmatrati realni signal i u tu svrhu koristiti
QRS oblik EKG signala, koji je tipican u primjenama Hermitske transformacije.
Signal je prikazan na slici 4.15a). U naSem primjeru smo sparsifikovali signal (3to se
Cesto u primjenama radi) zadrzavajuéi tri najdominantnija Hermitska koeficijenta
(drugog, treceg i Sestog reda). Sparsifikovana verzija EKG signala je data na sli-
ci 4.15b), dok je sparsifikovana verzija zahva¢ena Sumom varijanse 0.1 prikazana
na slici 4.15¢). Hermitske transformacije sparsifikovanog i sparsifikovanog signala

zahvac¢enog Sumom su date na slici 4.16a) i 4.16b) respektivno.

1 a 1 7
05 // \ 05 /A
s /"‘
0~ \ oF \/
\
-0.5 \ f\/ 205
l \\\ //
\\ 1
20 10 0 10 20 20 <10 0 10 20
(a) (b)

Slika 4.15: Realni QRS EKG signal a) originalni, b) sparsifikovani, ¢) sparsifikovani
sa Sumom
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Slika 4.16: Hermitska transformacija: a) sparsifikovanog signala, b) sparsfikovanog
signala zahvac¢enog Sumom

Da bi pokazali da je Hermitska transformacija optimalna za ovakve signale, na-
pravi¢emo poredenje koriséenja Hermitskog, Furijeovog i DCT domena. Sa slike 4.17
se moze primjetiti da je predstavljanje signala koncizno u Hermitskom domenu. To
je takode i numericki pokazano racunanjem ¢; norme kao mjere koncentracije (naj-

manja vrijednost /; norme dobijena je za Hermitsku transformaciju).

|HT| |DFT| N |IDCT|

©

4 o o} N

05f © g
2 0]
O‘
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Slika 4.17: Predstavljanje QRS kompleksa u razli¢itim domenima: a) Hermitski, b)
Furijeov, ¢) DCT

Da bi se estimirao najmanji broj dostupnih odbiraka potrebnih za detekciju
najdominantnije komponente (reda k = 2), u relaciji (4.173) ra¢unamo varijansu
nedostajucih odbiraka kao zbir varijansi produkovanih svakom komponentom poje-
dinac¢no (transformacija je linearna, pa se rezultantna varijansa dobija zbirom poje-
dinac¢nih). Dakle,

M(N — M)

gdje su aq,ay i ag amplitude komponenti signala (a; = 1.38,a9 = 0.8, a3 = 0.498).

Za prvu komponentu neophodno je uzeti vise od 52% odbiraka od ukupnog broja

84



N da bi vjerovatnoca detekcije bila iznad 99%. Uklanjajuéi prvu dominantnu kom-
ponentu, vrsimo sliénu analizu za drugu najdominantniju komponentu (varijansa iz
relacije (4.173) sadrzi samo dvije komponente). U ovom sluc¢aju, dobijamo vjero-
vatnocu dekecije iznad 99% za slucaj kad je broj dostupnih odbiraka veéi od 70%
ukupnog broja N. Konac¢no, nakon $to uklonimo i drugu dominantnu komponentu,
ostaje nam treca. Za ovu komponentu dobijamo detekciju sa vjerovatno¢om 95% za
80% dostupnih odbiraka. Dakle, ako Zelimo pouzdanu detekciju sa vjerovatnoc¢om iz-
nad 95% za sve komponente, moramo uzeti vise od 80% od N dostupnih odbiraka. U
slucaju varijanse Suma 0.05, istu vjerovatnoc¢u detekcije dobijamo za broj dostupnih
odbiraka veéi od 70% od N. Stoga, za ovakav tip signala rezultujuci broj dostupnih
odbiraka korespondira rezultatu dobijenom za najslabiju komponentu. Rezultati de-
tekcije svake komponente koristeéi odgovarajuéi broj dostupnih odbiraka, dati su na

slikama 4.18a), 4.18b) i 4.18c).
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Slika 4.18: Detekcija komponenti QRS signala a) prva komponenta k& = 2, b) druga
komponenta k = 3 ¢) tre¢a komponenta k = 6
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5. Klasifikacione metode

5.1. Osnovni teorijski principi

Funkcija gustine raspodjele (PDF) ima krucijalnu ulogu u razli¢itim aplikacija-
ma vezano za kompjutersku analizu, od modelovanja i simuliranja fizickih pojava do
statistickog prepoznavanja obrasca.

Generalno, metode estimiranja funkcije gustine raspodjele se mogu podijeliti na
parametarske i neparametarske metode [81-91]. Parametarske metode se zasniva-
ju na podacima na osnovu kojih estimiraju funkciju gustine raspodjele [82,86,87].
Tipican model pretpostavlja Gausovu raspodjelu, sto omogucava definisanje odgo-
varajuceg pravila odredivanja dva parametra koji karakterisu Gausovu strukturu
podataka. Nakon odredivanja funkcije gustine raspodjele, podaci za obuku vise nisu
potrebni, a izvedena relacija se koristi za pravilo odluc¢ivanja.

U nedostatku pocetnih informacija o raspodjeli, koriste se neparametarske me-
tode za estimaciju funkcije gustine raspodjele [83-85]. U maSinskom ucenju, ovo
podrazumijeva konstruisanje modela bez unaprijed definisane strukture podataka.
Neparametarske metode za estimiranje funkcije gustine raspodjele su posebno kori-
sne u situacijama kada raspodjela podataka odstupa od standardnih parametarskih
pretpostavki. Ovi pristupi se Siroko koriste u analizi podataka, masinskom ucenju i
obradi signala, gdje se vrse predikcije koristeci sve dostupne podatke i primijenjujuci
pravilo odluc¢ivanja koje uzima u obzir odnos izmedu novog podatka i cjelokupnog
skupa podataka za obuku. Najjednostavnija neparametarska metoda je histogram,
ali tacnost estimacije dobijene njime je ogranicena. Cesto korig¢ene neparametarske
metode estimacije funkcije gustine raspodjele uklju¢uju metodu najblizeg susjednog
odbirka (k-th Nearest Neighbor - KNN) [82,87,91], empirijsku funkciju raspodjele
(Empirical Distribution Function - EDF) i estimaciju gustine pomocu jezgara (Ker-
nel Density Estimation - KDE) [82,87].

Estimacija gustine pomocu jezgara (KDE) predstavlja metodu koja koristi glat-
ku, simetri¢nu funkciju - jezgro (kernel) koje se postavlja u svaku tacku podataka,

a zatim se sabiraju doprinosi od svake tacke ponaosob kako bi se formirala funkci-
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ja gustine raspodjele [82,87]. Ova metoda pruza oblik raspodjele podataka koji je
pogodniji za estimaciju od histograma. Poseban oblik estimacije gustine raspodjele
pomocu jezgara, u kojem se koristi fiksni prozor, kao jezgro, poznat je kao Parzenov
prozor (eng. Parzen window) [89,90]. Izbor prozorske funkcije i njene Sirine direktno
utice na tacnost estimacije.

Iako su softverske implementacije bile favorizovane zbog svoje fleksibilnosti, po-
stoji sve veca potreba za hardverskim implementacijama [92-101|. Konkretno, har-
dverske implementacije obezbjeduju znatno veéu brzinu obrade i poboljSanu rac¢un-
sku efikasnost, $to je posebno korisno za aplikacije u realnom vremenu i sisteme sa
visokim zahtjevima u pogledu performansi. Osim toga, hardverske implementacije
optimizuju koriséenje resursa kroz prilagodenu arhitekturu. Zbog toga, u ovoj glavi
se predlaze efikasno rjesenje za hardverske implementacije zasnovano na Parzenovom
prozoru i metode k-tog najblizeg susjednog odbirka. Predlozeno rjesenje je skalabilno

i nezavisno od veli¢ine signala.

5.2. Metodologija

Kada se posmatra Parzenov prozor, implementacija koja direktno slijedi iz ko-
raka algoritma bila bi veoma zahtjevna kako u pogledu sloZenosti hardvera (broja
komponenti), tako i u pogledu vremena obrade. Stoga ¢e fokus biti na mogucénost
implementacije hardverskog rjesenja koris¢enjem analognih kola, koja mogu efikasno
obraditi velike skupove podataka vezano za razlicite klasifikacione procese. Jedan
od ciljeva je ispuniti skalabilnost arhitekture u smislu broja klasifikacionih proce-
sa, Sto je takode razmatrano u ovoj glavi. Nakon hardverske realizacije Parzenovog
prozora, predlozena je realizacija digitalnog hardvera za KNN. Primjenjivost har-
dverskih rjesenja je demonstrirana preko realnih seizmickih signala (za Parzenov

prozor) i dvodimenzionih slika (za KNN).

5.3. Teorijska osnova - metode estimacija gustine

raspodjele

Za slu¢ajnu promjenljivu z, funkcija gustine raspodjele f(x) daje opis raspodjele

x. Za racunanje vjerovatnoce za x koristi se sljedeca relacija:

P(a<x<b):/bf(x)dx, Va < b (5.1)
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Neka je dat skup {X7i, X5, ..., X,,} slu¢ajno rasporedenih tacaka. Kada je f(z) ne-
poznat, njene osobine treba da se ocitaju koristeéi skup {Xi, Xs, ..., X,,}. Dakle,
estimacija funkcije gustine raspodjele predstavlja stvaranje aproksimacije gustine
raspodjele na osnovu posmatrane baze podatka.

Pretpostavimo da imamo beskonacnu sekvencu nezavisnih i identi¢no rasporede-
nih slu¢ajnih promjenljivih X, X5, ... sa nepoznatom gustinom raspodjele f. Cilj je
da se estimira f na osnovu konac¢nog slucajnog odbirka X, ..., X,,, gdjejen € N. U
kontekstu parametarske estimacije funkcije raspodjele, neophodno je prethodno zna-
nje o tome da li rapodjela odgovara odredenom obliku, kao sto je Gausova normalna
raspodjela N (i, 0%), gdje su u i 0? parametri koji se estimiraju. Dakle, cilj je da se
Sto tacnije estimira raspodjela parametara na osnovu posmatrane baze podataka.

Neparametarske metode estimiraju PDF na osnovu skupa nezavisnih i identic-
no rasporedenih odbiraka. Najjednostavnija neparametarska metoda za estimaciju
PDF-a je histogram. Ova metoda dijeli domene u intervalima i broji odbirke n; koji
upadaju u dati interval. Na primjer, ako promjenljiva X pripada intervalu [a, ],

onda je on podijelen u M nepreklapajucih intervala ¢ija je Sirina [, data sa [100]:

b—a
[bin: M

(5.2)

Sirina intervala predstavlja parametar glatkosti histograma. Naime, glatkiji histo-
grami imaju vece vrijednosti Sirine intervala, dok manje vrijednosti dovode do hi-
stograma sa vec¢om varijabilnoscéu.

Za zadate slucajne odbirke Xj, ..., X,, i Sirine intervala [xy, xj11], lokalna vjero-

vatnoca gustine se dobija kao [100]:

~ Ny
flz) = il za xp < X < Ty (5.3)

gdje n, oznacava broj odbiraka u datom intervalu, n je ukupan broj odbiraka, Sirina
intervala ly;, = 11 — 2k, A f oznacava estimaciju za funkciju gustine raspodjele f.

Histogram omogucava jednostavnu implementaciju i jasnu vizualizaciju. Medu-
tim, ima odredena ogranicenja, kao $to su nedostatak glatkoc¢e zbog diskontinuiteta
na prelazima izmedu intervala. Takode, racunska sloZzenost znac¢ajno raste sa poveca-
njem broja promjenljivih [85,86,100]. Ova ogranicenja su podstakla razvoj sloZenijih
metoda koje efikasnije rjeSavaju ove probleme. U tom smislu, razmatra¢emo naj-
prije metodu k-tog najblizeg susjednog odbirka. Ova metoda estimira gustinu na
poziciji x razmatrajuéi k-tu distancu di, tj. distancu izmedu tacke interesa i tacke
na odredenoj udaljenosti k. Medutim, izbor veli¢ine te udaljenosti moze da utic¢e na

preciznost estimacije gustine raspodjele. Cijeli broj k je izabran da bude znatno ma-
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nji od veli¢ine skupa podataka n. Ako je broj odbiraka n, onda se za k ¢esto uzima
k ~ y/n [82]. Kod vigedimenzionih podataka, hipersfera se formira koris¢enjem dy

kao njenog radijusa, a funkcija gustine raspodjele f(z) moze da se estimira kao [82]:

- k

flz) = Vond?(2) (5.4)

gdje n je ukupan broj odbiraka, a Vp zapremina jedini¢ne sfere. Ako se distanca
izmedu dvije tacke oznadi sa d, di(x) < ds(x) < ... < d,(z), onda je za jednodimen-
zioni slucaj Vp = 2, pa se onda estimacija gustine k-tog najblizeg susjednog odbirka

moZe rac¢unati prema sljedecoj relaciji [82]:

P k

flz) = Indp(2) (5.5)

gdje di(x) oznacava distancu od z ka k-toj najblizoj tacki.
Da bismo dosli do forme Parzenovog prozora, posmatrajmo generalizaciju histo-
grama. Ako slu¢ajna promjenljiva z ima gustinu raspodjele f, onda vazi sljedeca

relacija:
1

h—0
Za dato h, moguce je estimirati P(z —h < X < x + h) odredivanjem broja odbirka
koji upada u interval [z — h,z + h]. Jednostavni estimator se dobija za malo h i za
nekoliko X1, ..., X, koje upadaju u interval [z — h,z + h] [82]:

A~ n:l)

fla) = 5= (57)

gdje n, broj odbiraka u intervalu [x — h,x + h].

Koristedi tezinsku funkciju, prethodna relacija moze biti realizovana u obliku:

A 1 & ¢ o 1/2, ako |z| <1
for= o (T atede v = (5:5)

0, ostalo

Prethodna relacija predstavlja osnovu za razvoj estimatora zasnovana na funkciji
jezgra. Jedan od najpogodnijih jezgarnih estimatora gustine raspodjele je Parzenov

prozor.
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5.4. Metoda Parzenovog prozora i njena implemen-

tacija u klasifikaciji signala

Da bi se poboljsala glatkost tezinske funkcije kod jednostavnog estimatora, ko-
risti se funkcija jezgra. Naime, teZzinska funkcija w u jednostavnom estimatoru je
zamijenjena glatkim simetri¢nim jezgrom K. Uticaj jezgra je maksimalan na pozi-
ciji tacke x = X;, dok se sa njene lijeve i desne strane smanjuje. Dakle, estimator

na bazi funkcije jezgra se moze definisati kao [100]:

f(a) = n—lh Xn; K ("’3 _hX> (5.9)

+oo
K(t)dt =1 (5.10)

Ako zapiSemo funkciju jezgra kao Kj(x) = K (¥), onda se prethodna relacija moze
zapisati kao:

flz) = %ZKh(x - X;) (5.11)

Parametar h utice na glatkost predstavljanja PDF-a i zove se Sirina prozora. Ma-
nja Sirina prozora unosi Sum u prikaz estimiranog PDF-a, a za Sirok prozor postoji
rizik od maskiranja vaznih karakteristika u gustini raspodjele. Estimirana funkcija
gustine raspodjele dobija se postavljanjem tezinske funkcije jezgra u svaku tacku
podataka, nakon ¢ega se rac¢una srednja vrijednost.

Metoda Parzenovog prozora je specifi¢ni tip estimacije zasnovana na jezgru, kod
koga je funkcija jezgra (prozora) fiksna [89,90,100,101]. Umjesto da se direktno kla-
sifikuju odbirci podataka, Parzenov prozor estimira PDF da bi obezbijedio uvid u
raspodjelu podataka. Ovo ukljucuje centriranje prozora na svaku posmatranu tacku
i racunanje tezinske srednje vrijednosti unutar prozora, umjesto da se samo izbroje
odbirci unutar prozora. Sa neogranic¢enim brojem odbiraka, ova metoda konvergira

ka tacnoj gustini raspodjele.
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Jezgro (kernel) je simetri¢na funkcija koja zadovoljava sljedeée uslove [100]:

K(z) > 0,Vz (5.12)
K(z) = K(—2),Va (5.13)
/ K()dz = 1 (5.14)
/K2(x)da; < 00 (5.15)
/K(:L’)]x\3dx <o (5.16)

Ako je funkcija jezgra Gausovog oblika, imamo [100]:

K (x _hX) _ \/;_ﬂe—é(%xi)z’ (5.17)

Cesto koriséene funkcije prozora su pravougaona i trougaona. Pravougaona Par-

zenova prozorna funkcija K se dobija i definisana je kao:

— X, 1, zal|lz—X;| <% i=1,.k
K (”3 ) - | <2 (5.18)
h 0, ostalo

gdje k oznacava broj odbiraka koje prozor okruzuje, a n oznacava ukupan broj

odbiraka. Estimirana gustina raspodjele za pravougaoni prozor se dobija kao:

iy =M (5.19)

gdje je broj odbiraka unutar prozora:

k= Z:; K (CE _hX> (5.20)

5.4.1 Primjena Parzenovog prozora na primjere klasifikacije

Primjena metode Parzenovog prozora za estimaciju gustine raspodjele u klasifi-
kacionom zadatku je opisana u nastavku [100]|. Bez gubljenja opsStosti, razmatramo
pojednostavljeni slucaj pretpostavljajuci dva razlicita procesa: proces P; prac¢en tre-
ning signalom x1, i proces P, pracen trening signalom zs. Vrijednost odbirka y treba
klasifikovati, odnosno dodijeliti procesu P; ili P,. Koristi se pravougaoni prozor, kao
u jednacini (5.18), a broj odbiraka unutar prozora za P; i Py (k1 1 ks, respektivno)

ra¢una se prema jednacini (5.20).
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Ista procedura je primijenjena kada imamo N procesa.

Ogranicenja: Ako je posmatrani proces karakterisan nepreklapaju¢im PDF-om,
onda za |k — ko| > £, £ oznacava minimalni razmak koji obezbjeduje pouzdanu kla-
sifikaciju. S druge strane, kada |k; — ks| < £ rezultat moze biti dvosmislen. Medutim,
ovo je relevantno samo kada se posmatra klasifikacija za jedan odbirak. U sluc¢aju

sekvence odbiraka, veéina njih se moze precizno klasifikovati.

5.5. Hardversko rjesenje za Parzenovu estimaciju gu-

stine raspodjele

U aplikacijama u kojima se koristi statistika protoka podataka, neophodna je
obrada u realnom vremenu velikom brzinom. Shodno tome, estimacija PDF-a treba
da bude implementirana pomoc¢u hardverskih rjesenja. Stoga, u ovom poglavlju je

predlozena efikasna hardverska implementacija za Parzenov prozor [100].

Algorithm 4 Hardverska klasifikacija Parzenovim prozorom
1: Ulazi:

) Pr:ay=[z1(1), 21(2), ..., 21 (n)]
II) P2 Xy = [{lfg(l),l’Q(Q), ,Ig(n)}
III) y - odbirak za klasifikaciju

2: Pridruzivanje odbirka y odbircima x; i x5 kao:
lejsort = SOI't{LEl U {y}}

xgsort = SOTt{ZL‘Q U {y}}

3: Racunanje broja odbiraka unutar prozora:
b=z €2l |y — A<z <y+A}

k2:’{xexgsort‘y_A<m<y+A}‘

gdje je A =h/2
4: Ako je k1 > ko, onda je y € Py; inace y € P,; na sljededi y

U rjesenju datom na slici 5.1 klasifikacija odbiraka ulaznog signala je izvrSena
koriste¢i Parzenov prozor. Posmatrana su dva scenarija: prvi kada je neophodno

izvrsiti odabiranje ulaznog signala (slika 5.1a)) i drugi kada je signal ve¢ odabran i
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odbirci su proslijedeni kolu za selektovanje (slika 5.1b)) [100].

Struktura hardvera se sastoji od:
e Ulaznog dijela za podatke

e Klasifikacionog dijela

e Dijela za prikupljanje podataka

e Relaksacionog oscilatora

5.5.1 Ulazni dio - skladistenje i oc¢itavanje podataka

Ulazni djelovi arhitekture su prikazani i oznaceni na slici 5.1. Dakle, odbirci
procesa Py, ..., Py se skladiste po blokovima. Sa druge strane imamo dio kola preko
kojeg se dovode odbirci signala, za koje treba izvrsiti klasifikaciju. Razmatran je
slucaj kada se vrsi klasifikacija za analogni signal, pa se u skladu sa tim koristi kolo
za odabiranje, kao i slucaj kada vrsimo klasifikaciju ve¢ odabranog digitalnog signala
(slika 5.1b). Blokovi za P, ..., Py se sastoje od sample-and-hold pojacavaca.

Integralni dio arhitekture je relaksacioni oscilator, koji kontrolise njen rad. Dok
god ENABLE signal oscilatora nije aktiviran, arhitektura ostaje neaktivna. Prije
aktivacije ENABLE signala, odbirci se skladiste u blokovima Proces 1, .... Proces
N, a ulazni signal se dovodi u arhitekturu. Kada se ENABLE signal aktivira, on

generiSe impulse na izlazu oscilatora, ¢ime se pokrece rad arhitekture.

INPUT DATA CLASSIFICATION PART DATA ACQUISITION PART
e e i o 1
’ N L :
] ] [}

i | Process1 | 1 Comparator 5 ;! Oscillator 4 3 L
! block ! block ke Y pulse o=z '
| o !
! | 1 < ! | counter Zz 5 !
H Samples of | H : . w |
1 process 1 H | ] ! '
] ! | [}
! 1 ! I H i
1 | ) | [}
i A ) +AV[ ] o [ Process 1 !
] I F- Sl counter I
! Signal for | i FEIN [ :
: sampling i : § S AV ﬁ o : : :
) - ]
| ) | ! \ |
H ! H | N Result !
: : o data !
! | Process N ' ! o I
| block ; | Comparator 5 ! ! '
]
block 3 | !
1 ) [}
1| Samples of j,:{} N < ! H Pzgc‘:]‘:f:rz :
i | processn [ 1 W N u :
1
.t | e !
[}
[}
[}
[}
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Slika 5.1: Arhitektura za realizaciju klasifikatora zasnovanog na Parzenovom prozoru

5.5.2 Klasifikacioni dio u predlozenoj arhitekturi

Klasifikacioni dio se sastoji od:

- Kola za odabiranje ili kola za selektovanje odbirka (zavisno od tipa signala,

analogni ili digitalni)
- Kola za inkrementiranje (+AV') i dekrementiranje (—AV)
- Komparatorskih blokova
- Sabiraca
- Blokova za odlucivanje

U slucaju da signal nije odabiran, koristi se kolo za odabiranje. Sema kola za odabi-
ranje je data na slici 5.2. Fundamentalna komponenta ovog kola je sample-and-hold
pojacavac.

Kolo za odabiranje uzima odbirak ulaznog signala i zadrzava ga na izlazu dovolj-
no dugo da bi se izvr§ila estimacija PDF-a. CR kolo funkcionige kao diferencijator,
koji definiSe vrijeme tokom kojeg sample-and-hold pojacava¢ (SHA) ostaje u stanju

odabiranja. Naime, CR kolom se moze podeSavati ovo vrijeme.
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Slika 5.2: Kolo za odabiranje

Odbirak signala na izlazu ovog kola oznacen je sa DfC (Data for Classification),
kao na slici 5.2.
Signal odabiran kolom na slici 5.2 se dovodi na kolo za selektovanje odbiraka

(Sample Select Circuit - SSC), prikazano na slici 5.3.

DfCO (Data/Sample for

Classification 0) 2
0SC SIG INouT)
@_ First stage Ve
DfCi SfC
IN ouT) Selected
n V. sample for
COUNTER | Intermediate < Classification
stage :
DfCm 1 |
IN OUT|
Ve
Last stage

Slika 5.3: Kolo za seletkovanje odbiraka

Ovo kolo se sastoji od oscilatora, dekadskog brojaca 4017, logickih AND kola i
analognih prekidaca i ovdje se kolo pobuduje ulaznom ivicom signala iz oscilatora.
Dekadski broja¢ (kad je aktivan) ima samo jedan izlaz na visokom naponskom ni-
vou. Visok naponski nivo na izlazu brojaca 4017 zatvara analogni prekidac¢, ¢ime se
obezbjeduje da selektovani odbirak bude proslijeden dalje.

Kako bismo izbjegli operaciju sortiranja, koja je poznata po svojoj racunskoj
zahtjevnosti, koristi¢emo specificnu analognu hardversku implementaciju. Shodno
tome, prvi korak je izrac¢unavanje granice A koja se odnosi na funkciju prozora u

Pazenovom pristupu:

y+A=DfC+AV = DfC+ (5.21)
y—A=DfC—AV =DfC— (5.22)
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Zatim se za svaki proces odbirci z; uporeduju (unutar komparatorskog bloka) sa

DfC+ i DfC— (paralelna realizacija) za i = 1, ..., n, generisudi izlaz kao:

1, s EDfC—,DfC+
Counl(:) = w0 @ € [DfC=, DfCH] (5.23)
0, ostalo

Na kraju je neophodno izbrojati vrijednosti ,,1” na izlazu komparatora koristeci

analogne sabirace:

Sum(z;) = Z Clout () (5.24)

Stoga, prema relacijama (5.21) i (5.22), DfC' je pridruzen ulazu kola za inkre-
mentiranje/dekrementiranje, prikazanom na slici 5.4 (£AV naponski korak koji se
vezan sa Sirinom Parzenovog prozora). Kolo ima dva izlaza: DfC+ i DfC—. Na iz
lazu D fC'+ dobija se vrijednost: D fC'+ = D fC'+ AV, dok na izlazu D fC'— imamo:
DfC— = DfC — AV. Rezultati DfC+ i D fC— su proslijedeni komparatorskom
bloku. Napomenimo da se vrijednost AV, koja se odnosi na Sirinu prozora, zadaje

empirijski. U eksperimentu je koriS¢ena vrijednost AV = 0.1.

R R

R
+
DfC AV
— POT R R
R

R [” DfC-

<

R

R

Slika 5.4: Kolo za inkrementiranje i dekrementiranje odbirka za vrijednoséu +AV i
—AV

Komparatorski blok je prikazan na slici 5.5 i isti je za svaki proces (klasu) z,
a u skladu je sa (5.26)). Neka je vrijednost svakog odbirka iz procesa = oznacena
kao PxSi. Ova vrijednost se uporeduje sa DfC+ i DfC—. Ako je PxSi manji od
DfC+ iveéiod DfC—, naizlazu NOR kola (slika 5.5) pojavljuje se visok naponski
nivo. U svim drugim slucajevima, naponski nivo na izlazu NOR kola biée nizak.
Konaé¢no, broj NOR kola sa visokim naponskim nivoom odgovara broju odbiraka
iz procesa z ¢ija je vrijednost unutar opsega DfC— < PxSi < DfC+, ili unutar
opsega od £10% od vrijednosti odbirka D fC' [100].
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PxSn RfPxSn

DFC-

Slika 5.5: Komparatorsko kolo

Izlazi NOR kola u bloku komparatora oznaceni su kao RfPxSi. Ove oznake ¢e
biti koris¢ene u daljem opisu arhitekture. Izlazi NOR kola iz komparatorskog bloka

(RfPxSi,i € [1,...,n]) dalje se proslijeduju na ulaze analognih sabiraca (slika 5.6).

RPxSO 33R

33R
RfPxS1 33R

RiPxs31 R
%\/\/\/—

RfPXSi 33R

—_— A—
RfPxSi+1  33R
e | 23R ~ SfPx
H +
’ J‘ b Sum for
33R

RfPxSi+31 . Process x
—_A N .

RfPxSn-31  33R

RfPxSn-30 33R

33R

RfPxsn R

Slika 5.6: Kola za sabiranje visokih naponskih nivoa sa izlaza komparatora

Analogni sabira¢i su implementirani koriS¢enjem invertujué¢ih pojacavaca, kao
Sto je prikazano na slici 5.6. Analogni napon dobijen na izlazu sabiraca (SfPz —
suma za proces x) direktno je proporcionalan broju NOR kola u komparatorskom
bloku koja imaju visok naponski nivo na izlazu. Za proces koji ima najvec¢i broj
visokih naponskih nivoa na izlazima NOR kola, izlazni analogni napon ¢e biti naj-
veéi. Predlozena arhitektura moze da ima do 1024 izlaza NOR kola. Arhitektura je
skalabilna i moZe se prosiriti ili smanjiti prema potrebnom broju ulaza [100]. Na

izlazu bloka komparatora nalazi se blok za odlucivanje, oznacen kao Resolving block.
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Za slucaj dva procesa, blok za odlu¢ivanje (Resolving block) je veoma jedno-
stavan i sastoji se od samo jednog komparatora, kao sto je prikazano na slici 5.7.
Odluka se donosi na jednostavan nacin: ako je izlazni napon komparatora visok, veca

je vjerovatnoca da odbirak pripada Procesu 1, u suprotnom, pripadaé¢e Procesu 2.

SfP1

+ Decision for current sample

SfP2

- HIGH — Belong to Process 1
LOW - Belong to Process 2

Slika 5.7: Blok za odlucivanje

Slozenost komparatorskog bloka se blago povecéava kada je potrebno donijeti
odluku uzimajuéi u obzir vise procesa. Na slici 5.8 je prikazan blok za odlucivanje
za slucaj Cetiri procesa.

Neka signali koji oznacavaju pripadnost odbirka odredenom procesu budu ozna-
¢eni kao AP;, gdje je i € {1,...,4}. Izlazi komparatora K;,j € {1,2,3} odreduju
pripradnost odbirka nekom specificnom procesu u skladu sa tabelom 5.1. Visok na-
ponski nivo na izlazu komparatora oznacen je sa 1, dok je nizak naponski nivo
oznacCen sa 0. Na osnovu podataka iz tabele 5.1, mogu se lako identifikovati slje-

de¢e Bulove relacije koje povezuju signale AP, (i € {1,...,4}) i komparatore K;
(7 €{1,2,3}):

AP, = K, K, AP, = K K3

- o (5.25)
AP, = Ky K3, AP, = Ky K5

IN OUT

SfP1

SfP2

b;

SfP3

StP4

Slika 5.8: Blok za odlucivanje za Cetiri procesa
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Slika 5.9 pokazuje realizaciju bloka za odlucivanje za slu¢aj osam procesa. Bulove

relacije koje povezuju signale AP;,i € {1,...,8} 1 K;,j € {1,...,7} u ovom slu¢aju

Ssu.
AP, = K1 K5 K7, AP, = K1 K5 K
APy = KoK Ko, APy = K) KKy (5.26)
APy = K3KoK7, APy = K3KoKy '
AP, = K, KoKq, AP = K KoKo

K| Ko | Ky | AP

00| 0|AP
00| 1|APR
0 1] 0 |AP
0 1] 1|AP
1] 0] 0AP
10| 1]|AR
1] 1] 0]APR
1] 1] 1]AR

Tabela 5.1: Tabelarni prikaz logicke funkcije signala AP; u zavisnosti od K

Poslednji dio arhitekture je segment za dobijanje podataka (Data acquisition
part). Ovo je digitalni dio arhitekture koji prima podatke sa izlaza klasifikacionog
segmenta, skladisti ih i ¢ini dostupnim za dalju obradu u cilju donoSenja odgovara-
jucih odluka. Kao sto je prikazano u blok dijagramu predlozene arhitekture, segment
za prikupljanje podataka je dizajniran da zabeljezi rezultate estimacije odbiraka ula-
znog signala, izbroji koliko odbiraka pripada pojedina¢nim procesima i da generise
STOP signal za zavrSetak rada arhitekture [100]. Ovaj dio se moze implementirati
softverski ili hardverski. U ovom radu, glavni fokus je na analognom dijelu, koji

predstavlja kljucni doprinos predlozene arhitekture.

5.6. Evaluacija predlozenog hardverskog rjesenja

Simulacija analognog dijela predlozene arhitekture izvrsena je koriséenjem PSpice
softvera, verzija OrCad 22.1. Vazno je naglasiti da je evaluacija predlozenog hardver-
skog rjeSenja sprovedena koriséenjem jednostavnih, standardnih i Siroko dostupnih
kola [100].

Blokovi ulaznih odbiraka sastoje se od sample-and-hold pojacavaca, koji skladi-
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Ste vrijednosti odbiraka procesa. U simulaciji, AD783 sample-and-hold pojacavaci
su koriSteni sa tipi¢nim vremenima akvizicije do 0.01% 250ns ili do 0.1% 200ns.

U simulaciji kola za selektovanje odbiraka (Sample Select Circuit) koriséen je
dekadski broja¢ 4017 sa maksimalnim vremenom prelaza od 22 ns, zajedno sa ana-
lognim prekida¢em MAX4645, ¢ije je tipi¢no vrijeme zatvaranja kontakta 12 ns, a
vrijeme otvaranja kontakta 8 ns. Za simulaciju inkrement-dekrement kola, kao i za
simulaciju analognog sabiraca, koris¢en je ultrabrzi operacioni pojacava¢ LT1191, sa
vremenom relaksacije (do 0.1%) manjim od 110 ns. U simulaciji komparatora i bloka
za donoSenje odluka (Resolving Block) koris¢eno je komparatorsko kolo LT1394, sa
brzinom odziva od 7 ns.

Za logicko NOR kolo u simulaciji koriséeno je MC74HC1G02 NOR kolo, sa ukup-
nim ka$njenjem manjim od 20 ns. U simulaciji bloka za donogenje odluka ( Resolving
Block), MAX4645 je koris¢en kao analogni prekidac.

Specifikacija brzine rada pojedinih djelova hardvera je:
- Potrebno vrijeme za odabiranje ulaznog signala je manje od 40ns (slika 5.2)

- Inkrementiranje/dekrementiranje nivoa napona iz izlaza kola selektovanja je

izvr§eno za manje od 270ns (slika 5.4)

- Naponski nivoi na izlazu komparatorskih blokova (slika 5.5) su uspostavljeni

za manje od 30ns

- Kumulativni naponski nivo na izlazu sabiraca (slika 5.6) je uspostavljen za

manje od 170ns

- Naponski nivo na izlazu bloka za odlucivanje za dva procesa je dobijen za
7ns, za Cetiri procesa za manje od 40ns i za 16 procesa za manje od 70ns

respektivno.

Dakle, pokazuje se da je ukupno vrijeme potrebno za klasifikaciju jednog odbirka
manje od 420ns. Ovo znaci da predlozeni hardver moze obraditi preko 2 miliona
odbiraka u sekundi, Sto dalje implicira da moze biti pogodan ¢ak i za obradu viso-
korezolucijskih slika u realnom vremenu. Ovaj pristup otvara moguénost primjene
Prazenovog pristupa klasifikacije i smislu poboljsanja performansi neuralnih mreza
koje rade sa velikim koli¢cinama podataka.

Dodatna poboljsanja mogu se postic¢i koriséenjem specijalizovanih i optimizova-

nih kola, $to ¢e biti dalje razmatrano u tekstu.
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Slika 5.9: Blok za odlucivanje za slucaj osam procesa

5.6.1 Diskusija rezultata

U cilju verifikacije efikasnosti rjeSenja, posmatracemo poredenje predloZene ar-
hitekture za tri sluc¢aja koje ¢emo opisati u ovom poglavlju.

Prvi slucaj: za poredenje éemo razmatrati slucaj analognog kola, koji ukljucuje
operaciju za sortiranje. Posmatrana je implementacija koriste¢i Bitonsko sortiranje.
Za PSpice simulaciju koriste¢i analogno bitoni¢ko (eng. Bitonic) sortiranje za 1024
odbiraka je potrebno dodatnih oko 1000ns, tj. 2.5 puta viSe vremena za procesuira-
nje u poredenju sa predloZenim rjeSenjem sa standardnim kolima.

Drugi slucaj: izvrsi¢emo poredenje sa softverskom realizacijom. Vazno je napo-
menuti da softverska realizacija u velikoj mjeri zavisi od takta procesora. U ovom
eksperimentu, softverski kod se izvrsava na CPU-u sa frekvencijom od 4 GHz. Vri-
jeme potrebno za obradu 1024 odbiraka prelazi 150us, jer operacija sortiranja sama
po sebi zahtjeva 112us. Shodno tome, softverski algoritam zahtjeva priblizno 300
puta duZe vrijeme obrade u poredenju sa predlozenim hardverskim rjeSenjem.

Treci slucaj: Predlozeno hardversko rjesenje se moze dodatno poboljsati u smislu
vremena izvrSenja koriste¢i napredne i brze analogne komponente, umjesto stan-

dardnih. Na primjer:

- umjesto sample-and-hold pojacavaca AD783 moze se koristiti HMC661LC4B

sa vremenom akvizicije od 3ns,

- umjesto analognog prekidaca MAX4645, mogu se koristiti brza kola ADG918,
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- operacioni pojacava¢ LT1191 se moze zamijeniti sa LMH6702 da se smanji

vrijeme smirivanja na 0.2ns,

- komparatorsko kolo LT1394 se moze zamijeniti sa ADCMP580 da bi se sma-

njilo vrijeme smirivanja na 0.2ns,

- logicko NOR kolo MC74HC1GO02 se mozZe zamijeniti sa 74AC02 da bi se sma-

njilo vrijeme propagacije na 3.5ns

Ukupno vrijeme za klasifikaciju jednog odbirka se svodi sa 420ns na 50ns.

Kada se uporeduju analogne verzije sa naprednim digitalnim implementacijama,
izvrSenje je i dalje vise nego duplo manje u sluc¢aju predlozenog rjesenja. Staviée,
digitalni sorteri u ovom sluc¢aju su prili¢no zahtjevni u pogledu broja logickih kola
(1,6 miliona kola za 1024 odbiraka), §to znac¢i da su potrebni vrlo napredni ¢ipovi

(npr. Stratix 10 serija).

5.7. Eksperimentalni rezultati za realne seizmicke

signale

Efikasnost Parzenovog pristupa estimacije gustine raspodjele je prikazana za slu-
¢aj realnih signala. Posmatran je slucaj signala koji ima odredeno statisticko pre-
klapanje.

Dakle, razmatramo dvije vrste signala: vjestacke vibracije izazvane razli¢itim
vozilima i prirodne seizmicke vibracije izazvane zemljotresima [100]. Razli¢ite vrste
vibracija su koriSéene za proces obuke, kao na primjer vibracije pri polijetanju avi-
ona ili prolasku kamiona. Odbirci su snimljeni koristeé¢i senzore vibracija. Procesi
za obuku su definisani kao Proces 1 koji sadrzi 10000 odbiraka razli¢itih seizmickih
signala i Proces 2 koji sadrzi 10000 odbiraka razli¢itih vibracija vozila. Klasifikacija
je odradena za sekvence od 800 odbiraka koji pripradaju nepoznatom testnom sei-
zmickom signalu.

Na slici 5.10(a) prikazan je seizmicki signal. Klasifikacija se vrsi pojedinacno za
svaki odbirak. Crvena linija na slici 5.10(b) predstavlja tacno klasifikovane odbirke
u poredenju sa originalnim signalom (plava linija). Rezultati pokazuju da je kod
seizmicke vibracije 97,9% odbiraka tacno klasifikovano, dok je 2,1% odbiraka pogre-
$no klasifikovano. Na osnovu ovih numerickih rezultata mozemo zakljuciti da signal
pripada kategoriji prirodnih seizmickih vibracija [100|. Takode, moze se uociti da
je ovaj pristup pogodan za detekciju niskofrekvencijskih djelova seizmickih signa-

la. Konkretno, za testirane niskofrekvencijske seizmicke signale (sa frekvencijskim
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komponentama u opsegu od 1 do 3 Hz), svi odbirci su ta¢no klasifikovani (100%

uspjesnosti).
02F ' ' ' ' ' ' ' '
0 ""vawwfv“{wﬂh‘m4\‘%\“%4{'«/\;-.\\\44{.}\\ WWM‘J“'\WN“WVA‘W&AMM
021 .
100 200 300 400 500 600 700 800
02F |
0 ——--——~wMWMWAM‘MWMM~MMWV'WA“AWWMWM ]
02} .

100 200 300 400 500 600 700 800

Slika 5.10: Gornja slika: test signal; donja slika: Odbirci ta¢no klasifikovani (crveno)
kao seizmicki signal

Dodatno, Tabele 5.2 i 5.3 prikazuju rezultate nekoliko eksperimenata u kojima su
kao test signali koriS¢eni razli¢iti seizmicki i vibracioni signali. Rezultati iz Tabele
2 odnose se na seizmicke signale koji su koriséeni kao test signali, dok Tabela 3

prikazuje rezultate u slucaju kada su vibracioni signali vozila koris¢eni kao test

signali.
| % odbiraka klasifikovano | % odbiraka klasifikovano
Test signali o . . .
o kao seizmicki signal kao signal vibracije
(seizmicki) . .. : .
(tacna klasifikacija) (pogresna klasifikacija)
Signal 1 97.88% 2.12%
Signal 2 98.55% 1.45%
Signal 3 99.34% 0.66%

Tabela 5.2: Rezultati klasifikacije test signala.
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. | % odbiraka klasifikovano | % odbiraka klasifikovano
Test signali ) ) .. IO
) B kao signal vibracije kao seizmicki signal
(vibracije) ) B i .
(tacna klasifikacija) (pogresna klasifikacija)
Signal 1 94.76% 5.24%
Signal 2 95.90% 4.10%
Signal 3 99.14% 0.86%

Tabela 5.3: Rezultati klasifikacije test signala

5.8. Metoda k-tog najbliZzeg susjednog odbirka

U ovom poglavlju ¢emo predloziti arhitekturu za realizaciju metoda k-tog naj-
blizeg susjednog odbirka za estimiranje PDF-a. Naime, iako su softverske realizacije
fleksibilne, hardverske implemetacije obezbijeduju veéu brzinu racunanja i optim-
mizaciju resursa, kao sto je to pokazano u slu¢aju Parzenovog prozora. Hardversko

rjeSenje je zasnovano na ranije navedenoj relaciji za jednodimenzioni slucaj:

k

= D (5.27)

p(z)
U primjerima ¢e biti koriSten trodimenzioni slu¢aj kada se ukupna vjerovatnoéa racu-
na kao proizvod vjerovatnoca svake od komponenti. Stoga je i takva implementacija

bazirana na jednodimenzionim sluc¢ajevima.

5.8.1 Arhitektura hardvera za KNIN

Arhitektura hardvera metode KNN se sastoji iz tri komponente: ulazni dio za
podatke, dio za sortiranje i selektovanje i dio za donoSenje odluka. Arhitektura je
prikazana na slici 5.11.

Dio za ulazne podatake je odgovoran za smijestanje ulaznih sekvenci i parametara

neophodnih za obradu KNN algoritma. U njegov sastav ulaze sljede¢e komponente:

- Memorijski moduli: Smijestaju sekvence za obuku (Proces 1 i Proces 2) koje

predstavljaju razli¢ite klase ili procese u klasifikaciji (slika 5.11 i 5.12).
- Test odbirak: Ulazni test odbirak koji se klasifikuje.

- Parametar K: Ovaj parametar odreduje broj najblizih susjednih tacaka za

klasifikaciju
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Iz ulaznog dijela, podaci se Salju ka dijelu za sortiranje i selektovanje na dalju obradu.

Dio za sortiranje i selektovanje sortira sekvence za obuku. Stoga, ovaj dio se sastoji

iz:

- Sortera: jedan sorter za svaki proces. Pretpostavili smo da imamo dva procesa,
odnosno dva kola za sortiranje. Pozicija test odbirka unutar sortirane sekvence
se oznaCava sa i,, gdje je p = 1,2. Metode za sortiranje, npr. digitalni sorteri,
kao Sto je bitonicki digitalni sorter, se moze implementirati.

- Tabele pretrazivanja: jedna tabela pretrazivanja po procesu. Tabele pretrazi-
vanja pomazu u Cuvanju preracunatih vrijednosti ili drugih relevantnih infor-
macija da bi se olaksalo efikasno selektovanje.

- Kola za selektovanje: Svako kolo za selektovanje identifikuje i selektuje K naj-
blizih susjednih tacaka iz sortirane sekvence. Kolo za selektovanje odreduje
granice brojaca (ig”per i ié"w”, p = 1,2,...) kojim se uklju¢uju relevantne su-
sjedne tacke.

INPUT DATA PART SORTING AND SELECTION PART DECISION MAKING PART
____________ | V—____________________________________________"‘ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
i MEMORY ! i l

MODULE = T '
| wr1 ippers | |
| TRAINING o SELECTION | iz+(K-1)/2 | ! | winbow :
: SEQUENCE SORTER CIRCUIT fi’owe' = : : SIZE i : SAMPLE
I | PROCESS 1 1| ; i | | BELONGS
: 1 i-(K-1)/2 1] 1 n<ht | To
| | TEST SAMPLE |— L L L
| L Q-bit i
i K i comP |

|
! | NUMBER OF |_ e | | hi>hs | [ campie
| (REiEaRE i M - ey | | BELONGS
| | NEIGHBOURS L SELECTION | 2+ (K-1) /2 | | WINDOW | 1o
i SORTER CIRCUIT [ Jower — Ty h; L
\ > = Iy SIZE  S— | | PROCESS2
| MEMORY 2 " by [ —
! | MoDULE L] 2 i2-(K-1)/2 L 5 !
i LUT 2 ! !
| TRAINING - I .
: SEQUENCE ; : :
I PROCESS 2 ! ! !
| I

Slika 5.11: Blok Ssema predlozene arhitekture za jednodimenzioni slucaj

Izlazni podaci kola za selektovanje su proslijedeni ka dijelu za donoSenje odluka pri
klasifikaciji. U ovoj fazi se vrsi konac¢na klasifikacija rac¢unanjem distance i upo-
redivanjem. Ovaj dio ukljucuje: izra¢unatu Sirinu prozora (Prozor 1 i 2) i Q-bitni
komparator pod pretpostavkom da su signalni predstavljeni sa  bita.

Arhitektura za trodimenzioni slu¢aj (recimo, za sliku u boji) se moze jednostav-
no realizovati na osnovu jednodimenzionog slucaja, proSirujuéi funkcionalnost za
obradivanje podataka u tri dimenzije (R, G i B ose). Ovo prosirenje uvodi dodatnu

kompleksnost dok ¢uva modularnost i kompjutersku efikasnost originalnog dizajna.
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Arhitektura za trodimenzioni slucaj je prikazana na slici 5.12. Razdvojena je na tri
glavne faze, kao za jednodimenzioni slucaj: dio za ulazne podatke, dio za sortiranje
i selektovanje i dio za odluc¢ivanje.

Struktura za ulazne podatke je prilagodena da omoguéi trodimenzione ulaze.
Predvideni su memorijski moduli za tri dimenzije, npr. u sluc¢aju slike za kanale boja
R, G i B. Parametar K, predstavlja broj najblizih susjednih odbiraka i konzistentan
je za sve dimenzije. Ova modularna organizacija omogucava nezavisno obradivanje
svake dimenzije, zadrzavajuéi skalabilnost.

Za svaki kanal (R, G i B), operacije za sortiranje i selektovanje su izvrSene ne-
zavisno. Ovakva paralelna primjena obraduje visedimenzione podatke istovremeno
obezbjedujuéi minimalno kasnjenje.

Dio za odlucivanje koristi rezultate za svaku od dimenzija da bi pridruzio test
odbirak najprikladnijoj klasi. Za svaki proces (p = 1,2), 8irine prozora su rac¢unate
odvojeno za R, G i B dimenzije. Ove Sirine prozora se mnoze, daju¢i kumulativnu
mjeru za svaki proces. IzvrSena mjerenja za procese p = 11 p = 2, oznacena kao h
i hy se porede. Proces sa manjom mjerom 7, je selektovan kao proces kome pripada

test odbirak. Dakle, proceduru odluke mozemo prikazati kao:

Proces 1, ako je hy < ho
Odluka = (5.28)

Proces 2, ako je hy > ho

U nastavku ¢emo detaljnije opisati pojedine djelove arhitekture.

Blok za selektovanje: Dio za sortiranje i selektovanje sa slike 5.12 se sastoji
od tri bloka za selektovanje. Svaki blok za selektovanje ima jedan sorter, jednu ta-
belu i jedno kolo za selektovanje po procesu. Kao Sto smo ranije pomenuli, sorter
je odgovoran za sortiranje ulaznih trening odbiraka u rastuc¢em redosljedu. Nakon
sortiranja, tabela pretrazivanja mapira sortirane indekse i korespondirajuce vrijed-
nosti. Dalje, kolo za selektovanje identifikuje i uzima relevantne podatke za dalje
obradivanje.

Blok sema kola za selektovanje je prikazana na slici 5.13. Potpuni oduzimaé (Full
Subtractor) u prvoj fazi racuna K — 1. Ova vrijednost se proslijeduje pomjerackom
registru (Shift register), koji dijeli K — 1 sa 2 kroz pomjeraj, generiSuéi vrijednost
(K —1)/2. U sljedecoj fazi, potpuni sabira¢ (Full adder) i potpuni oduzimac rade
paralelno. Potpuni sabira¢ sumira i, i (K —1)/2. Kao rezultat, gornja granica 4,P*"
je dobijena kao:

i, =i + % (5.29)

Analogno, potpuni oduzimaé¢ ra¢una razliku izmedu i, i (K — 1)/2. Kao rezultat
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lower ;..

toga, donja granica iy je:

(5.30)
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Slika 5.12: Blok sema za slucaj slika u boji
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Slika 5.13: Blok Sema kola za selektovanje

Racunanje Sirine prozora: Kolo za racunanje Sirine prozora rac¢una rastojanje

izmedu dvije vrijednosti odbirka na pozicijama 7,5 i iy, gdje p korespondira
Procesu 1 ili Procesu 2. Za slike u boji, granice i " i e su racunate za svaku

dimenziju (R, G, B) X = R, G, B. Stoga, imamo ukupno Sest kola za racunanje Sirine
prozora (blok Sema sa slike 5.12). Tabele pretrazivanja LUT,x na osnovu pozicija
yupper s -lower

lpx 1,y nalaze vrijednosti odbiraka na tim pozicijama. Potpuni oduzimac racuna

razliku izmedu dvije vrijednosti odbiraka, dobijenih iz tabele pretrazivanja (LUT):
hpx = a (i8") —a (%), p=1,2; X =R,G,B (5.31)

Blok Sema kola za ra¢unanje Sirine prozora prikazana je na slici 5.14. Na ovoj
« . . .uppery . .lower . .. . . -
Semi su ulazi a(i,y") i a(izy"), dok su izlazne vrijednosti distance h,x racunate
za svaki proces i za svaku dimenziju R, G i B. Kumulativna veli¢ina h, se racuna

mnozedéi rezultate za sve dimenzije:

hp = hpR X hpG’ X hpBap = 1,2 (532)
:'_____________________________7

;pxuﬁ.ﬂf r_:_ G‘:fpxu.ﬁ.ﬂer} i
| o | et Px

jpowe! | aligy'™*=") FULL

SUBTRACTOR | B,

Slika 5.14: Blok Sema za rac¢unanje Sirine prozora

Komparator: Izlazi multiplikatora se dovode na komparator. Komparator po-
redi Sirine prozora h,, gdje je p = 1,2, da bi se odredilo kojem procesu pripada test

odbirak.
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5.8.2 Eksperimentalni rezultati

U ovom poglavlju razmatra se primjena KNN algoritma za klasifikaciju slika u
boji. Posmatra¢emo slike koji imaju odredeni stepen statistickog preklapanja.

Koris¢ene su slike u boji iz Matlabove baze podataka veli¢ine 256 x 256. One su
predstavljene matricama R, G, i B. Slike su prikazane na slici 5.15.

Proces obuke ukljucuje dvije slike, za svaki kanal boje posebno.

Za test fazu, koriséeni su blokovi veli¢ine 64 x 64.

Slika 5.15: Test slike: a) Carl; b) Car2; c¢) Lena; d) Barbara; e) ConcordAerial; f)
WestConcordAerial

Primger 1: Posmatrane su slike auta (Car! i Car2), prikazane na slikama 5.15a)
i 5.15b). Slike su korisé¢ene kao trening podaci za dvije razlicite klase. Cilj je klasi-
fikovati test odbirke i odrediti kojoj klasi pripadaju. Za svrhu testiranja koriséen je
specifi¢ni skup (region) odbiraka za koje je poznato da pripadaju prvoj klasi. Klasifi-

kacioni algoritam obraduje ove test odbirke na osnovu trening podataka i dodjeljuje
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ih jednoj od te dvije klase. Vecina test odbiraka, tj. 95.02% je ta¢no klasifikovano
da pripada prvoj klasi Carl, dok je 4.98% pogresno klasifikovano. Raspodjele vri-

jednosti piksela i rezultati klasifikacije su dati na slici 5.16.
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100

50

0|
300

Slika 5.16: Slike Carl i Car2 : a) prikaz trodimenzione raspodjele piksela (plavo -
Carl, crveno - Car2); b) rezultati klasifikacije (zeleno - ta¢no klasifikovani pikseli)

Primger 2: U ovom primjeru razmatrali smo slike Lena i Barbara, a skup odbiraka
koji pripada Leni je koriséen za evaluaciju. Klasifikator uspje$no pridruzuje 99.56%
odbiraka slici Lena. Mali pogresan procenat klasifikacije, 0.44%, prikazuje prisutnost
statistickog preklapanja, ali ne uti¢e na ukupnu preciznost. Na slici 5.17 prikazana

je raspodjela vrijednosti piksela i rezultati klasifikacije za slucaj Lena-Barbara.

250

250

150

300, 5 100

(a) (b)

Slika 5.17: Slike Lena i Barbara : a) prikaz trodimenzione raspodjele piksela (plavo -
Lena, crveno - Barbara); b) rezultati klasifikacije (zeleno - ta¢no klasifikovani pikseli)

Primjer 3: Za slike ConcordAerial i WestConcordAerial, 92.72% test odbiraka je

ta¢no klasifikovano da pripada slici ConcordAerial. I u ovom slucaju, se pokazuje da
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test region moze biti efikasno klasifikovan. Rezultati su prikazani na slici 5.18.
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Slika 5.18: Slike ConcordAerial i WestConcordAerial : a) prikaz trodimenzione ras-
podjele piksela (plavo - ConcordAerial, crveno - WestConcordAerial); b) rezultati
klasifikacije (zeleno - tacno klasifikovani pikseli)

Razmotrimo kompleksnost racunanja predlozene arhitekture. Ako pretpostavimo
da imamo N trening odbiraka, K susjednih odbiraka i da su svi odbirci Q-bitni, onda

1mamo:

- Vrijeme za pojedine operacije - O(N) za pristup odbircima, O(3N log, N) za
sortiranje, O(3N) za azuriranje tabelom pretrazivanja, O(3K) za selektovanje
odbiraka, O(3N) za ra¢unanje rastojanja, mnozenje i poredenje. Stoga, ukupno

vrijeme kompleksnosti je proporcionalno O(3N log, N).

- Zahtjevnost hardvera - memorija za skladistenje odbiraka za obuku zahtjeva
O(NQ) operacija. Aritmeticke jedinice za oduzimanje, sabiranje i mnoZenje
zahtjevaju O(Q) operacija dok veli¢ina tabele za pretrazivanje treba da bude
O(NQ@). Stoga, ukupna hardverska kompleksnost je odredena veli¢inom tabele
pretrazivanja O(NQ)

5.9. Klasterizacioni algoritam

5.9.1 Teorijska osnova

U prethodnom poglavlju smo opisali dvije glavne neparametarske metode za kla-
sifikaciju odbiraka. Naime, za metode Parzenovog prozora i k-tog najblizeg susjednog
odbirka je potrebno unaprijed imati u vidu raspodjele za zadate klase jednodimen-

zionih i dvodimenzionih signala, da bi se klasifikovali novi test odbirci. Medutim,
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u slucaju kada je neophodno izvrsiti kategorizaciju bez koris¢enja trening skupo-
va, koriste se drugaciji matematicki pristupi. U tu svrhu, definisan je algoritam
za klasterizaciju (grupisanje) podataka, koji je zasnovan na pristupu maksimizacije
ocekivanja.( Ezpectation-Maximization - EM). Skup podataka moze biti karakteri-
san razli¢itim vrstama raspodjela, a u nasem razmatranju koristi¢emo pretpostavku
da skupovi podataka imaju mjesavinu Gausovih raspodjela (eng. Gaussian mizture
model).

Naime, postavimo relaciju za Gausovu raspodjelu u obliku:

1 _(a-p)?

e 202 5.33
vV 2mo? ( )

gdje je @ = {u, 0*}. U slucaju D-dimenzionog vektora za x, ova relacija dobija oblik:

Pg(x|0) =

1 1
Po(x]|@) = —

I VAV A St F O
et S (5:34)

gdje je © = {u, X}, ¥ € RP*P je kovarijansa i |X| je determinanta kovarijanse. Za
dati skup ® = {x1,x9,...,zn}, Ciji elementi x; oznacavaju mjerenja, logaritamska

maksimalna vjerovatnoca (mazimum log-likelihood) se moze pisati:

N N 1 z; — )’
L(®la) = 5 log(2m) — S log|£] - 5> (0—2“) (5.35)

=1

Da bismo optimizovali skup parametara ©®, potrebno je izvode funkcije L(®|x) po

parametrima p i o izjednaciti sa nulom. Dakle, izvod po parametru p daje:

IL(Olz) _ o~ (wi—p) _
T z_; —~ =0 (5.36)
1 N
p=—=y (5.37)
v

aL(£|m) -y (_% N M) —0 (5.38)

o2 = %Z (2 — 1)° (5.39)
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Dakle, da bi dobili vrijednost za o kao u relaciji (5.39), potrebno je prvo izra¢unati
vrijednost za p. Imajuéi u vidu broj mjerenja z;, kao i oznake €;,j = 1,2,..K,
razmatra¢emo a posteriori vjerovatno¢u jednog mjerenja x; koji bi pripadao jednoj
od oznaka €2;. Naime, funkcija gustine za pojedina¢nu mjeru z; moze da se zapise u

sljede¢em obliku:

f(a;|11, ) Z@PG (z;]0,) (5.40)

gdje IT = {my, 7o, ..., i } oznacava skup a priori raspodjela tacaka za razmatrani x;

koji pripada oznaci €2;. Ovaj skup takode zadovoljava uslov da je:

0<m <1, Y m=1 (5.41)
U tom slucaju ukupna raspodjela za razmatrani skup podataka se moze zapisati:
N
P(z[11,0) = [ [ f(x:i[11,©) (5.42)
i=1

Cija se logaritamska vjerovatnoca (log-likelihood) moze predstaviti kao:
L(©,1|z) = Zlog {Z@PG ;10;) } (5.43)

5.9.2 Optimizacija parametara

Nakon $to smo izveli logaritamsku vjerovatnoc¢u za ukupnu raspodjelu, potrebno
je optimizovati parametre za razmatrani dio podataka u skladu sa njima odgovara-
juéom raspodjelom. U tom slucaju ¢emo izvesti relaciju za j-ti klaster za parametre

;i ;. Dakle, imamo:

OL(6,l|z) _ _i miPe(xi]©;) i — py

=0 (5.44)
Oy i=1 leil mPo(x;]0)  oF
OL(O,T1 Y 7 Po(x)O; 1 (2 —p)?
0o i 21 mPa(xilOn) g o
Ove relacije se takode mogu zapisati u sljede¢em obliku:
OL(e,11
OL(©, 1) _ =3t ~0 (5.46)

O

i=1

113



oL @H|x Z (__+%ﬂ)2>:0 (5.47)

=1

gdje je:
Pa(z;]0);
S G (2i]©;) (5.48)
> mPe(zi|O)
AZurirane vrijednosti za parametre p; i 0; se dobijaju kao:
Sy T
py = St (5.49)
> i1 Tij
N
0_2: Z’L 1rlj( lu]) (550)

J N
D i1 Tij
U sljede¢em koraku ¢emo izvesti relaciju za azuriranje vrijednosti parametra ;. Da

bismo to postigli, potrebno je koristiti Lagranzevu metodu (eng. Lagrange multipli-

er). Dakle, imamo:

oL o | -
o, = O Q(H)—A(ij—l)]

= 8% ZZr” logm; — A (Z T — 1>] (5.51)

L i=1 j=1
= aiﬂ'] _;;ﬁklog’ﬂk—)\ (;’Nk—1>]

gdje je Q(IT) ocekivana vrijednost od svih podataka sa logaritamskom vjerovatno¢om

ri;. U cilju efikasnosti optimizacije, napiSimo izraz za ocekivanje () u obliku:

Q(Ie) = mewm»

=1

ZZTU log(m; - Pa(x:|0;)) (5.52)

N
=1 :

N K
ZZ% log 7j +log Pe(x;]0;)
——

i=1 j=1 I

gdje za optimizaciju uzimamo samo prvi dio (II). Dalje, razvijajuéi relaciju (5.52)
dobijamo:

O _S~ru_y (5.53)



Iz ¢ega slijedi da je:

>/I>—‘

Z (5.54)

Vracajuéi se na uslov iz relacije (5.41), moze se zakljuciti da je:
K K (| XN S
-3 (100) -1 X2 555
j=1 j=1 i=1 i=1 j=1

Posto vazi:

Sry =1, zai =12, N (5.56)

onda se A moze izracunati kao:

K

1
Z?Tj:XN:>/\:N (5.57)

=1

Sto znadi da se relacija (5.57) za novu vrijednost parametra m; moze zapisati kao:

1 N
=% Z:: (5.58)

Nakon sto smo izveli relacije za optimizaciju parametara p, o i 7, EM algoritam

mozemo sumirati preko cetiri koraka:

1. korak - Iniciranje pocetnih vrijednosti za u;, o; i m; za i-tu raspodjelu od

ukupno N raspodjela.

2. E korak - Racuna se vrijednost za r;; u skladu sa (5.48), koriste¢i parametre

iz prethodne iteracije.

3. M korak - Nakon racunanja 7;;, azuriraju se vrijednosti za parametre p;, o; i
m; u skladu relacijama (5.49), (5.50) i (5.58) redom.

4. korak - Provjeravanje konvergencije koriste¢i maksimalnu logaritamsku vje-
rovatnoc¢u (ili koristenjem vrijednosti praga). Ako nije postignuta dovoljna

konvergencija, proces se ponavlja od drugog E koraka.

5.9.3 Numericki i realni primjeri rezultati

U ovom dijelu ¢emo prikazati primjenu EM algoritma za sluc¢ajeve vise numeric-

kih i realnih primjera. Na slici 5.19a) su prikazani podaci koji imaju mijesanu ras-
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podjelu, odnosno raspodjela se sastoji: cirkularna, uniformna i Gausova raspodjela
u dvodimenzionom prostoru. Na slici 5.19b) je prikazan rezultat nakon izvrsenja
klasterizacije pretpostavljajuci tri raspodjele. Primijetimo da je EM algoritam veli-
kom tacnoséu klasifikovao odbirke u tri razlic¢ita klastera, gdje svaki klaster odgovara

odredenoj raspodjeli.

20 20 T T T T T

5F ev;,
w«%

'4'

V"
-;.,"'a.
+ XL
’I

Slika 5.19: Klasterizovanje skupa podataka na tri razli¢ite raspodjele: a) originalni
skup podataka; b) klasterizovani

Na slici 5.20 je prikazana simulacija gdje originalni podaci pripadaju razli¢itim
Gausovim raspodjelama (uzete su Cetiri raspodjele). Pokazuje se (slika 5.20b)) da

EM algoritam uspjesno klasterizuje originalne podatke.

20

Slika 5.20: Klasterizovanje skupa podataka na ¢etiri Gausove raspodjele: a) originalni
skup podataka; b) klasterizovani

Prethodna dva primjera su izabrana tako da omoguée jednostavnu vizuelnu veri-

fikaciju efikanosti EM algoritma. Razmotrimo sada slucaj sa realnim tranzijentnim
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signalima dobijenim u elektroenergetskim mrezama u cilju detektovanja djelimic-
nog praznjena (eng. partial discharge). Signali sadrZe nagle promjene koje izazivaju
odredene pikove. U prakti¢nim primjenama je vazno odvojiti i klasifikovati signale
koji se odnose na praznjenja. Stoga, primijenili smo EM algoritam, kako bi detek-
tovali pikove signala i odvojili ih u jedan klaster. U tu svrhu posmatrani su signali
na slikama 5.21a), 5.21c) i 5.21e). Za ove signale je primijenjen EM algoritam, da bi
se izvrsila klasterizacija djelova signala koji sadrze pikove. Rezultati klasterizacije
su dati na slikama 5.21b), 5.21d) i 5.21f). Pokazuje se da se na ovaj na¢in efikasno
odvajaju djelovi signala od interesa Sto predstavlja jedan od najznacajnijih koraka

u procesu njihove klasifikacije.
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Slika 5.21: Razli¢iti oblici tranzijentnih signala: a), ¢) i e); detekcija tranzijentnih

pikova b), d) i f)
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6. Odvajanje tekstura i1 redukcija su-

ma u transformacionim domenima

U prvom dijelu ove glave ¢emo razmatrati algoritam za dekompoziciju slika,
odnosno odvajanje slika forme stacionarnih tekstura. Ova tehnika je zasnovana na
metodi konciznosti reprezentacije [102-104] u dva razli¢ita domena (sparse-to-sparse
reprezentacija), a ostvarena je kroz vezu izmedu diskretnih kosinusnih transfroma-
cija ra¢unatih na razli¢ite veli¢ine blokova. L-statistika [70,93,105] se koristi za ot-
klanjanje nestacionarne komponente iz vektora frekvencijskog domena, ostavljajuéi
manji broj koeficijenata koji se odnose na stacionarne teksture. Rekonstrukcionim
algoritmima [106,107] se vrsi potpuno rekonstruisanje stacionarne komponente. Ori-
ginalna slika se razmatra kao nestacionarna komponenta koja predstavlja nepozeljni
dio u ovom koraku procedure [108]. Na ovaj nacin se u potpunosti moze odvojiti
stacionarna komponenta, ¢ak i za slucajeve kada originalna slika sadrzi dodatnu
nestacionarnu smetnju. U ovom slucaju, slika zahva¢ena Sumom se posmatra kao
nestacionarni nepozeljni dio. PredloZena metoda je motivisana izazovima pri otkla-
njanju Moareovih (Moiré) struktura sa slika [108-119].

U drugom dijelu glave, razmatrana su dva pristupa za redukciju Suma kod sli-
ka [120-135|. Prvi je zasnovan na uklanjanju piksela i rekonstrukciji blokova slike
koriS¢enjem gradijentnog algoritma. Ovaj postupak se iterativno ponavlja. Zavisno
od karakteristike bloka, uklanja se razli¢iti broj odbiraka. Taj broj je proporciona-
lan stacionarnosti bloka. Za detekciju stacionarnosti, koristena je EM klasterizacija.

Drugi pristup je zasnovan na filtriranju u jednodimenzionom Hermitskom domenu.

6.1. Odvajanje stacionarnih tekstura slika: model i

teorijska osnova

U ovom poglavlju razmatramo odvajanje nepozeljnih stacionarnih komponenti u

slu¢aju dvodimenzionog signala, pri ¢emu je nestacionarni signal (slika) zahvac¢ena
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aditivnim stacionarnim signalom u obliku sinusoidalnog paterna [108]. Pristup je
zasnovan na ekstrakciji manjeg broja stacionarnih koeficijenata koji se nakon toga
koriste za rekonstrukciju ¢itavog stacionarnog signala, koriste¢i prednosti spars re-
konstrukcije. Nakon rekonstrukcije, stacionarni signali (smetnje) se oduzimaju od

slike i dobija se slika bez Suma. Blok Sema pristupa je data na slici 6.1.

Step 1 Step 2 Step 3 Step 4 Step 5
B, bl db
B, b2 db

sort
- : : b)ji‘)(};ls. @ A
X

b;\/ deB
5 J' s = vealB) db, = 2DDCT(8)
unsort

Filtered Recovered Define CS Mil/r kl Filtered
(Pattern free) @ Reconstruction alesas

ImEge Stationary Signal Problem Missing
Samples
Step 10 Step 9 Step 8 Step 7 Step 6

Slika 6.1: Blok Ssema za odvajanje komponenti stacionarnih tekstura i slika

Sliku dijelimo na blokove 8 x 8. Ovi blokovi sadrze stacionarne komponente -
smetnje. Blokovi su preuredeni, na na¢in diskutovan u glavi 2. Dalje, svaki od blo-
kova se tretira kao vektor, formiraju¢i matricu prikazanu u tre¢em koraku. Racuna
se 2D DCT za svaki vektor b;, te se na osnovu toga dobija dp, (racunanje se vrsi
pomoc¢u Kronekerovih matrica). Matrica iz ¢etvrtog koraka sadrzi lokalne frekven-
cijske karakteristike razmatranih blokova slika. Nakon toga se primijenjuje filtrira-
nje L-estimacijom koriste¢i L-filtriranje oznaceno sa A (peti korak). Kao rezultat
L-filtriranja dobija se odredeni manji broj frekvencijskih koeficijenata stacionarne
komponente [108]. Preostali dio ovih koeficijenata je uklonjen i tretirace se kao nedo-
stajuci odbirci (Sesti korak). Da bi se rekonstruisale nedostajuce vrijednosti, koriste
se algoritmi za rekonstrukciju, u smislu kompresivnog odabiranja [106,107]. Da bi
realizovali rekonstrukciju (sedmi korak), koristi se veza izmedu 2D DCT domena
zasnovano na blokovima slike i 2D DCT domena zasnovano na preuredenoj slici
(poglavlje 2.3.1). Zahvaljujué¢i ovome, stacionarni signal se jednostavno rekonstruise
(osmi korak), te nakon toga odvaja od originalne slike (deveti korak).

Imajuéi prethodno u vidu, model signala kojeg razmatramo je dat sljede¢om

relacijom [108]:

S(n,m) = I(n,m) + xs(n,m) + x,(n,m),
n=1,...N, m=1,...,. N
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Preuredene blokove ozna¢imo sa x(n,m) (u skladu sa slikom 6.1). Imajuéi u vidu

izvodenja data u poglavlju 2.3.1, ¢etvrti korak sa slike 6.1 se realizuje relacijom:

dp, Tho a2 0 0 0 b,
d 0 T 0 0 b
B2l _ MLz e (6.2)
dp; 0 0 TN 2 are 0 bs
dg, 0 0 0 Thiar| |ba

gdje bg, € RM**1 sadrzi prostorne odbirke bloka M x M, M =8, dok dp, € RM**!
sadrzi lokalne dvodimenzione diskretno kosinusne frekvencijske sadrzaje i-tog bloka.

Prethodnu relaciju mozemo zapisati i u obliku:

dp = DTfﬂxmb (6.3)
gdje je:
dp, b,
- d - b
dp=| 7|, b=|" (6.4)
dgp, bs
dp, b,

a dijagonalna matrica DTzc2 , e data sa:
M4 x M

T2 are 0 0 0
0 Th 2 are 0 0
DTJ)\CIQXM? - 0 0 T’]$42><M2 0 (65)
0 0 0 T2 ar

Napomenimo da su podmatrice T2, 1,2 Kronekerove matrice. Ukoliko je broj blo-

kova Np, relacija (6.3) se generalizuje:

dp, lefﬂ x M2 0 o 0 by
d32 _ O T’CMQXM2 e 0 ) b2 (6 6)
dpny, 0 0 oo Thiaare| by,

Svaki od vektora dp, sadrzi 2D DCT lokalne frekvencije bloka slike. Dalje, primije-
timo da je:
b= vee(X) = inv(T'S, ,2)dx (6.7)

gdje je X dobijeno preuredivanjem blokova iz S na nacin kao u poglavlju 2.3.1.
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Shodno tome, dimenzija matrice X je M x L, gdje je L = NgM. Dakle, 2D DCT

koeficijenti matrice X se dobijaju kao:

Dx =T, X T (6.8)
MXxL

Koristeéi vektorsku notaciju, prethodna relacija se moze prikazati:

—

dx = vec(Dx) = vec(Ty XTY)
= (T, @ T pr)vec(X) (6.9)

_ Kk 7
- TL2><M2b

Koristeéi (6.3) i (6.7), dobijamo vezu izmedu 2D DCT realizovano po blokovima i

2D DCT c¢itave slike X:

dp=Drr,  inv(Th, ,\p)dx (6.10)

M<x M

Prethodna relacija se jednostavnije moze zapisati:
dp = Adx (6.11)

gdje je A = Dy«

: K
M2x M2 an(TLQXMQ)'

6.1.1 Odvajanje stacionarnih tekstura koristeéi L-estimaciju

i rekonstrukcione algoritme

L-estimatori su zasnovani na skupovima sortiranih elemenata, gdje se za da-
lju obradu koristi L elemenata oko medijana, dok se za ostale vrijednosti uzima
vrijednost 0. Primjenjuje se operacija sortiranja nad koeficijentima koji pripadaju
istoj frekvencijskoj poziciji i odbacuju se oni sa najveéim i najmanjim vrijednosti-
ma [93,108]. U ovom poglavlju ¢emo koristiti L-estimaciono filtriranje, koje ¢e biti
prilagodeno za uklanjanje nestacionarnih frekvencijskih koeficijenata zadrzavajuéi

odredene koeficijente koje pripadaju stacionarnoj komponenti. Koristi¢cemo vektor
&BI

S
&
Il
&
o
w

(6.12)
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gdje je svaki d;gi,i = 1,..., Ng vektor veli¢cine M? x 1. Da bi se razmatrala lokal-
na frekvencijska informacija za svaku specificnu frekvencijsku poziciju, formira se

sljede¢a matrica:

(dpy, (1) dpy,(2) ... dpy,(i) ... dpy,(M?)]

W = de;,(l) dB:;,(Q) dB;’,(i) ng(‘MZ) (6.13)
dpo(1)  dps(2) ... dpo(i) ... dpy(M?)
| dpi(1)  dpi(2) .. dpi(D) ... dp (M) ]

Filtriranje L-estimacijom ¢e biti izvrSeno po kolonama matrice W. Primijetimo
da svaka kolona W sadrzi 2D DCT koeficijente locirane na istoj poziciji za sve

razmatrane blokove.

6.1.2 Filtriranje L-estimacijom koristeé¢i 2D DCT frekvencij-

ske vektore

U skladu sa principom L-estimacije, kolone W se prvo sortiraju kao [108]:
W eori(J, 1) = sort {W (j,4)}, for j =1[1,2,..., Ng] (6.14)

Napomenimo da se originalne pozicije elemenata ¢uvaju da bi se oni nakon sortiranja

vratili u prvobitni redosljed:
p(j,1) = argsort{W (j,i)}, for j = [1,2,...,Np] (6.15)

Dakle, sort oznacava operaciju sortiranja koja se primenjuje po kolonama matrice
W, dok operacija argsort ¢uva prethodne pozicije sortiranih elemenata. Prikaz ma-
trice W4 za 64 koeficijenta iz 32 bloka velic¢ine (8 x 8) prikazana je na slici 6.2.
Moze se primjetiti da su najvec¢e i najmanje vrijednosti, koje uglavnom odgovaraju
nestacionarnim komponentama, locirane u gornjim i donjim redovima matrice, dok
su redovi oko sredine uglavnom popunjeni nulama (slika 6.2). Medutim, stacionarne
komponente prozimaju se kroz sve redove. Na slici 6.2 se mogu uociti tri stacionarne

komponente.
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Slika 6.2: Prikaz sortirane matrice 2D DCT koeficijenata W g,,; za blokove 8 x 8 (64
pozicija koeficijenata) i Ng = 32 blokova

Definisimo sada L-estimacioni filtar na sljede¢i nacin:

0, e {l,ptU{N —q, N,
1, ostalo
tj.:
i M?

0 0

0 0 0 |+«— Ng—gq
1

A = : : : (6.17)

1

0 0 0 —p

0 0 0

gdje parametri p i ¢ oznaCavaju broj najveéeg i najmanjeg 2D DCT koeficijenta
filtrirani za svaku poziciju j. Filtrirana verzija matrice W je dobijena mnozenjem

odgovarajucih elemenata matrice W i A:

Wfij - Wsortiinj (618)
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Pa je:

0 0
0 0
W(NB_q_lvl) W(NB_q_17M2)
W, = : : (6.19)
W(ip+1,1) Wi(p+1, M?)
0 0
0 0

Primjetimo da ve¢ina elemenata matrice W' ; koji ostaju nakon filtriranja sa A imaju
vrijednost 0. Matrica W se preureduje tako da se elementi vrate na originalne
pozicije:

Wes = Wi(p) (6.20)

Dobijena W g matrica je prikazana na slici 6.3. Crne tacke predstavljaju nenulte

vrijednosti, dok su ostale vrijednosti jednake nuli.

0 Y [
..
u
u
10} «f I
u
| |
201
u [
[ B
u
30 ) ) ) ) ) )
0 10 20 30 40 50 60

Slika 6.3: Prikaz filtrirane matrice 2D DCT koeficijenata W g za blok 8 x 8 (64
pozicija koeficijenata) i Ng = 32 bloka

6.1.3 Rekonstrukcija stacionarnih frekvencijskih komponenti

zasnovana na kompresivhom odabiranju

Pokazali smo da se L-estimacijom uklanja odredeni broj najveéih i najmanjih
elemenata koriste¢i funkciju filtriranja A. Filtrirane vrijednosti uglavnom obuhvata-
ju nestacionarne djelove slike koji se u ovoj fazi tretiraju kao smetnje. Shodno tome,
preostali odbirci uglavnom odgovaraju stacionarnom signalu. Oznac¢imo vektor pre-
ostalih vrijednosti kao [108]:

des = vee(W cs) (6.21)
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U kontekstu kompresivnog odabiranja (CS), &CS odgovara vektoru dostupnih odbi-
raka. Da bismo iskoristili vezu izmedu dva transformaciona domena, matrica kom-
presivnog odabiranja Acg se konstruise tako §to se iz A (6.11) izostave svi redovi
koji odgovaraju nultim pozicijama u vektoru JCS. Dakle, radimo sa redukovanim
skupom odbiraka u vektoru 305. Imajuéi u vidu da je ovaj signal spars i u punom
2D DCT domenu, predstavljenom koeficijentima JX, problem minimizacije se moze
definisati kao [108]:

min \&X|1 uz uslov 305 = ACSEX (6.22)

Problem ¢; minimizacije iz (6.22) moze se rjeSavati koris¢enjem razlicitih pristupa

konveksne optimizacije ili alternativno koriséenjem nekih od ,greedy” algoritama.

6.1.4 Primjeri

Primjer 1: Posmatrajmo test sliku prikazanu na slici 6.4a) i njenu verziju sa
Moareovim teksturama u obliku vertikalnih linija, slika 6.4b). Ova slika je odabrana
zbog forme i detalja koji mogu nepogodno uticati pri detekciji stacionarnih kompo-

nenti.

Slika 6.4: a) Originalna slika; b) Slika sa vertikalnim teksturama
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Slika 6.5: Uvecan dio slike; a) originalna slika; b) slika sa Sumom; c) filtrirana slika

Naime, interesantno je ilustrovati efikasnost predlozene metode u sluc¢aju kad se
struktura slike preklapa sa strukturom teksture koja se odvaja. Na slikama 6.5a) i
6.5b) su prikazane originalna slika i slika sa stacionarnim komponentama, dok je na
slici 6.5¢) prikazana slika sa uklonjenim (stacionarnim) teksturama. Kao rezultat ¢i-
njenice da je tekstura tacno rekonstruisana, filtrirana slika korespondira originalnoj.
I u ovom primjeru smo koristili blokove 8 x 8, a posmatrana su 32 bloka. Matrica 2D
DCT koeficijenata za razmatrana 32 bloka data je na slici 6.6a). Sortirani elementi

matrice su prikazani na 6.6b). Rezultat L-estimacionog filtriranja je prikazan na slici
6.6¢).

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

(c) (d)

Slika 6.6: L- estimacija i rekonstrukcija jedne stacionarne komponente: a) matrica
W 2D DCT koeficijenata; b) sortirani elementi matrice W g,,; ¢) matrica Weg; d)
rekonstruisana komponenta

Na slici 6.6d) je prikazan rezultat rekonstruisane stacionarne komponente. Na-
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ime, stacionarna komponenta se moze ta¢no rekonstruisati i odvojiti od originalne

slike. Komponenta je detektovana na poziciji (7,1) sa amplitudom 67 (slika 6.7).

80
(7,67)
60|
40t

201

0 . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70

Slika 6.7: Amplituda i pozicija rekonstruisane komponente

Primgjer 2: U ovom primjeru posmatramo teksture sa multikomponentnim fre-
kvencijskim sadrzajima (tri stacionarne komponente pozicionirane na razlic¢itim fre-
kvencijama, sa razli¢itim amplitudama) koje izazivaju smetnje na slici. Na slikama
6.8a) i 6.8b) su prikazane originalna i slika sa teksturom. Uvecani djelovi slika su
prikazani na slikama 6.9 (6.9a) je originalna slika, 6.9b) je slika sa teksturom i 6.9¢)
je slika od koje je odvojena tekstura). Procedura detekcije komponenati teksture je

prikazana na slici 6.10.

Slika 6.8: a

Y
TR
i
Jemy
v

Originalna slika; b) Slika sa Moareovom Sarom
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% | SHY
(a) (b) (c)

Slika 6.9: Uvecan dio; a) originalna slika; b) slika sa teksturom; c) filtrirana slika

o

Dakle data je matrica DCT koeficijenata, matrica sa sortiranim elementima,
rezultat dobijen nakon filtriranja L-estimacijom, kao i rekonstruisane komponente
teksture (slika 6.10). Dobijene su pozicije za frekvencije komponenti: (1,5), (5,1) i
(7,7) sa amplitudama 30, 55 i 75 respektivno. Pozicije komponenti i amplitude su

date na slici 6.11.

10 20 30

(c)

Slika 6.10: L-estimacija i rekonstrukcija teksture sastavljene od tri frekvencijske
komponente: a) matrica W 2D DCT koeficijenata; b) sortirani koeficijenti matrice,
W sort; €) matrica W g dobijena nakon L-estimacije; d) rekonstruisane komponente
teksture
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Slika 6.11: Amplitude i pozicije za tri rekonstruisane komponente

Primgjer 3: U ovom primjeru posmatramo sliku koja je zahvac¢ena ne samo stacio-
narnim teksturama, vec¢ i snaznim nestacionarnim smetnjama koje variraju od bloka
do bloka. Originalna slika sa stacionarnim i nestacionarnim smetnjama prikazana
je na slici 6.12. Matrice W 2D DCT lokalnih frekvencijskih koeficijenata, zajedno
sa prate¢im matricama W, 1 W g, date su na slikama 6.13a), 6.13b) i 6.13c)
respektivno. Rekonstruisane vrijednosti stacionarnih komponenti za razmatrana 32
bloka date su na slici 6.13d). Primijetimo da, uprkos dodatnim snaZnim nestacionar-
nim smetnjama, stacionarne komponente mogu biti precizno rekonstruisane kao i u
prethodnim primjerima. Detektovane stacionarne komponente prikazane su na slici
6.14. Frekvencijske pozicije komponenti u 8 x 8 blokovima su (5,5) i (7,7), sa ampli-
tudama 14 i 17 respektivno. Frekvencijske komponente su prikazane na pozicijama

vektora koeficijenata, gdje 37 odgovara porziciji (5,5), a 55 poziciji (7,7).

Slika 6.12: a) Originalna slika; b) Slika sa stacionarnom teksturom i nestacionarnom
komponentom
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10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

(c) (d)

Slika 6.13: L-estimacija i rekonstrukcija multi-komponentne teksture: a) matrica W
2D DCT koeficijenata; b) sortirani koeficijenti matrice W g,,; ¢) matrica W g nakon
L-estimacije; d) rekonstruisane komponente teksture

(55,17)
(37,14)

0 10 20 30 40 50 60 70

Slika 6.14: Amplitude i lokacije za rekonstruisane komponente

6.1.5 Dodatna diskusija i poredenje rezultata

Radi poredenja, razmotrimo najprije jedan od novijih pristupa korisé¢en za ukla-
njanje tekstura Suma koji je zasnovan na konceptu detekcije pikova u 2D Furijeovom
domenu. Prije filtriranja, potrebno je primijeniti detekciju pikova kao Sto je poka-
zano, a to je moguée samo ako su amplitude komponenti stacionarne Moareove
teksture iznad amplituda komponenti slike i Suma, Sto u praksi nije uvijek slucaj.
Dakle, pokazuje se da nije moguce odvojiti teksture od komponenti slike, bez degra-
dacije kvaliteta slike [108].

Najbolji scenario za filtriranje u frekvencijskom domenu se moze postié¢i korisce-
njem notch filtra, Sto podrazumijeva idealnu situaciju kada su pozicije stacionarnih

komponenti teksture unaprijed poznate. Shodno tome, radi poredenja i diskusije,
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razmotri¢emo slucaj idealnog notch filtra. Posmatra se tekstura sa dvije komponen-
te, sa frekvencijskim odzivom H (ky, ka) = 0(k — ko1, k — ko2), gdje se pretpostavlja
da su kgy i koo poznati.

Radi verifikacije robustnosti naseg pristupa, posmatrana su dva slucaja: 1) ori-
ginalna slika sa superponiranim stacionarnim komponentima i 2) originalna slika
sa superponiranim stacionarnim komponentima zahvacena nestacionarnim kompo-
nentama Suma (slika sa Sumom) i impulsnim (eng. salt and pepper) Sumom. U oba

slucaja, potrebno je izdvojiti teksturu i uporediti je sa originalnom teksturom.

Slu¢aj 1) Originalna slika bez Suma, data na slici 6.15a), oznacena je sa I, a original-
na tekstura Suma oznacena je sa P. Dalje, ekstraktovana tekstura dobijena
koris¢enjem predlozenog pristupa oznacena je sa P,.;, dok je tekstura Suma
dobijena pomocu idealnog notch filtra oznacena sa P,.,. Slika koja nastaje
nakon uklanjanja stacionarnih komponenti oznacena je sa I..;, dok je slika ko-
ja nastaje nakon uklanjanja P, .., oznacena sa I, Za kvantitativhu mjeru

koristi se indeks strukturne sli¢nosti (SSIM), a rezultati su dati u tabeli 6.1.

(Originalna slika, Estimirana slika) | SSIM
P, P, 1
I) [ext 1
P, P, oich 0.38
I, Lotch 0.86

Tabela 6.1: Kvantitativna evaluacija pomoc¢u SSIM za slucaj 1)

(2) (b) (c)

Slika 6.15: a) Originalna slika; b) Slika sa nestacionarnim frekvencijskim smetnjama;
c) Slika sa salt and pepper Sumom

Mozemo primijetiti da je kod predlozenog pristupa dobijena slika identi¢na original-

noj slici bez suma (SSIM=1), dok je ekstraktovana tekstura Suma identi¢na original-
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noj. lako je predlozeni pristup u osnovi dizajniran za izdvajanje teksture, on takode
obezbijeduje idealno filtrirane slike. U sluc¢aju primjene notch filtra, amplitude kom-
ponenti teksture na izlazu filtra imace pogresne vrijednosti, jer se one preklapaju sa
komponentama slike. Dakle, u ovom slucaju, ve¢ina estimiranih parametara stacio-
narne strukture bice sa znac¢ajnom greskom. Slika 6.16a), b) i ¢) prikazuju originalnu
teksturu, teksturu ekstraktovanu predlozenom metodom i strukturu dobijenu pomo-

¢u notch filtra, respektivno.

(a) (b) (c)

Slika 6.16: a) Originalna tekstura; b) ektraktovana tekstura pomocu predlozene me-
tode; c) ekstraktovana tekstura pomocu notch filtra

Kako bismo bolje shvatili rezultate dobijene primjenom idealnog notch filtra,
posmatrajmo njegovu primjenu na ¢etiri nasumicno odabrana bloka sa slike, (slika
6.17). Napomenimo da tacne vrijednosti frekvencijskih komponenti teksture iznose
14 1 17, medutim, rezultati filtriranja variraju od bloka do bloka, dajuéi pogresne

vrijednosti.

10 20
15
5 10
5
0 0
0 20 40 60 0 20 40 60
a) b)
20 30
15
20
10
10
5
0 0
0 20 40 60 0 20 40 60
c) d)

Slika 6.17: Rezultati primjene idealnog notch filtra na razli¢ite blokove (pretpostavlja
da su frekvencije poznate): a) blok 2, b) blok 12, ¢) blok 24, d) blok 30
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Slucaj 2) Posmatramo scenario kada je slika superponirana sa stacionarnom teksturom,
zahvac¢ena nestacionarnom smetnjom i impulsnim Sumom (salt and pepper sa
gustinom Suma od 0.15) (slika 6.15¢). U ovom sluc¢aju, komponente stacionar-
ne teksture se intenzivno preklapaju sa komponentama slike, nestacionarne
komponente i Suma. Ovo dodatno pogorsava rezultate dobijene pomoéu ide-
alnog notch filtra. U poredenju sa prethodnim slu¢ajem, sada imamo sliku sa
sumom In kao referentnu sliku. Slika koja nastaje nakon uklanjanja ekstrak-
tovane teksture predloZenim pristupom oznacena je sa In... Slika dobijena
nakon filtriranja teksture pomoc¢u notch filtra oznacena je sa In,q.,. Kvalitet

filtriranja data je u tabeli 6.2.

(Referentna slika, Estimirana slika) | SSIM
P P 1
In, Ing 1
P, Pyotcn 0.29
In, In,eeen 0.48

Tabela 6.2: Kvantitativna evaluacija pomoc¢u SSIM za slucaj 2)

Vazno je istaéi da je i u slu¢ajevima 1) i 2) originalna tekstura identi¢na ekstrak-
tovanoj koriséenjem predlozenog pristupa (SSIM=1). Shodno tome, dobijena slika
nakon uklanjanja obrasca identi¢na je originalnoj ¢istoj slici, odnosno slici sa Su-
mom, u zavisnosti od posmatranog scenarija. Ovo dalje zna¢i da postignuti SSIM
pokazuje da je predlozena metoda efikasnija od ostalih pristupa navedenih u lite-
raturi. Na primjer kod metoda zasnovana na ciklicnom Moareovom uéenju [113],
prosje¢ni postignuti SSIM iznosi izmedu 0.78 i 0.95. Rezultati su sli¢ni i u porede-
nju sa drugim metodama zasnovani na drugim modelima neuralnih mreza [114-118].
Metode zasnovane na mrezama dosta dobro funkcionisu, ali veé¢ina njih je zasnova-
na na velikim skupovima slika. Kod slozenijih tekstura, treniranje sa ogranic¢enim
skupovima podataka (nedovoljan broj razli¢itih vrsta podataka) moze dovesti do
takozvane prenaucenosti (overfitting) [119]. Takode, procedura treniranja zahtijeva
da su dostupne slike sa Moareovim teksturama i njihove originalne verzije bez Suma,
Sto ponekad ogranic¢ava primijenjivost. Kada su u pitanju zahtjevi racunanja, treba

istac¢i da su za metode zasnovane na neuralnim mrezama neophodni ogromni resursi.
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6.2. Klasifikacija blokova, adaptivno odabiranje i re-

dukcija Suma slika

U ovom poglavlju ¢emo opisati metodu redukcije Suma zasnovanu na varijabil-
nom broju uklonjenih piksela iz blokova slike. Kompletan algoritam je dat na slici
6.18 [136]. Ulazni parametri algoritma su slika I/« x, veli¢ina bloka B, broj itera-
cija u proceduri za uklanjanje suma D. Primijetimo, da je u zavisnosti od stepena
stacionarnosti bloka broj nedostaju¢ih odbiraka razli¢it. Stoga, P, i P, oznacavaju
procente nedostaju¢ih odbiraka za stacionarne i nestacionarne blokove respektivno.
Dakle, najprije se razmatra slucaj kada se blokovi karakterisu kao stacionarni ili
nestacionarni.

Analizirajmo algoritam. Slika I se smijeSta u privremenom parametru lyep,. Sli-
ka Iyemp je sparsifikovana i dijeli se u blokove veli¢ine B x B - Ip, ;. Sljedeci korak

je rac¢unanje varijanse o za blok [ g i provjera sljedeceg uslova:
o < Threshold (6.23)

Ako je varijansa bloka manja od unaprijed zadatke granice (threshold), blok se ozna-
¢ava stacionarnim i shodno tome potreban je manji broj dostupnih odbiraka za
uspjesnu rekonstrukciju. Ako uslov (6.23) nije zadovoljen, onda je blok karakteri-
san kao nestacionaran i potreban je veci broj dostupnih odbiraka za rekonstrukciju
[136]. U ovom poglavlju, granica je dobijena empirijski (uzeta je ¢etvrtina ukupne
vrijednosti varijanse slike).

Blok se rekonstruise koriséenjem konveksno optimizacionog algoritma (opisanog
u poglavlju 3.3.2) [136]. Ova procedura se obavlja za sve blokove slike. U svakoj ite-
raciji L primijenjuje se fuzija originalne slike [ i slike rekonstruisane u datoj iteraciji
- I,

Fuzija slike [136-140| je proces kombinovanja nekoliko slika u jednu sliku ko-
ja zadrzava neke Zeljene karakteristike svake od njih. Ako imamo L izvornih slika
{1}, 1%, .. I}, cilj je da se kreira rezultantna slika koja integriSe vazne karakteri-
stike od svake I, slike. Proces fuzije se moze opisati u sljede¢em obliku [136]:

Ly =IF{I};, 1%, ... 15} (6.24)

T

gdje I'F oznacava fuziju slike (eng. image fusion).
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Slika 6.18: Bok sema predlozenog pristupa adaptivne redukcije Suma
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Fuzija slike dekomponuje Iff, k = 1,..., L u nekoliko komponenti ili podopsega

koristeé¢i odredenu transformaciju 7":
I¥ = T{Xp1, ... Xe.p} (6.25)

i onda se X}, komponente kombinuju uz Zeljeno pravilo fuzije, formirajuéi rezul-

tantne komponente X
Xfﬂf <— {lel, ...,XL’Z} (626)

Rezultantna slika se formira primijenjujuéi inverznu transformaciju 7~
! —11yl
Il T7HX,} (6.27)

U predlozenom algoritmu se, kao transformacija, koristi wavelet dekompozicija u
dva nivoa. Dakle, dvije slike se spajaju u svakoj iteraciji - rekonstruisana slika
]ff, k = 1,...,L i originalna slika I. Primijenjeno je pravilo fuzije kojim se favori-
zuju niskofrekvencijske komponente filtrirane slike i visokofrekvencijske komponente

originalne slike [136].

6.2.1 Eksperimentalni rezultati adaptivne redukcije Suma

Predlozena metoda je testirana na veéem broju slika [136]. Broj dostupnih od-
biraka je P, i P, za stacionarne odnosno nestacionarne blokove, respektivno. Pozi-
cije odbiraka koji se uklanjaju su slu¢ajno uzete (u skladu sa pristupom zahtjeva-
nim kompresivnim odabiranjem). Dimenzije slika su 256 x 256, a dimenzije blokova
B x B = 32 x 32. Testirane su razli¢ite dimenzije blokova, ali se ova dimenzija bloka
pokazala najoptimalnija.

Primjer 1: Kako bismo demonstrirali efikasnost rekonstrukcije predlozenim pri-
stupom, prvo smo razmatrali sliku bez Suma. Naime, cilj je bio pokazati da predlozeni
adaptivni pristup daje bolje rezultate u poredenju sa rekonstrukcijom zasnovanom
na jednakom broju nedostajué¢ih odbiraka po bloku. Posto u ovom primjeru ne raz-
matramo sliku zahvaé¢enu Sumom, filtriranje se ne primijenjuje i koristi se D = 1. U
primjeru je prikazana slika House. Parametri P; i P, su odabrani na sljede¢i nacin:
procenat nedostajuéih odbiraka za stacionarne regione je P, = 60% od ukupnog
broja odbiraka, dok se za nestacionarne regione odbacuje P, = 20% odbiraka.

Originalna slika prikazana je na slici 6.19a). Broj stacionarnih regiona je 43, dok

je broj nestacionarnih 21. Dakle, ukupan broj nedostajuc¢ih odbiraka iznosi:

43 x B x B x P;/100 421 x B x B x P,/100 = 30720
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sto je oko 47% od ukupnog broja odbiraka. Slika 6.19b) prikazuje sliku s nedostaju-
¢im odbircima za svaki blok. Sa slike 6.19b) moZe se vidjeti da su stacionarni blokovi
viSe pododabrani u poredenju sa nestacionarnim.

Radi poredenja, ista slika je rekonstruisana koris¢enjem konvencionalnog pri-
stupa gdje se u svakom bloku razmatra 47% nedostaju¢ih odbiraka. Slika 6.19¢)
prikazuje rekonstruisanu sliku prema predlozenoj proceduri. Kao mjera kvaliteta re-
konstrukcije racunat je PSNR. Vrijednosti PSNR-a za rekonstrukcije koriséenjem
tradicionalnog i pristupa zasnovanog na varijabilnom broju odbiraka iznose 30,41dB
i 33,17dB respektivno.

(a) (c)

Slika 6.19: a) Originalna slika House; b) slika sa varijabilnim brojem nedostajuéih
odbiraka; c¢) Slika rekonstruisana sa varijabilnim brojem odbiraka

U narednim primjerima razmatra¢emo slike zahvac¢ene Gausovim Sumom. Za slu-
¢aj sa Sumom, uzet je manji procenat nedostajucih odbiraka za stacionarne regione
- P, = 40% od ukupnog broja odbiraka, a za nestacionarne kao u prethodnom
primjeru, P, = 20%.

Primjer 2: Razmatrajmo sliku ,,House” zahvac¢enu Sumom. Na slici 6.20 dati su
rezultati. U proceduri je koris¢ena D = 3 iteracija.

Broj nestacionarnih regiona je 25, dok je broj stacionarnih regiona 39. Te vrijed-
nosti su dobijene u prvoj iteraciji. Dakle, broj nedostajué¢ih odbiraka iznosi 29082,
Sto je 44,4% od ukupnog broja odbiraka. Vazno je naglasiti da, posto koristimo
relativno jednostavnu metodu za karakterizaciju bloka, Sum ¢e uticati na broj staci-
onarnih i nestacionarnih blokova. Medutim, taj uticaj nije znacajan. PSNR za sliku
zahva¢enu Sumom iznosi 19.99dB, dok se nakon redukcije Suma predlozenim me-
todom dobija 24.05dB. Slika sa Sumom, slika sa nedostaju¢im odbircima i slika sa

redukovanim Sumom prikazane su na slikama 6.20a)-c).
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L
(a) (b) ()

Slika 6.20: a) Slika sa Sumom; b) slika sa varijabilnim brojem nedostajuc¢ih odbiraka;
c) slika sa redukovanim Sumom

Primger 3: U sljede¢em primjeru posmatra se slika , Arctic Hare”. Broj stacio-
narnih regiona je 36, dok je broj nestacionarnih 28. Stoga, procenat nedostajuéih
odbiraka za ¢itavu sliku iznosi 42.5%. Koristene su D = 3 iteracije. PSNR za sliku
sa Sumom je 20.32dB, dok za sliku sa redukovanim Sumom iznosi 24.75dB.

Originalna slika i slika zahvac¢ena Sumom su prikazane na 6.21a) i 6.21b) respek-
tivno. Slika sa nedostaju¢im odbircima je prikazana na slici 6.21c), dok je slika sa
Sumom redukovanim predlozenom metodom prikazana na slici 6.21d). Primijetimo
da u ovom slucaju, zbog same karakteristike slike, nedostajuci pikseli su prikazani

kao crni pikseli.

Slika 6.21: a) Originalna slika Arctic Hare; b) slika sa Sumom; c) slika sa nedosta-
juéim odbircima; d) Slika sa Sumom redukovanim predlozenom metodom

Primgjer j: Razmatrana je slika ,Human iris”. Broj stacionarnih regiona je 12,

a nestacionarnih 52, $to u naSem slucaju rezultuje sa 27.5% nedostajuc¢ih odbiraka
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za Citavu sliku. PSNR slike sa Sumom je 19.98dB, a primjenom predloZzenog metoda
Sum se redukuje i dobija se PSNR=23.56dB. Slike 6.22a) i 6.22b) prikazuju origi-
nalnu sliku i sliku zahvaé¢enu Sumom respektivno. Slika sa nedostaju¢im odbircima
prikazana je na slici 6.22¢). Slika 6.22d) prikazuje sliku sa Sumom redukovanim pre-
dlozenom metodom.

Rezultati za razmatrane slike su dati u tabeli 6.3. Na osnovu tabele 6.3, moze se

zakljuciti da je izlazni PSNR za minimum 3.5dB ve¢i od ulaznog PSNR-a.

(c) (d)

Slika 6.22: a) Originalna slika; b) slika zahva¢ena Sumom; c) slika sa varijabilnim
brojem nedostajuc¢ih odbiraka; d) slika sa redukovanim $umom

Broj Broj Procenat Ulazni | Izlazni
Slika stacionarnih | nestacionarnih | nedostajué¢ih | PSNR | PSNR
blokova blokova odbiraka [dB] [dB]
House 39 25 44.4 19.99 | 24.05
Arctic Hare 36 28 42.5 20.32 | 24.75
Human Iris 12 52 27.5 19.98 | 23.56

Tabela 6.3: Rezultati redukcije Suma za razlicite slike

6.2.2 EM Kklasterizacija primijenjena na redukciju Suma ko-

riSéenjem blokova sa varijabilnim brojem odbiraka

U ovom poglavlju ¢emo razmatrati primjenu EM algoritma [141-145| za karakte-
rizaciju stacionarnosti blokova slika. Ovaj metod obezbjeduje precizniju klasifikaciju

Sto omogucava tacniju rekonstrukciju slike na osnovu blokova sa varijabilnim brojem
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odbiraka. U svrhu efikasnije EM klasterizacije posmatrajmo blokove da je dekompo-
navana pomoc¢u metode singularnih vrijednosti (eng. Singular Value Decomposition
- SVD) [24]. U tom slu¢aju imamo:

By =U;3;V, (6.28)

gdje B;; € R™*" oznacava blok slike, U;; € R™*™ je ortogonalna matrica, 3;; €
T
j
novana matrica. S obzirom da je na$ pristup zasnovan na kvadratnim blokovima,

R™*™ pravougaona, dijagonalna i nenegativna matrica, a V;. € R™™" je transpo-
imamo da je n = m. Nakon $to dobijemo singularne vrijednosti bloka, izostavi¢emo
prvu vrijednost koja se odnosi na komponentu sa najvetom energijom, a za ostale
singularne vrijednosti izracuna¢emo varijansu. Singularne vrijednosti predstavljaju

dijagonalne elemente matrice, pa se za blok (i, j) moZe pisati:
[ds]i = [Bnlijy n=1,..,B (6.29)

Odnosno
ag = var(vec([ds]?)), n=2,..,B (6.30)

gdje je B dimenzija bloka.
Nakon sto se za svaki blok izracuna varijansa B — 1 singularnih vrijednosti,

dobijene varijanse se kategorisu u tri klastera.

Slika 6.23: Originalne slike i njihove verzije sa Sumom
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(i)

Slika 6.24: a), e), 1) Slike sa nedostajué¢im odbircima dobijene podabiranjem pristu-
pom 2 (tri klastera); b), f), j) rezultati redukcije Suma pristupom 2; c), g), h) slike
sa nedostajué¢im odbircima dobijene podabiranjem pristupom 3 (dva klastera); d),
h), 1) rezultati redukcije Suma pristupom 3

U tabeli 6.4 su dati rezultati dobijeni uzimanjem istog broja nedostaju¢ih odbi-
raka u svim blokovima (Pristup 1, tabela 6.4) i rezultati dobijeni kategorizacijama
blokova koris¢éenjem EM pristupa (Pristup 2 i 3, tabela 6.4). Naime, ovaj pristup
kategorizacije koristili smo za dva sluc¢aja. Prvi, kada se posmatraju samo dvije vrste
blokova, stacionarni i nestacionarni, a drugi je zasnovan na tri vrste blokova (staci-
onarni, umjereno nestacionarni i nestacionarni). U prvom slu¢aju broj nedostajuéih
odbiraka je isti kao i u sluc¢aju kategorizacije opisane u prethodnoj sekciji (20% za
nestacionarne i 40% za stacionarne). Kod drugog pristupa, broj nedostajucih odbi-
raka je: 10% za nestacionarne, 30% za umjereno nestacionarne i 50% za stacionarne
blokove. Da bi ukupan broj nedostajué¢ih odbiraka kod nestacionarnih blokova bio
isti nakon kompletne procedure, prvi pristup je zasnovan tri iteracije, kao u prethod-
noj sekciji, a drugi pristup je baziran na pet iteracija. Posmatrajuci tabelu, moze
se zakljuc¢iti da se najbolja redukcija Suma dobija za slucaj za tri vrste blokova i

pet iteracija. Ono $to je interesantno je da i kod pristupa sa dva regiona predloze-
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nom klasifikacionom metodom se postize bolji rezultat nego pristupom iz prethod-
nog poglavlja, kod koga je klasterizacija zasnovana na varijansi bloka. Oc¢igledno da
je odabir regiona preciznije odraden, Sto je dosta vazno za predlozenu proceduru.
Naime, stacionarnost regiona je direktno povezana sa brojem transformacionih koe-
ficijenata odredenog bloka. Kada je broj koeficijenata mali, ta¢na rekonstrukcija se
moze odraditi sa veé¢im brojem nedostaju¢ih odbiraka i obratno. Stoga preciznost
klasifikacije uti¢e na tac¢nost rezultata. U tabeli je takode prikazano i poredenje za
pristup sa konstantnim brojem nedostrajué¢ih odbiraka za sve blokove. U tom sluca-
ju, broj je izabran tako da ukupan broj nedostaju¢ih odbiraka odgovara ukupnom
broju nedostajucih odbiraka kao kod pristupa sa promjenjljivim brojem odbiraka po
blokovima. Opisani pristupi su testirani na veéem broju slika sa razlic¢itim karakte-
ristikama i u svim slucajevima se pokazuje da pristup sa tri karakteristicna bloka

daje najbolje rezultate.

Slika Ulazni PSNR Izlazni PSNR
Pristup 1 | Pristup 2 | Pristup 3
3 iter 5 iter 3 iter
20.40 24.87 28.97 27.17
Missing % 30.63% 46.25% 47.19%
ﬁ 21.01 24.90 26.96 26.05
Missing % 27.80% 37.82% 40.86%
- 20.50 25.03 27.86 26.52
Missing % 24.70% 43.12% 44.84%
[ »
I% 20.04 23.44 24.32 23.87
Missing % 34.70% 35.63% 39.22%
i 21.10 24.34 25.60 25.00
Missing % 30.94% 35.30% 38.98%
5 19.92 23.64 25.10 24.44
Missing % 36.50% 28.12% 33.59%
& 21.02 24.13 25.24 24.78
Missing % 28.12% 30.32% 35.23%

Tabela 6.4: Poredenje PSNR rezultata slika sa razli¢itim pristupima za redukciju
Suma
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6.3. Redukcija Suma zasnovana na filtriranju u Her-

mitskom domenu i metodi fuzije slika

U ovom poglavlju je razmatran pristup redukcije Gausovog Suma kod slike, ba-
ziran na jednodimenzionim Hermitskim transformacijama [146,147]. Ovaj pristup
je zasnovan na primjeni trougaone filtarske funkcije u Hermitskom domenu [148].

Trougaona funkcija u Hermitskom domenu je definisana relacijom:

k

k;maz

(6.31)

Wk)=1—

gdje je ke najvedi red funkcije koji se koristi za rekonstrukciju. Oblik ovog prozora
je dat na slici 6.25.

w(k)

k=0 | kmax

Slika 6.25: Trougaoni filtar u Hermitskom domenu

Treba napomenuti da je izbor ovakvog prozora optimalan, jer je varijansa Suma
pribliZzno proporcionalna energiji prozora, pa stoga u poredenju sa Hamingovim i
Haningovim, trougaoni prozor ima najbolje performanse. Prethodna relacija mora
biti malo modifikovana, jer za £ = 0, odnosno za k < k,i,, rekonstrukcija Hermit-
skim funkcijama daje loSe rezultate, ukoliko signal ima sloZeniju formu. Stoga se kao

funkcija filtra koristi kombinacija pravougaonog i trougaonog data sa:

W(k) — kmaz—FKmin -
O, k< kmin

(6.32)

Ovaj oblik filtra je prikazan na slici 6.26:

W(k) 4
1 4
_:\
|
I >
k=0 kmfn kmax k

Slika 6.26: Funkcija trougaonog prozora
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Moze se re¢i da u ovom slucaju imamo oblik niskopropusnog filtra odredenog
grani¢nim frekvencijama, k,,in, kmae- Filtriranje se vrsi po vrstama i kolonama slike.
Dakle, vrsi se rekonstrukcija vrste slike koristeéi razli¢it broj Hermitskih funkcija u
rasponu od k,,;, do k... Na kraju se dobijeni rezultati usrednjavaju. S obzirom da
svaka realizacija za dato k ima drugaciju raspodjelu Gausovog Suma, usrednjavanje
omogucava redukciju istog. Filtriranje u Hermitskom domenu je opisano sljede¢om

relacijom:

kmaaci

lellt(k) = H X<k7,)W(k2)7 kmaa?i = kmina Y kmax (633)
k;

Prethodna relacija moze biti realizovana kao:

X/ = > Xhmeni(k) (6.34)

kmaa: - kmzn -1

Treba naglasiti da se ovim filtrom favorizuju realizacije sa manjim brojem Hermitskih
funkcija, pa se posljedi¢no vise koriste nizi redovi funkcije koji su manje osjetljivi
na Sum. Da bismo zadrzali bolji kvalitet slike u smislu o¢uvanja visokofrekvencijskih
djelova, koristen je pristup fuzije slike u wavelet domenu [139]|. Dakle, filtrirana i
originalna slika, fuzijom preko wavelet domena daju konacan rezultat. Procedura je

opisana dijagramom prikazana na slici 6.27.

HERMITE TRANSFORM
BASED SMOOTHING

WAVELET

DECOMPOSITION

FUSED FILTERED IMAGE

W(k) TRIANGULAR
il FILTER
|
l
4 | )
k0T Ko T

NOISY IMAGE

Slika 6.27: Blok Sema predlozene metode redukcije Suma u Hermitskom domenu
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.

6.3.1 Pr

imjeri

Prethodna procedura je realizovana koriste¢i 16 x 16 blokove slika. Za svaki blok

koristeno je kin = 8 1 ke = 16. Razmatran je skup slika, a neke karakteristicne

su prikazane na slici 6.28.

Sumom i slika sa redukovanim Sumom,

éena

slika zahva

Y

Slika 6.28: Originalna slika

respektivno

)

za razlicite slucajeve

Sumom 1 slike dobijene nakon

éene

slike zahva

Y

Na slici su date originalne slike

, respektivno. U tabeli 6.5 je data statisticka anali-

filtriranja opisanom procedurom

za i poredenje koristenjem razli¢itih metoda. Koristene su razli¢ite mjere za kvalitet

slike: PSNR, SSIM (structure similarity index), FSIM (feature similarity indez) i

GMSD (gradient magnitude similarity deviation) [149]. Poredenje je vrseno sa fil-

trom srednje vrijednosti, TV (total variation) filtrom i Gausovim filtrima sa razli-

¢itim vrijednostima parametra o. Kao sto se iz tabele 6.5 vidi, u znac¢ajnom broju
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sluc¢ajeva predlozeni metod daje najbolje rezultate za najveéi broj razmatranih mjera

kvaliteta.
Mean filtar ™V |G filtar | G filtar | Predlo
Slika a) Mjera | (Sirina prozora) ausov ftar ausov frtar reclozena
filtar o =0.8 o =20.5 metoda
3x3
Ulazni PSNR 17.6325 10.2418 21.8896 26.6651 27.2616
azni
SSIM 0.3608 0.0000 0.7690 0.9271 0.9363
PSNR [dB]
 56.4899 FSIM 0.7149 0.0797 0.7690 0.9621 0.9770
o GMSD 0.1789 0.2135 0.0742 0.0453 0.0445
Mean filtar ™V |G filtar | G filter | Predloz
Slika b) Mjera | (Sirina prozora) ausov ar ausov er reclozena
filtar o =0.8 o =0.5 metoda
3Ix3
Ulazni PSNR 15.3966 4.0367 21.9433 25.6823 26.0520
azni
SSIM 0.4763 0.0000 0.8963 0.9616 0.9692
PSNR [dB]
 96.4899 FSIM 0.7503 0.0896 0.9211 0.9638 0.9699
o ’ GMSD 0.2095 0.1282 0.0446 0.0266 0.0237
Mean filtar
. . . TV Gausov filtar | Gausov filter | PredloZena
Slika c) Mjera | (Sirina prozora)
filtar o =0.8 o=20.5 metoda
3Ix3
Ulazni PSNR 16.5150 7.6233 22.6882 27.8905 28.4430
azni
SSIM 0.4210 0.0000 0.8423 0.9316 0.9339
PSNR [dB]
— 26.4899 FSIM 0.7405 0.1510 0.8931 0.9604 0.9644
o ) GMSD 0.1807 0.2228 0.0490 0.0290 0.0327
Mean filtar 1y g filtar | G filter | Predloz
Slika d) Mjera | (sirina prozora) ausov ar ausov er redloZena
filtar o =0.8 o=0.5 metoda
3x3
Ulazni PSNR 17.4942 3.1144 21.0758 25.9627 27.1600
azni
SSIM 0.3863 0.0000 0.7002 0.8375 0.8442
PSNR [dB]
— 26.4899 FSIM 0.6980 0.2713 0.8360 0.9182 0.9286
o ) GMSD 0.1970 0.3336 0.0835 0.0546 0.0572

Tabela 6.5: Poredenje metoda filtriranja
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7. Rekonstrukcija slika pomocéu Hop-

fildove neuralne mreze

U ovoj glavi ¢emo razmatrati poboljSanu metodu obnavljanja kvaliteta slike koji
se zasniva na kombinaciji Hopfildove neuralne mreze (Hopfield Neural Network -
HNN) [150-159] sa rekonstrukcionim algoritmima i klasifikacijom Parzenovim pro-
zorom [160,161|. Hopfildova mreza je oblik asocijative memorijske mreze koja se
koristi za prepoznavanje obrazaca slika i optimizacije. Medutim, kada ulazna slika
ima ograni¢en broj dostupnih odbiraka, Hopfildova mreZza ne uspijeva da obnovi
odgovarajucu formu slike. Zbog toga se gradijentni algoritam koristi za rekonstruk-
ciju slike, kako bi se dobila njena aproksimativna forma, koja bi omogucila njeno
poboljsano procesuiranje neuralnom mrezom. U slucaju sivoskaliranih slika koristi
se Parzenov prozor [160,161] kako bi klasifikacija pomoc¢u njega olaksala selekciju
odgovarajuce forme i dala bolju konvergenciju za tac¢nije obnavljanje slike.

Hopfildova neuralna mreza pripada tipu rekurentnih neuralnih mreza (Recurrent
Neural Network - RNN) [162], sto podrazumijeva da radi sa sekvencijalnim poda-
cima, gdje se red ulaznih elemenata uzima u obzir. Rekurentna mreza inkorporira
koncept ,,memorije” Sto omogucava smjeStanje prethodnog ulaza da bi se generisao
naredni izlaz. Posto HNN pripada ovom tipu mreza podrazumijeva se da mreza
sadrzi asocijativnu memoriju koja omogucava obnavljanje memorije koriste¢i nedo-
vrSene podatke ili djelove ulaznih podataka zahvac¢ene Sumom. Ova osobina je ¢ini

pouzdanom metodom za rekonstrukciju i prepoznavanje obrazaca.

7.1. Teorijska osnova

Hopfildova mreza je jedan od prvih primjera asocijativne neuralne mreze. Neu-
roni u ovoj mrezi se smijestaju i obnavljaju signale na osnovu ulaznih asocijativnih
(nedovrsenih) formi. Tokom faze ucenja, neuroni su inicijalizovani sa vrijednostima
ulaznih signala i na osnovu toga se rac¢unaju tezinski faktori.

Hopfildova mreza je mreza konstruisana od Mekaloh-Pits (McCulloch-Pitts) ne-
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urona. Stanje neurona j u trenutku diskretnog vremena n moze se opisati kao
[150,154,155-157]:
1, aktivan
si(n) = ‘ (7.1)
—1, neaktivan

Neuron ¢ prima ulaze od N neurona. Izlazi s;(n+1) su ulazi svih neurona iz sljedeceg

koraka i rac¢unaju se prema relaciji:

si(n+1) = f(z(n)) (7.2)

gdje je f aktivaciona funkcija i z;(n) = Z;VZI w;;s;(n) je lokalno polje. Parametri w;;
oznacavaju pozitivne i negativne tezinske vrijednosti, tj. ja¢inu konekcije neurona ¢
i neurona j, dok #; oznacava ogranicenje za neuron.

Neuroni mogu biti azurirani sinhrono i asinhrono. Ako su svi neuroni ¢ istovreme-
no azurirani i svi ulazi s;(n) smjesteni u trenutku n, onda je to sinhrono azuriranje.

Asinhrono azuriranje se izvrSava na jedan neuron po iteraciji:

f (Zy wy;sj(n) — 9k> , 1=k

s;(n), ostalo

si(n+1) = (7.3)

Tezinske vrijednosti w;; izmedu neurona ¢ i neurona j se mogu racunati prema
sljedecoj relaciji:

wij = SZ'Sj (74)

gdje su s; 1 s; stanja koja ¢e neuroni ¢ i j imati u ciljnom obrascu. U slucaju kad

imamo vise obrazaca, jednac¢ina se modifikuje na sljedeéi nacin [155-157]:

P
1 k k
W;; = N;Sl Sj (75)

gdje P oznacava broj obrazaca. Relacija (7.5) korespondira Hebovom pravilu (eng.
Hebb’s rule). Ovo pravilo kaze da je vrijednost tezine w;; izmedu neurona s; i s; pro-
izvod vrijednosti neurona. Tezinska matrica mreze W je simetri¢na, tj. W' = W,
dok su dijagonalni elementi jednaki nuli, §to zna¢i da u mrezi nema sopstvenu po-
vratnu informaciju [157].

Razmatrajmo slu¢aj kad imamo nepotpunu formu u smislu da je obrazac zahva-
¢en Sumom. Obrazac ima elemente sa vrijednostima +1. Ovaj obrazac se pridodaje
mrezi kao stanje i uzima se u obzir tokom faze obnavljanja. Za svaki neuron, suma

tezinskih ulaza iz susjednih neurona je raCunata i primijenjena je odredena funk-
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cija da bi se odredilo aktivaciono stanje. Azurirajuéi proces se nastavlja dok nema
promjena za izvrSavanje. Pretpostavljajuc¢i asinhrono azuriranje i ogranic¢enje akti-
vacione funkcije, stanje neurona se azurira na osnovu znaka tezinske sume ulaza.

Stoga, imamo [154]:
si(n+1) =sgn(z(n)), i=1,2,..,N (7.6)
gdje je sgn signum funkcija definisana kao:

+1, 2z >0
sgn(z;) = : . (7.7)
—1, z <

Ako je z; > 0, onda neuron ¢ mijenja stanje na +1, odnosno ako je (z; < 0), onda se
stanje mijenja na —1. Ako se ve¢ nalazi u odredenom stanju, onda zadrzava isto. U
slucaju kada je z; = 0, onda neuron ¢ zadrzava svoje prethodno stanje. U matri¢noj

formi, relacija (7.6) moZe da se zapise kao
s =sgn(Ws — 09) (7.8)

gdje je ® je N-dimenzioni vektor koji sadrzi ogranicenja neurona, dok vektor s
predstavlja stabilno stanje.

Dinamika mreZe je vezana za energiju sistema. Sistem konvergira ka minimumu
energije. Energetska funkcija mora biti minimalna za poZeljno rjesenje [150]. Raz-
matrajuci jedan obrazac P = 1, energetska funkcija je definisana kao suma svih
neurona pomnozena sa polovinom njihovih tezinskih suma, zbog simetrije tezinskih
vrijednosti [154]:

A
E = ~5 Z Z w;;8iS; + Z 0;s; (7.9)
i=1 j=1 i
ili u matri¢noj formi:

1
E = —§SWST +0s” (7.10)
Ako razmotrimo sluéaj 0; = 0, relacija (7.9) se moze zapisati kao [150,155]:
L NN
E = —§ZZwijsisj (7].1)
i=1 j=1

Energetska funkcija je opadajucua funkcija i stoga Hopfildova mreza tezi ka svom

lokalnom minimumu.
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7.2. Modifikacija Hopfildove mrezZe za rekonstrukci-

ju sivoskaliranih slika

Osim razmatranih binarnih obrazaca (slika), procedura se moze prilagoditi i za
sivoskalirane ulazne slike [159]. U ovom sluc¢aju je uklju¢eno statisticko mapiranje
preko Parzenovog prozora (slika 7.1). Dodatno je izvrsena modifikacija u odnosu na
prethodnu proceduru. Naime, energetska funkcija i pravilo za azuriranje su modifi-
kovani. Stoga aktivacione funkcije i segmenti za ra¢unanje energije imaju drugaciju
formu racunanja za slu¢aj binarnih i sivoskaliranih slika [159]. Energetska funkcija

za rekonstruisanje sivoskaliranih slika u Hopfildovoj mrezi je definisana kao:

E(s,W) = —%STWS + Z s? (7.12)

RECONSTRUCTED
ITERATIVE IMAGE

‘GRADIENT-DESCENT HNN
RECOVERY

DAMAGED PATTERN

=0

E<E.. o YES RETRIEVED
—> ENEGRY — min PATTERN

=
1Bs=il
=t b3 ACTIVATION

‘ u FUNCTION
el Taly o,(n)iJ

NO

YES
BINARY

NO

STATISTICAL MAPPING ‘
BASED ON PARZEN

wtwow J T s(n+1)
SR

Slika 7.1: Blok Ssema predlozenog pristupa za rekonstrukciju sivoskaliranih slika

U prethodnoj relaciji parametar s oznacava stanje neurona, dok W oznacava ma-
tricu tezinskih vrijednosti. Takode, uveden je ) s zbog odrzavanja stabilnosti mreze
i sprijeCavanja neurona da dostignu ekstremno visoke vrijednosti. Uz ove modifika-
cije je uvedena nova aktivaciona funkcija, tanh (tangens hiperbolni). Ova funkcija je
neophodna za sivoskalirane slike, gdje su vrijednosti piksela normalizovane izmedu

vrijednosti -1 i 1. Pravilo azuriranja neurona je dato sljede¢im izrazom [159]:

% [tanh (ﬁ Zj wkjsj(n)ﬂ L i=k

si(n), ostalo

sin+1) = (7.13)

gdje je (8 skalirajuci faktor koji kontroliSe nivo aktivacione funkcije za rekonstrukciju

piksela slike. Ovaj parametar je takode vazan, jer obezbijeduje numericku stabilnost
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tokom procesa konvergencije mreze. Nakon §to mreza konvergira, vrijednosti piksela
na izlazu slike su reskalirani kao u originalnom predstavljanju vrijednostima (od 0 do
255). Ovdje je parametar (3 koriséen da se odrede odgovarajuce vrijednosti i kontrast

sivih piksela na izlazu slike.

7.3. Eksperimentalni rezultati

Efikasnost predlozene procedure testirana je na znacajno oSte¢enim ulaznim ob-
rascima (slikama). Posmatrana su dva slu¢aja obrazaca: binarne i sivoskalirane slike
[159]. Hopfildova mreza je trenirana na obrascima veli¢ine 128 x 128. Trening skup
je formiran iz Matlab demo skupa podataka (koji uklju¢uje standardne test slike),
USC-SIPI baze slika i nekih slika iz Caltech 256 skupa. Napomenimo da su obra-
sci veli¢ine 128 x 128 kreirani iz originalnih slika (vece slike su podijeljene na vise
128 x 128 obrazaca, ¢ime je prosiren trening skup). Test skup podataka predstavlja
podskup prikupljenog trening skupa. Proces treniranja ima za cilj da konstruise
(obuci) tezinske vrijednosti u matrici W, koje su zatim fiksirane u fazi testiranja.
Hopfildova mreza, u slucaju sivoskaliranih obrazaca, koristi modifikovano pravilo
azuriranja opisano u prethodnom poglavlju. Za taj sluc¢aj je uveden faktor skalira-
nja (8, koji kontroliSe jac¢inu aktivacione funkcije. Potrebno ga je empirijski odrediti
(u eksperimentima je dominantno koriséeno 8 = 20). Medutim, nije kljucan za pro-
nalazenje obrasca, jer uti¢e samo na kontrast izlazne slike. Dati su rezultati primjene
same HNN mreze. Oni pokazuju da mreza ne uspijeva da obnovi obrasce na osnovu
oStecenih ulaza.

Vazno je napomenuti da su u eksperimentima predstavljeni oSteéeni binarni ob-
rasci sa samo 10% dostupnih odbiraka i sivoskalirani obrasci sa samo 40% dostupnih
odbiraka. Ove vrijednosti su empirijski odredene kao najmanji broj dostupnih od-
biraka koji omogucava tacno pronalazenje svih testiranih obrazaca. Naime, manje
slozeni obrasci mogu se obnoviti koris¢éenjem predlozenog pristupa ¢ak i sa manjim
brojem dostupnih odbiraka (npr. 2% za sliku cameraman u slu¢aju binarnih podata-
ka), ali 10% za binarne i 40% za sivoskalirane slike pokazali su se kao sigurni pragovi
broja dostupnih odbiraka koji mogu osigurati uspjesne rezultate za sve obrasce iz

test skupa.

7.3.1 Binarni obrasci

U prvom slucaju su posmatrani binarni obrasci. Razmatrane su ostecene test sli-
ke kod kojih je dostupno samo 10% od ukupnog broja piksela. Slike Lena, Baboon,
Peppers i Barbara prikazane su na slikama 7.2a), 7.3a), 7.4a) i 7.5a). Na slikama od
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7.2 do 7.5 prikazani su rezultati primjene Hopfildove mreze bez modifikacije predlo-
zenim pristupom koji ukljucuje rekonstrukciju i statisticko mapiranje. Kao §to je i
o¢ekivano, mreza nije uspjela da rekonstruise ulazne obrasce. Eksperimenti prikazu-
ju rezultate kada su ostecéene slike Lena, Baboon, Peppers i Barbara koris¢ene kao
ulazi u Hopfildovu mrezu. Slika 7.4b) prikazuje pogresan rezultat rekonstruisanog
obrasca, dok slike 7.2b), 7.3b) i 7.5b) pokazuju da je rezultat neka vrsta slike dobi-

jene kao mjeSavina razli¢itih obrazaca.

a) b)
0 flo7 ;
N
> -5
<
[}
c
w10
-15
0 iteration 1 2

c) x10* d)

Slika 7.2: a) Ulazna slika Lena sa 90% nedostaju¢ih odbiraka; b) dobijena pogresna
slika; ¢) Minimizacija energije kroz iteracije; d) originalna (ocekivana) slika

il

i
Sm T

0 iteration 1 2
c) x10% d)

Slika 7.3: a) Ulazna slika Baboon sa 90% nedostajucih odbiraka; b) dobijena pogresna
slika; ¢) Minimizacija energije kroz iteracije; d) originalna (ocekivana) slika
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-10

-15

0 . o1 2
iteration "
c) x10 d)

Slika 7.4: a) Ulazna slika Peppers sa 90% nedostajuc¢ih odbiraka; b) dobijena pogre-
$na slika; ¢) Minimizacija energije kroz iteracije; d) originalna (o¢ekivana) slika

x107

0 jteration 1 2
c) x10% d)

Slika 7.5: a) Ulazna slika Barbara sa 90% nedostajuc¢ih odbiraka; b) dobijena pogre-
S$na slika; ¢) Minimizacija energije kroz iteracije; d) originalna (oc¢ekivana) slika

Razmotrimo sada performanse predlozene procedure sa gradijentnim algoritmom
za rekonstrukciju. Vazno je napomenuti da u sluc¢aju binarnih slika, rezultati rekon-
strukcije mogu biti losiji od sivoskaliranih slika. Naime, kao rezultat rekonstrukcije
gradijentnim algoritmom, pojavljuju se sivoskalirane vrijednosti. Stoga je potrebno
dodatno postprocesuiranje da bi se dobila binarna slika. Rezultati su dati na slikama
7.6 do 7.9 pokazujuéi uspjesno obnovljene obrasce za razmatrane slucajeve. Napo-
menimo da medurezultati dobijeni gradijentnim algoritmom znacajno razlikuju od

originalnog obrasca, skoro do neprepoznatljivosti (slika 7.6b), 7.7b), 7.8b) i 7.9b)).
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Medutim, ovi rezultati daju poboljsanu aproksimaciju obrasca koja je za Hopfildovu

mrezu dovoljno dobra da u potpunosti obnovi obrazac.

0 x107
s, 5
2
[0
&

-10

-15

0 iteration1 2

c) x10*

Slika 7.6: a) Ulazna slika Lena sa 90% nedostajuc¢ih odbiraka; b) djelimi¢no rekon-
struisan obrazac; c¢) Minimizacija energije kroz iteracije; d) originalna (o¢ekivana)

slika

-15
0 jteration 2
c) x10* d)

Slika 7.7: a) Ulazna slika Baboon sa 90% nedostajuc¢ih odbiraka; b) djelimi¢no rekon-
struisan obrazac; ¢) Minimizacija energije kroz iteracije; d) originalna (o¢ekivana)

slika
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%107

0 iteration 1 2
c) x10* d)
Slika 7.8: a) Ulazna slika Peppers sa 90% nedostajucih odbiraka; b) djelimi¢no rekon-
struisan obrazac; ¢) Minimizacija energije kroz iteracije; d) originalna (o¢ekivana)
slika

x107

0 iteration 2
) x10% d)

Slika 7.9: a) Ulazna slika Lena sa 90% nedostajuc¢ih odbiraka; b) djelimi¢no rekon-
struisan obrazac; ¢) Minimizacija energije kroz iteracije; d) originalna (o¢ekivana)
slika

7.3.2 Sivoskalirani obrasci

Razmotrimo sada slucaj sivoskaliranih slika. U prvom sluc¢aju imamo sivoskali-
rane slike sa 60% nedostajuc¢ih odbiraka dovedene na ulaz mreze.
Rezultati za sivoskalirane osteéene slike Cameraman i Lena su prikazane na slika-
ma 7.10 1 711. Obnavljanje obrazaca je neuspjesno u oba slucaja. Naime, Hopfildova

mreza generiSe fuziju od nekoliko slika, stvarajuc¢i nepostojeci obrazac. Mreza u ovom
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sluc¢aju identifikuje kao dominantan obrazac sliku Office.

Slika 7.10: a)Ulazna slika Cameraman sa 60% nedostajuéih piksela; b) pogresno
identifikovana slika sastavljena od vise obrazaca

[ Te

l_I- - i e
g"' TR S

Slika 7.11: a)Ulazna slika Lena sa 60% nedostajucih piksela; b) pogresno identifiko-
vana slika sastavljena od vise obrazaca

Da bi se izbjegla prethodna greska, u identifikaciji obrasca, primijenjen je gra-
dijentni algoritam za rekonstrukciju [159]. Gradijentni algoritam obezbjeduje re-
konstruisane aproksimacije obrazaca prikazane na slikama 7.12b), 7.13b) i 7.14b)).
Ocigledno da je kvalitet aproksimacije jo$ uvijek daleko ispod kvaliteta originalnih
obrazaca, naro¢ito kod slozenijih primjera (slika 7.14b)). Za to se primijenjuje Parze-
nova klasifikacija radi odbacivanja manje sli¢nih obrazaca u Hopfildovoj mrezi [159].
Drugim rije¢ima, aproksimacije se klasifikuju radi preciznije identifikacije podsku-
pa onih ¢ije su funkcije gustine raspodjele uporedive sa PDF-om ulaznog obrasca.
Klasifikacija se zasniva na trodimenzionalnoj raspodjeli sa sljedeé¢im osama: vrijed-
nosti piksela, gradijenti i teksture rac¢unati preko entropije. Za svaku osu koriséen je
prozor h = 1. Na kraju aproksimacija odabrana Parzenovim pristupom se obnavlja

neuralnom mrezom. Rezultati za neke test slike su prikazani su na slikama 7.12-7.14.
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Slika 7.12: a) Ulazna slika Cameraman sa 60% nedostajuc¢ih odbiraka; b) djelimi¢no
rekonstruisana slika gradijentnim algoritmom; c) krajnji rezultat i identifikacija slike

Slika 7.13: a) Ulazna slika Lena sa 60% nedostajuéih odbiraka; b) djelimi¢no rekon-
struisana slika gradijentnim algoritmom; c) krajnji rezultat i identifikacija slike

Slika 7.14: a) Ulazna slika living room sa 60% nedostajuc¢ih odbiraka; b) djelimi¢no
rekonstruisana slika gradijentnim algoritmom; ¢) krajnji rezultat i identifikacija slike
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8. Zakljucak

S obzirom da teza obuhvata u manjoj ili ve¢oj mjeri nekoliko razli¢itih oblasti,
predloZeni pristupi otvaraju mogucénost za mnogo Siru primjenu od one koja je pre-
zentovana u radu. U tezi je prezentiran efikasan metod za odvajanje stacionarnih
2D tekstura iz prirodnih slika. Ovaj metod bi mogao da se generalizuje za enkripciju
signala stacionarnih u Hermitskom domenu. Naime, koriS¢enjem analogije i relacija
koje bi bile razvijene za Hermitski domen mogla bi da se izvrsi potpuna detekcija i
ekstrakcija takvih signala. Interesantne primjene ovog pristupa mogu da se dobiju i
za jednodimenzione signale. Naime, kombinovanje transformacionih domena preko
relacije koja daje vezu izmedu kratkotrajnih Furijevih transformacija sa razli¢itim
duzinama prozora, moze se koristiti kod komunikacionih signala. Posebno interesan-
tan slucaj je detekcija i odvajanje Bluetooth i Wireless signala zahvacenih jakom
nestacionarnom smetnjom. U tu svrhu bi ovaj transformacioni pristup bio kombi-
novan sa L-estimacionim tehnikama. Takode, kod sluc¢ajeva optimalnih estimatora
bilo bi interesantno dati izvodenje za sluc¢ajeve dvodimenzionih transformacija.

Posebno interesantan je i slucaj klasifikacija signala za koje je Hermitska transfor-
macija optimalan estimator. U grupu ovih signala spadaju biomedicinski signali kao
Sto su elektrokardiogram (EKG), elektroencefalogram (EEG), komunikacioni 8iro-
kopojasni signali (UWB), kao i signali parcijalnog praznjenja u elektroenergetskim
sistemima. Kombinacijom klasifikacionih metoda za Hermitski domen i neuralnih
mreza mogu da se dobiju efikasni sistemi za prepoznavanje i karakterizaciju ovakvih
signala.

U radu je pokazano da se performanse Hopfield-ove neuralne mreze mogu zna-
¢ajno poboljsati koriséenjem konveks-optimizacionih rekonstrukcionih algoritama i
klasifikacionih metoda zasnovanih na Parzen window. Medutim, kombinovanjem har-
dverskih rjesenja za k-NN mrezu sa konvolucionim — CNN neuralnim mrezama mogu
da se dobiju mo¢ni sistemi za obradu zahtijevnijih signala od onih koji su obradivani
Hopfield-ovom mrezom.

Takode, sistemi za redukciju Suma zasnovani na uklanjanju odbiraka mogu da-

lje da se generalizuju i usavrSe u smislu paralelnog rada sa vise razli¢itih veli¢ina
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blokova kombinujuci regione kod kojih je Sum najbolje redukovan. Arhitektura za
hardversku realizaciju k-NN metode moze biti dalje usavrSena koriste¢i analogne
realizacije.

Bilo bi interesantno razviti softver za virtuelni instrument za klasifikacione me-
tode kojim bi se integrisale metode koje koriste skupove podataka za obucavanje i
metode koje na osnovu maksimizacije oc¢ekivanja vrse segmentaciju odredenih po-

dataka.
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