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R E Z I M E

U disertaciji je predlo�ena signal-adaptivna, vi�etaktna hardverska implementacija novog,
optimalnog (Wiener-ovog) filtra za estimaciju visoko nestacionarnih dvodimenzionalnih FM
signala. Implementirani filtar koristi rezultate prostorno-frekvencijske analize
dvodimenzionalnih nestacionarnih signala u realnom vremenu. Bazira se na korespondenciji
funkcije oslonca razvijenog filtra i lokalne frekvencije filtriranog dvodimenzionalnog signala.
Lokalna frekvencija filtriranog dvodimenzionalnog signala se estimira upotrebom metoda
prostorno-frekvencijske analize. Razvijeni sistem dozvoljava estimaciju ve eg broja lokalnih
frekvencija u jednoj ta ki dvodimenzionalnog signala, obezbje uju i na taj na in ravnopravan
rad sa monokomponentnim i multikomponentnim signalima. Vi�etaktna implementacija
omogu ava predlo�enom dizajnu da minimizuje du�inu takta, kao i da optimizuje kriti ne
performanse koje se vezuju za hardversku kompleksnost. Na taj na in razvijeni sistem postaje
pogodan za implementaciju na ipu i za rad u realnom vremenu. Tako e, dizajn uzima razli it
(signal-adaptivan) broj taktova u razli itim prostorno-frekvencijskim ta kama tokom
izvr�avanja. Ovim se optimizuje vrijeme izvr�avanja i prevazilazi glavni nedostatak vi�etaktnih
implementacija u odnosu na odgovaraju e jednotaktne implementacije, ali tako e i obezbje uje
najkvalitetnija mogu a estimacija lokalne frekvencije, visoka prostorno-frekvencijska rezolucija
i veoma efikasno filtriranje nestacionarnih dvodimenzionalnih FM signala. Shodno tome,
razvijeni sistem se kvalifikuje za optimalno rje�enje u mnogim prakti nim primjenama.
Implementacija je verifikovana dizajnom u field-programmable gate array (FPGA) tehnologiji.



A B S T R A C T

Signal adaptive, multiple-clock-cycle hardware implementation of a novel, optimal
(Wiener) filter for highly nonstationary two-dimensional FM signals estimation has been
proposed in this work. The implemented filter uses results of the space/spatial-frequency analysis
in real-time processing of two-dimensional nonstationary signals. It is based on the
correspondence of the region of support of the developed filter to the local frequency of the
filtered two-dimensional signal and on the space/spatial-frequency analysis-based local
frequency esimation. The developed system permits multiple local frequency estimation in a
two-dimensional signal point, enabling filtering of monocomponent and multicomponent signals.
The multiple-clock-cycle approach helps the proposed design to minimize clock cycle time and
to optimize critical design performances related to the hardware complexity, making it a suitable
system for real-time and on-a-chip implementation. However, the design also takes variable
(signal adaptive) number of clock cycles in different space/spatial-frequency points during the
execution. In this way, it optimizes the execution time, removing the main drawback of the
classical multiple-clock-cycle approaches in comparison to the single-clock-cycle ones, but also
provides the highest quality local frequency estimation, high space/spatial-frequency resolution,
and, consequently, a very efficient filtering of nonstationary two-dimensional FM signals,
qualifying itself as an optimal solution in many practical applications. The implementation has
been verified by a field-programmable gate array (FPGA) circuit design capable to perform
filtering of nonstationary multicomponent two-dimensional FM signals.
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Uvod 1

U V O D

Nosilac odre ene korisne informacije se, u op�tem smislu, mo�e nazvati signalom. Signal
se, matemati ki, reperezentuje kao funkcija jedne ili vi�e nezavisnih promjenljivih. Broj
nezavisnih promjenljivih odre uje dimenzije signala. U slu aju da je signal funkcija jedne
nezavisne promjenljive, rije  je o jednodimenzionalnom (1D) signalu, a ukoliko je broj
nezavisnih promjenljivih ve i, signal se smatra vi�edimenzionalnim.

Istorijski gledano, interesovanje za analizu signala se intenzivira etrdesetih godina pro�log
vijeka, kada su postavljene osnove analogno-digitalne konverzije podataka. Uvo enjem ovih
koncepata moglo se otpo eti sa analizom signala koji je dugo vremena intrigirao nau nu javnost,
odnosno sa analizom ljudskog govora. Ljudski govor je samo jedan od predstavnika
mnogobrojne familije nestacionarnih signala, koji se odlikuju promjenom spektralnog sastava u
vremenu i zauzimaju �irok opseg frekvencija. To zna i da konvencionalne metode obrade
signala, koje daju predstavu signala u vremenskom, odnosno u frekvencijskom domenu
pojedina no, ne e mo i na kvalitetan na in da opi�u ovu vrstu signala. U cilju uspje�nog
procesiranja ljudskog govora, ali i ostalih, mnogobrojnih nestacionarnih signala: seizmi kih,
geofizi kih, astronomskih, biomedicinskih, radarskih i sonarskih, telekomunikacionih,
industrijskih itd., razvija se zdru�ena, vremensko-frekvencijska (Time-Frequency � TF) analiza
signala. TF analiza razvija matemati ke metode potrebne za razumijevanje vremenski-
promjenljivog spektralnog sastava signala. Analogno TF analizi koja se primjenjuje u slu aju 1D
signala, razvijena je i prostorno-frekvencijska (Space/Spatial-Frequency � S/SF) analiza koja se
primjenjuje u slu aju dvodimenzionalnih (2D) signala.

U praksi, jedan od najprisutnijih i naj e� e kori� enih na ina obrade signala, je filtriranje
signala. Pod filtriranjem signala podrazumijevamo prepoznavanje neke va�ne osobine ili
informacije koju signal nosi, i eliminisanje ne�eljenih komponenti, odnosno ne�eljenih osobina
koje maskiraju osobine od interesa. Filtriranje nestacionarnih, 1D signala ve  izvjesno vrijeme
okupira pa�nju nau ne javnosti, te je razvijen prili an broj algoritama i odgovaraju ih
hardverskih rje�enja, koja mogu uspje�no vr�iti filtriranje ove vrste signala. S druge strane,
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filtriranje nestacionarnih, 2D signala je jo� uvijek nedovoljno istra�ena i razvijena nau na
disciplina, ija bi rje�enja bila veoma korisna u praksi. Naime, osim standardnih primjena op�tih
metoda filtriranja 2D signala  restauracija posmatranog signala, unaprije enje njegovog
kvaliteta, kodiranje i analiza, ova vrsta operacija se esto koristi kao predprocesiraju i alat u
razli itim poljima, kakva su prepoznavanje �ablona ili, pak, modelovanje sistema vida kod
sisara.

Navedni razlozi su bili glavni motiv za istra�ivanje u oblastima analize i filtriranja
nestacionarnih, 2D signala. Istra�ivanje je rezultiralo razvojem metoda i odgovaraju eg
hardverskog dizajna optimalnog, S/SF sistema za filtriranje visoko nestacionarnih, 2D FM
signala, koji ine okosnicu ove disertacije.

TF i S/SF filtri mogu biti dizajnirani eksplicitno i implicitno. Nestacionarni filtri, ija je
funkcija oslonca najbolja aproksimacija prenosne funkcije distribucije kori� ene u njihovoj
definiciji, imaju eksplicitan dizajn. Nestacionarni filtri imaju implicitan dizajn ukoliko se
baziraju na izra unavanju linearne (TF ili S/SF) transformacije (1D ili 2D) signala, estimaciji
funkcije oslonca filtra na osnovu TF ili S/SF distribucija i estimaciji izlaznog signala na osnovu
izra unate linearne transformacije pomno�ene estimiranom funkcijom oslonca filtra. Eksplicitno
dizajnirani filtri, kao i implicitno dizajnirani filtri koji koriste estimaciju funkcije oslonca
baziranu na linearnim TF, odnosno S/SF distribucijama i uklju uju samo linearne korake,
rezultuju linearnim TF i S/SF filtrima. Implicitno dizajnirani filtri koji koriste estimaciju funkcije
oslonca baziranu na kvadratnim TF, odnosno S/SF distribucijama rezultuju nelinearnim TF i
S/SF filtrima.

Linearni filtri se nazivaju klasi nim rje�enjima, jer su dizajnirani ili eksplicitno na osnovu
Richaczek-ove distribucije i Wigner-ove distribucije (WD) (Zadeh-ov filtar, [59], i Weyl-ov
filtar, [28], respektivno) ili implicitno na osnovu linearne kratkotrajne Fourier-ove transformacije
(Short-Time Fourier Transform � STFT) i Gabor-ove transformacije (STFT filtar, [41], i Gabor-
ov filtar, [41], [56], [163], respektivno). Ipak, ova rje�enja imaju ozbiljne nedostatke uzrokovane
TF distribucijama na kojima se baziraju. Zadeh-ov filtar ne mo�e biti kori� en za nestacionarne
signale, STFT i Gabor-ov filtar imaju ograni enu rezoluciju, dok je Weyl-ov filtar u principu
ograni en na halfband signale, [39], [41]. Kako bi se smanjio uticaj navedenih nedostataka i
pro�irile mogu nosti primjene klasi nih rje�enja, definisane su modifikovane verzije ovih filtara
(multiwindow STFT filtar, [39], [41], multiwindow Gabor-ov filtar, [39], [41], [147], [149],
aproksimativni halfband Weyl-ov filtar, [28], [39], [41]). Ipak, modifikovane verzije pove avaju
ra unsku kompleksnost klasi nih rje�enja.

Nelinearni filtri, bazirani na WD-ji ili glatkoj WD-ji, [27], pobolj�avaju rezoluciju i
selektivnost, ali uz pove anje kompleksnosti prethodno navedenih rje�enja. Projekcioni filtar,
[35], ima izrazito visoku selektivnost, ali i zna ajno uve anu kompleksnost u pore enju sa
ostalim rje�enjima.

Zbog izrazite numeri ke kompleksnosti, nestacionarni filtri zahtijevaju zna ajno vrijeme za
izra unavanje. Stoga su neprikladni za analizu u realnom vremenu, �to veoma ograni ava
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njihovu primjenu u praksi. Hardverske implementacije, kada su mogu e, prevazilaze ove
probleme. Ipak, postoje e hardverske implementacije imaju prili ne nedostatke. Online algoritmi
za jednotaktnu implementaciju (Single-Clock-Cycle Implementation  SCI) linearnih TF filtara
iz [39], [41], [147], [149], postoje i SCI dizajn nelinearnog TF filtra iz [137], i mogu e
implementacije nelinearnih TF filtara iz [27], [43], zahtijevaju ponavljanje osnovnih ra unskih
elemenata, ukoliko ih je potrebno koristiti vi�e od jednog puta. Stoga, ove implementacione
�eme mogu biti tako kompleksne da ih nekada nije mogu e realizovati. Osim toga, kompleksnost
ovih sistema zavisi od du�ine filtriranog signala, pa su u mogu nosti da estimiraju samo signale
unaprijed definisane du�ine. Uz to, SCI pristup iz [137], koji se implementira u realnom vremenu
nije pogodan za upotrebu u slu aju multikomponentnih signala. S druge strane, nelinearni TF
filtar iz [128], baziran na pore enju statisti kih karakteristika TF distribucija sa izrazito
razli itim brojem odbiraka filtriranog signala, kao i adaptivni filtri bazirani na iterativnim
algoritmima, [163]-[165], podrazumijevaju ra unski veoma kompleksne i vremenski zahtjevne
estimacije funkcije oslonca, te iz navedenih razloga esto nije mogu a njihova implementacija u
realnom vremenu.

Numeri ka kompleksnost se drasti no pove ava u slu aju 2D signala, pa su zahtjevi
hardverske implementacije sistema za procesiranje ovih signala jo� nagla�eniji. Isto se mo�e
konstatovati i za uo ene nedostatke postoje ih hardverskih implementacija TF filtara u slu aju
kada se pro�iruju za procesiranje 2D signala, [147], [149]. Dimenzije ipa, potro�nja energije i
cijena se zna ajno uve avaju u ovom slu aju, dok je brzina izvr�avanja ozbiljno redukovana.
Stoga, imaju i u vidu tehnolo�ka ograni enja u hardverskoj realizaciji, ovi sistemi esto ne mogu
biti realizovani ni u SCI, ali ni u klasi noj vi�etaktnoj implementaciji (Multiple-Clock-Cycle
Implementation  MCI).

Cilj ove disertacije je razvijanje metoda i dizajniranje odgovaraju eg signal-adaptivnog
hardverskog rje�enja optimalnog S/SF filtra, pogodnog za impementaciju na ipu i sposobnog
da, u realnom vremenu, kvalitetno estimira visoko nestacionarne 2D FM monokomponentne i
multikomponentne signale, izlo�ene uticaju intenzivnog bijelog �uma.

Doktorska disertacija se sastoji od pet glava.
U prvoj glavi disertacije su izlo�eni op�ti koncepti TF i S/SF analize signala, sa posebnim

akcentom na TF i S/SF distribucijama. Kako ove distribucije predstavljaju osnovu TF i S/SF
filtara, izvr�ena je njihova komparativna analiza sa aspeka karakteristika, mogu nosti
implementacije i ra unske kompleksnosti (broja kompleksnih sabiranja i kompleksnih
mno�enja). Imaju i u vidu da je glavni cilj disertacije razvoj S/SF filtra za estimaciju
nestacionarnih 2D signala, predlo�ena je, sa ovog aspekta, optimalna S/SF distribucija za analizu
i procesiranje nestacionarnih 2D signala.

U drugoj glavi disertacije su razmatrani principi nestacionarnog filtriranja baziranog na TF
analizi. Izvr�ena je, ve  pomenuta, op�ta klasifikacija TF filtara na linearne i nelinearne filtre.
Linearni filtri i njihove modifikovane, pro�irene verzije su detaljno predstavljene, a potom je
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izvr�ena odgovaraju a komparativna analiza. Zaklju eno je da optimalan linearan filtar ne
postoji, te da se odabir vr�i u zavisnosti od njihove specifi ne namjene. Potom je data definicija
optimalnog, nestacionarnog filtriranja na kojoj se baziraju nelinearni filtri. Na in na koji se
odre uje funkcija oslonca nelinearnih filtara predstavlja osnovnu razliku me u njima, te se u
zavisnosti od rje�enja tog problema razvio ve i broj aktuelnih, nelinearnih filtara. Na kraju glave
je izvr�ena njihova komparativna.

U tre oj glavi disertacije su razmatrani principi nestacionarnog filtriranja baziranog na
S/SF analizi. Analogno op�te poznatom principu neodre enosti za 1D linearne filtre, izvedeni su
odgovaraju i principi neodre enosti za 2D linearne filtre. Potom je predstavljena familija 2D
Gabor-ovih linearnih filtara u 2D prostornom i 2D frekvencijskom domenu. Usljed izuzetno
velikog porasta kompleksnosti prilikom obrade nestacionarnih, 2D signala aktuelna, nelinearna
rje�enja za estimaciju ove vrste signala su malobrojna i imaju ozbiljne nedostatke. Stoga je u
ovog glavi razvijen metod koji:

- pru�a kvalitetno filtriranje visoko nestacionarnih 2D signala u uslovima prisustva veoma
intenzivnog aditivnog, bijelog Gaussian-ovog �uma (razmatrani su slu ajevi u kojima �um
ima i do 2 puta ve u snagu od signala),

- omogu ava izvr�avanje u realnom vremenu �to ga ini veoma atraktivnim za prakti nu
primjenu,

- podr�ava rad kako sa monokomponentnim, tako i sa multikomponentnim 2D signalima,
- ne zavisi od du�ine procesiranog signala,
- robustan je sa aspekta izbora svojih parametara i
- mogu e ga je hardverski implementirati.

Navedene karakteristike metoda su izvedene na bazi opse�nog eksperimentalnog rada, i
potkrijepljene su testiranjem metoda za vi�e razli itih 2D signala (monokomponentni,
dvokomponentni, trokomponentni) u prisustvu razli itih koli ina bijelog Gaussian-ovog �uma,
kao i za razli ite vrijednosti parametara sistema.

etvrta glava disertacije daje pregled postoje ih hardverskih rje�enja filtara baziranih na
TF analizi. Za linearne filtre su predstavljeni razvijeni online algoritmi implementacije i data je
komparativna analiza njihove slo�enosti. Analogno njima, predstavljene su i hardverske
realizacije nelinearnih filtara (za filtre za koje su ove realizacije mogu e), i data je komparativna
analiza njihove slo�enosti.

U petoj glavi disertacije je izvr�ena analiza kompleksnosti postoje ih TF filtara, u slu aju
njihovog pro�irenja za primjenu na 2D signalima. Nakon toga je predstavljena hardverska
realizacija metoda razvijenog u tre oj glavi disertacije, koja je implementirana u FPGA
tehnologiji. Hardverska realizacija je signal-adaptivna, �to zna i da razvijeni metod obavlja svoju
funkciju u razli itom (samo neophodnom) broju taktova. Preciznije, van domena auto- lanova
signala metod vr�i izra un u minimalanom broju taktova (2 takta), dok se maksimalan broj
taktova koristi samo u neposrednoj okolini detektovanih lokalnih frekvencija. Dizajn koristi i
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prednosti tehnike pipeline-inga, ime se dodatno unaprije uju kriti ne peformanse (dimenzije
ipa, potro�nja energije, cijena i vrijeme izvr�avanja). Sve komponente sistema i kontrola koja

njime upravlja su detaljno analizirane. Pojedini djelovi sistema su zasebno testirani, kako bi se
demonstrirala njihova funkcija i dokazala ispravnost rada. Testiranje i verifikacija rada
cjelokupnog razvijenog sistema je izvr�ena u ModelSim Altera 6.3g_p1 (Quartus II, Web
Edition) okru�enju, na primjeru realnog multikomponentnog signala veoma kompeksnog za
estimaciju. Ostvareni su izuzetno kvalitetni rezultati filtriranja, bliski optimalnim rezultatima
koji se mogu samo teorijski posti i. Predstavljeni su i resursi (vrsta i familija ipa, kao i broj
logi kih, kombinacionih, registarskih i memorijskih jedinica) potrebni za implementaciju ovoga
rje�enja. Na kraju je dato pore enje sa ostalim mogu im S/SF dizajnima baziranim na estimaciji
lokalne frekvencije, koje demonstrira neospornu superiornost razvijenog dizajna.
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glava I

Koncepti vremensko-frekvencijske i
prostorno-frekvencijske analize signala

Konvencionalne metode obrade signala daju predstavu signala u vremenskom, odnosno u
frekvencijskom domenu. To zna i da vremenska reprezentacija signala ne sadr�i informacije o
frekvencijskom sadr�aju (spektru) signala, kao �to ni frekvencijska reprezentacija nema
informacija o vremenskom rasporedu frekvencijskih komponenti. Ukoliko se analiza sprovodi
nad stacionarnim signalima (signali iji se frekvencijski sadr�aj ne mijenja u vremenu), jednako
dobri rezultati e se dobiti primjenom bilo koje od navedenih metoda. Me utim, signali sa
veoma nestacionarnim karakteristikama, [13], [15], [29], [30], [32], [36], [50], [106], koji se
odlikuju promjenom spektralnog sastava u vremenu, te zauzimaju �irok spektar frekvencija, ne
mogu biti dobro opisani primjenom ovih klasi nih metoda. Ukoliko uzmemo u obzir injenicu da
je broj procesa koji se modeluju ovom vrstom signala zna ajan, jasan je razlog razvoja analize
koja e nam pru�iti potpune informacije o pomenutim signalima.

Za slu aj jednodimenzionalnih (1D) signala to je vremensko-frekvencijska (Time-
Frequency - TF) analiza, [7]-[9], [12], [13], [15]-[17], [20], [30], [45], [71], [74], [106], [107].
Rije  je o oblasti koja ima za cilj razvoj vremensko-frekvencijskih distribucija (TFD), sposobnih
da poka�u raspodjelu energije signala u dvodimenzionalnoj, vremensko-frekvencijskoj ravni.

Za slu aj dvodimenzionalnih (2D) signala to je prostorno-frekvencijska (Space/Spatial-
Freqency - S/SF) analiza, [78]-[81], [112], [138]-[142], [145]. Sli no vremensko-frekvencijskoj
analizi, prostorno-frekvencijska analiza ima za cilj razvoj prostorno-frekvencijskih distribucija
(S/SFD), koje e reprezentovati raspodjelu energije signala u etvorodimenzionalnom,
prostorno-frekvencijskom domenu.

Vremensko-frekvencijska i prostorno-frekvencijska analiza su veoma prisutne u mnogim
prakti nim primjenama obrade signala (radari, govor, biomedicina, seizmologija, optika, obrada
slike,...), te je stoga njihovo izu avanje izuzetno bitno za razli ite nau ne discipline.

Broj dimenzija signala se, naravno, ne zaustavlja na dva. Vi�edimenzionalni signali su
tako e zastupljeni u praksi i imaju svoje, izuzetno zahtjevne i slo�ene, vi�edimenzionalne
reprezentacije. Stoga e ova glava disertacije biti posve ena najzna ajnima od njih.
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U literaturi, [13], [15], [30], je uobi ajena podjela matemati kih modela za analizu signala
u tri klase: linearne, kvadratne (ili takozvane bilinearne) distribucije i distribucije vi�eg reda.

Transformacije iz prve klase se nazivaju linearnim zbog svoje osobine linearnosti koja je
lako uo ljiva iz same njihove definicije i predstavlja va�no svojstvo u analizi signala. Naime,
ukoliko analizirani signal predstavlja linearnu kombinaciju vi�e komponenti, tada i njegova
transformacija predstavlja istu linearnu kombinaciju transformacija svake sastavne komponente.
Najva�niji predstavnik ove grupe je kratkotrajna Fourier-ova transformacija (Short-Time Fourier
Transform � STFT), koju je prvi definisao Gabor, [56]. Osnovni nedostatak ove transformacije
predstavlja protivrje nost pri izboru dobre vremenske i frekvencijske rezolucije. Aktuelan
predstavnik pomenute klase je i Wavalet transformacija, [13], [15]. Obje ove transformacije
imaju svoje energetske verzije: spektrogram i skalogram, respektivno.

Drugu klasu ine kvadratne distribucije. Ime su dobile po analogiji sa funkcijom raspodjele
vjerovatno e koja je vi�edimenzionalna funkcija. Mada se kod distribucija iz ove klase
susrije emo sa gubitkom va�ne osobine linearnosti, od izuzetnog je zna aja njihova velika
prednost u analizi nestacionarnih procesa i zanemarljiva (u odnosu na linearne transformacije)
protivrje nost pri izboru parametara koji uti u na kvalitet vremenske i frekvencijske rezolucije.
Stoga su kvadratne distribucije referentne i naj e� e upotrebljivane metode u analizi spektralnog
sastava nestacionarnih signala. Sve distribucije iz ove klase pripadaju takozvanoj generalisanoj
Cohen-ovoj klasi distribucija, [13], [15]. Najzna ajniji predstavnici Cohen-ove klase su: Wigner-
ova distribucija (WD) i spektrogram (SPEC).

Kao odgovor na problem postojanja interferencije1, koja se javlja kao posljedica bilinearne
prirode ovih transformacija razvija se posebna klasa distribucija za redukovanje interferencije
(RID distribucije), [12], [46], [74]. Distribucije iz ove klase zadovoljavaju marginalne osobine,
odnosno za posmatrani signal x(t) i njegovu Fourier-ovu transformaciju (FT) X( ) va�i sljede e:

21 (, )d ()()
2 xTFD t P x t , (1.1)

2(, )d ()()xTFD t t p t X , (1.2)

gdje Px( )=|x(t)|2 predstavlja spektralnu gustinu energije, a px(t)=|X( )|2 trenutnu snagu
posmatranog signala. Ovo osobine su va�ne jer px(t) i Px( ) u vremenskom i frekvencijskom
domenu, respektivno, predstavljaju marginalne gustine vremensko-frekvencijske distribucije
TFD (t, ). Shodno tome, energija signala Ex se mo�e dobiti integraljenjem TFD-je po
cjelokupnom TF domenu:

2 21 1(, )d d ()d ()d
2 2xE TFD t t x t t X . (1.3)

1 Interferencija predstavlja pojavu nepo�eljnih komponenti signala nastalih me usobnom interakcijom auto-
lanova signala. Te komponente se nazivaju kros-komponentama, odnosno kros- lanovima signala i svojim

prisustvom zna ajno degradiraju kvalitet TF reprezentacije signala.
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Cohen-ovoj klasi distribucija pripada i S-metod (SM), [108]. Iako ne zadovoljava
marginalne osobine (1.1) i (1.2), SM se intenzivno upotrebljava u TF analizi signala, jer se njime
posti�u veoma dobri rezultati u potiskivanju efekata interferencije, kao i zna ajno redukovanje
�uma, [117]. Dodatno unaprije enje ove transformacije je u injeno razvojem njene signal-
zavisne forme, [106]. Naime, signal-zavisni SM zadr�ava �eljenu (WD) koncentraciju auto-
lanova u slu aju monokomponentnih signala, kao i u slu aju multikomponentnih signala, [14],
ije se komponente ne preklapaju u TF ravni, uz simultano redukovanje prisustva kros- lanova

WD-je. Navedeno se posti�e ograni avanjem konvolucije odbiraka STFT-je u TF ravni.
Signal-zavisni SM se, za slu aj jednodimenzionalnih signala, u potpunosti poklapa sa

Wigner-ovom distribucijom oslobo enom prisustva kros- lanova (Cross Terms Free Wigner
Distribution - CTFWD), [88], pa e u disertaciji ovi nazivi biti ravnopravno kori� eni. Ipak, za
slu aj dvodimenzionalnih signala se razlikuje na in na koji ove distribucije redukuju prisustvo
kros- lanova. U disertaciji e, za slu aj dvodimenzionalnih signala, biti analizirana i kori� ena
2D CTFWD, [91], [92].

1.1. Kratkotrajna Fourier-ova transformacija

Snaga standardne Fourier-ove analize je u tome �to dozvoljava dekompoziciju signala na
pojedina ne frekvencijske komponente i utvr uje relativni intenzitet svake od njih. Energetski
spektar nam, ipak, ne govori ni�ta o vremenskoj raspodjeli frekvencijskih komponenti, odnosno
ne daje nam informaciju u kom trenutku svaka od frekvencijskih komponenti postoji.

Tokom zalaska sunca, na primjer, jasno je da je kompozicija svijetlosti koja dopire do nas
veoma razli ita u odnosu na onu koja je zastupljena tokom dana. Ako analizu svjetlosti od
svitanja do zalaska sunca izvr�imo klasi nom Fourier-ovom analizom, spektar gustine energije
nam ne e re i da se spektralna kompozicija zna ajno razlikovala u posljednjih 5 minuta. U ovoj
situaciji, gdje su promjene relativno spore, mo�emo vr�iti Fourier-ovu analizu petominutnih
odbiraka signala i ste i prili no dobru predstavu o tome kako se spektar tokom zalaska sunca
razlikuje od spektra oko podneva. Pobolj�anje se mo�e ostvariti prora unom spektra pomo u
petominutnog vremenskog prozora koji se uzima u svakom trenutku vremena, i dobijanjem
energetskog spektra u vidu kontinualne funkcije vremena. Sve dok odabrani interval ne sadr�i
brze promjene (signal je u tom intervalu u velikoj mjeri stacionaran), ova procedura daje odli nu
predstavu o tome kako se spektralna kompozicija svjetlosti mijenjala tokom dana. Ako su se
zna ajne promjene desile br�e nego �to je 5 minuta, mo�emo skratiti vremenski prozor u skladu s
tim. Ovo je bazi na ideja STFT-je, [1], [5], [65], [68], odnosno spektrograma, koji je standardni
metod za prou avanje vremensko-promjenljivih signala. Ipak, postoje prirodni signali i signali
koje proizvodi ovjek, kod kojih se spektralni sadr�aj mijenja tako brzo da je pronala�enje
prozora odgovaraju eg trajanja problemati no, jer mo�da ne e imati ni jednog vremenskog
intervala unutar koga je signal manje-vi�e stacionaran. Tako e, smanjenje vremenskog prozora
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tako da se mogu locirati doga aji u vremenu redukuje frekvencijsku rezoluciju. Odavde poti e
nerazdvojna suprotstavljenost vremenske i frekvencijske rezolucije, [3], [13], [15], [30], [106],
[107], [111]. Ljudski govor je glavni primjer signala iji se frekvencijski sadr�aj mijenja velikom
brzinom i na slo�en na in. Zapravo, to je i bila motivacija za analizu govora, �to je dovelo do
pronala�enja zvu nog spektrogama, tokom 1940-ih, koji je, zajedno sa naknadnim otkri ima,
postao standard i mo an alat za analizu nestacionarnih signala. Stoga, STFT i njene varijacije
ostaju prvobitne metode za analizu signala iji se spektralni sadr�aj mijenja.

1.1.1. 1D STFT

Definicija STFT-je po iva na principu Fourier-ove analize dijela posmatranog signala x(t),
odsje enog funkcijom prozora u odre enom trenutku t (slika 1.1):

*(, )()()d , j
xSTFT t x w t e  (1.4)

pri emu je w*( ) konjugovano-kompleksna funkcija prozora. Pomjeraju i prozor du� signala, u
stvari, vr�imo �skeniranje� signala dobijaju i time vremensku predstavu njegovih spektralnih
komponenti.

Najzna ajnije osobine STFT-je su linearnost, pomjeranje po vremenu i modulisanje
signala, a jednostavno se izvode iz definicione jedna ine, (1.4), kao i iz osobina FT-je.

()w()x n ()x t

/ 2n N/ 2n N
t
n

Slika 1.1 Odsjecanje posmatranog signala x(t) funkcijom w( ) prozora u cilju sprovo enja TF analize.

Nemogu nost kompromisnog izbora �irine prozora ()w  u cilju postizanja zadovoljavaju e

vremenske i frekvencijske rezolucije se smatra osnovnim nedostatkom STFT-je, [1]. Uo imo
ovaj efekat na primjeru multikomponentnog signala (suma dva -impulsa i dva prostoperiodi na
signala):

1 2
1 2()()(). j t j tx t t t t t e e  (1.5)

Jednostavnim ra unom dobijamo STFT-ju signala x(t),



Mr Nevena Radovi  Doktorska disertacija

glava I 10

1 2 1 2()()
1 2 1 2(, )()()()(). j t j t j t j t

xSTFT t w t t e w t t e W e W e (1.6)

Pretpostavimo da je w( ) pravougaoni prozor �irine T, odnosno w( )=0 za T/2 i da se
spektar funkcije prozora nalazi u domenu njegove glavne latice, W( )=0 za 2 /T. Na osnovu
(1.6) i uvedenih pretpostavki zaklju ujemo da je dva -impulsa mogu e razdvojiti u vremenskom
domenu ukoliko je: |t1 t2|>T= t (vremenska rezolucija), tj. dva prostoperiodi na signala u
frekvencijskom domenu ukoliko je: | 1 2|>4 /T=  (frekvencijska rezolucija). Proizvod
vremenske i frekvencijske rezolucije je konstantan i u slu aju pretpostavljenog pravougaonog
prozora w( ) iznosi ( t)( )=4 . Drugim rije ima, pobolj�avanjem rezolucije u jednom
posti�emo obrnuto proporcionalan efekat u drugom domenu, te se name e zaklju ak o
nemogu nosti jednovremenog postizanja idealne rezolucije u oba domena (vremenskom i
frekvencijskom).

Za razli ite oblike funkcije prozora, slika 1.2, dobijaju se razli ite konstante (u
razmatranom primjeru ona iznosi 4 ). Najmanja konstanta se dobija primjenom Gaussian-ovog
prozora, [13], [15], i iznosi 1/2. U praksi se naj e� e srije u slijede e vrste prozora:

Pravougaoni prozor je najjednostavnijeg oblika i defini�e se sa:

1,     / 2
()

0,     ostale vrijednosti .
T

w  (1.7)

Gaussian-ov prozor, koji lokalizuje signal u vremenu, ali nije vremenski ograni en:
2 2/().w e (1.8)

Blackman-ov prozor je oblika:

0.42 0.5cos(/ )0.08cos(2 / ),
()

0,                                                                  ostale vrijednosti .
T T T

w  (1.9)

Kaiser-ov prozor se defini�e kao:

2
0

0

[ 1 (/ )]
,() ()

0,                                ostale vrijednosti ,

I T
Tw I (1.10)

gdje je 0 ()I  Bessel-ova funkcija nultog reda, a 1 10  je njen parametar. Ve e

vrijednosti za  bi proizvele �iru glavnu laticu i ni�e sporedne latice.

Hanning-ov prozor je oblika:

0.5(1 cos(/ )),
()

0,                               ostale vrijednosti .
T T

w (1.11)

Hamming-ov prozor, formalno sli an prethodnom, je oblika:
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0.54 0.46cos(/ )),
()

0,                                       ostale vrijednosti .
T T

w (1.12)

Izvedenom injenicom o konstantnosti proizvoda vremenske i frekvencijske rezolucije, sa
svojom minimalnom vrijedno� u koja iznosi 1/2, ( t)( ) 1/2, [1], [13], [15], [67], se u analizi
signala, defini�e princip neodre enosti.

              a)

             b)

             c)

            d)

Slika 1.2 Ilustracija prozora u vremenskom i frekvencijskom domenu:
(a) Pravougaoni, (b) Gaussian-ov, (c) Blackman-ov, (d) Kaiser-ov.
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             e)

              f)

Slika 1.2 (nastavak) Ilustracija prozora u vremenskom i frekvencijskom domenu:
(e) Hanning-ov, (f) Hamming-ov.

Interesantno je provjeriti da li se analizirani signal mo�e rekonstruisati iz svoje STFT-je,
odnosno da li STFT zadovoljava osobinu reverzibilnosti. U tom cilju integralimo jedna inu (1.4)

po vremenu. Ozna avaju i sa * *()(0) ww t dt W M  konstantu zavisnu od oblika

upotrijebljenog prozora, pokazujemo da se rekonstrukcija signala na osnovu STFT-je mo�e
obaviti sa ta no� u do kompleksne konstante,

1()(, )d d .
2

j
x

w
x STFT t e t

M
 (1.13)

1D SPEC

Energetska verzija STFT-je, SPEC, se defini�e kvadratom modula STFT-je:
2

2 *(, )(, )()()d . j
x xSPEC t STFT t x w t e  (1.14)

U prethodnoj relaciji, (1.14), uo avamo gubitak osobine lineanosti, �to uzrokuje pojavu
interferencije u analizi multikomponentnih signala, [14]. Naime, me usobna interakcija
pojedinih komponenti analiziranog signala, [45]-[47], [108], produkuje kros- lanove, ije je
prisustvo jedan od ne�eljenih efekata nastalih pomenutim gubitkom osobine linearnosti.

U cilju odre ivanja uslova pod kojima dolazi do pojave efekata interferencije kod
spektrograma analizirajmo multikomponentne signale oblika:
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()

1
()() i

M j t
i

i
x t r t e , (1.15)

i pretpostavimo da su amplitude komponenti signala ri(t) sporopromjenljive u pore enju sa

promjenama njihovih faza u okviru prozora, ()()()()i ir t w r t w , te da su i(t)

diferencijabilne funkcije, a w( ) realan prozor,

()

1
(, )()()d . i

M
j t j

x i
i

STFT t r t e w e  (1.16)

Razvijaju i funkciju i(t+ ) u Taylor-ov red, u okolini ta ke t=0, dobijamo:
2

(2)
(1) 1()[ ()]() 2

1
(, )()()d ii i

M j tj tj t
x i

i
STFT t r t e e e w

(2) 2
1()/2() (1)

1

1 ()(())* ()* [ ],
2

i i
M j tj t

i i
i

r t e t W FT e

gdje je 1 [0, ]  i []FT  operator FT-je. Pretpostavljaju i da je drugi izvod faza komponenti

multikomponentnog signala zanemarljiv unutar prozora ( (2) ()0i t ), dobijamo:

[ ()()]

1 1
(, )()()(, ) i j

M M j t t
x i j

i j
STFT t r t r t e t , (1.17)

(1)* (1)(, )[ ()] [ ()].i jt W t W t  (1.18)

Ukoliko se spektar funkcije prozora nalazi unutar glavne latice �irine BW , ()0W  za

2BW , razlikujemo sljede e mogu e slu ajeve:

1. Ako je (1)(1)min[ ()()]i j Bt t W  za sve vrijednosti i, j i za dato t, energija signala je

koncentrisana u auto- lanovima,

2[ ()()] 2 (1)

1 1 1
(, )()()(, )()()[ ()] .i j

M M Mj t t
x i j i i

i j i
SPEC t r t r t e t i j r t W t  (1.19)

2. Ako postoje l i k takvi da je (1)(1)()()l k Bt t W , tada, pored energije koncentrisane u

auto- lanovima, imamo i energiju kros-komponenti exp(())l lr j t  i exp(())k kr j t  lociranu

izme u trenutnih frekvencija2 (Instantaneous Frequencies - IF), [62], (1)()l t i (1)()k t ,

2  Trenutna frekvencija predstavlja vremensko-promjenljivi parametar koji defini�e lokaciju spektralnog pika
signala tokom njegovog variranja u vremenu. Izra unava se kao prvi izvod faze signala po vremenu.
 Fizi ki, ima smisla islju ivo za monokomponentne signale, gdje postoji samo jedna frekvencija ili uski opseg
frekvencija koje se mijenjaju kao funkcija vremena. Za multikomponentne signale, pojam jedinstvene vrijednosti
trenutne frekvencije postaje besmislen, pa je broj njenih vrijednosti odre en brojem komponenti signala.
 U mnogim slu ajevima, kao �to su seizmi ke, radarske, komunikacione i biomedicinske aplikacije, trenutna
frekvencija je dobar deskriptor nekog fizi kog fenomena. Iz tog razloga je njena estimacija tema brojnih nau nih
istra�ivanja, [82], [97], [99], [101], [105], [125], [131].
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2 [ ()()]2 (1)(1)* (1)

1
(, )()[ ()] ()()[ ()] [ ()].l k

M j t t
x i i l k l k

i
SPEC t r t W t r t r t e W t W t (1.20)

Na osnovu izlo�enog zaklju ujemo da spektrogram ne pati od efekata interferencije me u
komponentama signala koje su razdvojene u TF ravni. Ipak, odsjecanje analiziranog signala
funkcijom prozora predstavlja nedostatak ove reprezentacije, koji naro ito dolazi do izra�aja pri
analizi nestacionarnih procesa (ukoliko su promjene signala suvi�e brze, te�ko je odrediti
optimalnu du�inu prozora u okviru koga e signal biti relativno stacionaran). Tako e, kako se
spektrogram defini�e kao kvadrat modula spektra, dolazi do gubitka informacije o fazi �to ini
itav postupak nereverzibilnim, za razliku od STFT-je.

STFT, odnosno spektrogram, su veoma prisutni u obradi signala. Najve i broj aplikacija
uklju uje vremenski-promjenljivu analizu signala, identifikaciju sistema i spektralne estimacije,
detekciju signala, kodiranje govora, estimaciju trenutne frekvencije i grupnog ka�njenja, i
kompleksnu demodulaciju. Neke od aplikacija tehnika sinteze koje se baziraju na STFT-ji su
vremenski-promjenljivo filtriranje, nelinearno uklanjanje �uma, odre ivanje dinami ke
udaljenosti i kompresija opsega akusti nih signala.

Diskretni oblik 1D STFT-je

Primjenjuju i pravougaono pravilo integracije i teoremu o odabiranju na STFT-ju, (1.4),
analiziranog signala x(t) dobijamo STFT-ju diskretnog signala x(n) (dobijenog odabiranjem
signala x(t)),

*(, )()(), j i
x

i
STFT n x n i w i e  (1.21)

gdje je T korak odabiranja, = T diskretna u estanost, x(n)=x(nT) i STFTx(n, )=STFTx(nT, )/T.
Saglasno teoremi o odabiranju, maksimalni korak odabiranja je recipro na vrijednost dvostruke
maksimalne frekvencije signala (za analizirani signal pretpostavljamo da je ograni en u
frekvencijskom domenu), [65], [68]. STFTx(n, ) je periodi na funkcija po , sa periodom 2 .
Pretpostavimo da je sa N ozna ena �irina funkcije prozora w(n). Odabiranjem prethodnog izraza
u frekvencijskom domenu, sa korakom 2 N , dobijamo diskretnu STFT-ju,

2/2
*

/2 1
(, )()().

N j ki
N

x
i N

STFT n k x n i w i e  (1.22)

Diskretni oblik 1D SPEC-a

Po�to je spektrogram (1.14) definisan kvadratom modula STFT-je, jednostavno mo�emo
napisati njegov diskretni oblik,

22/2
*

/2 1
(, )()().

N j ki
N

x
i N

SPEC n k x n i w i e  (1.23)
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1.1.2. Vi�edimenzionalna STFT

Posmatrajmo n-dimenzionalni signal ()x t , pri emu t  predstavlja vektor prostornih

komponenti, 1 2(, ,..., ) n
nt t t t R , odnosno 1 2()(, ,..., ) nx t x t t t , a ()g t  sporopromjenljivu n-

dimenzionalnu funkciju:
()()() j tx t g t e . (1.24)

Analogno 1D slu aju koji je predstavljen jedna ninom (1.4), STFT signala ()x t  se

defini�e na sljede i na in:

*(, )()()d
n

j

R
STFT t x t w e T , (1.25)

pri emu je vektor frekvencija, 1 2(, ,..., ) n , koje odgovaraju prostornim

komponentama 1 2(, ,..., )nt t t t , respektivno, dT n-dimenzionalni diferencijalni element

prostora nR , a *()w t n-dimenzionalna, naj e� e realna funkcija prozora. Pretpostavlja se da je

()0w t  van ograni enog n-dimenzionalnog prostora nD R .

Imaju i u vidu da je Taylor-ov red za n-dimenzionalnu funkciju oblika ()t  u okolini

ta ke t :

1

1
0

()()()()()
! !

i mm

i
t t t

i m
, (1.26)

gdje je 1 1t t  i 10 h h  za svako 1, 2,...,h n , (, )STFT t  definisana jedna inom (1.25),

dobija sljede i oblik:
2

1
() ()() 2!1(, )()[ ()] ()[ ]

(2 )
j tj t

nSTFT t g t e t W FT e , (1.27)

gdje  ozna ava operator n-dimenzionalne konvolucije u odnosu na 1 2(, ,..., ) n .

Funkcija ()g t  se tretira kao konstanta unutar prozora ()w t , tj. ()()()()g t w g t w .

Vi�edimenzionalni SPEC

Ako se parcijalni izvodi od ()t  drugog i vi�eg reda zanemare u jedna ini (1.27), tada se

odgovaraju i vi�edimenzionalni spektrogram mo�e zapisati kao:
2 2 2(, )(, )()[ ()]SPEC t STFT t g t W t . (1.28)

Uo imo da vi�edimenzionalni spektrogram zadr�ava sve svoje povoljne karakteristike iz

1D slu aja, pod uslovom da je pona�anje 2 ()W  blisko (2 )()n . Ako, s druge strane,

parcijalni izvodi drugog i vi�eg reda nijesu zanemarljivi, vi�edimenzionalni spektrogram sadr�i
kros- lanove, ak i u slu aju idealnog pona�anja funkcije ()W .
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1.2. Wigner-ova distribucija

Wigner-ova distribucija je, vjerovatno, najistaknutija kvadratna TF reprezentacija.
Definisao je Eugen Wigner u kontekstu kvantne mehanike davne 1932. godine, [57]. Jean Andre
Ville je 1948. godine uveo WD-ju u kontekst obrade signala, [58]. Matemati ka analiza ove
distribucije, kao i srodni Weyl-ov simbol, su dati 1973. godine od strane Nicolaas Govert de
Bruijn-a, [64]. Ipak, tek trodjelni nau ni rad T.A.C.M. Claasen-a i W.F.G. Mecklenbrauker-a,
[7]-[9], iz 1980. godine, popularizuje upotrebu WD-je u oblasti obrade signala. Od tada je
objavljen impresivan broj nau nih radova koji se bave teorijskim i prakti nim aspektima
Wigner-ove distribucije, [11], [18], [20], [22], [23], [26], [27], [30], [31], [52], [54], [71], [72],
[99], [104], [106]-[113], [121], [124], [138]-[142], [145].

Oblasti primjene WD-je (kao i njenih verzija: prozorom ograni ene WD i glatke WD) su
izuzetno raznovrsne: detekcija signala, analiza govora, audio i akustika, obrada slike i analiza
�ablona, obrada biolo�kih i medicinskih signala, seizmologija, optika, dijagnostika ma�ina i
detekcija gre�aka, okeanografija, radari, kvantna mehanika, matematika itd.

1.2.1. 1D WD

Posmatrajmo 1D, vremensko-kontinualni signal x(t). WD je, za ovaj signal, definisana na
sljede i na in, [7],

* 2(, )()()d
2 2

j
xWD t x t x t e . (1.29)

WD pripada klasi kvadratnih TF reprezentacija signala i u �irem smislu se mo�e
interpretirati kao TF raspodjela energije signala. Ipak, treba imati u vidu da princip
neodre enosti onemogu ava pojedina nu TF lokalizaciju signala, [1], [13], [15]. Usljed
kvadratne prirode, WD esto sadr�i kros- lanove (nastale usljed me usobne interakcije auto-
lanova signala).

WD zadovoljava veoma veliki broj matemati kih osobina koje je po�eljno da jedna TF
distribucija zadovolji. Neke od njih su navedene u tabeli 1.1. Ona je, tako e, istaknuti lan
Cohen-ove klase TF reprezentacija, [9], [13], [30]. Sve ostale TF reprezentacije iz Cohen-ove
klase mogu biti izvedene iz WD-je upotrebom 2D konvolucije.

WD predstavlja FT-ju autokorelacione funkcije *(, )(/ 2)(/ 2)xR t x t x t . Znaju i da

je (, )xR t  Hermitska funkcija3, *(, )(, )x xR t R t , i upotrebljavaju i injenicu da je FT

proizvoljne Hermitske funkcije realna funkcija, zaklju ujemo da je i WD realna funkcija. To
predstavlja njenu veoma va�nu osobinu iz opusa po�eljnih osobina. Kako se WD direktno

3 Hermitska matrica je kvadratna kompleksna matrica koja je jednaka svojoj konjugovano-transponovanoj
verziji.
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primjenjuje na signal (na nemodifikovani, prozorom neodsje eni signal), ostvaruje zna ajno
bolju vremensku i frekvencijsku rezoluciju od spektrograma. Ta direktna primjenljivost osim
boljeg kvaliteta vremenske i frekvencijske rezolucije ima za rezultat jednostavnost pri ra unanju,
kao i neposrednu reverzibilnost metoda. Me utim, na ovaj na in nije mogu e izra unavanje
WD-je, osim za signale ograni enog trajanja, pri emu se posmatra kompletan signal.

Tabela 1.1 Neke karakteristi ne osobine WD-je. Sa ()X  je ozna ena FT signala x(t). Sa µ(A) je ozna en unitarni
operator koji je pridru�en unimodularnoj matrici A dimenzija 2×2, kroz metaplekti ku reprezentaciju, [75].

Specijalni slu ajevi µ(A) uklju uju TF skaliranje, FT-ju, mno�enje chirp-ova i konvoluciju chirp-ova.

TF shift
kovarijansa 0 0, 0 0()()()(, )(, )t x xx t S x t WD t WD t t

Realne
vrijednosti

*(, )(, )x xWD t WD t

Marginalne
osobine

2(, )d ()x
t
WD t t X , 2(, )d ()xWD t x t

Energija
2(, )d dx

t
WD t t x , 42 (, )d dx

t
WD t t x

Moyal-ova
relacija

2
(, )(, )d d ,x y

t
WD t WD t t x y

Grani ne
relacije

1 2 1 2()0,  [ , ]    (, )0,  [ , ]xx t t t t WD t t t t ,

1 2 1 2()0,   [ , ]    (, )0,   [ , ]xX WD t

Simplekti ka
kovarijansa

()(())()(, )() x x
t

x t A x t WD t WD A

Interferencija 1 21 2()()()  (, )(, )(, ) x x xx t x t x t WD t WD t WD t

1 2,2 Re{ (, )}x xWD t

1D pseudo WD

Prethodno navedeni problem se rije�ava uvo enjem pseudo forme WD-je (PWD), [7], [11],
koja omogu ava upotrebu WD-je na odsje ku signala x(t),

(, )(, ),
wx xPWD t WD t  (1.30)

gdje je xw( )=x( )w*(t ). Razvijena forma pseudo WD-je je:

* *(, )(2)(2)()()d .
2 2

j
xPWD t w w x t x t e  (1.31)

Primjetimo da PWD, (1.31), predstavlja WD-ju proizvoda dva signala, odnosno konvoluciju po
frekvenciji WD-je analiziranog signala, (, )xWD t , i WD-je funkcije prozora u trenutku t=0,

(0, )wWD ,

1(, )(, )(0, )d .
2x x wPWD t WD t WD  (1.32)
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Drugim rije ima, pseudo forma WD-je je zaobljena verzija WD-je u pravcu -ose TF ravni.

Diskretni oblik 1D WD-je

Ve  je konstatovano da se WD-ja mo�e predstaviti kao FT-ja autokorelacione funkcije
(, )xR t , koja je proizvod analiziranog signala i njegove konjugovano-kompleksne vrijednosti.

To zna i da korak kojim odabiramo signal u vremenskom domenu mora biti dva puta manji od
koraka odre enog teoremom o odabiranju. Ovo je posljedica injenice da je maksimalna
frekvencija autokorelacione funkcije dva puta ve a od maksimalne frekvencije analiziranog
signala, fm, [11], [68]. Prema tome, korak odabiranja potreban za diskretizaciju WD-je je:

1 .
4 2WD

m

TT
f

 (1.33)

Primjenjuju i postupak diskretizacije na WD-ju definisanu izrazom (1.30), najprije dobijamo
WD-ju diskretnog signala ()x n ,

* 2(, )2 ()(), j i
x

i
WD n x n i x n i e  (1.34)

a potom i diskretnu WD-ju,

2 2* 2(, )2 ()().
j ki

N
x

i
WD n k x n i x n i e  (1.35)

Uo imo da je perioda WD-je diskretnog signala p , tako da broj odbiraka uzet

prilikom diskretizacije WD-je mora biti dva puta ve i od broja odabiraka potrebnog za
diskretizaciju FT-je istog signala. Dakle, ukoliko je N broj odbiraka potreban za ra unanje
diskretne FT-je, treba uzeti 2N odbiraka WD-je diskretnih signala u frekvencijskom domenu po
dvostrukoj periodi, 2 , da ne bi do�lo do ne�eljenih efekata aliasing-a4.

U cilju prevazila�enja efekata aliasing-a naj e� e se upotrebljava analiti ka forma realnog
signala, [7]-[9], [11], [48]. Spektar analiti kog signala se dobija uzimanjem nultih vrijednosti na
negativnim, odnosno dvostrukih vrijednosti spektra realnog signala na pozitivnim u estanostima.
Ovim postupkom se istovremeno elimini�u kros-komponente koje su posljedica me usobne
interakcije komponenti posmatranog realnog signala koje se nalaze na pozitivnim i negativnim
frekvencijama, [48], [83], [114], [115], [133].

Diskretni oblik 1D PWD-je

Diskretni oblik 1D PWD-je je definisan sljede om jedna inom:

2 2* 2

1
(, )2 ()()()().

N j ki
N

x
i N

PWD n k w i w i x n i x n i e  (1.36)

4 Aliasing predstavlja nemogu nost raspoznavanja razli itih signala nakon odabiranja, odnosno nemogu nost
ta ne rekonstrukcije signala iz njegovih odbiraka, [11], [48].
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Pretpostavljena je realna funkcija prozora w(n) �irine 2N, ime omogu avamo da diskretna
PWD bude identi na reprezentaciji dobijenoj izra unavanjem WD-je originalnog signala (bez
odsjecanja signala funkcijom prozora). Time se prevazilazi mogu a gre�ka pri ra unanju PWD-
je uslovljena upotrebom funkcije prozora w(n).

1.2.2. 1D Weyl-ov simbol

U praksi se esto, zajedno sa Wigner-ovom distribucijom, koristi i Weyl-ov simbol. Weyl-
ov simbol predstavlja linearnu TF reprezentaciju linearnog sistema (operatora) koji je usko vezan
sa WD-jom. Svoje korjene, poput WD-je, vu e iz kvantne mehanike, [61], [64], [75], [76], nakon
ega je u matematici kori� en kao simbol za pseudodiferencijalne operatore, [75], [76]. U obradu

signala je uveden kao sredstvo za karakterizaciju linearnih vremensko-promjenljivih (Linear
Time-Varying - LTV) sistema/filtara i TF lokalizacionih operatora, [28], [32], [77].

Posmatrajmo LTV sistem (operator) H sa impulsnim odzivom (; )h t t . Ulazno-izlazna

relacija ovog sistema je data sljede om jedna inom:

()(H )()(; )()d
t

y t x t h t t x t t . (1.37)

Weyl-ov simbol posmatranog sistema H je definisan kao:

2 ()2
H (, )(, )d (, )d

2 2
j s jL t h t t e h t e , (1.38)

pri emu je () (, )(, )
2 2

sh t h t t . Weyl-ov simbol predstavlja linearnu reprezentaciju

sistema H i njegov impulsni odziv mo�e biti dobijen nazad iz Weyl-ovog simbola na sljede i
na in:

2 ()(; )(, )d
2

j t t
H

t th t t L e , (1.39)

�to pokazuje da Weyl-ov simbol sadr�i sve informacije o posmatranom sistemu.
Pore enjem definicionih jedna ina za WD-ju i Weyl-ov simbol uo avamo da je WD

jednaka Weyl-ovom simbolu sistema jedini nog ranga *x x , iji je impulsni odziv jednak
*()()x t x t , odnosno:

*(, )(, )x x xWD t L t . (1.40)

Jo� jedna va�na relacija koja povezuje WD-ju i Weyl-ov simbol je:

, , (, )(, )d dH x H x
t

Hx x L WD L t WD t t , (1.41)

pri emu .  predstavlja operator unutra�njeg proizvoda dva vektora. Uo imo da ne postoji

konjugacija lana (, )xWD t  u prethodnoj jedna ini, s obzirom da je WD realna funkcija.
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Kvadratni oblik, (1.41), indukovan sistemom H mo�e biti formulisan i u TF domenu sa Weyl-
ovim simbolom (, )HL t , kao TF reprezentacijom sistema H i WD-jom (, )xWD t , kao

pridru�enom TF reprezentacijom signala. Kori� enjem ove osobine dobijamo da je:

, ,(, )(, ),H t x t tL t WD t Hx x . (1.42)

Ovo zna i da je lokalna srednja vrijednost Weyl-ovog simbola (dobijena konvolucijom sa WD-
jom testnog signala x(t)) mjera pobolj�anja sistema H u okolini TF ta ke (, )t .

1.2.3. Vi�edimenzionalna WD

Posmatrajmo n-dimenzionalni signal ()x t , pri emu t  predstavlja vektor prostornih

komponenti, 1 2(, ,..., ) n
nt t t t R , odnosno 1 2()(, ,..., ) nx t x t t t , a ()g t  sporopromjenljivu n-

dimenzionalnu funkciju:
()()() j tx t g t e . (1.43)

Analogno 1D slu aju koji je predstavljen jedna inom (1.29), vi�edimenzionalnu WD-ju mo�emo
definisati na sljede i na in:

* 2(, )()()d
2 2n

j
x

R
WD t x t x t e T , (1.44)

pri emu su 1 2(, ,..., ) n  i 1 2(, ,..., )n , a dT  je n-dimenzionalni diferencijalni

element prostora nR .
Razmotrimo neke od va�nih matemati kih osobina gore definisane vi�edimenzionalne

WD-je. Ove osobine zapravo generalizuju osobine WD-je 1D signala, navedene u tabeli 1.1.

TF shift kovarijansa:

WD vremensko-frekvencijski pomjerenog signala:

0
0 0

2
0,()()()() j t

tx t S x t x t t e  (1.45)

zadovoljava sljede u jednakost:

0 0(, )(, )xWD t WD t t . (1.46)

Hermitska simetrija:

WD bilo kojeg signala ()x t  zadovoljava Hermitsku simetriju:

H(, )(, )x xWD t WD t . (1.47)

Dodatno, dijagonalni elementi matrice (, )xWD t  su realne vrijednosti.

Marginalne osobine i o uvanje energije:

U odre enom smislu WD se mo�e interpretirati kao TF distribucija energije signala ()x t .

Ovakva interpretacija je potkrijepljena marginalnim osobinama:
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(, )d ()() H
x

t
WD t t X X , (1.48)

(, )d ()() H
xWD t x t x t , (1.49)

gdje ()X  ozna ava vi�edimenzionalnu FT-ju signala ()x t . Ove marginalne osobine dalje

impliciraju o uvanje energije:

(, )d d ()()d H
x x

t t
WD t t E x t x t t , (1.50)

kao i:

2Tr{ (, )}d d ()()dH
x

t t
WD t t x x t x t t , (1.51)

pri emu Tr predstavlja trag matrice5.

Moyal-ova relacija:

Posmatrajmo unutra�nji proizvod signala ()x t i ()y t :

, ()()dH

t
x y y t x t t . (1.52)

Tada je mogu e zapisati sljede u pro�irenu Moyal-ovu relaciju:

2
, Tr{ (, )(, )}d d ,H

x y x y
t

WD WD WD t WD t t x y , (1.53)

sa specijalnim slu ajem 2 4
xWD x (operator .  je definisan jedna inom (1.51)). Uo imo da

prethodna jedna ina, zajedno sa jedna inama (1.46) i (1.47) imlicira sljede e:

2H
,Tr{ (, )(, )}d d ,x w t

t
WD t WD t t t x w , (1.54)

gdje je , ,()()()t tw t S w t . Ovo zna i da se lokalna srednja vrijednost WD-je (glatka WD)

mo�e interpretirati kao lokalna energija signala ()x t  u okolini analizirane TF ta ke (, )t .

Grani ne relacije:

Grani ne relacije WD-je, u pogledu vremena i frekvencije, se mogu zapisati na sljede i na in:

1 2 1 2()0,  [ , ]    (, )0,  [ , ]xx t t t t WD t t t t , (1.55)

1 2 1 2()0,   [ , ]    (, )0,    [ , ]xX WD t . (1.56)

Simplekti na kovarijansa:

Specifi na osobina WD-je je njena kovarijansa sa linearnim transformacijama koordinata koje
zadr�avaju postoje u povr�inu. Takve tranformacije koordinata su okarakterisane sa matricama A

5 Trag matrice predstavlja sumu elemenata koji se nalaze na glavnoj dijagonali matrice.
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dimenzija 2D×2D koje pripadaju simplekti noj6 grupi dimenzija 2D. Metaplekti na
reprezentacija, [75], pridru�uje svakoj matrici A unitarni operator µ(A). Simplekti na kovarijansa
Wigner-ove distribucije se karakteri�e relacijom:

() (, )A x x
t

WD t WD A . (1.57)

Specijalni slu ajevi osobine simplekti ne kovarijanse su:

TF skaliranje:
1

10 1   (())()()
0 det

DA A x t x D t
D D

1
(()) (, )(, )A x xWD t WD D t D . (1.58)

Fourier-ova transformacija:
2

22

0 1 1   (())()()
0

IT
A A x t X

T TIT

2
(()) 2

1 (, )(, )A x xWD t WD T
T

. (1.59)

Mno�enje chirp-ova:

0
   (())()()

Tj t CtI
A A x t e x t

C I

(()) (, )(, )A x xWD t WD t Ct . (1.60)

Konvolucija chirp-ova:
1

   (())()()
0 det()

Tj t B tI B eA A x t x t
I B

(()) (, )(, )A x xWD t WD t B . (1.61)

Interferencija:

1 2 1 21 2 ,()()()  (, )(, )(, )2 Re{ (, )}x x x x xx t x t x t WD t WD t WD t WD t . (1.62)

Vi�edimenzionalna PWD

PWD n-dimenzionalnog signala ()x t , (1.43), je definisana na sljede i na in:

*(, )(/ 2)(/ 2)()d
n

j
s

R
PWD t x t x t w e T , (1.63)

6 Simplekti na matrica A je matrica jedini ne determinante, dimenzija 2D×2D, iji su elementi realne
vrijednosti, a pri tome zadovoljava jednakost AT A=  (AT je transponovana matrica A, a  je nesingularna,
dijagonalno simetri na matrica).
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pri emu je *()(/ 2)(/ 2)sw w w . Nakon zamjene signala ()x t ,(1.43), u jedna inu (1.63) i

razvoja (/ 2)t  i (/ 2)t  u Taylor-ov red, dobija se sljede i izraz za PWD-ju:

3

1 2
(/2)

()()2 3!1(, )()()()
(2 )

j t t
snPWD t g t t W FT e . (1.64)

PWD obezbje uje idealnu TF reprezentaciju signala, ukoliko su tre i i parcijalni izvodi vi�eg
reda za ()t  zanemarljivi.

1.2.4. Vi�edimenzionalni Weyl-ov symbol

Posmatrajmo LTV n-dimenzionalni sistem H sa impulsnim odzivom ,(; )[ (; )]k lH t t h t t .

Ovaj sistem mapira n-dimenzionalni vektorski signal ()x t u drugi n-dimenzionalni vektorski

signal ()y t , te je njegova ulazno-izlazna relacija data jedna inom:

 ()()()(; )()d
t

y t Hx t H t t x t t . (1.65)

Analogno 1D slu aju koji je predstavljen jedna inom (1.38), Weyl-ov simbol n-dimenzionalnog
sistema H je definisan matri nom funkcijom:

T2
H (, )(, )d

2 2
jL t H t t e . (1.66)

Vi�edimenzionalna WD, (1.44), je jednaka vi�edimenzionalnom Weyl-ovom simbolu

sistema jedini nog ranga Hx x , iji je impulsni odziv jednak H()()x t x t , odnosno:

H
H      (, )(, ) xH x x L t WD t . (1.67)

Jo� jedna veza izme u WD-je i Weyl-ovog simbola je prikazana sljede om relacijom:

H , ,xL WD Hx x . (1.68)

1.3. S-metod

S-metod, [108], je izveden sa ciljem o uvanja kvaliteta reprezentacije auto- lanova signala
koji se posti�e Wigner-ovom distribucijom, bez ili sa djelimi no redukovanim kros- lanovima.
Ovaj metod ne zahtijeva preodabiranje, niti prora un analiti kog signala, po�to se efekti
aliasing-a kontroli�u na isti na in kao i kros- lanovi. Realizacija SM-a je bazirana na STFT-ji.
Ovo je veoma va�na injenica, po�to se sistemi za TF analizu koji koriste spektrogram
(energetsku verziju STFT-je) ve  nazivaju klasi nima i veoma su kori� eni u praksi. Pomenute
osobine ine SM atraktivnim za prakti nu implementaciju i upotrebu.
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1.3.1. 1D SM

Posmatrajmo 1D, vremensko-kontinualni signal veoma dugog trajanja x(t), odnosno
njegove odbirke x(n). Spektralne komponente ovog signala u okolini trenutka t se mogu dobiti
kori� enjem STFT-je, u formi spektrograma:

2
2(, )(, )()()d , jSPEC t STFT t w x t e  (1.69)

gdje je ()w  funkcija prozora �irine T, od ijeg oblika je ovaj metod veoma zavisan.

U posljednje dvije decenije naj e� e kori� eni metodi za TF analizu su bazirani na WD-ji
ili na PWD-ji (za signale veoma dugog trajanja):

* *(, )()()()()d .
2 2 2 2

jWD t w w x t x t e  (1.70)

Veza izme u (, )WD t , zapisane izrazom (1.70), i (, )STFT t , zapisane izrazom (1.69), je data

sljede om jedna inom:

* *1 1(, )(, 2 )* (, 2 )(, )(, )d ,
2 2 2

WD t STFT t STFT t STFT t STFT t (1.71)

gdje *  ozna ava konvoluciju u frekvenciji. Ako uvedemo uski prozor ()P , dobijamo

definicionu jedna inu SM-a, [108]:

*

*

1(, )()(, )(, )d
2 2 2
1             (2 )(, )(, )d .

SM t P STFT t STFT t

P STFT t STFT t
 (1.72)

Ova formula vodi do ra unski veoma efikasne TF reprezentacije, koja je kvalitativno i
numeri ki prili no razli ita od WD-je.

Posmatrajmo neke korisne efekte koji se ostvaruju odgovaraju im izborom prozora ()P .

Specijalni slu ajevi:

1. Ako je ()()P , dobija se spektrogram, odnosno (, )(, )SM t SPEC t .

2. Ako je ()1P , za svako , dobija se PWD.

Navedeni specijalni slu ajevi sugeri�u ideju o distribuciji koja e, s jedne strane, sa uvati
dobre osobine spektrograma i WD-je, dok e, s druge strane, eliminisati nedostatke sa kojima se
ove dvije distribucije srije u. Poznato je, naime, da spektrogram ne generi�e kros- lanove
izme u komponenti signala razdvojenih u TF ravni, za razliku od WD-je, kojoj je njihovo
prisustvo veliki nedostatak. Tako e, spektrogram ima zna ajno manju rezoluciju i selektivnost
koju su uzrokovane kori� enjem prozora za odsijecanje signala, �to je mnogo manje izra�eno u
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slu aju WD-je. Na kraju, interval odabiranja kod spektrograma mora biti uzet saglasno teoremi o
odabiranju, dok kod WD-je signal mora biti preodabran sa faktorom 2.

Mno�enje konvolucionog proizvoda (1.72) sa uskim prozorom ()P e redukovati ili

kompletno ukloniti prisustvo kros- lanova. Ako je, pak, vremenski prozor ()w  takav da

komponente STFT-je nijesu udaljene od trenutne frekvencije, konvergencija unutar prozora
()P  je brza. Posmatrana distribucija ima gotovo isti kvalitet reprezentacije auto- lanova kao i

WD, ali bez prisustva kros- lanova.
Izvedimo minimalnu �irinu prozora P( ), kojom se posti�e prethodno navedeno.

Posmatrajmo stacionarni monokomponentni signal x(t), ija je STFT koncentisana oko

frekvencije 0 , 0 W . Integraljenje kod SM-a po auto- lanu u cjelini se obavlja ukoliko

je P( ) pravougaoni prozor, odnosno, ()0 za pP L , takav da je pL W . Radi smanjenja

kompleksnosti ra unanja i eventualnog potiskivanja efekata interferencije uzimamo konstantnu i
minimalnu mogu u �irinu prozora pL W . Izborom prozora P( ) konstantne �irine (za svako t i

) posti�e se koncentracija signala analogna onoj koja se posti�e upotrebom PWD-je, [127],
[136].

1D signal-zavisni SM

Kako se integraljenje kod SM-a vr�i po proizvodu STFT-je signala i njene konjugovano-
kompleksne vrijednosti, jednostavno se mo�e zaklju iti da je �irinu prozora P( ) mogu e dalje
su�avati, obezbje uju i integraljenje samo u domenu postojanja STFT-je analiziranog signala,
slika 1.3. Naime, �irina prozora pL W  je neophodna samo u centralnoj ta ki 0 , dok je

integraljenje nepotrebno u onim ta kama TF ravni u kojima STFT signala uzima nulte

vrijednosti, tj. ()0P  za 0 W . Me u ovim marginalnim slu ajevima, frekvencijski

zavisna �irina prozora ()pL  linearno opada od svoje maksimalne vrijednosti W do 0, tako da je

optimalna �irina prozora P( ), na datoj frekvenciji,

0 0

0

,
()

0, .
p

W W
L

W
 (1.73)

Ako posmatramo sumu frekvencijski modulisanih signala, kros- lanovi e se pojaviti (u
trenutku t) jedino ako je udaljenost izme u trenutnih frekvencija manja od �irine prozora (2 )P

uve ane za �irinu auto- lana. Odabirom odgovaraju eg prozora ()P  koncentracija auto- lanova

WD-je mo�e biti o uvana, a kros- lanovi izbjegnuti. Dakle, kros- lanovi e se pojaviti samo u
dijelu TF ravni izme u dvije veoma bliske trenutne frekvencije.
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(1)(1)[ ()()]i jt t

Slika 1.3 Uticaj prozora P( ) na eliminisanje ili ubla�avanje efekata interferencije.

Posmatrajmo M-komponentni signal
1

()()
M

i
i

x t x t . Pretpostavimo da se STFT svake

njegove pojedina ne komponenete ()ix t  nalazi u TF domenu Di(t, ), i=1,2,...,M. Ozna imo sa

2 ()iW t  �irinu i-tog domena po  za posmatrani vremenski trenutak t, a njegovu centralnu

frekvenciju sa 0i(t). U jedna ini (1.72) e se obaviti potpuno integraljenje po auto- lanovima uz

eliminisanje efekata interferencije, odnosno bi e
1

(, )(, )
M

i
i

SM t PWD t , ukoliko:

se domeni Di(t, ), i=1,2,...,M, ne preklapaju u TF ravni, odnosno za svako i j va�i da je
(, )(, ),i jD t D t

�irina prozora (, ) ()tP , koja je promjenljiva u vremenu i po frekvenciji, zadovoljava

jedna inu:

0()(),    (, )(, ), 1, 2,...,
(, )

0,                               (, )(, ), 1, 2,..., .
i i i

p
i

W t t t D t i M
L t

t D t i M
 (1.74)

Ovim je definisana signal-zavisna forma S-metoda, [108],

*
(, )

1(, )()(, )(, )d .f t f fSM t P STFT t STFT t  (1.75)

O 1D signal-zavisnom SM-u e biti jo� rije i u nastavku ove glave. Vratimo se sada na
(1.72), odnosno na SM sa konstantnom �irinom prozora. Razmotrimo analizu M-komponentnog
signala x(t), kod koga su �irine STFT-je pojedinih komponenti razli ite. Odaberimo prozor P( )
takav da je njegova �irina max 2 , 1,2,...,i iW i M . Na ovaj na in se sigurno posti�e

maksimalna koncentracija svih komponenti signala oko njihovih trenutnih frekvencija. U
najve em dijelu TF ravni, sa izuzetkom centralne ta ke 0i  naj�ire komponente analiziranog

signala, ovakav prozor je pre�irok, odnosno, neodgovaraju i za gotovo sve komponente
multikomponentnog signala, �to se negativno odra�ava na redukovanje efekata interferencije,
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kompleksnost ra unanja, [108], kao i na uticaj �uma na TF reprezentaciju signala. Sa druge
strane, ukoliko odaberemo suvi�e uzak prozor posljedica e biti niska koncentracija signala na
trenutnoj frekvenciji, posebno kod visoko nestacionarnih komponenti signala.

Signal-zavisni SM, (1.75), uz uslov razdvojenosti komponenti multikomponentnog signala
u TF ravni, pru�a reprezentaciju analiziranog signala oslobo enu efekata interferencije. Ipak,
ukoliko uslov razdvojenosti komponenti multikomponentnog signala u TF ravni nije ispunjen,
odnosno ako dolazi do preklapanja komponeti ()ix t  i ()jx t  u vremenskom trenutku t, nemogu e

je potisnuti kros-komponente me u njima. Signal-zavisni SM, (1.75), e u tom slu aju kros-
komponente predstaviti u svojoj punoj formi, za razliku od SM-a sa prozorom konstantne �irine
koji e tada biti znatno efikasniji u njihovoj redukciji.

Diskretni oblik 1D SM-a

Diskretni oblik 1D SPEC-a je dat jedna inom:

2 22/2 12

/2 1 0
(, )(, )()()(),

N Nj ik ikN
n N

i N i
SPEC n k STFT n k w i x n i e x i W  (1.76)

gdje su ()()()nx i w i x n i  i
2j ikik N

NW e .

Diskretni oblik 1D WD-je je dat jedna inom:

* * 2
2

1
(, )2 ()()()(),

N
mk

N
m N

WD n k w m w m x n m x n m W  (1.77)

pri emu su diskretni signal i prozor u (1.77) odabrani sa polovinom intervala odabiranja koji je
pretpostavljen za (1.76).

Shodno jedna inama (1.76) i (1.77), diskretni oblik SM-a se mo�e zapisati jedna inom:

*(, )()(, )(, ),
L

d
i L

SM n k P i STFT n k i STFT n k i  (1.78)

pri emu 2 1L  predstavlja �irinu diskretnog prozora ()dP i . Ukoliko je ()()dP i i , tada je

(, )(, )SM n k SPEC n k . Tako e, va�i sljede e:

* *

*

(, )(, )(, )(, )

                 =2Real{ (, )(, )}.

STFT n k i STFT n k i STFT n k i STFT n k i

STFT n k i STFT n k i
 (1.79)

Pretpostavljaju i da je ()dP i  prozor pravougaonog oblika, imamo da je:

2 *

1
(, )(, )2 Real{ (, )(, )}.

L

i
SM n k STFT n k STFT n k i STFT n k i  (1.80)

Za prora un WD-je, interval odabiranja mora biti manji od polovine intervala odabiranja
odre enog teoremom o odabiranju. U frekvencijskom domenu to zna i da ra unanje konvolucije
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mo�e biti izvedeno kori� enjem FFT nakon odgovaraju eg zero padding-a7. Za diskretni SM
zero padding u frekvencijskom domenu (odnosno, preodabiranje u vremenskom domenu) nije
neophodan, jer e komponente aliasing-a biti uklonjene na isti na in kao kros-komponente. Ako
pretpostavimo da je (, )(, )STFT n k STFT n k N , aliasing se mo�e desiti samo u grani nim

intervalima ija je �irina jednaka �irini prozora ()dP i . Ali ovo nije neophodna pretpostavka, jer

jedna ina (1.80) omogu ava direktno izra unavanje. lanovi koji sadr�e vrijednosti
(, )STFT n k i  van osnovnog perioda, mogu jednostavno biti izostavljeni. U najgorem slu aju,

grani ne vrijednosti diskretnog SM-a e uvjek biti jednake vrijednostima spektrograma u tim
ta kama.

1.3.2. Vi�edimenzionalni SM

Posmatrajmo n-dimenzionalni signal ()x t , pri emu t  predstavlja vektor prostornih

komponenti, 1 2(, ,..., ) n
nt t t t R , odnosno 1 2()(, ,..., ) nx t x t t t , a ()g t  sporopromjenljivu n-

dimenzionalnu funkciju:

()()() j tx t g t e . (1.81)

Kao �to je ve  istaknuto, najjednostavnija prostorno-frekvencijska distribucija je STFT:

*(, )()()d
n

j

R
STFT t x t w e T , (1.82)

pri emu je vektor frekvencija, 1 2(, ,..., ) n , koje odgovaraju prostornim

komponentama 1 2(, ,..., )nt t t t , respektivno, dT n-dimenzionalni diferencijalni element

prostora nR , a *()w t n-dimenzionalna, naj e� e realna funkcija prozora. Pretpostavlja se da je

()0w t  van ograni enog n-dimenzionalnog prostora nD R .

SM, kao n-dimenzionalna distribucija koja daje visoko koncentrisane auto- lanove sa
redukovanim uticajem interferencije, se defini�e, analogno 1D slu aju, na sljede i na in, [129]:

*1(, )()(, )(, )dnSM t P STFT t STFT t . (1.83)

Za veoma uzak frekvencijski prozor ()() nP , vi�edimenzionalni S-metod se svodi
na vi�edimenzionalni spektrogram, (1.28), (, )(, )SM t SPEC t , dok se za veoma �irok
frekvencijski prozor ()1P , svodi na vi�edimenzionalnu PWD-ju, (1.63), (, )SM t

(, )PWD t .

Za frekvencijski prozor oblika:

7 Zero padding je veoma jednostavna metoda koja se esto koristi u analizi i obradi signala. Podrazumijeva
dopunjavanje signala nulama u vremenskom domenu, u cilju pobolj�anja rezolucije u frekvencijskom domenu, [65],
[68].
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1 1 2 21,    , ,...,
()

0,    drugdje,
n nP  (1.84)

uz adekvatno odabrane �irine 1 2, ,..., n , [119], vi�edimenzionalni SM e dati auto- lanove

veoma bliske onima koje daje vi�edimenzionalna WD, izbjegavaju i, u najve oj mjeri, kros-
lanove:

1
(, )(, )

M

mm
m

SM t PWD t . (1.85)

Funkcija jezgra u slu aju n-dimenzionalnog SM-a uzima oblik, [129]:

 (, )2 (2 )(, )nt p t WD t , (1.86)

pri emu ()p t  predstavlja inverznu FT-ju frekvencijskog prozora ()P , (){ ()}p t IFT P .

1.4. Wigner-ova distribucija oslobo ena prisustva kros- lanova

Vi�e puta do sada je istaknuto da, me u svim kvadratnim TF distribucijama, klasi na WD
generi�e optimalnu reprezentaciju auto- lanova signala (svaka komponenta signala pojedina no
dosti�e maksimalnu koncentraciju). Ona zna ajno pobolj�ava nisku koncentraciju koje daju
konvencionalni TF alati, STFT i SPEC. Veza izme u WD-je i SPEC-a je jednostavna. Za slu aj
kontinualnih signala ona je predstavljena jedna inom (1.71), a za slu aj diskretnih signala se
mo�e zapisati na sljede i na in:

/22 *

1
(, )(, )2 Re{ (, )(, )}

N

x x x x
i

WD n k STFT n k STFT n k i STFT n k i . (1.87)

Zbog konvolucije odbiraka STFT-je u jedna inama (1.71) i (1.87), na kompletnom
frekvencijskom opsegu, WD tako e generi�e ne�eljene kros- lanove u slu aju
multikomponentnih signala.

Wigner-ova distribucija oslobo ena prisustva kros- lanova, CTFWD, [88], [91], [92],
zadr�ava �eljenu koncentraciju auto- lanova u slu aju monokomponentnih signala, kao i u
slu aju multikomponentnih signala ije se komponente ne preklapaju. Istovremeno, ona
simultano redukuje kros- lanove koje generi�e WD, odnosno u slu aju nepreklapaju ih
komponenti multikomponentnog signala u potpunosti ih elimini�e.

1.4.1. 1D CTFWD (1D signal-zavisni SM)

Da bi se redukovalo/eliminisalo prisustvo kros- lanova koje generi�e WD, konvolucija
odbiraka STFT-je u jedna ini (1.87) mora biti ograni ena8. Ipak, da bi se sa uvala prezentacija

8 Ograni avanje konvolucije odbiraka STFT-je se, za slu aj kontinualnih signala, vr�i u jedna ini (1.71).
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auto- lanova koju daje WD, konvolucija u jedna ini (1.87), u proizvoljnoj ta ki (n,k), mora biti
izvr�ena sve dok je (, )0xSTFT n k i , odnosno u slu aju za�umljenih signala sve dok se ne

detektuje 2 2(, )xSTFT n k i R . Ovo rezultuje CTFWD-jom u 1D slu aju, koja je definisana

izrazom, [88]:
(, )2 *

1
(, )(, )2 Re{ (, )(, )}

L n k

x x x x
i

CTFWD n k STFT n k STFT n k i STFT n k i , (1.88)

pri emu je (, ) mL n k L  signal adaptivna �irina pravougaonog prozora, uvedenog da ograni i

konvoluciju u definicionoj jedna ini za WD-ju. Lm je maksimalna �irina tog prozora, odre ena

naj�irim auto- lanom analiziranog multikomponentnog signala, 12 1 maxm i q iL Astft , gdje

su Astfti, i=1,2,...,q razli ite �irine domena auto- lanova 2D STFT-je.
Referentni nivo R2 se defini�e na osnovu a priori saznanja o opsegu analiziranog signala,

�to je posebno prakti no u slu ajevima kada je signal dobijen na izlazu A/D konvertora, odnosno
kada je kori� en u hardverskoj implementaciji. Tada signal mora biti unutar a priori
predefinisanog opsega, kako bi na optimalan na in koristio dostupni A/D konvertor i registre
upotrebljivane u realizaciji. Vrijednost referentnog nivoa R2 se, stoga, izra unava kao nekoliko
procenata maksimalno o ekivane vrijednosti SPEC-a. Ukoliko a priori saznanje o opsegu
signala nije dostupno ili nije pouzdano, referentni nivo R2 se odre uje kao nekoliko procenata
maksimalne vrijednosti SPEC-a u posmatranom trenutku vremena n, [120], [123]. Na bazi
opse�nog eksperimentalnog istra�ivanja sprovedenog u [120] i [123] utvr eno je da je CTFWD
prili no neosjetljiva na vrijednost referentnog nivoa R2, te da je vrijednost R2 uzeta iz intervala
od 0.1%-10% maksimalne vrijednosti SPEC-a uglavnom adekvatna.

Granice svakog domena STFT-je auto- lana signala koincidiraju sa detekcijom
2 2(, )xSTFT n k i R  u okolini odgovaraju e komponente signala. To zna i da je

2 2(, )xSTFT n k i R  za 0,1,..., (, )i L n k  u svakoj ta ki (, )n k  iz domena STFT-je auto- lana,

odnosno 2 2(, )xSTFT n k i R  za svako i van ovog domena. Stoga, L(n,k) uzima razli ite

vrijednosti u razli itim TF ta kama:

- nulu (L(n,k)=0) van domena STFT-je auto- lana i na njegovim granicama (za slu aj istog
signala),

- ve e vrijednosti unutar ovih domena,

- maksimalne vrijednosti (Lm) samo u centralnim ta kama naj�irih domena.

U slu aju za�umljenog signala, zavisno od distribucije �uma i odabira vrijednosti za R2,
2 2(, )xSTFT n k i R  mo�e biti zadovoljeno i u pojedinim ta kama (n,k) koje postoje van

domena STFT-je auto- lanova signala. To implicira nenulte vrijednosti za L(n,k) u ovim
ta kama.
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Po definiciji, u razli itim TF ta kama (n,k) CTFWD-ja, (1.88), uklju uje razli it broj
sabiraka (samo one sabirke koji su neophodni sa aspekta ukupne energije svakog auto- lana
pojedina no generisanog WD-jom):

- samo prvi sabirak, 2(, )(, )x xSTFT n k SPEC n k , u ta kama koje se nalaze van domena

auto- lanova STFT-je,

- ve i broj sabiraka u ta kama koje se nalaze unutar ovih domena,

- maksimalan broj (Lm) sabiraka samo u centralnim ta kama naj�ireg auto- lana STFT-je.

Ovo rezultuje redukovanjem 1D CTFWD-je na 1D SPEC van domena auto- lanova 1D
STFT-je, odnosno na 1D WD-ju unutar njih.

Uo imo, jo� jednom, da se 1D CTFWD-ja su�tinski poklapa sa 1D signal-zavisnim SM-
om, odnosno da ove dvije TF distribucije rezultuju istom reprezentacijom signala u TF ravni.

1.4.2. 2D CTFWD

Pro�irimo prethodno analizu na slu aj dvodimenzionalnih signala, odnosno izvedimo
definicionu jedna inu za 2D CTFWD-ju. Ona e intenzivno biti kori� ena u disertaciji.

Kao �to je ve  re eno, 2D STFT, njena energetska verzija, 2D SPEC, i 2D WD su
konvencionalni matemeti ki metodi koji se koriste u prostorno-frekvencijskoj analizi signala.
Njihove definicije, u vektorskom obliku su:

(, )()() jkm

m
STFT n k w m f n m e , (1.89)

* 2(, )()()()() j km

m
WD n k w m w m f n m f n m e , (1.90)

pri emu je 1 2()(, )w m w m m  2D, naj e� e parni i realni prozor dimenzija N×N. Ovaj prozor je

centriran u ta ki 1 2(, )n n n  i koristi se za odsijecanje analiziranog signala ()f n . Ipak, ove

S/SFD-je ispoljavaju ozbiljne nedostatke, o kojima se detaljno govorilo u poglavljima 1.1. i 1.2.,
a koji zna ajno limitiraju njihovu upotrebu. Iz jedna ina (1.89) i (1.90) slijedi direktna veza
izme u 2D STFT-je i 2D WD-je, [112]:

1 2

2

*

/2 /2
2 *

1 1 2 2 1 1 2 2
0 1

*
1 1 2 2 1 1 2 2

0

(, )(, )(, )}

             | (, )| 2 Re{ (, , )(, , )}

             2 Re{ (, , )(, , )}

i
N N

i i

N

i

WD n k STFT n k i STFT n k i

STFT n k STFT n k i k i STFT n k i k i

STFT n k i k i STFT n k i k i
1

/2 /2

1
.

N

i

(1.91)

2D WD zna ajno pobolj�ava koncentraciju postignutu sa 2D SPEC-om (dobija se iz
prethodne jedna ine za i1=i2=0), ostvaruju i maksimalnu koncentraciju svake komponente
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signala pojedina no i rezultuju i optimalnom prezentacijom auto- lanova [80], [112], [138],
[139], [141], [142]. Me utim, 2D WD simultano generi�e i ne�eljene kros- lanove u slu aju
multikomponentnih signala. Ovaj problem mogu potisnuti prostorno-frekvencijske RID
distribucije, uvaju i pritom marginalne osobine. Ipak, ove distribucije imaju ra unski veoma
zahtjevne definicije, ak i u 1D slu aju, [13], [30], [108], �to zna ajno ograni ava njihovu
primjenljivost. Nasuprot RID distribucijama, 2D SM, [112], redukuje prisustvo kros- lanova uz
o uvanje optimalnog (2D WD) kvaliteta reprezentacije auto- lanova. Ipak, kako bi sa uvao
kvalitet reprezentacije svakog auto- lana pojedina no, 2D SM mora odgovarati naj�iroj
komponenti signala. To mo�e biti neadekvatno u ve ini S/SF ta aka i mo�e negativno uticati na
redukciju kros- lanova i ra unsku slo�enost, [108], [112], kao i na potiskivanje uticaja �uma,
[117].

U cilju redukovanja kros- lanova koje generi�e 2D WD (ili njihove kompletne eliminacije,
za slu aj nepreklapaju ih komponenti signala) 2D konvolucija iz jedna ine (1.91) mora biti

ograni ena van domena (, ), 1,...,iD n k i q  auto- lanova 2D STFT-je q-komponentnog signala,

slika 1.4. Kako bi se sa uvala prezentacija auto- lanova koju daje 2D WD, 2D konvolucija mora
biti obavljena unutar ovih domena, uklju uju i u sumiranje samo nenulte lanove iz jedna ine
(1.91). U te svrhe, jedna ina (1.91) je preure ena i ograni ena na sljede i na in:

1

1

(, )
*

1 1 2 1 1 2
0

(, )Re{ (, , )(, , )}
L n k

i
CTFWD n k STFT n k i k STFT n k i k

2 1

2

(, , )
*

1 1 2 2 1 1 2 2
1

                                         2 Re{ (, , )(, , )}
L n k i

i
STFT n k i k i STFT n k i k i

1

1

(, )
*

1 1 2 1 1 2
1

                       Re{ (, , )(, , )}
L n k

i
STFT n k i k STFT n k i k

2 1

2

(, , )
*

1 1 2 2 1 1 2 2
1

                                              2 Re{ (, , )(, , )} ,
L n k i

i
STFT n k i k i STFT n k i k i

  (1.92)

gdje je 1 2 1(, )((, ), (, , )) mL n k L n k L n k i L  �irina signal adaptivnog pravougaonog

konvolucionog 2D prozora, centriranog u 1 2 1 2(, ), , 0,..., 1k k k k N  i uvedenog u cilju

ograni avanja 2D konvolucije u jedna ini (1.91).

�irina 2D konvolucionog prozora (, )L n k  uzima sljede e vrijednosti:

,1 2 1 ,1 ,2 1 1 2 ,2((, )| ()|, (, )| ()|),   unutar (, )
(, )

0,                                                                                         van (, ).
i oi i oi i

i

B n k k k n B n k i k k n D n k
L n k

D n k
(1.93)

,1 22 (, )iB n k  i ,2 1 12 (, )iB n k i  ozna avaju �irine domena (, )iD n k  (u pravcima 1k  i 2k ) za dato 2k

i za dato 1 1 1 1(0,..., (, ))k i i L n k , respektivno, dok mL  predstavlja maksimalnu �irinu 2D
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konvolucionog prozora odre enu naj�irim domenom (, ), 1,...,iD n k i q  i njegovom

odgovaraju om lokalnom frekvencijom 0ik , slika 1.4., 12 1 maxm i q iL Astft , gdje su Astfti,

i=1,2,...,q razli ite �irine domena auto- lanova 2D STFT-je. U proizvoljnoj ta ki 1 2(, )k k  ovo

zna i sljede e:

1(, )L n k

mL

jD

iD

,1 ,22 ()i oiB k

,1 22 ()iB k

1k

2k

,1oik

1(, )L n k

1k

2k
1 2(, )k k 2 1(, , 0)L n k i

1i1i

Slika 1.4 Ilustracija algoritma izra unavanja 2D CTFWD-je.

(i) Sumiranje sa 2i  (ograni eno sa 2 1(, , )L n k i ), za svako 1 1 1, 0,..., (, )i i L n k  se obavlja sve

dok se ne detektuje 2 2
1 1 2 2| (, , )|STFT n k i k i R , 2 2 10,..., (, , )i L n k i , nakon ega se

nastavlja sumiranje u pravcu 2i . Referentni nivo 2R  determini�e �irine domena (, ),iD n k

1,...,i q  tako �to se elementi 2D STFT-je, ija je apsolutna vrijednost manja od R,

zanemaruju tokom izra unavanja izraza (1.92).

(ii) Sumiranje sa 2i  (ograni eno sa 2 1(, , )L n k i ), za svako 1 1 1, 1,..., (, )i i L n k  se obavlja sve

dok se ne detektuje 2 2
1 1 2 2| (, , )|STFT n k i k i R , 2 2 10,..., (, , )i L n k i , nakon ega se

nastavlja sumiranje za sljede u vrijednost 1i .

(iii) Sumiranje sa 1i  se obavlja sve dok se ne detektuje 2 2
1 1 2| (, , )|STFT n k i k R ,

1 10,..., (, )i L n k , �to odgovara detekciji prvog nultog lana sume (1.91) koji nije

pomno�en sa 2. Ovo rezultuje zavr�etkom ra unanja u posmatranoj ta ki 1 2(, )k k .
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Uo imo da jedna ina (1.92) uklju uje promjenljiv broj lanova koji se sumiraju � samo
onoliko koliko je potrebno sa aspekta energije svakog auto- lana pojedina no u razli itim
ta kama 1 2 1 2(, ), , 0,..., 1k k k k N . Na ovaj na in se jedna ina (1.92) redukuje na 2D SPEC van

domena (, ), 1,...,iD n k i q  (gdje je 1 2 1(, )(, , )0L n k L n k i ) i na 2D WD unutar ovih domena,

generi�u i na taj na in 2D CTFWD-ju. Jedna ina (1.92) uklju uje, kao specijalne slu ajeve, 2D

SPEC, 2D WD-ju i 2D SM koji se dobijaju za 1 2 1(, )(, , )0L n k L n k i ,

1 2 1(, )(, , )/ 2L n k L n k i N  i 1 2 1(, )(, , ) mL n k L n k i L  za svako (, )n k , respektivno.

R2 je unaprijed definisani referentni nivo, odre en kao nekoliko procenata maksimalne
vrijednosti 2D SPEC-a. Analogno onome �to je re eno za slu aj 1D signala, ni 2D CTFWD nije

pretjerano osjetljiva na izbor ovog parametra, te je vrijednost 2R  uzeta iz intervala od 0.1%-10%
maksimalne vrijednosti 2D SPEC-a u potpunosti adekvatna.

U praksi su signali uvjek izlo�eni uticaju aditivnog �uma. Da bi procijenili uticaj �uma na
opisani metod, posmatrajmo 2D za�umljeni signal ()()()x n f n n , gdje ()n  predstavlja

aditivni bijeli Gaussian-ov kompleksni �um varijanse 2 . Varijansa realnog estimatora, 2D

CTFWD-je, (1.92), je definisana sa:

2

2 2

(, )var[CTFWD (, )]

              {CTFWD (, )} ({CTFWD (, )}).
xx x

x x

n k n k

E n k E n k
 (1.94)

Sastoji se iz dva dijela: dijela koji je zavisan od signala i �uma, 2 (, )f n k , i postoji samo unutar

domena (, ), 1,...,iD n k i q , i dijela koji je zavisan samo od �uma, 2 (, )n k , i postoji svuda, tj. u

svim frekvencijsko-frekvencijskim (FF) ta kama:

2 2 2(, )(, )(, )xx fn k n k n k . (1.95)

Slijede i proceduru za slu aj 1D za�umljenog signala, [4], [110], [117], nakon nekoliko direktnih
transformacija, u slu aju pravougaonog prozora ()w m , varijansa iz prethodne jedna ine se mo�e

zapisati kao:

(, )
2 2

2
(, )

2 4

2 SPEC (, )(, ),   unutar (, ), 1,...,
(, )

,                                                            van (, ), 1,..., ,

L n k

f i
i L n kxx

i

N n k i n k D n k i q
n k

N D n k i q

 (1.96)

gdje je:

1

1

(, )
2 4

2 1 2 1 22
1

2 4

[ ((, , )(, , ))(, ,0)1],  unutar (, ), 1,...,
(, )

,                                                                                  van (

L n k

i
i

i

N L n k i L n k i L n k D n k i q
n k

N D n, ), 1,..., .k i q

  (1.97)
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Uo imo da je za ta ke (, )n k  koje se nalaze van domena (, ), 1,...,iD n k i q , veli ina prozora

1 2 1(, )(, , )0L n k L n k i .

Analiza reprezentacije za�umljenog signala opisanim metodom obuhvata i analizu
reprezentacija za�umljenog signala specijalnim slu ajevima opisanog metoda (2D SPEC za

1 2 1(, )(, , )0L n k L n k i , 2D WD za 1 2 1(, )(, , )/ 2L n k L n k i N  i 2D SM za

1 2 1(, )(, , ) mL n k L n k i L , za svako (, )n k ). Na osnovu ove observacije, sljede i zaklju ci

mogu biti jasno izvedeni:

(1) 2D CTFWD minimizuje varijansu estimatora 2 (, )xx n k  van domena (, ), 1,...,iD n k i q ,

posti�e optimalnu prezentaciju auto- lanova i optimizuje vr�ni odnos signal/�um9.

(2) Varijansa estimatora, (1.94), raste unutar domena (, ), 1,...,iD n k i q . Ipak, uzimanjem

optimalnog broja sumarnih lanova u jedna ini (1.92), 2D CTFWD smanjuje varijansu
2 (, )xx n k  i stoga pobolj�ava vr�ni odnos signal/�um u odnosu na 2D WD-ju i 2D SM u FF

ta kama koje postoje unutar ovih domena.

(3) 2D SPEC minimizuje varijansu 2 (, )xx n k  u ta kama 1 2(, )k k  koje postoje unutar domena

(, ), 1,...,iD n k i q . Ipak, istovremeno on rezultuje niskom koncentracijom signala u

okolini lokalne frekvencije. Stoga, 2D CTFWD mo�e unaprijediti estimaciju baziranu na
2D SPEC-u za slu aj visoko nestacionarnih 2D signala, ak i u ta kama 1 2(, )k k  koje se

nalaze unutar domena auto- lanova.

Primjetimo da, zavisno od distribucije �uma i odabira referentnog nivoa R2, mogu postojati
pojedine FF ta ke van domena funkcije oslonca u kojima su uslovi

2 2
1 1 2 2| (, , )|STFT n k i k i R  i/ili 2 2

1 1 2 2| (, , )|STFT n k i k i R , za 1 10,..., (, )i L n k ,

2 2 10,..., (, , )i L n k i  zadovoljeni. Ovo implicira postojanje nenultih vrijednosti za 1(, )L n k  i/ili

2 1(, , )L n k i  u tim ta kama. Ipak, ovakve situacije ne uti u zna ajno na S/SF reprezentaciju

baziranu na opisanom metodu. Uo imo da ve e vrijednosti referentnog nivoa 2R  (oko 5%-10%
o ekivane maksimalne vrijednosti 2D SPEC-a) gotovo u potpunosti elimini�u pomenute efekte.

9 Vr�ni (engl. peak) odnos signal/�um podrazumijeva odnos kvadrata apsolutne maksimalne vrijednosti S/SFD-
je i varijanse estimatora 2 (, )xx n k ,

2

2

max{S/SFD (, )}
.

(, )
x

xx

n k

n k
Potreban je u mnogim prakti nim aplikacijama gdje se maksimalne vrijednosti S/SFD-je koriste za estimaciju
lokalne frekvencije analiziranog signala. U ovom slu aju, nijesmo zainteresovani za lokalni odnos signal/�um,
naro ito u frekvencijsko-frekvencijskim ta kama koje postoje van domena auto- lanova signala. U tim ta kama
vr�ni odnos signal/�um predstavlja mjeru mogu e pogre�ne estimacije lokalne frekvencije, [117].
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1.5.  Pore enje ra unske kompleksnosti konvencionalnih i
unaprije enih zdru�enih reprezenacija nestacionarnih signala

U prethodnim poglavljima (1.1.-1.4.) je izvr�ena analiza naj e� e kori� enih metoda za
reprezentaciju jednodimenzionalnih i vi�edimenzionalnih signala. Istaknute su prednosti i
nedostaci svake od njih, kao i uslovi u kojima te prednosti i nedostaci dolaze do izra�aja.

Kako je jedan od primarnih ciljeva opisanih matemati kih modela upotreba u prakti nim
primjenama, bitno je sagledati njihovu ra unsku slo�enost i uporediti ih i iz te perspektive.

U inimo to, najprije, za slu aj 1D signala. Poredi emo konvencionalne TF distribucije, 1D
SPEC i 1D WD-ju i nedavno definisane TF distribucije, 1D SM i 1D CTFWD-ju (1D signal-
zavisni SM).

Ra unska slo�enost se najobjektivnije sagledava kroz broj potrebnih kompleksnih
operacija (sabiranja i mno�enja) po odbirku razmatrane TF distribucije (broj kompleksnih
operacija u jednoj TF ta ki).

U tabeli 1.2 je dato pore enje ra unske slo�enosti za 1D SPEC, 1D WD-ju (ra unatu u
slu ajevima preodabranog signala i analiti kog signala), 1D SM i 1D CTFWD-ju (1D signal-
zavisni SM).

1D WD je izra unata upotrebom FFT blokova. Analiti ki signal je izra unat u tri koraka:
1) odredjena je FFT, 2) sa nulom su izjedna ene vrijednosti koje odgovaraju negativnim
frekvencijama, a sa 2 su pomno�ene vrijednosti koje odgovaraju pozitivnim frekvencijama, 3)
odre ena je inverzna FFT.

Tabela 1.2 Broj kompleksnih operacija u jednoj TF ta ki potrebnih za izra unavanje 1D SPEC-a, 1D WD-je
preodabranog signala, 1D WD-je analiti kog signala, 1D SM-a i 1D CTFWD-je. N predstavlja du�inu prozorom

odsje enog signala; L je �irina prozora kori� enog u 1D SM-u (u najve em broju slu ajeva L uzima male vrijednosti,
L=1,2,3); Lp je signal adaptivna �irina prozora kori� enog u 1D CTFWD-ji (Lp Lm, pri emu je Lm maksimalna �irina

prozora, odre ena naj�irim auto- lanom analiziranog signala.). Mno�enja sa 1, 0 i 2 nijesu uzeta u obzir, jer je
vrijeme potrebno za njihovo izra unavanje mnogo manje od vremena potrebnog za ostale operacije.

Distribucija / Broj operacija Broj kompleksnih mno�enja Broj kompleksnih sabiranja
1D SPEC 3N/2 3N
1D WD (preodabranog signala) N(4+log2N)/2 Nlog22N
1D WD (analiti kog signala) N(3+5log2N)/4 (5Nlog2N)/2
1D SM N(3+L)/2 N(6+L)/2
1D CTFWD N(3+Lp)/2 N(6+Lp)/2

Najskormnije ra unske zahtijeve (najmanji broj kompleksnih operacija po TF ta ki) ima
1D SPEC. Me utim, treba imati na umu da on ima i najskromnije performanse od svih
razmatranih TF distribucija. S druge strane, slo�enost 1D SM-a zavisi ne samo od du�ine
prozorom odsje enog signala N, ve  i od veli ine prozora L. U principu, mala �irina ovog
prozora je u praksi naj e� e dovoljna, (L=1,2,3), te 1D SM mo�e biti zna ajno efikasniji od 1D
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WD-je (ra unate i za slu aj preodabranog signala i za slu aj analiti kog signala). Na kraju,
realno je o ekivati da realizacija 1D CTFWD-je (1D signal-zavisnog SM-a) bude jednostavnija
od realizacije 1D SM-a, usljed upotrebe signal adaptivnog prozora (�to zna ajno umanjuje broj
kompleksnih sabiranja i mno�enja). Naime, 1D CTFWD e u odnosu na 1D SM imati uve an
jedino broj operacija pore enja, koje zahtijevaju znatno manje vrijeme za izvr�avanje od
operacija kompleksnog sabiranja i mno�enja.

Osim 1D signala, u praksi se naj e� e srije u 2D signali (kao najbrojniji predstavnici
vi�edimenzionalnih signala). Stoga emo u nastavku analizirati ra unsku slo�enost
konvencionalnih 2D S/SF distribucija, 2D SPEC-a i 2D WD-je, i nedavno definisanih S/SF
distribucija, 2D SM-a i 2D CTFWD-je.

Analogno slu aju 1D signala, ra unska slo�enost e biti definisana kroz broj potrebnih
kompleksnih operacija (sabiranja i mno�enja) po odbirku razmatrane S/SF distribucije (broj
kompleksnih operacija u jednoj S/SF ta ki).

U tabeli 1.3 je dato pore enje ra unske slo�enosti za 2D SPEC (u prvom slu aju je 2D
STFT-ja izra unata pomo u FFT blokova, a u drugom slu aju kori� enjem rekurzivnog metoda),
2D WD-ju, 2D SM i 2D CTFWD-ju (u prvom slu aju je 2D STFT-ja izra unata pomo u FFT
blokova, a u drugom slu aju kori� enjem rekurzivnog metoda).

2D CTFWD-ja uzima promjenljivi broj potrebnih operacija u razli itim FF ta kama, te na
ovaj na in zna ajno redukuje ra unsku kompleksnost u odnosu na ostale razmatrane 2D S/SFD-
je, tabela 1.3. Uz to, samo 2D CTFWD proizvodi istu 2D WD-ju reprezentaciju signala u
prakti no jedino va�nom slu aju multikomponentnog signala koji ima auto- lanove razli itih
�irina.

Tabela 1.3 Broj kompleksnih operacija u jednoj S/SF ta ki potrebnih za izra unavanje 2D SPEC-a kori� enjem FFT
blokova, 2D SPEC-a kori� enjem rekurzivnog metoda, 2D WD-je kori� enjem FFT blokova, 2D SM-a kori� enjem
rekurzivnog metoda, 2D CTFWD-je kori� enjem FFT blokova i 2D CTFWD-je kori� enjem rekurzivnog metoda.

Mno�enja sa 1, 0 i 2 nijesu uzeta u obzir, jer je vrijeme potrebno za njihovo izra unavanje mnogo manje od
vremena potrebnog za ostale operacije.

Distribucija / Broj operacija Broj kompleksnih mno�enja Broj kompleksnih sabiranja

2D SPEC (na bazi FFT)
2

2 2(log (, ,0)/ 2
1/ 2)

N N L n k 2
2 2(2 log (, ,0)/ 2)N N L n k

2D SPEC (na bazi rekurzije) 2
2((, ,0)/ 2 3 / 2)N L n k 2

2(2 (, ,0)/ 2)N L n k

2D WD 2
22 (log 2)N N 2

24 (log 1)N N

2D SM 2 2(3 / 2)m mN L L 2 2(2 )m mN L L

2D CTFWD (na bazi FFT)
2

2 2 1(log (, )N N L L n k

2((, ,0)1)/ 2)L n k

2
2 2 1(2 log (, )N N L L n k

2 (, ,0)/ 2)L n k

2D CTFWD (na bazi rekurzije)
2

2 1

2

((, )

(, ,0)/ 2 3 / 2)

N L L n k

L n k

2
2 1(2 (, )N L L n k

2 (, ,0)/ 2)L n k
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U tabeli 1.3 je, u cilju konciznijeg zapisivanja, kori� ena sljede a notacija 2 (, )L n k

1
1

(, )
2 1 2 11 ((, , )(, , ))/ 2)L n k

i L n k i L n k i .

1.6. Pristup izboru optimalne S/SFD-je za potrebe analize i
procesiranja 2D signala

Prostorno-frekvencijske reprezentacije su, u posljednje vrijeme, naro ito aktuelne i
prisutne u poljima obrade slike, prepoznavanja �ablona i vidnog sistema. To interesovanje je
prisutno, u su�tini, zbog sljede ih razloga:

- ova klasa funkcija prikazuje sve informacije slike (2D signala) u zdru�enom domenu u
kojem je reprezentacija definisana;

- neurofiziolo�ke studije su sugerisale da neke elije primarnog vizuelnog korteksa slu�e za
kodiranje pojedinih zdru�enih reprezentacija;

- ova klasa funkcija ima visok stepen separabilnosti �ablona.

Bez obzira na to, zdru�ene reprezentacije moraju ispuniti odre ene uslove kako bi bile
korisne u ovim oblastima. Jedan od bitnih uslova je mogu nost izvo enja korektinih marginalnih
distribucija iz op�tih formi zdru�enih reprezentacija. Time se posti�e da projekcije reprezentacije
zdru�enog domena te�e ka lokalnoj snazi 2D signala i spektru 2D signala. Tako e, moraju
ostvarivati visoku rezoluciju u oba domena pojedina no (prostornom i frekvencijskom) i moraju
biti pozitivne kako bi ih bilo mogu e interpretirati kao distribuciju energije u zdru�enom S/SF
domenu. S druge strane, uslov bilinearnosti je logi an zahtjev u kontekstu obrade slike.

S/SF analiza je od velikog zna aja i za ovu doktorsku disertaciju. Naime, jedan od
osnovnih ciljeva disertacije je razvoj sistema za efikasno filtriranje 2D visoko nestacionarnih
signala. Taj sistem po iva upravo na S/SF analizi, te je kvalitet filtriranja koji e on obezbjediti
direktno zavisan od kvaliteta reprezentacije signala odabranom S/SFD-jom. Stoga je ovo zavr�no
poglavlje prve glave disertacije posve eno odabiru optimalne S/SFD-je koja e, kao �to je
re eno, biti osnova razvijenog sistema.

Op�tezastupljeni stav je da 2D WD ima najbolje osobine koje se tra�e u obradi slike
nasuprot ostalih zdru�enih reprezentacija ove vrste. Naime, 2D WD ima najbolju rezoluciju koja
se poklapa sa rezolucijom slike u oba domena i pri tome prevazilazi probleme kompromisnog
odabira rezolucije koji tradicionalno ograni avaju korisnost analize spektra zasnovane na
upotrebi prozora. 2D WD je zdru�ena pozitivna bilinearna reprezentacija koja sadr�i sve
informacije o slici (2D signalu).

Dakle, mogli bismo zaklju iti da je 2D WD najbli�a idealnoj S/SF distribuciji. Me utim,
ovaj zaklju ak moramo ograni iti na slu aj monokomponentnih signala. Naime, kao posljedicu
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me usobne interakcije komponentni signala (auto- lanova) koje su bliske u S/SF ravni, imamo
pojavu kros- lanova, koji bitno naru�avaju kvalitet reprezentacije.

Nedavno razvijena 2D CTFWD obezbje uje kvalitet reprezenacije auto- lanova
monokomponentnih i multikomponentnih signala jednak onome koji pru�a 2D WD za slu aj
monokomponentnih signala. Uz to, kako je rije  o signal-adaptivnoj distribuciji ra unska
kompleksnost je znatno manja od ra unske kompleksnosti 2D WD-je, kao i ra unske
kompleksnosti 2D SM-a.

Stoga je 2D CTFWD odabrana za osnovu razvoja sistema za filtriranje 2D visoko
nestacionarnih signala, koji e biti predstavljen u nastavku ove disertacije.
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glava II

Nestacionarno filtriranje bazirano na
vremensko-frekvencijskoj analizi

Analiza i procesiranje stacionarnih signala se izvr�avaju u vremenskom ili u
frekvencijskom domenu ravnopravno. Me utim, konvencionalni na ini analize nijesu pogodni za
slu aj signala sa visoko nestacionarnim karakteristikama (�to je detaljno obrazlo�eno u prvoj
glavi disertacije). Kako je broj procesa koji se modeluju ovom vrstom signala prili an, spektralna
analiza se dopunjava zdru�enim TF metodama koje rezultiraju TF promjenljivim spektrom, [37],
[52], [71].

Vremensko-promjenljivo (Time-Varying - TV) filtriranje je veoma izazovna oblast
istra�ivanja koja se intenzivno razvija, naro ito posljednjih godina, i upotrebljava najzna ajnije
rezultate i metode TF analize nestacionarnih signala. Njima se zna ajno pobolj�avaju rezultati u
pore enju sa onima koji se posti�u filtriranjem nestacionarnih signala maskiranih aditivnim
�umom u vremenskom ili u frekvencijskom domenu odvojeno. Usljed izvjesnih stepena slobode
u definiciji TV spektra, [13], [15], [30], [57], [74], [129], predla�e se ve i broj rje�enja
pomenutog problema, [28], [29], [32], [35], [49], [59].

Linearni TV filtri su razvijeni kao prvobitna rje�enja problema filtriranja nestacionarnih
1D signala i zato se esto u literaturi nazivaju i klasi nim rje�enjima. U nastavku e biti vi�e
rije i o svakom od njih pojedina no.

Istorijski posmatrano, najprije je Zadeh, [59], predlo�io rje�enje bazirano na povezivanju
sa Richaczek-ovom distribucijom, [13], [15], [60]. Kako Richaczek-ova distribucija pokazuje
zna ajne nedostatke prilikom TF analize nestacionarnih signala, [13], [15], prilazi se
redefinisanju TV filtara pri emu se povezuju sa drugim TF distribucijama, najprije sa WD-jom,
[26], [32]. Slijede i navedenu proceduru i upotrebljavaju i Weyl-ovu definiciju funkcije oslonca
TV filtara, kao i teoriju Wiener-ovih filtara iz stacionarnog slu aja, [68], defini�e se optimalno
filtriranje nestacionarnih signala. Na bazi te definicije je razvijen niz aktuelnih nelinearnih
rje�enja problema filtriranja nestacionarnih 1D signala, [90], [95], [129], [137], koji e tako e
biti predstavljeni u nastavku.
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2.1. Linearni TV filtri

Dizajn linearnih TV (LTV) filtara, [10], [59], [150]-[152], je baziran na TF reprezentaciji
filtra ili ulaznog signala. Zbog toga su ovi filtri teorijski pogodni i prakti no korisni u
situacijama u kojima su karakteristike �eljenog filtra najprirodnije specificirane u TF domenu
osobinama TF te�inske funkcije.

LTV filtri imaju veliki broj prakti nih primjena, uklju uju i obradu nestacionarnih signala
(detekcija i estimacija signala, estimacija spektra itd.) i komunikaciju kroz vremenski
promjenljive kanale (potiskivanje interferencije, modelovanje kanala, estimacija i sl.). Ovi
sistemi su naro ito korisni za ponderisanje, potiskivanje ili separaciju komponenti
nestacionarnog signala.

n

TF oblast
signala x1(n)

TF oblast
signala x2(n)

stop TF region
(M(n, )=0)

propusni TF
region (M(n, )=1)

0

1

Slika 2.1 Primjer signala koji se sastoji od dvije komponente x1(n) i x2(n), jasno prostorno razdvojene u TF ravni.

Ulazno-izlazna relacija diskretnog LTV filtra (LTV sistema) H se mo�e predstaviti na
sljede i na in:

()()()(, )()(, )()
n m

y n Hx n h n n x n g n m x n m , (2.1)

gdje su (, )(, )g n m h n n m  i (, )(, )h n n g n n n  dvije razli ite definicije impulsnog odziva

LTV filtra H (uo imo da ,n n Z  ozna ava apsolutno vrijeme, dok m Z  ozna ava vremensko

ka�njenje).
Nestacionarna priroda ulaznog signala x(n), izlaznog signala y(n) i LTV filtra H sugeri�e

upotrebu TF reprezentacija za dizajniranje i implementaciju LTV filtara.
Posmatrajmo jednostavan primjer sa slike 2.1. Signal x(n) na ulazu filtra se sastoji od dvije

komponente x1(n) i x2(n) koje se ne preklapaju u TF domenu. �elimo dizajnirati filtar H koji e
propustiti komponentu x1(n) i potisnuti komponentu x2(n), tako da je izlazni signal filtra
y(n)=x1(n). Ovakav zahtjev za filtar H mo�e biti izra�en sa TF te�inskom funkcijom M(n, ) (pri
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emu  ozna ava normalizovanu frekvenciju) koja e imati jedini nu vrijednost u TF oblasti
komponente x1(n) i nultu vrijednost u TF oblasti komponente x2(n).

U principu, �eljeno TF ponderisanje (slabljenje ili poja anje) mo�e biti opisano realnom
TF te�inskom funkcijom (, )M n R . Stoga, pretpostavimo da je LTV filtar H opisan sa TF

te�inskom funkcijom (, )M n R . U literaturi se isti u dva op�ta na ina dizajniranja LTV filtara

bazirana na TF te�inskoj funkciji:

1. Eksplicitni dizajn, [32], [33], [35], [38]-[40], [42]: TF reprezentacija LTV filtra H je
jednaka ili predstavlja najbolju aproksimaciju TF te�inske funkcije M(n, ). Filtriranje se
izvodi u vremenskom domenu u skladu sa (2.1).

2. Implicitni dizajn, [2], [33], [42], [77], [153]-[156]: LTV filtar H se determini�e
procedurom koja obuhvata tri koraka: analizu, ponderisanje (eng. weighting) i sintezu. Prvi
korak, analiza, podrazumijeva izra unavanje linearne TF reprezentacije za�umljenog
signala. Drugi korak, ponderisanje, podrazumijeva mno�enje izra unate linearne TF
reprezentacije sa TF te�inskom funkcijom M(n, ). Tre i korak, sinteza, podrazumijeva
izra unavanje izlaznog signala y(n), na bazi TF funkcije dobijene u drugom koraku.
Ukoliko je te�inska funkcija M(n, ) estimirana upotrebom linearnih TF metoda, svi koraci
dizajniranja su linearni, pa i rezultuju i filtar predstavlja linearan sistem.

Kao �to je ve  navedeno, LTV filtri koji e biti razmatrani u nastavku podlije�u odre enom
TF ponderisanju. U tom kontekstu, zna ajna vremenska ili frekvencijska pomjeranja su
ne�eljena. TF pomjeranja koja su uvedena od strane samog LTV filtra H se karakteri�u
spreading funkcijom, [28], [31], [44], [157]:

2 2(, )(, )(, ). j n j n
H

n n
S m h n n m e g n m e  (2.2)

Ovdje m i  predstavljaju vremensko pomjeranje (time lag, odnosno ka�njenje) i frekvencijsko
pomjeranje (frequency lag, odnosno Doppler-ovo pomjeranje), respektivno. Ulazno-izlazna
relacija (2.1) mo�e biti preformulisana na sljede i na in:

1
2

0
()(, )()d , j n

H
m

y n S m x n m e  (2.3)

pri emu je izlazni signal filtra y(n) predstavljen kao ponderisana superpozicija TF pomjerene

forme 2() j nx n m e  ulaznog signala x(n). Te�inska funkcija u ovoj superpoziciji je upravo

spreading funkcija SH(m, ).
Za LTV filtar H ka�emo da je underspread ako je funkcija SH(m, ) dobro koncentrisana u

okolini koordinatnog po etka ravni (m, ), [44]. Dakle, filtar definisan sa (2.3) uvodi mala TF
pomjeranja. S druge strane, LTV filtri koji uvode velika TF pomjeranja se nazivaju overspread
filtrima. U ovom poglavlju e biti razmatrani underspread filtri.

Klasi na rje�enja za filtriranje nestacionarnih 1D signala koja se karakteri�u eksplicitnim
dizajnom, [32], [33], [35], [38]-[40], [42], su Zadeh-ov filtar i Weyl-ovi filtri, dok se implicitnim
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dizajnom, [2], [33], [42], [77], [153]-[156], karakteri�u STFT filtar i multiwindow STFT filtar,
Gabor-ov filtar i multiwindow Gabor-ov filtar, kao i projekcioni filtar.

2.1.1. Zadeh-ov filtar

Za diskretni LTV filtar H, Zadeh-ova TV transfer funkcija predstavlja TF reprezentaciju
definisanu na sljede i na in, [31], [44], [59], [158], [159]:

2 2(, )(, )(, ) j m j m
H

m m
Z n h n n m e g n m e . (2.4)

Spreading funkcija iz (2.2) je 2D FT-ja Zadeh-ove funkcije, odnosno:

1
2 ()

0
(, )(, )d . j n m

H H
n

S m Z n e  (2.5)

Impulsni odziv g(n,m) se mo�e dobiti nazad iz (, )HZ n , pomo u inverzne formule:

1
2

0
(, )(, )d . j m

Hg n m Z n e  (2.6)

Ukoliko je LTV filtar H underspread, Zadeh-ova funkcija (, )HZ n  se mo�e interpretirati kao

TV frekvencijski odziv ili TF transfer funkcija sistema H (ili pak odgovaraju a aproksimacija), u
smislu da je njome mogu e opisati TF ponderisanje izvr�eno od strane sistema H. Tako e, zbog
FT-je u jedna ini (2.5), koncentracija funkcije SH(m, ) u undersperad slu aju implicira da je
Zadeh-ova funkcija underspread filtra glatka (niskopropusni oblik) funkcija. Obratno, Zadeh-ova
funkcija overspread filtra ima oscilatorne (oblik propusnika opsega) komponente koje
odgovaraju komponentama funkcije (, )HS m  daleko od koordinatnog po etka ravni (m, ).

Dizajn Zadeh-ovog filtra je baziran na interpretaciji Zadeh-ove funkcije (, )HZ n  u

underspread slu aju. Te�insku funkciju M(n, ) LTV Zadeh-ovog filtra izjedna avamo sa gore
definisanom Zadeh-ovom funkcijom:

 (, )(, )
ZHZ n M n . (2.7)

LTV filtar HZ, definisan sa (2.7), nazivamo Zadeh-ovim filtrom, [32], [33], [42]. Ovaj
dizajn je opravdan ako je (, )M n , a samim tim i (, )

ZHZ n , glatka funkcija tako da je HZ

underspread.
Impulsni odziv Zadeh-ovog filtra se dobija kombinovanjem jedna ina (2.6) i (2.7):

1
2

0
(, )(, )d j m

Zg n m M n e . (2.8)

Zadeh-ov filtar se tada implementira u skladu sa jedna inom (2.1). Jednostavno se
pokazuje da je za M(n, )=1 izlazni signal Zadeh-ovog filtra y(n)=(HZx)(n) jednak ulaznom
signalu x(n).
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Za prakti nu implementaciju Zadeh-ovog filtra defini�emo frekvencijski diskretnu TF
te�insku funkciju M(n,k), kao frekvencijski odabranu verziju te�inske funkcije M(n, ):

(, ), kM n k M n
N

, 0,1,..., 1k N . (2.9)

N ozna ava broj frekvencijskih odbiraka (pretpostavlja se parnim, radi jednostavnosti), dok je
1/N frekvencijski period odabiranja. N mora biti dovoljno veliko da bi funkcija M(n, ) bila
dovoljno gusto odabrana. Dakle, ve e N se zahtijeva u slu aju br�ih varijacija funkcije M(n, ) u
pravcu .

U skladu sa frekvencijskom diskretizacijom, jedna ina (2.8) se zamjenjuje sa inverznom
diskretnom FT-jom (IDFT):

1 2

0

1(, )(, )
kN j m
N

Z
k

g n m M n k e
N

, , 1,..., 1.
2 2 2
N N Nm  (2.10)

Primjetimo da impulsni odziv kona nog ka�njenja gZ(n,m), ima kona nu oblast oslonca (veli ine
m). Koriste i op�tu ulazno-izlaznu relaciju (2.1), izlazni signal mo�e biti zapisan kao:

/2 1

/2
()(, )()

N

Z
k N

y n g n m x n m . (2.11)

Stoga, izra unavanje y(n) uklju uje odbirke ulaznog signala x(n N/2+1), x(n N/2+2),...,
x(n+N/2) locirane u okolini vremenskog trenutka n. Definisanjem vektora gn=(gz(n,N/2 1)
gz(n,N/2 2)... gz(n, N/2))T du�ine N, ulazno-izlazna relacija (2.11) mo�e biti zapisana kao
unutra�nji proizvod dva vektora:

() T
n ny n g x . (2.12)

Kao �to je ve  pomenuto, Zadeh-ova TV transfer funkcija se jednostavno dovodi u vezu sa
Rihaczek-ovom distribucijom, [13], [15], [60]. Ova distribucija je kompleksna i ispoljava
ozbiljna ograni enja prilikom sprovo enja TF analize nestacionarnih signala, te se isto mo�e re i
i za Zadeh-ovu TV transfer funkciju. Ova injenica je, zapravo, i bila razlog za redefinisanje TV
funkcije, uzimanje u obzir drugih TF distribucija (u prvom redu WD-je) i dizajniranje Weyl-ovih
filtara.

2.1.2. Weyl-ov filtar

Weyl-ov filtar se dobija kori� enjem Weyl-ovog simbola (umjesto Zadeh-ove funkcije)
kao TF reprezentacije na kojoj po iva eksplicitni dizajn ovog TV filtra. U odre enim
slu ajevima, Weyl-ov filtar ispoljava bolje performanse od Zadeh-ovog filtra, ali uz pove anu
teorijsku i algoritamsku kompleksnost.
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Diskretni Weyl-ov simbol je definisan sljede om jedna inom, [28], [31], [32], [44], [49],
[75], [76], [157],

4(, )2 (, ) j m
H

m
L n g n m e , sa (, )(, ).g n m h n m n m  (2.13)

Simetri na struktura impulsnog odziva (, )g n m  uzrokuje da Weyl-ov simbol ima zna ajne

prednosti u odnosu na Zadeh-ovu funkciju. S druge strane, u diskretnom vremenu, ova simetrija
tako e uzrokuje dva vezana problema. Najprije, LH(n, ) je 1/2-periodi na funkcija u odnosu na
, �to uzrokuje ne�eljene efekte aliasing-a, osim ukoliko H nije halfband filtar. Tako e, samo

vrijednosti h(n1,n2) sa parnim vrijednostima n1+n2 ulaze u definiciju LH(n, ) (zato �to n1=n+m i
n2=n m zahtijevaju da je n1+n2=2n). Ovo zna i da su vrijednosti n1 i n2 ili obije parne ili obije
neparne, �to odgovara odbircima impulsnog odziva (2 ,2 )(, )h l l g l l l l  i

(2 1,2 1)(1, )h l l g l l l l  sa ,l l Z . Preostali odbirci impulsnog odziva (2 ,2 1)h l l  i

(2 1, 2 )h l l  nemaju uticaja na vrijednost funkcije LH(n, ). Stoga, korespodencija izme u LH(n, )

i (, )h n n  nije jedan na jedan, osim ako je klasa filtara H a priori pogodno ograni ena.

Invertuju i FT-ju u jedna ini (2.13) imamo da je:

1/2
4

0
(, )(, )d , j m

Hg n m L n e  (2.14)

�to omogu ava da dobijemo odbirke impulsnog odziva (2 ,2 )(, )h l l g l l l l  i

(2 1,2 1)(1, )h l l g l l l l . Preostali odbirci odziva (2 ,2 1)h l l  i (2 1,2 )h l l  se ne

odre uju.
Ako je H underspread halfband filtar, Weyl-ov simbol LH(n, ) je glatka funkcija koja

mo�e biti interpretirana (aproksimativno) kao TF transfer funkcija filtra H, [32], [44].
Koncept halfband filtara je esencijalan za karakterizaciju aliasing-a u Weyl-ovom simbolu.

Za proizvoljnu, fiksnu centralnu frekvenciju 0, defini�imo halfband subprostor  kao linearni
prostor signala x(n), ija se FT-ja X( ) nalazi u intervalu [ 0 1/4, 0+1/4)1 (ovdje

1 2 1 1 2[ ,  )[ ,  )
k

k k  ozna ava 1-periodi ni produ�etak frekvencijskog intervala [ 1,

2)). To zna i da ()x n  ako i samo ako je X( )=0 za 0 0 1[ 1/ 4,  1/ 4) . Specijalni

slu ajevi halfband subprostora su prostor analiti kog signala ( 0=1/4) i prostor signala
preodabranih sa faktorom dva ( 0=0).

Posmatrajmo sada tri specijalna tipa LTV filtara:

Ulazni halfband filtar uzima samo komponente ulaznog signala x(n) koje su date u
halfband subprostoru .  Dakle, ako ()x n , tada je izlazni signal y(n) jednak nuli.

Matemati ki govore i, nulti prostor filtra, [63], [151], je komplementaran sa halfband
supbrostorom .
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Izlazni halfband filtar je LTV filtar iji izlazni signal le�i u halfband subprostoru ,

odnosno ()y n  za svako x(n). Matemati ki govore i, opseg ovog filtra je , [151].

Ulazno-izlazni halfband filtar, odnosno jednostavnije halfband filtar je i ulazni i izlazni

halfband filtar za isti halfband subprostor . Linearni prostor halfband filtara je 2 .

Weyl-ov simbol je TF reprezentacija LTV filtra H oslobo ena prisustva aliasing-a ako i
samo ako je H halfband filtar. Ova injenica komplikuje, ali u principu zna ajnije ne ograni ava
prakti nu primjenu Weyl-ovog simbola. Zaista, fullband filtar mo�e uvjek biti pridru�en
ekvivalentnom halfband filtru koji je dobijen iz fullband filtra ili preodabiranjem sa faktorom
dva, ili, u slu aju realnog filtra, konverzijom u pridru�eni analiti ki filtar.

Za underspread filtre su navedena tri tipa halfband filtara pribli�no ekvivalentna.
Na osnovu prethodne analize zaklju ujemo da se Weyl-ov simbol underspread halfband

filtra H mo�e interpretirati kao TF transfer funkcija filtra H ili pak kao njena bliska
aproksimacija. Ova interpretacija transfer funkcije motivi�e dizajn TV filtara u kojima je Weyl-
ov simbol filtra jednak specificiranoj TF te�inskoj funkciji M(n, ), [32], [33], [42]:

(, )(, )
WHL n M n . (2.15)

S obzirom da (, )
WHL n  ima frekvencijski period 1/2, TF te�inska funkcija M(n, ) mora biti

specificirana na halfband frekvencijskom intervalu [ 0 1/4, 0+1/4), gdje je 0 fiksna centralna
frekvencija. Dalje, M(n, ) je periodi na u odnosu na  sa periodom 1/2. Bilo koji LTV filtar HW

koji zadovoljava (2.15) se naziva Weyl-ovim filtrom. Weyl-ov filtar je opravdan jedino ako je
HW underspread, �to zahtijeva da je te�inska funkcija M(n, ) dovoljno glatka.

Uvr�tavanjem (2.15) u (2.14) dobijamo:
1/2

4

0
(, )(, )d . j m

Wg n m M n e  (2.16)

Na ovaj na in mo�emo izra unati (2 ,2 )(, )W Wh l l g l l l l  i (2 1,2 1)Wh l l
(1, )Wg l l l l , pri emu se (2 , 2 1)Wh l l  i (2 1, 2 )Wh l l  ne odre uju. O igledan je

zaklju ak da Weyl-ov filtar HW nije jednozna no definisan.

Zaklju uje se da Weyl-ov filtar H, usljed 1/2-periodi nosti (u odnosu na ) funkcije
oslonca LH(n, ), pati od ne�eljenih efekata aliasing-a, kao i od proizvoljnosti u definisanju
odbiraka njegovog impulsnog odziva. U cilju izbjegavanja aliasing-a filtar H se defini�e kao
halfband filtar, dok za uklanjanje proizvoljnosti u definisanju odbiraka impulsnog odziva postoji
vi�e na ina. Shodno tome, razvija se vi�e vrsta Weyl-ovog filtra, koji e biti obja�njeni u
nastavku.
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2.1.2.1. Minimum energy Weyl-ov filtar10

Najjednostavnije dizajnersko ograni enje koje se mo�e koristiti u uklanjanju neodre enosti
u dizajniranju Weyl-ovog filtra, (2.15), je minimalna energija. Energija filtra HW se defini�e kao:

2| (, )|
WH W

n n
E h n n . (2.17)

S obzirom da jedna ina (2.15) ne specificira vrijednosti (2 ,2 1)Wh l l  i (2 1, 2 )Wh l l ,
WHE  je

o igledno minimizovana odabirom (2 , 2 1)(2 1,2 )0W Wh l l h l l . Rezultuju i minimum

energy Weyl-ov filtar mapira parne (neparne) odbirke ulaznog signala x(n) u parne (neparne)
odbirke izlaznog signala y(n):

(2 )(2 ,2 )(2 )W
l

y l h l l x l , (2 1)(2 1, 2 1)(2 1).W
l

y l h l l x l  (2.18)

Opisani dizajn je prikazan na slici 2.2(a). Sa (2 ,2 )(, )W Wh l l g l l l l  i (2 1, 2 1)Wh l l

(1, ),Wg l l l l  jedna ina (2.18) je ekvivalentna ulazno-izlaznoj relaciji:

()(, )(2 ) W
m

y n g n m m x n m , (2.19)

gdje je (, )Wg n m  data sa (2.16).

Minimum energy Weyl-ov filtar je osnovna forma Weyl-ovog filtra. On predstavlja
algoritamsko jezgro sve tri vrste halfband Weyl-ovog filtra. Za prakti nu implementaciju ulazno-
izlazne relacije (2.19), defini�emo frekvencijski diskretnu TF te�insku funkciju M(n,k)
odabiraju i M(n, ) sa osnovnim frekvencijskim periodom [0,1/2):

(, )(, )
2
kM n k M n
N

, 0,1,..., 1k K . (2.20)

K ozna ava broj frekvencijskih odbiraka (pretpostavlja se parnim, radi jednostavnosti). Tako e,
K mora biti dovoljno velika da bi te�inska funkcija M(n, ) bila dovoljno gusto odabrana.

U skladu sa frekvencijskom diskretizacijom, inverzna Weyl-ova transformacija (2.16) se
zamjenjuje sa IDFT-jom:

1 2

0

1(, )(, )
kK j m
K

W
k

g n m M n k e
K

, , 1,..., 1
2 2 2
N N Nm . (2.21)

Zbog kona nog oslonca (veli ine m) odziva (, )Wg n m , (2.19) se pojednostavljuje na:

/2 1

/2
()(, )(2 )

N

W
m N

y n g n m m x n m . (2.22)

10 eng. Minimum Energy Weyl Filter, u prevodu predstavlja Weyl-ov filtar koji ima minimalnu energiju.
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Na ovaj na in su uklju eni ulazni odbirci x(n N+2), x(n N+4),..., x(n+K) u okolini vremenskog
trenutka n. Definisanjem vektora ((/ 2 1, / 2 1)n Wg g n N N (/ 2 2, / 2 2)...Wg n N N

(/ 2, / 2)) T
Wg n N N i xn=(x(n N+2) x(n N+4)... x(n+N))T du�ine N, ulazno-izlazna relacija

(2.22) mo�e biti zapisana kao:

() T
n ny n g x . (2.23)

Vektor ng  je glavna dijagonala matrice Gn, dimenzija N×N, slika 2.3. i-ta kolona, (i=1,2,...,N),

matrice Gn je IDFT-ja (u odnosu na k) dijela TF te�inske funkcije M(n N/2+i,k) du�ine N, (2.21).

(2 ,2 )Wh l l

(2 1, 2 1)Wh l l

 (a)

()n

 (b)

()n

 (c)

()n ()n

 (d)

(2 ,2 )Wh l l()n ()n

 (e)

Slika 2.2 Weyl-ovi filtri i varijacije. (a) Minimum energy Weyl-ov filtar; (b) Ulazni halfband Weyl-ov filtar; (c)
Izlazni halfband Weyl-ov filtar; (d) Halfband Weyl-ov filtar; (e) Aproksimativni halfband Weyl-ov filtar. Simbol 2

ozna ava pododabiranje sa 2 (zadr�avanje samo odbiraka sa parnim indeksima), 2 ozna ava preodabiranje sa 2
(ubacivanje nule izme u svakih susjednih odbiraka) i z-1 ozna ava jedini no ka�njenje.
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2.1.2.2. Ulazni halfband Weyl-ov filtar

Weyl-ov filtar HW mo�emo ograni iti tako da bude ulazni halfband filtar i na taj na in
ukloniti neodre enost iz definicije (2.16). Ovo ograni enje specificira nedostaju e odbirke
impulsnog odziva (2 ,2 1)Wh l l  i (2 1,2 )Wh l l  kroz sljede e relacije sa poznatim odbircima

(2 ,2 )Wh l l  i (2 1,2 1)Wh l l :

(2 , 2 1)(2 1 2 )(2 ,2 )W W
i

h l l l i h l i , (2.24a)

(2 1,2 )(2 2 1)(2 1, 2 1)W W
i

h l l l i h l i , (2.24b)

gdje je ()n  impulsni odziv idealnog niskopropusnog filtra ili filtra propusnika opsega sa

ukupnim opsegom 1/2 i centralnom frekvencijom 0, odnosno:

02sin(/ 2)() j nnn e
n

. (2.25)

Rezultuju i specijalni Weyl-ov filtar se naziva ulaznim halfband Weyl-ovim filtrom.

0ng

n

m

0
1

/ 2 1N

1
2

/ 2N

0nG

0n

Slika 2.3 Ilustracija matrice Gn. Kru�i i predstavljaju odbirke (, )Wg n m  (korespondiraju odbircima impulsnog
odziva (2 , 2 )Wh l l  i (2 1,2 1)Wh l l ). Dijagonala

0ng  sadr�i odbirke 0(, )Wg n m m  kori� enje od strane
minimum energy Weyl-ovog filtra u trenutku n0, (2.22), (2.23).

Interpolacione relacije (2.24) mogu alternativno biti formulisane kao halfband restrikcija ulaznog
signala. Ulazni halfband Weyl-ov filtar stoga mo�e biti implementiran kroz sljede a dva koraka:

1. Halfband restrikcija ulaznog signala:

()()()
n

x n n n x n , (2.26)

2. Primjena minimum energy Weyl-ovog filtra na ()x n , (2.19):
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()(, )(2 ) W
m

y n g n m m x n m . (2.27)

Operacija filtriranja opisana jedna inom (2.27) koristi isklju ivo odbirke impulsnog odziva
(, )Wg n m  koji su odre eni originalnim pravilom dizajniranja (2.16).

Sveukupna struktura ulaznog halfband filtra je prikazana na slici 2.2(b).

2.1.2.3. Izlazni halfband Weyl-ov filtar

Naredna alternativa podrazumijeva ograni avanje Weyl-ovog filtra HW tako da predstavlja
izlazni halfband filtar. Nepoznati odbirci impulsnog odziva (2 ,2 1)Wh l l  i (2 1, 2 )Wh l l  se

specificiraju na sljede i na in:

(2 ,2 1)(2 2 1)(2 1,2 1),W W
i

h l l l i h i l  (2.28a)

(2 1,2 )(2 1 2 )(2 , 2 )W W
i

h l l l i h i l . (2.28b)

Rezultuju i Weyl-ov filtar se naziva izlaznim halfband Weyl-ovim filtrom.
Relacije (2.28) se, tako e, mogu formulisati kao halfband restrikcija izlaznog signala.

Shodno tome, izlazni halfband Weyl-ov filtar mo�e biti implementiran kroz naredna dva koraka:

1. Primjena minimum energy Weyl-ovog filtra na ulazni signal x(n), (2.19):

()(, )(2 ) W
m

y n g n m m x n m , (2.29)

2. Halfband restrikcija rezultuju eg, posrednog izlaznog signala, ()y n :

()()()
n

y n n n y n . (2.30)

Operacija filtriranja opisana jedna inom (2.29) koristi isklju ivo odbirke impulsnog odziva
(, )Wg n m  koji su odre eni originalnim pravilom dizajniranja (2.16).

Sveukupna struktura izlaznog halfband filtra je prikazana na slici 2.2(c).

2.1.2.4. Halfband Weyl-ov filtar

Neka je H halfband filtar za halfband subprostor  sa centralnom frekvencijom 0.

Osobina halfband filtra da 2H  je nekompatibilna sa pravilom dizajniranja Weyl-ovog filtra
(, )(, )

WHL n M n  iz (2.15). Naime, ne e postojati ni jedan Weyl-ov filtar HW koji je halfband

filtar. Stoga se definicija Weyl-ovog filtra (, )(, )
WHL n M n  mijenja ograni enom

minimizacijom:
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2
arg minHW H

H
H M L , (2.31)

gdje je:

1/22 2

0
(, )(, )dH H

n
M L M n L n .

HHW se naziva halfband Weyl-ovim filtrom. Prema njegovoj definiciji (2.31), HHW je
halfband filtar iji je Weyl-ov simbol najbli�i vrijednosti te�inske funkcije M(n, ). HHW je, stoga,

mogu e dobiti na sljede i na in:

1. TF te�inska funkcija M(n, ) se pravi halfband konzistentnom i to je ostvareno sljede om
konvolucijom,

sin(2 ()())(, )(, )
()n

n nM n M n
n n

. (2.32)

Na ovaj na in se posti�e niskopropusno filtriranje u pravcu vremena sa cutoff frekvencijom
( )=1/2 2| 0|. Cutoff frekvencija uzima nultu vrijednost na halfband ivicama, odnosno

kada je = 0±1/4, i vrijednost 1/2 u halfband centru = 0.

2. Inverzna Weyl-ova transformacija (2.14) se primjenjuje na (, )M n :

1/2
4

0
(, )(, )d j m

HWg n m M n e . (2.33)

Funkcija (, )HWg n m  je sve �to je potrebno za implementaciju halfband Weyl-ovog filtra.

Iz (, )HWg n m  mo�emo odmah dobiti (2 , 2 )(, )HW HWh l l g l l l l  i (2 1, 2 1)HWh l l

(1, )HWg l l l l . Ukoliko �elimo preostale odbirke impulsnog odziva ((2 ,2 1)HWh l l  i

(2 1,2 )HWh l l ), mo�emo ih dobiti uz pomo  interpolacione relacije:

 (, )(2 )(2 )(2 ,2 ).HW HW
l l

h n n n l n l h l l  (2.34)

Ova relacija va�i za bilo koji halfband filtar. Njome se pokazuje da je impulsni odziv (, )h n n

halfband filtra kompletno odre en sa odbircima parnih indeksa (2 ,2 )h l l . Korisno je naglasiti

da, ipak, odbirci impulsnog odziva (2 1,2 1)HWh l l , (2 ,2 1)HWh l l i (2 1,2 )HWh l l  nijesu

neophodni za implementaciju halfband Weyl-ovog filtra.
Na osnovu prethodnog metoda za izra unavanje HHW zaklju ujemo da halfband

konzistentnost vrijednosti te�inske funkcije M(n, ) korespondira specifi noj glatko i u odnosu
na n. Alternativni na in za izra unavanje HHW je sljede i:

1. Izra unati odbirke impulsnog odziva (2 ,2 )Wh l l  i (2 1,2 1)Wh l l  konvencionalnog

Weyl-ovog filtra upotrebom jedna ine (2.16), pri emu se koristi originalna TF te�inska
funkcija M(n, ).
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2. Izra unati (, )HWh n n  iz (2 ,2 )Wh l l  i (2 1, 2 1)Wh l l  upotrebom 2D halfband restrikcije:

(, )(2 )(2 )(2 ,2 )HW HW
l l

h n n n l n l h l l

(2 1)(2 1)(2 1,2 1).HW
l l

n l n l h l l  (2.35)

Zapravo, dovoljno je izra unati (2 ,2 )HWh l l  jer preostali odbirci impulsnog odziva nijesu

potrebni za implementaciju halfband Weyl-ovog filtra.

Za M(n, )=1 i ()x n , halfband Weyl-ov filtar zadovoljava jednakost (HHWx)(n)=x(n).

2D halfband restrikcija impulsnog odziva u (2.35) mo�e biti preformulisana u halfband
restrikciju i ulaznog i izlaznog signala. Halfband Weyl-ov filtar stoga mo�e biti kona no
implementiran kroz sljede e korake:

1. Halfband ograni enje ulaznog signala, (2.26),

()()(),
n

x n n n x n  (2.36)

2. Primjena minimum energy Weyl-ovog filtra na ()x n , (2.19),

()(, )(2 ),W
m

y n g n m m x n m  (2.37)

3. Halfband ograni enje izlaznog signala, (2.30),

()()().
n

y n n n y n  (2.38)

Sli no ulaznom i izlaznom halfband Weyl-ovom filtru, operacija filtriranja u (2.37) koristi
samo odbirke impulsnog odziva (, )Wg n m  koji su specificirani sa (2.16). Primjetimo da je

implementacija efikasna zato �to izbjegava ra unski intenzivnu halfband projekciju iz (2.32),
odnosno (2.35).

Sveukupna struktura halfband Weyl-ovog filtra je prikazana na slici 2.2(d).

2.1.2.5. Aproksimativni halfband Weyl-ov filtar

Efikasnija, ali aproksimativna, implementacija halfband Weyl-ovog filtra je tako e
razvijena. Procedura dizajniranja ove vrste filtra po inje uvo enjem jedna ine (2.34) u ulazno-
izlaznu jedna inu (2.1), �to vodi preciznoj implementaciji halfband Weyl-ovog filtra.

1. Izra unavanje odbiraka parnih indeksa halfband ograni enog ulaznog signala, (2.36),

 (2 )(2 )()
n

x l l n x n . (2.39)
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2. LTV filtriranje odbiraka (2 )x l , kori� enjem odbiraka parnih indeksa impulsnog odziva

(2 ,2 )HWh l l :

(2 )(2 ,2 )(2 )(2 , )(2())HW HW
l m

y l h l l x l g l m m x l m . (2.40)

3. Halfband interpolacija izlaznog signala:

()(2 )(2 )
l

y n n l y l . (2.41)

Pododabrana �ema se ini mnogo efikasnijom od prethodnog algoritma, (2.36)-(2.38). Na
�alost, to nije ta no s obzirom da se koristi (2 ,2 )HWh l l  umjesto (2 ,2 )Wh l l , te se stoga ra unski

intenzivne halfband projekcije (2.32), odnosno (2.35) ipak izvr�avaju. Izvr�avanje halfband
projekcija � na primjer, kori� enje (2 ,2 )Wh l l  umjesto (2 ,2 )HWh l l  u (2.40), vodi do

aproksimativne implementacije halfband Weyl-ovog filtra sa neupitnom efikasno� u.

Aproksimativni halfband Weyl-ov filtar, ovdje ozna en sa HWH , se defini�e procedurom od tri

koraka, (2.39)-(2.41), pri emu se LTV filtriranje u (2.40) zamjenjuje sa:

(2 )(2 , 2 )(2 )(2 , )(2())W W
l m

y l h l l x l g l m m x l m . (2.42)

Primjetimo da nam je sada potreban odziv (, )Wg n m  samo za obije parne ili obije neparne

vrijednosti n i m.
Sveukupna struktura filtra je prikazana na slici 2.2(e).

Aproksimativni halfband Weyl-ov filtar HWH  je veoma efikasan jer se LTV filtriranje u

(2.42) obavlja u pola brzine odabiranja i koristi samo odbirke impulsnog odziva koji su
specificirani originalnim dizajnerskim pravilom Weyl-ovog filtra (2.16).

Usljed halfband predfiltriranja (2.39) i postinterpolacije (2.41), HWH  je tako e halfband

filtar. On se razlikuje od Weyl-ovog halfband filtra HHW, osim u slu aju kada je te�inska funkcija

M(n, ) sama po sebi halfband konzistentna, �to je prili no est slu aj. Tada je HWH  dobra

aproksimacija filtra HWH , a te�inska funkcija M(n, ) je dovoljno glatka u odnosu na n, naro ito

u blizini halfband ivica. Stoga, ako vremenske varijacije te�inske funkcije M(n, ) nijesu suvi�e
brze (�to je obi no istina ako je HWH underspread) aproksimativni halfband Weyl-ov filtar

HWH  je dovoljno sli an halfband filtru HWH .

LTV filtriranje u jedna ini (2.42) uklju uje odziv (, )Wg n m  samo za obije parne ili obije

neparne vrijednosti n i m, slika 2.4. Ipak, IDFT u jedna ini (2.21) daje sve odbirke odziva
(, )Wg n m . Ova neefikasnost mo�e biti izbjegnuta kori� enjem relacija za frekvencijsko

redukovanje IDFT-je, [65]. Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je N umno�ak broja 4. Tada,
za parno n=2l slijedi da je:
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/2 1 2
/2

0

2(2 ,2 )(2 , )
kN i

N
W e

k
g l i M l k e

N
, , 1,..., 1

4 4 4
N N Ni , (2.43)

sa (, )(, )(, / 2)eM n k M n k M n k N . Za neparno n=2l+1 slijedi da je:

/2 1 2
/2

0

2(2 1, 2 1)(2 1, )
kN i

N
W o

k
g l i M l k e

N
, , 1,..., 1

4 4 4
N N Ni , (2.44)

sa
2

(, )((, )(, / 2))
kj
K

oM n k M n k M n k N e . Na ovaj na in je u svakom vremenskom trenutku

n potrebna samo IDFT du�ine N/2, umjesto IDFT-je du�ine N iz jedna ine (2.21).

2lg

n

m

0
1

/ 2 1N

1
2

/ 2N

3

2

2l

Slika 2.4 Ilustracija matrica ()
2
e
lG  i ()

2
o
lG . Crni kru�i i ozna avaju elemente matrice ()

2
e
lG  (korespondiraju

odbircima impulsnog odziva (2 2 , 2 )Wg l i i ), dok sivi kru�i i ozna avaju elemente matrice ()
2
o
lG  (korespondiraju

odbircima impulsnog odziva (2 2 1, 2 1)Wg l i i ). Dijagonala 2lg  sadr�i odbirke (2 , )Wg l m m  koje koristi
aproksimativni halfband Weyl-ov filtar u trenutku n=2l, (2.45), (2.46). Kru�i i koji su predstavljni isprekidanom

linijom ozna avaju odbirke (, )Wg n m  koje nije potrebno izra unavati.

Usljed kona nog oslonca (dimenzije m) za odziv (, )Wg n m , LTV operacija filtriranja u

jedna ini (2.42) se redukuje na:
/2 1

/2
(2 )(2 , )(2())

N

W
m N

y l g l m m x l m , (2.45)

�to uklju uje pododabrane, halfband ograni ene ulazne odbirke (2 / 2 1 ),x l N

(2 / 2 2 ),..., (2 / 2 ))x l N x l N  u okolini vremenskog trenutka n=2l. Kori� enjem

vektora 2 ((2 / 2 1, / 2 1) (2 / 2 2, / 2 2)... (2 / 2, / 2)) T
l W W Wg g l N N g l N N g l N N  i

,2 ((2(/ 2 1)) (2(/ 2 2)) ... (2(/ 2))) T
lx x l N x l N x l N  du�ine N, jedna ina (2.45)

mo�e biti zapisana kao:

2 ,2(2 ) T
l ly l g x . (2.46)
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U cilju interpretacije vektora 2lg  defini�u se matrice ()
2
e
lG  i ()

2
o
lG . Matrica ()

2
e
lG  je dimenzija

N/2×N/2 i njena i-ta kolona (i=1,2,...,N/2) je IDFT (u odnosu na k) dijela te�inske funkcije

(2(/ 4 ), )eM l N i k  du�ine N/2, (2.43). Sli no, matrica ()
2

o
lG  je dimenzija N/2×N/2 i njena i-ta

kolona je IDFT (u odnosu na k) dijela te�inske funkcije Mo(2(l N/4+i) 1,k) du�ine N/2, (2.45).

Tada su elementi sa parnim indeksima 2lg  glavna dijagonala matrice ()
2
o
lG , slika 2.4.

2.1.3. STFT filtar

STFT signala x(n) je definisana sa, [1], [29], [139], [140], [149]:

()* 2 ()(, )()() j n n
x

n
STFT n x n n n e , (2.47)

gdje je (n) pogodno izabran prozor kojim se odsijeca signal x(n). Kvadrat magnitude STFT-je
mo�e biti interpretiran kao mjera koli ine energije koju signal x(n') ima u okolini TF ta ke (n, ).
Inverzna forma STFT-je mo�e biti zapisana u obliku, [1], [30], [55], [153], [154],

1
()2 ()

0
()(, )()d j n n

x
n

x n STFT n g n n e ,  (2.48)

pod uslovom da prozori sinteze i analize, g(n) i (n) respektivno, zadovoljavaju uslov idealne
rekonstrukcije:

*, ()()1
n

g g n n . (2.49)

Ako je g(n)= (n), tada jedna ina (2.49) daje normalizovanu vrijednost prozora analize, odnosno
2 2()1

n
n . Primjetimo da jedna ina (2.49) mo�e uvjek biti ostvarena jednostavnim

skaliranjem bilo kog prozora, osim ako je , 0g .

Procedura filtriranja STFT filtrom obuhvata tri koraka, koja su ilustrovana na slici 2.5,
[33], [42], [77], [149], [153]:

1. Analiza: STFT ulaznog signala x(n) se izra unava u skladu sa jedna inom (2.47).

2. Ponderisanje: STFT ulaznog signala x(n) se mno�i sa predefinisanom TF te�inskom
funkcijom M(n, ),

()(, )(, )(, ) xF n M n STFT n . (2.50)

Rezultuju a TF funkcija F(n, ) korespondira, u odre enom smislu, �eljenoj STFT-ji
izlaznog signala filtra y(n). Ipak, u op�tem slu aju F(n, ) nije prava STFT bilo kog signala.

3. Sinteza: Izlazni signal filtra y(n) se izra unava primjenom inverzne relacije za STFT-ju,
(2.48), na TF funkciju F(n, ),
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1
2 ()

0
()(, )()d j n n

n
y n F n g n n e . (2.51)

Kako su sva tri koraka procedure linearna rije  je o LTV filtru koji se naziva STFT filtrom,
ozna ava sa HS i karakteri�e implicitnim dizajnom. Primjetimo da STFT filtar zavisi ne samo od
TF te�inske funkcije M(n, ), ve  i od prozora (n) i g(n). Impulsni odziv filtra HS se dobija kao:

1 2
1

2 ()*
1 2 1 2

0
(, )(, )()()d j n n

S
n

h n n M n g n n n n e . (2.52)

Ako prozor zadovoljava jedna inu (2.49), tada STFT filtar zadovoljava osobinu potpune
rekonstrukcije, odnosno (HSx)(n)=x(n) za M(n, )=1.

( ) (, )xSTFT n (, )F n

(, )M n

STFT analiza Ponderisanje STFT sinteza

Slika 2.5 Blok dijagram STFT filtra.

Ograni ena TF rezolucija kojom se karakteri�e STFT (detaljna analiza je data u prvoj glavi
disertacije) predstavlja najve e ograni enje STFT filtra. U cilju prevazila�enja ovog ograni enja,
uvodi se multiwindow forma STFT filtra.

2.1.4. Multiwindow STFT filtar

Multiwindow STFT filtar, [33], [39], [42], se defini�e kao te�inska suma M STFT filtara
()i
SH , i=1,2,...,M, sa razli itim prozorima analize i sinteze, i(n) i gi(n) respektivno, i sa istom TF

te�inskom funkcijom M(n, ).

()

1

M
i

MS i S
i

H H . (2.60)

Konstante i predstavljaju razli ite te�inske koeficijente pridru�ene individualnim STFT filtrima
()i
SH . Kori� enje ve eg broja STFT filtara vodi fleksibilnijem dizajnu, ali na ra un uve ane

ra unske kompleksnosti. Primjetimo da je STFT filtar HS specijalan slu aj multiwindow STFT
filtra HMS kada je M=1.

Blok �ema multiwindow STFT filtra je prikazana slikom 2.6.
Impulsni odziv multiwindow STFT filtra HMS je dat sa:

1 2
1

2 ()
1 2 1 2

0
(, )(, )(, )d j n n

MS
n

h n n M n p n n n n e , (2.61)
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pri emu je:

*

1
(, )()()

M

i i i
n

p n n g n n . (2.62)

Pogodno je interpretirati (, )p n n  kao impulsni odziv nekog LTV sistema P. Primjetimo da

sistem P uklju uje uticaj prozora i(n), gi(n) i te�inskih koeficijenata i na multiwindow STFT
filtar HMS.

(, )M n

Slika 2.6 Blok dijagram multiwindow STFT filtra.

Potpuna rekonstrukcija, tj. (HMSx)(n)=x(n) za M(n, )=1, se ostvaruje ako i samo ako je:

(, )1
n

p n n  ili ekvivalentno
1

, 1
M

i i i
n

g . (2.63)

Potpuna rekonstrukcija individualnih grana ()i
SH  filtra ( , 1i ig  za i=1,2,...,M, (2.49)) zajedno

sa normalizacijom te�inskih koeficijenata 1 1M
ii  je dovoljan, ali ne i neophodan uslov za

potpunu rekonstrukciju multiwindow STFT filtra HMS.

2.1.5. Gabor-ov filtar

Osnovni nedostatak STFT filtra, kao i njegove multiwindow forme je izrazita ra unska
kompleksnost, uzrokovana redudantno� u frekvencijski diskretne STFT-je koja se koristi kao
reprezentacija za�umljenog signala. Zaista, jedan odbirak signala x(n) se reprezentuje sa N

odbiraka STFT-je () (, / )xSTFT n k N  odnosno, u slu aju multiwindow STFT-je, sa ak MN

obiraka. Ovaj problem mo�e biti ubla�en, ili sveukupno izbjegnut pododabiranjem frekvencijski
diskretne STFT-je. To vodi ka Gabor-ovoj transformaciji, [30], [56], [156], [157], [160], i
implicitnom TV filtru koji se naziva Gabor-ovim filtrom, [42], [154]-[156].
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Gabor-ova transformacija () (, )xGT l k  je odabrana STFT, odnosno () (, )xSTFT n

izra unata za n=lL, =k/N sa l Z  i k=0,1,...,N-1:

2 ()()()*(, )(, )()(),     , 0,1,..., 1
kj n lL
N

x x
n

kGT l k STFT lL x n n lL e l Z k N
N

. (2.64)

Vremenski i frekvencijski diskretna STFT:

/2 1 2 ()()()*

/2
(, ), ()(),

kn L j n n
N

x x
n n L

kSTFT n k STFT n x n n n e
N

 (2.65)

je specijalan slu aj Gabor-ove transformacije sa L=1 (bez vremenskog pododabiranja).
Preodabiraju i faktor =N/L je mjera sveukupne gustine TF latice (lL,k/N). Ve e vrijednosti
faktora  korespondiraju gu� oj TF latici i usljed toga, ve oj ra unskoj kompleksnosti. Izdvajaju
se specijalni slu ajevi, [157]:

1  kriti no odabiranje,

1  kriti no preodabiranje,

1  kriti no pododabiranje.

N L

N L

N L

Inverzna forma Gabor-ove transformacije mo�e biti zapisana u obliku:

1 2 ()()

0
()(, )(),

kN j n lL
N

x
l k

x n GT l k g n lL e  (2.66)

pod uslovom da su prozori analize i sinteze, (n) i g(n) respektivno, dualni, odnosno
biortogonalni u odnosu na susjednu TF laticu (, / )k N l L  sa , 0,1,..., 1k Z l L , [157], [160].

Ova biortogonalnost mo�e biti formulisana u uslovima cross-ambiguity funkcije Ag, (m, ), kao:

2*
, , ()()()().

lj n
L

g
n

l LA k N g n n k N e k l
L N

 (2.67)

Uslov biortogonalnosti ne mo�e biti zadovoljen u slu aju pododabiranja, N<L ( <1).
Gabor-ov filtar je implicitni TF dizajn, esencijalno analogan STFT filtru. Procedura

filtriranja Gabor-ovim filtrom obuhvata sljede a tri koraka:

1. Analiza: Gabor-ova transformacija ulaznog signala x(n) se izra unava u skladu sa
jedna inom (2.64).

2. Ponderisanje: Gabor-ova transformacija ulaznog signala x(n) se mno�i sa diskretnom TF
te�inskom funkcijom M(l,k)=M(lL,k/N) (vremenski pododabrana, frekvencijski odabrana
verzija te�inske funkcije M(n, )):

()(, )(, )(, ),          , 0,1,..., 1xF l k M l k GT l k l Z k N . (2.68)

3. Sinteza: Izlazni signal filtra y(n) se izra unava primjenom inverzne forme Gabor-ove
transformacije, (2.66), na funkciju F(l,k):
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1 2 ()

0
()(, )()

kN j n lL
N

l k
y n F l k g n lL e . (2.69)

Prethodna procedura defini�e LTV filtar koji se naziva Gabor-ovim filtrom i ozna ava se sa HG.
Gabor-ov filtar zavisi ne samo od te�inske funkcije M(l,k), ve  i od parametara TF latice L i N,
kao i od prozora analize i sinteze, (n) i g(n) respektivno. Impulsni odziv Gabor-ovog filtra HG

je:
1 2 ()*

0
(, )(, )()()

kN j n n
N

G
l k

h n n M l k g n lL n lL e . (2.70)

Ako je zadovoljen uslov biortogonalnosti (2.67), onda HG zadovoljava uslov potpune
rekonstrukcije, odnosno (HGx)(n)=x(n) za M(l,k)=1.

Imaju i u vidu da se Gabor-ova transformacija dobija pododabiranjem STFT-je,
ograni ena TF rezolucija kojom se karakteri�e STFT i za slu aj Gabor-ovog filtra predstavlja
ozbiljan nedostatak. U cilju prevazila�enja ovog nedostatka, uvodi se multiwindow forma Gabor-
ovog filtra.

2.1.6. Multiwindow Gabor-ov filtar

Multiwindow Gabor-ov filtar HMG, [42], se defini�e kao te�inska suma M Gabor-ovih

filtara ()i
GH  sa razli itim prozorima analize i sinteze, i(n) i gi(n) respektivno, sa istim TF

parametrima L i N, i istom te�inskom funkcijom M(n, ),

()

1

M
i

MG i G
i

H H . (2.71)

Uo imo da je Gabor-ov filtar HG specijalan slu aj multiwindow Gabor-ovog filtra HMG za M=1.
Kori� enje velikog broja Gabor-ovih filtara omogu ava redukovanje TF gustine odabiranja M/L,
[147]-[149]. Preodabiraju i faktor se, u slu aju multiwindow Gabor-ovog filtra, defini�e kao
=MN/L. Izdvajaju se specijalni slu ajevi:

1  kriti no odabiranje,

1  kriti no preodabiranje,

1  kriti no pododabiranje.

MN L

MN L

MN L

Impulsni odziv multiwindow Gabor-ovog filtra HMG se dobija kao:

1 2 ()

0
(, )(, )(, )

kN j n n
N

MG
l k

h n n M l k p n lL n lL e , (2.72)

pri emu je (, )p n n  definisan jedna inom (2.62). Pogodno je interpretirati (, )p n n  kao impulsni

odziv nekog LTV sistema P. Potpuna rekonstrukcija, odnosno (HMGx)(n)=x(n) za M(l,k)=1, se
ostvaruje ako i samo ako je, [122], [147], [149], [157]:
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, ()()P
l LS k N k l
L N

. (2.73)

Ako je zadovoljena jedna ina (2.73) prozori { i(n)} i { igi(n)} su dualni, [147]-[149], [157]. Kao
i u slu aju Gabor-ovog filtra, potpuna rekonstrukcija ne mo�e biti ostvarena u slu aju
pododabiranja ( <1). Individualna dualnost (biortogonalnost) svakog para prozora i(n) i gi(n)

zajedno sa normalizacijom te�inskih koeficijenata 1 1M
ii  je dovoljan, ali ne i neophodan

uslov za potpunu rekonstrukciju multiwindow Gabor-ovog filtra HMG. Zapravo, dualnost prozora
je mogu a samo za N/L 1, �to odgovara preodabiraju em faktoru M.

2.1.7. TF projekcioni filtar

LTV filtar H se naziva TF projekcionim filtrom, [35], ukoliko je H ortogonalni projekcioni
sistem, odnosno ako je: H+=H, pri emu je funkcija H+ susjedna funkciji H, i ako je HH=H, [63],
[151]. TF projekcioni filtri implementiraju 0/1 TF te�insku funkciju, koja odgovara zaustavljanju
i propu�tanju odre enih TF regiona. Ova osobina je pogodna za odvajanje komponenti signala,
potiskivanje �uma i sli no. TF karakteristike odsijecanja TF projekcionih filtara su o�tirije nego
kog bilo koje druge vrste LTV filtara.

Zna ajno ograni enje klasi nog TF projekcionog filtra je to �to dozvoljava isklju ivo
paralelno procesiranje i �to podrazumijeva rje�avanje eigen11 problema kompleksnosti O(N3), pri
emu N ozna ava du�inu analiziranog signala. Me utim, razvijen je efikasan online algoritam

TF projekcionog filtra koji ima linearnu kompleksnost reda N, [43].

U idealnom slu aju TF projekcioni filtar opt
PH  je definisan kao vremenski diskretan LTV

filtar iji je Weyl-ov simbol najbli�i (u smislu najmanje srednje kvadratne gre�ke) datoj TF

te�inskoj funkciji M(n, ), pod uslovom da je opt
PH  ortogonalni projekcioni sistem i simultano

halfband filtar za neku zadatu halfband centralnu frekvenciju 0. Stoga je:

arg minopt
P HH P HF

H L M , (2.74)

gdje P ozna ava skup ortogonalnih projekcionih sistema i HF ozna ava linearni prostor svih
halfband filtara sa centralnom frekvencijom 0. Po�to ortogonalni projekcioni sistem mo�e samo
da potisne ili propusti komponente signala, koristimo 0/1 TF te�insku funkciju:

1,    za (, )
(, )

0,    za (, ),
n R

M n
n R

 (2.75)

11 Posmatrajmo sistem linearnih jedna ina: Ax=y, pri emu je A kvadratna matrica dimenzija n×n, a x i y vektori
du�ine n (elementi matrice A i elementi vektora x i y mogu biti realni i/ili kompleksni brojevi). Pretpostavimo da
vektor y mora biti umno�ak vrijednosti  i vektora x, odnosno:Ax= x.

 Trivijalna rje�enja jedna ina ovog sistema su o igledno nule (x=0). Odre ivanje netrivijalnih rje�enja ovog
sistema jedna ina se defini�e kao eigen problem, a parovi netrivijalnih rje�enja { , x} kao eigen parovi.
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gdje R ozna ava TF propusni region filtra. Pretpostavimo da je R lociran unutar halfband opsega
[ 0 1/4, 0+1/4) i da je te�inska funkcija M(n, ) 1/2-periodi na u odnosu na .

Kako opt
PH  u jedna ini (2.74) ne vodi do efikasne online implementacije, u literaturi, [43],

je predlo�ena aproksimacija filtra opt
PH , ozna ena sa HP.

Odbirci impulsnog odziva parnih indeksa filtra HP se dobijaju na sljede i na in:

1. Odbirci impulsnog odziva parnih indeksa Weyl-ovog filtra HW, [41], se ra unaju kao
(2 ,2 )(, )W Wh l l g l l l l , gdje je:

1/2
4

0
(, )(, )d j m

Wg n m M n e . (2.76)

2. Realne eigen vrijednosti k i odbirci parnih indeksa ortonormalnih eigen funkcija uk(n)

Weyl-ovog filtra HW se izra unavaju rje�avanjem problema (2 ,2 )(2 )W k
l

h l l u l

(2 )k ku l .

3. Odbirci impulsnog odziva parnih indeksa TF projekcionog filtra HP se izra unavaju u
skladu sa:

*(2 , 2 )(2 )(2 )P k k
k J

h l l u l u l , (2.77)

gdje J ozna ava skup momenata k u kojima je k>1/2.
Kori� enjem odbiraka (2 , 2 )Ph l l , pristupa se proceduri filtriranja ()()() Py n H x n .

Najprije se odbirci parnih indeksa halfband ograni enog ulaznog signala izra unavaju kao:

(2 )(2 )()
n

x l n l x n , (2.78)

gdje je ()n  definisan jedna inom (2.25) i predstavlja impulsni odziv idealnog filtra sa

propusnim opsegom [ 0 1/4, 0+1/4). Potom se izlazni odbirci parnih indeksa filtra HP dobijaju
kao:

 (2 )(2 ,2 )(2 )P
l

y l h l l x l . (2.79)

Primjetimo da se ovaj korak filtriranja obavlja upola manjom brzinom. Kona no, odbirci
izlaznog signala filtra se dobijaju interpolacijom:

()(2 )(2 )
l

y n n l y l . (2.80)

LTV filtar HP definisan gore opisanom procedurom se naziva halfband TF projekcionim
filtrom. Ukoliko �elimo fullband filtar, potrebno je da interpoliramo ulazni signal sa 2,
implementiramo halfband TF projekcioni filtar duplo ve om brzinom, i na kraju da redukujemo
izlazni signal sa faktorom 2. U svakom slu aju, svi gore navedeni implementacioni koraci osim
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(2.76) uklju uju samo parne odbirke. U skladu s tim, interpolacija ulaznog signala i redukcija
izlaznog signala su ostvareni sa (2.78) i (2.80), resprektivno. Pri tome, jedna ina (2.79) postaje

()(, )() P
n

y n h n n x n . Jedini dodatni napor potreban za izra unavanje odziva (, )Ph n n  je

izra unavanje odbiraka impulsnog odziva parnih indeksa Weyl-ovog filtra HW, (2.76) po duplo
ve oj brzini odabiranja.

2.1.8. Pore enje linearnih TV filtara

U pre a�njem izlaganju su razmatrana dva razli ita pristupa TF dizajnu LTV filtra H.
Eksplicitni dizajn se sastoji u pronala�enju pogodne TF reprezentacije filtra H i definisanju TF
te�inske funkcije. Predstavnici ovakve vrste implementacije su Zadeh-ov filtar i nekoliko verzija
Weyl-ovog filtra. Implicitni dizajn podrazumijeva TF implementaciju filtra koja se sastoji od
mno�enja linearne TF reprezentacije ulaznog signala sa TF te�inskom funkcijom i sinteze
izlaznog signala na linearan na in. Predstavnici ovakve vrste implementacije su STFT filtar,
multiwindow STFT filtar, Gabor-ov filtar, multiwindow Gabor-ov filtar, i projekcioni filtar.

Najva�nije osobine razmatranih LTV filtara se mogu sumirati na sljede i na in:

- Ako je TF te�inska funkcija glatka u dovoljnoj mjeri (odnosno ako ne sadr�i oscilatorne
komponente), svi filtri te�e da budu underspread i da imaju sli ne performanse.
Specijalno, (multiwindow) STFT i (multiwindow) Gabor-ov filtar se mogu dizajnirati tako
da su aproksimacije Zadeh-ovog ili Weyl-ovog filtra. Underspread osobina podrazumijeva
da filtri ne uvode ne�eljena TF pomjeranja.

- Ukoliko TF te�inska funkcija sadr�i zna ajne oscilatorne komponente, tada su Zadeh-ov i
Weyl-ov filtar overspread, odnosno uve� e ne�eljena TF pomjeranja. S druge strane, STFT
filtar, ukoliko je pravilno dizajniran, kao i Gabor-ov filtar e i dalje biti underspread,
usljed inherentnog ravnanja TF te�inske funkcije.

- Zbog inherentnog ravnanja, STFT i Gabor-ov filtar imaju ograni enu TF rezoluciju. Stoga,
nijesu pogodni za aplikacije kao �to su separacija komponentni signala koje su bliske u TF
ravni.

- TF projekcioni filtar uklju uje rje�avanje dekompozicije eigen vrijednosti, �to zahtijeva
ozbiljan matemati ki aparat i ra unsku kompleksnost. Tako e, podrazumijeva odre ena a
priori znanja u samoj proceduri implementacije.

- Weyl-ov filtar je ograni en na halfband signale. U slu aju procesiranja fullband signala,
potrebno je dodatno predprocesiranje (kao �to je interpolacija sa 2) i postprocesiranje (kao
�to je decimacija sa 2).
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- Weyl-ov filtar je superioran u odnosu na Zadeh-ov filtar, u slu aju da TF te�inska funkcija
sadr�i koso orjentisane komponente (chirp-ove).

- Multiwindow STFT i multiwindow Gabor-ov filtar prevazilaze odre ena ograni enja koja
imaju realizacije ovih filtara sa jednim prozorom. Na primjer, multiwindow STFT filtar
mo�e imati visoku TF rezoluciju. Multiwindow filtri su stoga privla niji za procesiranje
nestacionarnih signala, s obzirom da dozvoljavaju jednostavnu online estimaciju statistike
signala.

- Eksplicitni dizajni TF filtara su prili no direktni, dok su implicitni dizajni zahtjevniji jer je
neophodan odabir odre enih parametara (na primjer, parametri TF latice, kao i prozori
analize i sinteze). Dizajni koji su predstavljeni zahtijevaju prethodno znanje oblasti oslonca
FT-je TF te�inske funkcije.

- (Multiwindow) STFT filtar je kompleksniji od ostalih filtara. (Multiwindow) Gabor-ov
filtar ima minimalnu kompleksnost, sve dok faktor preodabiranja nije suvi�e veliki.

Iz prethodne analize jasno mo�emo zaklju iti da ne postoji jedan najbolji LTV filtar.
Odabir LTV filtra zavisi od njegove specifi ne primjene. Odre ena pitanja moraju biti
postavljena u ovom kontekstu: Koja je ra unska slo�enost koja mo�e biti tolerisana? Da li je
neophodna visoka TF rezolucija? Da li TF te�inska funkcija sadr�i koso orjentisane
komponente? Da li je TF te�inska funkcija dovoljno glatka ili sadr�i oscilatorne komponente iji
�tetni efekti trebaju biti suzbijeni? Da li je potrebna online estimacija statistike signala?

2.2. Nelinearni TV filtri

Posmatrajmo 1D za�umljeni signal x(t):

 x(t)=f(t)+ (t), (2.81)

gdje je (t) aditivni, bijeli Gaussian-ov kompleksni �um.
TV filtriranje signala x(t) je definisano, [32], [59], [66], na sljede i na in:

()()(, )()dHx t h t t x , (2.82)

gdje je h(t, ) impulsni odziv TV sistema H. Jedan od na ina determinisanja sistema H je
minimizacija srednje kvadratne gre�ke, [32], [66],

2arg min { ()()()}opt
H

H E f t Hx t . (2.83)

U idealnom slu aju, sistem bi rezultovao sa, [70],

 (Hf)(t)=f(t), (H )(t)=0. (2.84)
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TV transfer funkcija, ostvarena u radu sa WD-jom, se defini�e kao Weyl-ov simbol koji
mapira impulsni odziv u TF ravan, [28], [32], [37],

(, )(, )d
2 2

j
HL t h t t e . (2.85)

Koriste i �eljene osobine TV sistema i Moyal-ovu formulu koja se odnosi na unutra�nji proizvod
signala i njihovih WD-ja,

2((, ), (, ))((), ())x yWD t WD t x t y t , (2.86)

dobijamo osobine sistema koje va�e u idealnom slu aju:

2(()(), ())()dHf t f t f t t , (2.87)

(1, (, ))((, ), (, ))f H fWD t L t WD t , (2.88)
 (()(), ())0 ((, ), (, ))HH t t L t WD t . (2.89)

Pretpostavimo da WD signala f(t) ozna ena sa:

*(, )()()d
2 2

j
fWD t f t f t e  (2.90)

le�i unutar regiona R, dok �um le�i van ove oblasti (izuzev male koli ine �uma koja mo�e biti
zanemarena u odnosu na koli inu �uma koja je van regiona R). Jednostavno rje�enje koje
zadovoljava jedna ine (2.88) i (2.89) je dato u [32],

1,    za (, )
(, )

0,    za (, ).H
t R

L t
t R

 (2.91)

Primjetimo da se ni�ta kvalitativno ne e promijeniti ako se pretpostavi da je LH(t, ) neka druga
konstanta unutar regiona R.

Impulsni odziv se dobija kao:

1(, )(, )d
2 2 2

j
Hh t t L t e . (2.92)

Koristi emo blago modifikovanu verziju definicione relacije filtriranja (2.82). Ova
modifikacija je neophodna kako bi se izbjegla distorzija FM signala nakon upotrebe relacije TV
filtriranja. TV filtriranje je u tom slu aju definisano sa:

()()()(, )()d
2 2

y t Hx t h t t x t , (2.93)

a kori� enjem Parseval-ove teoreme12, dobijamo:

12 Parseval-ova teorema se, za signal x(t) i njegovu FT-ju X( ), defini�e na sljede i na in:

2 2()d ()d .x t t X
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1()()()(, )()d
2

j
Hy t Hx t L t X e . (2.94)

Naime, optimalna forma TV sistema H, iji je impulsni odziv h(t, ) mo�e biti odre ena
minimizacijom srednje kvadratne gre�ke, kao �to je predstavljeno sa (2.83), analogno Wiener-
ovom filtru u slu aju stacionarnih signala. Vratimo se na nestacionarni stohasti ki proces x(t),
(2.81). Kada srednja kvadratna gre�ka e2=E{|f(t) y(t)|2} dostigne minimum, gre�ka f(t) y(t) je
ortogonalna na podatak x*(t+ ), za bilo koju vrijednost parametra . Iz ove injenice dobijamo
da je:

*{[ ()(, )()d ] ()} 0.
2 2

E f t h t t x t x t  (2.95)

O ekivana vrijednost ambiguity funkcije  definisana sa:

*(, ){ ()()} d
2 2

j t
xxAF E x t x t e t . (2.96)

Ra unaju i FT-ju relacije (2.95) du� pravca t i kori� enjem pogodnih zamjena:

* /2{ ()()} d (, )j t j
fxE f t x t e t AF e ,

i

* ()/2{ ()()} d (, )j t j
xxE x t x t e t AF e ,

dobijamo:

/2 ()()/2(, )(, )(, )d dj j u
fx xxHAF e A u AF u e u , (2.97)

gdje je:

(, )(, )d
2 2

j t
HA h t t e t . (2.98)

Za / 2u u , kada je /2 1j u ue , iz jedna ine (2.97) slijedi da je:

(, )(, )(, )d dfx xxHAF A u AF u u . (2.99)

Ra unaju i dvodimenzionalnu FT-ju relacije (2.99) dobijamo:

(, )(, )(, )fx xxHWD t L t WD t , (2.100)

gdje je:

*
2(, ){ (, )} { ()()} d

2 2
j

xxxx dWD t FT AF E x t x t e  (2.101)
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Wigner-ov spektar. Weyl-ov symbol impulsnog odziva filtra je ozna en sa:

(, )(, )d
2 2

j
HL t h t t e . (2.102)

Stoga je optimalni filtar u TF domenu definisan sa:

(, )(, )
(, )

fx
H

xx

WD tL t
WD t

, (2.103)

�to odgovara dobro poznatom Wiener-ovom filtru, u stacionarnom slu aju u kojem va�i da je:

()
()

()
fx

xx

F
H

F
,

pri emu je Ffx( )=FT{rfx( )} (u stacionarnom slu aju je rfx( )=E{f(t)x*(t+ )}, rxx( )=E{
x(t+ )x*(t+ )}).

Relacija (2.103) e biti dobijena ako je na po etku pretpostavljeno da su slu ajni signali
kvazistacionarni, te da rfx(t, t+ ) mo�e biti zapisana kao rfx(t+ /2, t /2) i rxx(t+ ,t+ ) kao
rxx(t+( )/2,t ( )/2).

Za signal koji nije koreliran sa �umom stoga slijedi da je:

(, )(, )
(, )(, )

ff
H

ff

WD tL t
WD t WD t

. (2.104)

Vratimo se na pretpostavku da Wigner-ov spektar slu ajnog signala f(t) le�i unutar regiona
R u TF ravni, dok �um le�i van ove oblasti (osim malog dijela koji mo�e biti zanemaren u
odnosu na dio �uma koji le�i van ovog regiona). Ovo va�i za �iroku klasu FM signala (visoko
koncentrisanih u TF ravni) f(t), maskiranih bijelim �umom (t) rasprostranjenim u itavoj TF
ravni. Jednostavno rje�enje koje zadovoljava tra�ene uslove je dato jedna inom (2.91).
Primjenjuju i to rje�enje u frekvencijskom domenu:

()()()(, )(, )dx Hy t H t L t STFT t , (2.105)

u mogu nosti smo da efikasno filtriramo FM monokomponentne i multikomponentne signale
maskirane bijelim �umom.

Posmatrajmo dalje FM signal:

()()() j tf t A t e , (2.106)

sa sporo promjenljivom apmlitudom A(t), takav da njegova FT mo�e biti dobijena kori� enjem
metoda stacionarne faze, [19], [68],

0 0() 1
0 0 0

0

2[ ()] ()()((()))d
()

j t j t jFT f t F A t e t t
t

,
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gdje 1(())  ozna ava inverznu funkciju trenutne frekvencije ()t . Za asimptotske signale
1(()) je jednaka funkciji grupnog ka�njenja, [19]. Pretpostavimo da WD signala (2.81) pru�a

dobro lokalizovanu informaciju u vezi funkcije oslonca signala u TF domenu tako da je, [13],
[19],

(, )(())HL t t . (2.107)

Primjetimo da e u diskretnom domenu, koji se koristi u numeri koj realizaciji, funkcija ( ) biti
Kronecker-ova delta funkcija i zadovoljava e uslov jedini ne amplitude, (2.91), za TV filtar.
Primjenom FT[f(t)] i LH(t, ) u jedna ini (2.94) dobijamo:

0 0() 1
0 0 0

0

1 2()()(())()((()))d d ()
2 ()

j t j t j t
out

jHx t t A t e t e t t
t

()

0

2()()
()

j t
out

jA t e t
t

, (2.108)

jer je:

0

1
0 0 0()(())((()))d d ()

t
F t t t t F t ,

za monotonu funkciju IF-je. Za signale sa linearnom IF-jom, ili za signale ija IF mo�e biti
smatrana linearnom funkcijom vremena unutar razmatranog intervala dobijamo:

()()()()() j tHx t cf t cA t e , (2.109)

gdje je c konstanta, s obzirom da smo pretpostavili da je izvod IF-je konstantan. Ostale relacije
filtriranja, osim (2.93), bi produkovale o�te ene verzije originalnog signala.

Koli ina �uma unutar regiona oslonca definisanog sa (()) t  je zanemarena, s

obzirom da je njegova energija redukovana sa faktorom:

d d
1

(())d d
D

D

t
Q

t t
, (2.110)

gdje D predstavlja cjelokupnu razmatranu TF ravan. U slu aju kada varijacije IF-je nijesu male,
potrebno je izvesti njihovu amplitudsku kompenzaciju. To je mogu e uraditi estimacijom pravca
IF-je u TF ravni, �to, imaju i u vidu poznat region oslonca R, nije problem.

Primjetimo dvosmislenost u definiciji funkcije LH(t, ) u jedna ini (2.107). Umjesto delta

impulsa du� IF-je ()t , mo�emo nametnuti isti uslov, ali za grupno ka�njenje 1()) , [13],

[19], koji e produkovati funkciju oslonca:

()1 (, )((()))g
HL t t . (2.111)

Interesantno je ista i da e funkcija oslonca definisana kao geometrijska sredina od (2.107)
i (2.111), odnosno:
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11(, )(())((()))
2gHL t t t

j
, (2.112)

rezultovati sa ta nim vrijednostima za amplitudu i fazu,

()()()() j tHx t A t e , (2.113)

za bilo koji FM signal, dok god va�i metod stacionarne faze, (2.108), s obzirom da je
1((()))(())()t t t  i (, )(())()/ (2 )

gHL t t t j . Uslov monotonosti IF-

je je ve  uklju en definicijom metoda stacionarne faze.
Pobolj�anje odnosa signal/�um (Signal to Noise Ratio SNR), koje mo�e biti ostvareno TV

filtrom, je definisano kao razlika SNR na izlazu (SNRout) i SNR na ulazu (SNRin), to jest kao:

 G= SNRout SNRin.

Iz jedna ina (2.110) i (2.113), dobijamo da je:

 G=10logQ.

Znaju i (2.110), ovo pobolj�anje mo�e biti zna ajno.
Treba imati u vidu da WD mo�e proizvesti kompletno koncentrisanu distribuciju du� IF-je

(grupnog ka�njenja) samo za linearne FM signale. Analiza gre�ke i analiza �irine optimalnog TV
prozora za WD-ju nelinearnih FM signala je predstavljena u [104]. Ako varijacije IF-je nijesu
linearne, tada kompletna koncentracija du� IF-je, (, )(())HL t t , mo�e biti dobijena

upotrebom S-distribucije, [119], ili L-Wigner-ove distribucije, [109],

[ ] *[ ](, )(), ()d
2 2

L L jSD t s t s t e
L L

,

gdje je za L-Wigner-ovu distribiciju [ ]()Ls t L-ti stepen signala, dok je u S-distribuciji samo faza

signala pomno�ena sa L. Za svaki FM signal, [109], [119], va�i da je:

[2 ]lim (, )/ ()(())L

L
SD t A t t .

Sli na koncentracija mo�e biti ostvarena sa metodom preraspodjele, [53]. U slu aju
polinomijalnih funkcija faze kompletna koncentracija distribucije mo�e biti ostvarena
kori� enjem polinomijalne Wigner-Ville-ove distribucije, [19], [25], ili lokalnih polinomijalnih
distribucija, [103].

Za potrebne numeri ke realizacije, daje se diskretna forma sistema (2.94), jedna inama:

1()()(, )()(, )()d ,
2 2 2

j n
H

m

m mHx n h n n x n m L n X e  (2.114)

(, )(, ),
2 2

j k
H

k

k kL n h n n e  (2.115)

 ()() j m

m
X x m e . (2.116)
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Posmatrajmo prethodne definicije i reprezentacije sa ograni enom promjenljivom . Ovaj
slu aj je va�an za prakti nu realizaciju. Uvo enjem prozora w( ) u definiciju filtriranja dobijamo
da je:

1()()(, )()()d (, )(, )d
2 2 2 HHx t h t t w x t L t STFT t , (2.117)

pri emu va�i da je w(0)=1. Primjenjuju i istu analizu kao u jedna ini (2.108), i kori� enjem
jedna ine (2.112) kao funkcije oslonca, dobijamo:

0 0() 1
0 0 0 0

1()()(())()()((()))d d ()
2

j t j
outHx t t w A t e t t

()()() j t
outA t e t . (2.118)

Ovo je interesantan zaklju ak. Prozor w( ) ne uti e na izlazni signal (Hx)(t) sve dok smo u
mogu nosti da odredimo region oslonca R i dok je w(0)=1.

U hardverskim implementacijama se, prilikom odre ivanja regiona oslonca, koristi PWD-
ja. Primjetimo da prozori koji se koriste u definiciji PWD-je i definiciji optimalnog
nestacionarnog filtriranja, we( ) i w( ) respektivno, nijesu korelirani, i stoga mogu biti
optimizovani individualno.

Funkcija prozora we( ) e u initi glatkom originalnu WD-ju, odnosno:

 (, )(, )()f f ePWD t WD t W .

Time se ostvaruje �iri region oslonca, Rp=R+ R, gdje je R determinisana �irinom prozora we( ),
odnosno �irinom njegove FT-je We( ). Ovo e uzrokovati da ve a koli ina �uma, nego �to je
teorijski neophodno, pro e kroz sistem. Na prvi pogled se ini da pove anje R ne bi trebalo da
uti e na izlazni signal, s obzirom da je pR R . Ispostavlja se, ipak, da se kao posljedica

situacije 0R , neke frekvencije signala, koje ne pripadaju razmatranom vremenskom trenutku
t, mogu pojaviti u izlaznom signalu i degradirati performanse filtra. Razlog tome je �to neke
druge, glatke forme WD-je (kao �to je, na primjer spektrogram) nijesu pogodne za odre ivanje
regiona oslonca R i ne bi dale dobre rezultate. U cilju suzbijanja ovih efekata, prozor we( ) treba
da bude �to je mogu e �iri, da bi njegova FT We( ) bila �to je mogu e u�a. Ovaj zahtjev je
kontradiktoran sa aspekta redukcije �uma s jedne strane, i ra unske kompleksnosti s druge strane.
Stoga je optimizacija �irine prozora we( ) neophodna.

Na bazi prethodne analize zaklju ujemo da je glavni zadatak prilikom jednozna nog
definisanja TV filtra odre ivanje njegove funkcije oslonca LH(n,k), te da na ini na koje se vr�i
njena determinacija predstavljaju osnovnu razliku izme u aktuelnih TV filtara koji e biti
opisani u nastavku.
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2.2.1. TV filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu vi�e TF
distribucija, [128]

Ukoliko analiziramo stohasti ki proces f(t), za koji poznajemo veliki broj realizacija, i
bijeli �um (t) nulte srednje vrijednosti koji nije koreliran sa signalom, region oslonca R iz

jedna ine (2.91) se jednostavno dobija. Srednja vrijednost WD-je signala x(t), (2.81), (, )xWD t ,

je zapravo WD istog signala superponirana sa pragom ija je vrijednost jednaka varijansi �uma,
[4], [54], [110],

* 2(, ){ ()()} d (, )
2 2

j
x fWD t E x t x t e WD t , (2.119)

gdje 2  predstavlja varijansu �uma.

Situacija se zna ajno komplikuje ukoliko moramo da obavimo TV filtriranje bazirano na
jednoj realizaciji za�umljenog signala. U praksi je ovo veoma est i va�an slu aj.

Razlikujemo dva koraka, [128]:

1. Aproksimacija WD-je istog signala f(t), na bazi jedne realizacije za�umljenog signala, �to
je mogu e ta nije.

2. Kori� enje distribucije iz prvog koraka za odre ivanje regiona oslonca R i izvo enje TV
filtriranja.

Prvi korak, aproksimacija WD-je, je od krucijalnog zna aja, naro ito u slu ajevima
intenzivnog �uma, odnosno u slu ajevima niskog ulaznog odnosa signal/�um.

Posmatrajmo najprije slu aj monokomponentnog, deterministi kog, vremenski diskretnog
signala f(n) u prisustvu slu ajnog, bijelog Gussian-ovog kompleksnog �uma, (n) (realni i

imaginarni djelovi su me usobno nezavisni). Uzmimo dalje da je varijansa ovog �uma 2 .

Pretpostavljena situacija je u potpunosti ekvivalentna situaciji slu ajnog signala f(t) za koji je
poznata samo jedna realizacija.

Glavni problem le�i u determinaciji regiona oslonca R funkcije LH(t, ). To zahtijeva
poznavanje Wigner-ove distribucije signala WDf(t, ). Stoga, WDf(t, ) mora biti estimirana sa
najmanjom mogu om gre�kom.

Kod izra una PWD-je se javljaju dvije vrste gre�aka: jedna usljed upotrebe prozora �to
uzrokuje bias, i druga usljed prisustva �uma �to uzrokuje varijansu. Ukupna kvadratna gre�ka se
defini�e kao suma distribucije varijanse i kvadrata biasa. Minimizacija ove gre�ke vodi do
optimalne distribucije. Tako izra unata distribucija se koristi za estimaciju regiona oslonca.

WD vremenski diskretnog za�umljenog signala x(n)=f(n)+ (n), u svojoj pseudo formi je
definisana na sljede i na in:

* 2(, ; )()()() jk
x e

k
WD n N w k x n k x n k e , (2.120)
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gdje je N �irina prozora we(k)=w(k)w( k). Procedura optimizacije za izra un WD-je u slu aju
jakog �uma, [124], rezultuje adaptivnom distribucijom sa TV �irinom prozora:

1(, ; )  za  istina
(, )

(, ; )  za  ostalo,
x

x
x s

WD n N
WD n

WD n N
 (2.121)

pri emu =istina predstavlja:

1 2 1 2
1istina : (, ; )(, ; )()[ ()()]
2x x xx xxWD n N WD n N k N N .

i 1 2N N . U cilju implementiranja relacije (2.95) neophodno je izra unati WD-ju sa uskim

prozorom dimenzije N1 i sa �irokim prozorom dimenzije N2, [128]. Kori� enjem samo dvije
distribucije, mo�emo o ekivati zna ajno pobolj�anje u TF reprezentaciji, s obzirom da je
distribucija ili veoma koncentrisana ili jednaka nuli. Teorijska analiza, [124], sa velikim brojem
prozora dimenzija unutar intervala (N1, N2) dokazuje da mo�emo dobiti optimalnu �irinu prozora
unutar ta nosti diskretizacije �irine prozora. Ipak, pristup sa vi�e prozora, iako teorijski ta niji, u
praksi, za ovdje posmatranu vrstu signala, ne daje zna ajnija unaprije enja u odnosu na
jednostavniji dvo-prozorski pristup, [128].

Jedini parametar koji se zahtijeva u jedna ini (2.121) je varijansa WD-je xx(N), [4], [110],
[124]. Postoji nekoliko na ina za njenu ta nu estimaciju.

Za slu aj jakog �uma, 2 2A , koji je razmatran, estimacija je jednostavna, s obzirom da

je, [4], [110], [124],
/2 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

/2

1()/ ()(2 ())(())(| ()| )
N

xx w
k N

N E N A n A n x n k
N

.

Faktor Ew(N) ~ N je konstanta za dati tip prozora. Varijansa xx(N1) mo�e biti izra unata na

osnovu bolje estimirane varijanse xx(N2) kao 2 2
1 2 1 2()()/xx xxN N N N . Neki drugi pristupi za

preciznu estimaciju varijanse, uklju uju i i slu aj malog �uma, su predstavljeni u [104], [124].
Kada se WD primjeni na multikomponentne signale ispoljava zna ajna ograni enja koja se

manifestuju kroz prisustvo kros- lanova. Razmotrimo i ovu situaciju.
Neka je f(t) slu ajni proces za koji je poznat ve i broj realizacija. Tada mo�emo

upotrijebiti relacije TV filtra za slu ajne multikomponentne signale, koriste i o ekivane

vrijednosti Wigner-ove distribucije, (, )fWD t  (Wigner-ov spektrar). Za slu ajni signal

1()() M
iif t f t , pod pretpostavkom da komponente fi(t) nijesu korelirane, Wigner-ov spektar

oslobo en prisustva kros- lanova je:

1
(, )(, ) i

M
f f

i
WD t WD t ,

odnosno:

*(, ){ ()()} d
2 2

j
fWD t E f t f t e .
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Kros- lanovi ne postoje, jer smo pretpostavili da komponente nijesu korelirane:

*{ ()()} 0,
2 2i jE f t f t  za i j .

Ukoliko sa Ri ozna imo regione oslonca za (, )ifWD t , na osnovu gornjih relacija zaklju ujemo

da je region oslonca za Wigner-ov spektar (, )fWD t  jednak:

1 2 ... MR R R R ,

gdje je i jR R  za i j .

Imaju i u vidu prethodne jedna ine, primjena TV filtriranja na multikomponentne signale,
kada je poznat veliki broj realizacija istog slu ajnog procesa f(t), je jasna i direktna.

U praksi kao i u slu aju monokomponentnih signala, i u slu aju multikomponentnih
signala TV filtriranje mora biti izvedeno na bazi jedne realizacije posmatranog signala. Klasi na
WD stoga nije primjenljiva usljed prisustva kros- lanova. Kada je poznata jedna realizacija
slu ajnog procesa, najbolje rje�enje bi bila distribucija P(t, ) koja bi produkovala sumu Wigner-
ovih distribucija ili pseudo Wigner-ovih distribucija svake komponente signala pojedina no,
odnosno:

1
(, )(, )

i

M

f
i

P t PWD t . (2.122)

Ova distribucija bi imala funkciju oslonca oblika, [127]:

1
1,    za (, )

(, )
0,    za (, ).

M

i
iH

t R R
L t

t R
 (2.123)

Posmatrajmo FM multikomponentni signal:

()

1
()() i

M j t
i

i
f t A t e , (2.124)

sa sporo-promjenljivim amplitudama Ai(t) svake komponente. Njegova STFT mo�e biti dobijena
kori� enjem metoda stacionarne faze:

0 0() 1
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1 0

2(, )()()((()))d
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jSTFT t w A t e t
t

. (2.125)

Koriste i funkciju filtriranja, [128],

1
(, )(())

M

H i
i

L n t , (2.126)

ili formu datu jedna inom (2.112), kao �to e biti ra eno u nastavku, i primjenom STFT(t, ) i
LH(t, ) iz jedna ine (2.117) dobijamo:
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Pretpostavljeno je da se komponente signala ne preklapaju u vremenu i frekvenciji, �to mo�e biti
rastuma eno i na sljede i na in: Za t i 0 takve da je 0()()k it t , va�i da je w( 0)Ai(t+ 0)=0

za svako 0 unutar prozora w( 0).
Distribucija koja ima tu osobinu, (2.122), je SM, [108], [109]. Njegova numeri ka

realizacija je jednostavna, u skladu sa diskretnim oblikom:

*

1
(, )(, )2 Re[ (, )(, )],

L

i
SM n k SPEC n k STFT n k i STFT n k i  (2.128)

gdje SPEC(n,k)=|STFT(n,k)|2 predstavlja spektrogram, a lanovi Re[STFT(n,k+i)STFT*(n,k i)]
unaprije uju njegovu koncentraciju do kvaliteta WD-je.

U slu aju kada trenutne frekvencije komponenti signala ne mogu biti smatrane linearnim
funkcijama unutar razmatranog prozora, upotrebljavaju se L-Wigner-ova distribucija ili S-
distribucija realizovane kori� enjem SM-a, rezultuju i sa (2.126) kao �to je opisano u [108],
[109], [119], za estimaciju regiona oslonca.

2.2.2. TV filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu pore enja SM-a
sa unaprijed definisanim pragom, [137]

Ovaj TV filtar, [137], uzima SM kao distribuciju na osnovu koje e se vr�iti estimacija IF-
je. Polaze i od definicije SM-a, SM(t, ), (2.128), lako se zaklju uje da je njegova upotreba u
definiciji funkcije LH(t, ) u slu aju multikomponentnog signala (2.81) adekvatna aproksimacija
od E{WD(t, )}, kada je poznata samo jedna realizacija za�umljenog signala. Stoga, mo�emo
pisati da je:

(, )
(, )

(, )
fx

H
xx

SM t
L t

SM t
. (2.129)

Posmatrajmo �iroku klasu FM signala f(t), visoko koncentrisanih u TF ravni, maskiranih
bijelim �umom (t), rasprostranjenim u itavoj TF ravni. Kao �to je ve  re eno u opisu
prethodnog TV sistema za filtriranje nestacionarnih signala, WD signala f(t) le�i unutar malog
regiona R u TF ravni, dok se �um nalazi van tog regiona (izuzev male koli ine koja mo�e biti
zanemarena u odnosu na koli inu �uma van regiona R). Na osnovu ovoga dolazimo do
jednostavnog rje�enja za funkciju LH(t, ), [32], odnosno do jedna ine (2.91).

Posmatrajmo dalje i diskretnu formu definicije TV filtriranja koja je data sa, [129]:
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N

H x
k N

Hx n L n k STFT n k . (2.130)
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Imaju i u vidu da je funkcija LH(n,k) determinisana pore enjem vrijednosti SMxx(n,k) sa
unaprijed definisanim spektralnim pragom R, [135],

1,    za (, )
(, )

0,    za (, ),
xx

H
xx

SM n k R
L n k

SM n k R
 (2.131)

zaklju ujemo da se odbirak izlaznog, filtriranog signala dobija kao suma odgovaraju ih odbiraka
STFTxx(n,k) sa frekvencijskih pozicija na kojima je SMxx(n,k) ve i od unaprijed definisanog
spektralnog praga R. Napomenimo da se spektralni prag R, u ovom slu aju, uzima a priori kao
nekoliko procenata maksimalne vrijednosti koju mo�e dosti i SMxx(n,k). Treba imati u vidu da,
ukoliko je uzeta suvi�e velika vrijednost za R dolazi do odsijecanja ivica signala. S druge strane,
ako je ova vrijednost suvi�e mala zna ajna koli ina �uma e pro i kroz sistem i biti dio izlaznog
signala, �to zna i da rezultati filtriranja ne e biti naro ito dobri.

Opisani metod daje veoma kvalitetne rezultate u slu aju monokomponentnih signala.
Me utim, kako je u mogu nosti da identifikuje samo jednu IF-ju u TF ravni, zaklju uje se da
opisani metod ne mo�e uspje�no vr�iti filtriranje multikomponentnih signala. Komponenta
signala koja je najdominantnija, odnosno auto- lan koji ima najve i intenzitet maskira e ostale
auto- lanove signala, i oni e u procesu filtriranja biti eliminisani zajedno sa �umom.

2.2.3. TV filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu funkcije
pokretnog vektora i SM-a, [90]

Nedavno je razvijen nelinearni TV filtar baziran na SM-u i funkciji pokretnog vektora, koji
pru�a kvalitetno filtriranje monokomponentnih i multikomponentnih signala u realnom vremenu,
[90].

Po imo od za�umljenog signala 1()()() q
iix n f n n , trajanja N. Diskretizacijom

definicije (2.117), dobijamo definiciju TV filtriranja (2.130), baziranu na Weyl-ovoj
korespondenciji, [27], [41], [129], koja prevazilazi distorziju filtriranog FM signala, [129].

Imaju i na raspolaganju samo jednu realizaciju FM signala fi(n), i=1,�,q visoko
koncentrisanog u TF ravni i maskiranog �iroko rasprostranjenim bijelim �umom, funkcija
oslonca LH(n,k) optimalnog TV filtra korespondira uniji lokalnih trenutnih frekvencija signala
fi(n), [27], [129]. Stoga se problem filtriranja redukuje na estimaciju lokalnih trenutnih
frekvencija u prisustvu �uma. U okviru TF analize, estimacija IF-je se izvodi odre ivanjem
frekvencijskih ta aka u kojima TF distribucija za�umljenog signala ima lokalni maksimum, [84],

 ()arg[max (, )]
kii k Q xIF n TFD n k , (2.132)

gdje je
ikQ  osnovni frekvencijski region oko fi(n), ija je IF ozna ena kao IFi(n). I ovaj TV filtar

se bazira na SM-u, (2.128), [108], koji se karakteri�e mogu no� u kvalitetne estimacije IF-je
visoko nestacionarnih monokomponentnih i multikomponentnih signala, [84]. Implementacija
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bazirana na definiciji SM-a zahtijeva odbirke STFT-je koji se tako e koriste u definiciji
filtriranja (2.136). U jedna ini (2.128), pravougaoni konvolucioni prozor �irine 2L+1 limitira
sumiranje kako bi se formirala TF distribucija bez prisustva kros- lanova. Jedna ina (2.128)
podrazumijeva izra unavanje distribucije za realne i za imaginarne djelove STFT-je pojedina no.
Svaka od komponenti izra una uzima oblik jedna ine (2.128), dobijen zamjenom lanova STFT-
je sa realnim i imaginarnim djelovima, respektivno. U slu aju realnih signala, koji se ovdje
razmatraju, dobijamo:

/2

Re
/2 1

()()(, )(, )
N

H
k N

Hx n L n k STFT n k . (2.133)

S obzirom da je *(, )(, )x xSM n k SM n k , LH(n,k) postaje simetri na funkcija po frekvenciji,

[137].
Imaju i u vidu jedna inu (2.133), zaklju ujemo da je za kompletno determinisanje

razmatranog TV filtra potrebno jednozna no odrediti vrijednost funkcije oslonca LH(n,k),
odnosno, kao �to je ve  re eno, izvr�iti estimaciju trenutnih frekvencija svake od komponenti
signala pojedina no.

Lokalna IF se detektuje u frekvencijskoj ta ki koja korespondira elementu osnovnog
frekvencijskog regiona (vektora)

ikQ  koji se kre e po elementima distribucije, (2.132), ukoliko

je taj element:
(i) maksimalni element distribucije unutar razmatranog frekvencijskog regiona

ikQ ;

(ii) centralni element razmatranog frekvencijskog regiona
ikQ ;

(iii) ve i od uvedenog spektralnog praga R;
i ako se:

(iv) veli ina razmatranog frekvencijskog regiona (2LQ+1) nalazi u opsegu:

1 ,1
2 max{ } 2 1 2 min ()()i Q i ji j qi q

i j

A L IF n IF n , (2.134)

gdje su Ai, i=1,2,...,q razli ite �irine nepreklapaju ih auto- lanova SM-a.
Uslovi (i), (ii) i (iv) moraju biti zadovoljeni kako bi:

- sve frekvencijske ta ke iz posmatranog auto- lana, uklju uju i i stvarnu IF-je, imale
odgovaraju i odbirak SM-a unutar frekvencijskog regiona

ikQ , u trenutku ispitivanja

postojanja IF-je u svakoj od ovih ta aka. Na ovaj na in, opisani metod obezbje uje
eliminisanje biasa iz gre�ke estimacije IF-je;

- za svaki auto- lan i svaki trenutak vremena n, samo jedna vrijednost funkcije LH(n,k) mo�e
biti jednaka 1. Na ovaj na in je uticaj frekvencijske diskretizacije na kvalitet estimacije IF-
je je redukovan, [129];

- bila mogu a vi�estruka detekcija lokalnih trenutnih frekvencija u posmatranom trenutku
vremena n, i stoga omogu ena estimacija IF-je u slu aju multikomponentnih signala.
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Uslov (iii) mora da bude zadovoljen kako bi se zna ajno potisnuo uticaj �uma van domena
auto- lanova.

2.2.4. TV filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu funkcije
pokretnog vektora i CTFWD-ji, [95]

Kao �to je re eno u vi�e navrata do sada, me u svim kvadratnim TF distribucijama,
klasi na WD omogu ava najbolju estimaciju IF-je za slu aj visoko nestacionarnih
monokomponentnih signala, [84], [85]. CTFWD, [91], [92], zadr�ava kvalitet estimacije IF-je
kojim se karakteri�e WD-je za slu aj monokomponentnih signala. Za slu aj multikomponentnih
signala ije se komponente ne preklapaju, estimacija na osnovu CTFWD-je za svaku
komponentu signala, zadr�ava isti kvalitet kao u slu aju razmatranja svake komponente signala
pojedina no, [85]. U nastavku je prikazan algoritam optimalnog nestacionarnog filtra koji se
zasniva na CTFWD-ji, [88], odnosno na estimaciji IF-je baziranoj na toj distribuciji.

CTFWD je uvedena da bi o uvala optimalnu prezentaciju auto- lanova, koja je ostvarena
sa WD-jom, [116], i da bi simultano redukovala (odnosno, u slu aju nepreklapaju ih komponenti
kod multikomponentnih signala potpuno eliminisala) prisustvo kros- lanova koji se javljaju kod
WD-je, [123]. Ova distribucija je izvedena na osnovu jednostavne veze izme u STFT-je i WD-
je, �to je detaljno analizirano u prvoj glavi disertacije, [123],

/2
2 *

1
(, )| (, )| 2 Re{ (, )(, )}.

N

x x x x
i

WD n k SPEC n k STFT n k i STFT n k i  (2.135)

Da bi redukovali kros- lanove WD-je, puni frekvencijski opseg konvolucije odbiraka STFT-je u
jedna ini (2.135) mora biti ograni en. Ipak, da bi sa uvali prezentaciju auto- lanova WD-je,
konvolucija mora biti izvedena za svaku ta ku (n,k) sve dok je STFTx(n,k±i)=0. U prakti nom
slu aju, kada imamo za�umljene signale, to zna i dok nije dostignuto |STFTx(n,k±i)|2<S2. S2 je
predefinisani referentni nivo, odre en kao nekoliko procenata maksimalne vrijednosti
spektrograma i prakti no izabran na bazi jednostavne analize procesiranog signala, [123], [137].
To rezultuje sa CTFWD-jom,

(, )
2 *

1
(, )| (, )| 2 Re{ (, )(, )},

L n k

x x x x
i

CTFWD n k SPEC n k STFT n k i STFT n k i  (2.136)

gdje je L(n,k) Lm signal-adaptivna �irina pravougaonog konvolucionog prozora, uvedenog da
limitira konvoluciju u jedna ini (2.135). Lm je maksimalna �irina prozora, odre ena sa naj�irim
auto- lanom STFT-je. Granice domena svakog auto- lana STFT-je koincidiraju sa detekcijom
|STFTx(n,k±i)|2<S2 u okolini odgovaraju e komponente signala. To zna i da je
|STFTx(n,k±i)|2 S2, za i=0,1,...,L(n,k) u svakoj ta ki (n,k) iz domena auto- lanova STFT-je, dok
|STFTx(n,k±i)|2<S2 treba biti zadovoljeno za svako i u suprotnom slu aju. Stoga, L(n,k) uzima
razli ite vrijednosti u razli itim TF ta kama:
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- nula (L(n,k)=0) van domena auto- lanova STFT-je i na njihovim granicama (za slu aj
istog signala),

- ve e vrijednosti unutar ovih domena,

- maksimalnu vrijednost (L(n,k)=Lm) samo u centralnim ta kama naj�ireg domena.

U slu aju za�umljenih signala, zavisno od distribucije �uma i selekcije referentnog nivoa S2,
|STFTx(n,k±i)|2 S2 mo�e biti zadovoljeno u pojedinim ta kama (n,k) koje postoje van domena
auto- lanova STFT-je. To implicira nenulte vrijednosti za L(n,k) u ovim ta kama.

Po definiciji, u razli itim TF ta kama (n,k), CTFWD-ja, (2.136), uklju uje promjenljiv broj
lanova koji se sumiraju (samo neophodni lanovi sa aspekta ukupne energije svakog auto- lana

WD-je odvojeno):

- samo prvi, |STFTx(n,k±i)|2=SPECx(n,k), van domena auto- lanova STFT-je,

- vi�e njih unutar ovih domena,

- maksimalan broj, koji korespondira vrijednosti Lm, samo u centralnim ta kama naj�irih
auto- lanova STFT-je.

Zaklju ujemo da ovakva definicija CTFWD-je rezultuje spektrogramom van domena auto-
lanova STFT-je i WD-jom unutar njih.

CTFWD, (2.136), se sastoji od dvije identi ne ra unske linije, realne i imaginarne, koje se
koriste za procesiranje realnih i imaginarnih djelova STFT-je, respektivno. Svaka od ovih linija
uzima oblik jedna ine (2.136), pri emu je STFT zamijenjena sa svojim realnim odnosno
imaginarnim djelovima. Isti odbirci STFT-je (iz dobro poznatih STFT ili FFT modula, [51],
[137], [162]) potrebni za ve  dostupni hardverski dizajn CTFWD-je, [88], (baziran na jedna ni
(2.136)), se tako e koriste u definiciji filtriranja (2.117).

Za slu aj realnih signala koji se ovdje razmatraju definicija TV filtriranja uzima oblik
opisan jedna inom (2.133).

Algoritam koji e biti opisan u nastavku testira postojanje lokalne IF-je u ta ki (n,k) na
sli an na in kao i prethodni filtar (naravno, uz bitnu razliku da je bazi na TF distribucija ovog
filtra CTFWD, a ne SM). Odbirci CTFWD-je, zavisni isklju ivo od frekvencije, simetri no
raspore eni oko frekvencijske ta ke k, CTFWDx(n,k-LQ),..., CTFWDx(n,k),..., CTFWDx(n,k+LQ),
su najprije grupisani u jednodimenzionalni vektor Q, veli ine 2LQ+1, kreiraju i osnovni
frekvencijski interval Qk, (2.132), i omogu avaju i estimaciju lokalne IF-je. Lokalna IF je
detektovana u frekvencijskoj ta ki koja odgovara maksimalnom elementu vektora, ali samo ako
je maksimalni element vektora:

(i) centralni element vektora, CTFWDx(n,k),

(ii) ve i od uvedenog spektralnog praga R
i ako se:

(iii) dimenzije vektora (2LQ+1) nalaze u intervalu:
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1 ,1
2 max{ } 2 1 2 min | ()()|i Q i ji j qi q

i j

A L IF n IF n , (2.137)

gdje su Ai, i=1,2,...,q razli ite �irine nepreklapaju ih auto- lanova CTFWD-je.
Uslov (i) u kombinaciji sa prvom nejednako� u iz (2.137) mora biti zadovoljen kako bi

osigurao da:

- Sve frekvencijske ta ke iz posmatranog auto- lana, uklju uju i i stvarnu IF-ju, imaju
odgovaraju e odbirke CTFWD-je unutar vektora Q, kada se postojanje IF-je u svakoj od
ovih ta aka ispituje. Na ovaj na in, opisani metod obezbje uje eliminisanje biasa iz gre�ke
estimacije IF-je;

- Za svaki auto- lan i svaki vremenski trenutak n, samo jedna frekvencijska ta ka mo�e biti
detektovana kao lokalna IF. Na ovaj na in se uticaj frekvencijske diskretizacije na kvalitet
estimacije IF-je redukuje, kao �to je eksperimentalno dokazano u [129].

S druge strane uslov (i) u kombinaciji sa drugom nejednako� u iz (2.137), osigurava
vi�estruke detekcije lokalnih trenutnih frekvencija u posmatranom trenutku vremena n, �to
omogu ava estimaciju IF-je u slu aju multikomponentnih signala. Kona no, uslov (ii) mora biti
ispunjen kako bi potisnuo uticaj �uma van domena auto- lanova CTFWD-je.

Nakon izvr�avanja u k-toj frekvencijskoj ta ki, ova procedura se ponavlja za frekvencijsku
ta ku k+1. Sljede i odbirak CTFWD-je, zavisan samo od frekvencije, iz istog vremenskog
trenutka n, CTFWDx(n,k+LQ+1), se ubacuje u vektor Q, pomjeraju i na lijevo elemente
postoje eg vektora za jednu poziciju. Na ovaj na in, vektor Q se pomjera za jednu poziciju na
desno preko odbiraka CTFWD-je zavisnih samo od frekvencije u posmatranom trenutku
vremena, rezultuju i kreiranjem novog osnovnog frekvencijskog intervala Qk+1. Nakon toga se
testira postojanje lokalne IF-je u (k+1)-oj frekvencijskoj ta ki, na ve  opisan na in. Ova
procedura se primjenjuje, ta ka po ta ka, na svaku frekvencijsku ta ku k, k=-N/2+1, ..., N/2.
Primjetimo da, na bazi jedna ine (2.132), elementi pokretnog vektora Q moraju biti odbirci
CTFWD-je zavisni samo od frekvencije iz istog vremenskog trenutka n.

Kona no, parametri algoritma LQ i R moraju biti odre eni. �irok frekvencijski opseg,
(2.137), dobijen u slu aju visoko koncentrisanih, nepreklapaju ih FM signala, sugeri�e robusnost
estimacije IF-je u odnosu na parametar LQ, �to je dokazano u [89]. Stoga, pokretni vektor Q od
svega nekoliko lokacija je u principu sasvim dovoljan. S druge strane, ve e vrijednosti
spektralnog praga R gotovo u potpunosti uklanjaju uticaj �uma van domena auto- lanova
CTFWD-je, ali mogu simultano proizvesti zna ajno odsijecanje ivica auto- lanova kona nog
trajanja (kao �to su auto- lanovi chirp signala). Stoga, parametar R mora biti odabran prave i
kompromis u slu aju signala kona nog trajanja. Na bazi opse�nog eksperimentalnog rada, [95],
zaklju eno je da vrijednost za R koja odgovara ve ini aplikacija treba biti postavljena u opsegu
od 5% do 20% maksimalne vrijednosti CTFWD-je.

Glavne osobine predlo�enog algoritma za estimaciju mogu biti sumirane na sljede i na in:
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- Rije  je o veoma jednostavnom algoritmu za estimaciju IF-je, odnosno funkcije oslonca
filtra, koji omogu ava estimaciju u realnom vremenu.

- Dozvoljava vi�estruku detekciju lokalne IF-je, odnosno funkcije oslonca filtra u svakom
trenutku vremena, omogu avaju i filtriranje monokomponentnih i multikomponentnih FM
signala.

- Uvodi estimacionu gre�ku koja je zavisna isklju ivo od �uma, pri emu minimizuje uticaj
gre�ke kvantizacije na estimaciju IF-je.

- Rade i sa odbircima CTFWD-je, algoritam omogu ava najkvalitetniju estimaciju IF-je,
ak i u slu aju visoko nestacionarnih signala.

2.2.5. Pore enje nelinearnih TV filtara

TV filtar kod koga se estimacija IF-je vr�i na bazi vi�e TF distribucija, [129], je
nesumnjivo ra unski najzahtjevniji, jer za svaku ta ku analiziranog signala podrazumijeva
ra unanje dvije TF distribucije (WD-je ili SM-a u zavisnosti od toga da li je signal
monokomponentni ili multikomponentni) izrazito razli itih parametara. To rezultuje i du�im
vremenom izvr�avanja procesa filtriranja. Napomenimo jo� da se kod ovog filtra podrazumijeva
poznavanje du�ine trajanja analiziranog signala �to u praksi ne mora, a esto i nije, slu aj.

TV filtar kod koga se estimacija IF-je zasniva na pore enju SM-a sa unaprijed definisanim
pragom, [137], je svakako ra unski relaksiraniji od prethodnog filtra. Me utim, i sam kvalitet
filtriranja je slabiji. Naime, prag sa kojim se vr�i pore enje odbiraka SM-a mora biti pa�ljivo
izabran. Ukoliko je njegova vrijednost suvi�e mala, velika koli ina �uma e biti propu�tena, te IF
ne e biti kvalitetno estimirana, a samim tim ni signal kvalitetno filtriran. S druge strane, ako je
vrijednost praga suvi�e velika mo�e do i do zna ajnog odsijecanja ivica auto- lanova
distribucije, im e opet biti naru�en kvalitet filtriranja. Dakle, prilikom odabira spektralnog
praga mora biti napravljen kompromis izme u ova dva zahtjeva usljed opisanih razloga, �to
esto nije mogu e uraditi na optimalan na in. Tako e, kako je ovaj TV filtar u mogu nosti da

identifikuje samo jednu IF-ju, zaklju uje se da ne mo�e uspje�no vr�iti filtriranje
multikomponentnih signala, �to ograni ava njegovu primjenu isklju ivo na monokomponentne
signale.

TV filtar kod koga se estimacija IF-je zasniva na funkciji pokretnog vektora i SM-u, [90],
uvodi niz novih uslova mimo pore enja SM-a sa unaprijed definisanim pragom i time zna ajno
pobolj�ava kvalitet filtriranja. Realizacija pomenutih uslova ne zahtijeva slo�ene ra unske
operacije pa se vrijeme izvr�avanja filtriranja bitnije ne mijenja.

Na kraju, TV filtar kod koga se estimacija IF-je zasniva na funkciji pokretnog vektora i
CTFWD-ji, [95], pove ava kvalitet filtriranja i smanjuje ra unsku slo�enost prethodno
analiziranog filtra. Glavni uzrok tome je promjena TF distribucije na kojoj filtar po iva, jer se
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sam algoritam estimacije IF-je ne mijenja. Naime, CTFWD je signal-adaptivna TF distribucija
koja se u razli itim ta kama signala izra unava u razli itom, samo neophodnom, broju ta aka.
Ovo zna ajno redukuje vrijeme njenog kompletnog izra una, a samim tim i vrijeme potrebno za
rad filtra. Tako e, CTFWD pru�a najkvalitetniju TF reprezentaciju analiziranog signala: za
monokomponentne signale se pona�a kao WD, a za multikomponentne signale kao WD
primjenjena na svaku komponentu signala pojedina no. To nam garantuje visoko kvalitetnu
estimaciju IF-je, a samim tim i visoko kvalitetno filtriranje.
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glava III

Nestacionarno filtriranje bazirano na
prostorno-frekvencijskoj analizi

Operacija filtriranja se mo�e interpretirati kao transformacija analiziranog za�umljenog
signala sa ciljem ekstrakcije potrebnih informacija o tom signalu. Op�te tehnike prostornog
filtriranja 2D signala se koriste u gotovo svim oblastima njihovog procesiranja. Upotrebljavaju
se za izvo enje restauracije posmatranog signala, unaprije enje njegovog kvaliteta, kodiranje i
analizu. Tako e, ove vrste operacija se esto koriste kao predprocesiraju i alat u razli itim
poljima, kakva su prepoznavanje �ablona ili pak modelovanje sistema vida.

Operacija filtriranja 2D signala se mo�e sprovoditi na osnovu njegovih razli itih
reprezentacija, odnosno u domenima koji sadr�e sve informacije o tom 2D signalu. Naj e� e
reprezentacije 2D signala koje se koriste u procesu filtriranja su prostorna i frekvencijska
reprezentacija. Obije reprezentacije su kompletne i ekvivalentne u pogledu informacija koje
sadr�e.

este su operacije filtriranja koje se izvode odabirom razli itih prostornih frekvencija. U
ovom cilju, Fourier-ova transformacija 2D signala se mno�i sa funkcijom filtra, koja mo�e biti
definisana u prostornom, ili direktno u frekvencijskom domenu. U oba navedena slu aja,
operacija filtriranja ima invarijantni karakter, odnosno sve ta ke 2D signala se modifikuju na isti
na in.

U mnogim slu ajevima, ipak, ni jedna od navedenih reprezentacija (prostorna i
frekvencijska) nije pogodna za izvo enje odre ene vrste filtriranja. Na primjer, postoji mnogo
situacija u kojima 2D signali ispoljavaju prostorno-promjenljive degradacije. Defokusiranje
opti kih sistema, defokusiranje usljed atmosferskih turbulencija i kretanja su samo par primjera
naj e� ih frekvencijskih distorzija koje mogu voditi ka prostorno-promjenljivim degradacijama.
U ovim slu ajevima, neophodno je na i neku drugu reprezenaciju analiziranog 2D signala koja
ima sli nu ulogu kao FT u invarijantnom slu aju.

Zdru�ene prostorno-frekvencijske reprezentacije su privukle pa�nju po tom pitanju,
imaju i u vidu da mogu biti korisnije od pojedina nih reprezentacija za interpretaciju 2D signala,
a samim tim i za unaprije enje mogu nosti njihovog filtriranja.
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Naime, kada 2D signal i 2D �um ne zauzimaju isti frekvencijski opseg efikasno filtriranje
se mo�e izvesti upotrebom stacionarnih filtara. U slu ajevima kada se 2D signal i 2D �um
preklapaju u zna ajnom dijelu prostornog i frekvencijskog domena, stacionarno filtriranje
postaje te�ko izvodljivo i prili no neefikasno. Ipak, 2D signal i 2D �um mogu biti razdvojeni u
zdru�enom prostorno-frekvencijskom domenu. Tada je mogu e iskoristiti prednosti zdru�enih
prostorno-frekvencijskih reprezentacija. Procesiranje bazirano na ovim reprezentacijama
zna ajno nadma�uje prostorno, odnosno frekvencijski invarijantne metode. Stoga se, kao
pro�irenje koncepta vremensko-promjenljivog filtriranja 1D nestacionarnih signala uvodi
koncept prostorno-promjenljivog filtriranja 2D nestacionarnih signala.

U nastavku emo posmatrati za�umljene 2D signale koji zauzimaju isti prostorni i
frekvencijski opseg, u situacijama kada je njihova separacija mogu a u zdru�enom prostorno-
frekvencijskom domenu. S obzirom da je koncept vremenski-promjenljivog filtriranja, [26], [32],
[36], [37], [121], [129], baziran na zdru�enim TF distribucijama, [7]-[9], [12], [13], [15], [16],
[20], [30], [45], [71], [74], [106], ovdje emo koristiti zdru�ene S/SF distribucije, [80], [81],
[112], [138]-[142], [145], u cilju definisanja i implementiranja prostorno-promjenljivog
filtriranja, [93]-[99], [130], [143], [144], [146].

3.1. 2D linearni S/SF filtri

2D linearni filtri, [143], [144], [146], su ograni eni op�tim principima neodre enosti koji
limitiraju rezoluciju njihove orjentacije, prostorne frekvencije i 2D prostorne pozicije. Teorijska
donja granica za zdru�enu entropiju, odnosno neodre enost je ostvarena pomo u familije
optimalnih 2D filtara ije su prostorne te�inske funkcije generisane pomo u eksponencijalnih
bivarijantnih polinoma drugog reda sa kompleksnim koeficijentima. Preciznije, rije  je o
elipti noj generalizaciji 1D elementarnih funkcija predlo�enih u op�te poznatoj Gabor-ovoj
teoriji komunikacija iz 1946. godine, [56]. Ova familija uklju uje filtre sa razli itim
orjentacionim propusnim opsezima, prostorno-frekvencijskim propusnim opsezima i prostornim
dimenzijama, favorizuju i ekstrakciju razli ith vrsta informacija iz procesiranog 2D signala.
Filtri iz ove familije zauzimaju redukovanu kvantnu zapreminu (koja odgovara nezavisnoj
promjenljivoj) u etvorodimenzionalnom (4D) informacionom prostoru. Ose tog prostora je
mogu e interpretirati kao 2D vizuelni prostor, orjentaciju i prostornu frekvenciju, te bi stoga
takav filtar mogao poslu�iti za optimalno efikasno odabiranje 2D promjenljivih. Pomenuta
familija filtara je prvobitno testirana na vizuelnom korteksu sisara, gdje se pokazalo da
receptorska polja prostih elija optimizuju op�te relacije neodre enosti za zdru�enu 2D prostornu
i 2D frekvencijsku (spektralnu) rezoluciju, [144], [146]. Mno�tvo razli itih dimenzija, orjentacija
i prostorno-frekvencijskih propusnih opsega receptorskih polja, kao i njihova me usobna
korelacija, otkrili su nekoliko zna ajnih ograni enja ovih filtara vezanih za op�tu organizaciju
osa i odnos �irina/du�ina propusnih opsega.
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Gabor-ov rad iz 1946., [56], je formalno dokazao, upotrebom Schwarz-ove nejednakosti iz
oblasti kvantne mehanike, da su specifi nosti signala simultano ograni ene sa donje strane u
vremenu i frekvenciji proizvodom njegovog propusnog opsega i trajanja. Oslanjaju i se na rad
Heisenberg-a i Weyl-a u ovoj oblasti, Gabor je izveo relaciju neodre enosti. Osim toga, on je
definisao op�ti oblik familije signala/filtara koja optimizuju ovaj neophodni kompromis, i stoga
ostvaruju teorijsku donju granicu zdru�ene neodre enosti u vremenu i frekvenciji. Rije  je o
signalima/filtrima oblika:

2 2
0[-(- )/ ]() t t i tx t e ,

koji u kompleksnoj notaciji opisuju modulacioni proizvod sinusnog talasa proizvoljne
frekvencije  i Gaussian-ove krive proizvoljnog trajanja  u trenutku t0. Gabor je izu avao
kvantnu teoriju prenosa signala u region tzv. informacionog dijagrama ije su koordinate vrijeme
i frekvencija i koji ima kvantno jezgro, odnosno minimalnu povr�inu (proizvod frekvencijskog
propusnog opsega i vremenskog trajanja) definisanu principom neodre enosti. Kvantno jezgro
mo�e biti redistribuirano po obliku, ali ne i smanjeno po veli ini, a familija signala koja dosti�e
najmanju mogu u veli inu jezgra su Gaussian-ove modulisane sinusoide. Na kraju, Gabor je
predstavio proizvoljni signal pomo u pseudoekspanzionog skupa elementarnih signala, (koje je
nazvao �logon-ima�), po informacionoj ravni, koji je indeksiran svim postoje im frekvencijama
modulacije i svim razli itim trenucima vremena.

3.1.1. Op�ti princip neodre enosti za 2D linearne S/SF filtre

Za 1D kompleksne signale, odnosno te�inske funkcije filtra x(t), standardna mjera
efektivne �irine ( t) je data kao kvadratni korjen varijanse, odnosno kao drugi moment
distribucije njegove energije:

* 2

2

*

()()d
()

()()d

x t x t t t
t

x t x t t
,

gdje x*(t) predstavlja konjugovano-kompleksnu vrijednost funkcije x(t). Stoga, proizvod x(t)x*(t)
korespondira distribuciji enegrije funkcije x(t). Radi jednostavnosti posmatrajmo signal, odnosno
filtar, koji je centriran u koordinatnom po etku (t=0), pri emu imenilac normalizuje efektivnu
�irinu ine i je nezavisnom od amplitude funkcije x(t). Neka je X( ) Fourier-ova transformacija
funkcije x(t). Njen efektivni propusni opseg je definisan u uslovima analognog normalizovanog
drugog momenta ( )2, a njena energetska distribucija je predstavljena kao X( )X*( ). Tada
poznati princip neodre enosti za 1D signale/filtre, [1], [13], [15], [67], koji je izveden u prvoj
glavi disertacije, specificira fundamentalnu donju granicu mogu e vrijednosti ovog proizvoda
kao: ( t)( ) 1/(4 ).
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Za 2D signale, odnosno filtre, x(t1,t2), postoji nekoliko mogu ih generalizacija koncepta
efektivne �irine, koji nastaju usljed postojanja tri Cartesian-ov druga momenta za
(normalizovanu i centriranu u koordinatnom po etku) energetsku distribuciju x(t1,t2) x*(t1,t2):

2 *
1 1 2 1 2 1 2, , d dt x t t x t t t t ,

2 *
2 1 2 1 2 1 2(, )(, )d dt x t t x t t t t ,

*
1 2 1 2 1 2 1 2(, )(, )d dt t x t t x t t t t .

Prve dvije jedna ine defini�u varijansu u okolini osa t2 i t1, dok tre a jedna ina (kombinovani
moment) defini�e asimetriju dijagonala. Poznato je da bilo koja 2D distribucija mo�e uvjek biti
rotirana tako da kombinovani moment bude jednak nuli, pri emu ugao ove rotacije odre uje
osnovne ose distribucije. Ukoliko osnovne ose 2D distribucije odgovaraju osama t1 i t2, tada je
drugi moment u okolini svake od ovih osa kvadrat efektivne �irine ( t1) ili efektivne du�ine ( t2)
distribucije, pri emu je proizvod ove dvije vrijednosti ( t1)( t2) mjera efektivne povr�ine. Stoga
je mogu e mjeriti efektivnu (ili zauzetu) povr�inu 2D signala/filtra u uslovima proizvoda
njegovih Cartesian-ovih drugih momenata u okolini osa t1 i t2, kada je izvr�ena rotacija tako da
su t1 i t2 njegove osnovne ose.

Analogno principu neodre enosti za 1D signale/filtre, koji je ranije citiran, postoje dva
principa neodre enosti za 2D signale/filtre koji ograni avaju efektivnu �irinu ( t1) i efektivnu
du�inu ( t2) 2D signala/filtra 1 2(, )()x t t x t , kao i efektivnu �irinu ( 1) i efektivnu du�inu

( 2) njegove 2D FT-je 1 2(, )()X X . Bez obzira na osnovne ose i uslove separabilnosti,

mogu e je pokazati da za bilo koji proizvoljni signal/filtar ()x t  centriran u
0 01 2(, )t t ija je 2D

FT-ja ()X  centrirana u
0 01 2(, )  va�e sljede a dva principa neodre enosti:

0 0

2 * 2 *
1 1 1 1

1 1
* *

()()()d ()()()d
1()(),

4()()d ()()d

t t x t x t t X X
t

x t x t t X X
 (3.1a)

0 0

2 * 2 *
2 2 2 2

2 2
* *

()()()d ()()()d
1()().

4()()d ()()d

t t x t x t t X X
t

x t x t t X X
 (3.1b)

Ova dva principa neodre enosti su fundamentalni uslovi iz kojih se dalje mogu izvesti ostale
relacije. Donje granice u (3.1a) i (3.1b) mogu biti dostignute samo za odre ene funkcije x(t1, t2)
ije su osnovne ose paralelne osama t1 i t2, odnosno za njihove transformacije X( 1, 2) i njima



Mr Nevena Radovi  Doktorska disertacija

glava III 85

odgovaraju e ose 1 i 2 (iako ova dva uslova ne impliciraju jedan drugi). Ukoliko su ove
funkcije i transformacije rotirane u odnosu na odgovaraju e ose, proizvod efektivnih �irina e u
op�tem slu aju rasti. Ukoliko pak osnovne ose odgovaraju osama t1 i t2, svaki od proizvoda
( t1)( t2) i ( 1)( 2) predstavlja efektivnu povr�inu zauzetu od strane signala/filtra u
odgovaraju em 2D domenu. Odatle slijedi da je zdru�ena rezolucija koja mo�e biti ostvarena od
strane bilo kog 2D filtra/2D signala u dva 2D domena, definisana pomo u domena koje zauzima,
ograni ena sljede om relacijom:

1 2 1 2 2
1()()()().

16
t t  (3.2)

Novi princip neodre enosti, izveden iz fundamentalnih relacija, (3.1a) i (3.1b), izra�ava teorijski
limit zdru�ene 2D rezolucije u dva 2D domena.

Mo�e biti pokazano da sljede a familija funkcija x(t1,t2) i njene 2D FT-je X( 1, 2) dosti�u
donju granicu nejednakosti (3.1a) i (3.1b):

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 20 0 0 0 0 0{- [(- )(- )]} {-2 [ (- )(- )]}

1 2(, ) t t a t t b i t t t tx t t e e , (3.3a)
2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 1 2 2 20 0 0 0 0 0{- [(- )/ (- )/ ]} {-2 [ (- )(- )]}
1 2(, ) a b i t tX e e . (3.3b)

Koriste i definicije efektivne �irine i efektivne du�ine u oba 2D domena, (3.1a) i (3.1b),
dobijamo:

1
1()

2
t

a
, 2

1()
2

t
b

, 1()
2

a , 2()
2

b .

Stoga, zdru�ena 2D rezolucija za ovu familiju 2D signala/2D filtara, definisana proizvodom
povr�ina koje zauzimaju u dva 2D domena, (3.2), dosti�e teorijski limit od 1/(16 2) bez obzira na
vrijednosti bilo kog od parametara. Zbog analogije izme u navedene familije optimalnih 2D
funkcija i Gabor-ovih, [56], vremensko-promjenljivih signala, ova familija je dobila ime 2D
Gabor-ove funkcije, odnosno 2D Gabor-ovi filtri, [144].

3.1.2. 2D Gabor-ovi filtri

2D Gabor-ov filtar (funkcija) x(t1,t2), (3.3), je proizvod elipti ne Gaussian-ove funkcije sa
parametrom (b/a) centrirane u

0 01 2(, )t t  i kompleksne eksponencijalne funkcije koja predstavlja

harmonijsku modulaciju sa prostornom frekvencijom
0 0

2 2
1 2()  i orjentacijom

0 02 1arctg(/ ) . Amplituda i faza su specificirani sa pretpostavljenim kompleksnim

koeficijentom Aei  koji mno�i jedna ine (3.3). U ne�to op�tijoj formi x(t1,t2) i X( 1, 2) bi bili
definisani kao eksponencijalni potpuni bivarijantni polinomi drugog reda:

2 2
1 1 2 2 1 2()At Bt t Ct Dt Et Fe ,
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gdje je B2<4AC, a koeficijenti D, E i F su kompleksni. Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je
funkcija x(t1,t2) rotirana tako da osnovne ose odgovaraju osama t1 i t2, te stoga koeficijent kros-
proizvoda B ima vrijednost 0.

Treba primjetiti da 2D Gabor-ove funkcije:

1. imaju istu funkcionalnu formu u oba 2D domena (prostornom i frekvencijskom),

2. nijesu polarno separabilne ni u jednom domenu,

3. su Cartesian-separabilne samo u odre enim, specijalnim slu ajevima.

(a) (b)

Slika 3.1 Struktura 2D Gabor-ovog filtra u 2D prostornom (a) i 2D frekvencijskom domenu (b). Parametri
prikazanog 2D filtra su, shodno jedna ini (3.3),

0 01 2 0t t ,
0 01 23 ciklus/stepen, 0  i a2=b2=16/  stepen-2.

Grafik reprezentativnog parno-simetri nog predstavnika 2D Gabor-ove familije filtara,
originalno predlo�en od strane Daugman-a, [143], je prikazan na slici 3.1. Primjetimo da izbor
razli itih vrijednosti parametara 2D filtra,

0 0 0 01 2 1 2(, , , , , ),t t a b  centrira 2D filtar na razli ite

prostorne lokacije
0 01 2(, )t t  i daje mu razli ite �eljene prostorno-frekvencijske i orjentacione

odzive u skladu sa centralnim lokacijama
0 01 2(, ),  pokrivaju i na taj na in oba 2D domena.

Zavisno od vrijednosti parametara propusnog opsega a i b, dolazi do podjele favorizuju e
rezolucije � za male vrijednosti parametara a i b ostvaruje se dobra rezolucija u 2D
frekvencijskom domenu, odnosno za ve e vrijednosti parametara a i b ostvaruje se dobra
rezolucija u 2D prostornom domenu. Kombinovanjem prethodnih slu ajeva favorizuje se
prostorna rezolucija u jednom pravcu, dok se frekvencijska ili orjentaciona rezolucija favorizuju
u njemu normalnom pravcu. Zdru�eni efekti operacija koje se izvode u oba 2D domena
simultano, sa ciljem pode�avanja odgovaraju ih rezolucija, su sumirani u tabeli 3.1.

Na slici 3.2 su grafi ki predstavljena tri razli ita filtra iz familije 2D Gabor-ovih
optimalnih filtara. Lijeva kolona slike 3.2 prikazuje tri parna simetri na 2D filtra, pri emu svaki
od njih ima istu prostorno-modulacionu frekvenciju i orjentaciju, ali i razli iti odnos
�irina/du�ina, �to je ozna eno elipti nim konturama koje predstavljaju 2D anvelope amplitude
1/e. Sli no, desna kolona slike 3.2 aproksimativno predstavlja konturu amplitude 1/e za dva
dijela 2D FT-je svakog od ovih filtara. U frekvencijskom domenu svi centri ovih 2D filtara imaju
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istu lokaciju koja korespondira maksimalnom spektralnom odzivu na prostornoj frekvenciji 0 u
vertikalnoj orjentaciji, kao �to je odre eno �ablonom modulacije u 2D prostornom domenu.

Zaklju ujemo da se kod opisanih 2D linearnih filtara moraju kompromisno odre ivati
rezolucije u razli itim pravcima, pri emu, na primjer mo�emo izo�triti prostornu rezoluciju u t2

pravcu (na ra un orjentacione rezolucije), ili pak izo�triti prostornu rezoluciju u t1 pravcu (na
ra un prostorno-frekvencijske rezolucije). Na taj na in filtri obezbje uju ekstrakciju razli itih
prostorno-spektralnih informacija iz 2D signala. Ipak, kod 2D Gabor-ovih filtara proizvod 2D
rezolucija u dva 2D domena je isti i jednak teorijski dosti�nom limitu, [144], [146].

Tabela 3.1 Odgovaraju e osobine filtara u 2D prostornom i 2D spektralnom domenu.

2D prostorni domen 2D frekvencijski domen

Modulisanje anvelope filtra sa frekvencijom
0 u vektorskoj orjentaciji 0

Pozicioniranje spektralnog centra na koordinate
Fourier-ove ravni

0 01 2(, ) , pri emu je:

01 0 cos() m i
02 0 sin() m

Pozicioniranje centra filtra na prostorne
koordinate

0 01 2(, )t t

Modulaciona transformacija pri emu je

spektralna frekvencija
0 0

2 2
1 2t t  i orjentacija

0 02 1arctg(/ )t t

Rotiranje filtra za ugao  oko osnovnih
koordinata

Rotiranje transformacije za ugao  oko
osnovnih koordinata

Produ�avanje (komprimovanje) filtra u
pravcu t1 sa faktorom

Komprimovanje (produ�avanje) filtra u pravcu
u sa faktorom

Produ�avanje (komprimovanje) filtra u
pravcu t2 sa faktorom

Komprimovanje (produ�avanje) filtra u pravcu
v sa faktorom

Postavljanje odnosa anvelope na  Postavljanje odnosa anvelope na 1/

Fundamentalna osobina koju je potrebno uo iti na slici 3.2 je to da je proizvod zauzetih
domena proizvoljnih analiti kih funkcija filtara u dva 2D domena uvjek nezavisan od bilo koje
dilatacije, translacije ili modulacije. Uz to, za 2D Gabor-ove filtre analiti ki opisane jedna inama
(3.3), ovaj proizvod zauzetih domena je uvjek najmanji mogu i, bez obzira na vrijednosti bilo
kojeg od �est parametara koji defini�u razli ite filtre ove familije. Jo� jedna osobina koja je
opisana slikom 3.2 je ta da je za razli ite filtre ograni ene tako da zauzimaju isti ukupni dio 2D
prostorne povr�ine (na primjer, slika 3.2(b) i slika 3.2(c)) bilo koja dobit u 2D prostornoj
rezoluciji mora biti pra ena gubitkom u 2D frekvencijskoj (spektralnoj) rezoluciji. To je
posljedica injenice da ovi filtri imaju konstantan stepen 2D prostorne rezolucije (oblast
integraljenja) i zauzimaju fiksnu povr�inu u 2D frekvencijskom domenu, te su stoga elipse
frekvencijskog domena, slika 3.2(b) i slika 3.2(c), konstantne, dok njihovi razli iti oblici
obezbje uju razli ite odnose izme u 1/2 i F.
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3.1.2.1. Analiza 2D Gabor-og filtra u 2D prostornom domenu

2D elipti na Gaussian-ova kriva, centrirana u koordinatnom po etku Cartesian-ovog
koordinatnog po etka, sa glavnom i sporednom osom paralelnom koordinatnim osama, mo�e biti
zapisana u sljede oj formi:

2 2 2 2
1 21/2(/ / )

1 2(, )e t a t bw t t , (3.4)

01/

0- 0

F

F=1/

1/2
0

1
2

1/2

0- 0

F

F=1/

1/2
0

1
2

1/2

0- 0

F

F=1/

1/2
0

1
2

1/2

Slika 3.2 Pogled odozgo na tri lana familije 2D Gabor-ovih optimalnih filtara, pri emu svaki od njih ima istu
prostornu frekvenciju i orjentaciju. Slika demonstrira zavisnost izme u prostorno-frekvencijskog propusnog opsega
filtra i propusnog opsega orjentacije u njihovom prostornom domenu dimenzija anvelope; frekvencija i orjentacija
su nezavisne od ovih dimenzija.
a) Anvelopa kru�nog filtra u prostornom domenu je u frekvencijskom domenu izra�ena kroz sumu dva kru�na
regiona iji centri odgovaraju modulacionoj frekvenciji filtra i iji su prostorno-frekvencijski propusni opseg i
orjentacioni propusni opseg inverzno povezani sa prostornim dijametrom anvelope.
b) Produ�avanje receptivnog polja filtra u pravcu paralelnom pravcu modulacije izo�trava orjentacioni propusni
opseg 1/2, ali nema uticaja na prostorno-frekvencijski propusni opseg F.
c) Produ�avanje receptivnog polja filtra u pravcu normalnom na pravac modulacije vodi do izo�travanja prostorno-
frekvencijskog propusnog opsega F , ali nema uticaja na orjentacioni propusni opseg 1/2.
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pri emu je a2 varijansa u pravcu t1, a b2 varijansa u pravcu t2. Elipti na Gaussian-ova kriva
mo�e biti centrirana na bilo kojoj �eljenoj prostornoj lokaciji translacijom ( ) koordinata uz
pomo  �eljenih prostornih pomjeraja

01t  i
02t ,

01 1 1t t t ,

02 2 2t t t .

Glavna i sporedna osa Gaussian-ove krive (g) mogu biti orjentisane u proizvoljnom pravcu
rotacijom koordinata u pravcu suprotnom kretanju kazaljke na satu za ugao A:

1 1 2cos()sin()gt t A t A ,

2 1 2sin()cos()gt t A t A .

Zamjenom prethodnih relacija dobijamo jedna inu elipti ne Gaussian-ove krive proizvoljne
orjentacije centrirane u proizvoljnim koordinatama:

2 2 2 2
1 21/2(/ / )

1 2(, )e g gt a t bw t t . (3.5)

Ova jedna ina ima pet slobodnih parametara: a2 i b2 su prostorne varijanse u pravcima t1g i
t2g, respektivno;

01t  i
02t su lokacije centra u odnosu na koordinatni sistem u pravcima t1 i t2,

respektivno; A je ugao rotacije koordinata Gaussian-ove krive u odnosu na koordinatni sistem.
2D sinusoidalni ravanski talas mo�e biti zapisan u sljede em obliku:

1 1 2 20 02 ()
1 2(, )e i t tm t t , (3.6)

pri emu su
01  i

02  su prostorne frekvencije u t1 i t2 pravcima, respektivno. Koriste i Euler-

ovu formulu, prethodna jedna ina mo�e biti zapisana u sljede em obliku:

0 0 0 01 2 1 1 2 2 1 1 2 2(, )cos[ 2 ()] sin[ 2 ()]m t t t t i t t . (3.7)

Optimalnost 2D Gabor-ovog filtra va�i samo za filtar u kompleksnoj formi. Posmatrajmo samo
realne signale (dakle, kosinuni lan). Mo�emo izabrati �eljenu ta ku za koordinatni po etak
modulacionog lana. Primjetimo da je koordinatni po etak modulacionog lana nezavisan u
slu aju elipti ne Gaussian-ove krive. Naime, mogu e je translirati osnovni koordinatni sistem za
t1m i t2m:

0 01 2 1 1 1 2 2 2(, )cos[ 2 (()())] m mm t t t t t t , (3.8a)

odnosno,

0 0 0 01 2 1 1 2 2 1 1 2 2(, )cos[ 2 (())] m mm t t t t t t . (3.8b)

Ove dvije konstantne translacije, (3.8a) i (3.8b), mogu biti nadovezane, pri emu rezultuju sa:

0 01 2 1 1 2 2(, )cos[ 2 ()]m t t t t P , (3.9)

gdje je
0 01 1 2 2m mP t t .
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Ukoliko su t1m i t2m izabrani tako da vr�e pomjeraj od centra elipti ke Gaussian-ove
funkcije, parametar P se prirodno interpretira kao relativni fazni ugao modulacionog lana.

2D Gabor-ov filtar sada mo�e biti zapisan kao proizvod elipti ke Gaussian-ove funkcije,
(3.5), i sinusoidalnog ravanskog talasa, (3.9), slika 3.1(a), [146],

2 2 2 2
1 2

0 0

1/2(/ / )
1 2 1 1 2 2(, )e cos[ 2 ()]g gt a t bx t t K t t P . (3.10)

Ova jedna ina daje realni (observabilni) dio generalizovanog 2D Gabor-ovog filtra. Skaliraju i
faktor K je uklju en kako bi dozvolio formiranje Gabor-ovih filtara razli itih amplituda.

Modulacioni lan mo�e biti zapisan u Cartesian-ovim koordinatama
01 i

02  kao �to je i

u injeno, ili pak u polarnim koordinatama koriste i trigonometrijske relacije:

0 0

2 2
0 1 2()F ,

0 00 2 1arctg(/ ) .

Parametri F0 i 0 su prostorna frekvencija modulacije i njena orjentacija, respektivno.
Stoga, funkcionalna forma 2D Gabor-ovog filtra zahtijeva devet slobodnih parametara. Tri

odre uju konverzije koordinatnog sistema (translacije u pravcima t1 i t2, kao i Gaussian-ovu
rotaciju) i mogu biti ignorisane nakon �to se odrede. Amplituda odre uju skaliraju i faktor koji
tako e mo�e biti ignorisan nakon �to je definisan. Preostalih pet esencijalnih parametara
(varijanse du� glavne i sporedne ose, prostorna frekvencija, relativna orjentacija i relativna faza)
u potpunosti karakteri�u 2D Gabor-ov filtar u njegovom najop�tijem obliku.

3.1.2.2. Analiza 2D Gabor-ovog filtra u 2D frekvencijskom domenu

U 2D frekvencijskom domenu moramo dozvoliti iste varijacije strukture filtra koje smo
dozvolili u 2D prostornom domenu. Me utim, postoje komplikacije. Naime, u praksi mo�emo
posmatrati samo relativna slabljenja amplitude koja su nametnuta ulaznim sinusoidama. Da bi
opisali ovo ograni enje, vr�imo mjerenje amplitudskog spektra prenosne funkcije sistema. Stoga,
moramo na i amplitudski spektar generalizovane forme 2D Gabor-ovog filtra.

Koriste i Euler-ovu formulu, modulacioni lan mo�e biti zapisan u sljede em obliku:

1 1 2 2 1 1 2 20 0 0 02 ()2 ()
1 2

1 1(, )e e
2 2

i t t P i t t Pm t t , (3.11)

a njegova FT:

1 2 1 20 0 0 0()(, )()(, )
1 2(, )e eiP iPM , (3.12)

pri emu je  delta funkcija.
2D FT elipti ne Gaussian-ove krive je:

2 2 2 2
1 2()

1 2(, )e g ga bW . (3.13)

Konvolucija posljednja dva izraza daje kompleksni spektar, [146]:
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2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2()()

1 2(, )e e e eg g g ga b a biP iPF . (3.14)

Ovaj izraz ima �est slobodnih parametara. 1g  i 2g  sadr�e dva konstantna parametra

translacije
01  i

02 , koji odre uju lokaciju Gaussian-ove funkcije u odnosu na koordinatni

po etak i ugao rotacije A, koji odre uje orjentaciju osnovnih osa. P je relativni prostorni fazni
ugao, dok su a i b du�ine osnovnih Gaussian-ovih osa u pravcima 1g  i 2g , respektivno.

Amplitudski spektar je dat kao kvadratni korjen sume kvardata realnog i imaginarnog
dijela. Neka G+ i G- ozna avaju dva dijela elipti ne Gaussian-ove funkcije koja su simetri na u
odnosu na koordinatni po etak (predstavljaju dva dijela prethodne jedna ine). Kompleksni
spektar tada mo�e biti zapisan kao:

1 2(, )e G e GiP iPF

                       = G [cos()sin()] G [cos()sin()]
                      cos()(G G )sin()(G G ).

P i P P i P
P i P

 (3.15)

Kvadrat realnog dijela jedna ine (3.15) je:

2 2 2cos ()(G G 2G G )P ,

a kvadrat imaginarnog dijela je:

2 2 2sin ()(G G 2G G )P .

Koriste i trigonometrijsku identitet, 2 2cos ()sin ()1P P , dobijamo:

2 2 2 2
1 2(, )G G 2G G [cos ()sin ()]F P P . (3.16)

Koriste i trigornometrijski identitet, 2 2cos ()sin ()cos(2 )P P P  i ra unaju i kvadratni korjen,

dobijamo amplitudski spektar 2D Gabor-ovog filtra, slika 3.1(b), [146],

2 2 1/2
1 2(, ){G G 2G G [cos(2 )]}F K P , (3.17)

koji mo�e biti razvijen kori� enjem razvijenih oblika za G+ i G-. Kao i ranije, uklju ujemo
amplitudski lan u ra unanje u slu aju da je posmatrani signal o�te en �umom. Stoga,
funkcionalni oblik koji tra�imo ima sedam slobodnih parametara, pri emu ve ina njih proizilazi
iz prethodne jedna ine. Relativni prostorni fazni ugao se pojavljuje u finalnom izrazu kao
konstanta, opisuju i kombinaciju dvije simetri ne elipti ne Gaussian-ove funkcije. Izraz je
nezavisan od prostorne lokacije filtra, �to je posljedica osobine shift invarijantnosti FT-je.

Zaklju uje se da je definisanje 2D Gabor-ovog filtra jednostavnije izvr�iti u 2D
frekvencijskom domenu usljed manjeg broja slobodnih parametara koje je potrebno odrediti (7
slobodnih parametara, u odnosu na 9 koje je potrebno odrediti za definisanje Gabor-ovog filtra u
2D prostornom domenu).
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3.2. 2D nelinearni S/SF filtri

Posmatrajmo 2D za�umljeni signal ()x t , pri emu t  predstavlja vektor prostornih

komponenti 1 2(, )t t t , odnosno 1 2()(, )x t x t t :

()()()x t f t t , (3.18)

gdje je 1 2()(, )t t t  2D aditivni, bijeli Gaussian-ov kompleksni �um.

Prostorno-promjenljivo (nestacionarno) filtriranje je definisano analogno 1D vremenski-
promjenljivom filtriranju, [26], [32], [36], [37], [66], [129], na slijede i na in:

 ()()(/ 2, / 2)()d ,Hx t h t t x t  (3.19)

pri emu je ()h t  impulsni odziv prostorno-promjenljivog 2D sistema H.

Definicija (3.19) je blago modifikovana u odnosu na postoje e 1D definicije, [26], [32],
[36], [37], [66]. Modifikacija se uvodi kako bi omogu ila da se u slu aju filtriranja signala

()() j tf t Ae  na izlazu filtra dobije neizobli eni signal, odnosno ()()()Hf t cf t . Pri tome se

podrazumijeva da je filtar u S/SF domenu definisan kao delta funkcija (()) t  du� lokalne

frekvencije13 (Local Frequency - LF) ()r  za signale koji zadovoljavaju uslove metoda

stacionarne faze, [19], [68].
Naime, osobina 2D S/SFD-ja da su dobro koncentrisane u okolini svoje LF-je

()()l t t  je jedan od osnovnih razloga njihovog uvo enja i primjene u filtriranju 2D

signala. 2D WD mo�e da ostvari kompletnu koncentraciju auto- lanova 2D signala ije se
varijacije LF-je mogu smatrati linearnim unutar posmatranih domena. S druge strane, u cilju
unaprije enja koncentracije auto- lanova 2D signala za slu aj nelinearnih LF-ja se uvode
razli ite modifikacije, [13], [19], [24], [102], [119].

Posmatrajmo 2D FM signal ()() j tf t Ae . Pretpostavimo da njegova 2D FT mo�e biti

dobijena kori� enjem 2D oblika metoda stacionarne faze, [19], [68],

0 0
2

()()
2 2

0 0
2 2
1 2

(2 )()d
()()

j t jtj t jt

t

jF Ae e t Ae e
t t

t t

,

pri emu je 0t  ta ka u kojoj je 0()t . Dalje, pretpostavimo da smo dostigli idealno

koncentrisanu 2D S/SF reprezentaciju datu sa (()) t  za ()f t . Kada nema ulaznog �uma

13 Za n-dimenzionalni signal ()()() j tx t A t e , gdje je 1 2(, ,..., )nt t t t  i ()A t  sporopromjenljiva n-
dimenzionalna funkcija, lokalna frekvencija se defini�e kao ()t , pri emu je 1 2(, ,..., ) n , a
operator za Hamiltonijan.
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(idealan slu aj), odnosno kada je ()()x t f t , o ekuje se da se filtriranjem dobija neo�te en

ulazni 2D signal na izlazu.
Prema Parseval-ovoj teoremi i uz uslov da su zadovoljeni kriterijumi za primjenu metoda

stacionarne faze (tj. da iz 0()()t t  slijedi da je 0t t ), iz jedna ine (3.19) dobijamo:

()()(/ 2, / 2)()dHx t h t t x t

2
1= (, )()d

4
jt

HL t F e

2
0 0()

2 2
0 0

2 2
1 2

1 1                                                         = (())d
2 ()()

j t jt jtt Ae e e
t t

t t
() .j tcAe

gdje je:

2 2

2 2
1 2

1 1
2 ()()

c
t t

t t

.

Uo avamo da je na izlazu 2D filtra dobijen originalni 2D signal sa varijacijom amplitude koja
zavisi od varijacije LF-je. Isto va�i za (3.19) ukoliko je w(0)=1. U numeri kim realizacijama,
delta funkcija podrazumijeva jedini ne vrijednosti du� ravni LF-je.

Standardno kori� ena definicija za vremensko-promjenljivo filtriranje:

()()(/ 2, / 2)()dHx t h t t x ,

bi u ovom slu aju dala:

()()()() j t jr tHx t cAe e .

Dobijeni izraz nije po�eljan. Naime, filtrirani 2D signal osim amplitudskih varijacija, ima i
zna ajne kompleksne devijacije faze. Ovo obja�njava motivaciju za blagom modifikacijom
definicije prostorno-frekvencijskog filtriranja.

Sa teorijskog stanovi�ta je interesantno skrenuti pa�nju na slu aj kada funkcija oslonca 2D
filtra nije (()) t , ve  geometrijska sredina idealno koncentrisanih distribucija du� lokalne

frekvencije (()) t  i grupnog pomjeraja14 (()) gt t .

14 Posmatrajmo n-dimenzionalni signal ()x t , koji ima nenulte vrijednosti u okviru kratkih intervala u pravcima

osa , 1, 2,...,it i n . Fourier-ovu transformaciju ovog signala mo�emo pisati u obliku ()()() jX R e , pri emu je

1 2(, ,..., ) n  i ()R  sporopromjenljiva n-dimenzionalna funkcija. Grupni pomjeraj se tada defini�e kao
()t , gdje  predstavlja operator za Hamiltonijan.
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Za asimptotske signale 1()()gt  va�i [19]. Tada bi, za:

1

2 2

2 2
1 2

(, )2 (())(())

()()               =2 (())

HL t j t t

t tj t
t t

izlazni signal 2D filtra bio isti kao i ulazni signal, bez dodatnih amplitudskih varijacija, odnosno
()()() j tHx t Ae .

Vratimo se razmatranju 2D sistema za prostorno-promjenljivo filtriranje.
Optimalni sistem optH , odnosno njegova optimalna prenosna funkcija mo�e biti odre ena

minimizacijom srednje kvadratne gre�ke, na posmatranom vremenskom intervalu:

2arg min{ ()()()}.opt H
H f t Hx t (3.20)

U idealnom slu aju, filtriranjem se posti�e da je:

()()(), ()()0.Hf t f t H t (3.21)

Prenosna funkcija optimalnog nestacionarnog filtra optH  se izvodi analogno izvo enju

prenosne funkcije Wiener-ovog filtra prilikom analize stacionarnih signala, tj. minimiziranjem
srednje kvadratne gre�ke

22 { ()()()}e E f t Hx t  (3.22)

po prenosnoj funkciji projektovanog filtra H,

2
*2 {[ ()(/ 2, / 2)()d ] ()} 0.

(2, 2)
e E f t h t t x t x t

h t t
(3.23)

Dostizanjem minimalne vrijednosti srednje kvadratne gre�ke 2e  se posti�e ortogonalnost gre�ke

()()()f t Hx t  i ()x t , pri emu  predstavlja parametar proizvoljne vrijednosti. Ovo

rezultuje jednako� u, [66], [68]:

*{[ ()(/ 2, / 2)()d ] ()} 0.E f t h t t x t x t (3.24)

Tako e, primjetimo da se FT pojedinih lanova prethodne jedna ine po promjenljivoj t  mo�e
predstaviti preko srednje vrijednosti ambiguity funkcije, [34], [39],

*(, ){ (/ 2)(/ 2)} d . j t
xx

t
AF E x t x t e t (3.25)

Drugim rije ima, pronalaze i FT-ju svih sabiraka iz (3.24) po promjenljivoj t  i upotrebljavaju i
definiciju (3.25), jednostavno se izvode sljede e jednakosti:

* 2[ { ()()}] (, ), j
fxtFT E f t x t AF e (3.26)
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* ()2[ { ()()}] (, ). j
xxtFT E x t x t AF e (3.27)

Tako e, jedna inu (3.24) je mogu e napisati u jednom od sljede ih oblika:

2 ()2(, )(, )* (, )d ,j j
fx xxHAF e A AF e (3.28)

2 ()()2(, )(, )(, )d d ,j j u
fx xxH

u
AF e A u AF u e u (3.29)

gdje je:

(, )(2, 2)d j t
H

t
A h t t e t (3.30)

FT impulsnog odziva optimalnog nestacionarnog 2D filtra po promjenljivoj t .

Procesi koji su, gotovo u potpunosti, koncentrisani oko osa ambiguity domena (, ) , (u

1D slu aju ovi procesi se nazivaju underspread procesima, [34], [36], [39]), razli iti su od nule

samo za male vrijednosti | |, | |, | |,| |u . Stoga, va�i da je 2u ut , a samim tim i

()/2 1j u ute , �to dalje rezultuje slijede im izrazom:

(, )(, )(, )d d .fx xxH
u

AF A u AF u u (3.31)

Primjetimo da za kvazistacionarne procese, [66], [68], [129], jedna ina (3.31) direktno
slijedi iz jedna ine (3.24), bez dodatnih pretpostavki. Za ovu vrstu procesa va�e sljede e relacije:

* *{ ()()} { (/ 2)(/ 2)}E f t x t E f t x t ,
*{ ()()} { (()/ 2)E x t x t E x t *(()/ 2)}x t .

2D FT jedna ine (3.31) rezultuje sa:

(, )(, )(, )fx xxHWD t L t WD t , (3.32)

gdje je (, )xxWD t  Wigner-ov spekar, odnosno o ekivana vrijednost WD-je signala ()x t :

*(, ){ (/ 2)(/ 2)} d j
xxWD t E x t x t e ,

a (, )HL t  2D Weyl-ov simbol, kojim je ozna ena funkcija oslonca optimalnog nestacionarnog

2D filtra:

,(, )[ (, )] (, )d .
2 2

j
H HL t FT A h t t e  (3.33)

Ukoliko 2D signal i 2D �um nijesu korelirani tada se (, )HL t  mo�e zapisati na sljede i na in:

(, )(, )
(, )(, )

ff
H

ff

WD tL t
WD t WD t

. (3.34)
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Uo imo da se za stacionarne procese, kod kojih je (, )()ff ffWD t X , (, )
2 2

h t t ()h  i

(, )(){ ()}HL t H FT h , relacije (3.19), (3.33) i (3.34) redukuju na dobro poznate

stacionarne forme, [66], [68].
Pretpostavimo da se spektar odabrane 2D S/SFD-je signala ()f t  nalazi unutar uske oblasti

Rf prostorno-frekvencijske ravni, dok je najve i dio �uma raspore en van ove oblasti (samo mali
dio �uma, u pore enju sa njegovom cjelokupnom energijom, le�i u oblasti Rf). Ovo je veoma
zastupljen slu aj u praksi, a jedan od najistaknutijih primjera je �iroka klasa FM signala, visoko
koncentrisanih na svojim LF-jama, maskiranih aditivnim, bijelim, Gaussian-ovim �umom ()t ,

ra�irenim u itavom 2D S/SF domenu. Na osnovu postavljenih zahtjeva, funkciju oslonca
optimalnog nestacionarnog 2D filtra, mo�emo zapisati kao:

1,     za (, )
(, )

0,    za (, ),
f

H
f

t R
L t

t R
 (3.35)

gdje je Rf region u kojem je (, )0fWD t .

Primjenom ovog rje�enja na definicioni izraz prostorno-promjenljivog filtriranja (3.20) se
ostvaruje efikasno filtriranje monokomponentnih i multikomponentnih 2D FM signala,
maskiranih aditivnim, bijelim, Gaussian-ovim �umom. Uo imo da uzimanje proizvoljne
konstantne vrijednosti u jedna ini (3.35), unutar opsega Rf, ne uzrokuje bilo kakve kvalitativne
izmjene u analizi.

Jedna ina (3.35) mo�e biti izvedena na poluintuitivan na in, kao u [32]. Tada bi neka
ograni enja nametnuta u ovom izvo enju, kao ono koje se odnosi na underspread procese, bila
nepotrebna.

Impulsni odziv prostorno-promjenljivog filtra se dobija u obliku:

2

1(2, 2)(, )d .
4

j
Hh t t L t e  (3.36)

Primjenom Parseval-ove teoreme defini�emo prostorno-promjenljivo filtriranje u
frekvencijskom domenu,

2

1()()(, )()d ,
4

j t
HHx t L t X e  (3.37)

gdje je ()[ ()]X FT x t .

U cilju prakti ne realizacije prostorno-promjenljivog filtriranja se vr�i ograni avanje
ulaznog signala ()x t  (filtriranog po definicionom izrazu (3.19)) funkcijom prozora ()w ,

()()(2, 2)()()d ,Hx t h t t w x t  (3.38)

odnosno:
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2
1()()(, )(, )d .

4 H xHx t L t STFT t  (3.39)

Za signale koji su idealno koncentrisani du� LF-je u prostorno-frekvencijskom domenu

prozor ()w  ne uti e na izlaz filtra (3.38), sve dok je (0)1w const .

Prilikom prakti ne implementacije 2D nelinearnih S/SF filtara, domen Rf se odre uje
upotrebom pseudo oblika 2D S/SFD-je. Razmotrimo prethodnu analizu na primjeru 2D PWD-je:

*(, )()(2)(2)d . j
ff ePWD t w f t f t e  (3.40)

Primjetimo da prozori ()w  i ()ew  upotrijebljeni u definicionim izrazima pseudo forme

optimalnog nestacionarnog filtriranja, (3.38), i 2D PWD-je, (3.40), nijesu povezani, tako da se
njihova analiza i optimizacija mo�e vr�iti odvojeno. Prozorom ()ew  se vr�i zaobljavanje

originalne 2D WD-je,

 (, )(, )* ().ff ff ePWD t WD t W  (3.41)

Ukoliko sa pR  ozna imo region dobijen upotrebom 2D PWD-je u definicionom izrazu funkcije

oslonca 2D filtra (3.34), njegovu veli inu mo�emo predstaviti sa:

 .pR R R  (3.42)

Sa R je ozna en region dobijen upotrebom originalne 2D WD-je, dok je R  uve anje regiona R
usljed upotrebe 2D PWD-je. R  je direktno proporcionalano sa ()eW  (FT-ja funkcije prozora

()ew ), odnosno obrnuto proporcionalno �irini prozora ()ew . Primjenom 2D PWD-je, (3.40),

propu�tamo ve u koli inu �uma kroz sistem nego �to je neophodno sa teorijskog aspekta. Da bi
sveli koli inu �uma unesenu u sistem na prihvatljivu mjeru, potrebno je izvr�iti smanjenje �irine
prozora ()ew , odnosno pro�irivanje funkcije ()eW . Sa druge strane, ovim postupkom se vr�i

zna ajan uticaj i na analizirani signal. Naime, pro�irivanjem ()eW  pove avamo region pR

funkcije oslonca. Time se mogu degradirati performanse posmatranog signala u trenutku t ,
po�to se �irenjem regiona pR  na izlazu sistema mogu pojaviti i frekvencijske komponente

signala koje ne pripadaju posmatranom vremenskom trenutku t . Zaklju ujemo da je pove anje
�irine prozora ()ew  pra eno rastom energije �uma, odnosno smanjenjem kvaliteta filtriranog

signala. �irina prozora ()ew  stoga mora biti odre ena kompromisnim izborom (optimizacijom)

u cilju zadovoljenja oba zahtjeva.
Diskretna forma jedna ine (3.39) je:

 ()()(, )(, ) H
k

Hx n L n k STFT n k , (3.43)

pri emu (, )HL n k  podrazumijeva jedini nu vrijednost u domenu u kom je 2D WD signala

razli ita od nule. Dakle, u cilju izvo enja prostorno-frekvencijskog filtriranja potrebno je
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poznavati (, )STFT n k  i (, )HL n k . Izra unavanje (, )STFT n k je jednostavano, ali se problem

odre ivanja (, )HL n k zadr�ava i predstavlja su�tinu prostorno-frekvencijskog filtriranja.

O igledno, precizno definisanje vrijednosti (, )HL n k je direktno povezano sa preciznim

odre ivanjem regiona Rf, �to dalje vodi estimaciji 2D WD-je signala bez �uma. Uo imo da je u
praksi ovu estimaciju potrebno izvesti na bazi samo jedne realizacije signala sa �umom sa, �to je
mogu e manjom, srednjom kvadratnom gre�kom.

Primjetimo da bi odre ivanje funkcije oslonca 2D filtra bazirano na 2D spektrogramu bilo
odgovaraju e samo u slu aju kada su prostorne promjene LF-je veoma spore ili bezna ajne, tako
da se LF mo�e smatrati konstantnom u okviru prozora ()w . U suprotnom, kada su varijacije

LF-je unutar razmatranog domena zna ajne za niske i visoke frekvencije, estimacija bazirana na
2D spektrogramu ili 2D skalogramu postaje nepouzdana. Tako e, funkcija oslonca odre ena
upotrebom ovih distribucija bi bila pre�iroka i rezultirala bi neefikasnim filtriranjem.

Definisanje funkcije oslonca, odnosno na ina za njenu kvalitetnu estimaciju otvara prostor
za razli ite istra�iva ke pristupe, a samim tim i dizajn razli itih vrsta 2D filtara.

3.2.1. 2D filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu izra una biasa i
varijanse, [130]

U nastavku e biti predstavljen jedan od postoje ih pristupa rje�avanju problema filtriranja
2D signala koji estimaciju funkcije oslonca 2D filtra bazira na izra unu biasa i varijanse, [130].
Ovaj metod je sposoban da obezbijedi dobru estimaciju funkcije oslonca 2D filtra koja je od
krucijalnog zna aja za kvalitetno i efikasno filtriranje, i to na bazi jedne realizacije za�umljenog
signala, �to je u praksi i naj e� i slu aj. Time on obezbje uje kvalitetno prostorno-promjenljivo
filtriranje, te demonstrira superiornost nestacionarnog koncepta procesiranja 2D signala u odnosu
na prostorno-invarijantne metode.

U razmatranom algoritmu je, kao bazi na distribucija, kori� ena 2D WD, zajedno sa 2D
Weyl-ovim simbolom. Estimacija na bazi 2D WD-je je, za slu aj monokomponentnih signala,
bliska optimalnoj sa aspekta biasa i varijanse, [102], [122], [124]. Za rad sa multikomponentnim
signalima je, umjesto 2D WD-je koja pati od efekata interferencije, kori� en 2D SM, [108],
[112].

Bias i varijansa su dva parametra iji zbir odre uje srednju kvadratnu gre�ku estimacije na
bazi 2D WD-je. Oni se analiziraju za 2D PWD-ju diskretnog deterministi kog za�umljenog
signala ()x t :

* * 2(, )()()()() j n
x

n
PWD t w n w n x t n x t n e , (3.44)

pri emu je 1 2 1 2()(, )(, )()()x t f t t t t f t t , ()f t  je isti signal, a ()t  kompleksni

aditivni Gaussian-ov bijeli �um, sa nezavisnim realnim i imaginarnim djelovima, i ukupnom
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varijansom 2 . Ova situacija korespondira realnim situacijama kada je poznata samo jedna

realizacija 2D signala ()f t , te stoga signal mo�emo smatrati deterministi kim. Autokorelaciona

funkcija �uma je 2(2 )(2 )R n n .

Srednju vrijednost 2D PWD-je je mogu e zapisati u sljede em obliku, [110]:

1 2 1 2

2{ (, )} (, )(2 )(2 )x f ww wwE PWD t WD t FT FT , (3.45)

gdje je (2 )wwFT  Fourier-ova transformacija 2D prozora *()()w n w n , dok je
1 2

2D

konvolucija du� osa 1 i 2. Drugi lan jedna ine (3.45):

1 2

2 2 2(2 )(0,0)wwFT w

je konstanta koja ne zavisi od oblika prozora i signala, te je nije potrebno dalje razmatrati. Prvi
lan jedna ine (3.45) je mogu e zapisati kao:

1 2
(, )(2 )(, )(, )f ww fWD t FT WD t bias t .

Bias (, )bias t mo�e biti aproksimiran sa, [130]:
2 22 2

2 1 2 2
2 2
1 2

(, )(, )()()(, )
8 8

f fWD t WD tn nbias t . (3.46)

Varijansa je definisana sa:

2 * *{ (, )(, )} { (, )} { (, )}xx x x x xE PWD t PWD t E PWD t E PWD t . (3.47)

Koriste i (3.47) dobijamo, analogno u 1D slu aju, [4], [110], da je:

2 2 4 2 2 2()[| ()| | ()| ]xx
n

w n f t n f t n , (3.48)

gdje je pretpostavljena realna i parna funkcija prozora ()w n .

Za signal sa sporopromjenljivom amplitudom ()A t , dobijamo da je:

2 2 2 2(2 ())xx wE A t , (3.49)

pri emu Ew ozna ava energiju 2D prozora. Za 2D Hanning-ov separabilni prozor ()w

1 2 1 2(, )()()w w w  �irine N, energija ima vrijednost Ew=9N2/64. Sli ne rezultate je mogu e

dobiti za bilo koji drugi oblik prozora proizvoljne �irine N. Na primjer, za 2D Hamming-ov
separabilni prozor energija je Ew=0.19793N2, a za 2D pravougaoni prozor Ew=N2.

Kao �to je ve  pomenuto, srednja kvadratna gre�ka je definisana kao:

2 2 2(, )(, ) xxe t bias t .

U skladu sa (3.46) i (3.49), mogu e je zapisati:

2 2
4

1(, ; )(, ; )()e t N C t N D t N
N

, (3.50)
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gdje je:

4
2 2 2 2 2

1 2(, ; )((, )/ (, )/ )
16f fC t N WD t WD t ,

2 2()9(2 ())/ 64D t A t .

Va�no je uo iti da varijansa raste sa kvadratnom vrijedno� u �irine 2D prozora, dok bias opada
istim tim intenzitetom. Optimalna �irina 2D prozora se izvodi iz:

2 (, ; ) 0 |
optN N

e t N
N

.

Iz (3.50) dobijamo da je:

6 2 (, ; )/ ()optN C t N D t . (3.51)

Primjetimo da je optimalna �irina 2D prozora Nopt prostorno i frekvencijski promjenljiva, s
obzirom da zavisi od (, ; )C t N . Iz (3.50) mo�emo zaklju iti da je za optimalnu �irinu 2D

prozora Nopt odnos izme u biasa i standardne devijacije:

(, )| 2
| 2

opt

opt

N N

xx N N

bias t
. (3.52)

O igledno, ovaj odnos je konstantan i ne zavisi od parametara, kao ni od signala. Optimalna
�irina 2D prozora, koja je opisana jedna inom (3.51), nije primjenljiva u rje�avanju prakti nih
problema. Razlog za to je nu�nost poznavanja vrijednosti (, ; )C t N . Ovaj zahtjev je nemogu e

unaprijed zadovoljiti, imaju i u vidu da ova vrijednost predstavlja funkciju izvoda 2D S/SFD-je
istog signala ()f t . Stoga je razvijen algoritam za odre ivanje optimalne �irine 2D prozora, bez

kori� enja parametra (, ; )C t N .

U cilju estimacije 2D WD-je signala ()f t  i odgovaraju e funkcije oslonca Rf upotrebom

optimalne �irine 2D prozora za svaku prostornu i frekvencijsku ta ku, iskori� en je statisti ki
pristup, [102], [104], [121], [124]. Baziran je na injenici da je vrijednost 2D PWD-je
za�umljenog signala (, ; )xWD t N  slu ajna skalarna promjenljiva. Rasuta je u okolini ta ne

vrijednosti 2D Wigner-ove distribucije (, ; )fWD t N  sa biasom (, ; )bias t N  (uklju uju i

konstantu 2 ), i varijansom ()xx N . Kao i za bilo koju slu ajnu promjenljivu sa biasom,

mo�emo pisati sljede u nejednakost:

 | (, ; )[ (, ; )(, ; )] | ()f x xxWD t N WD t N bias t N k N . (3.53)
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Ova nejednakost va�i sa vjerovatno om P(k). Za veliko k imamo da je (3.53) zadovoljena
sa P(k) 1 za bilo koji zakon raspodjele slu ajne promjenljive (, ; )xWD t N . Na primjer, za k=3

(�tri sigma pravilo15�) za normalnu distribuciju slu ajne promjenljive P(k)=0.997.
Za pogodno odabrano N, bias uzima malu vrijednost, odnosno (, ; )() xxbias t N k N ,

pa gornja nejednakost mo�e biti zapisana kao:

| (, ; )(, ; )| ()()f x xxWD t N WD t N k k N . (3.54)

U skladu sa (3.54) mo�emo pisati izraze za donju i gornju granicu intervala va�enja
(, ; )[ , ]p pD t N L U , unutar kojih je vrijednost 2D WD-je (, ; )xWD t N  smje�tena sa

vjerovatno om P(k).
(, ; )()()p x p xx pL WD t N k k N ,

 (, ; )()()p x p xx pU WD t N k k N . (3.55)

Indeks p ozna ava proizvoljnu �irinu prozora Np.
Iz niza sukcesivnih vrijednosti �irina prozora 1 2(, )N N N , N1<N2, uo ene su dvije

karakteristi ne vrijednosti za N, i to za:

a) slu aj malog biasa,

b) slu aj male varijanse i velikog biasa.

Intervali va�enja 1(, ; )D t N  i 2(, ; )D t N  se sijeku u slu ajevima malog biasa, s obzirom

da se, u skladu sa (3.54), stvarne vrijednosti 2D WD-je nalaze u oba intervala (sa vjerovatno om
P(k)). U slu ajevima veoma velikog biasa i male varijanse intervali va�enja se ne sijeku,

1 2(, ; )(, ; )D t N D t N . Vrijednosti za k, kao i region za mogu e vrijednosti k, se

odre uju iz uslova da se svi intervali va�enja za (, ; )/ ()2 / 2xxbias t N N  ne sijeku. Na

ovaj na in, provjera presjeka dva intervala va�enja e biti indikator za odnos biasa i standardne
devijacije. Kada je dostignuta kriti na vrijednost odnosa biasa i varijanse, (3.52), to zna i da
imamo optimalnu �irinu 2D prozora za posmatranu prostornu i frekvencijsku ta ku, (3.52).

Za numeri ku implementaciju ovog metoda se koristi FFT algoritam. Stoga je
pretpostavljeno da �irine 2D prozora imaju dijadi nu �emu opisanu na sljede i na in:

 { | 2 }p
p p optN N N N , (3.56)

gdje je p=..., 2, 1,0,1,2,... i Nopt nepoznata optimalna �irina. Pretpostavljeno je da optimalna
�irina prozora pripada ovome opsegu.

15 Tri sigma pravilo je jedno od osnovnih pravila teorije vjerovatno e: Doga aj se smatra nemogu im ukoliko
le�i u oblasti vrijednosti normalne distribucije slu ajne promjenljive, na udaljenosti od njenog matemati kog
o ekivanja koje je ve e vi�e od tri puta od njene standardne devijacije.

Neka je X normalno distribuirana slu ajna promjenljiva, N( , 2). Za bilo koje k>0 va�i da je
P{|X |<k }=2 (k) 1, pri emu je (.) normalna distribucija funkcije. Dakle, za k=3, slijedi da je
P{ 3 <X< +3 }=0.99730.
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Ukoliko, ipak, Nopt ne pripada ovom opsegu vrijednosti za N, tada e algoritam rezultovati
njoj najbli�om vrijedno� u. Zbog spore promjene srednje kvadratne gre�ke u okolini stacionarne
ta ke, to ne e zna ajnije degradirati performanse. ak i u slu aju da je poznata ta na vrijednost
optimalne �irine 2D prozora Nopt za svaki vremenski trenutak i da je kori� en FFT algoritam sa
osnovom 2, bila bi napravljena ista vrsta gre�ke, s obzirom da Nopt u principu nije oblika 2n.

Sa (3.50) i (3.56), relacije biasa i standardne devijacije za proizvoljnu �irinu prozora Np

mogu biti zapisane kao funkcije biasa i standardne devijacije za optimalnu �irinu Nopt:

(2 1/2)()2 (),p
p xx optbias N N

 ()2 ().pxx p xx optN N  (3.57)

Posmatrajmo tri regiona D0, D1, D2 i pretpostavimo, u skladu sa prethodnom analizom, uslov da
se regioni D0 i D1 sijeku, a da se regioni D1 i D2 ne sijeku. Usljed monotonosti biasa i varijanse u
slu aju da se regioni D0 i D1 sijeku, tada e se svi Dp i Dp-1 za p<1 sije i. Ovo zna i da je region
D0 definisan optimalnom �irinom prozora. Pod pretpostavkom, bez gubitka op�tosti, da je bias
pozitivan, mogu e je pisati sljede e relacije:

0 1min{ } max{ }U L ,

1 2min{ } max{ }U L , (3.58)

gdje je, na primjer, min{U0} minimalna mogu a vrijednost gornje granice za p=0. Na bazi (3.53)
slijedi da se za prozor �irine Np 2D WD-ja signala ()x t  nalazi unutar intervala:

(, ; )[ (, ; )()(), (, ; )()()].x p f p p xx p f p p xx pWD n N WD n N bias N k N WD n N bias N k N
(3.59)

Gornje i donje granice intervala va�enja, za datu �irinu prozora, u skladu sa (3.55), uzimaju
vrijednosti u sljede im okvirima:

[ (, ; )()(), (, ; )()(2 )()]p f p p xx p f p p xx pU WD t N bias N k N WD t N bias N k k N ,

[ (, ; )()(2 )(), (, ; )()()].p f p p xx p f p p xx pL WD t N bias N k k N WD t N bias N k N
(3.60)

Zamjenom (3.60) u (3.58) dobijamo:

2 8 2 2k k . (3.61)

To zna i da je 0k  za 7 2 / 2 4.9k . Na primjer, za k=4 imamo da je

2 8 2 8 3.3k . Vrijednost parametra k odre uje vjerovatno u P(k) kojom je jedna ina
(3.54) zadovoljena, odnosno vjerovatno u pod kojom su sve izvedene jedna ine ta ne. U tom
smislu, po�eljno je uzeti �to ve u vrijednost parametra k iz izvedenog intervala. Na primjer, sa
k=4 dobijamo da je P(k)>0.999. Dalje pove anje parametra k nema smisla, s obzirom da je
vjerovatno a ve  bliska jedinici i ostali faktori, kao �to su na primjer efekti diskretizacije, postaju
dominantni. Na ovaj na in su definisani k  i k, kao klju ni faktori algoritma.
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Gornja procedura mo�e biti zna ajno upro� ena kori� enjem samo dvije �irine prozora,
[121]. Posmatrajmo ove dvije �irine prozora: N1×N1 i N2×N2, pri emu je 1 2N N . Prozor

N1×N1 produkuje malu varijansu, a prozor N2×N2 produkuje mali bias. Stoga, kada se intervali
va�enja ova dva prozora sijeku, bias je mali i tada koristimo prozor N1×N1 kako bismo
redukovali varijansu. U suprotnom, bias je veliki i koristimo prozor N2×N2 kako bismo ga
redukovali. Rezultuju a, adaptivna 2D WD je:

1

2

(, ; ),  kada je  ta no
(, )

(, ; ),  kada  nije ta no,
xe

x
x

WD t N
WD t

WD t N
 (3.62)

pri emu je  ta no ako je:

1 2 1 2| (, ; )(, ; )| ()[ ()()]x x xx xxWD n N WD n N k k N N . (3.63)

Na ovaj na in, upotrebom samo dvije razli ite �irine prozora, mo�emo o ekivati zna ajna
unaprije enja, s obzirom da je 2D WD ili sporopromjenljiva (veoma mali bias) ili jako
koncentrisana du� LF-je (veoma veliki bias). Ukoliko koristimo pristup sa vi�e prozora ije
dimenzije uzimaju vrijednosti iz intervala izme u N1 i N2, algoritam bi dominantno birao upravo
ove dvije ekstremne �irine prozora.

Relacija (3.62) se svodi na izra unavanje 2D WD-je i njene varijanse za dvije �irine
prozora. Jedna od mogu ih relacija za estimaciju varijanse je:

22
22 9()| ()|

64xx
n

NN s t n . (3.64)

Ovo va�i za male vrijednosti odnosa signal/�um. Za slu ajeve malog �uma, procedura estimacije

varijanse je data u [104]. Iz (3.64) slijedi da je 2 2 2 2
1 2 1 2()()/xx xxN N N N . Ovim su definisani

algoritam i svi parametri za izra un 2D WD-je, koji se koriste za odre ivanje funkcije oslonca Rf

i potpunog determinisanja procedure prostorno-promjenljivog filtriranja.

Za slu aj multikomponentnog signala
1

()()
M

i
i

f t f t , 2D WD sadr�i M lanova signala

(auto- lanovi) i M(M 1)/2 lanova interferencije (kros- lanovi) sa amplitudama koje bi mogle da
maskiraju lanove signala:

1 1
(, )(, )2 Re (, )

M M M

f ii ij
i i j i

WD t WD t WD t . (3.65)

Za multikomponentne signale je, stoga, kori� en 2D SM, [108], [112]:

 (, )()(, )(, )SM t P STFT t STFT t , (3.66)

gdje je ()P  pravougaoni prozor �irine 2L+1 u oba pravca. Kada se komponente

multikomponentnog signala ne preklapaju u zdru�enoj prostorno-frekvencijskoj ravni, mogu e je
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odrediti �irinu frekvencijskog prozora ()P , tako da je 2D SM jednak sumi 2D WD-je svake

komponente signala pojedina no, [108],

1
(, )(, )

M

ii
i

SM t WD t . (3.67)

Varijansa za nepreklapaju e multikomponentne signale mo�e biti predstavljena kao u (3.49),

2 4 2 2

2
2 4

()[2 ()],    za (, )
(, )

(),                           za (, ), 1,..., .

i

i

i f
n

xx
f

n

w n A t t R
t

w n t R i M
 (3.68)

Estimacija auto- lanova 2D signala, bazirana na 2D SM-u, mo�e biti izvedena na sljede i na in:

1

2

(, ; , 0),  kada je  ta no
(, )

(, ; , ),       kada  nije ta no,
e SM t N L

SM t
SM t N L

 (3.69)

pri emu je  ta no ako je:

1 2 1 2| (, ; , 0)(, ; , )| ()[ (, 0)()] xx xxSM t N L SM t N L k k N L N . (3.70)

Primjetimo da je za L=0 dobijen 2D spektrogram, kao specijalni slu aj 2D SM-a. Funkcija

oslonca signala mo�e biti dobijena iz (, )eSM t  kao:

1 1(, )[ ((, ))]
2 2

e
HL t sign SM t R , (3.71)

pri emu je R predefinisani referentni nivo koji se odabira kao odre eni procenat maksimalne
vrijednosti 2D SM-a.

Opisana analiza rezultira algoritmom za numeri ku implementaciju koji obuhvata sljede e
korake:

1. Izra unavanje (, )STFT t  za dati za�umljeni signal. U slu ajevima visoko nestacionarnih

signala po�eljna je upotreba �to u�eg prozora;

2. Izra unavanje 2D WD-je (za slu aj monokomponentnih signala) kori� enjem jedna ine
(3.44) ili 2D SM-a (za slu aj multikomponentnih signala) kori� enjem jedna ine (3.66), sa
dvije �irine 2D prozora i vrijednosti L;

3. Tra�enje optimalne distribucije za svaku ta ku u skladu sa jedna inom (3.69);

4. Odre ivanje funkcije oslonca 2D filtra kori� enjem jedna ine (3.71). Za
monokomponentne signale odre ivanje (, )HL t  mo�e biti pojednostavljeno uzimanjem

(, )1HL t  u ta ki (, )t  gdje je detektovan maksimum (, )eSM t , za dato t . Ista

procedura mo�e biti kori� ena za multikomponentne signale sa poznatim brojem
komponenti. U svim ostalim slu ajevima, mora biti kori� ena op�ta forma (3.71).

5. Izra unavanje filtriranog signala, u skladu sa (3.43).
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3.2.2. 2D filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu detekcije lokalne
frekvencije, [93]

Detaljni pregled postoje ih, malobrojnih rje�enja za filtriranje nestacionarnih 2D signala
navodi na zaklju ak da je u toku razvoj ovih sistema. Jedan od potencijalnih razloga za tu
situaciju je svakako kompleksnost kojom se ovi sistemi karakteri�u. Naime, intuitivno bi se
moglo rezonovati da je sve sisteme za procesiranje 1D signala mogu e transformisati u
odgovaraju e sisteme za procesiranje 2D signala dodavanjem jo� jedne dimenzije. Me utim,
ovaj na in razmi�ljanja je daleko od ispravnog. 2D signali se predstavljaju 4D reprezentacijom,
�to zna i da se uvode jo� 2 dimenzije. Koli ina podataka sa kojom se radi je vi�estruko uve ana,
dok je matemati ki aparat toliko kompleksan da je dalja ekspanzija najve eg broja sistema za
procesiranje 1D signala nemogu a.

Glavna ideja, a ujedno i nau ni doprinos ove doktorske disertacije je razvoj sistema za
procesiranje 2D nestacionarnih signala koji e uspje�no prevazi i pomenuta ograni enja, te
omogu iti njihovo kvalitetno filtriranje. Uz to, razvijeni sistem ispunjava veoma visoke
kriterijume, a to su mogu nost rada u realnom vremenu i mogu nost isplative hardverske
realizacije.

Osnovni principi rada i algoritam na kome po iva razvijeni sistem e biti predstavljeni u
nastavku. Tako e, kvalitetan rad sistema e biti verifikovan mnogobrojnim primjerima, u kojima
e biti demonstriran uticaj izbora razli itih parametara na performanse sistema. U posljednjoj

glavi disertacije e biti detaljno obrazlo�ena i demonstrirana razvijena hardverska realizacija
ovog sistema.

Prate i proceduru za dizajn stacionarnog Wiener-ovog filtra, [68], optimalni nestacionarni
2D filtar, u slu aju kada signal ()f n  nije koreliran sa aditivnim �umom ()n , je definisan na

sljede i na in:

{ (, )}(, )1 .
{ (, )}H

x

E WD n kL n k
E WD n k

(3.72)

{ (, )}E WD n k  je o ekivana vrijednost 2D WD-je �uma ()n , a { (, )} { (, )}x fE WD n k E WD n k

{ (, )}E WD n k  je o ekivana vrijednost 2D WD-je za�umljenog signala ()()()x n f n n .

U slu aju 2D FM signala (), 1,..,if n i q visoko koncentrisanih u S/SF prostoru u okolini

svojih LF-ja i �iroko rasprostranjenog bijelog �uma, funkcija oslonca 2D filtra, (3.72), odgovara
kombinaciji LF-ja signala ()if n , [130]. Tada problem optimalnog filtriranja nestacionarnih 2D

FM signala mo�e biti redukovan na estimaciju LF-je u prisustvu �uma. U praksi, estimacija LF-
je mora biti izvedena na bazi jedne realizacije za�umljenog signala. U S/SF analizi ovo se izvodi

odre ivanjem FF ta aka, , 1,...,ik i q , u kojima S/SFD za�umljenog signala ima lokalni

maksimum, [130],
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()arg[max / (, )]
ki

i xk QLF n S SFD n k . (3.73)

ikQ je osnovni region u FF ravni u okolini ()if n , ija je LF ozna ena sa ()iLF n . Nedavno

definisana 2D CTFWD, [91], uva optimalnu (2D WD) reprezentaciju auto- lanova signala bez
prisustva kros- lanova, minimizuje kompleksnost ra unanja i simultano optimizuje estimaciju
LF-je u pore enju sa naj e� e kori� enim 2D S/SFD-jama, [92]. Osim toga, 2D CTFWD je
definisana na bazi istih 2D STFT elemenata kori� enih u definiciji filtriranja, (3.43), i ve  je
implementirna u realnom vremenu, [92]. Primjetimo da implementirani algoritam uklju uje, kao
posebni slu aj, estimacioni algoritam trenutne frekvencije za 1D signale, [95].

Kompletan algoritam razvijenog, signal-adaptivnog S/SF sistema je predstavljen na slici
3.3. Na in izra unavanja 2D CTFWD-je je detaljno poja�njen u prvoj glavi disertacije (poglavlje
1.4.2), te e ovo poglavlje stoga biti fokusirano na estimacioni algoritam, odnosno odre ivanje
prisustva LF-je u FF ravni.

Prisustvo LF-je se testira u FF ta ki (k1, k2), k1, k2= N/2+1,..., N/2 za posmatranu ta ku
signala (n1,n2), grupisanjem frekvencijsko-zavisnih elemenata 2D CTFWD-je. U pokretnu
matricu Q (eng. sliding matrix, [91]-[94]), dimenzija (2L+1)×(2L+1) lokacija se grupi�u
frekvencijsko-zavisni elemenati 2D CTFWD-je simetri no raspore enih oko (k1, k2),

1 2(, , ),xCTFWD n k L k L  �, (, ),xCTFWD n k  �, 1(, ,xCTFWD n k L 2 )k L . Na ovaj na in se

kreira bazi ni region
ikQ , (3.73), omogu avaju i estimaciju LF-je. LF se detektuje u FF ta ki

1 2(, )k k  koja odgovara maksimalnom elementu matrice, ali samo ako je maksimalni element

matrice:

(i) Centralni element matrice, odnosno element (, ),xCTFWD n k

(ii) Ve i od uvedenog spektralnog praga S2, i

ako se dimezije pokretne matrice nalaze unutar opsega:

1 , ,1
max{ } 2 1 2 min | ()()|

ictfwd i ji j q i ji q
A L LF n LF n , (3.74)

gdje su
ictfwdA , i=1,�,q razli ite �irine nepreklapaju ih auto- lanova 2D CTFWD-je, gdje

| ()()|i jLF n LF n  ozna ava udaljenost izme u razli itih lokalnih frekvencija, ()iLF n  i ()jLF n ,

i,j=1,�,q i i j.
Uslov (i) kombinovan sa prvom nejednako� u iz (3.74) mora biti zadovoljen kako bi

obezbjedio da:
(a) Sve FF ta ke 1 2(, )k k  iz posmatranog auto- lana, uklju uju i i pravu LF-ju, imaju

odgovaraju e elemente 2D CTFWD-je unutar pokretne matrice Q, kada se ispituje
postojanje LF-je u svakoj od njih. Na ovaj na in, razvijena procedura obezbje uje
eliminisanje biasa iz gre�ke estimacije LF-je;
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Slika 3.3 Algoritam razvijenog signal-adaptivnog S/SF sistema za filtriranje
visoko nestacionarnih 2D signala.
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(b) Za svaki auto- lan i svaku ta ku signala 1 2(, ),n n  samo jedna FF ta ka 1 2(, )k k  mo�e biti

detektovana kao LF. Na ovaj na in se redukuje uticaj frekvencijske diskretizacije na
kvalitet estimacije LF-je, �to je detaljno analizirano i dokazano za slu aj 1D signala u
[128].

Uslov (i) kombinovan sa drugom nejednako� u iz (3.74) obezbje uje detekciju LF-je svake
komponente signala odvojeno u posmatranoj ta ki signala (n1,n2), omogu avaju i tako
estimaciju funkcije oslonca 2D filtra u slu aju multikomponentnih signala.

Uslov (ii) mora biti zadovoljen kako bi potisnuo uticaj �uma van domena auto- lanova 2D
CTFWD-je. Spektralni prag S2, koji predstavlja nekoliko procenata maksimalne vrijednosti 2D
CTFWD-je, se odabira na bazi a priori znanja o digitalnom opsegu signala, determinisanom
optimalnom iskori� eno� u upotrijebljenog A/D konvertora i memorijskih lokacija, [92].

Ukoliko su svi navedeni uslovi zadovoljeni detekcija funkcije oslonca 2D filtra rezultuje sa

(, )1HL n k . (, )1HL n k  obezbje uje uklju ivanje elementa (, )STFT n k  u generisanje izlaznog,

filtriranog 2D signala kroz sumiranje u skladu sa definicionom jedna inom filtriranja, (3.43). U

suprotnom, kada je (, )0HL n k , prisustvo LF-je nije detektovano u posmatranoj FF ta ki, te se

stoga odgovaraju i element 2D STFT-je ne uzima u obzir prilikom ra unanja izlaznog,
filtriranog 2D signala.

Nakon izvr�avanja u FF ta ki 1 2(, ),k k  ova procedura se ponavlja za narednu FF ta ku

1 2(, 1)k k , iz iste ta ke signala 1 2(, )n n . Element 1 2(, , 1)xCTFWD n k L k L  se importuje u

pokretnu matricu Q, koja se pomjera za jedno mjesto u desno preko frekvencijsko-zavisnih
elemenata 2D CTFWD-je, kreiraju i na taj na in novi osnovni region

1 2(, 1)k kQ . U op�tem

slu aju, za svaku ta ku signala 1 2(, )n n , estimacija LF-je u realnom vremenu se obavlja

kretanjem pokretne matrice preko svih frekvencijsko-zavisnih elemenata 2D CTFWD-je i
ra unanjem LF-je u skladu sa ulaznim elementima i ovdje predlo�enom estimacionom
procedurom.

U slu aju visoko koncentrisanih 2D FM signala, 2D CTFWD rezultuje veoma uskim auto-
lanovima (najkoncentrisanijim auto- lanovima od svih 2D S/SFD-ja). Ukoliko se komponente

signala ne preklapaju u 2D FF ravni, naj e� e je zadovoljena nejednakost

1 , ,min | ()()|i j q i j i jLF n LF n 1max { }
ii q ctfwdA i stoga �irok frekvencijski opseg, (3.74), kao i

robusnost estimacije LF-je funkcije u odnosu na vrijednost parametra L, su dokazani (tabela 3.3).
Stoga, upotreba matrice Q od svega nekoliko lokacija je naj e� e dovoljna. Ipak, kada auto-
lanovi 2D CTFWD-je zauzimaju FF domene zna ajne �irine (�irine koje su uporedive sa

minimalnom udaljeno� u izme u razli itih lokalnih frekvencija, kao �to je prikazano na slici 3.3)
vrijednost 2L+1 treba biti pa�ljivo izabrana. Tako e, imaju i u vidu da su vrijednosti 2Lm+1 i
2L+1 su respektivno odre ene u odnosu na naj�ire auto- lanove 2D STFT-je i 2D CTFWD-je,
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kao i da auto- lanovi 2D STFT-je zauzimaju zna ajno �ire FF opsege u odnosu na auto- lanove
2D CTFWD-je, vrijednosti Lm i L trebaju biti izabrane tako da je Lm>L.

U kojim situacijama je gre�ka predstavljenog algoritma neminovna?
Obratimo pa�nju na sliku 3.4. Na njoj je predstavljen uzdu�ni presjek auto- lana S/SFD-je

2D signala sa okolinom u FF ravni, u proizvoljnom trenutku vremena. Prema opisanom
algoritmu, po posmatranoj FF ravni se kre e pokretna matrica koja ima zadatak da detektuje
prisutvo LF-je.

Na slici 3.4(a) je predstavljena ispravna detekcija prisustva LF-je u FF ta ki. Pokretna
matrica na poziciji 1 obuhvata odbirak 2D S/SFD-je koji je, kada dospije na centralnu poziciju
pokretne matrice, ve i od spektralnog praga S2 i uzima maksimalnu vrijednost. U tim uslovima je

(, )1HL n k . Pokretna matrica na poziciji 2 obuhvata isklju ivo odbirke �uma. Me utim,

pogodno odabranim spektralnim pragom S2, ni jedan od odbiraka koji u domenu pokretne
matrice imaju odgovaraju e elemente 2D CTFWD-je ne e zadovoljiti potrebne uslove, te LF

ne e biti detektovana, odnosno tada je (, )0HL n k .

2S

auto lan ctfwdA

stvarna detektovanaLF LF

1
2

 (a)

2S

stvarna LF

auto lan ctfwdA

detektovana LF

1 2

3

 (b)

Slika 3.4 Upro� eni �ematski prikaz uzdu�nog presjeka auto- lana S/SF distribucije 2D signala sa okolinom u FF
ravni, u proizvoljnom trenutku vremena. (a) Situacija kada je LF detektovana na pravilnoj poziciji; (b) Situacija

kada je stvarna LF maskirana usljed prisustva jakog �uma, �to uzrokuje pogre�nu detekciju LF-je.

Na slici 3.4(b) je predstavljena pogre�na detekcija prisustva LF-je. Naime, zbog izuzetno
intenzivnog �uma postoji vjerovatno a da neki odbirak 2D S/SFD-je ima ve u vrijednost od
centralnog odbirka auto- lana 2D S/SFD-je. Ipak, usljed veoma visoke koncentracije auto-
lanova prou avanih 2D FM signala, a samim tim i velikih vrijednosti koje njihovi centralni

odbirci uzimaju, postoji mali broj slu ajeva kada pomenuta situacija mo�e da se desi. Odbirci
distribucije van auto- lana, odnosno odbirci �uma, za slu aj posmatranog bijelog Gaussian-ovog
�uma, ne mogu uzeti ve e vrijednosti od centralnog odbirka auto- lana. Odbirci samog auto-
lana, s druge strane, ukoliko su dovoljno uve ani prisustvom �uma mogu postati ve i od

centralnog odbirka auto- lana i time onemogu iti ispravnu detekciju prisustva LF-je. Ove
situacije predlo�eni algoritam nije u mogu nosti da rije�i. Ipak, treba napomenuti da su opisane
situacije izuzetno rijetke, te da tzv. "ispadi" nastaju upravo u neposrednoj blizini centralnog
odbirka auto- lana, pa gre�ke ovoga tipa nijesu zna ajne. Ukoliko se ipak dese, �to je malo
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vjerovatno, ne uti u bitnije na kvalitet filtriranja signala. Takva situacija je prikazana na slici
3.4(b). Naime, pokretna matrica na poziciji 1 obuhvata stvarnu LF-ju koja ne e biti prepoznata
zbog prisustva odbirka koji je ve i od centralnog odbirka auto- lana. Pokretna matrica na
poziciji 2 kao svoj centralni element ima odbirak koji je ve i od centralnog odbirka auto- lana, te
se upravo na toj pogre�noj lokaciji detektuje prisutvo LF-je. Pokretna matrica na poziciji 3
tako e prikazuje situaciju kada se de�ava pogre�na detekcija LF-je. U ovom slu aju se na
poziciji odbirka �uma detektuje LF zbog toga �to je uzet suvi�e mali spektralni prag S2. Ipak, ove
situacije su lako rje�ive i podrazumijevaju pogodno odabiranje pomenutog spektralnog praga.

Gre�ka u estimaciji LF-je se mo�e desiti i usljed frekvencijske diskretizacije. Naime,
ukoliko je frekvencijska diskretizacija izvr�ena tako da se stvarna pozicija centralnog odbirka
auto- lana nalazi izme u dvije susjedne FF ta ke, prisustvo LF-je e biti detektovano u jednoj od
te dvije FF ta ke (razvijeni metod ne e dozvoliti detekciju u obije ta ke, ve  samo u onoj u kojoj
auto- lan ima ve i intenzitet, �to zna ajno redukuje gre�ku frekvencijske diskretizacije). Ova
gre�ka u principu ne mo�e zna ajnije uticati na kvalitet filtriranja, jer maksimalno odstupanje
koje mo�e da izazove je jednako razmaku izme u dvije susjedne FF ta ke (koje je, u praksi,
naj e� e veoma malo).

U cilju verifikacije razvijenog metoda posmatrani su testni monokomponentni,
dvokomponentni i trokomponenti 2D signali:

2 2 2 2
1 2 1 2(96 (()()))1.5(()())

1 1 2(, )1.4 j n T n T n T n Tf n T n T e e , (3.75)
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2(96 (()()))1.5(()())100 (cos(/2)cos(/2))
2 1 2(, )0.5 0.5j n T n T n T n T j n T n Tf n T n T e e e , (3.76)

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2(96 (()()))100 (cos(/2)cos(/2))(30 ((2)(2)))

3 1 2(, )1.4 1.2j n T n T j n T n T j n T n Tf n T n T e e e . (3.77)

Navedeni signali su posmatrani u vremenskom intervalu 10.1 0.6,n T 20.1 0.6.n T
Period odabiranja je T=0.5/128, a veli ina Hanning-ovog prozora ()w m  je N×N=64×64.
Kori� eni su sljede i parametri prilikom primjene opisanog metoda filtriranja:

2 2
,0.05 max {| (, )| }xn kR STFT n k , 2

,0.05 max { (, )},xn kS CTFWD n k  2Lm+1=11 i 2L+1=9.

Najprije su navedeni signali posmatrani u idealnom, be�umnom slu aju, odnosno izvr�eno
je filtriranje istih signala (3.75), (3.76), (3.77). Rezultati njihovog filtriranja su prikazani na slici
3.5. Imaju i u vidu da je slu aj be�umnih signala ipak idealan, te se ne susrije e u praksi,
posmatrani signali su dalje analizirani u prisustvu aditivnog, bijelog, Gaussian-ovog �uma.
Razmatrane su razli ite vrijednosti ulaznog odnosa signal/�um16, SNRul, a rezultati filtriranja su
prikazani na slikama 3.6, 3.7 i 3.8.

U tabeli 3.2 su dati ostvareni izlazni odnosi signal/�um, SNRout1, SNRout2 i SNRout3, i njima
odgovaraju a pobolj�anja, IMP1, IMP2 i IMP3, za razmatrane testne 2D signale, (3.75), (3.76) i
(3.77), filtrirane upotrebom predstavljenog metoda. Imaju i u vidu teorijski maksimalna
pobolj�anja koja mogu biti ostvarena filtriranjem ovih signala:

16 Ulazni odnos signal/�um se izra unava kao SNRul=10log10(Pf/P ), pri emu Pf predstavlja snagu istog signala
()f t , a P  snagu �uma ()t .
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- za monokomponentni signal: max{IMP}=10log10(N×N/1)=36.1236 dB,
- za dvokomponentni signal: max{IMP}=10log10(N×N/2)=33.1133 dB,
- za trokomponentni signal: max{IMP}=10log10(N×N/3)=31.3524 dB,

uo avamo da su ostvarena pobolj�anja veoma velika, te da predstavljeni metod zaista
obezbje uje izuzetno kvalitetno filtriranje visoko nestacionarnih 2D signala.

Tabela 3.2 Izlazni odnosi signal/�um, SNRout1, SNRout2 i SNRout3, i odgovaraju a pobolj�anja IMP1, IMP2 i IMP3 za
testne 2D signale (3.75), (3.76) i (3.77) filtrirane opisnim metodom.

SNRin [dB] SNRout1 [dB] IMP1 [dB] SNRout2 [dB] IMP2 [dB] SNRout3 [dB] IMP3 [dB]

3.0 36.82 33.82 34.13 31.13 33.02 30.02
1.0 32.47 31.47 30.81 29.81 30.52 29.52
-2.0 27.41 29.41 24.62 26.62 23.44 25.44
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Slika 3.5 (a) isti i filtrirani monokomponentni signal (3.75), (b) isti i filtrirani dvokomponentni signal (3.76),
(c) isti i filtrirani trokomponentni signal (3.77).
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Slika 3.6 (a) isti, za�umljeni i filtrirani monokomponentni signal (3.75), (b) isti, za�umljeni i filtrirani
dvokomponentni signal (3.76), (c) isti, za�umljeni i filtrirani trokomponentni signal (3.76).

Ulazni odnos signal/�um je isti za sva tri slu aja i iznosi SNRul=3dB.
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Slika 3.7 (a) isti, za�umljeni i filtrirani monokomponentni signal (3.75), (b) isti, za�umljeni i filtrirani
dvokomponentni signal (3.76), (c) isti, za�umljeni i filtrirani trokomponentni signal (3.77).

Ulazni odnos signal/�um je isti za sva tri slu aja i iznosi SNRul=1dB.
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Slika 3.8 (a) isti, za�umljeni i filtrirani monokomponentni signal (3.75), (b) isti, za�umljeni i filtrirani
dvokomponentni signal (3.76), (c) isti, za�umljeni i filtrirani trokomponentni signal (3.77).

Ulazni odnos signal/�um je isti za sva tri slu aja i iznosi SNRul= 2dB.
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Kako bi bila ispitana robusnost predlo�enog metoda u odnosu na veli inu pokretne matrice
2L+1, prikazani su rezultati filtriranja trokomponentnog, visoko nestacionarnog testnog signala
za razli ite vrijednosti ovog parametra.

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2(130 (()()))100 (cos(/2)cos(/2))(10 ((10)(10)))

4 1 2(, )100 0.1j n T n T j n T n T j n T n Tf n T n T e e e , (3.78)

Navedeni signal je posmatran u vremenskom intervalu 10.1 0.6,n T 20.1 0.6.n T  Period

odabiranja je T=0.5/128, a veli ina Hanning-ovog prozora ()w m  je N×N=64×64. Ulazni odnos

signal/�um je SNRul= 0.5dB. Kori� eni su sljede i parametri prilikom primjene opisanog metoda

filtriranja: 2 2
,0.05 max {| (, )| }xn kR STFT n k , 2

,0.1 max { (, )},xn kS CTFWD n k  2Lm+1=11,

dok 2L+1 redom uzima vrijednosti 5, 7, 9, 11,13 i 15.
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Slika 3.9 (a) isti trokomponentni signal (3.78), (b) Za�umljeni trokomponentni signal, SNRul= 0.5dB (c) Filtrirani
trokomponentni signal (3.78) za 2L+1=5, (d) Filtrirani trokomponentni signal (3.78) za 2L+1=7, (e) Filtrirani
trokomponentni signal (3.78) za 2L+1=9, (f) Filtrirani trokomponentni signal (3.78) za 2L+1=11, (g) Filtrirani

trokomponentni signal (3.78) za 2L+1=13, (h) Filtrirani trokomponentni signal (3.78) za 2L+1=15.
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Tabela 3.3 Izlazni odnosi signal/�um, SNRout1, SNRout2, SNRout3, SNRout4, SNRout5, SNRout6 i odgovaraju a pobolj�anja
IMP1, IMP2, IMP3, IMP4, IMP5 i IMP6 za testni 2D signal (3.78) filtriran opisnim metodom, za razli ite

vrijednosti dimenzija pokretne matrice 2L+1 i konstantan ulazni odnos signal/�um, SNRin= 0.5 dB.

SNRin [dB]

2L+1=5 2L+1=7 2L+1=9

SNRout1 [dB] IMP1 [dB] SNRout2 [dB] IMP2 [dB] SNRout3 [dB] IMP3 [dB]

28.41 28.91 28.94 29.44 29.16 29.66
2L+1=11 2L+1=13 2L+1=15

SNRout4 [dB] IMP4 [dB] SNRout5 [dB] IMP5 [dB] SNRout6 [dB] IMP6 [dB]
29.56 30.06 29.93 30.43 29.12 29.62

Posmatrajmo tabelu 3.3. U njoj su prikazani rezultati filtriranja (izlazni odnosi signal/�um i
odgovaraju a pobolj�anja) testnog 2D trokomponentnog signala (3.78) u uslovima konstantnog
ulaznog odnosa signal/�um SNRin= 0.5 dB, i razli itih vrijednosti dimenzija pokretne matrice.
Uo imo da se ostvareni rezultati blago razlikuju, �to implicira robusnost razvijenog metoda sa
aspekta ovoga va�nog parametra. Tako e, uo imo da pobolj�anje raste uzimanjem ve eg prozora
2L+1, jer se na taj na in posti�e efikasnije eliminisanje prisustva �uma. Me utim, taj rast se
zaustavlja kod veli ine 2L+1=13, nakon ega pobolj�anje po inje da opada. Dakle, zaklju ujemo
da je 2L+1=13 optimalna veli ina prozora za analizirani signal, te da dalje pove anje ovih
dimenzija degradira kvalitet filtiranja. Razlog za to je o igledan: kako je signal
multikomponentni (trokomponentni), jasno je da se uzimanjem ve ih dimenzija pokretne matrice
dolazi u opasnost da se njome obuhvate odbirci dva razli ita auto- lana signala, slika 3.3, �to bi
rezultovalo maskiranjem auto- lana manjeg intenziteta.

Na bazi svega navedenog, zaklju uje se da razvijeni metod pokazuje sljede e
karakteristike:

1. pru�a kvalitetno filtriranje visoko nestacionarnih 2D signala u uslovima prisustva veoma
intenzivnog aditivnog, bijelog Gaussian-ovog �uma (razmatrani su slu ajevi u kojima je
�um i do 2 puta ja i od signala);

2. omogu ava izvr�avanje u realnom vremenu, �to ga ini veoma atraktivnim za prakti nu
primjenu;

3. podr�ava rad kako sa monokomponentnim, tako i sa multikomponentnim 2D signalima;

4. ne zavisi od du�ine procesiranog signala;

5. robustan je sa aspekta izbora svojih parametara, tabele 3.2 i 3.3;

6. mogu e ga je hardverski implementirati (�to je i u injeno u petoj glavi ove disertacije).

Navedeni zaklju ci su potkrijepljeni testiranjem metoda za vi�e razli itih 2D signala
(monokomponentni, dvokomponentni, trokomponentni) u prisustvu razli itih koli ina bijelog
Gaussian-ovog �uma, kao i za razli ite vrijednosti krucijalnog parametra sistema.
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glava IV

Hardverska realizacija filtara baziranih na
vremensko-frekvencijskoj analizi

Metode TF analize signala, a posebno metode TV filtriranja signala, nalaze svoju punu
primjenu u velikom broju nau nih oblasti, ali i u praksi. Iz tog razloga se javlja potreba za
razvojem hardvera koji e u realnom vremenu izvr�avati teorijski razvijene algoritme, odnosno
hardvera koji e u punom smislu rije i omogu iti primjenljivost teorijskog znanja.

U prvoj glavi disertacije su opisane neke od najzna ajnih TF distribucija, a u drugoj glavi
su predstavljene mogu nosti njihove upotrebe u dizajniranju TV filtara. U zavisnosti od
kori� enih TF distribucija varira kvalitet filtara koji na njima zasnivaju.

U ovoj glavi e biti zaokru�ena pri a o TV filtrima baziranim na TF analizi, tako �to e biti
dat pregled postoje ih online algoritama njihove implementacije, kao i puna hardverska
realizacija onih filtara za koje je razvijena.

Primjeti emo, u nastavku, da se pojedini TV filtri zadr�avaju na softverskom nivou, to jest
da njihova hardverska realizacija nije mogu a, ili je pak suvi�e kompleksna �to je ini
neisplativom na vi�e na ina. Tako e, odre eni filtri za koje je razvijen odgovaraju i hardver
nijesu u mogu nosti da obavljaju svoju funkciju u realnom vremenu, �to predstavlja zna ajno
ograni enje. Na kraju e biti predstavljeni i oni TV filtri ija je hardverska realizacija efikasna i,
�to je bitno, primjenljiva u realnom vremenu.

Napravimo kratak osvrt i na dostupne i naj e� e kori� ene tehnologije razvoja ovakvih
sistema.

Prakti na realizacija je mogu a kori� enjem razli itih tehnologija, kao �to su rje�enja
bazirana na PC-ju ili DSP-ju koji rade sa posebnim softverom. Ovakav na in realizacije nije
upotrebljiv za obradu u realnom vremenu, po�to je uglavnom zasnovan na Von Neumann-ovoj
arhitekturi, koja zna ajno redukuje brzinu rada.

S druge strane, postoje ASIC (Application Specific Integrated Circuits) i FPGA (Field
Programmable Gate Array) ipovi, koja dizajnerima nude brojne mogu nosti. ASIC ipovi
predstavljaju visoko integrisana kola izra ena za ta no odre enu namjenu. Ova tehnologija se
danas odoma ila u hardverskim implementacijama mnogih ure aja iz prostog razloga �to bi
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dizajniranje standardnim komponentama dovelo do glomaznih kola. FPGA ipovi su tako e
visoko integrisana kola, ali za razliku od ASIC ipova nijesu programirani u vrijeme
proizvodnje. Kao �to samo ime ukazuje, FPGA se mo�e programirati od strane korisnika koji
raspola�u odgovaraju im znanjem i alatima za to. ASIC ipovi se, nakon proizvodnje, ne mogu
vi�e mijenjati. Stoga dizajneri moraju biti potpuno sigurni u svoj dizajn, naro ito kada su u
pitanju ASIC ipovi koji se proizvode u velikim koli inama. Programabilna priroda FPGA
ipova dozvoljava proizvo a u da ispravi eventualne gre�ke, pa ak i da razvija patch-eve i

update-te za prodate proizvode. Ova osobina ini FPGA ipove mo nim alatom za razvijanje
razli itih prototipova od kojih se kasnije prave ASIC ipovi. U toku dizajniranja ASIC ipova
resursi su fiksni, te postoji veoma mali gubitak materijala. Nasuprot njima, FPGA ipovi sadr�e
odre eni broj tranzistorskih elemenata koji se moraju ugraditi u dizajn, iako se nikada ne
iskoriste. Ovo uslovljava ve e tro�kove dizajniranja FPGA ipova, u odnosu na odgovaraju e
ASIC ipove. Me utim, ukoliko posmatramo cijenu ipova u odnosu na obim proizvodnje dolazi
se do podatka da su FPGA ipovi jeftiniji od ASIC ipova, ako je rije  o malom obimu
proizvodnje. FPGA ipove karakteri�e osobina da ih je mogu e veoma brzo razviti, dok kod
ASIC ipova to nije slu aj. Osim toga, razvoj ASIC ipova zna da bude veoma skup. Prema
tome, FPGA ipovi sve vi�e preuzimaju aplikacije koje su skupe za izradu pomo u ASIC
tehnologije.

FPGA ipovi donose novi pristup implementaciji ASIC ipova, ali tako da se
zadovoljavaju kriterijumi visokog stepena integracije i mogu nosti programiranja od strane
korisnika. Definisanje unutra�nje strukture FPGA komponente se vr�i pomo u hardverskog
programskog jezika (HDL - Hardware Description Language) ili �ematskih dijagrama. FPGA
komponente se mogu programirati tako da obavljaju bilo koju logi ku funkciju. Mogu nost
programiranja od strane korisnika nosi sa sobom probleme koji se ogledaju u velikoj gustini
pakovanja ipa, a samim tim i u smanjenju performansi. Kako bi se ovi problemi izbjegli,
dizajneri prave visoko funkcionalne logi ke blokove, poznatije kao Look-up tabele (LUT), koji
smanjuju ukupan broj logi kih blokova, a samim tim i broj programabilnih veza izme u njih.

Zbog razumne cijene, mogu nosti korisni kog programiranja, dostupnosti softverske
podr�ke od strane ve eg broja razvojnih sistema za PC-je i radne stanice pod Windows-om,
visokog stepena paralelizma na velikim brzinama, niske potro�nja energije, kao i mogu nosti
direktnog prevo enja u ASIC ipove, FPGA preuzima primat u dizajniranju pomenutih sistema.
Tako e, za razliku od prvih familija koje su se pojavile na tr�i�tu, dana�nji FPGA ipovi nude ne
samo mno�tvo logi kih elija, ve  i ogromne registarske blokove i memorijske nizove. To je
mogu e iskoristiti za pravljenje mo nih specijalizovanih paralelnih jedinica za obradu, kao �to su
sabira i, mulitiplikatori, pomjera ki registri i sli no. Interni memorijski blokovi (RAM, ROM,
FIFO itd.) su korisni za brzu interkonekciju izme u paralelnih struktura, kao i za generisanje
kontrolnih signala i konfigurisanje sistema. Stoga je FPGA tehnologija odabrana prilikom
realizacije sistema razvijenih u ovoj disertaciji, a za definisanje unutra�nje strukture ipa je
kori� en jedan od dominantnih hardverskih programskih jezika VHDL.
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4.1. Online algoritmi linearnih TV filtara

U drugoj glavi disertacije su predstavljena dva na ina dizajniranja LTV filtara, [10], [59],
[150]-[152]. Navedene su mogu nosti njihovog eksplicitnog, [32], [33], [35], [38]-[40], [42], i
implicitnog dizajniranja, [2], [33], [42], [77], [153]-[156].

Klasi na rje�enja za filtriranje nestacionarnih 1D signala koja se karakteri�u eksplicitnim
dizajnom su Zadeh-ov filtar i Weyl-ovi filtri, dok implicitni na in dizajna koriste STFT i
multiwindow STFT filtar, Gabor-ov i multiwindow Gabor-ov filtar, kao i projekcioni filtar.

Za svaki od navedenih filtara e u nastavku biti analizirana i mogu nost njihove online
implementacije. Poseban akcenat e biti stavljen na resurse (funkcionalne i memorijske
komponente) koji su neophodni za realizaciju razmatranih dizajna.

Termin online implementacija podrazumijeva da su broj operacija i neophodna memorija
po odbirku signala fiksni i nezavisni od ukupne du�ine signala. Tako e, u posmatranom trenutku
vremena n0, ulazni signal x(n) i TF te�inska funkcija M(n, ) moraju biti poznati samo unutar
lokalnog vremenskog intervala fiksne du�ine u okolini vremenskog trenutka n0.

4.1.1. Zadeh-ov filtar

Online implementaciju Zadeh-ovog filtra HZ u proizvoljnom trenutku vremena n, je
mogu e sa�eti u sljede e korake:

1. Odre ivanje frekvencijski diskretnog impulsnog odziva filtra - vektora gn du�ine N, kao
IDFT-je te�inske funkcije M(n,k), u odnosu na k:

1 2

0

1(, )(, )
kN j m
N

Z
k

g n m M n k e
N

, , 1,..., 1
2 2 2
N N Nm ; (4.1)

2. Izra unavanje izlaznog signala y(n) u skladu sa definicionom jedna inom:
/2 1

/2
()(, )()

N
T

Z n n
m N

y n g n m x n m g x . (4.2)

Online Zadeh-ov filtar zadovoljava identitet y(n)=x(n) za M(n,k)=1.
S obzirom da jedna ina izlaznog signala y(n) uklju uje budu e vrijednosti odbiraka

ulaznog signala x(n+1), x(n+2),..., x(n+N/2), neophodno je uvo enje vremenskog ka�njenja od
N/2 odbiraka. U proizvoljnom vremenskom trenutku n, algoritam zahtijeva IDFT-ju du�ine N i
unutra�nji proizvod dva vektora du�ine N. Stoga je ra unska slo�enost online Zadeh-ovog filtra
O(N+NlogN) operacija po odbirku izlaznog signala.

Ka�njenje od N/2 implicira da N/2 prethodnih impulsnih odziva gn-1, gn-2,..., gn-K/2 moraju
biti memorisani. Ukupno, potrebno je N2/2+N memorijskih lokacija (N/2 vektora impulsnih
odziva gi du�ine N i vektor ulaznog signala xn du�ine N).
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4.1.2. Weyl-ovi filtri (Minimum energy Weyl-ov fitar, ulazni i izlazni halfband
Weyl-ov filtar, halfband Weyl-ov filtar i aproksimativni Weyl-ov filtar)

Online implementaciju minimum energy Weyl-ovog filtra u proizvoljnom trenutku
vremena n, je mogu e sa�eti u sljede e korake,

1. A�uriranje matrice Gn (dimenzija N×N) ija je glavna dijagonala ng , a i-ta kolona,

i=1,2,...,N, IDFT (u odnosu na k) dijela TF te�inske funkcije M(n N/2+i,k) du�ine N.
A�uriranje se vr�i dodavanjem nove kolone koja se izra unava kao IDFT (u odnosu na k)
dijela TF te�inske funkcije M(n+N/2, k):

1 2

0

1(, )(, )
kN j m
N

W
k

g n m M n k e
N

, , 1,..., 1
2 2 2
N N Nm , (4.3)

i uklanjanjem najstarije kolone. Iz tako a�urirane matrice Gn se preuzima vektor ng ;

2. Izra unavanje izlaznog signala y(n), u skladu sa definicionom jedna inom:

/2 1

/2
()(, )(2 )

N
T

W n n
m N

y n g n m m x n m g x . (4.4)

S obzirom da jedna ina izlaznog signala y(n), (4.4), uklju uje budu e vrijednosti odbiraka
ulaznog signala x(n+2), x(n+4),...,x(n+N), kauzalna operacija zahtijeva uvo enje vremenskog
ka�njenja od N odbiraka. U svakom trenutku vremena n, algoritam zahtijeva IDFT-ju du�ine N i
unutra�nji proizvod dva vektora du�ine N. Stoga je ra unska kompleksnost online minimum
energy Weyl-ovog filtra (uklju uju i ra unanje vektora ng ) O(N+NlogN) operacija po odbirku

izlaznog signala, �to je ekvivalentno online Zadeh-ovom filtru.
Zbog ka�njenja od N odbiraka, neophodno je memorisati N pro�lih vektora

1 2, ,...,n n n Ng g g . Dakle, potrebno je ukupno N2+2N memorijskih lokacija (N vektora ig

du�ine N, 2N odbiraka sadr�anih u17 xn i xn 1. Navedeni memorijski zahtjevi, ipak, mogu biti
redukovani.

Smjenom n n+N i u definicionoj jedna inini izlaznog signala (4.4) dobijamo:

/2 1

/2
()(, )(2 )

N

W
m N

y n N i g n N i m m x n N i m . (4.5)

Posmatrajmo sada parcijalne sume iz jedna ine (4.5),

/2 1

/2
()(, )(2 )

N

i W
m N i

s n g n N i m m x n N i m , 1, 2,..., .i N

Zaklju ujemo da je y(n)=sN(n), odnosno da je izlazni signal y(n) dobijen kao N-ta parcijalna
suma. Parcijalna suma mo�e biti izra unata na rekurzivan na in u skladu sa:

17 Potrebna su oba vektora xn i xn-1, jer svaki od njih sadr�i samo svaki drugi odbirak ulaznog signala x(n).
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1(1)(, )(),  2,3,...,
2 2()

(, )(1),                    1.
2 2
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N Ng n i x n i

Zbog kauzalnosti je potrebno uvesti ka�njenje od N odbiraka u definiciju i rekurzivno
izra unavanje parcijalne sume. U skladu sa time, u svakom trenutku vremena n moramo
memorisati N/2 pro�lih odbiraka impulsnog odziva (/ 2, ), (/ 2 1, ),W Wg n N m g n N m

..., (1, )Wg n m  (sa m= N/2, N/2+1,...,N/2 1) du�ine N, kao i vektor parcijalne sume du�ine N

(s1(n) s2(n) ... sN(n)) i vektor ulaznog signala du�ine N (x(n N+1) x(n N+2) ... x(n)). Ovo
rezultira sa N2/2+2N memorijskih lokacija, �to je pribli�no u pola manje memorije nego za ranije
opisanu direktnu implementaciju. Ra unska kompleksnost, odnosno broj operacija po odbirku
izlaznog signala, ovom modifikacijom nije redukovana, te se zadr�ava na ranije izvedenom
nivou od O(N+NlogN).

Ulazni halfband Weyl-ov filtar je zapravo minimum energy Weyl-ov filtar kojem prethodi
halfband restrikcija ulaznog signala. Stoga, ovaj filtar mo�e koristiti online implementaciju
minimum energy Weyl-ovog filtra. Potreban nam je samo dodatni FIR ili IIR filtar (distorzija
usljed grupnog ka�njenja mora biti mala, imaju i u vidu da uti e na TF strukturu signala) koji
aproksimira halfband restrikciju, odnosno idealni niskopropusnik ili propusnik opsega
u estanosti definisan sa (2.25).

Izlazni halfband Weyl-ov filtar je zapravo minimum energy Weyl-ov filtar kojem slijedi
halfband restrikcija izlaznog signala. To zna i da ovaj filtar mo�e koristiti online implementaciju
minimum energy Weyl-ovog filtra. Razliku ini samo dodatni FIR ili IIR filtar (kao i u
prethodnom slu aju, distorzija usljed grupnog ka�njenja mora biti mala) koji aproksimira
halfband restrikciju, odnosno idealni niskopropusnik ili propusnik opsega u estanosti definisan
sa (2.25).

Halfband Weyl-ov filtar je minimum energy Weyl-ov filtar kojem i prethodi i slijedi
halfband restrikcija. Dakle, mogu e je koristiti online implementaciju minimum energy Weyl-
ovog filtra. Kao i u prethodna dva slu aja, potrebni su samo dodatni FIR ili IIR filtri (distorzija
usljed grupnog ka�njenja mora biti mala, imaju i u vidu da uti e na TF strukturu signala) koji
aproksimiraju halfband restrikciju, odnosno idealni niskopropusnici ili propusnici opsega
u estanosti definisani sa (2.25).

Na kraju, razmotrimo i online implementaciju aproksimativnog halfband Weyl-ovog filtra.
Ona se mo�e predstaviti sljede im nizom koraka, za svaki pododabrani trenutak vremena n=2l:

1. A�uriranje matrica ()
2
e
lG (parni odbirci impulsnog odziva, odnosno (2 2 ,2 )Wg l i i ) i ()

2
o
lG

(neparni odbirci impulsnog odziva, odnosno (2 2 1,2 1)Wg l i i ) dodavanjem novih

kolona koje se izra unavaju upotrebom FFT-je, du�ine N/2, u skladu sa:
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/2 1 2
/2

0

2(2 ,2 )(2 , )
kN i

N
W e

k
g l i M l k e

N
, , 1,..., 1

4 4 4
N N Ni , (4.6a)

/2 1 2
/2

0

2(2 1,2 1)(2 1, )
kN i

N
W o

k
g l i M l k e

N
, , 1,..., 1

4 4 4
N N Ni , (4.6b)

i uklanjanjem najstarijih kolona. Iz glavnih dijagonala tako a�uriranih matrica ()
2
e
lG  i ()

2
o
lG

dobijamo vektor 2lg .

2. Izra unavanje aproksimacije redukovanog halfband ulaznog signala (2 )x l  kori� enjem

FIR ili IIR filtra, [141], u skladu sa:

(2 )(2 )().
n

x l l n x n  (4.7)

3. Izra unavanje posrednog izlaznog signala (2 )y l , u skladu sa:

/2 1

2 ,2
/2

(2 )(2 , )(2()).
N

T
W l l

m N
y l g l m m x l m g x  (4.8)

4. Izra unavanje aproksimacije halfband interpoliranog izlaznog signala y(n), kori� enjem
FIR ili IIR interpolacionog filtra, [141], u skladu sa definicionom jedna inom:

()(2 )(2 ).
l

y n n l y l  (4.9)

Zbog kauzalnosti je potrebno uvesti vremensko ka�njenje od N odbiraka, uz dodatna
ka�njenja uzrokovana halfband predfiltriranjem, (4.7), i postinterpolacijom, (4.9). U svakom
pododabranom vremenskom trenutku n=2l, algoritam zahtijeva dvije IDFT-je du�ine N/2 i
unutra�nji proizvod dva vektora du�ine N. Stoga, ra unska kompleksnost (uklju uju i i
izra unavanje 2lg , ali ne i predfiltriranje i postinterpolaciju) je O(N/2+N/2log(N/2)) operacija po

odbirku izlaznog signala, �to je zna ajno manje nego za precizni online halfband Weyl-ov filtar.
Zbog ka�njenja od N odbiraka, neophodno je memorisati N/2 pro�lih vektora

2 2 2 4 2, ,...,l l l Ng g g . Ukupan broj memorijskih lokacija je N2/2+N (N/2 vektora 2ig  du�ine N i

vektor ,2lx  du�ine N). Ovi memorijski zahtjevi mogu biti redukovani upotrebom rekurzivnog

izra unavanja. Naime, smjenom l l+N/2 i u definicionoj jedna ini interpoliranog izlaznog
signala y(n) (4.9), dobijamo:

/2 1

/2
(2())(2(), )(2())

2 2 2

N

W
m N

N N Ny l i g l i m m x l i m . (4.10)

Koristi emo parcijalnu sumu u jedna ini (4.10),

/2 1

/2 2
(2 )(2(), )(2())

2 2

N

i W
m N i

N Ns l g l i m m x l i m , 1,2,..., / 2i N .
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Posredni izlazni signal u definicionoj jedna ini interpoliranog izlaznog signala y(n), (4.9), se
dobija kao N/2-ta parcijalna suma, /2(2 )(2 )Ny l s l . Dalje, parcijalne sume se mogu izra unati

rekurzivno kao:

1(2(1))(2 , 2 )(2())
2 2

(2 )                   (2 1, 2 1)(2(1)),                 2,3,..., / 2
2 2

(2 , 2)(2())(2 1, 1)(2 ),       1.
2 2 2 2

i W

i W

W W

N Ns l g l i x l i

N Ns l g l i x l i i N

N N N Ng l x l i g l x l i

Zbog kauzalnosti je potrebno uvesti ka�njenje od N odbiraka. U skladu sa tim, u svakom
pododabranom trenutku vremena n=2l, moramo memorisati N/2 pro�lih impulsnih odziva

(2 / 2 1, ), (2 / 2, ),W Wg l N m g l N m ..., (2 2, )Wg l m  du�ine N/2, vektor pacijalne sume

du�ine N/2 (s1(2l) s2(2l) ... sN/2(2l)) i ulazni vektor du�ine N ((2(/ 2))x l N (2(/ 2 1))x l N

... (2(1)))x l . Ovo zahtijeva N2/4+N memorijskih lokacija, �to je otprilike polovina ranije

zahtijevanih resursa.

4.1.3. STFT filtar

Za efikasnu online implementaciju STFT filtra pretpostavimo da se odgovaraju i prozori
analize i sinteze, (n) i g(n), nalaze u okviru intervala [ L /2, L /2 1] i [ Lg/2, Lg/2 1], te da
imaju parne �irine L  i Lg, respektivno. Koristimo diskretnu STFT-ju, koja se izvodi iz
definicione jedna ine (2.41) odabiranjem frekvencije  sa N frekvencijskih odbiraka.
Pretpostavlja se da je N paran broj i da je N max{L , Lg}, tako da su intervali oslonca prozora
analize i sinteze, (n) i g(n) respektivno, sadr�ani u intervalu [ N/2, N/2 1]. Stoga je minimalan
broj frekvencijskih odbiraka isti kao i �irina prozora. Frekvencijsko odabiranje se tako e
primjenjuje na TF te�insku funkciju M(n, ), koja te�i diskretnoj te�inskoj TF funkciji M(n,k)=
M(n,k/N). Dakle, N mora biti izabrano dovoljno veliko da bi M(n, ) bila dovoljno gusto
odabrana.

Online implementacioni algoritam STFT fitra se svodi na sljede a tri koraka:

1. Analiza: Diskretna STFT ulaznog signala x(n) se izra unava kao:

/2 1 2 ()()()*

/2
(, ), ()()

kn L j n n
N

x x
n n L

kSTFT n k STFT n x n n n e
N

/2 1 2()

/2
(),        0,1,..., 1,

kN j m
N

n
m N

x m e k N  (4.11)

gdje je ()* ()()()nx m x n m m . Korak analize u trenutku vremena n podrazumijeva

izra unavanje DFT-je vektora du�ine N, ()()()((/ 2)  (/ 2 1) ... (/ 2 1))n n nx N x N x N .
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Na ovaj na in su uklju eni odbirci ulaznog signala (/ 2), (/ 2 1),...,x n L x n L

(/ 2 1)x n L .

2. Ponderisanje: Odbirci diskretne STFT-je ulaznog signala x(n) se mno�e sa te�inskom
funkcijom M(n,k),

()(, )(, )(, ) xF n k M n k STFT n k , 0,1,..., 1k N . (4.12)

To podrazumijeva proizvod dva vektora du�ine N, (M(n,0) M(n,1)�M(n,N 1)) i
()()()((,0)  (,1) ... (, 1))x x xSTFT n STFT n STFT n N .

3. Sinteza: Izlazni odbirak y(n) se dobija kao inverzna diskretna STFT funkcije F(n,k),

/2 1 2 ()

/2 1 0

1()(, )()
g

g

kn L N j n n
N

n n L k
y n F n k g n n e

N
. (4.13)

Prethodna relacija mo�e biti zapisana i na sljede i na in, [2], [153], [154],

/2 /2 1
()()

/2 1 /2
()()()

g g

g g

n L L
g g

n mn
n n L m L

y n y n n y m , (4.14)

gdje je () ()g
ny m  je prozorom ograni ena verzija IDFT-je funkcije (, )F n k  u odnosu na k,

() ()()()g
nny m f m g m  sa

1 2

0

1()(, )
kN j m
N

n
k

f m F n k e
N

.

U cilju smanjenja zahtijevanih resursa, optimalno je koristiti rekurzivnu implementaciju
koraka sinteze. Uzmimo da:

/2 1
()

/2
()()

g

g
g

L
g

i n L i m
m L i

s n y m , 1, 2,..., ,gi L

ozna ava parcijalne sume izlaznog signala iz (4.14). Izlazni odbirak y(n) se dobija kao Lg-ta
parcijalna suma, y(n)=sLg(n).

Parcijalne sume mogu biti rekurzivno izra unate na sljede i na in:

()
1 /2

()
/2

(1)(),    2,3,...,
2()

(1),                      1.
2

g

g

gg
i gn L

i
gg

n L

L
s n y i i L

s n
L

y i

Online STFT filtar zadovoljava osobinu potpune rekonstrukcije, pod uslovom da prozori
analize i sinteze, (n) i g(n) respektivno, zadovoljavaju uslov potpune rekonstrukcije, (2.49).
Ipak, kako su u svakom trenutku vremena n kori� eni budu i odbirci ulaznog signala x(n+1),
x(n+2),�, x(n+(L  +Lg)/2) mora biti uvedeno vremensko ka�njenje od (L +Lg)/2 odbiraka. U bilo
kom trenutku vremena n STFT analiza, ponderisanje i sinteza zathijevaju respektivno
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O(L +NlogN), O(N) i O(Lg+NlogN) operacija, �to ini ukupno O(L +Lg+N+2NlogN) operacija po
odbirku izlaznog signala. S obzirom da ulazni vektor du�ine L , (x(n L +1) x(n L +2)�x(n)), i
vektor parcijalne sume du�ine Lg, (s1(n) s2(n)�sLg(n)), moraju biti memorisani, potrebno je L +
Lg memorijskih lokacija.

Zna ajna pojednostavljenja algoritma se mogu ostvariti postavljanjem da je (n)= (n) ili
g(n)= (n).

4.1.4. Multiwindow STFT filtar

Online implementacija multiwindow STFT filtra HMS u principu predstavlja individualnu

online implementaciju M STFT filtara ()i
SH . Koriste i FFT-ju du�ine 1,2,...,max { , }

i ii M gK L L ,

potrebno je 1(()(2 log ))
i i

M
giO L L M N N N  operacija po odbirku izlaznog signala, kao i

O(M) operacija za izra unavanje te�inske sume M izlaznih signala STFT filtara.

Broj potrebnih memorijskih lokacija je 1,2,..., 1max { }
i i

M
i M giL L  (neophodno je

memorisati ulazni vektor du�ine 1,2,...,max { }
ii M L  i M vektora parcijalnih suma du�ina

igL ).

Primjetimo tako e, da je multiwindow STFT filtar idealan za paralelno procesiranje.

4.1.5. Gabor-ov filtar

Za efikasnu online implementaciju Gabor-ovog filtra pretpostavimo da se odgovaraju i
prozori analize i sinteze (n) i g(n) nalaze u okviru intervala [ L /2, L /2 1] i [ Lg/2, Lg/2 1], te
da imaju parne �irine L  i Lg, respektivno. Bitna razlika u odnosu na online implementaciju STFT
filtra je to �to je dozvoljeno da broj frekvencijskih odbiraka N bude manji od du�ine prozora
(zapravo, to je est slu aj). Ova injenica korespondira frekvencijskom pododabiranju. Neka je

2[ / (2 )]Q L N  najmanji parni broj koji je ve i ili jednak L /N i 2 / (2 )g gQ L L  najmanji

paran broj koji je ve i ili jednak Lg/N.
Online implementacioni algoritam Gabor-ovog filtra se svodi na sljede a tri koraka, [2]:

1. Analiza: Gabor-ova transformacija ulaznog signala x(n) se izra unava u trenutku vremena
n=lL,

/2 1 2 ()()*

/2
(, )()()

klL L j n lL
N

x
n lL L

GT l k x n n lL e

/2 1 2 ()
*

/2
()(), 0,1,..., 1

Q k
lL Q N j n lL

Q N

n lL Q N
x n n lL e k N . (4.15)
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() (, )xGT l k  mo�e biti implementirana kao DFT du�ine Q N koja je pra ena

pododabiranjem sa faktorom Q . Tako e, jedna inu (4.15) mo�emo zapisati kao:

1 2()()

0
(, )(),         0,1,..., 1

kN j m
N

x l
m

GT l k x m e k N , (4.16)

sa prealiasing sekvencom du�ine N:

/2 1
()()

/2
()(),      0,1,..., 1

Q

l l
i Q

x m x m iN m N ,

gdje je ()* ()()()lx m x lL m m . Stoga se du�ina DFT-je redukuje sa faktorom Q .

Prealiasing sekvenca vodi ka razdvajanju lokalnog segmenta () ()lx m  ulaznog signala x(n)

u okolini lL na Q  blokove du�ine N i sabiranju ovih blokova, kao �to je pokazano na slici
4.1. Primjetimo da korak analize u trenutku vremena n=lL uklju uje odbirke ulaznog
signala x(lL  L /2), x(lL  L /2+1),�, x(lL+L /2-1).

2. Ponderisanje: Odbirci Gabor-ove transformacije ulaznog signala x(n) se mno�e sa
te�inskom fukcijom M(l,N)= M(lL,k/N),

()(, )(, )(, ),       0,1,..., 1.xF l k M l k GT l k k N  (4.17)

To podrazumijeva proizvod dva vektora du�ine N, (M(l,0) M(l,1)� M(l,N-1)) i
()()()((,0) (,1)... (, 1))x x xGT l GT l GT l N .

3. Sinteza: Korak sinteze u trenutku vremena n=lL proizvodi segment izlaznog signala y(n)
du�ine L, (specijalno, y(n) za n=lL,lL+1,�,(l+1)L 1), i uklju uje funkciju (, )F l k  (samim

tim i TF te�insku funkciju (, )M l k ) za / 2 1, / 2 2,..., / 2g g gl l Q l Q l Q ).

Relacija Gabor-ove sinteze:

1 2 ()

0
()(, )(),

kN j n lL
N

l k
y n F l k g n lL e  (4.18)

se mo�e napisati i kao:

()()() g
l

l
y n y n l L , (4.19)

gdje je:

() ()()g
lly Nf n g n  sa

1 2

0

1()(, ).
kN j n
N

l
k

f n F l k e
N
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( ) ()lx m

( ) ()lx m

Slika 4.1 Ilustracija prealiasing (odvajanje prozorom, segmentacija, sumiranje) procedure za Gabor-ovu analizu.
�irina prozora analize je L =4N, �to odgovara vrijednosti Q =4 bloka.

U jedna ini (4.19), () ()g
ly n l L  je komponenta izlaznog signala y(n) kojoj je doprinijela

funkcija (, )F l k . S obzirom da je () ()g
ly n  u okviru granica (/ 2, / 2 1)g gl L L l L L ,

samo se Qg takvih komponenti izlaznog signala preklapa. Zaista, unutar intervala (lL,

(l+1)L 1) pridru�enog vremenu lL, y(n) se sastoji od komponenti () ()g
ly n l L  sa

/ 2 1,gl l Q / 2 2,gl Q ..., / 2gl Q , tako da (4.19) postaje:

/2 /2 1
()()

/2 1 /2
()()(),        0,1,..., 1

g g

g g

l Q Q
g g

l l l
l l Q l Q

y lL i y lL i l L y i l L i L . (4.20)

Primjetimo da se za L=1 jedna ina (4.20) redukuje na (4.14). Sinteza se mo�e posmatrati i
kao �ema preklapanja i sabiranja, [2], [154], slika 4.2. Posmatrajmo desnu stranu jedna ine
(4.20) pro�irenu na ve i interval i=0,1,...,QgL-1:

/2 1
()

/2
()(),        0,1,..., 1

g

g

Q
g

i gl l
l Q

s l y i l L i Q L .

Uo avamo da je si(l) jednaka y(lL+i) za i=0,1,�,L-1, ali ne i za i=L,L+1,�,QgL-1. Dalje,
si(l) mo�e biti rekurzivno izra unata kao:
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()
/2

()
/2

(1)(),        0,1,..., (1)1
2()

(),                          (1), (1)1,..., 1,
2

g

g

gg
i L gl Q

i
gg

g g gl Q

Q L
s l y i i Q L

s l
Q L

y i i Q L Q L Q L

�to korespondira dodavanju nove preklapaju e komponente izlaznog signala. Trenutni blok
izlaznog signala se dobija kao y(lL+i)=si(l) za i=0,1,�,L-1.

-Lg/2 0 Lg/2-1

lL-Lg/2 lL lL+Lg2-1

(l+1)L-1lL

trenutni segment
izlaznog signala y(n)

N N

trenutna IDFT
signala fl(n)

(l+1)L-1

IDFT signala
() ()g
ly n lL

IDFT signala
()

1 ((1))g
ly n l L

IDFT signala
()

1 ((1))g
ly n l L

IDFT signala
()

2 ((2))g
ly n l L

+

+

+

Slika 4.2 Ilustacija procedure preklapanja i sabiranja koja se koristi u Gabor-ovoj sintezi. �irina prozora sinteze je

Lg=4L, �to odgovara sumiranju Qg=4 komponenti izlaznog signala () ()g
ly n .

Po�to (4.20) uklju uje budu e vrijednosti funkcije F(l+1,k), F(l+2,k),�,F(l+Qg/2,k), koje s
druge strane uklju uju ulazni signal x(n) do trenutka n=lL+L /2+QgL/2, kauzalna implementacija
ovog algoritma zahtijeva uvo enje vremenskog ka�njenja od L /2+QgL/2 odbiraka. U datom
trenutku vremena n=lL, koraci Gabor-ove analize, ponderisanja i sinteze koriste respektivno
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O(L +NlogN), O(N) i O(Lg+NlogN) operacija. Ukupan broj operacija po odbirku izlaznog signala
je stoga aproksimativno ((/ )(2 log 1)()/ ) gO N L N L L L , �to je u principu proporcionalno

preodabiraju em faktoru =N/L. Sve dok  nije previ�e veliko, online implementacija Gabor-
ovog filtra je prili no efikasna.

Neophodno je memorisati L  odbiraka ulaznog signala x(n) i vektor du�ine QgL,

0 1 1(() ()())
gQ Ls n s n s n , �to rezultuje sa L +QgL L +Lg memorijskih lokacija.

4.1.6. Multiwindow Gabor-ov filtar

Online implementacija multiwindow Gabor-ovog filtra HMG u principu predstavlja

individualnu online implementaciju M Gabor-ovih filtara ()i
GH . Ovo ini filtar HMG idealnim za

paralelno procesiranje. Ra unska kompleksnost filtra HMG u op�tem slu aju ne mora biti
zna ajno ve a od one koju ima obi ni Gabor-ov filtar, jer HMG tipi no koristi redukovanu TF
gustinu odabiranja. Ukupan broj operacija potrebnih za odbirak izlaznog signala y(n) se mo�e

estimirati kao ((2 log 1)/ ()/ ) gO MN N L M L L L , sa 1 /
i

M
iL L M  i 1 /

i

M
g giL L M ,

�to je proporcionalno faktoru preodabiranja, MN/L.
Memorijski zahtjevi su, s druge strane, ve i nego u slu aju Gabor-ovog filtra sa jednim

prozorom. Zna ajan segment ulaznog signala x(n) je esencijalno isti za sve grane filtra i
memori�e se samo jednom. Me utim, procedura preklapanja i sabiranja zahtijeva

igL

memorijskih lokacija za svaku granu, �to rezultuje sa ukupno 1,2,..., 1max { }
i i

M
i M giL L

memorijskih lokacija.

4.1.7. TF projekcioni filtar

Projekcioni filtar u svojoj originalnoj formi nije pogodan za online implementaciju iz
sljede ih razloga:

1. impulsni odziv se izra unava u cjelini, kori� enjem kompletne TF te�inske funkcije M(n, )
(odnosno, ekvivalentno, TF propusnog regiona R);

2. ra unska kompleksnost eigen dekompozicije je O(N3), pri emu je N du�ina trajanja
signala (simultano, du�ina trajanja M(n, )).

Za online implementaciju TF projekcionog filtra se, stoga, koristi frekvencijski diskretna
(odabrana) verzija TF te�inske funkcije M(n, ) koja se defini�e kao:

(, ),
2
kM n k M n
N

, [0, 1]k N .
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Broj frekvencijskih odbiraka N je uzet kao umno�ak broja 4, zbog pojednostavljenja kasnije
procedure ra unanja. Primjetimo da N treba da bude dovoljno veliko kako bi M(n, ) bila
odabrana dovoljno gusto. U skladu sa tim, zamjenjujemo impulsni odziv sa IDFT-jom:

1 2

0

1(, )(, )
kmN j
N

W
k

g n m M n k e
N

, [ , 1]
2 2
N Nm . (4.21)

Uo imo da gW(n,m) ima kona nu du�inu u odnosu na m.
Imaju i u vidu prvi korak dizajniranja, potrebno je izra unati (2 ,2 )(, )W Wh l l g l l l l .

S obzirom da su l l  i l l  ili oba parna ili oba neparna, potrebne su nam samo vrijednosti
(2 ,2 )Wg l i  i (2 1,2 1)Wg l i . Stoga, (4.21) mo�e biti zamjenjen sa:

/2 1 2
/2

0

2(2 ,2 )(2 , )
kN j i

N
W e

k
g l i M l k e

N
, (4.22a)

/2 1 2
/2

0

2(2 1, 2 1)(2 1, )
kN j i

N
W o

k
g l i M l k e

N
, (4.22b)

gdje su (, )(, )(, / 2)eM n k M n k M n k N ,
2

(, )((, )(, / 2))
kj
N

oM n k M n k M n k N e , i

[N/4, N/4 1]. Zaklju ujemo da za svako n mo�emo koristiti IDFT-ju du�ine N/2 umjesto IDFT-
je du�ine N.

Sljede i korak podrazumijeva upotrebu lokalnog TF projekcionog filtra, iji dizajn
zahtijeva samo lokalni segment te�inske funkcije M(n,k), ili, ekvivalentno, (2 ,2 )Wh l l . Za dati

parni trenutak vremena n0=2l0 posmatrajmo segment te�inske funkcije M(n,k) du�ine 2L, tako da

0 0[ , 1]n n L n L . Kroz relaciju (2 ,2 )(, )W Wh l l g l l l l  i jedna ine (4.22), ovaj

segment te�inske funkcije M(n,k) korespondira segmentu (2 ,2 )Wh l l  definisanom za

0 0, [ / 2, / 2 1]l l l L l L . Ovo, za uzvrat, mo�e biti pridru�eno lokalnoj matrici Weyl-ovog

filtra HW dimenzija L×L sa elementima , 0()(2(/ 2 ),W i j WH h l L i 02(/ 2 ))l L j

0(2 , )Wg l L i j i j , pri emu , [0, 1]i j L . Usljed kona nog odziva (dimenzije m)

(, )Wg n m , samo N glavnih dijagonala filtra HW su nenulte.

Iz filtra HW mo�emo konstruisati lokalni TF projekcioni filtar HP dimenzija L×L. Najprije
izra unamo eigen dekompoziciju filtra HW:

1
U U

L
H H

W k k k
k

H u u , (4.23)

gdje su (ortonormalne) kolone jedini ne matrice U eigen vektori uk matrice HW, dok je

1=diag ,..., L  dijagonalna matrica eigen vrijednosti ( k su realne vrijednosti, sortirane u

opadaju em poretku). Tada je lokalni TF projekcioni filtar HP dat sa:

1 1
1

(... )(... )
R

H H
P R R k k

k
H u u u u u u ,  (4.24)
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pri emu je R (rang matrice HP) broj eigen vrijednosti matrice HW koji su ve i od 1/2. Impulsni
odziv lokalnog TF projekcionog filtra se dobija kao 0 0 ,(2(/ 2 ), 2(/ 2 ))()P P i jh l L i l L j H ,

sa , [0, 1]i j L . Iskori� en je za izra unavanje odbirka izlaznog signala y(n) u trenutku n0=2l0,

odnosno:

0

0

/2 1

0 0
/2

(2 )(2 ,2 )(2 )
l L

P
l l L

y l h l l x l . (4.25)

Ova procedura se ponavlja za sve parne trenutke vremena n0=2l0.
U cilju smanjenja ra unske kompleksnosti, ne moramo ra unati lokalni TF projekcioni

filtar HP za sve parne vremenske ta ke 2l0, ve  samo za one koje su umno�ak nekog inkrementa
2B, odnosno r2B. Lokalni izlazni signal iz filtra HP se tada izra unava ne samo u n0=r2B ve  i u
lokalnom intevalu oko n0=r2B. Dakle, formiramo lokalni izlazni signal yr(2(rB L/2+j))=(yr)j,

[0, 1]j L , sa yr koje se mo�e zapisati kao:

,r P r ry H x . (4.26)

rx  je lokalni ulazni signal (vektor du�ine L) dat sa ()(2(/ 2 ))rx x rB L j , [0, 1]j L , dok

,P rH  ozna ava matricu lokalnog TF projekcionog filtra u vremenskom trenutku n0=r2B.

Individualni lokalni izlazni signali (2 )ry l  dobijeni na ovaj na in su potom kombinovani u

finalni izlazni signal (2 )y l  kori� enjem �eme preklapanja i sabiranja, odnosno:

(2 )()(2 ) r
r

y l w l rB y l , (4.27)

gdje je w(l) prozor koji zadovoljava ()1r w l rB . Jednostavan izbor je trougaoni (Barlett-

ov) prozor:

1 / ,    za
()

0,               za .

l B l B
w l

l B

U ovom slu aju se samo dva naredna lokalna izlazna signala preklapaju u (4.27).
Za dovoljno veliko L i dovoljno malo B, rezultati ostvareni upotrebom lokalnog TF

projekcionog filtra e biti veoma pribli�ni onima dobijenim upotrebom pravog TF projekcionog
filtra HP. Za manje L i/ili ve e B, gre�ka aproksimacije e biti ve a, ali e ra unska kompleksnost
biti manja.

Kao �to je ve  pomenuto, dizajn filtra baziran na lokalnim TF projekcijama zahtijeva eigen
dekompoziciju kompleksnosti O(N3) svakih 2B vremenskih trenutaka. Ova kompleksnost mo�e
biti zna ajno smanjena. Zaista, injenica da nam je potreban odre eni broj dominantnih eigen
vrijednosti/eigen vektora filtra HW (sve eigen vrijednosti iznad 1/2 i odgovaraju i eigen vektori)
sugeri�e upotrebu iterativnog algoritma poznatog kao ortogonalna iteracija ili simultana
vektorska iteracija. Ovaj algoritam izra unava proizvoljan broj dominantnih parova eigen



Mr Nevena Radovi  Doktorska disertacija

glava IV 133

vrijednosti/eigen vektora p, sredstvima iterativnog matri nog mno�enja i reortogonalizacije,
[161].

Ortogonalna iteracija i-tog reda (i 1) se sastoji od sljede a dva koraka:
1. Iteracioni korak: Izra unati matricu X(i) dimenzija L×p:

()(1)i i
WX H U ,  (4.28)

gdje je matrica U(i-1) dimenzija L×p dobijena u prethodnoj iteraciji. Kolone matrice U(i-1) su

estimacija p dominantnih eigen vektora (1)i
ku .

2. Ortogonalizacija: Izra unati matricu trenutnih eigen vektora U(i) matrice X(i) upotrebom QR
faktorizacije, [161]:

()()()i i iU R X . (4.29)

Uo imo da trougaona matrica R(i) dimenzija p×p nije neophodna.

Postavlja se pitanje odabira inicijalne vrijednosti za U(0). Za i , ()i
ku  konvergira ka p

dominantnih vektora filtra HW. Estimacija p dominantnih eigen vrijednosti mo�e biti ostvarena
na sljede i na in:

()()()i i H i
k k W ku H u , [1, ]k p . (4.30)

Ova estimacija eigen vrijednosti konvergira brzinom 1 /
i

p p , [161]. Lokalni TF projekcioni

filtar u i-toj iteraciji je tada:
()

()()()()()()()
1 1

1
(... )(... )

iR
i i i i i H i i H

P R R k k
k

H u u u u u u , (4.31)

gdje je ()iR  (rang matrice ()i
PH ) jednak broju estimacija eigen vrijednosti ()i

k  ve ih od 1/2.

Iteracija se zavr�ava kada se Forbenius-ova norma ()(1)i i
P PH H  spusti ispod praga male

vrijednosti ili kada je ostvaren odre eni broj iteracija.
Broj dominantnih eigen vrijednosti/eigen vektora p koji se koriste u ortogonalnoj iteraciji

mo�e biti izra unat na sljede i na in. Prema [38], rang R TF projekcionog filtra je
aproksimativno jednak oblasti odgovaraju eg TF propusnog regiona R. Za lokalni TF
projekcioni filtar ova oblast je determinisana te�inskom funkcijom M(n,k) unutar lokalnog
intervala [n0 L, n0+L 1], odnosno:

0

0

1 1

0
(, )

n L N

n n L k
R A M n k . (4.32)

Imajmo u vidu da je M(n,k)=1 unutar R, i M(n,k)=0 vani. TF propusni region R mo�e biti
alternativno izra unat kao trag matrice HW, A=tr{HW}. S obzirom da je R A, koristi se iteriranje



Mr Nevena Radovi  Doktorska disertacija

glava IV 134

p=A+s eigen vektora, sa s=2...4, kao podprostornom rezervom. Uo imo da TF propusni region u
principu ima malu oblast A, te je stoga p L .

Brzina konvergencije ortogonalnog iterativnog algoritma mo�e zna ajno biti unaprije ena
upotrebom Ritz-ove akceleracije, [161]. Ovo podrazumijeva sljede e dodatne korake u i-toj
ortogonalnog iteraciji:

3. Schur-ova dekompozicija: Formirati pomo nu matricu S(i) dimenzija p×p:

()()()i i H i
WS U H U . (4.33)

Izra unati Schur-ovu dekompoziciju, [161], matrice S(i), odnosno jedini nu matricu Q(i) i

dijagonalnu matricu ()()()
1=diag ,...,i i i

pL , tako da je:

()()()()i i i H iQ L Q S . (4.34)
()i
k  se koriste kao unaprije ene estimacije eigen vrijednosti i zamjenjuju ()i

k  u (4.30),

koje stoga ne trebaju da se ra unaju.

4. Rotacija eigen vektora: Izra unati unaprije enu matricu eigen vektora,

()()()i i iU U Q . (4.35)

Rotirani eigen vektori ()i
ku  (kolone matrice ()iU ) se potom koriste za estimaciju lokalnog

TF projekcionog filtra u skladu sa (4.31). Dalje, sljede i iteracioni korak (4.28) koristi (1)iU

umjesto (1)iU . Estimacija k-te eigen vrijednosti ()i
k  konvergira brzinom 1 /

j
p k , �to je

mnogo br�e od konvergencije ostvarene bez upotrebe Ritz-ove akceleracije 1 /
j

p p , naro ito

za dominantne eigen vrijednosti koje su u ovom slu aju od interesa. Stoga, kori� enje Ritz-ove
akceleracije omogu ava upotrebu manjeg broja iteracija za determinaciju matrice lokalnog TF
projekcionog filtra sa odre enom ta no� u. Uo imo da ve i podprostor s rezultuje sa manjim p,
i stoga te�i br�oj konvergenciji. Ipak, odabir ve e vrijednosti s uve ava p i stoga uslo�njava
ra unanje u svakom iteracionom koraku.

Ortogonalna iteracija zahtijeva inicijalizaciju iterirane matrice eigen vektora U(i). U
vremenskom trenutku n=2rB, predla�e se upotreba matrice eigen vektora izra unate u
prethodnom vremenskom trenutku 2(r 1)B kao inicijalne vrijednosti (U(0)).

Ako se TF te�inska funkcija M(n,k) zna ajno mijenja izme u dva sukcesivna vremenska
trenutka 2(r 1)B i 2rB, estimacija eigen vektora se pomjera za vremenski inkrement B u cilju
izra unavanja za novu vremensku poziciju. Stoga, za prvih L B redova inicijalne vrijednosti

(0)U  u trenutku 2rB, koristimo posljednjih L B redova za matricu eigen vektora izra unatu u
prethodnom trenutku 2(r 1)B, a za preostalih B redova koristimo podesno normalizovane
slu ajne vrijednosti. Sa ovom inicijalizacijom ortogonalna iteracija, unaprije ena Ritz-ovom
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akceleracijom, ima tendenciju konvergencije nakon malog broja iteracija (tipi no 2 ili 3). Ova
�ema estimacije eigen vektora korespondira pra enju TF podprostora i rezultuje lokalnim TF
projekcionim filtrom.

Tabela 4.1 Broj operacija potreban po iteracionom koraku ortogonalnog iteracionog algoritma
unaprije enog Ritz-ovom akceleracijom.

Zadatak Kompleksnost
Matri no mno�enje (4.28) 2()O L p
QR dekompozicija (4.29) 2()O Lp
Izra unavanje ()iS  u (4.33) 2 2()O L p Lp
Schur-ova dekompozicija (4.34) 3()O p
Rotacija eigen vektora (4.35) 2()O Lp
Izra unavanje ()i

PH  u (4.31) 2()O L p

Izra unavanje ()(1)i i
P PH H 2()O L

Za online implementaciju TF projekcionog filtra, u svakom trenutku vremena nam je
potrebno O((N/2)log(N/2)) operacija da bi izra unali impulsni odziv gW(n,m), u skladu sa (4.22).
Dalje, svakih 2B vremenskih trenutaka nam je potrebna ortogonalna iteracija ubrzana Ritz-ovom
akceleracijom kako bi determinisali matricu HP lokalnog TF projekcionog filtra.

Kompleksnost zadataka izvr�enih u svakom iteracionom koraku ortogonalne iteracije
ubrzane Ritz-ovom akceleracijom je sumirana u tabeli 4.1. Po�to je tipi no p L , sveukupnom

kompleksno� u e dominirati zadaci sa slo�eno� u O(L2p). Za dati vremenski trenutak,
ortogonalna iteracija zahtijeva O(IL2p) operacija (I ozna ava prosje an broj iteracionih koraka).

Primjetimo da je uobi ajeno Ip L  i stoga 2 3IL p L  (tipi ne vrijednosti su I=2,3; p=5,7; i

L=64), odnosno da je kompleksnost ostvarena unaprije enim iteracionim algoritmom zna ajno
manja od kompleksnosti potpune eigen dekompozicije O(N3).

Kona no, izra un za svaki odbirak izlaznog signala u skladu sa �emom preklapanja i
sumiranja (4.26), (4.27), zahtijeva O(L) operacija.

Lokalni TF projekcioni filtar zahtijeva memorisanje matrica HW i ()i
PH  dimenzija L×L,

matrica ()iU  dimenzija L×p, matrica ()iQ  i ()iL  dimenzija p×p i segmenta ulaznog signala du�ine

L, �to rezultuje sa ukupno 2 22()(1)L p L p  memorijskih lokacija.

4.1.8. Pore enje online algoritama linearnih TV filtara

Na osnovu prethodne analize zaklju ujemo da klasi ni LTV filtri dozvoljavaju online
implementaciju. U tabeli 4.2 je dat pregled hardverske kompleksnosti analiziranih filtara.
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Tabela 4.2 Kompleksnost (ra unska kompleksnost i memorijski zahtjevi) razli itih online TF filtara. Ulazni
halfband, izlazni halfband i halfband Weyl-ovi filtri imaju istu kompleksnost kao minimum energy Weyl-ov filtar uz
dodatnu kompleksnost uzrokovanu halfband ograni enjima ulaznog i/ili izlaznog signala. Kompleksnost STFT filtra

i Gabor-ovog filtra je ista kao kompleksnost odgovaraju ih multiwindow formi, za M=1. U cilju konciznijeg
zapisivanja kori� ena je sljede a notacija: 1 /

i
M
iL L M  i 1 /

i
M

g giL L M .

Tip filtra Broj operacija po odbirku Broj memorijskih lokacija
Zadeh O(N+NlogN) N2/2+N
Minimum energy Weyl O(N+NlogN) N2/2+2N
Aproksimativni
halfband Weyl O(N/2+N/2log(N/2)) N2/4+N

Multiwindow STFT ((2 log )) gO M N N N L L
1,2,...,
max { }

i gi M
L ML

Multiwindow Gabor ((2 log 1)/ ()/ ) gO MN N L M L L L
1,2,...,
max { }

i gi M
L ML

TF projekcioni 2 2 2 3(3())O L p Lp L p 2(L2+p2)+ L(p+1)

Uo avamo da Zadeh-ov filtar, minimum energy Weyl-ov filtar, multiwindow STFT i
multiwindow Gabor-ov filtar imaju sli ne prohtjeve sa aspekta broja operacija po odbirku
izlaznog signala, te da je potreban broj operacija direktno zavisan od dimenzija analiziranog
signala (N).

Sa aspekta memorijskih prohtjeva, uo avamo da su multiwindow STFT i multiwindow
Gabor-ov filtar racionalniji, te da broj memorijskih lokacija koje potra�uju zavisi isklju ivo od
odabranih prozora kori� enih u TF distribucijama na kojima ovi filtri po ivaju. Nasuprot njima,
kod Zadeh-ovog filtra i minimum energy Weyl-ovog filtra, i ovaj parametar direktno zavisi od
dimenzija analiziranog signala.

Ne�to skromnije prohtjeve u pogledu broja operacija po odbirku izlaznog signala ima
aproksimativni halfband Weyl-ov filtar, dok su mu memorijski zahtjevi sli ni kao kod Zadeh-
ovog filtra i minimum energy Weyl-ovog filtra.

TF projekcioni filtar, na kraju, u op�tem slu aju ima najskromnije prohtjeve i sa aspekta
broja operacija po odbirku izlaznog signala, i sa aspekta broja memorijskih lokacija. Oni zavise
od parametara samog filtra, ali se o ekuje da u realnim situacijama ti prohtjevi budu manji ili
barem na nivou prohtjeva ostalih klasi nih linearnih filtara. Pri tome, ne treba zanemariti
injenicu da se najve a ra unska optimizacija, te najkompleksnije matemati ke modifikacije

obavljaju upravo kod ovog filtra.

4.2. Hardverska realizacija nelinearnih TV filtara

U nastavku e biti razmatrana mogu nost hardverske realizacije nelinearnih TV filtara
(obra enih u drugoj glavi disertacije) koji se baziraju na TF analizi nestacionarnih 1D signala.
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4.2.1. TV filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu vi�e TF
distribucija, [128]

U drugoj glavi disertacije je predstavljen TV filtar kod koga se estimacija IF-je bazira na
vi�e TF distribucija. Online realizacija ovog algoritma do sada nije razvijena.

Definicija ovog filtra podrazumijeva jednovremeno izra unavanje TFD-je (WD-je za
monokomponentne signale i SM-a za multikomponentne signale) za razli ite vrijednosti �irine
prozora kojim se odsijeca analizirani signal. Odabrana TFD-ja se ra una dva puta: za slu aj
veoma uskog i za slu aj veoma �irokog prozora. Kori� enjem TF distribucije sa ovako
odabranim �irinama prozora se posti�e zna ajno pobolj�anje TF reprezentacije signala, s obzirom
da je distribucija ili veoma koncentrisana ili jednaka nuli. To vodi do visokog kvaliteta
estimacije funkcije oslonca filtra, a samim tim i do kvalitetnog filtriranja nestacionarnih 1D
signala.

Me utim, ovakav pristup je ra unski izuzetno zahtijevan, te bi podrazumijevao veoma
komplikovanu hardversku implementaciju ija je mogu nost realizacije, u krajnjoj liniji,
dovodena u pitanje. Naime, u svakoj ta ki signala se mora ra unati TFD sa dvije izuzetno
razli ite vrijednosti �irine prozora kojim se odsjeca analizirani signal. Ra unska kompleksnost
dolazi do izra�aja kod TFD-je koja upotrebljava veoma veliku �irinu prozora. Tako e, usljed
ra unanja dvije TFD-je postavlja se pitanje mogu nosti rada ovakvog sistema u realnom
vremenu.

To su razlozi zbog kojih se opisani metod, iako omogu ava kvalitetno filtriranje
nestacionarnih 1D signala, zadr�ao na softverskom nivou.

4.2.2. TV filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu pore enja SM-a
sa unaprijed definisanim pragom, [137]

Ovaj TV filtar se baziran na SM-u, kao distribuciji na osnovu koje e se vr�iti estimacija
IF-je. U skladu sa tim je definisana njegova funkcija oslonca:

(, )
(, )

(, )
fx

H
xx

SM t
L t

SM t
. (4.36)

Implementacija SM-a uklju uje, kao glavni me ukorak, realizaciju STFT-je koja je tako e
uklju ena u definiciju TV filtriranja, (2.117). To zna i da se realizacija STFT-je koristi dva puta:
prilikom odre ivanja funkcije oslonca filtra (u toku realizacije SM-a), (4.36), i prilikom
implementacije filtra, (2.117).

Diskretna forma definicije TV filtriranja je data sa, [129]:

/2

/2 1
()()(, )(, )

N

H x
k N

Hx n L n k STFT n k . (4.37)
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U hardverskoj realizaciji funkcija oslonca filtra LH(t, ) se determini�e pore enjem vrijednosti
SM-a sa spektralnim pragom, [135]. Na ovaj na in se formira kontrolni signal ck kao:

1,    za (, )
0,    za (, ),

xx
k

xx

SM n k R
c

SM n k R
 (4.38)

koji odre uje koja e komponenta STFT(n,k) biti uklju ena u formiranje odbiraka izlaznog
signala. Sa kontrolnim signalom ck=1, sve komponente STFT(n,k), k=0,1,...,N 1 se me usobno
sumiraju.

Blok �ema hardverske realizacije ovog TV filtra je predstavljena na slici 4.3. Sabiranja
mogu biti obavljena dodavanjem susjednih komponenti u prvom koraku, zatim susjednih
komponenti (izra unatih u prvom koraku) u narednom koraku, i tako dalje. Takva �ema
odgovara butterfly algoritmu za izra unavanje FFT-je. Zbog toga svaka komponenta STFT(n,k),
k=0,1,...,N 1 sa kontrolnim signalom ck=1, prolazi kroz log2N sabira a do izlaza iz sistema.

U hardverskoj realizaciji prikazanoj na slici 4.3, koristi se samo realni dio STFT-je,
STFTRe(n,k)=Re{STFTx(n,k)}. Naime, za simetri nu (po frekvenciji) funkciju oslonca, LH(n, k)=
LH(n,k) imamo da je:

/2

Re
/2 1

()()(, )(, )
N

H
k N

Hx n L n k STFT n k , (4.39)

s obzirom da se imaginarni djelovi STFTIm(n,k) me usobno anuliraju. Primjetimo da je
simetri na funkcija LH(n,k) dobijena kada je TFD (koja je uklju ena u definiciju (4.37)) realnog
analiziranog signala Hermitska funkcija. Jednostavno se dokazuje da SM realnog signala
zadovoljava ovu osobinu, SM(n, k)= SM*(n,k).

Serijska arhitektura je realizovana u skladu sa algoritmom predstavljenim na slici 4.4. Njen
�ematski dijagram, uklju uju i i kori� ene komponente, je dat na slici 4.5. Kao �to se mo�e
vidjeti, ova arhitektura ima ka�njenje od 3 takta po odbirku (ukupno 6 za realni i imaginarni dio
odbirka).

16-bitni odbirci STFT-je se vode na ulaze od D[0][15�0] do D[4][15�0] simultano.
Tokom jednog takta, dva ulaza se putem multipleksora MUX_1 i MUX_2, adresiranih sa
ADD1[2..0] i ADD2[2..0], proslije uju na mno�a MULT, produkuju i 32-bitni proizvod na
njegovim izlazima. Nakon pomjeranja  koje izvr�ava pomjera ki registar SHIFT_REG
(DIS[4..0]=1 � pomijeranje ulijevo za 1, DIS[4..0]=0 � bez promjene) ovaj prozvod se
proslje uje na ulaz sabira a (ADDER) �dataa[]�.S obzirom da je datab[]=Z[32..0], njegov izlaz
e biti Z[n][32..0]= Z[n-1][32..0]+data[n][32..0].
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Slika 4.3 Hardver za realizaciju jednog kanala TV filtra sa funkcijom oslonca estimiranom
na osnovu pore enja SM-a sa unaprijed definisanim pragom, [135].
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Slika 4.4 Algoritam za serijsku arhitekturu.

Nasuprot serijskoj arhitekturi, paralelna arhitektura nema ka�njenja. Njena konfiguracija je
prikazana na slici 4.6. Ona isklju uje multipleksore, ali pove ava broj mno�a a (ukupno 3),
sabira a (2) i pomjera kih registara (3). Za njenu prakti nu realizaciju je, stoga, potreban ve i
ip od onog koji se koristi za serijsku realizaciju.
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Slika 4.5 Detaljna �ema kori� ena za realizaciju serijske konfiguracije na ipu.
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Slika 4.6 Detaljna �ema kori� ena za realizaciju paralelne konfiguracije na ipu.
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4.2.3. TV filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu funkcije
pokretnog vektora i SM-a, [90]

Za TV filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu funkcije pokretnog vektora i
SM-a, [90], je razvijena potpuna hardverska realizacija koja e biti opisana u nastavku.
Algoritam na kome se bazira ovaj filtar je predstavljen u drugoj glavi disertacije (vidi poglavlje
2.2.3). Arhitektura njegove hardverske realizacije, sposobne za rad u realnom vremenu, je
prikazana na slici 4.7.

Slika 4.7 Hardverski dizajn opisanog TV sistema za filtriranje.
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Izra unavanje se izvodi u L+3 taktova po frekvencijskoj ta ki. ConvWinRegBlk i STFT-
to-SM gateway se koriste u paru i slu�e za implementaciju realne i imaginarne komponente SM-
a u L+1 taktova, [36]. Funkcija TV filtra se zatim implementira u naredna dva takta. U (L+2)-om
taktu, izra unati odbirak SM-a i odgovaraju i odbirak STFTRe se smje�taju u pomjera ki
memorijski bafer (ShMemBuff) i u registar FIFO delay, respektivno, setovanjem signala
SM/STFT_Store. Paralelno sa navedenim komponentama radi i COMP blok. On se sastoji od seta
komparatora i slu�i da generi�e signal Ck koji determini�e lokalnu IF-ju. Signal Ck=1, sa
ka�njenjem od pola takta, omogu ava uklju ivanje izlaznog odbirka iz registra FIFO delay u
ra unanje odbirka izlaznog signala. U (L+3)-em taktu, novi odbirak STFT-je se importuje u
ConvWinRegBlk setovanjem signala STFT_Load, i opisani proces se ponavlja za narednu
frekvencijsku ta ku. Simultano, i samo kada maksimalni odbirak SM-a postane centralni element
ShMemBuff-era, detektovan signalom Max_freq, izra unata vrijednost (Hx)(n) se smje�ta u
izlazni registar. Sa ka�njenjem od pola takta kumulativni sabira  CumADD se resetuje, ime
po inje izvr�avanje za novi vremenski trenutak n.

Registar FIFO delay se koristi kako bi se okasnili odbirci STFT-je. Izlazni odbirak iz
registra FIFO delay odgovara, po frekvenciji, centralnom elementu ShMemBuff-era. Lokacije
ShMemBuff-era sadr�e frekvencijski zavisne odbirke SM-a iz bazi nog frekvencijskog intervala

ikQ , (2.132). COMP blok prepoznaje lokalnu IF-ju, determinisanu sa Ck=1, u frekvencijskoj

ta ki koj ispunjava ranije definisane uslove (i)-(iv) (vidi poglavlje 2.2.3).

Tabela 4.3 Memorijske lokacije Look up tabele. ADDM ozna ava adresu sredi�njeg elementa ConvWinRegBlk-a.
Simbol  ozna ava logi ku operaciju pomjeranja ulijevo i l=Length(SelSTFT_1).

LUT Address Ctrl signals area SelSTFT_1 SelSTFT_2
0 0 0 0 MADD l MADD
1 1 0 0 1MADD l 1MADD
... 1 0 0 ... ...
L 1 0 0 M LADD l M LADD

L+1 0 1 0 0 0
L+2 0 0 1 0 0

Tabela 4.4 Parametri konfiguracionih registara, izra�eni kroz broj potrebnih STFT_Load taktova.

Konfiguracioni registar Vrijednost parametra
Start Convolution (SC) (2L+1) 1
Filtering/FIFO Delay (FD) (LQ 1)/2+1
Frequency Border (FB) N L 1
Conv. Win. Size (CWS) 2L+1
ShMemBuff Size (SMBS) LQ
End of Filtering (EOF) N×N 1
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Cjelokupnim opisanim procesom upravlja Look-up tabela (LUT). Svaka njena lokacija
sadr�i 3 jednobitna kontrolna signala (ShLorNo, SM/STFT_Store, STFT_Load, respektivno) i
adrese multipleksora, tabela 4.3. Binarni broja  generi�e ni�u adresu, dok L iz registra TFDCode
setuje vi�e adrese. Signali Start_Filtering, Max_Freq, Freq_Border i End_Process upravljaju
operacijama na maksimalnoj frekvenciji. Ovi signali se generi�u u modulima ije su bazi ne
komponente binarni broja i promjenljive du�ine sa asinhronim resetom i komparatorima binarne
magnitude sa binarnim referencama iz Konfiguracionih registara, tabela 4.4. Uslovi
sinhronizacije binarnih broja a su vezani sa taktovima CLK i STFT_Load. Signal Freq_Border
se generi�e kako bi resetovao STFT-to-SM gateway i na taj na in dopunio frekvencijsku granicu
sa 2L nula.

Kona no, neophodno je setovati vrijednosti parametara LQ i R. �iroki frekvencijski opseg,
(2.134), dobijen u slu aju visoko koncentrisanih, nepreklapaju ih FM signala sugeri�e robusnost
estimacije IF-je u odnosu na LQ. Stoga, ShMemBuff koji ima nekoliko lokacija, LQ 2L+1, je
naj e� e sasvim dovoljan. Ve e vrijednosti praga R skoro u potpunosti uklanjanju uticaj �uma
van domena auto- lanova, ali mogu izazvati zna ajno odsijecanje ivica auto- lanova kona ne
du�ine trajanja (auto- lanovi chirp signala). Na bazi opse�nog eksperimentalnog istra�ivanja u
[90] se do do�lo zaklju ka da je vrijednost od 10%-25% maksimalne vrijednost SM-a pogodna
za vrijednost praga R.

Opisani dizajn produkuje razli it kvalitet estimacije IF-je, odnosno TV filtriranja u
razli itom broju taktova po frekvencijskoj ta ki. Kvalitet se pobolj�ava sa pove anjem broja
taktova, odnosno kako L raste. Ipak, ve e L mo�e uzrokovati pojavu kros- lanova i zna ajno
pove anje vremena izvr�enja. Stoga je za ovaj dizajn TV filtra predlo�ena upotreba relativno
male vrijednosti parametra L (L=2 ili 3) s obzirom da ve  te vrijednosti daju reprezentaciju
visokog kvaliteta bez prisustva kros- lanova, [84], i imaju malo vrijeme izvr�avanja (5 ili 6
taktova po frekvencijskoj ta ki).

Tabela 4.5 Hardverska slo�enost i ra unska cijena opisanog dizajna

Tip filtra
Hardverska kompleksnost Broj operacija po

odbirku izlaznog
signalaFunkcionalne jedinice Memorijske lokacije

Opisani dizajn 8 5L+3LQ/2+27/2 O((2L+5)(N 2L))

Opisani multitaktni dizajn, [90], zna ajno redukuje hardversku kompleksnost i stoga
omogu ava zna ajnu redukciju dimenzija kori� enog ipa, potro�nju energije i cijenu hardvera.
Uo imo da je broj kori� enih funkcionalnih jedinica konstantan, te da ne zavisi od du�ine
trajanja analiziranog signala, tabela 4.5.

Zaklju uje se da je opisani dizajn, [90], sposoban da izvodi TV filtriranje FM signala
proizvoljne du�ine, s obzirom da njegova ra unska kompleksnost ne zavisi od du�ine signala.
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4.2.4. TV filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu funkcije
pokretnog vektora i CTFWD-je, [95]

Za TV filtar sa funkcijom oslonca estimiranom na osnovu funkcije pokretnog vektora i
CTFWD-je, [95], je razvijena potpuna hardverska realizacija koja e biti opisana u nastavku.
Algoritam na kome se bazira ovaj filtar je predstavljen u drugoj glavi disertacije (vidi poglavlje
2.2.4). Arhitektura za njegovu hardversku realizaciju, koja radi u realnom vremenu, je prikazana
na slici 4.8.

Arhitektura se sastoji iz dva dijela. STFT-to-CTFWD gateway, slika 4.8(b), implementira
algoritam dat jedna inom (2.136). Ulazni odbirci STFT-je (STFT_IN) se koriste za
izra unavanje unaprije ene TF reprezentacije za�umljenog signala, odnosno CTFWD-je.
Pomjera ki memorijski bafer (ShMemBuff), koji se sastoji od seta paralell-in i paralell-out
registara, implementira funkciju pokretnog vektora Q. Njegove memorijske lokacije sadr�e
odbirke CTFWD-je (koji su zavisni samo od frekvencije) iz bazi nog frekvencijskog intervala
Qk. U skladu sa procedurom estimacionog algoritma (vidi poglavlje 2.2.4), COMP BLCK koji se
sastoji od seta komparatora, detektuje lokalnu IF-ju, odnosno funkciju oslonca filtra, odre enu sa
FRSk=1. Registar FIFO delay se koristi kako bi se okasnili odbirci STFT-je. Izlazni odbirak iz
registra FIFO delay odgovara, po frekvenciji, centralnom elementu iz ShMemBuff-era.

Generalno, dizajn ovog hardvera izvodi ra unanje u L(n,k)+3 taktova po frekvencijskoj
ta ki. U prvih L(n,k)+1 taktova (nulti, prvi,..., L(n,k)-ti), izra unat je odbirak CTFWD-je, [87].
Funkcija TV filtra se tada implementira u naredna dva takta ((L(n,k)+1)-vi i (L(n,k)+2)-i), pri
emu se (L(n,k)+2)-i preklapa prilikom izvr�avanja sa nultim taktom naredne frekvencijske

ta ke. Bezuslovni nulti takt, kada je L(n,k)=0, i (L(n,k)+1)-vi, obezbje uju estimaciju IF-je na
bazi spektrograma u svakoj TF ta ki. Ostali (uslovni) taktovi (prvi, drugi,..., L(n,k)-ti) se koriste
kako bi unaprijedili kvalitet estimacije IF-je, ali samo u TF ta kama iz domena auto- lanova
STFT-je, determinisanih signalom STFT_AT_Reg.

Signali x±i se dobijaju na izlazu iz komparatora COMP:

2 2

2 2

1,   za  (, )

0,  za  (, ).

x
i

x

STFT n k i S
x

STFT n k i S

Ovi signali determini�u nenulte vrijednosti STFT-je STFT(n,k±i) i generi�u signal
STFT_AT_Reg, STFT_AT_Reg=xi×x-i (i=0,1,...,L(n,k)) u odgovaraju em taktu. U estvuju i u
generisanju signala Gateway_CLK, nulta vrijednost signala STFT_AT_Reg onemogu ava i-tom
lanu (i=0,1,...,L(n,k)) da u e u sumiranje (2.136) u i-tom taktu. Signal CTFWDWrite_Cond je

setovan u svakom uslovnom taktu. Signal Out_STFT_AT_Reg= inv{STFT_AT_Reg} omogu ava
da signal CTFWDWrite_Cond napravi bezuslovni (L(n,k)+1)-vi takt iz narednog uslovnog (i+1)-
og. Na ovaj na in, signali STFT_AT_Reg i CTFWDWrite_Cond dozvoljavaju razvijenom dizajnu
da optimizuje broj taktova uzetih u razli itim TF ta kama u toku izvr�avanja, kao i da izvr�i
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�eljenu estimaciju IF-je, baziranu na CTFWD-ji. Simultano, oni kontroli�u zavr�etak filtriranja u
posmatranoj frekvencijskoj ta ki. Signal SPEC_EN omogu ava izvr�avanje u bezuslovnom
nultom taktu, ak i kada je x0=0.

U (L(n,k)+1)-om taktu, izra unati odbirak CTFWD-je i realni dio odgovaraju eg odbirka
STFT-je se smje�taju respektivno u ShMemBuff i u registar FIFO delay, setovanjem signala
STFT_Load/CTFWD_Store. Paralelno ovome, COMP BLCK generi�e signal FRSk, baziran na

Slika 4.8 (a) Hardverski dizajn opisanog nestacionarnog sistema za filtriranje. U centru ShMemBuff registara,
ozna ena je TF pozicija smje�tenih odbiraka CTFWD u smislu predstavljenog estimacionog algoritma.

(b) Hardverska implementacija realne ra unske linije STFT-to-CTFWD gateway-a.
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trenutnom sadr�aju lokacija ShMemBuff-era. Sa ka�njenjem od pola takta, FRSk=1 omogu ava
uklju ivanje izlaznog odbirka registra FIFO delay u generisanje izlaznog signala kroz sumiranje
u kumulativnom sabira u (CumADD). Istovremeno, signal RESET isti sadr�aj STFT-to-
CTFWD gateway-a. (L(n,k)+2)-i takt se koristi za zavr�etak izvr�avanja. Ipak, izlaz CumADD-a
e sadr�ati kona nu vrijednost (Hx)(n), za dato n, tek nakon izvo enja opisanog izvr�avanja u

svakoj frekvencijskoj ta ki u posmatranom trenutku vremena n.
 Kona na vrijednost (Hx)(n) e se, stoga, dobiti nakon izra unavanja u maksimalnoj

frekvencijskoj ta ki, tj. kada maksimalni frekvencijski odbirak CTFWD-je postane centralni
element ShMemBuff-era �to se detektuje signalom Max_Freq. Stoga, signal Completion,
generisan u (L(n,k)+2)-om taktu mora biti uslovni. On e smjestiti izra unatu vrijednost (Hx)(n)
u izlazni registar OutREG, ali samo kada je dostignuto Max_Freq=1. Sa ka�njenjem od pola
CLK, CumADD se resetuje i po inje izvr�avanje za novi vremenski trenutak n.

Simultano sa (L(n,k)+1)-im taktom za posmatranu frekvencijsku ta ku k, ubacuje se novi
STFT_IN odbirak i opisani proces se ponavlja za novu frekvencijsku ta ku k+1. Primjetimo da
ubacivanje novog odbirka STFT_IN koincidira sa STFT_Load/CTFWD_Store taktom, iji period
stoga mora biti (L(n,k)+1) puta ve i od perioda takta. Ova tehnika implementacije (pipelineing)
omogu ava preklapanje u izvr�avanju zavr�nog takta za razmatranu frekvencijsku ta ku k i
nultog takta za novu frekvncijsku ta ku k+1. Na ovaj na in se pobolj�ava protok TV filtriranja �
ukupna koli ina posla ura ena u datom vremenu ima prednost u odnosu na vrijeme izvr�avanja u
individualnoj frekvencijskoj ta ki. To mo�e biti zna ajno unaprije enje jer se za slu aj realnog
filtriranja izvr�ava okvirno od deset hiljada do nekoliko miliona izra unavanja (u razli itim TF
ta kama).

Tabela 4.6 Memorijske lokacije Look up tabele. ADDM ozna ava adresu centralnog elementa CWRegBlck-a.
Simbol  ozna ava logi ku operaciju pomjeranja ulijevo i l=du�ina(SelSTFT_1).

LUT Add Ctrl signali SelSTFT_1 SelSTFT_2
0 0 0 1 MADD l MADD

1 1 0 0 1MADD l 1MADD
....... 1 0 0 ................ ..............
Lm 1 0 0 mM LADD l

mM LADD
Lm +1 0 1 0 0 0

Cjelokupnim opisanim procesom upravlja LUT-a. Njene lokacije se sastoje od 3 jednobitna
kontrolna signala (ShLorNo/CTFWDWrite_Cond, CTFWDWrite, Completion) i adresa MUX-
eva, tabela 4.6. Binarni broja  generi�e LUT adrese. Na kraju sekvence u svakoj frekvencijskoj
ta ki, signal Count_clear isti binarni broja  sa ka�njenjem od pola takta, mjereno
STFT_Load/CTFWD_Store taktom. Tokom inicijalizacije sistema sadr�aj LUT-e se automatski
ubacuje spolja, pomo u PC-a ili mikrokontrolera op�te namjene. Signali Start_Filtering,
Max_Freq, Freq_Border i End_Process upravljaju operacijama na maksimalnoj frekvenciji. Ovi
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signali se generi�u u modulima ije su osnovne komponente binarni broja i varijabilne du�ine sa
asinhronim resetom i komparatorima binarne magnitude sa binarnim referencama iz
konfiguracionih registara, tabela 4.7.

Uslovi sinhronizacije binarnih broja a su povezani sa signalima
STFT_Load/CTFWD_Store i sistemskim taktom. Signal Freq_Border se generi�e da bi resetovao
STFT-to-CTFWD gateway tokom ivi nih efekata, �to rezultuje dopunjavanjem frekvencijske
granice sa 2Lm nula. Na ovaj na in je implementiran princip kretanja vektora Q po poziciji
frekvencijske granice.

Tabela 4.7 Parametri konfiguracionih registara, izra�eni brojem potrebnih takova STFT_Load/CTFWD_Store.

Konfiguracioni registri Specifikacija parametara i njihov opis  Vrijednost

Start Convolution (SC) Start operacije konvolucionog prozora
za izra unavanje CTFWD (2Lm+1) �1

Filtering/FIFO Delay (FD) Frekvencijsko ka�njenje odbiraka
STFT za estimaciju FRS LQ+1

Frequency Border (FB) Frekvencijska grani na pozicija N�Lm�1
Maximum Conv. Win. Size
(MCWS)

Maksimalna veli ina konvolucionog
prozora 2Lm+1

ShMemBuff Size (SMBS) Veli ina ShMemBuff 2LQ+1
End of Filtering (EOF) Kraj procesa filteriranja N N�1

Tabela 4.8 Du�ine izlaznih registara za kori� ene digitalne jedinice u zavisnosti od parametara l, Lm i N.

Du�ina Parametri l, Lm, N
MUXs, CWRegBlck L
Mno�a i 2×l
Sabira  iz kontrole generisanja
signala STFT_AT_Reg CEIL(log2(2·(22l+1�1)))

ShLEFT 2×l+1
CumADD iz gateway-a C=CEIL(log2((22l+1�1)×(Lm+1)))
ShMemBuff C+1
Izlazni CumADD i OutREG CEIL(log2((2l�1)×N))

Tabela 4.9 Hardverska slo�enost i ra unska cijena opisanog dizajna

Tip filtra
Hardverska kompleksnost Broj operacija po

odbirku izlaznog
signalaFunkcionalne jedinice Memorijske lokacije

Opisani dizajn 13 2N+5Lm+3LQ+13 O(5(N-2Lm))

Maksimalne du�ine izlaznih registara za svaku kori� enu digitalnu jedinicu su date u tabeli
4.8. Izvedene su kao funkcije du�ine podatka STFT_IN (l), maksimalne mogu e �irine
konvolucionog prozora Lm i broja frekvencijskih ta aka u posmatranom trenutku vremena.
Primjetimo da je kriti na ta ka �irina izlaza CumADD-a. Najdu�a, kriti na putanja koja
determini�e najkra e vrijeme takta korespondira generisanju signala STFT_AT_Reg u polovini
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takta, kroz mno�a , sabira  i komparator (Tc/2=Tm+Ta+Tcomp, gdje su Tc, Tm, Ta, Tcomp sistemski
takt, vremena mno�enja, sabiranja i pore enja, respektivno). Na ovaj na in je obezbje ena
participacija signala STFT_AT_Reg u generisanju signala Gateway_CLK u drugoj polovini istog
takta.

Na bazi du�ine izlaznih registara digitalnih jedinica kori� enih u generisanju signala
STFT_AT_Reg, tabela 4.8, vidimo da vremena mno�enja i sabiranja zavise od du�ine l podatka
STFT_IN. Stoga, kriti na putanja opisanog dizajna i najkra e vrijeme sistemskog takta zavise
isklju ivo od du�ine l podatka STFT_IN. Kona no, odbirci STFT_IN se importuju u STFT-to-
CTFWD gateway sa svakim dvostrukim sistemskim taktom, �to simultano determini�e brzinu
odabiranja analognog za�umljenog signala x(t) i koincidira sa minimalnim vremenom
izvr�avanja po frekvencijskoj ta ki opisanog dizajna.

4.2.5. Pore enje hardverskih realizacija nelinearnih TV filtara

Nelinearni TV filtri, razvijani u posljednjih dvadesetak godina, mahom po ivaju na
raznovrsnim algoritmima za estimaciju IF-je. Od kvaliteta estimacije IF-je zavisi i kvalitet samog
filtriranja analiziranih signala.

Da bi bio u mogu nosti da kvalitetno izvr�i estimaciju IF-je za monokomponentne i
multikomponentne signale u realnom vremenu, algoritam bi trebao da:

(a) bude ra unski dovoljno jednostavan kako bi bila mogu a implementacija u realnom
vremenu;

(b) bude nezavisan od signala, kako bi bila mogu a detekcija svih lokalnih maksimuma u
slu aju multikomponentnog slu aja;

(c) rezultuje visoko kvalitetnom estimacijom, sa minimalnom mogu om gre�kom.

Razmotrimo postoje e estimacione algoritme, [90], [95], [128], [137], sa aspekta ovih zahtjeva.
Ra unski izuzetno kompleksan algoritam iz [128] nije pogodan za implementaciju u

realnom vremenu, s obzirom da zahtjev (a) nije zadovoljen. S druge strane, algoritam iz [137],
koji, u principu, dozvoljava implementaciju u realnom vremenu, je izuzetno zavisan od oblika
estimiranog signala, te stoga ne zadovoljava zahtjeve (b) i (c), �to ga ini nepogodnim za
filtriranje multikomponentnih signala. Tako e, porastom du�ine trajanja analiziranog signala,
njegova hardverska kompleksnost zna ajno raste, i stoga odgovaraju a implementacija u
realnom vremenu na integrisanom ipu nije uvjek mogu a. Usljed zavisnosti ra unske
kompleksnosti dizajna od du�ine analiziranog signala pomenuti sistem mo�e izvoditi isklju ivo
filtriranje signala sa predefinisanom du�inom trajanja.

Vi�etaktni dizajni predstavljeni u [90] i [95] zadovoljavaju sve navedene kriterijume.
Njihova hardverska kompleksnost je redukovana, �to dalje omogu ava smanjenje cijene i
dimenzija upotrijebljenog ipa, kao i smanjenje utro�ka energije. Uo imo da je broj kori� enih
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funkcionalnih jedinica kod oba filtra konstantan, te da ne zavisi od du�ine analiziranog signala,
tabela 4.5. i tabela 4.9. Zaklju uje se da su ovi dizajni sposobni da estimiraju FM signale
proizvoljne du�ine, odnosno da je njihova realizacija uvjek mogu a. Dizajn predstavljen u [95],
koji koristi tehniku pipelineing-a u svojoj realizaciji, zna ajno redukuje vrijeme izvr�avanja i
omogu ava efikasnije filtriranje u odnosu na dizajn iz [90]. Tako e, imaju i u vidu injenicu da
se ovaj metod bazira na 1D CTFWD-ji, visoko kvalitetna estimacija IF-je obezbje uje visoko
kvalitetno filtriranja, kao �to je dokazano u [95].
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glava V

Hardverska implementacija prostorno-promjenljivog
filtra baziranog na algoritmu za estimaciju lokalne

frekvencije u realnom vremenu

Postoje i online algoritmi i hardverska rje�enja za TV filtriranje 1D nestacionarnih signala
su analizirana u etvrtoj glavi disertacije. Poseban osvrt je na injen na mogu nosti njihove
implementacije, kao i resurse koji su potrebni u slu aju kada je ona mogu a.

Broj S/SF sistema koji su u stanju da vr�e kvalitetno prostorno-promjenljivo filtriranje 2D
nestacionarnih signala u prisustvu aditivnog �uma je zna ajno manji, [93], [94], [96]-[98], [100],
[130], [143], [144], [146]. Pojedini od ovih sistema su suvi�e kompleksni, te je njihova
hardverska implementacija prakti no nemogu a, dok pojedini nijesu u stanju da izvr�e filtriranje
signala u realnom vremenu. U tim slu ajevima ovi sistemi se zadr�avaju na nivou softverskih
rje�enja.

Osnovni cilj disertacije je razvijanje metoda koji e obezbjediti kvalitetno filtriranje visoko
nestacionarnih 2D signala u realnom vremenu, [93], [94], [96]-[98], [100], i odgovaraju e
hardverske implementacije kojom e biti izvr�ena kona na verifikacija njegovog rada. Sam
razvijeni metod je predstavljen u tre oj glavi disertacije, dok e u ovoj glavi posebna pa�nja biti
posve ena razvoju njemu odgovaraju e vi�etaktne implementacije (Multiple-Clock-Cycle
Implementation - MCI), uz podrobnu analizu na ina funkcionisanja, hardverske i ra unske
kompleksnosti, kao i potrebnih resursa za njegovu realizaciju.

5.1. Analiza postoje ih hardverskih rje�enja

Kao �to je re eno u vi�e navrata, linearni filtri predstavljaju klasi na rje�enja, te emo
stoga po i od njihove analize. Razmotrimo resurse koje bi ovi filtri zahtijevali u slu aju da je
njihova poznata online implementacija razvijena za slu aj procesiranja 1D nestacionarnih signala
(poglavlje 4.1, tabela 4.2) pro�irena na procesiranje 2D nestacionarnih signala. Analiza
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kompleksnosti takvih filtara, u slu aju da je njihova hardverska realizacija mogu a, je data u
tabeli 5.1.

Problemi sa kojima se susrije u klasi ni sistemi za filtriranje 1D nestacionarnih signala se
zadr�avaju i u slu aju 2D signala. Dakle, ovi filtri ispoljavaju nedostatke koji zna ajno
ograni avaju njihovu primjenu: Zadeh-ov filtar ne mo�e biti kori� en za nestacionarne signale,
STFT i Gabor-ov filtar imaju ograni enu rezoluciju, dok je Weyl-ov filtar u principu ograni en
na halfband signale. Nazna eni nedostaci ovih sistema su detaljno poja�njeni u drugoj glavi
disertacije.

Nestacionarni filtri bazirani na TFD-jama, odnosno na S/SFD-jama su numeri ki veoma
kompleksni i zahtijevaju zna ajno vrijeme za izra unavanje, �to ih ini nepogodnim za analizu u
realnom vremenu, te zna ajno ograni ava njihovu upotrebu. Hardverska implementacija, kada je
mogu a mo�e prevazi i navedene probleme, obezbje uju i aplikaciju ovih 1D i 2D filtara u
rje�avanju brojnih zadataka u praksi.

Tabela 5.1 Kompleksnost (hardverska i ra unska) razli itih online S/SF filtara. Ulazni halfband, izlazni halfband i
halfband Weyl-ov filtar imaju istu kompleksnost kao minimum energy Weyl-ov filtar, uz dodatnu kompleksnost
uzrokovanu halfband ograni enjem ulaznog i/ili izlaznog signala. Kompleksnost STFT i Gabor-ovog filtra je ista

kao za odgovaraju e multiwindow verzije respektivno, uz uslov da je M=1.  je faktor preodabiranja, koji se koristi u
dizajnu Gabor-ovog filtra, parametar p (5 p 7) je broj dominantnih parova eigen vrijednosti/eigen vektora i koristi

se u dizajniranju projekcionog filtra (ovi parametri su uvedeni i definisani u poglavlju 2.1). Sa  je ozna en
prosje an broj taktova po FF ta ki razvijenog dizajna. Logi ka operacija pomjeranja ulijevo (shift left, odnosno

mno�enje sa 2) nije razmatrana u prikazanim ra unskim zahtjevima, jer je vrijeme potrebno za njeno izvr�avanje
mnogo kra e od vremena potrebnog za ostale operacije.

Tip filtra
Hardverska kompleksnost Broj operacija po

izlaznom odbirkuBroj funkcionalnih
jedinica

Broj memorijskih
lokacija

Zadeh-ov N2+N3logN N2+N4/2 O(N2+N3logN)
STFT 3N2+2N3logN 2N2 O(3N2+2N3logN)
Gabor-ov 2(3+2NlogN) 2N2 O( 2(3+2NlogN))
Minimum energy
Weyl-ov N2+N3logN 2N2+N4/2 O(N2+N3logN)

Aproksimativni
halfband Weyl-ov N2/4+N3/8(log(N/2)) N2+N4/8 O(N2/4+N3/8(log(N/2)))

Multiwindow STFT M(3N2+2N3logN) 2MN2 O(M(3N2+2N3logN))
Multiwindow
Gabor M 2(3N+2N2logN) 2MN2 O(M 2(3N+2N2logN))

Projekcioni N2(3N2p+3Np2+p3+N2

+ N/8(log(N/2)) N2(2N2+2p2+Np+1) O(N2(3N2p+3Np2+p3+N2

+ N/8(log(N/2)))
Predlo�eni signal
adaptivni 14 2N2+Lm(4N+2Lm+7)

+ 3NL+3L+20 O(N2(5( -1)+1))

Online algoritmi za jednotaktnu implementaciju (Single-Clock-Cycle Implementation -
SCI), odnosno, paralelnu implementaciju linearnih TV filtara iz [39], [41], su prili no slo�eni i
zahtijevaju ponavljanje osnovnih ra unskih elemenata, ukoliko su neophodni vi�e od jednog
puta. Osim toga, ove implementacione �eme zavise od du�ine filtriranog signala, te su sposobne
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da vr�e isklju ivo filtriranje signala unaprijed definisane du�ine (trajanja). Za slu aj 2D signala,
navedeni problemi se vi�estruko multipliciraju, te je njihova hardverska realizacija zna ajno
ote�ana.

U tabeli 5.1 je data hardeverska kompleksnost (u smislu upotrijebljenih funkcionalnih
elemenata i memorijskih lokacija) klasi nih, linearnih sistema upodobljenih za obradu 2D
signala, i kompleksnost sistema predlo�enog i razvijenog u ovoj glavi disertacije. Ono �to je
odmah mogu e uo iti je zavisnost broja funkcionalnih jedinica od du�ine prozorom odsje enog
signala N×N kod klasi nih, linearnih sistema. U najboljem slu aju (Gabor-ov filtar) ova
slo�enost je reda veli ine NlogN. S druge strane, broj upotrijebljenih funkcionalnih jedinica
ovdje predstavljenog sistema je konstantan (svega 14 funkcionalnih jedinica) i ne zavisi od
du�ine prozorom odsje enog signala. Bitno je uo iti da bi za svako eventualno pove anje
dimenzija signala broj funkcionalnih jedinica kod klasi nih sistema drasti no rastao �to bi
onemogu ilo njihovu implementaciju na integrisanom ipu, dok bi kod razvijenog rje�enja taj
broj uvjek bio isti jer predstavlja fiksnu vrijednost. Stoga se jednostavno dolazi do zaklju ka da
je samo razvijeni dizajn uvjek pogodan za realizaciju na ipu (System-on-a-Chip - SoC),
implementaciju u realnom vremenu i filtriranje 2D FM signala.

U zavisnosti od du�ine prozorom odsje enog signala N×N, razvijeni dizajn i Gabor-ov
filtar zahtijevaju minimalan ukupan broj operacija izvedenih po odbirku izlaznog signala koji
uti e na throughput18 i vrijeme izvr�avanja. Osim toga, tehnika pipeline-inga poma�e
predlo�enom dizajnu da dodatno pobolj�a vrijeme izvr�avanja. Na osnovu navedenog
zaklju ujemo da razvijeni dizajn omogu ava zna ajno bolje (ili uporediv jedino sa Gabor-ovim
filtrom) vrijeme izvr�avanja od razmatranih SCI dizajna, otklanjaju i na taj na in glavni
nedostatak klasi nog MCI dizajna.

Broj memorijskih lokacija razvijenog sistema je aproksimativno na nivou broja
memorijskih lokacija STFT i Gabor-ovog filtra. Me utim, imaju i u vidu dostupnost i nisku
cijenu memorije, injenica da memorijski zahtjevi razvijenog sistema ne unaprije uju zahtjeve
postoje ih rje�enja, ne predstavlja ograni avaju i faktor dizajna.

Hardverska implementacija nelinearnih 1D TV filtara iz [27], [128], baziranih na
kvadratnim TFD-jama tra�i ra unski izuzetno kompleksne i vremenski zahtjevne procedure
estimacije IF-je. Eventualna ekspanzija ovih metoda, ukoliko bi bila mogu a, na slu aj 2D
signala bi se morala zadr�ati na softverskom rje�enju.

Zaklju ujemo da gore navedena rje�enja nijesu primjenjiva za implementacije u realnom
vremenu.

S druge strane, SCI pristup iz [137], koji je u mogu nosti da obavlja filtriranje u realnom
vremenu je neupotrebljiv za filtriranje multikomponentnih signala, kako 1D tako i 2D signala,
imaju i u vidu njegovu zavisnost od signala.

18 Obim izvr�enog posla u jedinici vremena.
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Kao �to je ve  re eno, kompleksnost sistema za filtriranje zna ajno raste u slu aju 2D
signala, tako da se paralelni sistemi dizajnirani za procesiranje ovih signala ne mogu
implementirati. Dimenzije ipa, potro�nja struje i cijena se zna ajno uve avaju u ovom slu aju,
dok se brzina procesiranja smanjuje.

5.2. Razvijeno i realizovano hardversko rje�enje signal-adaptivnog
sistema za filtriranje visoko nestacionarnih 2D FM signala

Signal adaptivni S/SF sistem za filtriranje 2D nestacionarnih signala maskiranih aditivnim
�umom, dizajniran u ovoj glavi disertacije, sa sastoji od sljede ih funkcionalnih cjelina, slika 5.1:

1. Ulazna memorija (INPUT MEMORY);
2. Konvolucioni prozori (Convolution window operation file);
3. STFT-to-CTFWD gateway;
4. Modul za detekciju funkcije oslonca filtra (FRS detection module);
5. Izlazni modul (Output signal calculation module).

Sistem je upravljan kontrolom (CONTROL), slike 5.1 i 5.2, koja obuhvata:

1. Glavnu kontrolu (Main ctrl);
2. Izvr�nu kontrolu (Ctrl of execution);
3. Kontrolu za izra unavanje signala STFT_AT_Reg (Ctrl of STFT_AT_Reg determination);
4. Kontrolu za po etak i kraj filtriranja, i grani ne efekte, (Ctrl of start of filtering, end of

filtering and padding borders);

5.2.1. Ulazna memorija

U ulaznoj memoriji su smje�teni odbirci 2D STFT-je. Razvijeni sistem ne podrazumijeva
modul za ra unanje ovih odbiraka, ve  ih smatra poznatim vrijednostima koje su ujedno i ulazni
podaci itavog sistema.

Moduli za ra unanje odbiraka 2D STFT-je su odavno prisutni u literaturi, [68], [162], i
postoji vi�e na ina za njihovu implementaciju. Realizacija ovih modula je ve  du�e vrijeme
prihva ena kao op�te poznata, te iz tog razloga ovdje nije detaljno razmatrana.

Ulazna memorija je realizovana kao ROM.
STFT_IN elementi se importuju u ulaznu memoriju sa duplim (sistemskim) taktom CLK,

�to odgovara minimalnom vremenu izvr�avanja zahtijevanom za svaku FF ta ku. To je vrijeme
potrebno za izra unavanje 2D spektrograma. Minimalni period simultano determini�e i
frekvenciju odabiranja analiziranog analognog 2D signala. Svakim taktom STFT_Load, element
STFT_IN se iz ulazne memorije importuje u konvolucioni prozor.
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2CLK

STFTLoad/CTFWDStore

Cum
ADD

Configuration registers

Slika 5.1 Hardverska implementacija razvijanog 2D filtra.



Mr Nevena Radovi  Doktorska disertacija

glava V 157

Address

Slika 5.2 Kontrolna logika hardverske implementacije sa slike 5.1.
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5.2.2. Konvolucioni prozori

U razvijenom dizajnu se koriste dva konvoluciona prozora identi ne strukture. U jednom
se nalaze realni djelovi odbiraka 2D STFT-je, odnosno realni dio STFT_IN, dok se u drugom
nalaze odgovaraju i imaginarni djelovi istih odbiraka, odnosno imagirani dio STFT_IN.

Operacioni fajl konvolucionionog prozora obuhvata registarski blok dimenzija (2Lm+1)×
(2Lm+1) i 2Lm FIFO delay registara dimenzija N (2Lm+1). Ovi registri su ozna eni kao FIFO
delay_1, a njihova du�ina kao FD1.

Osnovni zadatak konvolucionog prozora je da omogu i kretanje prozora dimenzija
(2Lm+1)×(2Lm+1) (realizovanog u vidu pomenutog registarskog bloka) po matrici odbiraka 2D
STFT-je dimenzija N×N (koja predstavlja 2D STFT-ju jedne ta ke 2D signala), slika 5.3.

1 2, /2mk L k N

1 21, /2mk L k N

1 2, /2k k N

1 2, /2mk L k N

1 2,mk L k

1 21,mk L k

1 2,k k

1 2,mk L k

1 2, mk k L

1 2,m mk L k L

1 2,m mk L k L

1 2, /2 1mk L k N

1 2, /2 1mk L k N

1 2,m mk L k L

1 2, mk k L

1 2,m mk L k L

1 2, 1m mk L k L

1 2, 1mk k L

1 2, 1m mk L k L

1 2, /2 1k k N

1 21,m mk L k L 1 21,m mk L k L 1 21, 1m mk L k L 1 21, /2 1mk L k N

1 21, /2mk L k N 1 21,mk L k1 21,m mk L k L 1 21,m mk L k L 1 21, 1m mk L k L 1 21, /2 1mk L k N

1 21, 1m mk L k L

1 2, 1m mk L k L

1 2, 1mk k L

1 2, 1m mk L k L

1 21, 1m mk L k L

1 2, 1mk k L

1 2, 1m mk L k L

1 2, 1m mk L k L

1 21, 1m mk L k L

1 21, 1m mk L k L

(a)

1 2, 1m mk L k L 1 2, 1mk L k 1 2, 1m mk L k L

1 2, 1mk k L 1 2, 1k k 1 2, 1mk k L

1 2,m mk L k L 1 2, /2 1mk L k N 1 21, 2m mk L k L

1 2, 1m mk L k L 1 2, 1mk L k 1 2, 1m mk L k L

1 21,m mk L k L 1 21, /2 1mk L k N 1 2, 2m mk L k L

1 2, mk k L 1 2, /2 1k k N 1 21, 2mk k L

1 21, /2mk L k N

1 2, /2mk L k N

1 21, /2k k N

1 21, 1m mk L k L

1 21, 1m mk L k L

1 21, 1mk L k

1 21, 1mk L k

1 21, 1m mk L k L

1 21, 1m mk L k L

1 21,m mk L k L 1 21, /2 1mk L k N 1 22, /2mk L k N 1 22, 2m mk L k L

(b)

Slika 5.3 Procedura kretanja 2D konvolucionog prozora i izra unavanja odbirka 2D CTFWD-je: (a) Stvarna pozicija
konvolucionog prozora koja odgovara ta ki (k1, k2) (puna linija) i njena naredna pozicija (isprekidana linija);

(b) Funkcija konvolucionog prozora, realizovana u realnom vremenu. elije korespondiraju elementima 2D STFT-
je, i ozna ene su njihovim pozicijama u FF ravni.
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prva dozvoljena pozicija za
prvu vrstu 2D STFT u

vremenskom trenutku (n1;n2)

2D STFT u (n1,n2)

posljednja dozvoljena pozicija
za prvu vrstu 2D STFT u

vremenskom trenutku (n1;n2)

prva dozvoljena pozicija za
drugu vrstu 2D STFT u

vremenskom trenutku (n1;n2)
nedozvoljene pozicije

nedozvoljene pozicije

posljednja dozvoljena pozicija
za q-tu vrstu 2D STFT u

vremenskom trenutku (n1;n2)

prva dozvoljena pozicija za
q+1-vu vrstu 2D STFT u

vremenskom trenutku (n1;n2)

posljednja dozvoljena pozicija
za 2D STFT u vremenskom

trenutku (n1;n2)

prva dozvoljena pozicija za
prvu vrstu 2D STFT u

vremenskom trenutku (n1+1;n2)
nedozvoljene pozicije

2D STFT u (n1+1,n2)

posljednja dozvoljena pozicija
za 2D STFT u vremenskom

trenutku (n1+1;n2)

posljednja dozvoljena pozicija za
prvu vrstu 2D STFT u

vremenskom trenutku (n1+1;n2)

2D STFT u (n1-1,n2)

2D STFT u (n1+2,n2)

prva dozvoljena pozicija za
prvu vrstu 2D STFT u

vremenskom trenutku (n1+2;n2)

posljednja dozvoljena pozicija
za 2D STFT u vremenskom

trenutku (n1-1;n2)

Slika 5.4 Kretanje konvolucionog prozora po odbircima 2D STFT-je sa nazna enim nedozvoljenim pozicijima u
kojima se izbjegava analiza upotrebom signala Left_Border_1 i Bottom_Border_1. Konvolucioni prozori sa

horizontalnom �rafurom u vremenskom trenutku (n1+1, n2) se nalaze na dvijema susjednim dozvoljenim pozicijama
(sve pozicije izme u ozna ene dvije predstavljaju nedozvoljene pozicije i signal Left_Border_1 ne e dozvoliti

analizu u njima). Konvolucioni prozori sa vertikalnom �rafurom u vremenskim trenutcima (n1+1, n2) i (n1+2, n2) se
nalaze na dvijema susjednim dozvoljenim pozicijama (sve pozicije izme u ozna ene dvije predstavljaju

nedozvoljene pozicije i signal Bottom_Border_1 ne e dozvoliti analizu u njima).

Kako se svakim taktom STFT_Load, po jedan element STFT_IN iz ulazne memorije
prebacuje u konvolucioni prozor, tako se prethodno zate eni sadr�aj registara (unutar
registarskog bloka konvolucionog prozora i registra FIFO delay_1) pomjera za jedno mjesto
udesno.

Dakle, kada se element STFT_IN upi�e u registar na poziciji (k1+Lm, k2+Lm), prethodni
sadr�aj tog registra se pomjera na susjednu lokaciju (k1+Lm, k2+Lm 1). Sadr�aj sa lokacije
(k1+Lm, k2+Lm 1) se pomjera na lokaciju (k1+Lm, k2+Lm 2) i tako redom. To zna i da e se prvih



Mr Nevena Radovi  Doktorska disertacija

glava V 160

2Lm elemenata posljednje kolone registarskog bloka (lokacije (k1+Lm, k2 Lm), (k1+Lm 1,
k2 Lm)..., (k1, k2 Lm), (k1 Lm 1, k2 Lm)) na i na prvom mjestu odgovaraju ih FIFO delay
registara, dok e (2Lm+1)-vi element (lokacija (k1 Lm, k2 Lm)) iza i iz registarskog bloka, jer
vi�e nije od interesa. Tako e, sadr�aji posljednjih lokacija FIFO delay registara postaju sadr�aji
prvih registara 2., 3.,..., (2Lm+1)-ve vrste registarskog bloka konvolucionog prozora, odnosno
upisuju se na lokacije (k1+Lm 1, k2+Lm), (k1+Lm 2, k2+Lm)..., (k1 Lm, k2+Lm).

Na ovaj na in je omogu eno izvr�avanje funkcije kretanja prozora dimenzija
(2Lm+1)×(2Lm+1) u FF domenu po matrici odbiraka 2D STFT-je za jedan vremenski trenutak
n =(n1,n2) analiziranog 2D signala. Elementi svakog registarskog bloka e produkovati, u skladu
sa ranije opisanim algoritmom (vidi poglavlje 3.2.2), element 2D CTFWD-je koji adresom
korespondira centralnom elementu registarskog bloka, odnosno elementu na poziciji (k1, k2).

Treba imati u vidu da prilikom kretanja konvolucionog prozora po odbircima 2D STFT-je
postoje tzv. "nedozvoljene" pozicije, odnosno pozicije u kojima se prozor mo�e na i ali
obuhva eni odbirci ne podlije�u ranije opisanoj analizi, slika 5.4. Naime, treba voditi ra una da
se zajedno ne smiju analiziraju odbirci iz razli itih vremenskih trenutaka, kao �to se zajedno ne
smiju analizirati ni odbirci koji se ne mogu grupisati u pravilan kvadratni prozor. Ove situacije
su regulisane upotrebom signala Left_Border_1 i Bottom_Border_1, �to e biti detaljnije
razmatrano u nastavku.

5.2.3. STFT-to-CTFWD gateway

Na osnovu ulaznih odbiraka 2D STFT-je iz konvolucionih prozora i u skladu sa
definicionom jedna inom (1.92), STFT-to-CTFWD gateway vr�i izra un odgovaraju ih odbiraka
2D CTFWD-je.

Detaljna �ema STFT-to-CTFWD gateway-a je prikazana na slici 5.5. Gateway se sastoji od
dvije istovjetne grane, zadu�ene za obradu realnih i imaginarnih djelova odbiraka 2D STFT-je.
Procesiranje ovih vrijednosti se vr�i na isti na in.

Odbirci 2D STFT-je se dovode na ulaze multipleksora. Selekcionim signalima SelSTFT_1 i
SelSTFT_2, koji se itaju iz LUT-e, tabela 5.2, se odre uje koji e od odbiraka sa ulaza biti
proslije en na izlaz multipleksora. Odabrani odbirci se me usobno mno�e i njihov proizvod se
vodi na Shift Left jedinicu. Pomjeranje za jedno mjesto ulijevo, odnosno mno�enje sa 2, se
obavlja ukoliko je setovan signal SHLorNo, tako e definisan u LUT-i. Signal SHLorNo je uvjek
setovan, osim u trenutku kada se ra una 2D spektrogram, (1.92). Vrijednost iz Shift Left jedinice
se vodi na kumulativni sabira  CumADD, koji je kontrolisan taktom Gateway_CLK i signalom
Gateway_RESET, koji se generi�u u izvr�noj kontroli, slika 5.2. Sabiranje u kumulativnom
sabira u se obavlja sve dok su zadovoljeni algoritmom postavljeni uslovi (vidi poglavlje 3.2.2).
U suprotnom, ostvarena vrijednost se proslje uje na izlazni registar Out Register, a sabira  se
resetuje. Vrijednosti dobijene u obije grane gateway-a sabiraju se i ine odbirak 2D CTFWD-je.
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Slika 5.5 STFT-to-CTFWD gateway.

5.2.4. Modul za detekciju funkcije oslonca filtra

Modul za detekciju funkcije oslonca filtra se sastoji od registarskog bloka pokretne matrice
dimenzija (2L+1)×(2L+1), 2L FIFO delay registara i seta kompratora. Ovi registri su ozna eni sa
FIFO delay_2, a njihova du�ina sa FD2.

Registarski blok pokretne matrice zajedno sa FIFO delay_2 registrima omogu ava kretanje
prozora dimenzija (2L+1)×(2L+1) po matrici odbiraka 2D CTFWD-je dimenzija N×N (koja
predstavlja 2D CTFWD-ju jedne ta ke 2D signala).

Sa svakim taktom CTFWD_Store (koji odgovara taktu STFT_Load), po jedan element 2D
CTFWD-je iz STFT-to-CTFWD gateway-a se prebacuje u registarski blok pokretne matrice.
Funkcija kretanja pokretne matrice se obavlja na potpuno isti na in na koji se obavlje funkcija
kretanja pokretnog konvolucionog prozora. Dakle, ulaskom novog odbirka 2D CTFWD-je u
modul za detekciju funkcije oslonca filtra, prethodno zate eni sadr�aj registara (unutar
registarskog bloka i registra FIFO delay_2) se pomjera za jedno mjesto udesno. Kao i
konvolucioni prozor, i pokretna matrica prilikom kretanja mo�e zauzeti �nedozvoljene� pozicije.
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Te situacije se reguli�u upotrebom signala Left_Border_2 i Bottom_Border_2, �to e biti
detaljnije razmatrano u nastavku.

Sadr�aj centralnog elementa registarskog bloka pokretne matrice se u setu komparatora,
ozna enog sa COMP block, poredi sa ostalim elementma registarskog bloka pokretne matrice i
sa spektralnim pragom S2. Ukoliko je centralni element ve i od svih ostalih elemenata i
spektralnog praga S2, tada signal na izlazu iz COMP block-a, funkcije oslonca filtra FRSk, uzima
vrijednost 1. U suprotnom ima vrijednost 0.

Na slici 5.6 je prikazana testna matrica 2D CTFWD-je, dimenzija N×N=9×9, sa
ozna enom pokretnom matricom dimenzija (2L+1)×(2L+1)=5×5. Na slici 5.7 je prikazano kako
se pokretna matrica kre e po test matrici i kako se vr�i detekcija funkcije oslonca filtra u realnom
vremenu, slika 5.7.

Slika 5.6 Testna matrica 2D CTFWD-je, dimenzija N×N=9×9, sa ozna enom
pokretnom matricom dimenzija (2L+1)×(2L+1)=5×5.

Slika 5.7 Rezultati detekcije funkcije oslonca filtra, FRSk za testnu matricu 2D CTFWD-je. Implementacija je
izvr�ena u realnom vremenu i predstavljena je za 2L+1=5 i prag vrijednosti 10. Kursor 1 ozna ava poziciju

u itavanja prvog prozora (ozna enog na slici 5.6). Kursor 2 ozna ava poziciju
detekcije funkcije oslonca filtra, FRSk=1.
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5.2.5. Izlazni modul

Izlazni modul se sastoji od jednog FIFO delay registra (ozna enog sa FIFO delay_3)
du�ine NL+L+1 (ozna ene sa FD3), multipleksora MUX2/1, kumulativnog sabira a CumADD i
izlaznog registra OutRegister.

Tabela 5.2 Sadr�aj LUT memorijske tabele za dato Lm. ADDM,M ozna ava adresu centralnog elementa registarskog
bloka konvolucionog prozora, simbol  ozna ava logi ku operaciju shift left i r=length(SelSTFT_1). Kontrolni

signali su sljede i biti: (1) SHLorNo, (2) CTFWD_Write_Cond, (3) Termination, (4) CTFWD_Write, (5)
Filtering_Completion.

Address Ctrl Signals Area SelSTFT_1 SelSTFT_2High Low 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 1 ,M MADD r ,M MADD

0 1 1 1 0 0 0 , 1M MADD r , 1M MADD

  1 0 0 0 0
0 Lm 1 0 1 0 0 , mM M LADD r , mM M LADD

1 0 0 0 0 0 0 1,M MADD r 1,M MADD

1 1 1 1 0 0 0 1, 1M MADD r 1, 1M MADD r

  1 0 0 0 0
1 Lm 1 0 1 0 0 1, mM M LADD r 1, mM M LADD

2 0 0 0 0 0 0 1,M MADD r 1,M MADD

2 1 1 1 0 0 0 1, 1M MADD r 1, 1M MADD

  1 0 0 0 0
2 Lm 1 0 1 0 0 1, mM M LADD r 1, mM M LADD

2Lm-1 0 0 0 0 0 0 ,mM L MADD r ,mM L MADD

2Lm-1 1 1 1 0 0 0 , 1mM L MADD r , 1mM L MADD

  1 0 0 0 0
2Lm-1 Lm 1 0 1 0 0 ,m mM L M LADD r ,m mM L M LADD

2Lm 0 0 0 0 0 0 ,mM L MADD r ,mM L MADD

2Lm 1 1 1 0 0 0 , 1mM L MADD r , 1mM L MADD

  1 0 0 0 0
2Lm Lm 1 0 1 0 0 ,m mM L M LADD r ,m mM L M LADD

2Lm+1 0 0 0 0 1 0 0 0

......

......

......

......

......

... ...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...
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Uloga registra FIFO delay_3 je da sa uva centralni odbirak konvolucionog prozora 2D
STFT-je. Naime, kako sa svakim taktom STFT_Load u konvolucioni prozor se importuje po
jedan novi odbirak 2D STFT-je iz ulazne memorije, to se sadr�aj centralnog registra
konvolucionog prozora konstantno mijenja. S druge strane, neophodno je imati informaciju o
inicijalnoj vrijednosti koja je bila smje�tena na toj poziciji, kako bi se moglo realizovati
filtriranje 2D signala u skladu sa definicionom jedna inom, (3.43).

Signal FRSk predstavlja selekcioni signal multipleksora MUX2/1. Ukoliko ima jedini nu
vrijednost, odbirak 2D STFT-je koji je u registru FIFO delay_3 se proslje uje na izlaz
multipleksora i uklju uje u sabiranje, koje se obavlja kumulativnim sabira em CumADD.
Sabiranje je kontorlisano signalima CumADD_CLK i CumADD_RESET, za ije generisanje je
zadu�ena izvr�na kontrola, slika 5.2. Pola takta prije nego se kumulativni sabira  CumADD
resetuje, setuje se signal Hx_Store, te se vrijednost izra unata u kumulativnom sabira u
CumADD prenosi u izlazni registar OutRegister. Na taj na in je kreiran odbirak izlaznog,
filtriranog 2D signala. Kompletna opisana procedura se ponavlja dok se ne dobiju svi odbirci
izlaznog, filtriranog 2D signala.

5.2.6. Princip rada razvijenog dizajna

Nakon analize osnovnih komponenti razvijenog dizajna, slika 5.1, razmotrimo razvijeni
dizajn kao funkcionalnu cjelinu.

Realni i imaginarni djelovi ulaznih podataka (signal STFT_IN) se izra unavaju izvan
sistema, u postoje im 2D STFT ili 2D FFT modulima, [68], [162]. Ovi podaci sadr�e informacije
o za�umljenom signalu, koje su neophodne za izvr�avanje filtriranja, u skladu sa definicionom
jedna inom (3.43), kao i za izra unavanje 2D CTFWD-je, u skladu sa definicionom jedna inom
(1.92). STFT_IN elementi se importuju u ulaznu memoriju sa duplim (sistemskim) taktom CLK,
�to determini�e frekvenciju odabiranja analiziranog analognog 2D signala, tabela 5.7. Sa svakim
taktom STFTLoad/CTFWDStore cycle element STFT_IN se importuje u operacioni fajl
konvolucionog prozora, koji grupi�e ulazne odbirke 2D STFT-je kako bi implementirao
operacije 2D konvolucionog prozora. Na ovaj na in se determini�u adrese elemenata koji ulaze u
STFT-to-CTFWD gateway za svaku pojedina nu poziciju konvolucionog prozora. Tako e,
prate i dizajnerske principe ilustrovane na slici 5.3, na ovaj na in se obezbje uje kretanje
prozora preko ulaznih odbiraka 2D STFT-je.

Prate i definicionu jedna inu (1.92), element 2D CTFWD-je koji odgovara centralnom
elementu registarskog bloka konvolucionog prozora i koji se bazira na elementima 2D STFT-je
iz tog istog registarskog bloka, se ra una u STFT-to-CTFWD gateway-ju, slika 5.5. Izra unati
element 2D CTFWD-je se smje�ta u modul za detekciju funkcije oslonca filtra (FRS detection
module). Prate i estimacionu proceduru (vidi poglavlje 3.2.2), ovaj modul izra unava vrijednost

funkcije oslonca, odnosno (, )HL n k . Registarski blok pokretne matrice kreira osnovni FF region
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,kQ  dok operacioni fajl pokretne matrice omogu ava kretanje tog osnovnog regiona preko

frekvencijski-zavisnih elemenata 2D CTFWD-je.
COMP blok koji se sastoji od niza komparatora sa dva ulaza, testira uslove estimacione

procedure za LF-ju (uslovi (i)-(ii) iz poglavlja 3.2.2) i u zavisnosti od njihove zadovoljenosti

generi�e vrijednost funkcije oslonca filtra, (, )HL n k , na izlazu. Jedini na vrijednost za (, )HL n k

omogu ava uklju ivanje centralnog elementa registarskog bloka konvolucionog prozora u
generisanje izlaznog signala. Registar FIFO delay_3 se koristi za smje�tanje elementa 2D STFT-
je sa centralne pozicije registarskog bloka konvolucionog prozora. Na taj na in, izlaz iz registra
FIFO delay_3 odgovara, po frekevencijama i prema definiciji (1.92), centralnom elementu
registarskog bloka pokretne matrice.

Razvijeni dizajn izvodi prostorno-promjenljivo filtriranje u (, )1CN n k  taktova po S/SF

ta ki. Izra unavanje 2D CTFWD-je se izvodi u prvih (, )CN n k  taktova, dok se estimacija LF-je

izvodi u (, )CN n k -tom estimacionom taktu. Samo 0-ti takt, u kome se izra unava 2D

spektrogram, i estimacioni takt moraju biti izvedeni kako bi obezbjedili estimaciju LF-je na bazi

2D spektrograma u svakoj S/SF ta ki. Ostali (uslovni) taktovi (prvi, drugi,�, (, )CN n k -1-ti ) se

koriste za unaprije enje kvaliteta estimacije LF-je (do kvaliteta estimacije na bazi 2D CTFWD-
je), ali samo u S/SF ta kama koje postoje unutar domena auto- lanova 2D STFT-je. Maksimalan
broj taktova mo�e biti uzet jedino u S/SF ta kama koje postoje u okolini lokalnih frekvencija
komponenti signala.

U svakom taktu tokom izra unavanja 2D CTFWD-je, u STFT-to-CTFWD gateway-u se
izra unava odgovaraju i lan sume (u skladu sa (1.92)). To, ipak, ne zna i da e svaki taj lan
biti uklju en u izra unavanje odbirka 2D CTFWD-je (kada sumiranje treba da bude zavr�eno u
+i2, u �i2, i u i1 pravcu). Kako bi provjerili potencijalno uklju ivanje ovih lanova u
izra unavanje (1.92), u svakom taktu se, u kontroli za izra unavanje signala STFT_AT_Reg (Ctrl
of STFT_AT_Reg determination), slika 5.2, generi�u signali

1 2 1 2, ,,i i i ix x . Ovi signali uzimaju

sljede e vrijednosti:

1 2

2 22 2
1 1 2 2 1 1 2 2

,
1;   ako je (, , ) i  (, , ),
0;  u ostalim slu ajevima.

i i
STFT n k i k i R STFT n k i k i Rx

1 2

2 22 2
1 1 2 2 1 1 2 2

,
1;   ako je (, , ) i  (, , ),
0;  u ostalim slu ajevima.

i i
STFT n k i k i R STFT n k i k i Rx

Oni determini�u elemente 2D STFT-je iz domena auto- lanova, i generi�u kontrolni signal

1 2 1 2, ,i i i iSTFT_AT_Reg x x ija jedini na vrijednost detektuje lan sume koji treba uklju iti u

ra unanje (1.92), dok njegova nulta vrijednost:

(1) U estvovanjem u generisanju signala Gateway_CLK onemogu ava odgovaraju i lan



Mr Nevena Radovi  Doktorska disertacija

glava V 166

sume, koji ne postoji unutar domena auto- lanova 2D STFT-je, da u e u izra unavanje
(1.92) u odgovaraju em taktu;

(2) U estvovanjem u generisanju signala L_Count_RESET i H_Count_CLK zavr�ava (u istom

taktu) sumiranje u (1.92) u pravcima +i2 i �i2 (za svako 1 1 1, 0,1,..., (, )i i L n k ), otpo inju i

novo sumiranje (u narednom taktu) u pravcu �i2 i za sljede e i1.

Nulta vrijednost signala STFT_AT_Reg dostignuta u taktu kada je SHLorNo=0 (odgovara
prvom lanu sume iz (1.92) jednakom nuli, koji nije pomno�en sa 2) zavr�ava sumiranje u
pravcu i1. Za posmatranu FF ta ku (k1,k2), ovo rezultuje zavr�avanjem izra unavanja elementa
2D CTFWD-je, ali i sa prostorno-promjenljivim filtriranjem u sljede em, estimacionom taktu.
Signal Out_STFT_AT_Reg=inv(STFT_AT_Reg) dozvoljava signalu CTFWD_Write_Cond,
setovanom u svakom mogu em estimacionom taktu, da zavr�i ra unanje 2D CTFWD-je i da
zapo ne estimaciju LF-je u estvovanjem u generisanju signala STFT_Load/CTFWD_Store,
H_Count_RESET/Gateway_RESET. Na ovaj na in signali STFT_AT_Reg i CTFWD_Write_
Cond dozvoljavaju razvijenom dizajnu da optimizuje broj taktova u razli itim S/SF ta kama
tokom izvr�avanja i da rezultuje sa estimacijom LF-je baziranom na 2D CTFWD-ji. Oni tako e
kontroli�u izvr�avanje filtriranja u posmatranoj FF ta ki. Signal SPEC_EN se generi�e u izvr�noj
kontroli (Ctrl of execution), slika 5.2, i obezbje uje izvr�avanje takta u kome se izra unava 2D
spektrogram u svakoj S/SF ta ki, ak i kada je x0,0=0.

Setovanjem signala STFT_Load/CTFWD_Store, izra unati element 2D CTFWD-je i realni
dio elementa 2D STFT-je koji se nalazi na centralnoj poziciji registarskog bloka konvolucionog
prozora se respektivno smje�taju u registarski blok pokretne matrice i registar FIFO delay_3.
Paralelno, COMP blok generi�e signal kFRS . Sa ka�njenjem od pola takta, 1kFRS  omogu ava

uklju ivanje izlaznog odbirka iz registra FIFO delay_3 u generisanje odbirka izlaznog signala,
dok signal Gateway_RESET isti sadr�aj STFT-to-CTFWD gateway-a.

Kona na vrijednost ()()Hx n  za dato n , se dobija na izlazu kumulativnog sabira a,

CumADD, nakon opisanog izvr�avanja filtriranja u svakoj FF ta ki iz posmatrane ta ke signala
n . Stoga, izvr�avanje filtriranja u maksimalnoj FF ta ki (za dato n ) je detektovano
generisanjem signala End_of_Frame, kako bi se omogu ilo signalu Filtering_Completion da
smjesti izra unatu vrijednosti ()()Hx n  (u zavr�nom taktu) u izlazni registar OutRegister. Sa

ka�njenjem od pola takta, kumulativni sabira  CumADD se resetuje i po inje izra unavanje za
sljede u ta ku signala (n1,n2+1). Paralelno sa izvr�avanjem estimacionog takta u FF ta ki (k1,k2),
novi element STFT_IN se importuje i opisani proces se ponavlja (po ev�i od novog takta) za
sljede u FF ta ku (k1,k2+1). Stoga, period takta STFT_Load/CTFWD_Store mora biti signal-

adaptivan i (, )1CN n k  puta ve i od perioda sistemskog takta. Tako e, zavr�ni takt u ta ki

signala (n1,n2) se, u izvr�avanju, preklapa sa taktom u kome se izra unava 2D spektrogram za
sljede u S/SF ta ku (n1,n2+1), slika 5.8. Na ovaj na in se, upotrebom pipeline-inga, ostvaruje
pobolj�anje u protoku (takt po ta ki signala) prostorno-frekvencijskog filtriranja �to predstavlja
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zna ajno unaprije enje, jer se u realnim situacijama filtriranje izvodi u velikom broju ta aka 2D
signala.

LUT, tabela 5.2, upravlja izvr�avanjem u pojedina noj FF ta ki. Njene lokacije se sastoje
od 5 kontrolnih signala (signali SHLorNo, CTFWD_Write_Cond, Termination, CTFWD_Write,
Filtering_Completion, respektivno) i adresa multipleksora SelSTFT_1 i SelSTFT_2. Signal
SHLorNo obezbje uje mno�enje sa 2 lana parcijalnog proizvoda iz (1.92). Signal
CTFWD_Write_Cond pravi estimacioni takt od odgovaraju eg uslovnog takta (ali samo kada je
Out_STFT_AT_Reg=1). Signali Termination and CTFWD_Write obezbje uju zavr�avanje
sumiranja u (1.92) u pravcima +i2 i �i2 i kompletiranje u FF ta kama u kojima signal
STFT_AT_Reg ne mo�e da dostigne nultu vrijednost19, i stoga ne mo�e da preuzme ulogu
opisanu u principima signal-adaptivne hardverske operacije. Signal Filtering_Completion
kompletira izvr�avanje u posmatranoj ta ki signala.

1 2/ (; 1, )S SF  ta ka n k k / (; )S SF  ta ka n k 1 2/ (; 1, )S SF  ta ka n k k

(a)

1 2/ (; 1, )S SF  ta ka n k k

/ (; )S SF  ta ka n k

1 2/ (; 1, )S SF  ta ka n k k

(b)

Slika 5.8 Razlika izme u nepipeline-ovane i pipeline-ovane implementacije razvijenog
prostorno-promjenljivog filtra.

Adrese multipleksora SelSTFT_1 i SelSTFT_2 omogu avaju upotrebu STFT-to-CTFWD
gateway-a za razli ite odbirke 2D STFT-je u razli itim taktovima u toku izvr�avanja u
posmatranoj FF ta ki. Binarni broja i High_Bin_Count i Low_Bin_Count generi�u adrese LUT-
e (njene vi�e i ni�e djelove, respektivno). U svakom taktu pojedina no, generisana adresa
selektuje par elemenata 2D STFT-je (njihove realne i imaginarne djelove) koji daju odgovaraju i

19 U cilju obezbje enja �eljene reprezentacije auto- lanova 2D CTFWD-je i pojednostavljenja (koliko god je to
mogu e) hardverske implementacije, tabela 5.2, odabiraju se relativno male vrijednosti parametra Lm, 5 Lm 7.
Me utim, unaprijed definisana maksimalna �irina konvolucionog prozora koja odgovara ovim vrijednostima
parametra Lm mo�e biti manja od teorijski zahtijevane u FF ta kama koje postoje u okolini lokalnih frekvencija.
Stoga, u ovim ta kama, signal STFT_AT_Reg ne mo�e dosti i nultu vrijednost potrebnu za zavr�avanje sumiranja u
(1.92) u pravcima +i2 i �i2 i njegovog kompletiranja u skladu sa principima signal-adaptivnog dizajna.



Mr Nevena Radovi  Doktorska disertacija

glava V 168

lan sume iz (1.92). Na ovaj na in, vi�i djelovi adresa iz LUT-e kontoli�u sumiranje u (1.92) u
pravcu i1, dok ni�i djelovi adresa iz LUT-e u kombinaciji sa neparnim i parnim vi�im djelovima
adresa kontroli�u sumiranje u pravcima +i2 i �i2 respektivno.

Operacije na grani nim pozicijama, kao i kompletan proces prostorno-promjenljivog
filtriranja su upravljani od strane signala iz kontrole za po etak i kraj filtriranja, i grani ne
efekte, (Ctrl of start of filtering, end of filtering and padding borders). Ovi signali se generi�u na
osnovu ulaznih parametara konfiguracionih registara, tabela 5.3, kao i uslova sinhronizacije
vezanih za sistemski takt i takt STFT_Load/CTFWD_Store. Oni se generi�u u modulima koji se
sastoje od binarnih broja a promjenljive du�ine i komparatora binarne magnitude, ije su
reference parametri iz konfiguracionih registara. U skladu sa principima konvolucionog prozora i
pokretne matrice, signali Left_Border_1, Left_Border_2, Bottom_Border_1 i Bottom_Border_2
rukovode operacijama na grani nim pozicijama, slika 5.4. U estvovanjem u generisanju signala
STFT_AT_Reg, signali Left_Border_1 and Bottom_Border_1 obezbje uju dopunjavanje lijeve i
donje FF granice sa 2Lm odbiraka 2D spektrograma kada se izra unava 2D CTFWD-ja. Signali
Left_Border_2 and Bottom_Border_2 onemogu avaju setovanje signala

kFRS  u lijevoj i donjoj

FF grani noj poziciji20.

Tabela 5.3 Parametri iz Konfiguracionih registara izra�eni brojem potrebnih taktova STFT_Load/CTFWD_Store.
N×N je �irina prozora 2D STFT-je (trajanje prozorom odsje enog signala),

M×M je veli ina posmatranog 2D signala.

Parametar Opis parametra Vrijednost parametra
FD1, FD2,
FD3

Du�ine registara FIFO delay_1, 2, 3 N�(2Lm+1); N�(2L+1) ; NL+L+1

SC, SF
Start operacija konvolucionog prozora/
pokretne matrice

NLm+Lm ; NLm+Lm+NL+L

MCWW,
MSMW

Maksimalna veli ina konvolucionog
prozora/ pokretne matrice

2Lm+1 ; 2L+1

LB1, BB1
Lijeva i donja grani na pozicija
konvolucionog prozora

N(2Lm+1) ; N(N�2Lm)

LB2, BB2
Lijeva i donja grani na pozicija
pokretne matrice

NLm+Lm+N(2L+1) ;
NLm+Lm+N(N�2L)

EOF, EOFP Pozicija kraja frejma/ procesa filtriranja N×N ; M×M×N×N�1

Kako bi obezbjedili u e� e signala STFT_AT_Reg u generisanju takta Gateway_CLK u
drugoj polovini sistemskog takta, najdu�i put implementacije odgovara generisanju signala

20 COMP blok, implementiran upotrebom (2L+1)×(2L+1) komparatora sa dva ulaza i logi kih kola AND, OR i
NOT, generi�e signal FRSk=1 na izlazu kada je centralni element registarskog bloka pokretne matrice ujedno i
maksimalni element ve i od spektralnog praga S2, ali pod uslovom da je posmatrana FF ta ka van grani nih
pozicija, odnosno inv(Left_Border_2+Bottom_Border_2)=1.
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STFT_AT_Reg u prvoj polovini sistemskog takta, kroz mno�a , sabira  i komparator
(Tc/2=Tm+Ta+Tcomp, gdje su Tc , Tm , Ta , Tcomp vremena sistemskog takta, mno�enja, sabiranja i
pore enja, respektivno). On odre uje najkra e vrijeme takta i frekvenciju odabiranja ulaznog
analognog signala. U tabeli 5.4 su date maksimalne du�ine izlaznih registara za svaku kori� enu
digitalnu jedinicu. Kriti nu ta ku predstavljaju du�ine izlaza iz kumulativnog sabira a CumADD
i izlaznog registra OutRegister dok najdu�a putanja zavisi isklju ivo od du�ine odbiraka 2D
STFT-je.

Tabela 5.4 Du�ine izlaznih registara za kori� ene digitalne jedinice u zavisnosti od du�ine podatka 2D STFT-je (l),
maksimalne �irine konvolucionog prozora Lm i N.

Digitalna jedinica
Du�ina digitalne jedinice kao funkcija od
l, Lm, N

MUX-evi, Conv.Wind.Reg.Blck, FIFO delay_1,
FIFO delay_3

l

Mno�a i 2×l
Sabira i u Ctrl of the STFT_AT_Reg signal
generation

CEIL(log2(2·(22l�1)))

ShLEFT registar 2×l+1
CumADDs, Slid.Matrix Reg.Blck, FIFO delay_2  CEIL(log2((22l+1�1)×(Lm+1)×(2Lm+1)))
Izlazni CumADD, OutRegister CEIL(log2((2l�1)×N2))

5.2.7. Testiranje i verifikacija rada razvijenog dizajna

Hardverski dizajn razvijenog prostorno-promjenljivog filtra sa funkcijom oslonca
estimiranom na osnovu LF-je je verifikovan implementacijom na FPGA ipu. Predlo�eni dizajn,
sa parametrima, Lm=6 i L=4, je verifikovan implementacijom na ipu EP3C10E144C7 iz
familije Cyclone III, tabela 5.5. Prije programiranja odabranog ipa, izvedeni su kompajliranje i
simulacija. Analiziran je visoko nestacionarni, esto upotrebljivani, [92], [130], realni 2D testni
signal:

2 2
1 2 1 2

1 2

(, )cos(20 (0.75)22 (0.75))
                  0.5cos(100cos(/ 2)100cos(/ 2))
f n T n T n T n T

n T n T
 (5.1)

unutar opsega �0.75 n1T,n2T 0.75, koji je maskiran intenzivnim bijelim �umom tako da je
SNRin=10log(Pf/P )=�0.9[dB]. Kori� en je Hanning-ov prozor ()w m  �irine N×N=64×64, kao i

T=1.5/160, 2 2
,0.05 max {| (, )| }xn kR STFT n k  i 2

,0.05 max { (, )}xn kS CTFWD n k .

Analizirani signal, (5.1), zauzima �irok frekvencijski opseg (svaka komponenta signala
zauzima zna ajan dio FF ravni, od oko 15%), dok je minimalna udaljenost izme u razli itih LF-
ja komponenti signala uporediva sa opsegom koji zauzima pojedina na komponenta signala.
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Stoga je signal (5.1) veoma interesantan i prili no kompleksan u pogledu estimacije, zahtijeva
netrivijalan odabir vrijednosti parametra L, i mo�e biti kori� en kao odgovaraju i test za
selektivnost i rezoluciju razvijenog dizajna.
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Slika 5.9 (a) isti trokomponentni testni signal (5.1), (b) Za�umljeni signal (5.1), (c) Izlazni signal (dobijen
numeri ki) neadaptivnog prostorno-promjenljivog filtra, (d) Izlazni signal razvijenog prostorno-promjenljivog filtra

hardverski implementiranog na FPGA ipu EP3C10E144C7.

Odbirci 2D STFT-je analiziranog za�umljenog signala (njihovi realni i imaginarni djelovi)
su numeri ki izra unati, zapisani u 16-bitnoj fixed-point notaciji (uklju uju i i 4 biti za zapis
decimalnog dijela broja) i importovani u dizajnirani sistem. Rezultati FPGA implementacije u
realnom vremenu su predstavljeni na slici 5.9. Bez obzira na negativan uticaj frekvencijske
diskretizacije i na injenicu da je estimiran prili no kompleksan signal, efiksanost, rezolucija i
selektivnost implementiranog prostorno-promjenljivog filtra su o igledni. Ostvareni su
SNRout=29.79[dB], kao i pobolj�anje SNRout�SNRin=30.69[dB]. Pobolj�anje se mo�e smatrati
izuzetno velikim, s obzirom da se teorijski maksimalno pobolj�anje u iznosu od
10log(N×N/3)=31.3524[dB] mo�e o ekivati u analizi ovog, u principu, trokomponentnog
signala, slika 5.12.

Ta nost dobijenih rezultata je dokazana pojedina nim razmatranjem izra una 2D CTFWD-
je i estimacije LF-je na bazi te 2D CTFWD-je, �to je prikazano na slikama 5.10 i 5.11
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respektivno.
Tokom takta STFT_Load/CTFWD_Store (na slici 5.10(a) je ozna en pozicijama kursora 1 i

2, a na slici 5.10(b) kursorima 1-6), izvodi se izra unavanje elementa 2D CTFWD-je u
posmatranoj FF ta ki. Vi�i i ni�i djelovi adresa LUT-e, koji se mijenjaju sistemskim taktom, su
ozna eni sa High_Ads i Low_Ads. Realni i imaginarni djelovi para odbiraka 2D STFT-je iz
registarskog bloka konvolucionog prozora koji odgovaraju pojedinim adresama LUT-e su
ozna eni sa STFTre_1, STFTre_2, STFTim_1, STFTim_2.

Tabela 5.5 Sumirana upotreba resursa za ip na kome je izvr�ena hardverska implementacija za parametre
N=64, 2Lm+1=13, 2L+1=9 i du�inu odbiraka 2D STFT-je l=16.

Chip
Family

Recommended
Device Logic Elements Combinational

Functions
Dedicated Logic

Registers
Cyclone III EP3C10E144C7 7,194/10,320 (70%) 3,924/10,320 (38%)4,708/10,320 (46%)

Total Pins Total Virtual
Pins Total Memory Bits

Embedded
Multiplier 9-bit

elements
Total PLLs

33/95 (35%) 0 14,898/423,936 (4%) 16/46 (35%) 0/2 (0%)

Analizirajmo rezultate sa slike 5.10(a). U taktovima koji odgovaraju adresama (High_Ads,
Low_Ads)=(0,3), (1,2), and (2,2), izra unavanje 2D CTFWD-je se zavr�ava u pravcima +i2 ili �
i2, s obzirom da su u ovim taktovima:

x0,3=0 ((8.2956)2+(�117.37)2=13844.533<Ref_Level=50000),
x1,2=0 ((101.05)2+(�112.92)2=22962.02<Ref_Level=50000),

x1,�2=0 ((�93.536)2+(�139.77)2=28284.63<Ref_Level=50000).

U taktu koji odgovara adresi (High_Ads, Low_Ads)=(3,0) izra unavanje se zavr�ava, s obzirom
da je u ovom taktu:

x2,0=0 ((130.47)2+(96.951)2=26421.91<Ref_Level= 50000).

Estimacioni takt slijedi nakon posmatranog takta STFT _Load/CTFWD_Store. U skladu sa
dosada�njim zapa�anjima uo avamo da je:

 CTFWD_re=489.56×489.56+2×(19.402×218.64+91.105×(�205.03))+386.65×439.26+

+2×75.673×89.075+386.65×439.26+2×59.531×125.56=578900,

 CTFWD_im=389.42×389.42+2×((-362.58)×278.96 +(-222.67)×(-141.23))+(-124.26)×(-130.8)+

+2×(-214.67)×256.27+(-124.26)×(-130.8)+2×224.58×(-241.53)=-173752,

pa se kona na vrijednost odbirka 2D CTFWD-je dobija kao:

CTFWD=CTFWD_re+CTFWD_im=405148,

nakon 12 taktova. Promjenljivi (signal-adaptivni) broj taktova koji razvijeni dizajn uzima u
razli itim FF ta kama, implicitno uzrokovan signal-adaptivnim periodom signala STFT_AT_Reg,
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se lako mo�e uo iti sa slike 5.10(a). Ilustracija broja taktova uzetih u razli itim FF ta kama za
posmatranu ta ku signala (0.25,0.25) je data na slici 5.12.

(a)

(b)

Slika 5.10 (a) Ilustracija izra unavanja 2D CTFWD-je u S/SF ta kama koje postoje unutar domena auto- lanova 2D
STFT-je. (b) Ilustracija izra unavanja 2D CTFWD-je u S/SF ta kama koje postoje van domena auto- lanova 2D

STFT-je. Implementiracija je izvr�ena na FPGA ipu EP3C10E144C7.
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Slika 5.11 Ilustracija detekcije LF-je na osnovu 2D CTFWD-je, implementirane na FPGA ipu EP3C10E144C7.
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Slika 5.12 Distribucija taktova izvedenih po FF ta ki u ta ki signala (0.25, 0.25).

Analizirajmo rezultate sa slike 5.10(b). Za razliku od procedure filtriranja koja je prikazana
na slici 5.10(a) i koja traje 12 taktova, u ovom slu aju procedura filtriranja traje ta no 2 takta.
Naime, jasno je da se u ovom slu aju konvolucioni prozor nalazi van domena auto- lanova 2D
STFT-je, pa se stoga ra unanje 2D CTFWD-je svodi na ra unanje 2D spektrograma, (1.92),
(koje, kao �to je ranije pomenuto, traje svega 1 takt). Na slici 5.10(b) je prikazano 5 uzastopnih
trenutaka u kojima se vr�i filtriranje van domena auto- lanova 2D STFT-je.

Ilustracija estimacije LF-je na osnovu 2D CTFWD-je i izra unavanje funkcije oslonca
filtra, kFRS , je prikazana na slici 5.11. Elementi CTFWD_1,...,CTFWD_41_central,

...,CTFWD_81 registarskog bloka pokretne matrice su ispra eni u razli itim trenucima vremena.
Pozicija kursora 1 ozna ava trenutak kada je detektovana LF-ja (FRSk=1). Kako bi se lak�e
pratilo kretanje pokretne matrice i njenog centralnog elementa, ozna en je i prirodni poredak
registarskog bloka pokretne matrice u trenutku detekcije LF-je.

5.2.8. Pore enje sa ostalim mogu im prostorno-promjenljivim dizajnima
baziranim na estimaciji LF-je

SCI sa fiksnim brojem taktova, klasi ni MCI sa fiksnim brojem taktova i hibridni dizajn bi
tako e bili mogu i implementacioni pristupi za prostorno-promjenljivi filtar baziran na
estimaciji LF-je. SCI pristup (kada je mogu  zbog kompleksnosti, tabela 5.6) bi bio baziran na
izvr�avanju funkcije gateway-a (bazirane na 2D STFT-ji) u prvoj polovini (sistemskog) takta,
[134], i estimacije LF-je u drugoj polovini istog takta.

U klasi nom MCI pristupu, izvr�avanje funkcije gateway-a (bazirane na 2D STFT-ji) bi se

izvodilo u ve em, ali fiksnom broju taktova 22 2 2m mL L , [162], dok bi estimacija LF-je bila

izvedena u novom, odvojenom estimacionom taktu. Pore enje razvijenog signal-adaptivnog
pristupa sa klasi nim MCI i SCI pristupima je sumirano u tabelama 5.6 i 5.7. Kao �to je
o ekivano, MCI dizajni (signal-adaptivni i klasi ni) optimizuju hardversku kompleksnost
implementacije, kao i performanse dizajna vezane za hardversku kompleksnost (dimenzije ipa,

31

-32
31 -32
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potro�nja energije i cijena). Oni tako e minimizuju vrijeme sistemskog takta u pore enju sa SCI
pristupom, pri emu klasi ni MCI dizajn zahtijeva du�e vrijeme za izvr�avanje. Osim navedenih,
mogu e je izvu i i sljede e zaklju ke:

1. Razvijeni pristup maksimizuje ukupan broj memorijskih lokacija, uglavnom zato �to
uklju uje dvije ulazne memorije, kapaciteta od po N2 lokacija, koje se koriste za sme�tanje
realnih i imaginarnih djelova 2D STFT-je. Me utim, ove memorije dozvoljavaju
predlo�enom dizajnu da diskretizuje ulazni analogni signal sa fiksnom, ali najbr�om
mogu om frekvencijom odabiranja me u svim razmatranim pristupima i da importuje tako
dobijene odbirke sa signal-adaptivnim taktom STFT_Load/CTFWD_Store. Osim toga,
ukupan broj memorijskih lokacija ostaje prili no mali.

2. Na osnovu signal-adaptivnog broja taktova uzetih u razli itim FF ta kama u toku
izvr�vanja i u zavisnosti od oblika analiziranog signala, razvijeni pristup mo�e zna ajno da
unaprijedi vrijeme izvr�avanja, ak i u pore enju sa SCI pristupom. Na primjer, u slu aju
analiziranog, za�umljenog signala (5.1), razvijeni dizajn sa parametrom Lm=6 unaprije uje
vrijeme izvr�avanja u pore enju sa ostalim odgovaraju im dizajnima za
Ts,Tcomp<<Tm<15.1247×Ta. Na ovaj na in predlo�eni dizajn uklanja glavni nedostatak
klasi nog MCI pristupa u pore enju sa odgovaraju im SCI, [86]. Ova osobina zajedno sa
po�eljnim karakteristikama vezanim za hardversku kompleksnost poma�u razvijenom
dizajnu da nadma�i klasi ne MCI i SCI pristupe u odnosu na gotovo sve kriti ne
performanse dizajna i stoga se kvalifikuje za optimalno implementaciono rje�enje u
mnogim prakti nim slu ajevima.

Hibridna implementacija je dizajnirana da bi napravila balans izme u �eljenih
karakteristika klasi nih MCI i SCI pristupa, [86]. Ona bi bila bazirana na SCI pristupu za
gateway (baziranom na 2D STFT-ji) sa fiksnom veli inom konvolucionog prozora
(2Lh+1)×(2Lh+1), gdje je 1 Lh<Lm, ali i na postizanju �eljene S/SF reprezentacije (koja

odgovara �irini konvolucionog prozora (2Lm+1)×(2Lm+1)) u  ( 21 2 2 2m mL L ) taktova

po FF ta ki. Nakon toga, estimacija LF-je bi bila izvedena u odvojenom, estimacionom taktu.
Ovaj pristup bi tako e uklju io LUT memoriju od +1 lokacija koja bi rukovodila izvr�avanjem
u +1 taktova po FF ta ki, kao i veoma kompleksnu kontrolu kako bi se ostvarila �eljena S/SF
reprezentacija. Na ovaj na in hibridna implementacija unaprije uje performanse SCI pristupa
koje se odnose na hardversku kompleksnost (ali ne i odgovaraju e performanse MCI pristupa),
kao i vrijeme izvr�avanja klasi nog MCI pristupa (ali ne i odgovaraju e vrijeme izvr�avanja SCI
pristupa), tabele 5.6 i 5.7. Stoga, po�to signal-adaptivni pristup zadr�ava hardversku
kompleksnost klasi nog MCI pristupa i unaprije uje vrijeme izvr�avanja klasi nog SCI pristupa,
to zna i da bi zna ajno unaprijedio i performanse hibridnog pristupa.

Kona no, samo signal-adaptivni dizajn daje optimalni (na bazi 2D CTFWD-je) kvalitet
estimacije LF-je, obezbje uju i visoku S/SF rezoluciju i selektivnost (sve dok se komponente
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signala ne preklapaju) i veoma kvalitetno prostorno promjenljivo filtriranje bazirano na toj
estimaciji LF-je. Neadaptivni dizajni, bazirani na ostalim razmatranim implementacionim
pristupima ne mogu rezultirati sa tako kvalitetnom estimacijom LF-je i tako kvalitetnim
prostorno-promjenljivim filtriranjem, slike 5.9 (c)-(d). Na primjer, u slu aju analiziranog signala
(5.1), numeri ki je postignuto pobolj�anje u iznosu od 16.58[dB] kori� enjem razmatranog
klasi nog MCI pristupa nasuprot pobolj�anju u iznosu od 30.69[dB] koje je ostvareno upotrebom
razvijenog signal-adaptivnog pristupa.

Tabela 5.6 Hardverska kompleksnost razmatranih implementacionih pristupa za
prostorno-promjenljive filtre bazirane ne estimaciji LF-je.

Pristup
Broj kori� enih funkcionalnih jedinica

# memorijskih lokacija
# sabira a # mno�a a # ShLeft

SCI (kada je
mogu )

24 4 2m mL L 24 4 2m mL L 24 4m mL L (4 3 )4 3 10m mN L L L L

Klasi ni MCI 4 2 2 (4 3 )(2 6)3 12m m mN L L L L L

Hibridni 24 4 2h hL L 24 4 2h hL L 24 4h hL L (4 3 )4 3 11h hN L L L L

Razvijeni
signal-adaptivni 6 6 2

22 (4 3 )

(2 7)3 20
m

m

m

N N L L

L L L

Tabela 5.7. Vremena taktova, frekvencija odabiranja, i vremena izvr�avanja (po FF ta ki) razmatranih
implementacionih pristupa  za prostorno-promjenljive filtre bazirane na estimaciji LF-je. Prikazano je prosje no
vrijeme izvr�avanja (po FF ta ki) razvijenog signal-adaptivnog dizajna, izra unato za analizirani signal (5.1) i

parametre Lm=6, N=64. (Tc)SCI , (Tc)MCI , (Tc)H , (Tc)SA su vremena taktova za slu ajeve SCI pristupa, klasi nog MCI
pristupa, hibridnog pristupa i signal-adaptivnog pristupa, respektivno, dok su Ts, Tcomp vremena 1-bitnog pomeranja

(shift-ovanja) pore enja, respektivno.

Pristup Vrijeme takta Frekvencija
odabiranja

Vrijeme
izvr�avanja

SCI (kada je
mogu ) 2

()

4 4 (1)2
c SCI

m a m m s

T

T T L L T
1 () c SCIT () c SCIT

Klasi ni MCI ()2c MCI m a sT T T T 21 (2(1)())m m c MCIL L T 22(1)()m m c MCIL L T

Hibridni 2

()

2 2 (1)
c H

m a h h s

T

T T L L T
1 ((1)()) c HT (1)() c HT

Razvijeni signal-
adaptivni

()2 2 2c SA m a compT T T T 1 (2 ())c SAT 7.2094 ()c SAT

Kona no, razmatraju i kriti ne performanse dizajna, mo�e se zaklju iti da razvijeni dizajn
prevazilazi ostale mogu e implementacije prostorno-promjenljivih filtara baziranih na estimaciji
LF-je, kao i postoje a online prostorno-promjenljiva rje�enja. Kao najva�nije karakteristike se
izdvajaju to �to je dizajn uvjek pogodan za impementaciju na ipu i u realnom vremenu, kao i
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optimizacija vremena izvr�avanja, ak i u pore enju sa odgovaraju im mogu im i postoje im
SCI dizajnima.
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Z A K LJ U  A K

Doktorska disertacija �Signal-adaptivni sistemi za optimalno filtriranje visoko
nestacionarnih vi�edimenzionalnih signala� je nastala kao rezultat vi�egodi�njeg istra�ivanja u
oblastima analize i filtriranja visoko nestacionarnih vi�edimenzionalnih signala, i dizajniranja
hardvera specijalizovane namjene.

Procesiranje vi�edimenzionalnih signala i dizajniranje odgovaraju eg hardvera za tu
namjenu predstavlja izuzetno izazovnu nau nu disciplinu iji je razvoj u toku. O tome svjedo i
veoma mali broj postoje ih sistema za rad sa ovom vrstom signala. Intuitivno bi se moglo
rezonovati da je sve sisteme za procesiranje 1D signala mogu e transformisati u odgovaraju e
sisteme za procesiranje vi�edimenzionalnih signala. Me utim, ak i u slu aju najjednostavnijih i
u praksi najprisutnijih vi�edimenzionalnih signala, 2D signala, slo�enost sistema se vi�estruko
uve ava. Naime, 2D signali se predstavljaju 4D reprezentacijom, �to zna i da se uvode dodatne 2
dimenzije. Kao �to se mo�e pretpostaviti, sistemi e morati da obra uju vi�estruko ve i broj
podataka, dok e se matemati ke relacije koje ih povezuju toliko uslo�iti da e dalja ekspanzija
najve eg broja sistema za procesiranje 1D signala biti nemogu a.

U disertaciji je predstavljen razvijeni metod koji obezbje uje kvalitetno filtriranje visoko
nestacionarnih 2D signala u prisustvu veoma intenzivnog aditivnog, bijelog Gaussian-ovog
�uma. Funkcija oslonca razvijenog filtra se bazira na estimaciji lokalne frekvencije. Po�to je u
mogu nosti da detektuje prisustvo vi�e lokalnih frekvencija u posmatranoj ta ki signala,
razvijeni metod je sposoban za kvalitetno filtriranje kako monokomponentnih, tako i
multikomponentnih 2D signala. Metod obavlja svoju funkciju u realnom vremenu, �to ga ini
veoma atraktivnim za prakti nu primjenu. Zna ajno je ista i da metod ne zavisi od du�ine
filtriranog signala (�to je slu aj u najve em broju postoje ih rje�enja) i da je robusan sa aspekta
izbora svojih parametara. U toku opse�nog eksperimentalnog rada je potvr ena svaka od
navedenih karakteristika razvijenog metoda, a u disertaciji je dato mno�tvo primjera kojima se to
dokazuje. Naime, testiranje metoda je izvr�eno za vi�e razli itih 2D nestacionarnih signala
(monokomponentnih, dvokomponentnih, trokomponentnih) u prisustvu razli itih koli ina bijelog
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Gaussian-ovog �uma ( ak i do dva puta ja eg od filtriranog signala), kao i za razli ite vrijednosti
najva�nijeg parametra sistema.

Razvijeni metod je hardverski realizovan u FPGA tehnologiji, ime je dokazana njegova
funkcionalnost u praksi, na primjeru realnog signala. Hardverska realizacija je signal-adaptivna,
�to zna i da razvijeni metod obavlja svoju funkciju u razli itom (samo neophodnom) broju
taktova. U velikom broju slu ajeva (van domena auto- lanova signala) koristi se minimalan broj
taktova (2 takta), dok se maksimalan broj taktova koristi samo u neposrednoj okolini
detektovanih lokalnih frekvencija. Na ovaj na in se zna ajno unaprije uju skoro sve kriti ne
peformanse dizajna (dimenzije ipa, potro�nja energije, cijena i vrijeme izvr�avanja). Dodatno
unaprije enje performansi ovog dizajna se posti�e upotrebom tehnike pipeline-inga. Naime,
istovremenim izvr�avanjem posljednjeg takta za analiziranu ta ku signala i prvog takta za
narednu ta ku signala posti�e se u�teda od jednog takta po svakoj ta ki signala. Imaju i u vidu
da je koli ina podataka sa kojom radi razvijeni sistem za filtriranje 2D signala veoma velika, ova
u�teda mo�e zna ajno doprinjeti efikasnijem radu sistema u apsolutnom smislu.

U disertaciji je predstavljena detaljna analiza dizajniranog hardvera, uklju uju i zasebnu
analizu svih funkcionalnih komponenti sistema i slo�ene kontrolne logike koja njime upravlja. U
cilju �to jasnije demonstracije postignutih rezultata, pojedini djelovi sistema su pojedina no
testirani. Testiranje i verifikacija rada cjelokupnog razvijenog sistema je izvr�ena u ModelSim
Altera 6.3g_p1 (Quartus II, Web Edition) okru�enju, na ipu EP3C10E144C7 iz Altera-ine
familije Cyclone III. U zavr�noj komparativnoj analizi sa ostalim mogu im S/SF dizajnima
baziranim na estimaciji lokalne frekvencije, kao i online S/SF rje�enjima razvijeni dizajn
nedvosmisleno demonstrira superiornost.

Pored navedenih originalnih nau nih doprinosa, u doktorskoj disertaciji je dat
sveobuhvatan pregled:

- Koncepata TF i S/SF analize, sa posebnim akcentom na TF i S/SF distribucijama;

- Op�tih principa nestacionarnog filtriranja baziranog na TF analizi i postoje ih metoda za
filtriranje nestacionarnih 1D signala;

- Op�tih principa nestacionarnog filtriranja baziranog na S/SF analizi i postoje ih metoda za
filtriranje nestacionarnih 2D signala;

- Postoje ih hardverskih rje�enja filtara baziranih na TF analizi;

- Postoje ih hardverskih rje�enja filtara baziranih na S/SF analizi.
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