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REZIME

U radu je prezentirana metodologija sinteze regulatora 
u vremenskom domenu za složene dinamičke sisteme, zasnovana na 
koncepciji prcjekcionog upravljanja. Suština metode sastoji se 
u tome da se optimalno rješenje zasnovano na linearnom kvadra­
tnom regulatoru stanja uzima kao eksplicitan opis referentne 
dinamičke performanse sistema a odabrano upravljanje, koje se 
realizuje uzimajući u obzir ograničenja nametnuta informacionom 
strukturom, ima za cilj da u rezultujućem regulisanom sistemu 
zadrži dominantne dinamičke karakteristike referentnog rješe­
nja.

Rješenje se najprije traži u klasi statičkih regulato­
ra izlaza a u slučaju nepovoljnih osobina ovakvog rješenja pri­
stup omogućava prirodan prelazak na sintezu dinamičkih regula­
tora niskog reda, po jedinstvenoj metodologiji koja prepoznaje 
činjenicu da linearni regulator stanja, statički regulator iz­
laza i dinamički regulator u suštini predstavljaju rješenje za 
isti problem upravljanja, pri čemu ograničenja nametnuta in- 
formacionom strukturom diktiraju oblik upravljanja.

Metod omogućava prirodnu generalizaciju na sintezu 
upravljanja u složenim sistemima sa decentralizovanom informa- 
cionom strukturom, kao i na sintezu klasičnih regulacionih stru­
ktura (PI i PID regulatori) i general isanih PID regulatora, za 
sisteme centra!izovane i decentralizovane strukture sa djelova­
njem spoljnih poremećaja.

Pored sveobuhvatnosti koja se ogleda u primjeni metode 
na sintezu raznovrsnih regulacionih struktura za Central izovane 
i decentralizovane sisteme, sa i bez djelovanja spoljnih poreme­
ćaja, metod projekcionog upravljanja odlikuje se i jednostavnim 
numeričkim aspektima koji su pokazani kroz ilustrativne primjere.
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AESTRACT

This thesis presents a um'fied design rnethodology for com~ 
puter-aided design of large scale linear control svstems, based on 
the concept of projective Controls. The main featura of the proposed 
procedure is that it uses the linear State regulator solution as en 
eхp 1 ici t descrip tion of desi red sys tem performance v/hi le the selecte 
control?, i mplemente d accorđing to the particular i nf orma ti on stru c- 
ture, retai n the dominant dyn ami c eha racteristi cs of the reference 
solution in the resulting closeđ looo system.

If the solution based on the static output regulators is n 
satis factor^ i projective Controls allov a natural gene ral i zati on to 
lov-order d.vnami c regulator design , us i n g the unified design phi loso 
phy |hich recognizes the fact that State regulator, static output 
regulator and dynami c regulator bas ica 1 ly represen t the solution for 
the s a ne problem , particular impl emen ta ti on be i n g đepenđent on the 
e х i s ti n o i n f orma ti on s t ru c tu re .

This methodologv n a tu rali у ех tends to the design of large 
scale svstems wi th decen tra 1 i zed information strueture, as v;el 1 as t' 
the design of vari ous con trol s truc tu res incc rporating integral acti- 
on for c onpen sati on of externa 1 dis tu rban ces , in centralized and de­
cen tra li zed se11ing .

Mu me r i cal aspeets of the proposed procedure are appealingl' 
simple and are i 1 lustra ted by var i ous numeri cal examples.
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UVOD

U poslednje dvije decenije došlo je do upfcenzivnog raz­
voja matematičke teorije multi varijabi1 nih sistema što je, zajedno 
sa naglim prodorom sve bržih I moćnijih računara, oslovilo razvi­
janje velikog broja metoda za modeliranje, analizu kvalitativnih 
osobina sistema i sintezu upravljanja. Iako se još uvijek može go­
voriti o dva glavna pravca u istraživanju, od kojih je jedan ba­
ziran na savremenom opisu sistema u prostoru stanja, a drugi na 
generalizaciji klasičnih metoda u frekventnom domenu koje su prvo­
bitno razvijene za sisteme sa jednim ulazom i jednim Izlazom, sve 
se više radi na objedinjavanju ova dva prilaza. Cilj je da se te­
orijski moćnije metode zasnovane na savremenom prilazu karakteri - 
šu sa gledišta klasičnih prilaza značajnih u praktičnoj realizaci­
ji sistema upravljanja kao što su osjetljivost sistema, robustnost 
u odnosu na strukturne promjene u sistemu, spoljne poremećaje, itd. 
Detaljan spisak literature koja obradjuje ovu problematiku dat je 
u preglednom radu /1/.

Zajednička osobina svih ovih metoda, kako klasičnih ta­
ko i savremenih, sadržana je u polaznoj pretpostavci da je infcr- 
maciona i upravljačka struktura centralizovana . Naime, sve dostu­
pne informacije c sistemu (apriorne, koje karakteri šu matematički 
model sistema i kriterijum upravljanja i aposteriorne, koje kara- 
kterišu informacije o stanju sistema dobijene u realnom vremenu 
preko skupa odgovarajućih senzora) sakupljaju se u jedan upravlja­
čki centar u kome se vrši i sva potrebna obrada ovih informaci­
ja u cilju generisanja upravljanja.

Predložene su mnogobrojne metode sinteze regulatora u 
vremenskom domenu /2-25/. Kritička analiza rezultata pokazuje, 
medjutim, da se mnoštvo metoda svodi ne, inovacije u definiciji 
problema, posebno kao problema optimi zaci je, i u izvodjenju potre­
bnih uslova za optimum. Medjutim, niti su predloženi postupci do­
vedeni u neposrednu vezu sa razvijenom teorijom linearnog regula­
tora stanja, niti se isti metođ može primijeniti u sintezi stati­
čkih i dinamičkih regulatora. Prilazi sintezi regulatora stanja, 
statičkih regulatora izlaza i dinamičkih regulatora odlikuju se
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raznolokošču i odvojenim rješenjima, iako sva tri regulatora pred­
stavi jaju rjiienja za isti problem. Detaljna analiza ovog aspekta 
problema može se naći u radovima /26,27/.

Zadnja decenija je, medju tim, u centar pažnje teoreti­
čara dovela složene dinamičke sisteme. Iako u literaturi ne posto­
ji rigcrozna definicija ovog pojma, generalno se prihvata da ove 
sisteme karakterišu sleđeće osobine:

- prostorna rasporedjenost u geografskom smislu,
- kompleksnost matematičkog modela,
- prisustvo više fenomena karakterisanih vremenskim konstanta­
ma u širokom opsegu (brza i spora dinamika),

- prirodna dekompozicija čitavog sistema na više medjusobno 
dinamički povezanih podsistema,

- prisustvo više kriterijuma od kojih su neki na nivou pođsi- 
stema (lokalni) a drugi na nivou povezanog sistema (globalni),

- povezanost brze i spore dinamike sa lokalnim i globalnim di­
namičkim procesima u sistemu,

- upravljanje posredstvom više nezavisnih i'i i djelimično poveza­
nih lokalnih regulatora kojima se po mogućnosti zadovoljavaju 
lokalni i globalni kri teri j umi,

- decentralizovana informaciona struktura zasnovana na dostup­
nosti samo ograničenog broja lokalnih informacija u svakom od 
lokalnih regulatora.

Iz ovog kratkog pregleda osobina složenih sistema jasno 
je da centra!izovana struktura sistema automatskog upravljanja i 
pored značajnih teorijskih preimućstava ne daje praktički prihva­
tljiva rješenja za složene dinamičke sisteme. S obzirom na sve zna­
čajniju prisutnost u praksi (tipični primjeri su elektroenergetski, 
vodoprivredni i ekonomski sistemi, saobraćajne i komunikacione mre­
že, itd.) razvijeni su novi teorijski i metodološki pristupi koji 
uzimaju u obzir jednu ili više navedenih karakteri sti ka.

U tom smislu razradjeni su pristupi za uprošćavanje mo­
dela i formiranje odgovarajućeg upravljanja na bazi redukovanog mo­
dela, kao na primjer metoda agregacije /28/, metode singularne i 
nesingularne perturbacije /29,30/, metode za analizu kvalitativnih 
osobina složenih sistema kao što su stabilnost /31,32/, kontrolabi- 
Inost i observabi1nost /33,34/, kao i metode koje se bave formira­
njem strategije upravljanja u složenim sistemima sa decentralizova- 
norn strukturom bilo da se upravljanje vrši na jednom nivou /35-58/,



ili na više nivoa (hijerarhijsko upravljanje) /59-70/.
Problemu sinteze skupa lokalnih statičkih odnosno dina­

mičkih regulatora za složene dinamičke sisteme sa decentralizova- 
nom strukturom posvećena je velika pažnja, što je dovelo do značaj­
nog broja predloženih postupaka. U radovima /35-37/ razmatrane su 
mogućnosti stabilizacije i podešavanja polova regulisanog sistema. 
Uveden je pojam fiksnih mođova*  kao prirodna generalizacija pojma 
nekontrol abi 1 nih i neobservabi1 nih polova u sistemima sa centrali- 
zovanom strukturom. Pokazano je da je potreban i dovoljan uslov za 
egzistenciju skupa dinamičkih regulatora kojima se mogu po volji 
podesiti polovi regulisanog sistema da sistem ne posjeduje fiksne 
modove. Radovi /37,38/ se bave potpunijom karakteri zacijom us!ova 
za stabilizaciju i podešavanje polova. Prilaz se sastoji u odredji- 
vanju uslova pod kojima se sistem može učiniti kontrolabi1nim i 
observabi1nim iz lokalnih ulaza i izlaza jednog upravljača, primje­
nom statičke povratne sprege iz ostalih upravljača. Navedene ideje 
su dalje razradjene u radovima /47-50/ u kojima je dobijen potpuni­
ji uvid u strukturu složenih sistema i data karakteri zaci ja fiksnih 
modova preko poznatih algebarskih pojmova i koncepata teorije sis­
tema. Problem eliminacije fiksnih modova pomoću djelimične razmjene 
informacija izmedju pojedinih lokalnih regulatora razmatran je u 
/51/, dok je isti problem rješavan u /52,53/ primjenom vremenski 
promjenljive povratne sprege. Prilaz iz /36/ generalisan je u ra­
dovima /29,42/ na slučaj kada na sistem djeluju spoljni poremeća­
ji, što je rezultiralo u formulaciji orobi ema sinteze decentrali- 
zovanih servomehanizama. Izvedeni su uslovi za rješenje ovog pro­
blema i definisana struktura upravljanja. U ovom kontekstu razma­
tran je i problem sekvenoigalne stabilnosti  /41/ kod kojeg se lo­
kalni regulatori podešavaju jedan za drugim, uz uslov da rezultuju- 
ći regulisani sistem ostaje stabilan. Optimizacija složenih siste­
ma u odnosu na kvadratni kriterijum razmatrana je u radovima /41, 
54/. Dati su potrebni uslovi za optimalnost rješenja koji se svode 
na sistem nelinearnih matričnih jednačina za čija rješavanje su ko­
ri š ć e ni različiti iterativni algoritmi. Alternativni prilazi za

*0vaj naziv se ustalio u literaturi iako bi, s obzirom na značenje 
ovog pojma, više odgovarao termin "fiksni polovi" ili "fiksne sop- 
stvene vrijednosti".



sintezu dinamičkih regulatora u složenim sistemima prezentirani su
u radovima /45,46/.

Ovi rezultati su omogućili značajan uvid u kvalitativne 
osobine decentralizovanih sistema i mogućnosti rješavanja problema 
upravljanja ali, i pored toga, još uvijek ne postoji konstruktivna 
procedura za sintezu decentralizovanog upravljanja koja bi na raci­
onalan način iskoristila slobodu sadržanu u skupu statičkih ili di­
namičkih regulatora za oblikovanje dinamičkih karakteristika siste­
ma sa povratnom spregom. Naime, nedostaci procedura podešavanja po­
lova su, s jedne strane, izraženi činjenicom da su predloženi dina­
mički regulatori ili suviše visokog reda ili koncentrisani u jednom 
lokalnom centru upravljanja a, s druge strane ne vodi se računa o 
optimizaciji rješenja. Kod metoda baziranih na optinizaciji teorij­
ska razmatranja završavaju se ili izvodјепjem potrebnih uslova za 
optimum ili minimizacijom pogodno odabrane norme odstupanja traje- 
ktorije sistema od optimalne trajektorije. Sa ovim se, medjutim, 
ne dobija uvid u egzistenciju rješenja i osobine rezultujućeg sis­
tema sa povratnom spregom. Takođje, predložena rješenja ne pružaju 
jedinstven pristup za sintezu statičkih i dinamičkih regulatora.

Dodatne reference i detaljnija kritična analiza dosad 
postignutih rezultata mogu se naći u preglednim radovima /30-82/, 
a od literature na našem jeziku navodimo monografiju /83/.

Dosadašnja istraživanja ukazuju na veliki značaj teo­
rije optimalnog upravljanja, a posebno metoda linearnog kvadratnog 
regulatora (za determinističke sisteme) i linearnog kvadratnog Ga- 
usovog regulatora (za stohastičke sisteme), koje se mogu primijeni­
ti u upravljanju fizičkim sistemima kod kojih se željene performan­
se mogu preslikati u pogodno odabrani kvadratni kriterijum. Ove me­
tode obezbjedjuju sistematski pristup sintezi multi varijabli ni h re­
gulatora jer objedinjuju veliki broj zahtjeva i ograničenja prisu­
tnih u praktičnim problemima /71-73/. Atraktivnost ovih metoda za 
praktičnu primjenu je još više povećana najnovijim istraživanjima 
koja pokazuju dobre performanse rješenja baziranih na ovom prilazu 
sa aspekta robustnosti, tolerancije prisustva nelinearnosti, pore­
mećaja itd. /74-76/, kao 1 činjenicom da sa čisto računskog aspekta 
ne postoje značajnija ograničenja, s obzirom da je za rješenje ma­
trične Rikatijeve jednačine razvijena veoma efikasna programska 
podrška /77/.



Na žalost, praktična realizacija ovih rješenja još uvi­
jek ni izdaleka nije u skladu sa velikim mogućnostima koje ova me­
todologija pruža . Ovo proi sti če iz či nj eni ce da je za i mplementaci- 
ju upravljanja potrebno imati na raspolaganju ootouni vektor stanja 
sistema, bilo direktnim mjerenjem, bilo upotrebom Luenbergeroyog 
observera /78/ ili Kalmanovog estimatora /79/. Ovakav zahtjev zna­
tno umanjuje praktičnu vrijednost rješenja za složene sisteme bilo 
da se radi o centra!izovanoj ili decentrali zovanoj strukturi.

Naime, kod složenih sistema sa centra!izovanom struktu­
rom pretpostavka o mjerljivosti kompletnog stanja je od malog prak­
tičnog interesa s obzirom da se obično direktno mjeri samo relati­
vno mali broj izlaznih veličina. Upotreba observera, s druge strane, 
nameće potrebu za veoma visokim redcm dinamičkog regulatora što vo­
di ka složenom upravljačkom sistemu, čak i u rijetkom slučaju kada 
je kompletno stanje dostupno za mjerenje, u složenim sistemima je 
neophodna suviše obimna instrumentacija (senzori, aktuatori) da bi 
rješenje bilo opravdano sa ekonomskog aspekta i aspekta pouzdano­
sti sistema, pogotovo što je iz prakse poznato da se prihvatljiva 
rješenja realizuju i na bazi malog broja mjerljivih izlaznih vari- 
jabli.

Kada se radi o složenim sistemima koji se iz raznih pra­
ktičnih razloga upravljaju sa više lokalnih regulatora kojima su 
dostupni samo djelovi ukupnih mjerenja, problem implementacije li­
nearnog kvadratnog regulatora se dalje usložnjava. Naime, pošto je 
u prirodi rješenja baziranog na 1 inearnom kvadratnom regulatoru sta­
nja centra! izovana struktura, decentralizacijom informacione i 
upravljačke strukture ukazuje se potreba za velikom mrežom komuni­
kacionih kanala izmedju aktuatora i senzora, čime se nameću nova 
praktična ograničenja na implementaciju ovakvog zakona upravljanja.

S obzirom na gore izloženo, prirodno je tražiti prakti­
čna rješenja zasnovana na ograničenoj informacionoj strukturi, sa 
čime se optimalna vrijednost kriterijuma performanse do pravilu na­
rušava. S druge strane poželjno je imati na raspolaganju optimalno 
rješenje koje bi se imalo kada bi sva stanja bila mjerijiva,jer ono 
omogućava da se ovo rješenje koristi kao referenca i u odnosu пз 
njega uporede druga rješenja zasnovana na ograničenoj i nformacionoj 
strukturi.

U tom smislu u ovom radu je prikazana metoda za sintezu 
statičkih i dinamičkih regulatora bazirana na projekcionom upravlja­



nju koja, u determinističkom kontekstu, uzima u obzir oba navedena 
zahtjeva i kojom se prevazilaze neki nedostaci do sada razvijenih 
postupaka za sintezu regulatora u sistemima sa centra!izovanom i 
decentralizovanom strukturom. Naime, suština metode sastoji se u 
tome da se optimalno rješenje zasnovano na linearnom kvadratnom re­
gulatoru stanja uzima kao eksplicitan opis referentne dinamičke 
performanse sistema a odabrano upravljanje, koje se realizuje uzi­
majući u obzir ograničenu informaoionu strukturu, ima za cilj da u 
rezultujućem sistemu sa povratnom spregom zadrži dominantne dinami­
čke karakteristike referentnog rješenja. Kao rezultat se dobija 
suboptimal no rješenje pri čemu metoda omogućava da se stepen odstu­
panja od optimalnog referentnog rješenja opiše kvalitativnim i kvan­
titativnim pokazateljima. Rješenje se prvo traži u klasi statičkih 
regulatora izlaza, pa ako ono na zadovoljava metoda omogućava pre­
lazak na sintezu dinamičkih regulatora niskog reda, po jedinstvenoj 
metodologiji. Metoda je sveobuhvatna i u smislu da se može primije­
niti na sisteme sa centra!izovanom i decentralizovanom strukturom 
kao i u prisustvu i bez ori sustva spolj ni h poremećaja.

Metod projeke 1 onih upravljanja je najrpije razvijen za 
sisteme sa centra!i zovanom strukturom /84,85/. Pokazano je da rje­
šenja zasnovana na p^ojekcionom upravljanju posjeduju niz osobina 
koje ovu metodu čine pogodnom pri sintezi statičkih i dinamičkih 
regulatora:

- mogućnost implementacije upravljanja na bazi raspoloživih 
mjerljivih izlaza,

- suboptimalnost rezultujućeg rješenja uz zadržavanje invari- 
jantnog podprostora optimalnog referentnog rješenja, asoci- 
raneg sa dominantnim dinamičkim karakteristikama,

- fleksibilnost, izražena kroz višestruke mogućnosti izbora 
zadržanog invarijantnog podprostora,

- mogućnost opisa odstupanja od optimalnog rješenja preko 
kvalitativnih (raspored komplementarnih polova regulisanog 
sistema) i kvantitativnih (povećanje vrijednosti kriteriju- 
ma) pokazatelja,

- prirodan prelazak na dinamičke regulatore u slučaju neza­
dovoljavajućeg rješenja zasnovanog na statičkim regulatori­
ma , čime se postiže jedinstven prilaz sintezi statičkih i 
dinamičkih regulatora uz postepeno usložnjavanje strukture 
regulatora saobrazno analizi prethodnih, jednostavnijih 
struktura,
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- mogućnost povećanja dimenzije zadržanog i nvarijantnog pod- 
prostora uvođjenjem dinamičkog regulatora, pri čemu se do­
datna sloboda sadržana u parametrima regulatora koristi za 
podešavanje komplementarnih polova regul isanogj sistema, pre­
ko pogodno defi ni sanog linearnog problema podešavanja polova,

- mogućnost razlaganja postupka sinteze dinamičkog regulatora
u tri faze, od kojih se u prvoj oblikuje komplementarni spe­
ktar a u ostale dvije nalaze parametri regulatora 1 parame­
tri povratne sprege,

- prikladnost metodologije interaktivnom projektovanju posred­
stvom računara, što je neophodno s obzirom na kompleksnost 
modela i problema upravljanja,

- prikladnost konačnih rješenja, odnosno strukture regulatora, 
mikroprocesorskoj realizaciji, s obzirom da je dozvoljena 
proizvoljna (slična) realizacija dinamičkog regulatora,

- jednostavnost numeričkog aspekta.
U radovima /26,36/ metoda projekcionog upravljanja je 

proširena na sintezu regulatora u nekontrolabi1nim sistemima a mo­
gućnosti primjene ove metodologije na rješavanje praktičnih proble­
ma u elektroenergetskim sistemima razmatrane su u radovima /87,88/.

U okviru istraživanja keja su opisana u ovom radu, me­
todologija je najprije primijenjena na problem upravljanja složenim 
sistemima Central izovane strukture na koje djeluju konstantni ili 
sporo promjenl ji vi spoljni poremećaji /89,90/. S obzirom da se za 
otklanjanje neželjenih efekata spoljn1h poremećaja u praksi široko 
primjenjuju PT i PID regulatori, predložena je metoda zasnovana na 
projekcionom upravljanju koja u okviru jedi nstvenog postupka obu­
hvata sintezu multivarijabilnih PI, PID i general isanih PID regula- 
tora(koji u suštini predstavljaju dinamičke regulatore proizvoljne 
strukture sa integralnim djelovanjem), implementiranih preko ras­
položivih izlaza sistema. Pokazano je da se, zadržavajući pogodne 
strukturne osobine ovakvih regulatora, projekcion im upravljanjem 
mogu uspješno odrediti parametri povratne sprege koji obezbjedjuju 
zadovoljavajuću dinamičku performansu rezultujučeg regulisanog si­
stema. S obzirom da sve navedene osobine projekcionog upravljanja 
važe 1 za ovaj slučaj, ovim je izvršena neposredna general izaći ja 
metode na sintezu različitih regulacionih struktura sa integralnim 
djelovanjem, što za sisteme sa više ulaza i izlaza dosad nije bilo 
riješeno na zadovoljavajući način.



Koristeći se uvidom dobijenim iz centralizovanog sluča­
ja i rezultatima radova /91,92/, istraživanje je nastavljeno u pra­
vcu generalizacije metode projekcionog upravljanja na sintezu sta­
tičkih i dinamičkih regulatora u složenim sistemima sa decentralizo- 
vanorn i nformacionom strukturom. Pokazano je /91-93/ da postoji jaka 
analogija i zmedj u rješenja zasnovanih na projeke i onom upravljanju u 
centra!izovanoj i decentralizovanoj strukturi , u smislu da većina 
osobina metode navedenih za centra!izovani slučaj važi i za đecen- 
tralizovanu strukturu. Medjutim, primjena projekcionih upravljanja 
na sintezu decentralizovanih regulatora nameće potrebu za određje- 
nim modifikacijama u samom postupku sinteze, kojima se uzimaju u 
obzir specifičnosti koje karakterišu decentralizovanu informacionu 
strukturu.

Potreba za ovakvim modifikacijama se najjasnije sagleda­
va na problemu sinteze decentralizovanih dinamičkih regulatora. Na­
ime, ispostavlja se da se ovaj problem, analogno centra!izovanom 
slučaju, može riješiti u tri faze /91-93/, ali pri tome zavisnost 
rezidualnog spektra od slobodnih parametara regulatora postaje iz­
razito nelinearna i ne može se izraziti preko poznatih procedura 
za podešavanje polova. Zbog toga su najprije izdvojeni specijalni 
slučajevi kada se ova zavisnost može uprostiti /93/, a zatim je raz- 
radjena sekvencijal na procedura podešavanja rezidualnih polova /34/, 
u kojoj se, za usvojenu dimenziju dinamičkih regulatora, kompleksni 
nelinearni problem razlaže na niz rješivih linearnih problema pode­
šavanja polova. Na ovaj način se sukcesivno podešavaju parametri 
pojedi ni h dinamičkih regulatora u cilju postepenog poboljšanja rezi - 
dualnog spektra. Ukoliko se zadovoljavajuće rješenje ne može posti­
ći sa usvojenim dimenzijama regulatora tada se, usled decentralizo~ 
vane strukture, dimenzije svih dinamičkih regulatora simultano po­
većavaju i sekvencijal na procedura ponavlja do dobijanja prihvatlji­
vog rješenja. Na ovaj način je izvršena generalizacija metode pro­
jekcionog upravljanja, na sintezu decentral i zovani ћ dinamičkih regu­
latora i u tome je jedan od osnovnih doprinosa ovog rada.

Metod projekcionog upravljanja je zatim primijonjen na pro- 
blem sinteze regulatora u decentralizovanim sistemima sa konstan­
tnim spoljnim poremećajima. Na osnovu analognih rezultata iz centra­
li 2 o v a n o g slučaja /89,98/, uvida dobijenog iz problema sinteze de­
central i zovani h regulatora /91-94,99/ i karakterizaci je regulatora 
koji rješavaju generalni problem decentralizovanog servomehanizrna
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/39,42/, razradjena je metodologija kojom se u okviru jedinstvenog 
postupka razmatra sinteza decentralizovanih regulatora sa integra­
lnim djelovanjem za kompenzaciju efekata spoljnih poremećaja /95- 
97/. Najprije je postupak sinteze centra!izovanih PI regulatora 
generalisan na decentralizovanu strukturu a zatim su, uzimajući u 
obzir nepovoljno dejstvo i ntegra tora na dinamičke karakteristike 
regul i sanog sistema, razmatrane i mogućnosti koje metodologija pro- 
jekcionog upravljanja pruža za poboljšanje eventualno nezadovoljava­
jućeg rješenja zasnovanog na decentralizovanim PI regulatorima. U 
tom smislu predložen je postupak sinteze decentrali zovani h PID re­
gulatora i decentralizovaniћ general isanih PID regulatora.

Kod sinteze decentralizovanih general isanih PID regulatora 
parametri pojedinih dinamičkih regulatora podešavaju se na sekvenci- 
jalan način, shodno predloženom postupku za decentralizovane dinami­
čke regulatore u sistemima bez poremećaja, dok se kod sinteze de­
central izovanih PID regulatora javlja jedan kvalitativno novi fe­
nomen. Naime, pri diferenciranju raspoloživih lokalnih izlaza javlja 
se, usled decentralizovane informacione strukture, direktno spreza- 
nje lokalnih regulatora preko raspoloživih lokalnih mjerenja u smi­
slu da se upravljanja ostalih lokalnih regulatora pojavljuju u lo­
kalnim vektorima izlaza. Zato je ovaj problem najrpije generalno 
razmatran u radu /99/, gdje je pokazano kako direktno sprezanje lo­
kalnih regulatora kroz lokalne vektore izlaza utiče na primjenu me­
todologije projekcionog upravljanja. Prezentirani su rezultati ko­
jima se modifikuju projekciona upravljanja za ovaj slučaj, pri če­
mu su korišćene osobine generalne matrične Rikalijeve jednačine i 
matematička indukcija. Ovi generalni rezultati su primijenjeni u 
radu /97/ na sintezu decentralizovanih PID regulatora.

Na ovaj način je kompletna metodologija projekcionog 
upravljanja, razvijena za sintezu regulatora u sistemima sa Cen­
tral izovanom strukturom, general isana na decentral i zovanu struktu­
ru pri čemu je pokazano da sve pogodne osobine ove metode važe i za 
ovaj slučaj. Sa ovim je demonstri rana sveobuhvatnost ove metode jer 
je za različite informacione strukture na jedinstven način razma­
trana sinteza linearnog regulatora stanja, regulatora izlaza i kla­
sičnih regulacionih struktura kao što su PI i PID regulatori.

Kompletna metodologija projekcionog upravljanja prezen­
tirana je u ovom radu u dva dijela. Prvi dio, u kojem je ova meto­
da primijenjena na probleme upravljanja u sistemima centra 1 izovane
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strukture, pođi jel jen je na osam odjeljaka, U odjeljku 1 data je for­
mulacija problema upravljanja a u odjeljku 2 sinteza statičkih re­
gulatora izlaza metodom projekcionog upravljanja. U odjeljcima 3 i 
4 data je primjena projekcionog upravljanja na sintezu dinamičkih 
regulatora niskog reda, dok je u odjeljku 5 prikazana generalizaci­
ja ove metode na nekontrol abi 1 rie sisteme. Sinteza PI, PID i genera- 
lisanih PID regulatora za sisteme sa spoljnim poremećajima prezenti­
rana je u odjeljcima 6,7 i 8, respektivno.

Drugi dio rada, u kojem je projekciono upravljanje primi­
jenjeno na sintezu regulatora u decentralizovanim strukturama upra­
vljanja, sastoji se od osam odjeljaka. Poslije uvodnih razmatranja 
u odjeljku 1, prezentirana je sinteza decentralizovanih statičkih 
regulatora bez direktnog sprezanja u odjeljku 2 i sa direktnim spre- 
zanjem regulatora u odjeljku 3. Sinteza decentralizovanih dinamičkih 
regulatora obradjena je u odjeljku 4 a sekvencijalna procedura za 
podešavanje dinamičkih regulatora u odjeljku 5. Primjena projekcio­
nog upravljanja na sintezu regulatora u decentralizovanim sistemima 
sa spol jnim poremećajima prikazana je u odjeljcima 6, 7 i 8. Prezen­
tirana je procedura za sintezu decentralizovanih PI, PID i general i - 
sanih PID regulatora, respektivno.

Na kraju je dat zaključak rada, literatura i prilozi. 
Kompletna procedura sinteze i 1ustrovana je nizom numeričkih primje­
ra kroz koje su pokazani i numerički aspekti predložene metodologi­
je.



I DIO

SINTEZA REGULATORA ZA SLOŽENE LINEARNE SISTEME 
SA CENTRALIZOVANOM INFORMACION0M STRUKTUROM

1.1. FORMULACIJA PROBLEMA UPRAVLJANJA

Osnovni problem upravljanja razmatran u ovom dijelu mo­
že se definisati na sleđeći način. Posmatra se složeni sistem

x=Ax+Bu ^  ^
У  = Сх

gdje su x(t)eRn stanje sistema, u(t)£Rn upravljanje, y(t)cRr mjere 
ni izlaz sistema, a R^ označava p-d i menzi oni vektorski prostor. Uz 
pretpostavku da (A,B,C) predstavlja kontrolabi1 ni i observabilni 
sistem, odrediti upravljanje zasnovano na vektoru mjerljivih izla­
za koje minimizira kriterijum 

00
(xTQx+uTRu)dt, Q^0, R> 0* (1.2)

o
Motivacija za korišćenje kvadratnog kriterijuma može se naći u ve­
ćem broju referenci, a posebno u /71/, a obezbedjenje željenog po­
ložaja polova u sistemu sa zatvorenom povratnom spregom izborom 
težinskih matrica Q i R obradjeno je u referencama /100,101/. Uti- 
caj lokacija polova sistema na dinamičke karakteristike je dobro 
poznat iz klasičnih radova teorije sistema /102,103/, a razmatran 
je i u najnovijim radovima u kojima je težište na analizi i sinte­
zi diskretnih sistema upravljanja /104/.

Cilj sinteze je da se odredi pogodan statički regulator
strukture

u=Ky, KeRmxr (1.3)
a kada statički regulator ne zadovoljava, dinamički regulator stru
k t u r e

ž=Hz+Dy, zeR53 (1 .4)

*Simboli > i i označavaju pozitivno definitnu i pozitivno serni- 
definitnu matricu, respektivno.
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u=Kyy+Kzz (1.5)

tako da rezultujući regulisani sistem posjeduje zadovoljavajuće di­
namičke karakteristike u odnosu na dati kriterijum (1.2). Pri sinte­
zi statičkog regulatora neophodno je odrediti jedino matricu pojača­
nja K, dok je kod sinteze dinamičkog regulatora neophodno odrediti 
red regulatora p, parametre regulatora НерРх  ̂ i DeRPxr i pojačanje 
regulatora KyeRmxr i KzeRmxP.

Veliki broj radova posvećen je ovom klasičnom problemu 
upravijanja. U prostoru stanja navedeni prilazi se okvirno mogu pođi 
jeliti u dvije klase: klasu prilaza u kojima se vrši postavljanje 
polova sistema, i klasu prilaza u kojima se vrši optirnizacija pod 
ograničenjima koje nameće informaciona struktura. Najvažniji radovi 
iz ove oblasti dati su u literaturi /2-25/.

U osnovi metode Dostavljanja polova polazi se od stanovi­
šta da spektar* otvorenog sistema,

Л ={A.:ф(Х.)=det(А-Х.I)=0, i=1,...,n) (1.6)0 1 I i
kao osnovna karakteristika dinamičkog ponašanja sistema ne zadovo­
ljava. Cilj sinteze je da se spektar regulisanog sistema,

Л =OI, :Ф(1’. )=det(A+BKC-X .1 )=0, 1=1,...,#} (1.7)

dovede u željeni region kompleksne ravni. Osnovni nedostatak ovih 
metoda je da ako rješenje problema postoji ono nije jednoznačno, a 
u postavci problema ne vodi se računa o optimizacijJ rješenja, odno­
sno ne postoji ustanovljena veza izmedju postavljanja polova posred­
stvom regulatora izlaza i minimuma kvadratnog kriterijuma za odabra­
ne težinske matrice Q i R. Dosadašnji pokušaji sprezanja metode po­
stavljanja polova sa metodama minimizacije kriterijuma dovodili su 
do kompleksnih problema nelinearnog programiranja /13,14/.

U osnovi metoda zasnovanih na mi ni mi zacij i kriterijuma
(1.2) je pretpostavka da će minimizacija kvadratnog kriterijuma obez 
bi jediti željene dinamičke karakteristike sistema. Medjutim, pošto 
je optimalno upravljanje, u slučaju ograničene informacione struktu­
re, -funkcija početnog stanja xQ (što je sa praktičnog aspekta nepo­
godno jer početno stanje nije unaprijed poznato), uvodi se pretposta 
vka da je početno stanje slučajna veličina sa raspodjelom koju kara- 
kteriše očekivana vrijednost E{xo>=0, i kovarijansa

E< v l > = °  o <’-8>

*Spektar matrice sadrži skup sopstvenih vrijednosti matrice.



Problem se na taj način prevodi u minimizaciju očekivane vrijedno­
sti kriterijima (1.2), odnosno na odredjivanje matrice K koja mini- 

mizi ra

I=E(~ /xTQxdt}, Q=Q+CTKTBTRBKC (1.9)
o

uz ograničenje

х=Aх, A=A+3KC, E^x0xJ} = Q0 (1.10)

Usvajanjem funkcije Ljapunova V(x)=xTMx, pri čemu je

xTQx = - ^ ( x TMx) (1.11)

Tako se pokazuje da se pozitivno definitna matrica M dobi ja kao 
rješenje matrične jednačine Ljapunova /136/

АГМ+МА+§=0 (1.12)

dok se kriterijum može izraziti kao
OO 00

J=| {x"^Qxdt = -|xTMx I =-^x^MxQ (1.13)
o o

S obzirom da je /73/

E{K Mxo} = E{ŽTra9 Mx0xJ}=ŽTrag M0Q (1.14)

originalni problem optimizacije se može predstaviti na sledeći 
način: odrediti K koje minimizira

I=^Trag(MQ0) (1.15)

uz ograničenje da M zadovoljava

(A + BKC)^ M+M(A+BKC)+Q + CTKTBTRBKC = 0 (1.16)

Kao rezultat se dobija /15,18,19/, da je K dato izrazom 

K=-ff V m LCT (CLCT)~1 (1.17)

pri čemu je M dato jednačinom (1.16), a L zadovoljava jednačinu 

(A+BKC)L+L(A+BKC)T+Qo = 0 (1.18)
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i ima smisao

L=E{x(t)x(t)T}dt (1.19)

Sistem jednačina (1.16 - 1.18) ne posjeduje uvijek rje­
šenje; odnosno, rješenje ne postoji kada se sistem (1.1) ne može 
stabilisati statičkim regulatorom izlaza. S obzirom da potrebni i 
dovol jn i  uslovi da se sistem stabiliše statičkim regulatorom iz­
laza nijesu poznati, slijedi da nema mogućnosti da se i z  parameta­
ra sistema (A,B,C) ocijeni da li rješenje problema (1.16 - 1.18) 
postoj i .

Drugi nedostatak metoda ogleda se u najčešće proizvo­
ljnom izboru matrice Q , što, međjutim, značajno utiče na rezultat. 
Ovaj prilaz je uprkos ovih nedostataka često upotrebljavan, a obra- 
djene su i generalizacije na sintezu regulatora u prisustvu poreme­
ćaja i mjerni ii šumova /20,22/.

Zajednički nedostatak obije metode je da rješenje nije 
povezano sa referentnim rješenjem, odnosno optimalnim rješenjem 
problema kada bi potpuni vektor stanja bic dostupan za realizaciju 
upravljanja. Referentni regulator stanja, kao što je poznato, kara- 
kter i še  linearna povratna sprega oblika

u- R - V m х (1.20)c

pri čemu je Mc rješenje algebarske Rikatijeve jednačine 

A\ + M cA-McSMc+Q = 0, S = BR_1BT (1.21)

a rezultujući optimalni sistem i minimalna vrijednost kriterijuma
(1.2), dati su izrazima

x=(A-SMc )x=rx (1.22)

(1.23)

U metodologiji sinteze zasnovanoj na primjeni projekci- 
onih upravljanja postavlja se cilj da se u rezu! tu jiićem sistemu sa 
statičkim ili sa dinamičkim regulatorom, zadrži dominantna dinamika 
optimalnog regulatora stanja (1.22). Smisao ovog zahtjeva proisti- 
če iz činjenice da je regulator stanja optimalan i da jedino nera- 
spoloživost neophodne informacije (vektora stanja) onemogućava nje­



govo korišćenje. Prirodno je da se zbog toga sistem sa optimalnim 
regulatorom stanja uzme kao eksplicitna definicija željenog dinami­
čkog ponašanja sistema, i traži dopustiva realizacija (u funkciji 
mjerenog izlaza, ili mjerenog izlaza iz stanja regulatora) koja za­
država dominantne karakteristike ovako defi nišane referentne dina­
mike. Treba naglasiti da se relativno često koristi prilaz u kome 
se primjenjuje esti mator stanja х, a zatim realizuje optimalni re­
gulator stanja oblika u»-Lx. Medjutirn, ovaj prilaz ima za posledi- 
cu uvodjenje dinamičkog regulatora visokog reda (reda n-r) dok pra­
ksa pokazuje da se često zadovoljavajuće ponašanje sistema može 
obezbijedi’ti i sa regulatorima relativno niskog reda.

Korišćenje sistema (1.22) kao referentnog sistema ima i 
tu prednost da eksplicitno ukazuje na značaj pomiјегзпја pojedinih 
polova sistema pri mini m i zaci j i kriterijuma (1.2). Ovu informaciju 
pruža spektar matrice F u poredjenju sa spektrom matrice A. Drugim 
riječima, korišćenje referentnog sistema (1.22) pruža eksplicitne 
pokazatelje željene perfomanse sistema (1.1), za razliku od kvadra­
tnog kriterijuma (1.2) koji eksplicitno defi niše ciljeve upravlja­
nja, ali samo implicitno način postizanja ovih ciljeva.

1.2. SINTEZA STATIČKIH REGULATORA IZLAZA METCĐOM f‘R0JEKC1ONOG 
UPRAVLJANJA

Metoda sinteze statičkih regulatora na bazi projekcionog 
upravljanja ima za cilj da otkloni nefe'e od uočenih nedostataka pre­
thodnih metoda. Cilj sinteze je da se pomoću statičkog regulatora 
zadrži, u sistemu sa zatvorenom povratnom spregom, fnvarijantni 
podprostor optimalnog referentnog rješenja (1.22) maksimalne mogu­
će dimenzije, uz istovremeni zadovoljavajući raspored sopstvenih 
vrijednosti u preostalom dijelu spektra regulisanog sistema. Proje- 
kciona upravljanja predložena su najprije u radu /105/, ali je nji­
hova primjena ograničena samo na sintezu statičkih regulatora, či­
me ni jesu prevazidjenl poznati nedostaci statičkih regulatora iz­
laza. U radovima /84 - 86/, izvršeno je uopštavanje ove ideje u
smislu da se u slučaju nepodobnih karakteristika sistema sa stati­
čkim regulatorom ovo rješenje usvoji kao polazno 1 dalje unapredju- 
je sintezom dinamičkih regulatora, pri čemu se dodatna sloboda sa­



držana u parametrima regulatora koristi za oblikovanje preostalog 
dijela spektra regulisanog sistema. Za potrebe ovog rada izložiće- 
mo osnovne principe i karakteristike metode sinteze bazirane na 
projekcionom upravljanju, koja je razradjena u /84 - 86/.

Referentna optimalna dinamika odlikuje se invarijantnom 
strukturom definisanom spektrom

A={X.:4(X.)=det(F-XiI)=0, i=1,...,n) (2.1)

i matricom pridruženih sopstvenih vektora 5(, koja zadovoljava us-
1 o v

FX = XA (2.2)

pri čemu se ovdje A koristi i za obilježavanje Zordanove forme ma­
trice F. Pri tome će se pretpostaviti da u slučaju para kompleksnih 
polova matrice, A sadrži 2x2 submatricu strukture

Г 0 w 
-a) a

a matrica X umjesto para konjugovano kompleksnih vektora par vekto­
ra

[х y] , x,yeRn (2.3)

pri čemu je х+ју kompleksni vektor koji odgovara kompleksnoj sopstve 
noj vrijednosti о+јш. Takodje će se radi jednostavnosti izlaganja 
prepostaviti da se sopstvene vrijednosti ne ponavljaju, iako se me­
todologija jednostavno generališe i na slučaj sa višestrukim sop- 
stvenim vrijednostima.

U teoriji sistema upravljanja poznato je da se složeno 
kretanje sistema može razložiti na osnovne komponente kretanja, 
ovdje nazvane modovi kretanja koji su definisani sopstvenim vrije­
dnostima matrice sistema, i čiji uticaj na izlaz sistema, kao i na 
vrijednost kriterijuma (1.2), zavisi i od sopstvenih vektora siste­
ma. Takodje je dobro poznato da je dominantna dinamika sistema de- 
f ini sa na takozvanim dominantnim sopstvenim vrijednostima sistema, 
odnosno sopstvenim vrijednostima sistema sa maksimalnim realnim 
dijelom. Ove sopstvene vrijednosti nazivaju se i spore sopstvene



vrijednosti (ako im je realan dio negativan) ili nestabilne sop- 
stvene vrijednosti (ako im je realan dio pozitivan) i degradiraju 
dinamičke karakteristike sistema. Zbog toga su dominantne sopstve- 
ne vrijednosti od prvostepenog značaja. Broj dominantnih sopstve- 
nih vrijednosti (polova) zavisi od konfiguracije polova matrice F, 
i postaje poznat nakon odredjivanja optimalnog regulatora stanja 
definisanog izrazima (1.20 - 1.23).

U kojoj je mjeri moguće projekcionira upravljanjem zadr­
žati dominantnu dinamiku referentnog sistema zavisi od broja domi­
nantnih polova sistema i od dimenzije vektora izlaza u sistemu. 
Prilaz., međjutin, omogućava prelazak, na dinamički regulator koji, 
u slučaju nezadovoljavajuće performanse statičkog regulatora,u 
potpunosti rješava postavljanje ostalih polova reguliranog siste­
ma u definisani region kompleksne ravni.

Da bi■ defi nisali projekciono upravljanje posmatrajmo 
sistem (1.1) i kriterijum (1.2). Dinamika asociranog referentnog 
sistema (1.22) eksplicitno je opisana strukturom sopstvenih vekto­
ra (2.2). Meka X eRnxr predstavlja submatricu matrice X asociranu
sa oodspektrom Л c  Л. Tada važi:r
Definicija_1.2.1 ,/85/. Projekciono upravljanje  asoci rano sa Л

dc-finiše se izrazom

u=-R-1BTM Рх (2.4)

pri čemu je P projekciona matrica  def i nišana sa 

P=Xr(CXr)"1C (2.5)

Primjenom projekcionog upravljanja jednačina sistema
postaj e

x=A x=(A-SMcP)x (2.6)

i definiše dinamiku sistema sa zatvorenom povratnom spregom. Pre­
tpostavljajući da je sistem dat u realizaciji u kojoj je C=[l 0] , 
najvažnije osobine projekcionog upravljanja sumirane su u sleđećoj
teoremi :

_ ] r т
Teorema 1.2.1 ,/85/. Projekciono upravljanje u = -P. B H Рх, 

Р=ХГ(СХ^)"1С, i rezultujući regulisani sistem odlikuju se sledećim
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osobinama:

(a) Projekciono upravljanje se može realizovati u funkciji
-1 T _ iraspoloživih mjerenja, odnosno u=-R B McXr (CXr) Cx=Ky;

(b) Rezul tujući sistem sa povratnom spregom zadržava R{ji } 
kao invarijantan podprostor, odnosno A X -X Л , pri čemuv* Г p Г
R {•} označava sliku operatora;

(c) Spektar regulisanog sistema definisan je izrazom

А(Ас )=Аг иЛ(Аг ) ( 2 . 7 )

рп čemu je

A =! - N r - o l i  A j
Го

i

[A 1

=A2 2 " No A 12* A~

1 A1 2

A 2 i ^22”

, A n eRrxr (2.8)

dok je

i Г х .

‘ r ~ I х. , X1 &R r x r (2.9)

(d) Vrijednost kriterijuma asociranog sa projekcionim upra­
vljanjem je data izrazom

1 TJ=oX'мх i 0 0 ( 2 . 10)

рп čemu je 
Ji

M=N + c
■N

D9 J > N  i]2 c L o (2.11)

a matrica je pozitivno definitno rješenje linearne matrične 
jednačine Ljapunova

V D22+D22Ar*G22=0 (2.12)

gdje je definisano dekompozicijom matrice

11 G12"
т
1 2 G22-

G1 ̂ e Rrxr (2.13)



Dokaz:

(a) S obzirom na strukturu projekcione matrice P slijedi 

u=-R"1B l McXr (CXr ) " 1Cx= -R “ 1BTMc Xr (CXr ) " 1y=Ky.

(b) Da bi dokazali centralni dio teoreme primijetimo sleđeće: 

AcXr=AXr-SMcPXr=AXr-SMcXr(CXr)'1CXr=AXr-SMcXr=

=(A-SMc)Xr=FXr=XrAr (2.14)

čime je tvrdnja dokazana.

(c) Da bi dokazali treći dio primi j etimo da je spektar matrice 
invarijantan na transformacije sličnosti. Defi ni š i mo transformaciju

l1 0]
i , T W

' I 0“

LN 1J 0 * ■- N I- 0

i primijetimo da se tada I može napisati u obliku

mтпхгх“ 1 Y l  r M g v= [-N0 I ], Y = (2.16)

Spektar A je dakle ekvivalentan spektru matrice c

т'1Агт=т'1Ас [хгх“ 1 y]=t " 1 Га г х„х 71 a j 1c r 1

cl
J f х A хГ Vj L r r 1

1
ACY] =

xr V xi CAcY
VAcYj

(2.17)

Dokaz slijedi uzimajući u obzir da je

A Y=AY-SW PY=AY
L  C

(2.18)

te je spektar matrice Ac ekvivalentan spektru matrice

T AcT:

X
U

u—— cay" ’A1 11 CAV

0 Ar -
0 Ar -

(2.1S)

(d) Poslednji dio teoreme dokazuje se primjenom transformacije I 
na jednači nu koja defi niše vrijednost kriterijuma (1.2) u slučaju



da se primjenjuje upravljanje (2.4). Ima se da je J = 2 x0Mx0 > РГ1’ 
čemu je M definisano kao rješenje linearne matrične jednačine

аЈм+МА +Q+PTM SM P=0 (2.20)

Dekompozicijom M = N! +D i zamjenom u gornjoj jednačini dobija se 

aId+DA +a !m A +Q + PTM SM P = 0 (2.21)k, C C O C C  c c

1 т

odnosno

A^D + DA +ATM +H A-M SM +Q+( I-PAi^H SM (I-P)s0 k* c* C C w c c c (2.22)

i sl obzirom da Mc zadovoljava algebarsku Rikatijevu jednačinu (1.21) 
jednačina za D se svodi na

AjĐ+DAc+qc=o, QC4 I - P ) TMCSMC( I - P ) (2.23)

Primjenom transformacije sličnosti T na jednačinu (2.23) dobija se

AtrW t +lV 0 (2.24)

gdje su A,=T~^A T, D.=T^DT, Q.*T^Q T. Uvodeći dekompozicijuC C U u C

Dr

D,1 1 D12

°12 °22
i uzimajući u obzir da je

( I -P)Y = Y , ( I - P ) X =0 (2.25)

kao i izraz (2.19) iz dokaza prethodnog stava dobija se

га1,

(CAY) ,T
^11 D1 2 °1 1 D1 2

°22-j

+ T
°12 D22j

A«,. CAY ! 1 t

0 м SM 0 Y
YT - ^

c c
(2.26)

te neposredno slijedi da je D^=0, 0 ^  = 0, a Je dato kao rje-



moguća prilaza ovom problemu:
- izvršiti sintezu podesni j eg statičkog regulatora, uz reduk­

ciju dimenzije zadržanog invarijantnog podprostora, pri čemu 
se dobija sloboda u podešavanju dinamike u komplementarnom 
podprostoru Z, /26/;

- pristupiti sintezi dinamičkog regulatora.
Prvi prilaz zasnovan je na siededem rezultatu:

Teoreme 1.2.2, /91/. Neka je P, projekciona matrica pridružena pod-—--- ---- ------ —--------- ---------------  a
spektru Л еЛ sa invarijantnim podprostorom R(Xa>, i neka je Pb pro­
jekciona matrica pridružena podspektru Л.стЛ sa i nvar i j antnim podpro 
storom R{X b}, i neka je лаПЛђ=Л0 . Tada projekciona upravljanja

u=-R"1BTMcP(y)S, P(y)=(1-p)Pa+yPb, 0̂ yfc1 (2.29)

primijenjena na (1.1) zadržavaju u rezultujućem regulisanom siste­
mu

x=(A-SMgP(y)|x (2.30)

R'{ X } kao invarijantni podprostor, tj. A X =X Л .U C 0 0 o
Efekat ovog rezultata je da kako se u mijenja od 0 do 1 

podspektar i invarijantan podprostor R{XQ> ostaju invarijantni, 
dok ostali polovi sistema (2.30) opisuju trajektorije koje u osnovi 
predstavljaju redukovani oblik geometrijskog mjesta korijena, čime 
se omogućava,u principu, odredjivanje spektra Ar koji je pri hvatij i 
viji cd л (А,га) i A(Arb). Alternativna mogućnost u okviru ovog pri­
laza, koja se svodi na iskorišćavanje slobode dobijene pedukovanjem 
dimenzije zadržanog invarijantnog podprostora za formulaciju pridru 
ženog podproblema podešavanja polova pomoću statičkog regulatora 
izlaza, data je u /26/. Medjutim, s obzirom da ovaj prilaz sadrži 
sve poznate nedostatke rješenja baziranih na statičkom regulatoru 
izlaza, ovdje se nećemo detaljnije baviti njime već ćemo, u nare­
dnom odjeljku, detaljnije obraditi drugi prilaz s obzirom da sin­
teza dinamičkog regulatora posjeduje značajne metodološke i prak­
tične prednosti.



1.3. SINTEZA DINAMIČKIH REGULATORA NISKOG REDA - TEORETSKA 
RAZMATRANJA

U slučaju da za bilo koji izbor zadržanog invarijantnog 
podprostora rezultujući regulisani sistem postaje nestabilan, ili 
stabilan ali sa nezadovoljavajućim spektra!nim karakteristikama 
Л(А ), nepodobno rješenje bazirano na statičkom regulatoru izlaza 
poboljšava se sintezom dinamičkog regulatora strukture

ž=Hz+Dy, zeRp (3.1)

pri čemu ćemo za početak pretpostaviti da su dimenzija regulatora 
p i njegovi parametri H i D unaprijed poznati. Zadržavajući krite- 
rijum (1.2), prob.l.em se svodi na odredjivanje parametara povratne 
sprege oblika

u=Kzz+Kyy (3.2)

tako da rezultujući regulisani sistem posjeduje zadovoljavajuće 
dinamičke karakteristike.

Primjenjujući prilaz analogan onom iz prethodnog odje­
ljka, na osnovu jednačine sistema (1.1) i jednačine dinamičkog re­
gulatora (3.1) definisaćemo prošireni dinamički sistem

V Ae W ’ (3.3)

V Ce V

sa
H DC Ot -

I 0
V 0 A

—

B = ’ e в
* —

• Се' f o
 o 1-—

(3.4)

(3.5)

dok kriterijum za prošireni sistem poprima oblik

1 т т
0 = ј5 J ( X g ° e x e +u R u ) d t ,  Q e = d g { 0 , Q } eR (n+p)x(n+p)* (З.б)

u=K9ye:

у
 

v--- z
i z yj У _

(3.7)

*0vdje dg(0,0} implicira blok dijagonalnost.



problem smo formalno sveli na odredjivanje statičkog regulatora 
izlaza za prošireni sistem, tako da se izloženi postupak iz pret­
hodnog odjeljka može u potpunosti primijeniti na prošireni sistem, 
pri čemu važe sve osobine rješenja zasnovanog na primjeni projek- 
cionog upravljanja izložene u Teoremi 1.2.1.

Od interesa je istaći neke Gsobine rješenja koje prois- 
ti ču iz strukture proširenog sistema, strukture kriterijuma i para­
metara regulatora H i D.

Referentna dinamika proširenog sistema odredjena je 
rješenjem linearnog regulatora stanja za problem definisan izrazi­
ma (3.3), (З.б). Znači, optimalno upravljanje u funkciji stanja je
obi i ka

■r" V m х*-e e e (3.8)

pri čemu je м eR^n+P^x(n+P^ pozitivno semi def i ni trio i stabilišuće 
rješenje pridružene algebarske Rikatijeve jednačine

=п> s =в r~1bIe e e e e e e  e e e  e (3,9)

odnosno u dekomponovanom obliku

i«T
i т тV

M11 M12 М11 M12 Н DC

_M12 M22_
+

М22_ 0 A

M11 Hi2

M12 M22J

0 0

0 s

M11 M12

П12 M22.

0

0
(3.10)

Jednostavno se pokazuje da algebarska Rikatijeva jednačina (3.10) 
uvijek posjećuje rješenje

0 0 "
V c  мI cj

pri čemu je M rješenje jednačine (1.21) a M optimizirajuće iL. C
stabilišuće rješenje u slučaju da je H stabilna matrica (usled 
neobservabi 1 nosti stanja dinamičkog regulatora z u kriterijumu
(3.6)), ili samo optimi z i rajuće rješenje u slučaju da je H ne - 
stabilna matrica, /106/. (U ovom slučaju postoji i drugo pozitivno
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semidefi ni Uno rješenje jednačine (3.10), М^, pri čemu je Ме<М|).
12 ovoga neposredno slijedi da je optimalno upravljanje u funkciji 
stanja za prošireni sistem dato u obliku

u = -R~1 ВТИсх ' ( 3 .1 2 )

dakle kao i u slučaju statičkog regulatora, jer kad je na raspola­
ganju čitav vektor stanja dinamički kompenzator je suvišan. Znači, 
referentne dinamika sistema definisana je jednačinom

х =F х = e e e
(3 . 13 )

Posmatrajmo sada probi em konstrukcije projekcionog upra­
vljanja. Značajna razlika u odnosu na sintezu statičkog regulatora 
je da sada stoji na raspolaganju ukupno r+p mjerenja, odnosno posto­
jeći vektor izlaza у i stanje dinamičkog regulatora z. Zbog toga je, 
shodno rezultatima navedenim u prethodnom odjeljku, moguće zadržati 
(r+p)-dimenzioni invarijantni podprostor u sistemu sa zatvorenom 
povratnom spregom. Važno je primijetiti da ovo važi nezavisno od 
izbora parametara dinamičkog regulatora H i D. S obzirom da se di­
namički regulator uvodi da bi se omogućila što bolja aproksimacija 
referentne dinamike, prirodno je da se invarijantni podprostor aso­
cira sa sopstvenim vrijednostima matrice F. U tom smislu, neka je
Xf+p matrica formirana od r+p sopstvenih vektora matrice 
ženih Л сл  (-f). Tada projekciono upravljanje ima oblik

u=-R_1bIm P х e e e e

Fe pridru-

( 3 . 14 )

pri čemu je Pg definisano izrazom

Ре*Хг+Р<СЛ +Р>',Се

Izvršimo dekompoziciju matrice X

r+p

Wn Vf P г
U Y

V Z

r+p

, Ирекрхр, UE RrXp , veR

na sledeći način 

(n-r)xp

L. -J

Tada se, uzimajući u obzir pretpostavljenu strukturu C = I 
za Pg dobija

( 3 . 15 )

(3 .16 )
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к v wn јп -1 I 0 0~ _ip 0 0
”ln

—

0г
U Y p

u
r

Y
P

0 I 0 = 0 i 0 SS P
P ри

V Z r N N 0 P r
1 P r L  1

pri čemu je uvedeno obilj ežavanje

rw w -1 - — 
0 I 0

Nr. V z P r 
U Y > v л .

• V
r

Nr 0

(3.17)

(3.18)

Tada iz (3.14) slijedi da se projekciono upravljanje može napisati 
u od liku

u = -R

i
o o

___
___

___
___

___
J

" I p  °" ’z~
0 M p p Xu c_ п1CL_____i

.R“18TMcPpZ-R- lBTMcprx=

= -R" 3 -I P z-R" B M Р y=K z+K у с р с у z у
(3.19)

pri čemu je uvedena notacija

в Mc V в M P  c p (3.20)

primjenom upravljanja (3.19) na sistem (3.3),(3.4) dobija se je- 
dnačina dinamičkog sistema sa zatvorenom povratnom spregom oblika

H DC
*е = -SH Pn A-SM„P xe cexe

L c p c r

F11 F12
Uvodeći dekompoziciju F= F F

L 21 г 22 J F1 1f' Rrxr notaciju

(3.21)

Ar e " A22‘ Nr A12 (3,22)

Fr =F22-Nr F12 (3.23)

V F12Np F11+F12Nr
(3.24)

i uzimajući u obzir definicije A.., i,j=1,2, Fa i izrazimai j e c e
(2.8), (3.13) i (3.21), osnovne spektralne karakteristike sistema 
mogu se prikazati na sledeći način:

Teorema 1.3.1. 2a linearni regulator stanja (3.13) i sistem sa
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zatvorenom povratnom spregom (3.21) važe sledeče spektralne dekompo­
zicije*

(a) A(Fe)=AhUA(F)=AhUAr+nUAc

(ђ ) Л(Асе)=Лг+риЛ(Аге)
(3.25)

(c) A(Fr )=AhUA.

(d) Л (ро)-Лг+р

gdje je Ar+p podspektar matrice F asociran sa projekcionim upravlja­
njem, a Лс je komplementarni spektar matrice F. Dokaz sa može nadi 
u /107/. Mi ćemo ovdje samo primijetiti da (a) neposredno slijedi 
iz strukture matrice F , dok dokaz (b) slijedi iz osnovnih osobina 
projekcionog upravljanja. Naime, analogno rezultatu iz prethodnog 
odjeljka, važi

re
0

= Г-NL p -Nr ']
"н D 0 " o ~

[-Np - v  i] Ae 0
I

0 A11 Л1 2 0
0 A2 1 Д 2 2 .

I
-  —

(3.26)

odakle neposredno slijedi da je matrica Аге koja deffniše preostali 
spektar regulisanog sistema data sa (3.22), čime se dokazuje (b).

U radu /27/ dokazan je slededi rezultat koji da biti 
korišćen u daljem izlaganju:

Teorema 1.3.2. Neka je N = ZY~1 , ZeR^n”r^xr, YeRrxr, rješenje Rika- 
tijeve jednačine R(No)=0 koja je asocirana sa podspektrom Ar matri­
ce F. Neka je AQ=A(F)/Ar komplementarni spektar matrice F i neka je

W
W £R**x(n'‘r) F =F - N FW2 !* WleK » Ч  h22 c. 1 2 (3.21)

matrica sopstvenih vektora asocirana sa A . Tada je

Ft(W2-M0Wi)=(M2-N0W,)A0 (3.28)

odnosno W2~MoW1 matrica sopstvenih vektora matrice F̂  definisa- 
ne sa (3.27).

Neposredna primjena ovog rezultata nalazi se u odredji- 
vanju strukture sopstvenih vektora matrice Fr iz (3.23). Neka je,
naime, N= N. rješenje algebarske Rikatijeve jednačine asoci
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3° Za dati red i strukturu regulatora, regulisani sistem će 

imati spektar л (Асе):=лг+рил(лге) k°J se sastoji od zadrža­
nih r+p sopstvenih vrijednosti referentnog rješenja i spe­
ktra rezidualne matrice A . Л (Are) se može interpretirati 
kao perturbi rani komplementarni spektar , koji sadrži 
onaj optimalni podspektar koji nije zadržan 1 spektar di­
namičkog regulatora Л^.

Iz navedenog se vidi da prezenti rani■metod obezbjedjuje 
uvid u spektralne karakteristike regulisanog sistema, omogućava 
uporedjenje rješenja zasnovanog na povratnoj sprezi po Izlazu sa 
optimalnim rješenjem po stanju i daje organizovan način za izbor i 
povećanje dimenzije dinamičkog regulatora.

Međjutim, pored ovih prednosti navedeni . metod ima i 
mane sa gledišta sinteze. One proističu iz eliminacije važnog kora­
ka u toku sinteze koji se sastoji u izboru odgovarajućih parameta­
ra regulatora. Naime, mi smo pretpostavili da su za datu dimenziju 
p regulatora njegovi parametri H i D takodje dati. Usled toga se 
može dogoditi da, za date H i D, bilo koji izbor Л г+р rezultira u 
nezadovoljavajućem, ili čak nestabilnom rezidualnom spektru Л(А ) ,  

iako se za neki drugi izbor parametara H i D rezidualni spektar mo­
že znatno poboljšati. Pored toga, u slučaju da se H i D moraju mo- 
di fi kovati iz dosad navedenog nije jasno kako se to može učiniti na 
zadovoljavajući način.

Iz osobina rješenja slijedi da je za ocjenu podobnosti 
rješenja baziranog na projekcionom upravljanju mjerodavna lokacija 

spektra rezidualne matrice ^r,, = ̂ 2 2 "^r^1 2 * jednostavniji slučaj 
za sintezu bio bi kada bi postojala potpuna sloboda u izboru matri­
ce Nr>s obzirom da bi se tada problem sinteze sveo na problem po­
stavljanja polova matrice Are=A2 2 ~NrA 1 2  izborom pogodne matrice 
Nr> Ovo je problem postavljanja polova pomoću povratne sprege u 
funkciji stanja čije rješenje je odavno poznato, /108/. Međjutim, 
iz navedenih spektra!nih osobina rješenja slijedi da podspektar Л

matrice frr=f:22~NrF12 ne zav1’s  ̂ oc! parametara H i D već je specifi­
ciran samo sa spektrom optimalnog referentnog rješenja. Ovaj rezul­
tat odredjuje ograničenje na moguće vrijednosti Nr u smislu da Nr 
mora biti izabrano tako da qarantuje da AQ bude podspektar od Ff.
Na taj način se problem sinteze dinamičkog regulatora otežava.



30

U narednom odjeljku je izložen metodološki postupak koji
uzima u obzir ovo ograničenje. Pokazuje se da se problem oblikova­
nja spektra matrice Are svodi na problem postavljanja polova pomo­
ću povratne sprege u funkciji izlaza,što je znatno složeniji, i u 
opštem slučaju nepotpuno riješen, problem.

1.4. METODOLOGIJA ZA SINTEZU DINAMIČKIH REGULATORA

dinamičkih regulatora. S obzirom na dosadašnje izlaganje, metodolo­
gija treba da omogući da se:

(a) izabere matrica Nr uz postojeće ograničenje tako da se 
polovi matrice Are postave u željeni region kompleksne 
ravni ,

(b) odrede parametri dinamičkog regulatora, matrice H i D 
koje odgovaraju ovom izboru N^, i

(c) odrede pojačanja u povratnoj sprezi koja uz izabrani di­
namički regulator obezbjedjuju implementaciju projekci- 
onih upravljanja sa svim osobinama koje su ranije usta­
novljene.

šire posmatrano, potrebno je odlučiti da li koristiti 
statički ili dinamički regulator, i ako dinamički kog reda, kao i 
niz drugih pitanja povezanih sa ovim osnovnim dilemama. U ovom od­
jeljku se prvo daju odgovori na gore postavljeni uži problem a za­
tim se uspostavljaju metodologije projektovanja regulatora u širem 
smislu.

Posmatrajmo sada praktičnu metodologiju za projektovanje

Posmatrajmo prvo problem postavljanja polova matrice Arg. 
Primijetimo da iz (3.18) slijedi

N W +N U=V p p r (4 .1 )

(4.2)

Uvodeći pretpostavku da je Wp nesingularna matrica slijedi

Кр Р - « г и) ^
(4.3)
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matrica iz statičkog regulatora definisana izrazom (2,8). Dakle, 
upravo matrica čije spektralne karakteristike u sintezi statičkog 
regul atora ni jesu zadovoljile, usl ed čega je uočena potreba uvodj e- 
nja dinamičkog regulatora. U tom smislu izraz (4.13) upravo omoguća­
va da se izborom proizvoljne matrice Po utiče na spektar matrice Are 
i umjesto spektra Ar koji ne zadovoljava debije pogodniji spektar 
komplementarnih polova u regulisanom sistemu. Primijetimo, dalje, 
da spektar Afe sadrži nedominantne polove regulisanog sistema jer 
su dominantni polovi zadržani na lokacijama koje odredjuje referent­
ni sistem. Zbog toga se problem postavljanja polova u odnosu na Are 
može r e l a k s i r a t i  i umjesto egzaktnog postavljanja na odredjene lo­
kacije dovol jno je obezbijediti da polovi Ape leže u unaprijed od- 
redjenom regionu kompleksne ravni. Ovaj region je odredjen lokaci­
jama polova matrice A, i spektra matrice F, kao i uvedenim polovi­
ma dinamičkog kompenzatora H. U nekim slučajevima težiće se da po­
lovi H budu lijevo od polova matrice F, u drugim ima smisla i druga­
čije birati polove matrice H, shodno konkretnom upravljačkom pro­
blemu, Konačno, primijetimo da je problem postavljanja polova ma­
trice A oroblem postavljanja polova pomoću povratne sprege u fun- 
kciji  izlaza sistema jer je problem ekvivalentan problemu postavlja­
nja polova za sistem

w=A w+B Qr c

y=A12w (4.14)

u = Pj
0

Problem postavljanja polova sistema u funkciji izlaza nije posebno 
obradjen u ovom radu, mada je dat spisak referenci koje obradjuju 
ovaj problem /2-13,17,24-26/. Dovoljno je napomenuti da se za rje­
šenje ovog problema može primijeniti neki od predloženih algorita­
ma, kao i heuristički prilazi, pogotovo kada postoji mogućnost in­
teraktivnog projektovanja pomoću računara. Detaljno razmatranje 
problema postavljanja polova u sklopu ove metodologije kao i doda­
tne reference mogu se naći u radu /26/. Pretpostavimo sada da je 
cdredjena matrica PQ i da su polovi Ape postavljeni u željeni re­
gion kompleksne ravni. Kada se ovo postigne svi dalji koraci u 
metodologiji  jednoznačno su odredjeni eksplicitnim analitičkim 
izrazima. Posmatrajmo prvo problem odredjivanja parametara regula­
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tora, odnosno odredji vanja matrica H i D.
Iz izraza (4.5) slijedi da je na osnovu odredjenog PQ i

poznatih sopstvenih vektora matrice F, matrica L data izrazom

L=(I+P U ) ' 1P Y ' o ‘ o
pri čemu je I+PQU regularna matrica za "skoro svako" PQ . Iz defini 
čije matrice X date sa (3.16) slijedi

н 0 0 Wn
UP

Wrl *M
~л

Wr ■*p °"

0 V
0

F 1 1 F 1 2 vr sr up Yr
0

F 2 1 ‘ 2 2
V z VL Z

(4.15)

odnosno

HW +DU=W A P P P
HW + D Y = W л r r r

(4.16)

Rješavajući drugu jednačinu po matrici D dobija se 

0=(MpLAr-HHpL ) V 1

a zamjenom u prvu jednačinu Iz (4.16) slijedi 

IWp(I~LY~1 U ) = y A p-LArY" 1 U)

Iz poslednjeg izraza se dobija 

H= V o Wp'- H ^ f A p - L A ^ - ^ H I - L r ’u)-’

(4.17)

(4,18)

(4.19)

Zamjenom H iz jednačine (4.16) u (4.17) i uzimajući u obzir da je

(I-LY"1U)"1LY"1=LY-1(I-ULY“1)_1 dobija se

D=WpLArY"1 (I+Ul-Y"1 )"1“WpApLY"1 (1 -U!_ Y “1 )"1 

odnosno

D=WpD0> D0=(LAr-ApL)(Y-UL)'1 (4.20)

Jednačine (4,19) i (4.20) odredjuju strukturu i para­
metre regulatora. Primijetimo da postoji potpuna sloboda u struktu 
ri regulatora, u smislu da su moguće proizvoljne transformacije 
sličnosti jednačina regulatora jer je Wp proizvoljna regularna ma­
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trica što implicira da postoji potpuna sloboda u realizaciji regu­
latora. Znači, regulator je moguće realizovati u obliku kontrola- 
bilne ili observabilne kanonične strukture ili neke druge kanoni- 
čne forme i time minimizirati broj parametara u strukturi ili za­
dovoljiti neke druge kriterijume u realizaciji, na primjer pomoću 
mi kroprocesora. što je najznačajnije ova sloboda omogućava da se 
»'aspregnu problemi odredjivanja osobina regulatora i odredjivanja 
strukture regulatora.

Dosmatrajmo konačno problem odredjivanja parametara u 
povratnoj sprezi. Za odredjene parametre H i D projekciono upravlja 
nje za prošireni sistem definisano izrazom (3.14) je potpuno speci­
ficirano i može poslužiti za odredj i va nje matrica poj ačanj a povra­
tne sprege. S druge strane, u prethodnom odjeljku je pokazano da 
važi

u=K у + К z УЈ z

pri čemu je

K =-R~1 BTM P , P = У c у ’ у r.

K =-R"1 BTM P , P = z c p p
0

N

(4.21)

(4.22)

(4.23)

U funkciji matrice PQ koja ođredjuje rješenje s obzirom na postav­
ljanje polova matrice Are, izraz za je takodje izveden i dat 
jednači nom

N =N -B P r O O 0
(4.24)

Izraz za N.( dobija se polazeći od definicionog obrasca (4.3) uz ko- 
rišćenje (4,9). Ima se

Kp=<V-NrU)W-'‘ = (V-N0 U^B0 P0 U)W-1 -B0 (I+P0 u )W; 1 =Mp0 W - ! (4.25)

Kao što se moglo i očekivati ne zavisi od , odnosno od realiza 
čije dinamičkog kompenzatora, dok zavisi. Zbog toga je i pojača­
nje u povratnoj sprezi nezavisno od realizacije dinamičkog regu­
latora, dok se pojačanje Kz mijenja sa realizacijom.

Izloženo rješenje pruža mogućnost da se organizuje sve­
obuhvatna metodologija sinteze podesnih regulatora za linearne si­



steme visokog reda, primjenom statičkog regulatora u slučaju da za­
dovoljava i sintezom dinamičkog reaulatora,ako se ukaže potreba. Os
novni koraci ove metodologije sastoje se u s'iedećem:

1. Na osnovu upravljačkog problema defim'sati pogodan kvadratni kri 
terijum koji odražava postavljene zahtjeve.

2. Kroz nekoliko iteracija odrediti pogodne vrijednosti težinskih 
matrica koje otežavaju stanje sistema i upravljanje, i rješava­
njem optimalnog linearnog regulatora stanja đefinisati željenu 
referentnu dinamiku sistema.

3. Uporedjenjern spektra otvorenog sistema sa spektrom referentnog 
optimalnog sistema (koji se dobija primjenom upravljanja u fun­
kciji stanja) sagledati podspektar sopstvenih vrijednosti koje 
su malo osjetljive na optimalno upravljanje i podspektar sop­
stvenih vrijednosti koje su značajno osjetljive na optimalno 
upravljanje. Podskup sopstvenih vrijednosti osjetljivih na upra­
vi janje i podskup dominantnih sopstvenih vrijednosti predstav­
ljaju skup sopstvenih vrijednosti koje predstavljaju kandidate 
za zadržavanje u sistemu sa zatvorenom povratnom spregom posred­
stvom projekcionih upravljanja. Pored toga lokacije ova dva spe­
ktra odredjuju i realne granice za lokaciju sopstvenih vrijedno­
sti pri upravljanju u funkciji izlaza sistema.

4. Za svaki podskup Лг od r sopstvenih vrijednosti (modulo konjugo- 
vano kompleksni parovi) iz ukupno s sopstvenih vrijednosti koje 
su zadržane kao kandidati, odrediti projekciono upravljanje i 
sagledati degradaciju spektra Ar .

3. U slučaju da je za odredjenih r sopstvenih vrijednosti spektar 
Ar zadovoljavajući,izabrati odgovarajuće projekciono upravljanje 
i asocirani statički regulator kao rješenje problema.

б. U slučaju da spektar Аи ne zadovoljava za odabranu rezidualnu 
matricu A„ koja odgovara najpodesnijem izboru Л^, odrediti one 
sopstvene vrijednosti u A(A^) koje degradiraju performansu si­
stema i na osnovu njihovog broja odrediti minimalnu dimenziju 
dinamičkog regulatora. Za date Ar » BQ i koji zavise samo od
slobodnon sistema i rješenja u funkciji stanja sistema, riješiti



problem postavljanja polova za matricu  ̂ =Ar+BoPQA ^ 2 * Ovim se 
poboljšavaju spektralne karakteristike А^ i umjesto Л (A_) dobi- 
je A(Are) kao komplementarni spektar sistema sa dinamičkim regu­
latorom .

7. U slučaju da dinamički regulator minimalnog reda ne zadovoljava 
povećati red uzimajući u obzir broj sopstvenih vrijednosti osje­
tljivih na upravljanje.

8 . Sa konačno izabranim redom dinamičkog regulatora odrediti H i
D .

0

9. Sa izabranom strukturom regulatora odrediti pojačanja u povratnoj 
sprezi .

10. Sa izabranim dinamičkim regulatorom vršiti simulacije koje uklju­
čuju performanse u slučaju poremećaja tipa početnih uslova, uti- 
caj a spolj ni h poremećaja i uti caja nelinearnosti u modelu, koje 
su bile zanemarene prilikom prvobitne analize.

11. U slučaju zadovoljavajućeg rješenja izabrati kanoničnu strukturu 
regulatora koja je najpodesni j a za praktičnu realizaciju.

Smisao metodologije najjasnije se sagledava kroz posma- 
tranje uticaja pojedinih faza sinteze na lokaciju spektra sistema. 
Polazeći od pretpostavke da spektar sistema bez upravljanja nije 
zadovoljavajući (slika 1 a) dobije se željeni referentni sistem sa 
zadovoljavajućim položajem spektra (slika lb). Izborom najpovoljni­
jeg projekcionog upravljanja zadržava se podspektar Л sa lokacija-Г
ma r polova kao u referentnom spektru. Položaj polova u komplemen­
tarnom spektru л (Ar) može biti zadovoljavajući (slika 1 c) i tada se 
usvaja rezultujući statički regulator. Medjutim, položaj komplemen­
tarnog spektra može biti i nezadovoljavajući (slika 1 d) 1 tada se na 
osnovu broja polova sa nezadovoljavajućim lokacijama bira dimenzija 
regulatora p. Ovo, nezavisno od lokacije spektra Л(Н) dinamičkog re­
gulatora, omogućava da se r+p sopstvenih vrijednosti zadrži na loka­
cijama koje su imale u referentnom spektru (slika 1 e), pri čemu po­
stoji jednoznačna relacija (do transformacije sličnosti) izmedju lo­
kacija polova komplementarnog spektra Л(А.,р) i parametara regulato­
ra H i D. Kada se odredi zadovoljavajući položaj Л(Аге) odredjuju se
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(c) Komplementarni spektar 
zadovoljava za neko Ar- 
statički regulator zadovoljava

(d ) Komplementarni spektar ne 
zadovoljava ni za jedno Ar - 
potrebno uvesti dinamički regulator

Slika 1. Grafički prikaz osnovne metodologije spoktralne 
sinteze u projetetovanju regu latora



prvo parametri H i D koji obezbjedjuju ovu lokaciju, a zatim i re- 
zultujuća pojačanja regulatora i K2 ,

Primj eri

Posnatrajmo sistem sedmog reda koji karakteri šu slede-
ć e matrice:

0 1 0 0 0 0 0
вт = 0

0
0
00 0 1 0 0 0 0

-t -2 -1 1 0 0 0
A= 1 0 0 -1 -1 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1
0

0
10 0 0 0 0 0 1 c=

0 0 0 -1 -1 — 2 -3

Q -- d 1 ag{ 1 ,1 ,0, 0,0 ,0, 0 } , R =d i a g { 1 11* *

1 0  0 0 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0 0  

0 0 0 0 0

Spektar sistema bez upravljanja sadrži sledeće sopstve 
ne vrijednosti:

A ('A)-{ — 2.42, — 0.32±j1 . 43 , »0 .5б± j 0 . 6 8  , - 1  ,0.24} .

Rješenje algebarske Rikatijeve jednačine Ц , i matrica stanja refe 
rentnog sistema F imaju vrijednosti:

3.105 1 .756 0.901 0 .961 -1 .529 -1.795 -0.554
1 .756 1 .986 0.903 0 .576 -0.716 -0.910 -0.291
0.901 0 .903 0.665 0 .509 -0.559 -0.582 -0.177
0.961 0 .576 0.509 0 .6 6 6 -1.017 -1 .137 -0.347

-1.529 -0 .716 -0.559 -1 .017 1 .827 2 1 2 1  tw. Џ S C— 0 0.649
-I.795 -0 .910 -0.582 -1 .137 2 . 1 2 1 2.602 0.81 1

-0.554 = 0 .291 -0.177 -0 .347 0.649 0.81 1 0.254

" 0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

-1.901 - 2 -903 -1 .665 0 .,490 0.559 0.582 0.177
1 0 0 - 1 - 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

0.554 0 .291 0.177 -0 .652 -1 .650 -2.811 -3.254

a spektar referentnog sistema sadrži sopstvene vrijednosti:

Хр-0.27463

X, o = -0.46981±j 1 .4906
i-  J J

X4 г=-0.61701±ј0.68718

Х^=-1 . 0 0

X? = — 2.47 1 8
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S obzirom da soektar referentnog sistema sadrži dva para konjugo- 
vano kompleksnih sopstvenih vrijednosti dopustivi parovi sopstve- 
nih vrijednosti koji se mogu zadržati usvajanjem projekcienih upra- 
v janja su (X^,Xg), (X^»X-,), (Xg,Xy), (X 2 »X ̂ ) i (X 4 »X g).. Odred j i- 
vanjem matrice koja odgovara svakoj od gornjih kombinacija dobi- 
jena je stabilna matrica za par (X1 ,Xg). 7a ovaj izbor matrice N i 
Ar defi nišane su izrazima

-0.2746 1 . 2746 0.2746 1 0 0 0

6.1241 7.1241 -7.1241 - 1 - 1 0 0

-3.1676 -4.1676 A ~ 4.1676 0 0 1 0

1.1445 2.1445 г -2.1445 0 0 0 1

-0.5890 -1.5890 1 .5890 - 1 -1 - 2 -3

a rezidualni spektar je

Л(А )={-0.08889±j2.657,-2.4342,-0.55669±j0.55414}.

Slijedi da spektar sistema sa projekcionim upravljanjem sadrži 
sopstvene vrijednosti:

s|=-0.27463, s£ ,=-0.03889±j2.6570, s|#5 = -0.55669±j0.55414 , 

$?=-1, ŝ '= -2.4342.

U odnosu na referentni spektar osnovna razlika je u tome što se par 
(X»,X3 ) pomjerio na lokaciju (s*;,s|) i predstavlja relativno sporu 
i neprigušenu komponentu dinamike sistema.

Dakle, ovo je primjer gdje se projekcionim upravljanjem 
postiže stabilizacija sistema, ali gdje rezultujući spektar sistema 
nije zadovoljavajući. Naravno,moguće je dalje mođifikovati početno 
rješenje statičkog regulatora i nekom od razvijenih metoda odrediti 
povoljnije rješenje, ili ustanoviti da ne postoji povoljnije rješe­
nje. Alternativno, može se pristupiti sintezi dinamičkog regulatora, 
i ovdje se sada prikazuje način sinteze dinamičkog regulatora. U ci­
lju poboljšanja dinamičkih karakteristika sistema uvodi se dinami­
čki regulator prvog reda. Sada treba primijetiti da se pripajanjem 
regulatora, dimenzije sistema povećava na osmi red, a broj raspolo­
živih mjernih signala na 3. Medjutim, s obzirom da se mogu zadržati 
samo tri sopstvene vrijednosti matrice F, a da postoje i konjugova- 
no kompleksni parovi, postoji same 7 dopustivih kombinacija sopstve­
nih vrijednosti u spektru A :

(X1 5 X g , X -j ) »(X ̂ * X 2 »X з ) »(X ̂ ,X^,Xg) , ( X g , X £ « X 2 ; ,(X g»X^,Xg|,



(Xy ,Ap, ! g ) , ( \ j , A ^ , A g ) .

Kombinacije u kojima se zadržava (za sada nepoznati) pol regulato­
ra nijesu uključene u dopustive s obzirom da su ekvivalentne sa 
kombinacijama razmatranim pri sintezi statičkog regulatora. Treba 
takodje primijetiti da jedina dopustiva kombinacija koja dozvolja­
va da se poboljša stabilno rješenje dobijeno sintezom statičkog re­
gulatora (uz Л = {A .j » A £)) je Л ={Xj ,X6 ,X7} .U tom slučaju poboljša­
no rješenje svakako postoji, s obzirom da se trivijalnim usvajanjem 
D =0 dobija statičko rješenje (uz K =0), te će za D u okolini D =00 u U
postojati i rješenja koja poboljšavaju dinamičke karakteri sti ke.

Medjutim, s obzirom da kompleksni par ) pod de j -
stvom statičkog regulatora odluta u neprihvatljivi dio kompleksnog 
domena i rezultuje u sporom, slabo prigušenom odzivu, u ovoj fazi 
sinteze fiksira se lokacija ovih polova na referentnim vrijednosti- 
ma i usvaja лг=(у2 • Prirodno je da se kao treći pol koji bi 
se zadržao na referentnoj vrijednosti izabere dominantna, spora 
sopstvena vrijednost te je Af+ = {A ̂ , X9 , A^}. Izbor A r = {A £ , X 3 > i 
Л ={A1} je ovdje jednoznačan s obzirom na konjuaovano kompleksni 
par. Treba primijetiti da je ovim izborom onemogućeno da se pret­
hodno statičko rješenje, i asoci rana matrica Ar dalje koriste kao 
početno rješenje koje bi se poboljšavalo uvodjenjem dinamičkog regu 
latora, jer je A odgovaralo slučaju Ar ~{\  ̂ . Umjesto toga treba
odrediti nova projekciona upravljanja, te matrice NQ , A i 3Q koje 
odgovaraju izboru A H A ^ , X3 } . Sprovodjenjem neophodnih računskih 
operaciji dobijaju se za matrice Y, Z, N , А^, U, V i Bq sledeći 
rezu!tati :

V - 10.474 -14.058' 40.648 13.462 -0.0127
т = 16.034 22.216 -5.382 -10.614 -0.7063

“-0.1 6949" 
L 0.04654_

2- -2.494 “0.406 у = 0.3428
u= 1 .778 -3.526 -0.0941

ta 4.421 4.307 _ 0.0258 -

"-O.L06O 1 0 0 0 " '-2.44 -0.94 "-0.383"
0.407 -1 - 1 0  0 0 . 1 1 -0.41 -0 . 6 6 8

A = 0.085 0 0 1 0 N = -0 . 1 1 -0.08 B = 0.328f 0.026 0 0 0 1
0

0 . 2 1 -0,03 0 -0.057
-0.234 -1 - 1  - 2 -3 . L 0.06 0.23 _ 0.025 _

Posmatraimo nroblem izbora matrice Рл tako da A„ =O Гс
Ar+BoPoA12 ^ma zadovoljavajući spektar. U ovom primjeru proizvoljno
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je odabrano P = 1 1 џ ta je d o b i j e n o
0 L

-0.443 1 0 0 0 "
-0.260 - 1 - 1 0 0

a = 0.414 0 0 1 0re -0.031 0 0 0 1

„-0.208 -1 - 1 - 2 -3

Л(А v re)={-0.24588,-0 .59452 ±Ј0 .68047,-0

re A(Are)

S obzirom na lokaciju polova može se smatrati da je usvojena vri­
jednost za matricu PQ zadovoljavajuća. Naravno* moguće je primje­
nom nekih od metoda postavljanja polova, ili iterativnim poboljša­
njem rješenja na bazi osjetljivosti polova na promjenu parametara 
matrice P„ dalje poboljšati rješenje, ali se to ovdje ne radi s ob- 
žirom na ilustrativnu prirodu primjera.

Usvajajući spektar Лг+ 1)Л(АГ) kao zadovoljavajući pri­
stupa se odredjivanju parametara dinamičkog regulatora. Prvo, pri­
mijetimo da su ovdje žordanove forme za Лг i A date izrazima

[-0.46931 1.49060"
V  L- 1.49060 -0.46981 j ' Л =-0.27453 .

Zatim se dobi jaju sledeći izrazi za I + PU, L, H , I+UP i DQf

r*
T+UP= 1^.880 
1 ш [0.046

-0.169' 
1 .046_

HQ = -0.657 Do = -2.035 0 .818

I+PU=0.877 1 = 30.223 9.302

Na kraju se odredjuje pojačanje regulatora K i K .
У

Ovo se može učiniti koristeći neposredno izraze navedene u ovom 
odjeljku, a alternativno se mogu dobiti rješavajući problem odre- 
djivanja statičkog pojačanja za prošireni sistem sa 8 koordinata 
stanja, s obzirom da je, sada poznata struktura dinamičkog regula­
tora. Ovdje će se u cilju ilustracije primijeniti ovaj drugi pri­
laz.

Prošireni sistem karakter i šu s' edeće
-0 . 6 6 - 2 .03 0.82 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0

0

- 1

1

- 2

0

-1
0

1

- 1

0

- 1

0

0

0

0 • V
1

0

0

0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 - 1 - 1 - 2 -3 0 1
—

matrice:



Qg=điag (0,1 ,1 ,0,0,0,0,0), R-d i ag (1 ,1 )

sa spektrom

Л(А ) = (-0.65676,-0.2471 9,-0.3221 б±ј 1 .4278,-0.5625±j0.6825 ,-1 ,0.241 }
zatim,

0 0 0 0 0 0 0

3. 105 1.755 0 .901 0.961 -1.529 - 1 .795 -0.554
1 .756 1.986 0 .903 0.576 -0.716 - 0 .910 -0.291
0 .901 0.903 0 .665 0.509 -0.559 - 0 .582 -0.177
0 .961 0.576 0 .509 0 . 6 6 6 -1.01 7 - 1 . 137 -0.347

- 1 .529 -0.716 - 0 .559 -1 .017 1 .827 2 . 1 2 1 0.650
- 1 .795 -0.910 - 0 .582 -1.137 2 . 1 2 1 2 .601 0.811
-0 .554 -0.291 - 0 .177 -0.347 0.650 0 .811 0.254

0.65 -2.03 0. 81 0 0 0 0

—
0

0 0 1 0 0 0 0 0лu 0 0 1 0 0 0 0 .
0 -1.90 -2. 90 -1 . 6 6 0.49 0.56 0 .58 0.17
0 1 0 0 - 1 - 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0.55 0. 29 0.17 -0.65 -1 .65 -2 ,81 -3.25

sa spektrom

A(FJ = (-0.274 6 3 ,-1 ,-0.6 57 7 ,-0.46981 ±j1 .4906 ,-0.671 ±j 0.687 , -2.47 1 8 } .

Matrice Y i Z asocirane sa sopstvenirn vektorima matri­
ce F koji odgovaraju dominantnim sopstvenirn vrijednostima

Ar+p = 1 д ̂ »A.g) su*

" -0.0048 -27.703 -58.060'
-0.2705 14.810 -10.017 0.3830 -8.1880 46.798
0.1313 0.137 -3.794 Y = -0.0649 22.9220 12.971
-0.0360 5.590 1 .988 0.0178 -30.1030 28.807
0.0098 -5.589 7.399 - -1

te su
-0.335 -2.059 -0.556 -0.443 1 0 0 0

-0.586 0.779 0.260 -0.260 -i - 1 0 0

0.288 -0.435 -0.414 > A ps 0.414 0 0 1 0

-0.050 0.267 0.031 г e -0.031 0 0 0 1

0 . 0 2 2 0.037 0.208 _ .-0.208 - 1 - 1 - 2 -3

sa rezidualnim spektrom

Л(А ) = (-2.4588,-t). 594 53±3 0.68044 1 -0„-39775±j 0.48386 } .

*Usled programske logike došlo je do prenumeracije sopstvenih 
vrijednosti.
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S lik a  2. Polomi statičkog dinam ičkog regu latora  ga prim jer 1.



Rezultati se, prema tome, u potpunosti poklapaju sa 
prethodno dobijenim, a pojačanja proširenog sistema su, shodno
(3.7), (3.14) i (3.15) data izrazom

K =-R',BIMeXr+p<CeXr+p>
-1

Odavde se dobija

Г 0.65843 -0.00670 -0.84215 
-0.41591 0.51634 0.47450J

pa je
0.65843] *
■ 0 .41 59 1 j * V

г -0.00670 -0.84215 
0.51634 0.47450

Sopstvene vrijednosti sistema sa statičkim i dinami 
čkim regulatorom prikazane su na slici 2 .

1.5. SINTEZA REGULATORA U NEKOMTROLABILNIM SISTEMIMA

U dosadašnjem izlaganju bilo je pretpostavljeno da je 
sistem definisan sa (A,B„C) kontrolabilan i observabilan,medjutim, 
kao što je pokazano u /26,86/, ova se pretpostavka može relaksirati. 
U ovom odjeljku opisana metodologija sinteze generališe se na klasu 
observabilnih i stabilizabilnih* sistema. Pokazaće se, pored mogu­
ćnosti da se metodologija generališe na ovu klasu problema, da re- 
zultujući dinamički regulator posjeduje osobinu separabi1 nosti, či­
ji smisao će biti objašnjen u daljem izlaganju.

Neka je dat sistem u kanoničnoj kontrolabi1 noj formi

d

- л   ̂
X 1 M i

m
0 X 1

Tf
. X 2_ -^2 1 ^22- г

><
>

ГО

0

/ч

B.

л
eRn 1

(5.1)

pri čemu je ovdje А ^  stabilna matrica, triplet (A2 2 >B 2 sC?  ̂
kontrolabilan i observabi1an, a par (A|pC^) je observabi 1 an . U 
cilju primjene opisane metode sinteze potrebno je izvršiti transfo­
rmaciju sistema tako da se matrica izlaza dovede u oblik C= I 0 .v. л L J
Usvajajući r2=rang Č2 neka je S proizvoljna transformacija prostora

*$istem je "štabi1 i žabi 1 an" ako su sve nestabilne sopstvene vrije­
dnosti matrice A kontrolabi1 ne.



izlaza maksimalnog ranga koja zadovol j ava uslov

л

rang C2 2  = r 2 (5.2)

Tada, pod dejstvom transformacije y = Sy, matrica izlaza poprima
obi i k

t
Ч 1 o

A

Г
L  1 C 22

£Rr 1x r 1 • Č2 2 eRr2 ^ 2  } , 1 + Г 2  = г (5.3)

Sta više, ako su i proizvoljne matrice takve da je transforma­
cija

xC
X 1

л

cii
0

X 2 _ Ti

vC
X 1

A
r
z 1 ^ 2  2

c
x 2 - . 0

T 2 -

(5.4)

inverti b i 1 na , tada se sistem može izdijel i ti na s 1 edeć i način:

х -ih * i  °  i

r-----
oi

i х * + U ,  У  =
LA 21 A 2 2 . _B 2. L

I„ 0 0
r 1

0 0 I.
х ’ (5.5)

Aii A 1 2 A31. * 3 2 A33 A34 в 1

л’ = n
A 2 i A 2 2 _

A * =» " 2 1

_A4 1 A 42_

A 5 - * 2 2

,A4 3 A44. 3 0„ C „

Posmatrajmo sada rješenje problema linearnog regulato­
ra stanja za sistem (5.5), pri čemu je radi jednostavnosti usvoje­
no R=I. Particija matrice Mc koja predstavlja rješenje algebarske 
Rikatijeve jednačine saobrazno particiji sistema dovodi do sledeće 
tri matrične jednačine:



45

fti>i1 +M1 lAl‘l + «AžTM 2 1 +MIlMel+M2 1 Ašl -M 2 1 B2 B2 TM21+011)f.O (5.5c)

u= {/ C i# C i/ C t/ c
k1 K2 K1 n2

= r *^м
u 2 ‘2 1 *

|/C i/ cN j

Optimalna upravi janje je

х ’,

a matrica sistema referentnog rješenja je

F=

Ч Ч г

'А ii 0 F21=A21‘B2

F21 F22_ F22=A22"B2 K‘ ]

(5.7)

(5.3)

Primijetimo da je (5.6a) rješenje Rikatijeve jednačine 
za podsistem (А^* 5 ’) sa težinskom matricom Q 2  ̂ • Slijedi da opti­
malno upravljanje ima osobinu da je submatrica F 2 2  referentnog si­
stema identična sa rješenjem problema regulatora stanja za sistem 
{A2 2 »B2 ) sa težinskom matricom ° 2 2 ’ nezavisno od strukture ostalih
submatrica u sistemu (5.5) i nezavisno od težinskih matrica u 2 10 2 1 1
Qj 4 . Slijedi da optimalni regulator stanja u sistemu (5.5) obezbe- 
djuje istu dinamiku podsistema A^kao i u slučaju kada ne pos to j i 
spoljni ulaz u ovaj podsistem (A^.=0) iz nekontrol abi 1 nog podsiste
ma. Sada se, medjutim, troši dodatna energija na postavljanje sop- 
stvenih vektora (i shodno tome na podešavanje odziva) nekontrolabi 
Inog dijela sistema, iako su sopstvene vrijednosti ovog podsistema 
nekontrol abi 1 ne. Ovaj zaključak važi čak i u slučaju da se u krite 
rijumu ne otežavaju nekontrol abi 1 ne koordinate stanja, odnosno da 
je Q~dg{0 ,Q2 2 -̂ Uvodeći permutaciju komponenti vektora stanja defi 
nišanu izrazom

(5.9)

sistem se svodi na oblik

K , 0
A 1 2 0 0

A31 Азз A32 A34 x +
B 1

A 21
0

A 2 2
0 0

A41 A43 ГЧ 2 A44 Б 2

0 0 0

I 0 0 (5.10)

Osnovni rezultat generalizacije metodologije na nekon- 
trolabilne sisteme može se i zrazi ti nar si edeći način:



47

Teorema 1.5.1. Neka težinske matrice (0,R) definišu optimalni regu­
lator stanja za observahi1an,stabili žabi 1an sistem ( 5 .1 0). Tada za 
dovoljno veliko p, 1<p«n 2 -r2, postoji dinamički kompenzator dimen­
zije pk o j i  stabiliše sistem, i pri tome zadržava (r2 + p)-dimenzioni 
invar i jantni  podprostor referentnog sistema asocirao sa kontrola- 
bi 1 nim sopstvenim vrijednostima i r^-dimenzioni invarijantni pod­
prostor a soc i rat i  sa nekontrol abi 1'nim sopstvenim vrijednostima. Di­
menzija regulatora i parametri regulatora odredjuju se rješavanjem 
redukovanog problema postavljanja polova reda n2 ~r2 ,a r e g u l a t o r  se 
odlikuje osobinom separabilnosti u smislu da je

С . c 
-j )+U (хј) (5.11a)

c c
у t • žc=H=zc+Djx= (5.11b)

c c X л з У 1
• C ,,C С r,C c z =H z +D„x, 

0 o 1
(5.11c)

pri  čemu j e  regulator asociran sa kontrolabi1 nim dijelom identičan 
r e g u l a t o r u  koji bi se dobio u odsustvu nekontrol abi 1 nog dijela si­
stema .

Dok az . N e k a  su kontrolabi1 ne i nekontrolabi1 ne sopstvene vrijedno­
s t i  referentnog sistema definisane izrazima

Н Г 2?)-’л У г . Л (A,'.) ={čf • } П 1 (5.12)
u  1 i = 1 1 1 1 1 * 1

U ba z i  su sagiasnom prikazu sistema u obliku (5.10) sopstveni vek­
tori asociram" sa kontrol abi 1 nim sopstvenim vrijednostima imaju
strukturu

0

ф1
4

i- ,c c,
F 2 2  ̂ i “ v ix i *

*

(5.13)

dok sopstveni vektori asocirani sa nekontrolabilnim sopstvenim vri­
jednostima imaju strukturu
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Aiiui=uia!

Г- C r~ c cF,, 0 u . + F on'J • =v .o.I 41 1 2 2 1 1 1

C
ur

1 = 1

Г i] г- _ -

c ш3
i , V . =

1 O
Ш 2

1(I).r 1 L 4 J
(5.14)

(Го čine bazis prostora Rr2.Na analogan nači n

U sintezi dinamičkog regulatora neophodno je odrediti
matrice Y,Z i odrediti soektar matrice Л . S obzirom da vektori 
c n геv. čine bazis prostora R  2 moguće je izabrati takav redosled da 
vektori , i = 1 ,.
moguće je izabrati takav redosled da vektori oj] , |f = i,...,r1 čine 

r 1 i i
bazis prostora R U cilju da se obezbijedi i nverti bi 1 nost matrice
'i i pri tome zadrži što je moguće više sopstvenih vektora asociranih
sa k o n t r o l aki1 nim sopstvenim vrijednostima, definišimo u taalasnosti
sa (3. 16)

1

v; 0

Y= »

vč v c

1—
 

ro ; 2 J

v e  Г i 
v Cfi.

1
' 2 '

U).

. .0)

. U)

r 1 
1
r 1

. . .ф-

г *»
i 7C

Z=i
|Zp zS
L. 4- t~

- u,... u.

”7E 1 , r l ]z Г ^2 * e (a) 2
3»

E ‘  1 Г Гz 2~ ш4 • . ш4

n2 " r 2 - 3 V = _V 1 • • •

Ф 4 * * • Ф 4

СЗ " 0  -

V 1ф3 - • vr ,Ф4 + Г2.
i ” 1 j • • * ̂ ̂ 2 2

(5.15)

V

Iz (4.12) i (4.7) slijedi da je

0
A2 2 ‘No A 1 2

A42“(N21A12+No A32) A44"NŠA34

(5.16)

pri čemu je



(5.17)ô=̂ 1 ( Yi ) ~1 . No = Z2 ( Y2)_1 ’ N2r Z2 ( Yl ) ' 1- Z2( Y2) _ l Y 2( Y l ) ' 1

Zadržavajući samo kontrolabi1 ne sopstvene vrijednosti u dobi ja 
se u si uča ju i =p ,

bc=i
■+Го _ 1 + r 9 

'З ‘-No44 (5.18)

Problem postavljanja polova se tada svodi na odredjivanje matrice 
tako da matrica AP =o ,P1 P2J re

A =A +
Г о 1 r

_

k
lP 1 P 2.

A 1 2 0  

A32 '34 J
(5.19)

ima zadovoljavajući spektar. Primijetimo da Arg sadrži nekontrolabi- 
lanpodsistem Л22"^оА12 sPe!<tar sačinjava г^-г^ nekontro 1 abi 1-
nih sopstvenih vrijednosti uključenih u Л . Komplementaran podspek- 

A podešava se rješavanjem problema postavljanja po^lova za re-
romdukovani sistem definisan matricama (А44~^оА34 >&-,•»A 3 4 ) . S obzi 

da vektori bS prekrivaju prostor Rrii'- r2 , ovaj problem ima rješenje 
za neko р<П2 ~Г2 .

Ako se zadovoljavajuće rješenje ovog problema dobije 
za odredjeno p£ tada se parametri dinamičkog regulatora odredjuju
iz (4.19) i (4.20) , uz P P1 P2 pri čemu je P̂  proizvoljno. Neka
je

Г [ фз
1 + r 2

... ф.
P + r 2 1

2 = 1_̂ 4V« =
'I + r 9 p + r 2

...Ф4

Г.с , c 
l b 1 • * ,bp

(5.20)

Ar = d9{An * Ar2}

pri čemu Лр. i odgovaraju skupu r 1 nekontrol abi 1 ni h i skupu r2  

kontrolabilnih sopstvenih vrijednosti koje su zadržane iz referen­
tnog sistema u prvoj fazi sinteze. Tada slijedi da je

u=K'jzc +
У

кс У > iC = H^zC + [D o0 0 (5.21)

pri čemu je
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Slika 3. Struktura regulatora *a nekontrolabilise sisteme



5 1

P

c c

V L CV  ( V j f  1u2] ( i +p 2u2)

^ < LV v C ) ( i r 1 { I + u 2 p2>

, C » - 1 C 1
liL^ 4 (Y2 ),,u2 -A

, C  ч ~ 1
r 2

(5.22)

1 / n ,,č
:(1+Р2и2)" ‘ F2Y2 ’ L =(I+P2U?> (p1Yr P2YP

Kz = K2Np> ^ Во (1 + Р2У2)’ fV K; + K

KH +K2 NŠ+K2 (N2 a i c pi)

CNC
2 r N^=Nn-BnP?Г  0  0  c

(5.23)

Iz ovih relacija se neposredno dobija struktura (5.11)
pri čemu je 

T -T T-,c „с i
tx 1 x \ J (5.24)

Primijetimo da je regulator u izrazu (5.11b) upravo regulator koji 
bi se dobio kada bi kontrol abi 1 ni i observabilm' sistem 
(A22*82 * [ ■ Г2 oj) radio u izolovanom režimu. Drugi regulator, dat 
izrazom (5.4c) predstavlja modifikaciju sistema upravljanja neopho­
dnu usled prisustva nekontrolabi1nog sistema. Struktura regulatora 
prikazana je na slici 3.

1.6. SINTEZA MULTIVAR IJABILNIH PROPORCIONALNO-INTEGRALNIH REGULATORA 
PRIMJENOM METODE PROJEKCIONOG UPRAVLJANJA

Metode sinteze izložene u prethodnim odjeljcima pogodne 
su za primjene u kojima se postavlja problem regulacije koji nastaje 
usled devijacije početnog stanja sistema od željene nominalne vrije­
dnosti, odnosno regulacije spolj ni h poremećaja impulsnog tipa, te se 
kao prvenstveni problem postavlja obezbedjenje željene dinamike pre- 
1 aznog režima. Opisana rješenja, medjutim, ne zadovoljavaju kada na 
sistem djeluju konstantni ili sporo promjenljivi spoljni poremećaji. 
Mada se ovom problemu u mnogim slučajevima može prići na način opi­
san u odjeljku o regulaciji nekontrolabi1 nih sistema, u slučaju da
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se može pretpostavi'ti da su poremećaji konstantni, od teoretskog 
je i praktičnog interesa sagledati način na koji se razvijene me­
tode mogu general i sati na sintezu proporcionalno-integralnih regula­
tora koji su široko korišćeni u praksi za otklanjanje neželjenih 
efekata konstantnih poremećaja.

Od kako je Johnson /109/ formu!išao problem linearnog 
regulatora sa konstantnim poremećajem mnogi autori su razmatrali 
problem sinteze proporci onal no-i ntegral ni h (PI) i proporcionalno- 
integral no-di terenci j al ni h (PID) regulatora za mul ti vari jabi 1 ne 
sistema u cilju zadržavanja dobrih osobina ovih struktura regulato­
ra u odnosu na otklanjanje uticaja konstantnih spoljnih poremećaja, 
praćenja konstantnih referentnih ulaza u ustaljenom stanju i smanje­
nja osjetljivosti odziva na varijacije parametara sistema, uz isto­
vremeno zadovoljenje drugih željenih karakteristika vezanih primarno 
za dinamičko ponašanje sistema. Od postupaka koji se zasnivaju na 
metodama postavljanja polova sistema ovdje navodimo strukture predlo­
žene u radovima /110-113/.

Sinteza optimalnih regulatora sa integralnim dejstvom je 
takodje obradjena u više radova. U nekim, /114,115/, se polazi od 
pretpostavke da je potpuni vektor stanja sistema dostupan za mjere­
nje, direktno ili posredstvom observera. U drugim, /117-120/, gene- 
ral i § e se prilaz Levina /15/ na,sisteme sa konstantnim poremećajima 
što rezultuje u PI i PID regulatorima koji su optimalni u odnosu 
na izabrani kriterijum optimalnosti. Medjutim, s obzirom da se ana­
litičko rješenje problema ne može izvesti dalje od potrebnih uslova 
za minimum kriterijuma, ove metode sinteze svode se na uspostavlja­
nje odredjenog iterativnog numeričkog postupka za rješavanje potre­
bnih uslova koji, pod uslovom da konvergira, odredjuje optimalno 
rješenje, pod uslovom da ono postoji. Prije nego što se iterativnom 
procedurom odredi rješenje, dakle, ne može se ustanoviti ni da li 
ono postoji,niti kakve će biti osobine rezultujućcg regulisanog si­
stema .

U ovom i narednim odjeljcima metod sinteze zasnovan na 
projekcionim upravljanjima se generališe na probleme upravljanja 
u prisustvu spoljnih poremećaja i opisuje se način primjene metode 
u sintezi PI, PID i general isanih PID regulatora, koji predstavi jaju 
dinamičke regulatore niskog reda sa integral nim dejstvom. Opisane



metode omogućavaju da se na sistematski način poboljšavaju perfor­
manse sistema sa povratnom spregom dok se ne odredi zadovoljavajuće
rješenje problema.

Posmatrajmo problem sinteze regulatora za kontrolabi1an
i observabilan sistem

x=Ax+Bu+đ , xeRn, ucRm , deRn (6.1a)

У=Cх , ycRr ( 6 . 1b )

u kome je d neooznati konstantni spoljni poremećaj. S obzirom na 
prisustvo spoljnih poremećaja upravljanje se realizuje u obliku 
multivarijabi 1 nog PI regulatora strukture

u = Kpy+K./ydt (6 .2 )

uz pretpostavku da su zadovoljena sledeća dva uslova:

(a) rang J I
(b) upravljanje

n + r

( 6 . 2 ) stabiliše sistem (6 .1 ).

Poznato je /111,115/ da struktura regulatora implicitna
u izrazu (6 .2 ) obezbjedjuje, nezavisno od vrijednosti K i K. da

P »
sistem sa povratnom spregom posjeduje sledeće osobine:

(i) vrijednost izlaza у u ustaljenom stanju?ne zavisi od spo- 
Ijnjeg poremećaja ili varijacija parametara sistema;

(ii) ako se sistem pobudi konstantnim referentnim signalom 
veR ,izlaz sistema prati v u ustaljenom stanju.

Primijetimo da uslov (a) implicira da je dimenzija vek­
tora uprav l janja  jednaka ili veća od dimenzije vektora izlaza, 1 

ovdje će se pretpostaviti da je m5r. Primijetimo dalje da se osobi­
na ( i i )  obezbedjuje time što se u strukturi regulatora pod integra­
lnim dejstvom koristi signal greške e=y-v, umjesto izlaz у.  Primije 
timo,konačno, da se problem upravljanja linearnog sistema u prisu­
stvu konstantnih poremećaja može i alternativno razmatrati, uvodje- 
dnjem podesne transformacije koordinata stanja, ali se ovaj prilaz 
ovdje ne k o r i s t i ,  te se neće detaljnije obrazlagati. Navedimo jedi­
no da se ovom transformacijom problem svodi na problem upravljanja 
bez spoljnih poremećaja, ali sa precizno definisanim početnim ušlo-
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vi ma u transformisanom sistemu.
Za zadati sistem (6.1) i strukturu regulatora (6.2) 

problem je da se odrede pojačanja i tako da rezultujući si­
stem sa povratnom spregom posjeduje zadovoljavajuće dinamičke kara­
kteristike, u odnosu na odabrani kvadratni kriterijum.

U cilju primjene razvijene metodologije, uvedimo nove 
koordinate stanja definisane relacijom

w=y (б.З)

i definišimo prošireni vektor'stanja хT тw т Uz prirodnu pret
postavku da se w može mjeriti definišimo prošireni mjerni vektor

т Г т
Уе = [У (6.4)

Prošireni dinamički sistem poprima oblik

V Ae V Beu+Ged

V Ce*e

r 
< 

O
 O

—
c
A • V

— — 
I 0

Lo cj • Ge =
0
1 _

a zakon upravljanja (6 .2 ) postaje

(6.5a)

(6.5b)

( 6 . 6 )

e

u 2 K a к. K I, K e R6 L i p J e
1 00

Ц  f(c 0
J Qe ' exe+u^Ru)dt

rx2 r

(6.7)

Definišući kriterijum optimalnosti kao

( 6 .8)

problem sinteze PI regulatora svodi se na sledeći problem sinteze 
statičkog regulatora: odrediti pojačanje Kp tako da upravljanje
(6.7) bude optimalno u odnosu na (6 .8 ). Primijetimo da je sada 
referentno rješenje moguće odrediti na dva načina, zavisno odiza- 
brane strukture matrice Qe . Akc je Qe = dg{0 , Q} , OeRnXn tada će 
referentni sistem biti identičan sa sistemom koji b i se dobio kada 
bi se rješavao problem upravljanja za sistem bez spoljnih poremeća­
ja, i tada integratori definisanl relacijom (6.3) predstavljaju 
dinamički regulator unaprijed izabrane strukture. S druge strane



integratori su uključeni sa eksplicitnim ciljem da se poboljšaju 
karakteristike sistema u ustaljenom stanju u slučaju da djeluju 
spoljni poremećaji, i njihovo uvodjenje može negativno djelovati 
na dinamičke karakteristike sistema,te ima osnova otežavati i koor­
dinate stanja integratora. Formalno posmatrano, oba prilaza su mo­
guća i jednostavno se analitički nrimjenjuju. Ovdje se medjutim, 
usvaja drugi prilaz s obzirom da omogućava da se na racionalan na­
čin uzme u obzir uticaj integratora i na regulaciju i na stabiliza­
ciju sistema.

Primjenjujući prilaz izložen u prethodnim odjeljcima, 
prvo se za prošireni sistem odredjuja referentni sistem

«A -SM :B Rjp
- 1 (6.9)

Referentni sistem karakteriše skup sopstvenih vrijednosti X 
i = n + r, i asociranih sopstvenih vektora u., i ~ 1 ».
Pretpostavljajući, bez gubitka opštosti, da se sistem nalazi u ob-

n + r

0 i s obzirom na 2 r raspoloživih mjerenja,liku u kome je C e = jI 2 r 
moguće je zadržati 2r-dimenzioni invarijantni pod prostor. U tom 
smislu potrebno je formirati X= u 1 ' ' 'u2 r 9 «
2r sopstvenih vektora, izvršiti particiju X u obliku X

Хе !, ( г,".г ) х 2г > birajući 
' v i

YeB 2 r х 2 г ZeR ( n - r) х 2 r j

u=r'R'1 B^MPl.xe

i definisati projekciono upravljanje

( 6 . 10 )

uz
_I2 r 0

pr N 0L 0

N =ZY 
0

(6 .1 1 )

Sistem sa zatvorenom povratnom spregom dobi ja se u obliku

V ( A e-SMP ( 6 . 12 )

i zadržava R{X > kao i nvari j antan podprostor . Rezidualni spektar 
čine sopstvene vrijednosti matrice

п 2 2 ' NoA 12*
д R(n-r)x(n-r) 
ri (6.13)

pri čemu su А ^ ,  blok matrice odgovarajuće particije matrice Ag:
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- uvesti p-dimenzioni dinamički regulator i na taj način pobolj­
šati dinamičke karakteristike regulisanog sistema. Ovaj prilaz 
se ovdje naziva problem sinteze general isanog PID regulatora, 
a, u osnovi, predstavlja problem sinteze dinamičkog regulatora 
niskog reda sa integralnim dejstvom. Ovaj problem će biti obra 
d j e n u odjeljku 1 .8 .

1.7. SINTEZA PID REGULATORA

Utora je rasprostranjenost PID regulatora u praksi. No, i pored 
nesumnjive široke popularnosti PID regulatora, posebno u procesnoj 
Midustriji, relativno malo je učinjeno u primjeni rezultata moderne 
teorije upravljanja na sintezu PID regulatora. Postoje pokušaji sin­
teze optimalnih PID regulatora za multi varijabi1 ne sisteme /118,119/ 
ali se analitičko razmatranje problema završava na formiranju potre­
bnih uslova za minimum , i dalje rješenje se svodi na primjenu raz­
ličitih iterativnih numeričkih postupaka za rješenje potrebnih uslo­
va .

nom principa projekcionih upravljanja. Posmatrajmo sistem (6.5) i 
uvedimo r novih mjerenja diferencirajući postojeće izlaze sistema, 
odnosno proširimo vektor izlaza (6.5b) sa mjerenjima

Jednačina sistema (6.5a) ostaje neizmijenjena dok jeđnačina mjernih 
signala postaje

Osnovni razlog za razmatranje problema sinteze PID regu-

U ovom odjeljku pristuna se sintezi PID regulatora primje

y^=y = Cx = CAx-fCBu+Cd

tako da vektor izlaza postaje

(7.1)

т г т t i
v [ y e y iJ (7.2)

(7.3)

pri čemu je
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_Ir
-

0 0

V 0 c

0 CA_
• Da = C B . ■ Fa = c (7.4)

Sistem se sada opisuje jednačinama

xa=A«x„+B«u+GQde e e e e
V  =C,x +D,u+F d Ja a e a a

(7.5)

a upravljanje u funkciji dostupnih mjerenja ima obi

u = K у, aJ a

odnosno, K_ se dekomponuje u obliku:
a

К, - 1 К • Kn к,a l i  p d

(7.6)

ali se, u osnovi, implementira u obliku PID regulatora: 

u = K у+jj. /ydt+Kdy (7.7)

(7.8)

Problem sinteze PID regulatora je prema tome sveden na ekvivalentan 
problem sinteze statičkog regulatora izlaza. U ovom slučaju, mediutim, 
neophodno je izvršiti dodatnu transformaciju da bi problem bio ekvi­
valentan problemu definisanom u odjeljku 1.2. Primjenom (7.3) u (7.6) 
dobi ja se

u = ( I - K D ) ~ 1 K ( C x + F d )  a a ' a 4 a e a ' (7.9)

a zamjenom u (7.5) dobi ja se 

v [ V Be(I-KaDa) - \ c a]xe+ V Be<f-KaDa> KaFa (7.10)

pri čemu je matrica (I-K D_) "skoro svuda" reaularna /121/. Defi
a a

niSuđi novu matricu pojačanja izrazom

H I - W ’Ka (7.11)

originalni problem se sada može postaviti na sledeći način: 
Za s i stem obli ka

x«=ArtxQ+Bau+Gad e e e e e (7.12a)
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У -C х +F d Ja a e a (7.12b)

1 upravljanje strukture

odrediti optimalno K u odnosu na kriterijum (6 .8 ). Struktura siste­
ma sa povratnom spregom (7.1 0 )i sada garantuje otklanjanje uticaja 
snoljnih perturbacija na originalni vektor izlaza u ustaljenom sta­
nju, a omogućava direktnu primjenu prilaza opisanog u odjeljku 1 . 2  

u cilju podešavanja dinamičkih karakteristika sistema.
Pretpostavljajući da je sistem dat u bazi s u u kome je

c . I3r 0 sada se odredjuje projekciono upravljanje koje zadrža­
va 3r-dimenzi oni invarijantni podprostor referentnog sistema (6.9).

r [u,...u3 r],x 2 ep("+ri*3rU tom smislu formira se matrica 
particija X£ u obliku

izvrši

г H
vi

X,
J-

Y,eR ЗгхЗг z^ R (n-2r)x5r

i odredjuje matrica N 
obliku

1=Z1Y1
1 Zatim se vrši particija matrice A u

ft -

e~

' ft » л ’
n11 A12

21 м22

3r

n-2 r
(7.13)

3r n-2 r

i odredjuje rezidualni spektar sistema sa zatvorenom povratnom spre­
gom, koji se sastoji iz sopstvenih vrijednosti matrice -A j pri čemu
j e

Ard~A2 2 ~N1 A 1 2
ftrđeR(n-2r)x(n”2r) (7.14)

Dovoljan uslov za egzistenciju optimalnog regulatora je 
da spektar Ard pripada lijevoj poluravni kompleksnog domena. Ako je 
ovaj uslov zadovoljen za odredjeni 3r-dimenzioni invarijantni pod­
prostor referentnog sistema, i ako je rezidualni spektar zadovolja­
vajući, tada je optimalno pojačanje definisano izrazom

*i!a ovaj bazis se jednostavno prelazi transformacijom sistema kao 
u ilustrativnom primjeru iz ovog odjeljka.



K=-R~ 1 BT#P . e d (7.15)

uz

(7.16)

Primijetimo da je i u ovom slučaju moguće odrediti de­
gradaciju kriterijima u odnosu na optimalno, referentno rješenje, 
na'!način opisan u odjeljku 1.2. Konačno, s obzirom na (7.11) K

G

je dato i zrazom

koje nakon odgovarajuće particije odredjuje pojačanja Kp, K.j i 
proporcionalnog, integralnog i diferencijalnog dejstva.

moguća tri slučaja: (i) n<2r, ("1 i ) n = 2r, i (i i i) n>2r. Redundansa 
u slučaju (i) sa jednostavno otklanja deri vi ranj em samo q izlaza, 
pri čemu se q bira tako da je n+q = 2r , čime se ovaj slučaj svodi na 
slučaj (ii), koji dozvoljava da se potpuna invarijantna struktura 
referentnog sistema zadrži u rezultujućem sistemu sa povratnom spre- 
gorn'. Slučaj (1 i i) je čest u praktičnim primjenama i u tom slučaju 
dobijanje zadovoljavajućeg rješenja problema svodi se na zadržava­
nje 3r~đimenzionog invarijantnog podprostora uz zadovoljavajući 
rezidualni spektar. Ako se ne može naći tako da je rez u 1 tuj ući 
sistem stabilan, ili:da ima zadovoljavajuće spektralne karakteri­
s t i ke ,  metodologija dozvoljava dvije mogućnosti u daljem postupku 
s inteze:

- relaksirati zahtjev koji se odnosi na dimenziju zadržanog 
invarijantnog potprostora referentnog rješenja i,umjesto 
3r-dimenzionog, zadržati q<3r-dimenzion1 i nvari jantni pod- 
prostor. Sa ovim se problem svodi na problem postavljanja 
polova kao i u slučaju opisanom u prethodnom odjeljku;

- uvesti dodatni dinamički regulator dimenzije p , umjesto di­
ferenciranja izlaza. Ovaj prilaz će biti opisan nakon ilu­
stracije opisanih koraka po metodologiji na primjeru.

ка = K (I + D a K) (7.17)

U zavisnosti od dimenzije sistema n i izlaza r, sada su



61

Primjer 2

Neka je sistem karakteri san sledećim matricama stanja, 
upravljanja i izlaza /119/:

-

- 0 , 1 0 0 0 0 0 0 . 1 5 0

0 - 0 . 3 0 0 0 0 - 0 . 1 5 0

c 0 - 0 . 2 5 0 0 0 0 - 0 . 2 4

0 0 0 - 0 . 1 5 0 0 , в = 0 0 . 2 4

0 0 0 0 - 0 . 2 0 0 . 1 5 0

0 0 0 0 0 - 0 . 4 0 - 0 . 2 4 J

г 1 1 1 1 1 0

0 2 0 1 2 1

Usvajajući upravljanje strukture

u = K̂  Jydt + KDy+K^y

i proširenjem sistema na opisani način dobi ja se sistem

х =A х +B u+G d e e e e e

a a e a a

uz r
0 0 1 1 1 1 1 0

0 0 0 2 0 1 2 1

0 0 -0 . 1 0 0 0 0 0

0 0 0 -0.3 0 0 0 0

0 0 0 0 -0.25 0 0 c
0 0 0 0 0 -0.15 0 0

0 0 0 0 0 0 -0 . 2 0

0 0 0 0 0 0 0 - 0 4

- - I

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 . 1 5 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 .1 5 0 G = 0 1 0 0 0 0 Đ = d 0 0

0 -0.24 e 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0.24 0 0 0 1 0 0 0.15 0

0 .1 5 0 0 0 0 0 1 0 _0 0

0 8 O г\з 1 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 c

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 0

0 0 0 2 0 1 2 1

0 0 -0.1 -0.3 -0 .25 - 0 . 1 5 0 .2 0

0 0 0 -0 . 6 0 -0 .1 5 0.4 - 0 .4
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0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0

0 2 0 1 2 1

U cilju svodjenja sistema na oblik u kome je C 
transformaciju xe=Txt uz

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 . 6 6 -1.5 6 . 6 6 -5.55 0.44 -0.72
0 0 0 -0.5 0 -3.33 -0.33 -0.S3
0 0

oUDoI 0 »6 . 6 6 2 . 2 2 0 . 2  2 0.38
0 0 0 2 0 6 . 6 6 -1 .33 0 . 6 6

0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

u v e d i m o

koja transformiše prošireni 

= x̂. + B̂ .u + Ged

yr ct V Dau+Fađ

gdje je
Г

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 -0.025 -0.015 -0 .35
0 0 0 -0.045 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0.15 0 0 0

0 0 0 0 0 . 0 24 0

sistem u oblik

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

- 0 . 066 -0.0016 -0 . 0 1 1

-0 .45 -0 . 0 1 0.025
0 -0 . 2 0

0 0 -0.4

03
06

«
o
 c 15 0

-0.24 C i .
л

Spektar slobodnog sistema je

Aq={ 0 ,0 , - 0 .1 ,-0.3,-0.25,-0,15,-0.2,-0.4}

Usvajajući 0^=100Olg, gdje je Ig jedinična matrica osmog reda, 
i R~12 i rješavanjem algebarske Rikatijeve jednačine asocirane sa 
transformisanim sistemom dobija se sledeće rješenje ove jednačine 
i matrica referentnog sistema:



1 3

1559 -358.83 1016.4 -1185.6 586.78 -1270.7 - 5 4 -273 .
-358.83 3305.4 -1002 5445.7 -1072.2 4310.3 1 74 840 .
10016.*\ -1002 5402 -6215 10749 -11743 -2743 -1784

-1185,6 5445.7 -6215 19S46 -12101 26409 977 4978
586.78 -1072.2 10749 -12101 30639 -28893 -4823 -4060

-1270.7 4310.3 -11743 26406 -28893 49377 1854 8975
-554 174 -2743 977 -4823 1854 2395 -6,16
-237.6 840.34 -1784 4978 -4060 8975 6.16 1857

0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

100
VD91 ■0.77 -5.97 -0,96 -2.31 0,3 -0.51 -0,1

0 0 0 0 0 1 0 0
0.12 --0.75 0.41 -2.4 0.22 -2.83 0.07 0.16
-0,63 -■2.03 -0.3 -6.19 0.76 -7.29 0.07 0.43
-4.68 -■0.77 -6.97 -0.96 -3.31 0.3 -0.71 -0.1
-1.23 7.49 -4.39 23.8 -5,69 27.6 -0.72 -2.09

Spektar-referentnog sistema je

у - 7 . 8 8 ,  A 2 = " 6.7 2 , хз , 4 = “ 0 . 4±j 0 .28 , X5 б = -0.5 5 ± j 0 . 05  , 

l-j g = - 0 .1 7±j 0.0 7 .

Zadržavaj ući dominantne sopstvene vrijednosti referentnog sistema 
dob i j a se iz sopstvenih vektora asociranih sa Ag g i Xj g

■9.43
2.9

-2.49 -12.33 -4.53 -4.48 -2.31 
4.94 2.41 13.99 -1.17 14.82

dok je rezidualni spektar sistema

A(Ard)={”0 .79,-0.23}

što se može smatrati zadovoljavajućim. Pojačanje R se nalazi na 
osnovu izraza (7.15) i u ovom slučaju je

в -0.73 0.18 -5.65 0.06
-2.79 -3.98 -1 .88 -14.5

-5.94
2

0.27
-17.8 j

a na osnovu (7.17) pojačanja u originalnom sistemu su

Г-6.62 1.67
i [-0.78 -4.49

-51 .62 
13.3

0.58
-14.69

-54,19
18.49

2.44
-13.53
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1,8, SINTEZA GENERALISANIH PID REGULATORA

Uvodjenje diferencijalnog dejstva u prethodnom odjeljku 
b i l o  je motivisano popularnošću PID regulatora u praktičnim primje­
nama. Medjutim, uzimajući u obzir savremeni razvoj tehnologije u 
oblasti upravljanja i mjerne i računske tehnike, gdje se uvode re- 
gulacioni sistemi bazirani na primjeni mikroprocesora usled velike 
strukturne fleksibilnosti i širih upravi jačko-informacionih moguć­
nosti, nameće se potreba da se razmotri projektovanje dinamičkih 
regulatora opite strukture sa integralnim dejstvom u cilju regula­
cije i kompenzacije spoljnih perturbacija.

Primijetimo da  se posredstvom PI regulatora može zadržati 
2r-d1menz1oni invarijantni podprostor referentnog sistema, ali da 
i j s l ed prisustva i ntegratora rezidualni spektar regul i sanog sistema, 
definisan sopstvenim vrijednostima matrice A .=A0o-N,A, 0 može biti 
n e z a d o v o l j a v a j u ć i .  U cilju poboljšanja dinamičkih karakteristika 
uvedimo p-dimenzioni dinamički regulator

ž 1 - Hz1+Dyg

pri čemu je HeRpxp, 04 D9 
Upravljanje sada ima strukturu

Р.рх2г a ye definisano

(3.1) 

i zra zom (6.5b).

u=Kp,y+K̂  /ydt+K2 ẑ (8 .2 )

Т Г Т  Ti т г т  Definišuei х = х * ii у m zi s L 1 e J J s L 1
šireni sistem strukture

d o b i j a se i z (6.5) i (8 .1 ) pro-

х =A х +B u+G_d s s s s s (3.3)

gdje As e<R( n + r + p ) x ( n + r + p ) . B ,.eR<rl+r+>’ >x r , Gs e R ( "  + r + p ) x n , 

CsER(2r+p)x(n+r+p) strukturu

H DC "o ' ’o _ Г И
I o

V
e

0 AL 6 - * 8s = 8e ’ V Te.
c = P

’ s L° Cej



U p r a v l j a n j e  ( 8 . 2 )  može se n a p i s a t i  u o b l i k u

iî K у
$

( 8 . 5 )

pri čemu je

K.i
K £RrX(2 r+P) 

s ( 8 . 6 )

Def i n i  š u ć i  Q s = d g { 0  , Qe K Q e e R ^ ,1+^ X ^ n + ^  , p r o b l e m  s e  s v o d i  na  o d r e d j

van.je K k o j e  z a d r ž a v a  ( 2 r + p ) - d i m e n z i o n i  i n v a r i j a n t n i  p o d o r o s t o r  r e  s
f e r e n t n o g  s i s t e m a  a s o c i  r a n o q  s a  ( A _ , , 9 _ ,  R ) . P o s t u p a j u ć i  a n a l o g n o■ " S S S .
p r o c e d u r i  i z  o d j e l j k a  1 . 3 ,  r j e š e n j e  p r o š i r e n o g  r e g u l a t o r a  s t a n j a  do  

bi j a  s e  u o b l i k u

г 0 0

г I H D 0 
' S L 0 F

( 8 . 7 )

gdje s u  M i F r j e š e n j e  a l g e b a r s k e  R i k a t i j e v e  j e đ n a č i n e  i m a t r i c a  

s t a n j a  r e f e r e n t n o g  s i s t e m a ,  z a  s i s t e m  ( 6 . 5 )  i  k n ’ t e r i  j  um o p t i m a l n e  

s t i  ( 6 . 8 ) .

N e k a  W p £ R ^ X ^ i  W2 г e R ^ X ~ Г z a d o v o l j a v a j u  u ' J l o v

i H D 0

I 0 F

Wn W~ p 2 r

U Y

V Z

Wp W2 r

IV

Y

Z

Л 0
p

л0 2 r (8.9)

рп ce i  u je k a o  u o d j e l j k u  1 . 3 ,  a --
-

r

L v _ -
Л2 г = с 1 1 з д { Х 1 . . Л 2 г ) , Л = d i a g { X 2 r

2 r+ 1 ‘2 г + р

u2 r+ 1

}.

. u 2 r + p

O p t i m i  z a c i  j a  s t a t i č k o g  r e g u l a t o r a  u i z r a z u  ( 8 . 5 )  s a d a  s e  

n a d o v e z u j e  na  i z b o r  H i D ( i  s h o d n o  t o m e  W i  W? f ) t a k o  d a  m a t r i c a

' ■ 1

Ar s “ A 2 2 - N s
1 2 :A22“Ns 2A 12 (8 ..tOj

ima z a d o v o l j a v a j u ć i  s p e k t a r ,  p r i  č e m u  j e



Pošto se ( 8 , 10 )  može n a p i s a t i  u o b l i k u

(8 .1 2 )

gdje je

N =ZY 'o
P0 -L(Y-UL)

zahtjev da Агс posjeduje zadovoljavajući spektar je ekvivalentan 
rješavanju problema postavljanja polova. Primijetimo da je matrica 
A . u (8.12) upravo matrica čiji spektar nije bio zadovoljavajući 
pri sintezi optimalnog PI regulatora. Asociram' problem postavlja­
nja polova matrice Ам_ može se riješiti nekom od razvijenih metoda, 
/8 6 /. Kada se na taj način odredi P parametri regulatora odredjeniU
su izrazima

Kao što se može primijetiti iz (8.14), (8.15), rješenje ponovo odre- 
djuje parametre regulatora nezavisno od bazisa za vektor stanja re­
gulatora, odnosno do klase sličnih realizacija. Ovo znači đa se može 
izabrati realizacija (H,D) najprikladnija za implementaciju regulato­
ra pomoću mikroprocesora.

takodje kao stepen slobode u procesu sinteze. Naime, sinteza genera- 
Hsanog PIO regulatora se otpočinje usvajanjem p=1, a zatim se p 
uvećava za jedan, ili dva, zavisno od spektra! nog portreta A .. sve

(8.14)

(8.15)

Treba primijetiti da se i ovdje red regulatora p, tretira



dok se ne postigne zadovoljavajući spektar A , Dimenzija regulatoI O
га kojim se zadržavaju sve sopstvene vrijednosti (ali ne 1 invari- 
jantna struktura) referentnog rješenja je p=n-r-q-1 (gdje je 
q=rang 2) ? a ako se želi zadržati i invarijantna struktura refe­
rentnog rješenja tada je p=n-r, i regulator se svodi na Luenberge- 
rov observer.

Kada se konačno odredi zadovoljavajući spektar sistema, 
optimalno pojačanje K$ debija se iz

к = ~ R " V m P
b b o b

(8.16)

čemu j e

1 0
P

0

N ,s 1 Ns 2

(8,17)

J
Struktura genera 1 i sanog P I D regu1 a tora prikazana je na slici 4

Slika 4. S tru k tu ra  genera lisanog  P ID  r e g u la to ra
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Primjer 3

Posmatrajmo primjer sinteze general isanog PID regulatora 
u cilju ilustracije opisanog postupka. Sistem je opisan istim ma­
tricama stanja* upravljanja i izlaza kao i u prethodnom primjeru. 
Uvodeći sada transformaciju sličnosti definisanu izrazom

1 -0.5 - 1 -0.5 0 0

0 0.5 0 -0.5 - 1 - 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0
f) 0 0 0 1 0

0
L

0 0 0 0 1

i proširujući sistem sa stanjima integratora dobi ja se da je si-
ste def i n i s a n matricama Ap , 3Q 1 Cn e g strukture

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 rtu -0 . 1 -0 . 1 -0.15 0.05 0 . 1 0 . 1

A = 0 0 0 -0.3 0 0.15 0 . 2 -0 . 1c
0 0 0 0 -0.25 0 0 0

u л(J 0 0 0 -0.15 0 0

0 0 0 0 0 0 -0 . 2 0

0 0 0 0 0 0 0 -0,4

0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0.15 0 0 1 0 0 0 0 0 0

[V 0

0

0

-0.24 9 Ce~ 0

0

0

0

1

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0.24
0.15
0

0

-0.24
[ —

Spektar siobodnog s i stema je

у»{ o,0 ,-0 . 1  ,-0.3,-0.25,- 0 . 1 5 , -0 . 2 , - 0 .4)

Usvajajući Qp“100Ig i referentno rješenje, karakterisano
rješenjem Rikatijeve jednačine M i optimalnom matricom stanja F:
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1 9 4 . 4 - 7 5 . 2 1 9 2 3 1 3 . 8 - 5 3 . 8 - 2 6 . 2 - 1 2 6 . 6 3 5 . 6
- 7 5 . 2 4 8 2 - 2 6 2 . 1 8 5 9 . 8 1 5 3 . 7 9 4 . 8 2 7 5 9 9 . 7

1 9 2 - 2 6 2 , 1 7 6 5 . 6 9 4 2 . 3 - 4 0 3 . 6 - 1 8 8 - 6 5 7 . 3 2 4 9 . 6
“ 2 1 3 . 8 8 5 9 . 8 - 9 4 2 , 3 2 2 8 7 5 9 7 . 3 3 3 2 , 5 9 5 4 , 6 - 3 6 9 . 5
- 5 3 . 8 1 5 3 . 7 - 4 0 3 . 6 5 9 7 , 3 4 3 7 , 4 2 3 4 , 6 3 9 3 , 7 - 2 0 4 . 4
- 2 6 . 2 9 4 . 8 - 1 8 8 3 3 2 , 5 2 3 4 . 6 2 4 7 . 4 1 8 8 . 9 - 3 0 . 3
- 1 2 6 . 6 2 7 5 - 6 5 7 , 3 9 5 4 , 6 3 9 3 . 7 1 8 8 . 9 6 7 0 - 2 4 1  . 6

3 5 , 6 9 9 . 7 2 4 9 . 6 3 6 9 . 5 - 2 0 4 - 3 0 . 3 - 2 4 1  . 6 2 0 5 . 8

0 0 1 0 0 0 0 0
...

0 0 0 1 0 0 0 0

? * ~P* ■̂
4 - 0 . 2 9  - 2 . 5 4  - 0 . 3 3 0 . 0 7 0 , 0 3  - 0 . 1 9  - 0 . 0 8

0 0 0 - 0 . 3 0 0 . 1 5  0 . 2  - 0 . 1
- 0 . 4 6 2 . 3 6  - 1 . 9 6  6 . 0 3 - 0 . 1 6 2 . 4 8  2 . 1 3  - 1 . 8 2

0 , 4 6 - 2 . 3 6 1 . 9 6  - 6  . 93 - 0 . 0 9 - 2 . 6 3  - 2 . 1 3  1 . 8 2
“ 1 . 4 7 - 0 . 2 9  - 2 . 4 4  - 0 . 28 0 . 2 2 - 0 . 0 2  - 0 . 4 9  - 0 . 1 8
- 0 . 4 6

L
2 . 3 6  - 1 . 9 6  б . 03 0 . 0 9 2 . 4 3  2 . 1 3  - 2 . 2 2

posjeduje sledeći referentni spektar:

\] = -4.164, X 2 = ~1.973 , X3 lp-0.588tj0.0348, Xg ^ 6 = -0.348±j0.1456 

JU д*-0,1 63±j 0.07 ./, o

Zadržavajući 4-dimenzioni invarijantm' podprostor asoci­
rali sa dominantnim sopstvenim vrijednostima Xr i X7 Q dobi ja seJ j O / џ O

N = o

n
L

16.23 -3.92 -92 ,48 -23 .29
9.25 2.06 1 1.09 2 .10
13.04 -3.36 -37 .94 -10 . 1 1
-1.72 0 . 2 7  -29 .35 -5 ,41 ̂

0.255 -0.0094 0.275 0 . 0 3 1
10 0 -0.73 0 . 084
0.087 0.04 -0.043 - 0 . 0 2 4
0.348 -0.145 0.113 0 . 0 6 5

-14.12 8.13 13.92 6.9
н

1 .66 -1 .02 -1 .53 -8.98
-5.69 3.41 5.61 2.7 8
-4.4 2.28 4.02 1 ,99

Rezi dual ni spekta r je Д (Ari

na osnovu (6,11)

na osnovu (6.13)

[ « - 7 . 1 6 3 - 0 . 3 8 , - 0 , 1 8 , 0 . 1 8 }  . 

te slijedi da bi rezultuj ući reguli sani sistem bio nestabilan.
Pošto je samo jedna sopstvena vrijednost nestabilna uvodi se dina­
mički regulator prvog reda, Dodatni mjerni signal 1 skoristiće se 
da se zadrži referentna sopstvena vrijednost X ^ ~ 1 .973 (primijetimo 
da bi za zadržavanje kompleksnog para Х^  ̂ bilo neophodno da se

KO Ш
 Kf-
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uvede regu] ator drugog reda). Koristeći (8.13) dobija se sada

f-0.31 7
— —1 

0.0064 50.98
п. | 0.042
i 0.626 . V|

-0.006
0.7 i V

-3.7
19.62

-0,083 0.007 17.37_

Usvajajući P0 = 1- 1 -t - 1 j,
za А„$ i spektar Ars sleđeće

dobija se na osnovu (8 .1 2 )

-6.47
1 . 1

-2.74
-1.79

-2.06 -1.37 
-0.28 -0.42 
-0.51 -0.27 
-1.19 -0.19

6.9
-0.898
2.78
1.99

Л(Ars ) '- {  -1.47,-0.34, - 0 .1 1 ± j 0 .1 8 } .

Slijedi da je sada A}„s stabilna matrica i usvojena vrije­
dnost PQ može se smatrati zadovoljavajućom. Mada je sada moguće da 

se dalje poboljšava rješenje i dobije i bolji spektar za Ars varira- 
njetn P » ili primjenom neke od metoda postavljanja polova, to se u
ovom i 1 ustrati vnorn pri mjeru ne sprovodi .

Poš to j e ovd j e

- 0 . 348 0 .14E 0 0
“

-0 .145 -0 .348 0 0

Л2г" 0 0 -0.163 0 .07 , Л =-1.973
P

0 -0.07 - 0 -1 63 ̂

a L je ,  na osnovu (8.13), da to sa 

L=|5.53 0.53 -2.88 -0.5l]

za parametre regulatora se, na osnovu (8.14), (8.15), dobija 

HQ= -1 .605 , D0=[-6.25 1 .87 -5.36 -1 1 . б].

Konačno, na osnovu (8.16), pojačanja regulatora su:

3.2 8 6 ' 1
KiG

'-26,33 -19,98"
_ - 4.2 4 7 > 31,24 25.54 .

-29.64
19.26

6.92 
“1 2,74 _
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II DIO

SINTEZA REGULATORA ZA SL02ENE DINAMIČKE SISTEME SA ĐECE- 
NTRALIZOVANOM UPRAVLJAČKOM I INFORMACIONOM STRUKTUROM

II.1. UVODNA RAZMATRANJA

U ovom dijelu rada posmatraćemo složeni linearni sistem 
kojim se upravlja skupom regulatora pri čemu svaki regulator ima 
zaseban skup upravljačkih varijabli, i svaki koristi zaseban skup 
mjerenja. Matematički model posmatranog sistema opisan je sa 

kx=Ax+ E B . u ., xeRn , u.cR^i 
1 = 1 1 1

(1 .1 )
Уј=С.х, y.zRr 1 , 1 = 1 ,. . . , k.

Problem upravljanja sistema (1.1) skupom dinamičkih regulatora, za­
snovanim na raspoloživim lokalnim i z1azima,obli ka

ž i=H i z i + D у i, z,.eRpi, i=l,...,k (1.2J

pri čemu je skup lokalnih upravljanja definisan sa

Kz1ERmi*pi, KyieRral'xri , 1-1....,k (1.3)

у najopštijem slučaju zahtijeva da se odrede :
flilif ЈУ1 .

(i) dimenzije regulatora p.f i =1 , k 
(ii) parametri regulatora D.. , i = 1 ,... , k 
(ili) pojačanja povratne sprege '<г . » K  ̂, i=1,.,.,k

tako da rezul tu j ući regul i sani sistem posjeduje zadovoljavajuće di 
namičke karakteristike. Mi ćemo pretpostaviti da su fizički zahtje 
vina dinamičke performanse sistema prevedeni u kvadratni kriteri- 
jum oblika 

00 k
Ц  /(xTQx+ E «|j^Uj)dt, Q>.Q, i| >0, 1=1,,..,k (1.4)
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Napomenimo da se problem sinteze skupa statičkih regula- 
tora oblika

V V ' i >  Ki €Rmixri , 1 = 1 (1 .5)

dobi ja kao specijalan slučaj navedenog problema, za D.=0,K .=0,I jL I
1 = 1,..., k.

Metodologija kojom je u ovom dijelu rješavan ovako gene­
ralno postavljeni problem upravljanja zasnovana je na koncepciji 
projekcionog upravljanja i rezultira u konstruktivnoj proceduri za 
sintezu decentralizovanih statičkih i dinamičkih regulatora kojom 
se prevazilaze neki nedostaci dosad predloženih rješenjaf/ 3 5 - 5 3 / . 

Predloženi postupak u suštini predstavlja generalizaciju metodolo­
gije razvijene za centra 1 i zovanu strukturu koja je prezentirana u 
prvom dijelu rada,

Glavna osobina ove metode je da se u okviru j e d i n s t v e n o g  

pristupa posmatraju sinteza linearnog kvadratnog regulatora i sin­
teza statičkih i dinamičkih regulatora za centra!izovanu i decen-  

tralizovanu strukturu, i to u prisustvu i bez prisustva spoljnih 
poremećaja. Ovakva sveobuhvatnost predložene metode proističe 12 
toga što se u njoj eksplicitno prepoznaje činjenica da glavna raz­
lika izmeđju sinteze regulatora stanja, sinteze centra!i zovani h 
regulatora izlaza i sinteze decentralizovanih regulatora izlaza 
proizi laži iz različite 1nformaci one strukture pridružene pojedini 
od navedenih problema, sa čime se ukazuju mogućnosti razvijanja ko 
nstruktivne metodologije za sintezu regulatora u raznim i nformaci o 
nim strukturama, pri čemu se linearni kvadratni regulator stanja 
uzima kao referentno rješenje u odnosu na koje se uporedjuju os ta i 
alternative. Naime, uvodeći

T
7ј 
т

c l
K=dg{Kr „

T Г TСЧ С 1

т
к 
Т 
к

* 4 * 1
т т тu < u j(. uk j l?1 *

R=dg(R-| .,Rkk} , H=dg{Ĥ  .,Hkk} ,D-dg{D.j,, ,,Dk}

Ky-dg{K , Куk} , К̂, = dg { k}

(1 .6 )

sistem, kfriterijim i statički 1 dinamički regulator se mogu pred­
staviti kao



x=Ax+Bu, y = Cx

j4 /(xTQx+uTRu)dt

° (1.7)
u = Ky
ž=Hz+Dy
u=K2 ztKyy

Osnovna razlika izmedju centra!izovanog i decentrali zovanog Slučaja 
proi2 i 1 azi s obzirom na ograničenje da matrice K , , H, D, K i R
u decentral1 zovanom slučaju imaju blok-dijagonalnu strukturu dok u 
centra!izovanom slučaju sve ove matrice imaju potpuno slobodnu stru­
kturu ,

Napomenimo, konačno, da i pored toga što je struktura in- 
formacionog i upravljačkog sistema decentralizovana (čime se poje­
dnostavljuje praktična realizacija sa gledišta obrade signala i pre- 
nosa informacija u realnom vremenu), navedene osobine metode proje- 
kcicnog upravljanja impliciraju centra!izovani algoritamski postupak 
Naime, pošto je u toku sinteze potrebno poznavati rješenje linearnog 
kvadratnog regulatora stanja, nameće se potreba da se off-line izra­
čunavanja vrše centralizovano, što, medjutim, ne umanjuje praktični 
značaj metode s obzirom na razvijenu efikasnu softversku podršku za 
pridruženi numerički problem.

II.2. SINTEZA DECENTRALIZOVANIH STATIČKIH REGULATORA METODOM 
PROJEKCIONOG UPRAVLJANO A

Za složeni linearni sistem 
k

x=Ax+ Z B .u . (2.1a)
1 = 1 1

У^С.х, i =1,,..,k (2.1b)

gdje su xcRn stanje, u_.cRm1 lokalna upravljanja, y^cRri lokalni

vektori mjerljivih izlaza a matrice A, B ■, C.j, i=1,...,k, odgova­
rajućih dimenzija, problem sinteze decentra1 izovanog statičkog re­
gulatora (zasnovanog na mjerljivim lokalnim izlazima sistema) sa-



stoji se u odredjivanju skupa lokalnih upravljanja oblika

ui=K1yi , KieRrnixri, i = 1 , —  ,k ( 2 . 2 )

koji obezbjedjuje zadovoljavajuće dinamičke karakteristike rezultu- 
jućeg regulisanog sistema, za pogodno odabrani kriterijum performan­
se

k
(2.3)T,f (х g х + E u ! R . . U ) d t, Q , R,.>0 £  ̂_ 1 1 » 1 * »

0

Pošto minimizacija kriterijima (2.3) u o d n o s u  na K., 
i=1 ,.,.,k, kao rezultat daje pojačanja povratne sprege zavisna od 
početnih uslova, kao jedan od mogućih pristupa za eliminaciju ove 
zavisnosti predložena je metoda, /15/, u kojoj se pretpostavlja da 
je p o č e t n o  stanje slučajna veličina karakteris a n a  sledečom očekiva­
nom vrijednošću i kovarijantnom matricom:

Е{хо}~°’ E{xoxJ} = Qo (2.4)

Sa ovim se, analogno centra!izovanom slučaju, problem svodi na 
nalaženje skupa K., i = 1 »...„k, koji minimizira očekivanu vrijednost
kri ter i j uma

I = E{J /xT (Q+ E cT kTr ..K.C.)xdt}
L o i = 1 1 1 1 1 1 ‘

(2.5)

uz ograničenje 
k

x=(A+ E В . К . С . Ј х ,  E ( x  х } =Q • _ ̂ s i i' 0 0 U ( 2 . 6 )

tj. na problem: naći skup , 1 = 1 ,...,k, koji minimizira 

I = T r a g  ( M Q 0 )

pri čemu je M rješenje linearne jednačine Ljapunova

( 2 Л )

(A+ I B.K.C. )TM+M(A+ S B,K.C,)tQ+ 
i = l 1 1 1 1 = 1  1 1 1

E cTkTr ..k .c .=o
1 1 n  1 1

1 , - 1

( 2 . 8 )

Sada se rješenje problema odredjivanja pojačanja i=1,,..,k, do-
bija primjenom operacija gradijentnih matrica / 1 2 2 / na Lagranžijan
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L(K. ,M, V) koji je definisan sa

L(Ki .H,V)=^nrrag(MQ0 )+gTrag¥ [(A+ . 2 1 в  ̂Ki )TM-!-

ТЛ,*M(A+ S B K.C.)+Q+ Z C K R,.K.C.
i = 1 1 1 1 i = 1 ' 1 ' 1 1 '

vl (2.9)

gdje je simetrična matrica V Lagranžov multiplikator. Potrebni uslo- 
vi za optimalnost dobijaju se izračunavanjem sledećih parcijalnih
izvoda

3L_= 0 , i = 1 k

šio rezultira u optimalnim pojačanjima

K.=-r'1 I .: Bi11 i
.т
’in v c : (c .vc т. - 1 i = 1 ( 2 . 11)

pri čemu je M dato jednačinom (2.8) a V zadovoljava relaciju 
k k

(A+ ^  B.K.C. )V + V(A+ Z B.K1 C.)T+0o = 0 (2.12)
i = 1 i= 1

Za rješavanje sistema nelinearnih jednačina (2.9), (2.11), 
(2 .1 2 ) predloženo je više iterativnih numeričkih algoritama ali je 
očigledno da ovaj pristup sadrži sve one nedostatke koji su navede­
ni za Centralizovani slučaj. Naime, pored toga što se analitički 
tretman problema završava sa potrebnim uslovima za optimalnost
(2.9), (2 .1 1 ), (2 .1 2 ), predložena metoda ne daje uvid u egzistenci­
ju rješenja, a ako rješenje postoji ne može se, na osnovu parameta­
ra sistema, ništa reći o njegovim osobinama. S druge strane, rješe­
nje zasnovano na ovakvom pristupu ne može se povezati sa referentnim 
rješenjem koje bi se imalo u slučaju potpune povratne sprege po sta­
nju i ne postoji prirodan prelazak na poboljšanje rješenja uvodjenjer 
skupa dinamičkih regulatora u slučaju da rješenje sa statičkim reguli 
torom ne zadovoljava.

S obzirom da su navedeni nedostaci u centra!izovanom sluča­
ju đjellmicno ili potpuno otklonjeni primjenom metode projekcionog 
upravljanja, ispitana je mogućnost generalizacije ovog prilaza na 
sisteme sa decentralizovanom strukturom. Kao motivacija za ispitiva­
nje mogućnosti ovakve generalizacije pos1 uži 1 a Je si ičnost jednačine



kojom je definisana vrijednost kriterijima sa odgovarajućom jednači 
пот u Centralizovanom slučaju. Naime, za upravljanje oblika (2.2) 
sa proizvoljnim , 1=1,....k, vrijednost kriterijuma (2.3) se može
izraziti kao

J{ V K 1 * • * • ,Kk̂  = 2 xoMxo (2.13)

pri čelu M zadovoljava (2.8). S druge strane, uvodeći

s.=b .r^ b !, s =b r“1bt (2.14)

lako se pokazuje da važi
k

s= z s .
■i - 1 '

(2.15)
i — i

J e d n o s t a v n i m  matričnim manipulacijama, uz korišćenje (2.15), poka-
zuje se da se (2 .8 ) može napisati u obliku

k
A1M+MA-§|SM+Q+ T, W • (M , K .) = 0 

i = 1 1 1

pri čemu je

(2.16)

(2.17)

Uočavajući analogiju sa odgovarajućom jednačinom iz Cen­
tral izovanog slučaja, /84/, i uzimajući u obzir separabilnost čla­
na W-(M,K.) u odnosu na K. kao i Teoremu komparacije, /123/, u ra-I I I
dovima /91, 92/ predložen je prilaz kojim se minimizira doprinos
člana li. (M, K.) u jednačini (2.16) izborom K. , i = 1 ,. .. r k , koji mi - 1 1  -1 Tni mi zM ra j u otežanu normu člana E . = R . . B . M + K . C . u srednje kvadratnomi 111 l i *
smislu. Uzimajući pogodne težinske matrice 
pojačanja K. , i=1 ,...,k, koje minimiziraju
su date sa

G . ,  i = 1 , ,  . . , k , matrice 
normu Ili=Trag(E.G,ET)1/d

i i 5 I

K.,=-R“] bTm G.C1 (Ci Gi c T ) ~ 1 , 1 = 1 ,...,k (2.18)

Uvodeći projekcione matrice 

pi=G1 Ci(CiG 1 C i)"1 ci• Ri= ! - P 1
(2.19)

i zamjenjujući (2.18) u (2.17) dobi ja se W ̂ rTm S^MR^ , sa čime se
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jednači na (2 . 1  6 ) svodi na

(2 .2 0 )

Znači, jednačina koja daje vrijednost kriterijima pri­
družena pojačanjima (2,18) postaje, kao i u Central izovanom slučaju, 
/84-86/, proširena algebarska Rikatijeva jednačina, s tom razlikom 
što se ovdje javlja suma od k članova od kojih svaki predstavlja 
povećanje kriterijuma usled ograničenih informacija dostupnih odgo­
varajućem lokalnom regulatoru. S obzirom na ovu analogiju, očekuje 
se da se prilaz iz /84/ može genera1 i zova ti na decentralizovani 
slučaj. Ovaj prilaz bi vodio ka ođredjivanju posebne klase proje- 
kcionih matrica , i= 1 ,..,,k, koje garantuju egzistenciju poziti­
vno definitnog rješenja (M>0) jednačine (2.20) i obezbjedjuju da 
rezu 1 tujući regulisani sistem posjeduje osobine povezane sa oso­
binama rješenja zasnovanog na regulatoru stanja. Umjesto toga, mi 
ćemo, analogno pristupu za centra 1 izovani slučaj iz prvog dijela 
ovog rada, đefi ni sati projekciona upravljanja, ispitati njihove 
osobine i povezati rezultujuće rješenje sa rješenjem jednačine
(2.20). S obzirom da projekciona upravljanja odgovaraju specijal­
nim izborima težinskih matrica , 1 = 1 ,..., k, može se očekivati da 
će neke, ili sve, osobine rješenja zasnovanih na projekcionim upra­
vljanjima važiti i u decentralizovanom slučaju. Ovo ćemo najprije 
pokazati za slučaj kada svi lokalni regulatori imaju na raspolaga­
nju isti broj mjerenja r.=r, k, a zatim i za opštv slučaj
proizvoljnog broja lokalnih mjerenja.

P o s e ban slučaj, r^=r , i = 1 ,.. ,, k

Iz izraza za S, (2.15), slijedi da prva četiri člana u
(2.20) predstavljaju Rikatijevu jednačinu (1.1.21) za optimalnu 
vrijednost kriterijuma pridruženu linearnom regulatoru stanja. Ova 
činjenica ponovo opravdava izbor linearnog regulatora stanja kao 
rješenja koje karakteriše referentnu željenu dinamiku. Ovo rješenje 
je definisano sa jednačinom optimalnog sistema

x=(A-SM )x=Fx (2.21)
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optimalnim upravljanjem

_ i т
u-~.R V m хc (2 .2 2 )

i optimalnom vrijednošću kriterijuma J gdje je Mc rje­
šenje algebarske Rikatijeve jednačine. Cilj decentrali zovanog pro- 
jekcionog upravljanja je da se u pridruženom regulisanom sistemu 
zadrži dominantna dinamika ovog referentnog rješenja, što, us led 
ograničenja na i nformaci onu strukturu, dovodi do degradacije per­
formanse regulisanog sistema. U slučaju da je za neko rješenje 
bazirano na primjeni projekcionog upravljanja degradacija perfor­
manse nedopustiva, mora se obezbijediti poboljšanje ovakvog poče­
tnog rješenja ili pogodnijim statičkim regulatorom ili dinamičkim 
regulatorom, li ovom odjeljku ćemo definisati projekclona upravlja­
nja za decentralizovanu strukturu, ispitati njihove osobine i raz­
motriti mogućnosti modifi kovanja rješenja u klasi statičkih regula 
tora za slučaj da je potrebno ili stabi1 izovati rezultujući sistem 
ili poboljšati njegove spektralne karakteristike.

Skup projekci oni h matrica pridruženih pojedinim lokalnim 
regulatorima defi nišan je sa

Očigledno je da se ovako definisan skup projekcionih upravljanja 
može implementirati statičkim regulatorima izlaza

Defi nišimo X i A kao matricu sopstvenih vektora i spekta
* пхгmatrice F i neka je XrcR formirana od r sopstvenih vektora pri 

druženih podspektru Л.сл. Neka je YeRnx '̂1‘t ̂  proizvoljna matrica
koja zadovoljava uslov da je matrica T=[X Yj regularna i neka je
VeRin~r)xn def i ni sa na sa Т“^= .

(2.23)

a odgovarajuća projekciona upravljanja sa

1 = 1 k (2.24)

(2.25)

Primjenom projekcionog upravijanja(2.24) na sistem (1.1) dobija 
se regulisani sistem čija je dinamika opisana sa



7 9

x--A х c , a c =a -
k
ш

1 =  1
S,M P . i c i (2.26)

a lako se pokazuje da je pridružena vrijednost kriterijuma data 
1 T

sa J = 2r V 1xo ’ P5"’’ ^emu ^ zadovoljava jednačinu

aIm+MA -fQ+ 'i рТм S .• M P • = 0
C C (2.27)

Osobine proj ekc i oni h upravljanja (2.24) i rezultuj ućeg 
regulisanog sistema (2.26) mogu se sada opisati sledećim rezu 1 -
tatima:

Teorema 11.2.1

(a)

( b )

R.{ Xr } je invarijantni podprostor regulisanog 
a A njegov oodspektar , odnosno A „X = Х , Л ;

Г  C  г Г Г

Preostali polovi regulisanog sistema dati su 
gdje je Аг def i nišana sa

A =VA„Y r c

sistema (2.26) 

sa A (Aг),

(2.28)

Dokaz. Iz osobina projekcionih matrica P. i definicije S4 , i = 1,,..kf 1

slijedi

v v a v  “ i V i V ’V '  ! w r W R r ’]s l 1 = 1

Iz definicije Х’г i gornjeg izraza proizilazi

A X =X A c r r r (2729)

čime je stav (a) dokazan. Da bi dokažali (b) primijenimo transforma­
ciju sličnosti T = Xr Y na regulisani si stem (2.26), čime se dodi­
ja matrica transformi sanog sistema

■ v r 4 T !
H !A Vj c X r V (2.30)

odnosno u đekomponovanom obliku

илсхг UA Y

VAcXr VA YU —
(2.31)
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Uzimajući u obzir (2.29) i VXr=0, U X r-1 , dobi ja se

At“
UACY

VACY
(2.32)

odakle, s obzirom na bi ok-trougaonu strukturu i invari jantnost 
spektra matrice na transformacije sličnosti, neposredno slijedi

A(Ac)-ArUA(Ar) (2.33)

pri čemu je A„. dato sa (2.28).Г

Teorema 1 1. 2 . 2 Ako je A c stabilna rnatrica, za svako х л г  R { X г  |} važi

II 1 T
■X МХ =;;Х М X 2 о с 2 о с о (2.34)

gdje М deri n i š e vrijednost kriterijuma asociranu sa projekcionim
upravljanjem. Stavi Se, M zadovoljava proširenu algebarsku Ri ka ti -
jevu jednačinu (2.20) pri čemu je R. defi nišane sa (2.23).

1

Dokaz, Dekompozicijom M=M„+D i zamjenom u (2.27), uz kori šćenjeC
činjenice da M zadovoljava Ri ka ti jevu jednačinu, dobila se da 
D zadovoljava

S5Ct0W ° -  Qc. i R > cV < c R1i ~ i
(2.35)

Primjenom transformacije i, (2.35) prelazi u

aId .+ Df1 t VAt+Qt~0, Dt=TTĐT, Qt=TTQcT, At=T“1 AcT ( 2 36)

Uvodeći dekompozi čiju

h »2П
Dt i т ( 2 .37)

d; D
L 2 o _

i koristeći R^T = R^[Xr Y_] = [o R^y ], jednačina (2.36) se može napi 
sati u dekomponovanom obliku

Л 0

(UAcY)T k]

“ - Г
D1 C 2 ° 1 ° 2

dI d
+

d y 0L 2 o. L 2 o. *-

V  UV

r J

0 0  

0 Go-
(2.38)



pri čemu je G = 2 YTrTm _S . M R . Y , Jerinačina (2.38) daje skup li-o * 4  i c i c ii = 1
nearnih jednačina

ArD1+D|tr = 0  

ArD2 ^D1 UAcY + 0 2 Ar = °

(UAcY)TV A\ +D2 UV  + DoAr + V 0

(2.38a)

(2.38b)

(2.38c)

Iz (2.38a) slijedi Df*=0, a kada je stabilna matrica i -Ar 
nemaju zajedničkih sopstvenih vrijednosti pa iz (2,38b) slijedi 
Dp“0. Konačno, iz (2.38c) slijedi da je DQ đato kao rješenje je- 
dnačlne Ljapunova

A D r c+ Đ A + 6 - 0  0 r 0
(2.39)

dok je D da to sa
г п

D=T"Тп -1-1 t ,т „т-1D ,1 =! U Vt i  J
0

0
L

---
jo

o
 
o

u =VTD V
0

(2.40)

Znaci

odakle neposredno slijedi (2.34), jer je Dx =V^D Vx =0 za svako 

xoeR1 V ’

Da bi pokazali da M=M +VTĐ V zadovoljava (2.20), tran-
C  0

sformišimo ovu jednačinu u oblik
k k k

(A- 2 S .MP.)TM+M(A- 2 S • MP .)+Q+ 2 pIm S.MP,=0
1 = 1 1 1 i= 1 1 1 i= 1 1 1 1

Kori steći

(2.41)

MPi=(Hc+VTDoV)Pi=(Mc+VTDoV)Xr(C.Xr)"1 Ci=0

(2.41) se lako svodi na (2.27), čime je tvrdnja dokazana.

Znači, kada je rezultujući sistem sa povratnom spregom 
stabilan, rješenje dobijeno primjenom decentral i zovaniSi projekci- 
onih upravljanja posjeduje sve osobine odredjene za centra 1 izova- 
ni problem upravljanja. Napomenimo da takvo rješenje odgovara onom 
koje bi se dobilo rješavanjem (2 .2 0 ) za poseban skup projekcionih
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matrica R., i=1,...,k, definisan sa (2,23), t j . rješenju a soci ra­
nom sa skupom G.. , i=1,...,k, implicitno povezanim sa R.. , i=1,...k, 
relacijama (2.19) i (2.23),

Opšti s 1 učaj

Posmatrjmo sada opšti slučaj kada su r . i«1 »...,k, proiz- 
voljni, U ovom slučaju projekcione matrice (2,23) se moraju modifi- 
kovati jer X nije kompatibilno sa različitim dimenzijama matrica 
C•, i = f, ...,k. Neka su F, X , def i ni sani kao i za pгethodni slučaj i 
neka su X.eR 1 , i = formirani od r. sopstvenih vektora matri
ce F pridruženih podspektrima Л.сА. Definišimo sada projekcione ma­
trice izrazima

. у / v \ - I r
V-i Лј ) Ci R, = I-P. 4 = 1 S • ♦ • 5 ' (f .42)

i sadržimo definiciju projekcionih upravljanja (2.24), tako da su 
regulisani sistem i jednačina koja daje vrijednost kriterijuma dati 
sa (2.26) i (2.27), Tada važi sledeći rezultat:

Teorema 11,2.3
k

'a) Neka je AQ= П i neka se XQ
i — 1

ra a soci ranih sa AQ . Tada R{X Q } 
podprostor sistema (2,26), tj.

sastoji od sopstvenih vekto- 

predstavi ja i nvarijantni

A X =X Л c o o o (2.43)

(b) A(Ac)=A0 UA(Ar), pri čemu je Ar dato sa (2.23) za pogodno 
defi nišane V i Y .

Dokaz. Neka je AmeAQ i neka xm označava asociram' sopstveni vektor 
Tada iz osobine projekcionih matrica: P-X..=X^, i=1,...,k, slijedi

pi V V  Zna£1-

Ac V « V  i £ , s i Mc pi x™=ftV  f E. , s i “ c V F l .  

OdriOSnO

l x *Lx„cm m m (2.44)
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Pošto ovo važi za svaku sopstvenu vrijednost, ili par kompleksnih 
sopstvenih vrijednosti, iz Л

Def i ni sudi I -■[" X l o

o
Y

stav (a) j

П ■ т " 1i T =

i
cz o __
__

_J

.V J
(b) se pokazuje jednosta

virim ponavljanjem dokaza Teoreme II.2.1 b).

Iz ovog rezultata slijedi da je maksimalna dimenzija in~ 
vari jantnog podprostora koji se može zadržati u reguli sa nonf sistemu
da ta sa

r= min r. (2.45)
i

kao i da se r-d i menzi on i pod prostor može zadržati samo ako se pri 
definiciji projekcionog upravljanja primjenjuje sledeči princip i n- 
kluzije: ako je r • <r.. tada Л.сЛ ..

* \J * чЈ
Definišimo r„, =max r . i označimo sa A pbdspektar ma­ma х . i max  ̂ к

trice F asoc i ra n sa proj ekc i on i m upravljanjem onog upravljača koji
ima najveći broj dostupnih mjerenja. Formirajmo X„av od pridruženih
sopstvenih vektora. Uz pretpostavku da je stabilna matrica važi:

1 T  1 тTeorema II.2.4 Za svako x„eR{X„> važi oX„Mx_=oX M„x_. Staviše, ako 
je Л-сA za svako i = 1,...,k, M se može razdvojiti na M=M_ + D=I j  IDđ A C
-Hc+V D^V pri čemu je Dr dobijeno kao rješenje matrične jednačine 
Ljapunova oblika (2.39), za pogodno definisane i GQ|

Dokaz. Postaviti X„ = X„ i Л„=А_ i ponoviti dokaz teoreme II. 2.2.“ Г U Г U

Ovi rezultati pokazuju da pogodne osobine rješenja zasno­
vanih na projekcionom upravljanju važe i za slučaj decentralizovane 
strukture sa proizvoljnim dimenzijama lokalnih mjernih vektora. Me- 
djutlm, pored ovih privlačnih karakteristika, projekciona upravlja­
nja posjeduju i odredjena ograničenja koja je takodje važno uočiti 
kako bi se sinteza upravljanja mogla modifikovati u slučaju da je 
rezultujući sistem sa povratnom spregom ili nestabilan, 1 1 1  stabi­
lan ali sa nezadovoljavajućim spektralnim karakteristikama. Osnovna 
mana, kao i kod svih rješenja baziranih na povratnoj sprezi po iz­
lazu, proističe iz činjenice da uslovi za stabilizaciju sistema po­
vratnom spregom po izlazu još ni jesu poznati. S druge strane, čak i 
u slučaju da se sistem može stabilisati, kompletna sloboda sadržana 
u izboru parametara povratne sprege se primjenom projekcionog upra-



vijanja koristi za zadržavanje invarijantnog podprostora u rezul- 
tujućem regulisanom sistemu, definisanog referentnim optimalnim 
rješenjem. Drugim riječima, projekciona upravljanja sintetizuju 
rezultujući regulisani sistem komponovanjem optimalnih referentnih 
osobina u i nvari jantnom pod prostor u R = R{iS( ) sa fiksiranim karakte- 
ristikama, uzrokovanim projekcionim upravljanjima, u komplementar­
nom podprostoru Z, pri čemu je dim R=r i dim Z=n-r. Na ovaj način 
se garantuje optimalna performansa u podprostoru R po cijenu mo­
guće znatne degradacije u podprostoru Z. Poredjenje spektra rezi­
dualne matrice , a soc i rane sa Z , i rez i dua 1 nog spektra Л (F) (пе- 
zadržaaog u Л(А )) služi kao kvalitativni pokazatelj ove degradaci- 
je, a matrica D obezbjedjuje kvantitativan pokazatelj degradacije 
performanse. Kada se pomenuta degradacija može tol eri sati, rješenje 
def i ni s a no projekcionim upravljanjem se ocjenjuje kao prihvatljivo. 
U slučaju da je rezultujuća degradacija performanse neprihvatljiva 
ili je regulisani sistem nestabilan, moraju se pređuzeti dalji ko­
raci u cilju poboljšanja rješenja. Kao i kod centra!izovanog sluča­
ja, metoda pruža mogućnost da se ovo učini na dva osnovna načina. 
Prvi se sastoji u dopuštenju izvjesne degradacije performanse u 
podprostoru R, a da se dobijena sloboda iskoristi u poboljšanju 
performanse u podprostoru Z. Ustvari, dimenzija podprostora R se 
redukuje a dimenzija Z se povećava uz poboljšanje performanse u 
ovom podprostoru. Kod drugog načina se povećava dimenzija R uvo- 
djenjem dinamičkih regulatora a sloboda sadržana u izboru njihovih 
parametara se koristi za oblikovanje karakteristika sistema u kom­
plementarnom podprostoru Z. Ovdje ćemo detaljnije razmotriti prvi 
način, a drugi će biti prezentiran u narednim odjeljcima.

Osnovna teškoća pri primjeni prvog načina sastoji se u 
tome što se, usled nepostojanja uslova za stabi1 izovanje sistema 
regulatorom izlaza, ne može .unapri jed znati da li rješenje posto­
ji. Medjutim, rješenja asocirana sa projekcionim upravijanjima da­
ju uvid u praktične mogućnosti poboljšanja početnog nezadovoljava­
jućeg rješenja, na osnovu kojeg se možemo odlučiti da li će se ovaj 
način uopšte primjenjivati u đatom problemu upravljanja. U tem smi­
slu razmotrit ćemo dvije alternative koje postoje u okviru ovog 
prilaza. Prvo ćemo anal izirati karakteristike regulisanog sistema 
kada se primijeni konveksna kombinacija projekcionih upravljanja
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a zatiru ćemo prezentirati generalni prilaz u kome se sloboda đobi- 
jena redukovanjem dimenzije R prevodi na decentralizovani problem 
podešavanja spektra asociranog sa podprostorom Z povećane dimenzije.

Neka su projekcione matrice pridružene i-tom regulato­
ru i odgovarajućim A'jjcA, j = 1 s , |=j1 ,. .. » k , definisane sa (2.42).
Tada važi sledeće uopštenje Teoreme 11.2.3.

s -j
Teorema II.2.5 Neka su P.= E а.РХ, i = l,...,k, pri čemu su a-,
----- ------------—----  I -j „ <j J * J
j=1 ,...,s, skalari iz skupaJ"

S =(б : E a = 1 ,  0 £ a  3q q _ i  ч ч

i neka lokalni regulatori 
fini sa na sa (2.24). Neka

s
3A . = П A ' i

j- 1

Л
k
П Л . 

0 1 И  1

primjenjuju projekciona upravljanja de- 
je

i označimo sa X matricu sopstvenih vektora od F pridruženu hQ .
Tada je R{X > invarijantan podprostor rezultujućeg sistema, tj . 

0 k
А.Х =X A c o o o pri čemu je A.|A- X S.M P, 

1 = 1 1 c

Dokaz. Neka je х eR(X > sopstveni vektor 
P;.x =* a pošto a- pripada skupu S važi

f Ш Ш u

k
А.х. ~Лх • cm m E S . M _ х

i = 1 i c m :Fx =x X . m m m

asoci ran sa X eA .m o
pixm=xm* Znač1s

Tada je

Da bi ilustrovali efekat projekcionih upravljanja ovog
tipa na spektra!ne karakteristike regulisanog sistema, razmotrimo
detaljnije slučaj kada svi regulatori - koriste linearnu kombinaciju

1 2od dva člana oblika P.=aP. + (1-a)PT , pri čemu je podspektar
1 1 11 1 2 2Ли=АпиЧ_ od F pridružen P| a podspektar л =A„Ux_ pridružen P., zar o s  r u p  =1
i = 1,..., k. Označimo, dalje, rezidualne spektre pridružene sa
A ( Al!| » j = 1,2, i neka je sn lokacija pola A u podspektru A (A •), sa r P P r
Re{sp}>0. Na sličan način, neka je sg lokacija pola Xs u podspektru

A (A p ), sa Re{s,}>0. Parametri zacijom A r=A r(a) i puštanjem da a po­

prima vrijednosti od 0 do 1, polovi komplementarni AQ u regulisanom 
sistemu opisuju geometrijska mjesta korijena. Duž grana GMK-a pol 
ss se kreće iz nestabilne oblasti ka lokaciji odredjenoj polom X$»



dok stabilan pol prelazi u nestabilnu oblast ka lokaciji sp.
Pretpostavljajući da postoji neka vrijednost ae{0,1) za koju su
is (a 1 i s (a) stabilni polovi, korišćenje konveksne kombinacije p' ' s v ‘
pro j ekc i onih upravljanja daje stabilan sistem i na taj način po­
boljšava prethodno rješenje. Naravno, i s t i  postupak se može primi­
jeniti u slučaju da je regulisani sistem stabilan ali mu treba po­
boljšati spektralne karakteristike.

U opštem slučaju, prvi način se može interpretirati kao 
korišćenje slobode dobijene redukovanjem dimenzije podprostora R u 
oblikovanju spektralnih karakteri sti ka komplementarnog podprostora 
Z, Ispitujući razne Л (A r} pridružene pojedinfm projekcionim upra­
vljanjima u ovakvom pristupu se prvo odredi broj nestabilnih polo­
va za svaki pojedini slučaj, i na toj osnovi se odredjuje redukova- 
na dimenzija R. Poslije toga može se uspostaviti sledeća procedura 
za obi i kovanje spektralnih karakter istika proširenog podprostora Z.

Defi nišimo T•eRr°xr^, i = 1 ,.. ., k , kao proizvoljne matrice 
koje zadovoljavaju uslov da je observabilni podprostor para 
(A,T J . ) ekvivalentan observabi 1 nom podprostoru para (A , C ̂ ). Uzima­
jući r <r., i = 1 ,... ,k, možemo na ovaj način uvesti sažimanje dostu­
pnih mjerenja u decentralizovanoj strukturi i problem sinteze sta­
tičkog regu1 a tora modi fi kovati tako da se dobije isti problem ali 
sa manjim brojem mjerenja dostupnih svakom pojedinom regulatoru.
Radi jednostavnosti izlaganja pretpostavili smo da je sažimanje iz­
vršeno tako da svaki lokalni regulator ima na raspolaganju isti broj 
konđenzovanih mjerenja. U prilog opravdanosti ove pretpostavKe ide 
i činjenica da je dimenzija invarijantnog podprostora koji je mogu­
će zadržati sa đecentra1 izovanom strukturom diktirana od strane 
onog regulatora koji ima na raspolaganju najmanji broj mjerenja, 
dok je dodatna sloboda sadržana u preostalim dostupnim mjerenjima 
sa pomenutorn procedurom sažimanja ionako prevedena u pogodan izbor
matrica T. i= 1 k. Znači, sa pretpostavkom o istom broju kon-
denzovanih mjerenja nećemo izgubiti u opštosti razmatranja. Defi ni­
žući С1 -Т1 Ц1, i=1 ,...,k, problem se formalno svodi na već riješeni 
slučaj. Primjenjujući odgovarajuća projekciona upravljanja, sve oso-

koje su date
eoremama II.2.1 i II.2.2 važe i za ovaj slučaj. Naime, neka je
bine rješenja koje važe za slučaj г^=г, i=1 ,...,k,

X s Rnxr 0 matrica sopstvenih vektora asocirana sa zadržanim podspe-



ktroni Л i neka su, shodno ovakvom izboru X . definisane na odgova^O __ _ _ __ 0

raj ući način matrice Y, V, P.. i , i=1,...,k. Pošto je

P!=Xo<CiXo>'lE1=Xo('TiCiXo5'lTiC1 ■ »"*.... k <2-«>

regulisanf sistem je opisan matricom stanja 
k

A =A” Z S.M_P. (2.47)
1 = 1 1 c 1

lako se pokazuje da važi

Л(Ас)=Лоил (Аг}

pri čemu je

(2.48)

(2.49)

Asocirana vrijednost kriterijuma je R = MC + V ' D V , pri čemu D zado­
voljava matričnu jednačinu Ljapunova

Љ т + 0  I +Ci = 0  r m m r o (2.50)

gdje je Gq definisano analogno izrazu (2.38). Uzimajući u obzir 
(2.46) i (2.47), rezidualna matrica Ar se može napisati kao 

k ,
!r =fsv-  E V S i Mc X0 (T1C1X0 ) - l T i Ci ?  ( 2 . 51 )

Uvodeći pseudo-inverziju =(xTcTc.X^)-1xlcT slijedi
1 0  0 1 1 0  0 1

. 1 -
( т ј с . х о ) - - т 1. = ( с 1х о !1+ м . 11г Г с 1х о ( с 1Х о ),T (2.52)

pri čemu je M^eRr°xri proizvoljna matrica. Zamjenom (2.52) 
(2.51) dobija se

A =A + z B . M A. r 0 1 0  1 1 0
(2.53)

pri čemu je
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B. =-?s i  M l- io I C O
{ 2 . 5 5 }

г Г с 1Хо<С1Хо>
(2.56)

P o s t o j e  r a n g  1 r i  x 0 (c|t X Q ) T = r . - r Q , p r o i z v o d  I  f i - C i  Xo (C.  XQ)1 J
se može i z r a z i t i  k a o  F , N.  g d j e  j e  N.  o d r e d  j  e n o  s a  I  , - С . У ,  ( С . Х Ј 1

f  л \ 1 1  1 Г I Ž U I U
a F. eR r ° x ' г ’ ” г ° '  j e  p r o i z v o l j n a  m a t r i c a .  Z n a č i ,  ( 2 , 5 3 )  s e  m o ž e  

nap i s a t i  k a o

v V
k
Z  B
i = 1

. F . A , . 
1 0  1 1 1 ‘1 i N . C . Yi i ( 2 . 5 7 )

čime s e  p r o b l e m  o b l i k o v a n j a  r e z i d u a l n o g  s p e k t r a  s v e o  na  p r o b l e m  

decentral i z o v a n o g  p o s t a v l j a n j a  p o l o v a  u f u n k c i j i  i z l a z a .

K o n a č n o ,  n a p o m e n i m o  d a  k a d a  s e  p r o b l e m  o b l i k o v a n j a  r e z i ­

dualnog s p e k t r a  u s p j e š n o  r i j e š i  b i l o  k o j i m  o d  n a v e d e n i h  n a č i n a  t a ­

da su p r e o s t a l e  f a z e  u p o s t u p k u  s i n t e z e  s t a t i č k i h  r e g u l a t o r a  e k s p l  

c i t no d e f  i  n i š a n e  p r o s t i m  a n a l i t i č k i m  i z r a z i m a .  N a i m e ,  p o j a č a n j a  

p o v r a t n e  g r a n e  k o j a  i m p l e m e n t i r a j u  p r o j e k c t o n o  u p r a v l j a n j e  data su 
u n a j o p š t i j e m  s l u č a j u  s a

K. - - R i г. T
i ' i i  i  ' c  oм X - < T i C i X o> i - 1  , . , . ,  k (2.58)

dok s e  d e g r a d a c i j a . v r i j e d n o s t i  k r i t e r i j u m a  a s o c i r a n a  s a  p r o j e k c i o -  

nim u p r a v l j a n j e m  d o b i  j a  k a o  r j e š e n j e  j e d n a č i  ne  ( 2 , 5 0 ) .

P r i m j e r  4

P o s r n a t r a j m o  s i s t e m  1 2 ~ t o g  r e d a  s a  t r i  u p r a v l j a č k a  c e n t r a  

i u k u p n o  d e v e t  m j e r e n j a ,  d e f i n i s a n  s l e d e ć i m  m a t r i c a m a

- 0 . 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 - 0 . 4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 - 0 . 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 - 1 - 2 - 4 0 0 0 0 0 0 D - 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 D — 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 ~ 8 - 1 2 - 2 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

L 0 1 1 0 0 0 0 0 0 - 3 - 2 - 6 0 0 1
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1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

pr i  č emu  s u  t e ž i n s k e  m a t r i c e  u k r i  t e r i  j  umu o p t i m a l n o s t i  

Q=di  a g  { 1 0 , 1 0 , 1  0 > 1 0 0 , 1  0 , i 0 , 1  0 0 , 1  0 J  0 , 1  0 0 , 1  0 , 1  0 }  i R = I  3 .

S p e k t r i  s l o b o d n o g  s i s t e m a ,  o p t i m a l n o g  s i s t e m a  s a  p o v r a t n o m  

s p r e g o m po  s t a n j u  i s i s t e m a  s a  z a t v o r e n o m  p o v r a t n o m  s p r e g o m  u s l u č a ­

ju da s u  s v i h  d e v e t  m j e r e n j a  d os t u pn i  s v i m  r e g u l a t o r i m a ,  d a t i  s u  u 

T a b e l i  1 .  Z a d n j i  s p e k t a r  o d g o v a r a  s l u č a j u  k a d a  s u  p r o j e k c i o n a  u p r a -
у 1 * * з л i 2 >v i j a n j a  .z a  s v a  t r i  r e g u l a t o r a  f c r m i  r a n a u z i m a j u ć i ■ V p v

0 ' UJ ( J * t a * C _ to
0 0 C c

- 1 9 , 4 0 3 0 0 . 0 0 0 0 0  - 1 9 . 6 5 8 0 0 .0 0 0 0 0 - 1 9 . 0 0 4 0 0 ,0 0 0 0 0
- 5 . 7 4 2 7 0 0 . 0 0 0 0 0  - - 4 . 6 3 5 Б 0 0 .0 0 0 0 0 - 4 . 2 2 0 1 0 0 .0 0 0 0 0
- 3 , 5 1 1 1 0 0 ,0 0 0 0 0  - 6 . 5 * 3 1  0 0 . C 0 0 0 G - 1  . 8 4 9 9 0 0 .0 0 0 0 0

0 , 1 3 0 7 7 0 . 0 0 0 0 0  - 1 . 0 3 0 3 0 1 . 0 4 5 1 0 - 0 . 8 0 1 2 8 0 . 3 8 7 9 1
- 0 . 4 9 0 6 7 0 . 7 1 0 4 8  - 1 . 0 3 0 3 0 - 1  . 0 4 5 1  0 - 0 , 8 0 1 2 8 - 0 . 9 8 7 9 1
- 0 . 4 3 0 6 7 - 0 . 7 1 0 4 8  - 0 . 8 0 1 2 9 G . 9 8 7  91 - 1 . 0 3 0 3 0 1 . 0 4 5 1 0
- 0 . 8 5 3 0 7 0 . 0 0 0 0 0  - 0 . 8 0 1 2 9 - 0 . 9 8 7 9 1 - 1  . 0 3 0 3 0 - 1 . 0 4 5 1 0
- 0 . 5 2 4 4 7 0 . 0 0 0 0 0  - 0 . 4 6 1 5 3 0 . 5 8 0 4 3 - 0 . 4 6 1 5 3 0 . 6 8 0 4 3
- 0 . 1 0 9 3 E - 0 1  0 . 7 2 1 7 7  - 0 . 4 6 1 5 3 - 0 . 6 8 0 4 3 - 0 . 4 6 1 5 3 - 0 . 6 8 0 4 3
- 0.1 0 9 3 E - 0 1  - 0 . 7 2 1 7 7  - 0 . 6 9 6 7 1 0 .0 0 0 0 0 - 0 , 3 6 8 0 1 0 .0 0 0 0 0
- 0,1 7 6 7 0 0 . 6 1 1 0 1  - 0 . 4 7 5 2 9 0 .0 0 0 0 0 - 0 . 4 7 5 2 9 0 .0 0 0 0 0
- 0.1 7 6 7 0 - 0 . 6 1 1 0 1  - 0 . 3 6 8 0 2 0 .0 0 0 0 0 - 0 . 6 9 6 7 2 0 .0 0 0 0 0

T a b e l a  1

K a d a  s e  u p r a v l j a č k i m c e n t r i m a n a m e t n u  o g r a n i č e n
r e n j a  k o j a  mo g u  k o r i s t i t i  u i m p l e m e n t a c i j i  u p r a v l j a n j a  t a d a  d o l a z i  

do d e c e n t r a l  i  z o v a n o g  p r o b l e m a  u p r a v l j a n j a « .  Z a  i l u s t r a c i j u  u z m i m o  

s l u č a j  k a d a  s u  u p r a v l j a č k i m  c e n t r i m a  d o s t u p n a  s l e d e ć a  m j e r e n j a ;  

pr v i  u p r a v l j a č k i  c e n t a r  k o r i s t i ' ( y 1 , y ?  , У 3 » У 4 » У 5 » У б З у 8 > , d r u g i  

i y 1 s У  2 * У  v  У  4 »У  5 »У  7 > У  s   ̂ ^ t r e ć i  i  у   ̂ » У  ■> »У  3 * У  4 » У  g * У  g  * У  9 ’Ј  *

Z a  o v a k v u  i  n f o r m a  c i  o n u  s t r u k t u r u  n e  p o s t o j i  k o m b i n a c i j a  

od s e d a m o p t i m a l n i h  s o p s t v e n i h  v e k t o r a  z a  k o j u  b i  p r o j e k c i o n o  u p r a ­

v l j a n j e  r e z u l t i r a l a  u s t a b i l n o m  r e g u l i s a n o m  s i s t e m u .  Z a  s l u č a j  d v a  
i z b o r a  z a d r ž a n i h  i n v a r i j a n t n i h  p o d p r o s t o r a  p r i d r u ž e n i h
I ? •

A ~ t X g , X j , A g , X g , X ^ Q , X ^   ̂ ,  A  ̂ 1 Л ^  1  X ^ ,  X. g  ,  » X g  ,  X 1 0  ,  X  ̂  ̂ 2 1 9

r e s p e k t i  v n o o d g o v a r a j u ć i  s p e k t r i  r e g u l  i s a n o g  s i s t e m a  s u  d a t i  u
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Tabeli 2 .

a 1 Ш 1
C0 oc

-37.1460 0 . 0 0 0 0 0 -37.2520 0 . 0 0 0 0 0

-4.17500 0 . 0 0 0 0 0 -4.13910 0.28128
-3.17970 0 . 0 0 0 0 0 -4.13910 -0.28128
-0.80128 0.98791 0.30144 1.36810
-0.80128 0.98791 0.30144 -1.36810
0.50345 0 . 0 0 0 0 0 -1.03030 1 .0451 0

-0.46153 0.68043 -1 .03030 -1 .0451 0
-0.46153 0.68043 -0.56154 0.68045
-1 ,26890 0 . 0 0 0 0 0 -0.46154 “0.68045
-0.36802 0 . 0 0 0 0 0 -0.36802 0 . 0 0 0 0 0

-0.69671 0 . 0 0 0 0 0 -0.69670 0 . 0 0 0 0 0

-0.47529 0 . 0 0 0 0 0 -0.47528 0 . 0 0 0 0 0

Tabela 2

ove tabele je očigledno da jedan pol iz kompleksnog para
lije razdvajarija na dva realna po la, postaje nestabilan4 2

A dok kompleksan par A c 7 postaje nestabilan za Л . Konveksna ko-
O * * л 2

rubi naći ja projekcionih matrica asocira na sa A. i A oblika
1 9

Р.=аР. + (1“а)РТ, i = 1 ,2,3, je zatim korištena u pokušaju da se reguli-
i l i

sani sistem stabilizuje. Ispostavilo se da je ovo moguće učiniti'za 
pogodan izbor parametra a, a kao ilustraciju u Tabeli 3 navodimo dva 
štab П  na spektra asocira ii a sa a = G . 3 i a = Q . 35 , respekti vno . Pr i mi j e- 
t i ni o da je, s obzirom na Teoremu II. 2.5, u regul isanom sistemu za­
držan samo invarijantni pod prostor a soci ra n sa

Ло = {Дц ,А9 ’Х10,Х1 1 »^1 2 *̂

aa шa aa шa

-37.2210
-4.37010
-3.42500
- 0.3 6 7 6 E - 01
-0.3676E-01
-1.64750
-0.46150
-0.46150
-0,21517
-0.47534
-0.36800
-0.69674

0 . 0 0 0 0 0 -37.2160 0 . 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 -4.38260 0 . 0 0 0 0 0

0 , 0 0 0 0 0 -3.31930 0 . 0 0 0 0 0

1.35820 -0.79099E-01 1 .35960
-1.35820 -0.79099E-01 -1 .36960

0 . 0 0 0 0 0 -1.82240 0 . 0 0 0 0 0

0.68043 -0.46151 0.68043
-0.68043 -0.46151 -0.68043

0 . 0 0 0 0 0 -0.47932E-01 0 . 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 -0.47531 0 . 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 -0.69673 0 . 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 -0.26801 0 . 0 0 0 0 0

a — 0 .3 a = 0.3 5
Tabela 3



Ako se nametnu s trož i ja ograničenja na i nformacl onu strukturu 
uzimajući da su prvom upravljačkom centru dostupna mjerenja

*У2>У3»У4^» d r u g o m ' ,У2*У3»У6> a trećem'{ y 1 , y ? , y 3 »У8>» nalazi 
se da u ovom slučaju postoje dva skupa projekcionih upravljanja ko­
ja daju stabilan regulisani sistem. Prvi je asocirao sa pod spektrom
т * т J
A =*{Xg,Xq,A10JXi pl a drugi sa A "A {Xg *Xg Д  ̂  »X * * j-. Odgovarajući 
spektri reguli sanog sistema su prezentirani u Tabeli 4.

0'тi f I a II 0)п

-19.4030 0.00000 -19.4030 0.00000
-5.74210 0.00000 -5.74540 0.00000
-3.48400 0.00000 -3.55270 0.00000
-0.465 0 2 E-01 0.70797 -0.46154 0.68055
- 0.4 6 5 0 2 E-01 -0.70797 -0.46154 -0.68051
-0.46153 0,68044 -0.92167E-01 0.60707
-0.46153 -0.68044 -0.92167E-01 -0.60707
-0.69671 0.00000 -0.27101 0.64244
-0.15556 0.34028 -0.27101 -0.64244
-0.15556 -0.34028 -0.36800 0.00000
-0.17874 0.00000 -0.47519 0.00000
-0.36802

ЛA

0.00000 -0.64990E-02
11 Л

0.00000

Tabela 4

11,3. SINTEZA SPREGNUTIH DECENTRALIZOVANIH REGULATORA

U dosadašnjem izlaganju upoznali smo se sa nekim osobi­
nama rješenja baziranih na projekcionirn upravljanjima, U ovom odje­
ljku ćemo po smatrati specijalni problem koji se javlja pri sintezi 
decentralizovanih statičkih regulatora kada su lokalni upravljači 
direktno spregnati preko raspoloživih lokalnih mjerenja u smislu 
da se upravljanja ostalih lokalnih regulatora pojavljuju u lokal­
nim mjernim vektorima. Ovakvi problemi mogu prirodno proizaći iz 

same strukture konkretnog složenog sistema. Još važnije, oni se 
javljaju kada se neke poznate metode sinteze ili strukture regula­
tore primljene u rješavanju problema upravljanja. Kao primjer je­
dnog takvog slučaja, navedimo problem upravljanja koji: se dobija
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primjenom metode s i n g u l a r n e  p e r t u r b a c i j e . Neka je dat sistem 

ХГ А11Х1+Д12Х2+В11U !+В12U2
• (3
ух2 =А2 1 х 1 +А 2 2 х2 +В2 1 U 1 +B 2 2 U 2

УГ С11 x 1+C1 2X2 

У2=С2 1 x 1 +C 2 2 X 2

gdje je џ  mali parametar. Problem upravljanja se rješava dekompo­
zicijom dinamike na brzu i sporu dinamiku, tj « uvodeći dvije vre­
menske skale. Pod određjenim uslovima, /124/, spori sistem se svo­
di na

ХГ ( А1 Г А1 2A2 2A21 ) X1 + ( B 1 Г А1 2A2 2B21 ) u1 + ( B/l 2~A12A22B2 2 ) u2

- 1 ~ 1 - i .
уг ( С1 Г С1 2A22A2 1 ^ХГ С1 2А22Б21иГ С1 2A22B22u 2

-1 -1 -1
у 2= ( C 2 Г  C 2 2 A 2 2 A 21 ) ХГ С2 2А22В21 иГ С2 2А2 2В22и2

(3.3)

- 1 _ 1
Slijedi da se za 2^ 2 ^ 2 2 ^  * B 2 2 A 2 2 B 9 2 ̂ В ’ 3av  ̂31 direktno spreza-
nje upravljanja posredstvom izlaza. Drugi važan slučaj, koji će bi­
ti detaljno obradjen u narednim odjeljcima, pojavljuje se kada se 
vrši sinteza PD regulatora u decentralizovanim sistemima (ili još 
opštije PID regulatora). Da bi sa odredila pojačanja za unaprijed 
zadatu decentral i zovanu PD strukturu regulatora potrebno je i!gene- 
risatiг’ pomoćna mjerenja:

yi=Cix = Ci (Ax+
k
I B . u .) = C . A х +

i=1 1 1 1 j = 1
C . B . u . 

l  3 3
1 = 1 (3.4)

odakle je jasno da dolazi do direktnog sprezanja ako je C.Bj/0 i
C-B./O., za i /j .J *

Iz izloženog se vidi da je ovaj problem važan i sa teore­
tske i sa praktične tačke gledišta, Medjutim, prisustvo ostalih 
opravljanja u lokalnim mjerenjima dovodi do znatnih teškoća u pri­
mjeni metoda sinteze. Ovdje ćemo razmotriti kako se ovo odražava 
na primjenu metodologije projekcionih upravljanja i, koristeći oso­
bine generalne algebarske Rikatijeve jednačine, pokazati kako se 
ovaj problem može prevazi ći. Najprije ćemo posmatrati problem sin-



teze za slučaj dva lokalna upravljača a zatim ćemo, koristeći mate­
matičku indukciju, generalisati ovako dobijeno rješenje na proizvo­
ljan broj upravljača.

Slučaj dva lokalna upravi jača

Neka je dat sistem

x=Ax+ l B.u
i = 1 i' i k = 2

k
Уј=С«х+ Z D . . u *, i -1 , . . , , k 
1 1 j=l J

i kriterijum

i 03 т k -r
J=o f(x Qx+ Z ulR..u.)dt, k = 2 

o ' ~ 1

(3.5a)

(3.5b)

(З.б)

i neka se,u smislu metode projekcionih upravljanja, problem sinteze 
sastoji u odredj i vanj u povratne sprege oblika

i  ̂-j У'-ј * i - 1  j...»k '3 7 1\ a / i

tako da rezu 1 tujuči reguli sa ni sistem zadrži invarijantni podprostor 
referentnog optimalnog regulatora stanja

x=(A-SM ) x = Fx, ATM +M A-M SM +0=0 (3.8)

maksimalne dimenzije koju dozvoljava informaciona struktura.

Pretpostavimo najprije da nema direktnog sprezanja, tj, 
da je D..=0, za i^j. Tada se upravljanja (3.7) mogu izraziti kao

* V

ui = Kiy i=Ki (Cix'fĐiiui), 1 = 1,2. o u n o s n o

u.=(I-KiOii) ,KiCix, 1=1,2

tako da regulisani sistem postaje 
k

i=(A+ S Bi(I-K.Di .)',K1 C.)x 
1 = 1

Def i ni šući nove matrice pojačanja

- 1

(3.9

(3.10)

L-d-K.D^.) ‘К., 1 = 1 ,2 (3.11)



originalni problem se može izraziti na sledeći način: za dati si­
stem (5 .5 a) sa lokalnim mjerenjima Jfj =С^ х , i = 1 , 2 , i lokalnim upra­
vljanjima |i.=L.y., naći optimalnu vrijednost za L., i=1,2, u odno- 
su na kriterijum (3.6), i u smislu projekcioni h upravljanja.

Uzimajući u obzir rezultate iz prethodnog odjeljka, rje-
- 1  T - 1

šenje za ovaj problem se lako nalazi kao L- j ј-jв i Mcxr  ̂(c-j ХГ1) 
odakle, s obzirom na (3.11), slijedi rješenje za originalni problem 
u obliku

- 1 вТм X (СЛi i 1 c Г j v 1 Ti

-1 вт и X (C .Xi i 1 C Г-ј k 1 ri

su V 4

V i ’ 1
= 1 ,2 ,

- 1

'1п Г. ( 3 . 1 2 )

gdje su X ,, i=1,2, odaovarajuće matrice formirane od sopstvenihr i
vektora matrice F

Generalni problem kada su i i D ? 1  različiti od nule,
međjutim, ne dopušta ovako jednostavno rješenje. Primjenjujući isti 
p o s t u p a k  s a  Ц , i - 1 , 2 ,def i ni san i m izrazom ( 3 . 1 1 )  d o l a z i  s e  do

“r Lic-rfLiDijcj i-1 ,2 , j = 1 » 2 , i Фj 13)

odakle se u., i--i,2 , mogu izraziti kao

u1=(I-LiDijLjDji)"1 L1 (Ci+D.jLjCj), 1=1,2, j=1,2, i # j (3.14)

Uočavamo da su sada lokalna upravljanja u.,i=1,2, nelinearne funkci­
je od Ц  , 1 = 1 ,2 , tako da se ovaj problem ne može rješavati prostim 
proširenjem prethodno razvijenog postupka.

Da bi ovaj problem mogli riješiti uvedimo ekvivalentnapojačan;j akao

K. = K.i i(L.i,L.) = (I-LiDijL . D ^ f 'L., 1 = 1,2, j = 1,2, i јЧ (3.15)

i ekvivalentne matrice izlaza kao

C, = Ci (Lll"fi+DijLjCj » i # . 2 , j = 1 ,2 , Ш (3.16)

Sada smo u prilici da originalni problem preformulišemo na sledeći 
načini za dati sistem (3.5a) sa ekvivalentnim lokalnim izlazima



naći ekvivalentna lokalna upravljanja

ui " v v К_јС Rraixr'i 1,2 (3.18)

optimalna u odnosu na (3.6) u smislu projekcionih upravljanja.

Prisjetimo se da su, za ovakđ definisan problem, projekci- 
ona upravljanja izražena preko odgovarajućih projekcionih matrica i 
da im je struktura data sa (2.24). S obzirom na definiciju ekv i va - 
ientnih matrica izlaza (3.16) pro jfckc ione matrice će, po analogiji
sa (2.42), imati obi i k

■ 1=,-г
(3.19)

pa su projekciona upravljanja definisana sa

-R"‘вТм p.x = -п  i C l Ti (CiXr
1 p . 2 (3.20)

pri čemu smo uveli obilježavanje 

T1 *RT’B> c Xri * 1 = 1 - 2
271

Uporedjivanjem (3.18) i (3.20) neposredno slijedi da će pojačanja 
L•, 1=1,2, koja -zadovoljavaju

к ^ - т i ( Č i X r . ) " 1 , 1 = 1 , 2  ( 3 . 2 2 )
1

'obezbijediti da R{X }=R{X }П R{X } bude invarijantni nodprostorU Г ] . f
rezu 1 tu j lićeg regul i sanog sistema. Iz (3.15), (3.16) i (3.22), 
slijedi da L . , 1=1,2* moraju zadovoljiti spregnute matrične je- 
clnači ne

i ~ L 1D12L 2D 2 i ) L 1 -  - 1 ] [ ( C 1 + D 1 2 L 2 C 2 ) X r . ]

( I “L2Đ21L 1D12) "  L2=“T2 L (C2+D21L 1C l ) Xt

(3.23)

koje se lako svode na



LlClXr1+L1D12L2C2Xr1'“T1+L1Dl2L2D2lT1 

l2C2Xr2+ L 2 D 21 L 1 C1 Xr 2 = ~T 2 + L 2 D 2 1 L 1 D1 2,T 2
(3.24)

Bilo loje rješenje Ц ,  !_2 ovog para jeđnačina takvo da su inverzi­
je iz (3,23) definisane daje* preko r.t spregnutih jed načina (.3.11) * 
originalna pojačanja K1 , K2 koja garantu ju zadržavanje invarijan- 
tnog pod prostora R(XQ} u rezul tujućem ref ui i sa, nom sistemu, Ako je, 
pored toga, i pridruženi rezidualni spektar zadovoljavajući, ovakve 
vrijednosti Ц  , i=1,2, predstavljaju rješenje za postavljeni problem 
decentPia 1 i zovanog statičkog regulatora izlaza.

Sada ćemo potražiti analitičko rješenje jeđnačina (3.24) 
prevodjenjem ovog para jeđnačina u ekvivalentnu generalnu algebar­
sku Rikati jevu jednači nu . Uvodeći M. .eRr1xrj , U,-:.eRr4xr Ј i 

r .xv, . 1J
S. .eR 1 J oosr edstvom izraza •
ТЈ

Mij"cixrj* 1 ( 3 . 2 5 )

u1j=D1jT i , j  = l,2, i*j ( 3 . 2 6 )

3 , - М . , - и ,  i * j = 1 ,2, i ■/- j 

jednačine ( 3 . 2 4 )  se svode na

( 3 . 2 7 )

Ч М11+L1Di2L2S21=“ T1 (3.28a)

'2M22+L2D21L1S 1 2 = " T2 (3.28b)

Množenjem (3.28b) slijeva sa i uvodjenjem nove promjenljive

Zr 4 D 12l 2

izraz (3.28) se može svesti na

(3.29)

L1M1 1+Z1S21=-T1 (3.30a)

Z1M22+Z1°21L1S 12=-4D12T2 (3.30b)

Zamjenom L̂  iz (3.30a) u (3.30b) dobije seZamjenom ! iz (3.30a) u (3.30b) dobije se
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Z]D21 Z 1 S21 N 1 1 S 1 2 + Z 1 (U2 1 lMl 1 S 1 2 +S2 1 M 1 !U 1 2 “M 2 2 >+T 1 M 1 1 U 1 2 0 ( 3 * 3 1 )

pri čemu napominjemo da je u opštem slučaju regularna matrica

Označimo sada

!321=S2 1 M 11 S 1 2
(3.32)

a pošto je Q01 cRr2xr2, očigledno je da de Q?1 bi ti nes i ngu1arna
2 1

matrica samo ako je r2<r1. Pretpostavljajući za sada da ovo važi 
svedimo (3.31) na

7 Г ? +7 F -F =0
M' 1 2“1 4 Ir 1 1 ' 2 1 0

(3.33)

рп čemu su

r =П 
12 2 1

’ 1 1= (U 2 1 M 1 1 S 1 2 +S2 1 M 1 1 U 1 2 “M 2 2 ^ 2 1  

' 2 Г “Т1М11 U 1 2 Q 21

(3.34)

Uočimo sada da (3.33) predstavlja generalnu algebarsku
Ш a X г*matričnu Rikati jevu jednačinu pri čemu je Z ̂ sR > 2, dok F i i9

i,j = 1,2, predstavljaju submatrice (ш^+Г2)х(ш^+г?) matrice koeficv
jenata

11 1 2
F=

' 21 0

(3.35)

asocira ne sa (3.33). Poznato je, /1 25 ,1 26/, da (3.33) u opštem 
slučaju posjeduje višestruka rješenja. Pretpostavljajući da smo do­
bili rješenja Z3 , j = l ,. .. ,p , odgovarajuća pojačanja lj , 1=1,2, se 
iz (3.28) dob i ja ju kao

•z 3 s „«m : 1
1Г “Т1 М 1 1 "-1 Ј 2 1 " 1 1

L2 = " T 2 ( ^ 2 2  + D 2 1 L 1 S 1 2  ̂
j- 1 , ,p

(3.36)

Za slučaj da je r^<r2 >defi nišimo Z L 2 3 L1 3 pomnožimo 

(3,28a) slijeva sa LgD^, pri* čemu SS dob^3'a
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7 M 
2ИП

L М L2 22

+Z2 D 1 2 L2 S2 l” 

+Z 2 S 1 2 ~ _ T 2

(3.37)

odakle, poslije postupka analognog prethodnom slučaju, dobijamo 
drugu generalnu Rikatijevu jednačinu

Z2F1 2Z2+Z2^1 1 (3*38)

pri čemu su

F1 2=D 1 2

F 11 = ( U 1 2 M 2 2 S 2 1 +S 1 2 М 2 2 и2 Г Г 1 1 ̂ Q 1 2

F21 = ~ 1 2 ^ ! U 2 1 Q 1 2

u ovom slučaju submatrice matrice koeficijenata 

F F
F= 11 1 2  e R  ( ra2 + г  1 ) x ( m2 +  r  i )

(3.39)

(3.40)

a matrica

'1 2"Ч 2 M2 2 S 2 1 * Q 1 2 eR 1 1 - ( 3 * 4 1 )

je u opštem slučaju i nvertibil na. Rješavajući jednačinu (3.38) po 
lv dobijemo Z^, j=1,.,B,q, a L'-j , se dobijaju iz (3.28) kao

L|=-T2 Mae-z 2 si2 Mii
Lj=-T1 (M1 1 +D 1 2 LJS2 1 ) ‘ 1 j = (3.42)

Znači, u zavisnosti od dimenzija r̂  t r„ lokalnih izlaza 
postupak se svodi na rješavanje (3,33) ili (3.38) a zatim se iz 
(3.36) ili (3,42) nalaze, pojačanja l_(J, 1=1,2. Prema tome, preostalo 
je da se karakterišu rješenja (3.33) ili (3,88) (po mogućnosti ana­
litički) i da se razriješe pitanja povezana sa egzistencijom i više- 
strukošću rješenja .

Rješavanju generalne matrične Rikatijeve jednačine oblika
(3.33) ili (3,38) posvećena je značajna pažnja u literaturi, /125,
125 , 1 06/. Pokazano je da se svako njeno rješenje može asocirati sa
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različitom spektr.alnom dekompozicijom pridružene matrice koeficije­
nata kao i da se rješenje konstruiše iz genera1 izovanih sopstvenih 
vektora pridruženih odgovarajućoj spektra! noj dekompoziciji. Kori­
steći ove opšte rezultate, mi ćemo sada ispitati osobine rješenja 
jednačine (3.33) i ispitati egzistenciju i jedinstvenost rješenja 
za pridruženi problem sinteze regulatora, pri čemu će analogni re­
zultati važiti za jed načinu (3.38) u slučaju da je f« <r ̂ »

Posmatrajmo jedna činu (3.33) i označimo sa
$={Xj,X, • « 9 ) v=m^ + r. spektar matrice F definisane izra­
zom (3.35) a sa (g ̂ ,g?,.. .gv> genera1 i sa ne sopstv ene vektore od F.
Dekomponujmo sops tvene vektore kao g..
dato r,

w.i
V -• 1

sa w,-eR i označimo za

’i 1 ,yi 2: 'ir ui: wi 1 ’wi 2 5 • . V / *'ir V v i 1 *v i 2 * * i r
trice odgovarajućih dimenzija formirane od kombinacije r general

nih sopstvenih vektora. Neka S • označava podspektar. pridružen sopstve, s
nim vektorima iz G . a

3
takodje označavati odgovarajuće žordanove forme

S. komplementarni spektar od F; S,S. i S. će
J  J  3

Def i ničija II. 3.1,/126/ Kombinacija od r sopstvenih vektora karakte­
ri sa na spektrom S. i matricama G., W-, V . naziva se dopustiva kombinaJ J J 3
čija ako:

(a) sadrži kompleksne sopstvene vrijednosti u konjugovanim 
parovima, i

(b) kada su samo neke sopstvene vrijednosti, pridružene datom 
žordanovom bloku od S, sadržane u S . tada su najniži po reduU
general i sa ni sopstveni vektori u pridruženom lancu sadržani 
u G ..

J .
Teorema 11,3.1 , /1 25,1 26/ Sva realna rješenja z9, j = l p ,  p^(^),

■4 mx ^ ^

jednačine (3.33) imaju oblik Z': =V -W .1 , za 'neku dopustivu kombinaciju
* 3. J

karakteri sa nu sa G ■ i S •. Obrnuto, za svaku dopustivu kombinaciju za 
koju je W. nesingularna matrica, Z ^ = V j e  rješenje, jednačine
(3.33). ftaviše, S(F,1)=S., W. je matrica sopstvenih vektora matrice 

a S(F'22) j , pri čemu je

=f +F 7 J П 1 1 1 2 1
=F -7^F 

li ■ 2 2  LV \7.
(3.43)



Primjena ovih opštih rezultata, koji karakterišu rješe­
nja generalne algebarske Rikatijeve jednačine, na jednačinu (3.33), 
sa matricom koeficijenata đefinisanom sa (3,34), daje sledeđe rezul
tate:

Lema 11,3,1 Pod pretpostavkom da važi princip inkluzije, tj .

R{Xr f }c R (Хг ̂ }, spektar matrice F je dat sa

S(F)«S(-Ir 2 )US(F2 1 F 1 2 )«S1 U§j ' (3.44)

Dokaz Primijenimo transformaciju sličnosti

Ir
T=

0 r (3.45)

na matricu F, čime dobijamo

Fi r Fl2 F 2 1

F
1 2 1

( F 1 1 - F 1 2 |F 2 1 + 1 ) F 1 2  

F 2 1 F 1 2

Da bi dokazali lemu pokazaćemo da važi

(3.46)

r"i1 " F 1 2 F2 1 = - 1
(3.47)

pošto se tada svodi na

■I„ 0r 2
F C F
г 2 1 * 2 V 1 2

(3.48)

odakle dokaz neposredno slijedi. Po definiciji imamo

F1!‘F12F2r (lJ21MliS 12+S21M 1!U]2‘M22+U2)Mi1U!2)(!21 =

= tU2tMn S12-M2lMl!,S12+M2!Mn S12+S2l Mn U12-H22+U2lMn U12!(i l 5l

pa uzimajući u obzir (3,27) i. (3,32), slijedi

P
1 PГ Р1 2F21 “ ^ ” S21M1 ] S 12 +  M2 3M1 1 S 1 2 +  ^S 2 1+U21 ^  M1 1 U1 2~M22 ^ 2 1  

:|-“^2 1 4'M 2 1 M 1 1 (s i2 + U]2 ^ M 2 2 ^ 2 1 =^ ^ 2 1 +M2 1 M 1 \A \2 “M 2 2 ^ 2 1

Medjutim, iz principa inkluzije i osobina projekcionih matrica
imamo



(3.49)

"21ии н12-к 2 Г сгхг , (с1хг,

= ¥ r 2 -C2 V Q

što znači da (3,47) važi,
i

tema 1Г.3.2 Rješenje Z,(

г 2
- c2x r f c2P , x r 2 - M  .

pa je lema dokazana,

jednačine (3.33) pridruženo spektru Š,

Z
1 M 1 1 U 1 2 Q 2 1

(3.50)

Dokaz Direktno slijedi iz definicije W^,V^ t j »

' П  F I 2

f ""

L
______

/ 2 1  0  - f
-<

1 L v  i  J

odakle je F 2 ^W^=-V^, tj. Z j =V ̂ W ̂  = -F ̂  •
1 1Za ovo rješenje, Ц  i se dobi jaju iz (3.36) kao

L!“ T1 Hi r T 1 Mi!U 1 2 Q 2 iS 2 1 Mi!

L2=_Ti'{ K£2 + D 2 1 L1 S 1 2 )
(3.51)

Ovo rješenje se dalje može uprostiti, s obzirom da je
1 , -r ,г 1 и n~ 1

LiS)2=' T 1Mn S12"T1Hi ! U12Q2JS 21Mi l S12: 

.h t Is .o-t .m t Iu -о^-т.мтЈм,

Т 1 M 1 11 S 1 2 ~t iM 1 Ju 1 2 Q 2 1iQ2i =

1 1 1 1 2  1 1 “ 1 1 U 1 Г ‘ 1 1 1  2
pa je, pošto S ^ 2 u opštem slučaju ima puni rang,

lr - T1 « n M !2 S 1 2  (3'52)
pri čemu t označava pseudo-i nver zi j u . Takodje, uzimajući u obzir 
(3,49) dobija se

L2"“T2^ 22“ D21T 1̂ 1 1M1 2  ̂ ~T 2 ̂ M 2 2 ~ U 2.1 И11 M1 2
=-Тг?Мг, М ^ М )г-и2,Мјјм,2 )-,.-Т2(52,Мј]н1 2)-! (3’53)

Primijetimo da u specijalnom slučaju kada oba regulatora
1 . 1imaju isti broj mjerenja, tj. r^=!r? , rješenja za Ц  i L2, koja od­

govaraju negativnim jediničnim sopstveniro vrijednostima, poprimaju 
posebno prosti oblik



(3,54)1S 1 2
I --T S

l ‘ Г 2 1

S obzirom da je dimenzija matrice f (roj +r 2 ) x ( m ^ r 2) i 
daje njen spektar dat sa S(F)=*6 (-Ir )US(F25Fj 2), slijedi da kada 
je ш1 <г2 , tada su sve preostale sopstvene vrijednosti od F genera­
lno različite od nule; posledice ove činjenice ćemo razmatrati us­
koro, Medjutim, u slučaju da je m̂  >r2 maksimalni rang od :'e
т2 tako da S(F?1 F]2) sadrži najmanje t=mj~r2 nultih sopstvenih vri 
jednosti. Znači tada važi S(F2;) F̂  2) =S (0 1)US (F̂  2 F2 ̂ 0 USr . Iz stru
kture sopstvenih vektora pridružene spektru S(F2 ^F^2)

" F n F 1 2*1

O

t.

Wr l!

1

o __
_

1

Г
T-]

г-о

o

i__
_

K i

\ f  \f
_ 3 o v r_

(3.55)

neposredno slijedi da je W =0 , što znači da sopstveni vektori 
pridruženi nultim sopstvenim vrijednostima nijesu dopustivi u smi­
slu Definicije II.3.1. Primijetimo, medjutim, da jedno rješenje 
jsdnačine (3.33) može biti asocirano sa r2 nenultih sopstvenih vri 
jednosti iz = S(F 1 2 F2^). Da bi dobili ovo rješenje primijetimo da
iz (3.55) slijedi

F i V F z V V r

Fi f V V r  

Prema tome važi

F1 2 F2 l V F 1 2 V r < - F 1 l V Wr V V - F 1 l V r +WrSV

što uz korištenje (3.47) i pregrupi sa vanje članova, daje

F12F2 l M I+Sr)=WrSrC U S r} (3.59)

odakle, ako Sr nema negatiynih jediničnih sopstvenih vrijednosti, 
si i jedi

(3.55)

(3.57)

(3.58)

F!2 F 2 ) № r
2

Uzimajući u obzir (3.57), (3.60) i definiciju Z , slijedi

(3.60)



Znači, Zj predstavlja rješenje 
(3,33). Medjutim, lako se pokazuje da je

p 9
2L2Đ23 s  n 9 u  ̂srna matrica, t j .

za Rikatijevu jednačinu 
za ovo rješenje

det(I'-L^D j 2 L 1 D 2 i ) et ( Г-Z ̂ F j 2)=det(. I-F 2 j

=det(T-Fj2F2]( F j 2F2j )

( Fj 2 F 2 j ) JF j 2)=

) =0 (3.62)

0
Ova činjenica eliminiše ZT kao rješenje problema sinteze decentra
Hzovanih statičkih regulatora metodom projekcionog upravljanja,

2 2s obzirom da inverzija matrice ( I-L ̂ D ̂ 2L 2 ° 2 1 ) > ^ојa se Pojavljuje 
u (3.23), nije de finiša na.

Za slučaj da je r9>r^ potrebno je riješiti (3.38) pa se 
analo|nim postupkom dobij e spektar matrice f ,  sa strukturom 
S ( F ) = S ( - I r  ) U S ( F p ^ F 1 2 ) kao'i rješenje (3.38) pridruženo S ( - 1 r ̂ ) :

L 1  2 1 (3.63)

štc daje

1 Г ‘  Г 1 ( S 1 2M22M21)

LH  2M22M21S 21

(3.64)

i, potpuno analogno, sve ostale rezultate đobijene za prethodni
s 1 u č a j .

Sada nam,je još preostalo da ispitamo da li rješenja
(3.33) koja su pridružena podspektru formiranom od b negati-
vnih jediničnih sopstvenih vrijednosti i r2~b (za slučaj r2<r,j) 
sopstvenih vrijednosti iz S(Fj2F2j ), daju punovažna rješenja za 
pojačanja Ц  i l_2. Odgovor na ova pitanja daje sledeća

i
Teorema II.3.2 Rješenje Zj jeđnačine (3.33) koje odgovara pod­
spektru $|-*Гг ) je jedino rješenje za koje je det( .I-Z^D^ )?п,

Dokaz Uočimo da se, s obzirom na (3,47), jednačina (3.33) može
napisati kao

(Г~2] % 2 ) (2]*Р2ј )=0 (3.65)

Pretpostavimo sada da je 1 rješenje (3.65) tako da je Z+F,p^0.



Tada iz uslova (I-ZF j 2) C2 +F 2 j ) -п slijedi  ̂Z d-F 2 j )C N (Г-ZFj 2 što
znači da je rang (I-ŽF^ )-?r2, odnosno de.t (I-?F2J ) =Q, što dokazuje 
teoremu. Napomenimo da N{*> predstavlja jezgro (kernel) linearnog 
operatora.

Sada smo u prilici da sumiramo dosad dobijene rezultate 
u vidu sledeće

brani invarijantni podprostor R(X r ̂ } 
princip inkluzije (R (X } c. R{ X.o „ }) , ako

Teorema Г1 .3.3 Optimalna projekciona upravljanja za problem sa
direktnim sprezanjem kroz lokalne izlaze postoje za r2<r^ i oda -

pod pretpostavkom da važi
..... „ . . , __  i samo ako su zadovoljenir 2 r 1

sledeći uslovi
(a) rezultujući regulisani sistem je stabilan,
(b) Mj^ = C1Xг  ̂ je regularna matrica,

( c )  Q2r ^ C2“ D21Ri  M FV Xn Mn  ( Cl " D12R22B2Mc^Xr2 Ј’ e r e 9ularna

ma tri c a ,
1 1(d) matrice I+D — L^, i = 1 ,2 , su regularne, za Ц

izrazima (3.52) i (3.53), respektivno
i = 1 , 2 , date

(e) F2 1 F12= RljB|McX r 1
Cc iV ‘1d

1пТ1 0 г\0 0 В 0 М^л Q 0 1 D0, ne sadrži
1 2 2 z 2 c Г 2 2 1 2 1

u svom spektru negativne jedinične sopstvene vrijednosti.

Dokaz Uslovi (a) i (b) direktno slijede iz rezultata prethodnog 
odjeljka i definicije projekcionih matrica. Uslov (c) slijedi iz 
transformacije skupa spregnutih matričnih jednačina u odgovarajuću 
generalnu Rikatijevu jednačinu. Uslov (d) mora biti zadovoljen da 
bi se dobila originalna pojačanja , i=1 ,2 , koja implementiraju 
decentralizovano upravljanje, dok uslov (e) mora biti zadovoljen 
da bi se garantovalo da je det(I-Z^F^2 )/0. Kada su ovi uslovi za­
dovoljeni, egzistencija i jedinstvenost rješenja za problem decen- 
tralizovanog statičkog regulatora izlaza lako slijedi iz prethodnih 
rezu! tata.

Napomenimo da potpuno analogni rezultati važe za slučaj
j

r2>r̂  u smislu da je jedino važeće rješenje z 2 — Р2ј . Dokaz ovog 
rezultata je izostavljen da bi se izbjeglo nepotrebno ponavljanje.

Konačno, preuredićemo izraze za L-, , i=J,2, u pogo­
dniji oblik koji će nam kasnije poslužiti za generalizaciju gornjih 
rezultata za slučaj decentra1 izovanog upravljanja sa proizvoljnim 
brojem regulatora. Naime, za r^=r2 se lako pokazuje da se L-, i=1,2,
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iz (3.5 4) mogu izraziti, kao

4 - 8i M Mc Xr [ t Cf Di j Ri ? A ) > ;r
-ЈЛ, Л

- ' W r ~ Di j V
'Ј (3,66)

i r i j 2 , j' ~J  > 2 ,  i  г  j

pri čemu se odgovarajuća originalna pojačanja koja implementiraju

Lr - Ti{
1 Л

ravljanje dobijaj u kao

, л : ' Љ - 1 т
-D- -R :. B

n - 1
)X i JT \ 1 1 1 c 1,1 3 3 3 c 1 r j

i- 1  , 2 ,

način, zći r"1 »2 ̂ j se d o b i j a

MrlX_ (СоХ c r 2 2

П г> * 1
r  ̂'? 1 ^ 1  1 I o č ј i jL- B JMcxr2>

(3.67)

■ 1 t I м

1Г - тг[('2 -°г1 к н вК Ј хг,Т'
(3.68)

o d n o s n o ,  u v o d e ć i

C2 e=C2 -D2 1 Rl!B>'c
i projekcion u ma trle u

P 1 2 = V C2 eXr0) C 2 e

(3.69)

(3.70)

imamo

■ЈцјвЦм.хc r j

•2?^ Z 2 B2 McXr?

!Cr ° 1 2 R2 2 B 2 McP 1 2 )Xr 1

.(C2"D21R73BTMc)Xr2r 1

(3.71)

Originalna pojačanja su u ovom slučaju

K l “ - R n B k X r j  [ ^ C l " D .l -1 R 1 J B 3 M c “ D J 2 R 2 2 B 2 Mc P J 2 ^ X r  ] J 

K2 ^ 2 2 B 2 McXr2 [^C 2 "D 2 jRjjB>c"D 2 2 R 2 2 BIMc)Xr2] ^
(3,72)

a lako se pokazuje da analogni rezultati važe za г 2 >Гј ,

Iz navedenih izraza se lako uočava da oni predstavljaju 
pogodnu generalizaciju decentralizoyanih pojačanja dobijenih meto­
dom projekcionog upravljanja u smislu da ako su D.,=0, i, j=J ,2, 
(3,67) i (3,72) se svode na (2,25),



1 Oč

Opš tt slučaj

Pošto smo na ovaj način dobili jednoznačno rješenje za 
slučaj dva upravljača sada ćemo pokazati kako se rješenje može ge­
neral izovati. na slučaj kada je k iz relacije (3,5) proizvoljno, tj. 
kada broj upravljača nije ograničen, Da bi dobili uvid u mogućnost 
generalizacije, posraatrajrao prvo slučaj kada je k=3, tj.

х=Ах+В .j u j +B ?u9- > B ( 3 . 7 3 a )  

yl=C]x + Dl1ul+Dj2u2 + Dn u3

У т -C o х + D 2 1 u 1 + D 2 2 u 2 + D 2 з u з (3.73b)

у3=C.eх + Dз +D2 2 U 2 + D33U n

pri čemu ćerno, radi jednostavnosti izlaganja, pretpostaviti da je 
r =r, 1=1,2,3. Problem se ponovo sastoji u nalaženju skupa loka­
lnih upravljanja oblika (3.7) koji će, pretpostavljajući da važi 
princip inkluzije, garantovati zadržavanje izabranog invari jantnog 
podprostora R{X } u regulisanom sistemu.

Def i ni siili L-, i = 1,2,3, kao u (3.11), i uzimajući u 
obzir (3.73b) lokalna upravljanja postaju

Pj C jj х"Гk ,j D 2 u2 Ih!- D "Sз

LIC2X + L2D21U1+L2D23w3 

U3^L3C3X + L3D31 U1 +L3D3 2U2

(3.74)

Odavde se, izvodjenjem osnovnih manipulacija, dobijaju tri para 
lokalnih upravljanja

j,*L< oC« oX + L, ,D
1 3*13 u,1 3 12 2

U2 = L23C23X + L23D2j Uj
(3,75)

LI * C I-LJDJ3L3D3J)

L 2  ̂Г ” L 2 D 2 3 L 3 D 3 2)

M

2

C 1 3 CJ +DJ 3L3C3 5 

C 2 3 =C 2 г D 2 3 L 3 C 3 ’

D J 2 ~ D i ? * D1 ̂  L ̂ D ̂2 Jui3U3^32

D2 r D21+D23L3DЗЈ 5

odnosno
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û  — L2 j ^"^3^3
j

иЗ"1ЗЈСЗјХ+131°32и2
(3 .76 )

uz

L2^( r~L2D2j l i h  L 2 ’ С2Ј=С2 + £)2ј Ч С] ’ D23"D23^D2 j 4  DJ 3 

L 3 5 -  C 1  -  L з D з j L з Đ з з ) ^ L з ? C3j"C3 + D3JLJCj * D32"D32*:}3J LJ D j  2

i konačno

2L j j p X *r L , 0 , q U ̂i i ,i 1 f  i  ć  i o  o
r-, 2U ■ L. - ; .) X "i" i -(i'\ [Uk| ,  U jj■ џф J C .5 (. .5 i J

f 7 7 7 \i <-•* ̂ / / J

U 2

• 12 '
: C I "L i1 u 1 2 1 '21

I - { т.
> ч

!
, 0 — C * + D j  o  L o  C ,j L  i i  C  L  ,

n - - П a + n ! П
■> L' -J O j Jp  U |j fj * 1

' L 3 D 2 *- o D 2 з ) > ^32'- ^3 + ̂ 3 2 l 2u 2 ,li31 u 3 1 1J 3 2 2 u 2 1

Dalj im uprošć a v anjem se debljaju, iz (3,76)

1 D o ,0 ,

U2 "K2 1 C2 1 X

J .) I J !

(3.78)

uz

4 1 ~CI­10 \U23L3ID
 ̂ )'
3 2'

- чL, p  ̂ 9 C 2 f C 2 1
]

+D23L31C

K3 1 ’f CI- L31
1

d 4o c4 i D1 )*2 3
-ч
L31 5 Г = U31 =* П +Đ32L21C

od rs osno i z (3 .77)

u j - K- r
12uJ2X

иИ 3 2^3 2X -

uz

J ?,~CI­4  24  3L32D
2 V 
3J;

-I i
4  2 i- Г :4  2= CJ 2*DJ3L32C

1з1~CI- L32
2

D31 L 1 2°
? - 1 c \ 1 i
j 2' “32s

Г :
U 3 2”C32 ^°3i L12C

(3.79)



i U  ( 3 , 7 5 )

U A ~~ к. Л л U Л 'Л -X
j ј 3 J ć

U2“1C2 3C 2 3X

( 3 . 8 0 )

K,,=t:“L33D?2L£3DL  >'413

'23*

]3* CJ3 = C.l3 + DJ2 L 2 3C 2 3

L1 4 D?0)“3L23 ’ ' 2 3 " u 2 3 £
• + n ! г95TJ11 L 1 •J ̂1 Ч  3^1 323 21 13 12

Koristeći prilaz zasnovan na projekcionim upravljanjima dob i ja se, 
iz (3.78)

<21-R~JB^ c Xr (Č2lxr )"1=-T2(5&ixr )

K3 i ="R33В 3Mc Xr ̂  31Xr i = -1 3 IL31X r i

(3.81a) 

(3.81b)

iz ( 3 . 7 9 )

Kz r " Rn BiMcxr(c i3xr) =-T i(č1 v ' 1 2 r 1

Š f  К3 3В3ИсХг (ЕЗгХг)’Гг“ ’ГК (С32Хг )"1 

i i z  ( 3 . 8 0 )

OlO-Ri i 6iHcxrC5,3Xr)",=-T)(Č, 3Xr )■ ’

(3.82a)

(3.82b)

(3.83a)

(3.83b)

Predstavimo sada jednačine (3.81) - (3,83) u razvijenoj formi:

(I-*L 2 1D23L31 d32)■ ' 4 r -T2sc21
i
23L31 C31 ЈЛг. - 3 (3 .81a)

(I-"L31 °32 L 21 °23ј Ј[-Зј =
т
3 ’(C з Ч °

1
J L 21C 21 >Vj

-i (3 .81 b)

li­“L 1 2
J  D, „ j 3L 32 °ЗЈ>'

л  =Ч  2 -Ol"(C 12 + D
2
1 3L 3 2  ̂3 2)X- Г j

-i (3 .82a)

ti­~L 3 2
?п L1 2

p 2 .
D13>

~ Ч  =
L32 -тз [!C32 + D

2
31 LJ 2

r
rV  A

J Z)xr]
-i (3 .82b)

ci-~L1 3
[Ч
ј 2L 2 3D3 ) 21 1

Л  =
L1 3 - h 13J‘D

3
1 2L23 b23 )Xr]

-i (3 .83a)

(I-”L 2 3D 21 Ч  з?ia>'
- ч  =

L 2 3 -T2 ’ ( c 2 3 + i}
3
21 L1 3

r
П З »>; - 1

(3 .83b)



Primjećujemo da su jednačine (3.8J - 3.83) istog obli­
ka kao i (3,23), tako da na osnovu prethodnih, rezultata možemo 
naći njihova rješenja izražena preko pomoćnih varijabli L - • ,*■ U
i',.j=šf ,2,3, U tom smislu, jedinstveno rješenje za (3,81) je;

4 Г " 1 2 (с 2 1 х г ~п 2 3 т 3)

L3 r ~ T3^t31Xr"D32l 2^

(3,84a)

(3.84b)

a na sličan način se dobijaju rje-šenja za (3.82) kao

П 2 = ~Т3 (C 1 2 X r'-0?i T ) ~3 3} (3. 8 5a)

L32“-T3< С32 V
/'

-d ;j
-1

]т J ) (3. 85b)

i za (3. 83) kao

Ч;Г “ Т11r у . 
U1 3/lr

. Г) 3 т \ ~
\ 2 L (3 .8 б a)

L 2 3 = “ T 2 ̂ C 2 3 X r ’
ш п ̂
u 2 т ^  

111' ( 3 .85b)

Pošto sui pomof: n e v a r i ja b 1e L - . , i J ■ i , j = 1 , 2,3 , funkcije L - 1* *-1,2 » 3,
sada ćemo odredi't i p ojača nja L. , i=1,2,3, ko ja ćfcs prek 0 ras pr,o ™.

gnu tih jed na č'i na (3.11) d a t i o ri g i n a 1 n a p o j a ča nja, K - , i = i , 2 , S ,
Da bi ovo uradi 1i u c č 1шо da se gornje jednači n e m o g u n a p isati u
razvijenom ob'1 i k u kao

(i-l2d21l
_i

i °l 2 ̂ L2~-т2[(с2-“°23
-1 тR R мOsJ 0 L'Xr+X)2l4 -D. -R1 j м вк > хгГ

■1 (3.87a)

(I_L3D31LiĐ i з L3=■Тз8 С3'-Đ--32
-1 T
R22B2Mc) V D3iLd cr-°12R » O j

•1 (3.87b)

(X"L1D12L2°21- Lr -Т.[(СГ~D13R33B3‘t 2L2(C-,--d23rilB3Mc>Xrl'
■i (3.88 a)

[I-L3D3?L2° 23 ̂ L:f-Тз8 С3
nU 4ЗјRi » c )Xr+D32L2(C2. '^р/м w  1’ 

j ]rj V  rJ
>1 (3.88b)

(i- ^ d13l D Г 1 3 3]} lr -I,[ccj-d12к22 2 cJ V DJJL3(%“D32R;ГгВ2!',с)Хг]'
-1 (3.89a)

(r-L2D23L D )~̂3J322 L2~-l2l(C2~̂ 21 јГ ! c)Xr+D23L3(C3-пз Л 1 В1Нс>ХгТ
-i (3.83b)

kao i da je dovoljno uzeti tri nezavisne jednačine od gornjih šest 
da bi se dobilo rješenje za L. , i-1,2,3. Naime, posmatrajmo (3.88a) 
i (3,87a) i primijetimo da su one oblika (3.23), tako da se jedin-



stveno rješenje za Ц  i dobija kao

Lr " R] ј Ф с Хг ^ СГ°Ј 2R2282hc~DJ 3R3 3B3Mĉ  Xr^
JDT» ■ 4.T.

L2 ^ R^ B2McXr [CC2~D2JRIjBiMc''D23R33B3 V Xr]
-.1 , - З пТ,* ,

(3.90)

(3.91)

Zamjenom (3.90) u (3,87b) dobij a. se

L3=-^3BIMcXr[^C3-D3JRTiBT
(3.92)

a zatim se odredjuju originalna pojačanja K. , i-J,2,3, na prethodno 
opisan način.

Posmatrajući oblik debijenih rješenja, sada možemo dokaza­
ti sledeći rezultat:

Lema 11.3,3 Za sistem (3.5) &a proizvoljnim k i r-=r, i = 1 ,. . . , k, * i
pojačanja K-, i = 1 ,..., k, koja implementiraju decentrali zova no upra- 
vijanje (3.7) zadržavajući R{X > kao invarijantni podprostor rezu!- 
tujućeg reguli sa nog sistema data su izrazima

; Ц  (1 + D i i L i) i = 1 (3.93)

pri čemu su

L • =-T•(C •X - Z D..T.)";S T . = R . .3.M X . i = li i i r ij 1 ' J j o .] c rj - 1

J^i

(3.94)

Dokaz Dokazaćemo lemu pomoću matematičke indukcije. Naime, već 
smo pokazali da (3.94) važi za k-1,2,3, pa ako iz pretpostavke da 
rezultat važi za k-1, dokažemo da važi i za k, lema je dokazana.

Posma tri j ino 
k-j

x-Ax+ 2 B • u • 
i«l 1 1

k-1
У,- = С-х+ 2 D..u., i = 3 ,i i -i i i j 0

tom smislu, problem sa k-1 upravljača

(3.95)

,k-J (3.96)

ui=f4 yt * ' = i » » • • C3.97) 

Uzimajući L-, i=J , , , . , k-1 , iz izraza (3,3.1}, imamo



Pretpostavljajući da su jedinstvena rješenja za Ц  = i-l,,,,,k-:

data sa
k - 1

Li = 'Ti(CiXr'i^1DtjTj) Ј ’ 
ј ri

, - 1 k-i (3.99)

razmotrimo isti problem sa k upravljača i izrazimo lokalna upra­

vljanja kao 
k

u. L . C - х + Ћ L,.D,. .u., 1 = 1 , . . . ,  k (3 .100)
3 = 1 
ј?И

' i " i “ i “ ' a = ] “ i' a J J

Sukcesivnom eliminacijom u . 6*1,...,k, iz preostalih jednačina
Ч

za lokalna upravljanja, dobi jamo k skupova od po k-i lokalnih 
upravljanja oblika 

k
* j ~ L • C * х + Z Ц  D —  u . 5 i - 1 , . , . 5 k з q 1 9 . * . 9 k , i Ф q

• i Ц  * Ц  j  'l ' Ц  * J  J

з r  i , q

(3.101)

pri čemu je

Ciq”“’i +LJiqLqCq * Licr^I“LiDiqLqDqi ̂ ’ Di j _Di j+DiqLqDqi
(3.101b)

Primjenom metodologije projekcionih upravljanja, svaki 
od k problema definisanih sa (3.101) ima oblik (3.98) za koji smo 
pretpostavili jedinstveno rješenje oblika

k
(3,102)Liq = "Ti^CiqXr" ^ ° ? Ј ТЈ> t , q - J } . , , j k , 1

Uočavajući simetriju koja postoji u problemu, imamo takođje

L , t ~ V c 4 i V -  А ° ч Л > * Ј ’ м * ........ ( 3 J 0 3 )

j/-i ,q

Uzimajući u obzir (3,10.1b), relacije (3.102) i (3,103) postaju
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<!- 4 V c , V ' V Tll<Cr  C3.J04)
•-1пТ -Јг

j=J
j r i  , q

^ V i V ' V T R ^ ч- 6  ,D, / Ј И мс)х^  Л ^ З Ж ^ Г  <З Ј № !

j=J
jVi,q

k ■Ini, -„i; '■ ( 7  i n o .
■ q n  \ c \ j  q  ч L q  w ]  q j

jS.< j-i
» q

pri čemu je očigledno da su (3,104) i (3,105) oblika (3.23), sa 
jedinstvenim rješenjem za Ц  datim sa

T  t  C"1 ■? il- ii r Е , №
(3.106)

J = 3 
j i i

Pošto, zbog simetrije problema, ovo važi za i-1,,..,k, lema je
a o k а z а n а ,

Napomenimo da se originalna pojačanja koja realizuju 
iecentra1 i zova no upravljanje (3.97) mogu napisati kao

i (C i X r ~ ,^,DijTjX.) 
J = 1 J J

i = (3.107)

Sada nam je preostalo da razmotrimo sintezu decentrali zo­
va ni h proj ekci oni h upravljanja za najopštij i slučaj sa k upravljača 
od kojih svaki ima proizvoljan broj dostupnih lokalnih mjerenja. Is­
postavi ja se da se decentralizovana pojačanja ponovo mogu analitički 
izraziti ali da su pri tome odgovarajući izrazi složeniji od onih 
dobi j enih za poseban slučaj r.j=r, i = 1 , ..., k . S druge strane, lokal­
na pojačanja asocira r.a sa različitim upravljačima će u opštem slu­
čaju imati različit oblik koji zavisi od dimenzije pridruženog lo­
kalnog vektora izlaza i njenog odnosa sa dimenzijama preostalih 
lokalnih izlaza. Kao ilustraciju navešćemo analitičke izraze za tri 
pojačanja pridružena upravljačima sa najmanjim brojem mjerenja. U 
tom smislu pretpostavimo, bez gubitka opštosti, da su dimenzije lo­
kalnih vektora izlaza poredJane na sjedeći način;

r 2 ' >rp>rq>rk
pri čemu ji p=k>■2, q=k-J. Pretpostavimo takodje da važi princip in- 

:a rb<rj. Ponovo se može pokazati da suK 1

lokalna pojačanja koja zadržavaju RTX ‘ R u rezultujućem regulisanom
kluzije: R{XrR} c. R{Xfi.} za ^



(3.108')

sistemu dat a sa (3,93), pri čemu su
k~J

Lk - Tfctcke*rk>'J - Ске=сГ  Л » ^ « Ј " с

- 1

j=J

P .]  т
V  П D J D U

Ln=-Tn(CnoX n̂) » W  ^ D4 oRj?jMc-DqkRkkBkMc V"q qv qe rqy

V V CkeXrk) Cke

(3.109)

- =-Г (C X ) p pv- pe rp' (3.110)

U z

- I  D .
_1 т 

R. !r ‘.m -D R~1BTM
pe"

P 1=1 И JJ 3 c pq qq q c

1) X X г 1 , R * I - P „
pq ( q p >'П ' p q PP

i ~
p "Bq e ~ B qk^"l; ( C k e X r k ) "*

1J п п
J k q iNc в 1 м

Navedeni rezultat je zasnovan na rješenju za odgovarajući problem 

za dva upravljača datom sa (3.71), i može se lako dokazati potpuno 
analogno prethodnom postupku, pa zbog toga izostavljamo detalje.

Sa rezultatima navedenim u ovom odjeljku, primjena me­
todologije projekcionih upravljanja za sintezu decentra 1 izovanih 
statičkih regulatora uspješno je proširena na slučaj direktnog 
sprezanja lokalnih upravljača preko lokalnih mjerenja, a konkre­
tna primjena na sintezu industrijskih tipova decentrali zova nih re­
gulatora će biti razmatrana detaljnije u narednim odjeljcima.



[I. 4. SINTEZA DINAMIČKIH REGULATORA NISKOG REDA U 
SISTEMIMA SA DECENTRALIZOVANOM STRUKTUROM

Ako se u datom problemu upravljanja, koji je def i nišan
si stemom

k
l=Ax+ I B.u. , xeRn , u.eRmi' 

i = ] 1 1

У^С.х, у ■ eRri , i*1 , . . . ,k

(4.1a)

(4.1b)

i k r iterijumom

J = |  J(xTQx+ Z uTr .i u ̂ )dt (4.2)
o i = 1

ne dobije zadovoljavajuće rješenje primjenom decentralizovanih 
statičkih regulatora razradjenih u Odjeljku 11.2 i oblika

ujj^K^ i , i = 1 ,. џт ,k (4.3)

nameće se potreba za uvodjenjem skupa dinamičkih regulatora oblika

žj =Hi z i +Di y 1. , eRPi , t»1

V y i zi+Ky t * r  ,s,>-

3 • * • 3 (4.4)

(4.5)

u cilju poboljšanja rješenja. Pri tome se kao slobodni parametri
u sintezi u najopštijem slučaju pojavljuju dimenzije dinamičkih
regulatora p., i=1,...,k, parametri regulatora Н>, , i=l,.*.,k,
i parametri povratne sprege K -, K ., i=1,...,k. Pošto je, kao

Z 1 у  i

što je pokazano u prvom dijelu ovog rada, sličan problem uspješno 
riješen u slučaju Central izovane informacione strukture primjenom 
projekcionih upravljanja ovdje se izlaže generalizacija metodo!ogi 
je na sisteme sa decentrali zovanom informaci onom strukturom, čime 
se problem sinteze statičkih i dinamičkih regulatora za centrali- 
zovanu i decentralizovanu strukturu povezuje u jedinstvenu cjelinu 

U tom smislu posmatrajmo opsti slučaj sa k upravljačkih 
centara pri čemu svaki ima različiti broj dostupnih mjerenja. Pro­
blem se razmatra smatrajući da važe sledeće pretpostavke:

(a) Prvi regulator ima najmanji broj dostupnih mjerenja, 

r1=rmin se br °3 mjerenja koja stoje na raspolaganju
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ostalim upravljačkim centrima kreće izmedju r . i
r >sT . : ma х min’

(b) Matematički model sistema je u formi gdje su prvih r .' s h m i n
stanja istovremeno i izlazi sistema asociram' sa prvim 
regulatorom, tj . С.ј = ("г Oj;

(c) Sistem ne posjeduje fiksne modove*;
(d) Svi upravljački centri koriste dinamičke regulatore di­

menzije p-, i=1,...,k, tako da važi

ri+pi=r>'rmax’ i = 1‘--**k (4 -6)

Smisao ovih pretpostavki i opravdanost njihovog u vod jenja biće 
diskutovani kasnije, a sada za dati problem decentral izovanog tiprai 
vijanja defi ni san izrazima (4.1), (4.2), (4.4) i (4.5), razmotrimo 
efekte primjene projekcionih upravljanja na sistem (4.1), (4.4) u 
cilju poboljšanja performanse regulisanog sistema u odnosu na per­
formanse postignute statičkim regulatorima oblika (4.3).

U tom smislu, pretpostavljajući da su svi dinamički regu­
latori stabilni u otvorenom režimu i da su kompletna stanja dina­
mičkih regulatora dostupna odgovarajućem upravljačkom centru, de-
f i ni š i m o prosi r е>Пп sistem

V W  * » „ V  R H '

R  e Г’ i e x e У i e
,T
' i У

J 
i J

i - , k

(4.7a)

(4.7b)

gdje je

H1 0 .. .0 D1 0
0 H2 .. .0 D 2 1 D 2 2
* « H DC

e 0 0 .* *H k Dk1 Dk 2 0 A
0 0 .. .0 A1 1 A1 2
0 0 .. .0 A2 1 A22

*Za dati sistem (A,B,C) i skup matrica K=(K: K=dg{K1,... ,Kk}}, skup 
fiksnih modova sistema (A,B,C) u odnosu na j( je dat izrazom, /36/,
ст(A,B ,C ,K )=  П Л( A+BKC)\

KeK



pп  čemu su

H=dgiĤ ,... ,Hj,}, D-dgfD^,...,Đ̂ j , C = CT ГТ 
> 1 • • • k

v r

r--oo1

DC= °2C2 = °21 °22

D П kl k2
-J i-

i
J. 0i

S'e~ 0 c.

sa odgovar
.00

4 ' J f(x Q х x e e e

HeRpxp, DCeRpxn, p= Z p.
14 1

’ DM £Rp-iXrmin, Đ.0 eRPi^n~rmin) i1 i i

pR(ri+Pi)x(,wp) _ Јл'
1

n*vn
0 .. .1 ; . . . . 0  eR ^  , 1 = 1P1 **

1 =  1

0 0  

0 Q
,R(n+p)x(n+p)

(4.9)

(4.10)

i a, i ,  iч • 1 1 1

Da bi odredili projekcidna upravljanja za ovakav prošire 
ni sistem potrebno je naći odgovarajuće referentno rješenje. Pošto 
s u H

1
., H. stabilne matrice a stanja dinamičkih regulatora z 1 3 a • * J»

zL nijesu observabi I na u kriterijumu (4.11) to je, analogno centra- к
1 izova notn slučaju, referentno optimalno rješenje karakteri sano sa 
rj eše n j em

M. 0 0

0 м
(4.12)

proširene Rikatijeve jedna čine, i pridruženom matricom optimalnog 
regulisanog sistema

[Н DC
io F

(4.13)

pri čemu M i F karakterišu linearni regulator stanja za problem 
(4.1a), (4.2). Ovakvo optimalno rješenje je eksplicitno karakteri- 
sano i nva ri j a ntnom str ukturom d efi n i sa nom optimalnim spektrom 
Л =Л(F)UA(H) i matricom pridruženih sopstvenih vektora 
X eR^П+Р)x (ПтР) pri čemu je F £ A , a očigledno je da je ova 
invarijantna struktura u prostoru Rn (pridruženom vektoru stanja 
originalnog sistema (4.1)) ista kao i za originalno referentno rje­
šenje asocira no sa (4.1a) , (4.2).



Kada su parametri dinamičkih regulatora H. , D., i=1,...,k, 
unaprijed fiksirani, matrica Fe i njeni sopstveni vektori su fiksi­
rani pa su, shodno tome, projekciona upravljanja za prošireni si-

_ i I
stem definisana sa u . =-R. . B . M P. , uz pogodno definisane projekci-

1 1 i  1 C  c  i t

one matrice P. , f = l,...,k, u potpunosti odredjena, čime se problem 
formalno svodi na ranije i žuče ni problem statičkog de Central i zova- 
nog regulatora izlaza. U tom smislu, lako je pokazati da svi rezul­
tati navedeni za ovaj problem u Odjeljku II.2 važe i za prošireni 
sistem. Glavna razlika je u tome što sada, s obzirom na pretposta­
vku (d), svaki upravljački centar ima na raspolaganju r^r.+p^ mje­
renja proširenog sistema tako da se u rezultujućem regulisanorn si­
stemu može zadržati r-dimenzioni invarijantni pod prostor R{X }>
pri čemu ie X formirana od sopstvenih vektora matrice F pridru- e e
ženi h pods pektr u лг = Лгi 4^0i ma tri ce ^ * Pošto su sopstvene vrijedno­
sti matrice F definisane samo referentnim rješenjem za originalni 
problem pa, prema tome, ne zavise od parametara dinamičkih regula­
tora, zadržavanje konkretnog podspektra Л od F u regulisanorn sis­
temu je ta kod je invarijantno u odnosu na parametre regulatora. Pa­
rametri regulatora utiču same na lokacije preostalih n+p-r polova 
reguli sanog sistema. Ovi polovi su odredjeni spektrom pogodno de­
finisane rezidualne matrice A . Pitanje kako parametri reg u 1 a tora 
utiču na rezidualne polove je glavni problem u toku sinteze, jer 
kada se on riješi ostali koraci u sintezi su, kao što će biti po­
kazano, e k s p 1 i c i t n o d e f i n i s a n i .

Uzimajući u obzir navedeno razmatranje, smisao pretpo­
stavke (d) postaje jasan. Nairne, očigledno je da je za zadržavanje 
nekog invarijantno! podprostora u regulisanorn sistemu potrebno za­
jedničko djelovanje svih upravljačkih centara, tj. da bi zadržali 
q-di menzi oni pod prostor svaki upravljački centar mora imati q do­
stupnih mjerenja. Pošto jedan upravljački centar ima na raspola­
ganju r mjerenja, pri rodno j| da se informaciona struktura os-

Ш đ  A

talih upravljačkih centara unaprijedi tako da svi imaju ta kodje
mjerenja. Dal je povećanje dimenzije dinamičkih regulatora ni- 

je apriori opravdano pošto dimenzije svih dinamičkih regulatora 
moraju biti simultano povećane da bi se zadržao invarijantni pod- 
prostor veće dimenzije. Može se ispostaviti da je ovako nešto ne­
ophodno u nekim problemima upravljanja ali to mora proizaći iz ana­
lize mogućnosti koju pružaju dinamički regulatori, kao što je ovdje
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uvedeno relacijom (4.6). Pretpostavka (a) je uvedena da bi, zaje­
dno sa pretpostavkom (b), omogućila olakšanje analize, kao i da bi 
se u najvećoj mjeri iskoristile mogućnosti koje u sintezi pruža me­
toda projekcionog upravljanja, Napominjemo da se sa ove dvije pret­
postavke ne gubi u opštosti razmatranja, s obzirom da bilo koji 
sistem može lako biti transformi san u oblik kompatibilan sa (a) i 
(b). Konačno, pretpostavka (c) garantuje da se sa skupom dinamičkih 
regulatora dovoljno visokog reda polovi regulisanog sistema mogu 
skoro uvijek proizvoljno podesiti, /36/.

Pretpostavimo sada, analogno centra!izcvanom slučaju, da 
su parametri H-, , i=1,...,k, proizvoljni i neka su Лг sopstvene
vrijednosti matrice F izabrane za zadržavanje u r e g u l i sanom siste­
mu, pri čemu je Л dekomponovana kao A,„=dg{A . ,A -}, i = 1,...,k,

Г  ' i p  "* * *
kompatibilno sa različitim brojem mjerenja as oci ranim svakom upra­
vljačkom centru, Označimo sopstvene vektore matrice F »asoci ra ne sa

1 =A -UA . r p i r i sa X
i,. i

a Xi X. X1 I, X 1 E: R

gd je je w1 = Tv!1
i

L P
X1
n х  p

^  'V Rnxr i
9 i = 1

, W eR 
P

рхр. , ,1 r,pxrjw |г»'

od sopstvenih vektora matrice F 
WI i WI, i = k , kao
P r

u1 u'i
P i •TI

ц ̂ ui
P2 u i..> wr-

ГЧ r\r2

wkpk I
J

n
U ‘ ri .r k

И 1 .pRpJXpl 
PJ

Tada, uz dekomaoziciju matr i ca

W . e rjbR pј хг i i = 1 ,. . . , k 
ј = 1,...; k

iz definicije sopstvenih vektora i strukture matrice F slijedi

H„• N1. +D • C , X =1*11'.. ЛI I Li pi pi pi

HiWri+DiCiXr ^ r i Ari
i = 1 ,. . . , k (4.14)

D e f i n i š u ć i

Xp r Ci XpeRnXPi  ’ Xr i " Ci Xr cRr iXr i  i = 1 9 *  *  •  9 (4.15a)



MPf wlPr JiwpeRPiXPi’ * r r t r * X * * PiXri » t: , „ k ( 4 . 1 5 b )

im fc ia

H-M , + D - X . «W . Л *i pi i pi p i p i

f' г г  г п  П лп
1 = 1 ( 4 . 1 6 )

t a k o  d a  k a d a  s e  j e d n o m  o d r e d e  W . ,  Wr . ,  1 = 1 , . . . , k ,  t a d a  s e  p a r a m e ­

t r i  p o j e d i n i h  d i n a m i č k i h  r e g u l a t o r a  o d r e d j u j u  i z  r a s p r e g n u t i h  j e ­

dri a č i n a .

K o r i s t e ć i  s e  u v i d o m  d o b i j e n  i m i z  a n a l o g n o g  c e n t r a ! i z o v a -

nog p r o b l e m a  i s p i t a ć e m o  z a v i s n o s t  r e z i d u a l n e  m a t r i c e  A od  Wr  e P i
li • i  od  H - , D • , i  = 1 , . .  . , k . P r i  t o m e  s e  o č e k u j e  đ a  s e ,  k a o  i u c e nГ i I I
t r a 1 i  z o v a n o m  p r o b l e m u ,  m o ž e  p o k a z a t i  da  s p e k t a r  m a t r i c e  A z a v i s i

od p a r a m e t a r a  W . , W - ai pi ri П i ;; 15 U j 5 i — I зd a  ne z a v i  s i e k s  p 1 i c i  t n o  o d  H .

O v a k v a  z a v i s n o s t  b i  o m o g u ć i l a  d a  s e  p r o b l e m  s i n t e z e  d i n a m i č k i h  r e ­

g u l a t o r a  d e k o m p o n u j e  u t r i  f a z e :

( i )  o b l i k o v a n j e  s p e k t r a  m a t r i c e  A,  , a s a m i m  t i m  i s p e k t r ar  e 1
r e g u l i  s a n o g  s i s t e m a  Л ( А ,  ) , i z b o r o m  W, . ,  W.c e p i r  i i = i 1 ;

( i i )  o d r e d j i v a n j e  p a r a m e t a r a  H . , D.  i z  ( 4 . 1 6 )  z a  o d r e d j e n e

W . , W . pi п 1

( I l i ) o d r e d j i v a n j e  p r o j e k c i  o n i h  u p r a v l j a n j a  i  p a r a m e t a r a  p o v r a ­

t n e  s p r e g e  za  n a d j e n e  p a r a j t i e t r e  r e g u l a t o r a .

S o b z i r o m  d a  z a d n j e  d v i j e  f a z e  s i n t e z e  i m a j u  r e l a t i v n o  p r o s t a  a n a ­

l i t i č k a  r j e š e n j a ,  k o n c e n t r i s a č e m o  p a ž n j u  na  o d r e d j i v a n j e  p o g o d n o g  

i z r a z a  z a  m a t r i c u  u f u n k c i j i  od  Ш . , W . , a k o  j e  t o  m o g u ć e .

Kao  š t o  ć e  b i t i  p o k a z a n o ,  i s p o s t a v l j a  s e  d a  z a v i s n o s t  s p e k t r a  r e ­

z i d u a l n e  m a t r i c e  A ^ e od s l o b o d n i h  p a r a m e t a r a  W . 

i z r a ž e n a  p r e k o  p o m o ć n i h  v a r i j a b l i  L . = W-  IW t
r  i m o ž e  b i t i

k .' -Ч I,— Г 3 Ч * *piri
I z  d e f i n i c i j e  p r o j  e k c i  oni h u p r a v l j a n j a  i m a m o :

i u = - r : ! b I  m p. , i = ii i i  i e e i e  ’ з * <* * з : ( 4 . 1 7 )

g d j e

>. =X (C. X ) “ J C .  , i  = 1 . i e e v i e e ' ie * (4,18)

pa j e  r e g u l i s a n i  s i s t e m  op i s a n  matr i com s t a n j a



A =A ■cl e L B . R . .! 
1=1 16 11

i M P. i e e i e

pri čemu iz osobina projekcionih upravljanja važi

(4 .19 )

Ac e W V (4.20)

Znači, sama činjenica da svi upravljački centri koriste 
projekci ona upravljanja garantuj e da su r = r . + p̂  izabranih sopstve- 
nih vrijednosti matrice Ace nekontrolabi1 ni kroz parametre dinamičkih 
regulatora! Imajući ovo u vidu, pogodno je đekomponovati A na od­
govarajući način i tako eliminisati iz razmatranja tih r nekontrola- 
bilnih sopstvenih vrijednosti. Da bi to uradili prvo ćemo permuto- 
vati stanja proširenog sistema i to tako da prvih r komponenti u 
novom vektoru stanja budu ff. i (us led pretpostavke (b)) . Na taj 
način se reprezentaciji matematičkog modela proširenog sistema po­
desi prema prvom regulatoru. Označi mo matricu rezultujućeg transfer-л a
Risanog reguTisanog sistema sa Acp, i izvršimo dekompoziciju A„e kao

ce
Ž ,1 A 1 2

M21
A

Aд22
A

A l Z R
rxr (4.21)

pri čemu su A. . , i,j = 1,2, dati u prilogu A. Def i ni šimo potom tran­
sformaciju sličnosti odredjenu sa

f =Lxp Y = q = n + p - r , p = l p.

4-1 U
A,

V

н 1A i
,-N 1 q J

(4.22)

pri čemu je X matirca permutovanih sopstvenih vektora proširenog 
sistema pridruženih Л , takva da je perrautacija sopstvenih vektora

*  ̂ A

kompatibilna sa već izvršenom permutacijom A u novu matricu A .
C v  c

Tada važi

„ 1 A A

T ‘А T = ce

** —

UA„J< QC 6 6 n J Л г U A YC G Л г U A. Y c e
A A A

LVAceXe
A A A

VA Yce 0
A A A

VA . YC 0 0 Ar e
(4.23)

pri čemu je rezidualna matrica 

22' ,,n1 2
A A A A A A

A = VA Y = A o o - N A  re ce

A đefinisana kao r e

!(J !*?S

(4.24)



Ispitivanje zavisnosti spektra rezidualne matrice A od
slobodnih parametara Wpi Wп H,, Di t = 1 , k, prezentirano je
u prilogu A. Tamo je pokazano da ako uvedemo pomoćne parametre L. 
definisane sa

L„.-W ! w  . , i = 1 ,i pi п  9
k (4.25)

tada se zavisnost spektra A(A ) može izraziti u funkciji samo pa­
rametara L-, i=1,....k, pri čemu se ispostavlja da su A

1 2  1 Л 2 2

nelinearne funkcije od L, , , . ., L, , dok je fl nelinearna funkcija odi к .
L, a linearna funkcija od L9 > U

Znači, dekompoziciju problema sinteze je moguće izvršiti 
ali se, na žalost, pri to* suočavamo sa problemom oblikovanja rezi­
dualnog spektra Л (A J koji, us1ed nelinearne zavisnosti A od L •, 
i = 1,.. ., k, prevazi 1 azi uobičajene formulacije problema postavljanja 
polova. Prema tome, problem sinteze je moguće riješiti ali mnogo 
teže nego odgovarajući problem iz centra!i zova nog slučaja. Za sada 
napomenimo da se kao jedan od mogućih načina rješavanja problema 
Dostavljanja polova iacrice A mogu upotrijebiti heurističke pro- 
cedure sprovedene uz pomoć savremenih digitalnih računara, dok ćemo 
u narednom odjeljku prezentirati orga ni zovani način za metodološki 
pristup ovom problemu.

Kada se odrede Ц  , i = 1,... ,k, koji daju zadovoljavajući 
rezidualni spektar, parametri povratne sprege se lako računaju iz
(4.17 i > !ok se parametri regulatora nalaze iz (4.16) kao

1H . =W . ( Л  • - L . A  - X : x  . H r - L A I Z  . )i pi ■ pi i r i  r i  pi 1 v i r i  p| '
V !pi

1 = 1

Di=Wpi(LiAr i - % i Li)(XH " XoiLi)
(4.26)

pri čemu su W ., i = 1 ____, k , proizvoljne regularne matrice, tako da
je moguća bilo koja pogodna realizacija dinamičkih regulatora.

Napomenimo da se relacija (4.26) u pojedinim slučajevima 
mora donekle modifi kovati. Naime, može se desiti da matrica л sa­
drži kompleksne parove tako da za odredjenu dimenziju j-tog loka­
lnog vektora izlaza nju nije moguće dekomponovati u blok dijagona­
lnu formu Л =d g {Л . , л ..}» kompatibilno sa brojem mjerenja j-tog• P J ' J
upravljačkog centra i dimenzijom asociranog dinamičkog regulatora.
U tom slučaju se matrica Лг dekomponuje kao



J ^ e R pjxpj, pa relacija (4.14) za j-ti upravljački
J
11 J 1 2

j Jj
2 ] u 2 2

J 

J

centar postaje

V ;rj+D3 CjXH j Ji2 +k V ' 2 2

odnosno, koristeći (4.15),

(4.14a)

н .+D •X . =W JJ +W . \i J
j PJ J PJ pj 11 r  J J 2 1

.w . + D •X .-№ Jј +W • >1 jJ r\
3 ГЈ J rj PJ 1 2 ГЈ ć. L

ako s e p o k a zu je da se oci

( 4.1 б a )

fij=^ j l Jl r J)2X№ XPj - 4 (J22VjXp r J2liJ(t-L3XrlXpJ>",l4j

J
- 1

Dr “pj Lj ( J 2 2 “ J 2 1 Lj )" ( J 1 1 Lj~d 1 2 ]̂ (Xrj-XpjLj i
( 4 . 2 6  a)

Očigledno je_da (4.26) predstavlja samo specijalan slučaj relaci
je (4.26a), jer za s u b rna tr i c e i postaju A pi i
Л • pa (4.26a) prelazi u (4.26). r з

Specijalni slučajevi, kod kojih problem postavljanja re­
zidualnih polova poprima jednostavan oblik, mogu se riješiti potpu­
no analogno centra!i zovanora problemu. U nekim drugim slučajevima, 
dio slobode sadržane u parametrima L ., i = 1 ,. . .,k , može se žrtvova­
ti u cilju svodjenja problema postavljanja polova na prostiji oblik. 
U daljem izlaganju ćemo razmotriti dvije takve klase problema. Pr­
va nastaje u slučaju da svi upravljački centri osim jednog (bez gu­
bitka opštosti možemo pretpostaviti prvog) imaju na raspolaganju 
r mjerenja. Ovo bi bio primjer decentralizovanog problema kod kojeg 
problem podešavanja rezidualnih polova poprima prostu formu. Drugi 
nastaje u slučaju da svi upravljački centri osim prvog unaprijed 
fiksiraju parametre pridruženih dinamičkih kompenzatora, i ovo bi 
bio primjer problema kod kojeg se odred jena sloboda u slobodnim 
parametrima žrtvuje radi uprošćavanja problema oblikovanja rezidu­
alnog spektra.



123

Neka je dat problem sa k upravljačkih centara pri čemu
je r»= r - , r *-r, 1 = 2,...,k. U ovom slučaju samo jedan upravljački j min i
centar koristi dinamički regulator reda p=r-rm .n sa čime se omogu­
ćava da se zajedničkim dejstvom zadrži r-dimenzioni umjesto rmin“ 
dimenzioni invarijantni podprostor od referentnog rješenja u rezul- 
tujućem regulisanom sistemu. Definišimo

Г "1
~

w
X = _

p1

i izvršimo dekompoziciju Хг,

Г
IXp1

1

n
r 1

Z 1

tako da je

transformacija sličnosti (4.22) sada odredjena matricom

u
V,P1 W11 0

г = 
0 Xpl ХП 0

_U1 Z 1 Iq.

q = n + p - r (4.27

Uzimajući u obzir da je Р̂  Yo=0, nalazimo da je 
ca data sa |'Y e = , pri čemu je

A1 =A - 2 S. M P.c e e . _ 2 i e e i e

rezidualna m a t r i -

f 4,28)

i

s. -

Oo
, м =

0 0
i e 0 s . e o мгL C- -*

Uvodjenjem dekompozicije

Г .. 1 - 1  г
P. - i c X o Xi e e L p 1 ГЈ 1

X • = C •X C - X imamoi L i p i rJ

k.

A H
1 D 1 C 1 k "o 0 ~

A 1 = - E
. 0

f'c e _ 0 A i = 2 u . i

gdje je

xx:1 c,G . =$ M„ i = 2 ,, . [<џ у 14l c i i

Iz (4 .29) i (4 .30)

viti u obliku

A 1 = D 1 Cl" A=A-
k
E G.ce

0 A i = 2 1

(4.29)

(4.3C)

i
očigledno je da se može predsta-

C  G

(4.31)
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‘р1 1 " r l

> f mi r; ̂  ̂  r

i Particija A u obliku

A= 1 1 „ ,£- , A 1 1 еR' га1пл ' min

s obzirom na pretpostavku (b), daje

čemu A

A 1 1 A 1 2

A 2 1 A 2 2

Aže4

н 1 0

0
A 1 1 A 1 2

0 A 2 1 a 2 2  _

S druge strane, pošto je

1
V •N I U ̂ 2 .j J

W  ,p 1 “п

E-
--
--
--

X

X r  1

1 i j ed i

V A 2 2 -NA A,,z 2 ~ (' 2 2 1 2
1 2

Iz (4.25) i (A.12) sada imamo

’ o
Ml -i II 7
Л А 1 2 lJ 1 1,

1 1 " 
K11 K12
у  1 u 1 
Гч21 22 Ln 1 2j = L u i z i j

1 1 i‘ i V 1 r 
J j 22Lo

gdje je CQ = A-j9 , tako da se dobija

-L,
A = A o o ■ re 2 2 U ] z 1

1
I

Г =A + P P Г 
2 2  o Mr - o' о^о

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

pri čemu napominjemo da je izraz za A sveden na ovaj oblik uvo- 
djenjem parametra

Ро = Ч ( Хг Г ХР1 '-|)" 

što uz identitete

1 ~(I+PoXpl) 1 p0 Xrl’ (Xr 1 ~Xpl Ч  ̂ 1 ~хн (I+Xpi?0)

(4.37)

daje



1 2 5

'~ч~
K 2 2  =

Г -Л
0 I

. I _ X" 1L r 1 j

P

-'Xr!Xp1.

D
' 0

(4.38)

;ako da su Ap i B iz (4.36) definisani sa

A =A 2 2 U < Z
1J

Л и

1 Z J
'ХН Хр1

C o “ A 2 2 ” Z 1Xr 1 C o A 2 2 " N o C o

:Ur zixrixPr ur Noxpi

(4.39)

(4.40)

S obzirom da Af , BQ, CQ iz (4.36) ne zavise od W W * (pa znači 
ni od parametara dinamičkog regulatora i ), sva sloboda sadr­
žana u parametrima regulatora preslikana je u proizvoljan izbor 
matrice P a iz oblika (4.36) je jasno da se pridruženi problem 
oblikovanja rezidualnog spektra u ovom slučaju sveo na linearni 
problem postavljanja polova pomoću povratne sprege po izlazu, ko­
ji se može riješiti koristeći postojeće a 1 gori trne , /86/ . Važno je 
napomenuti da u ovom slučaju oblikovanje spektra Л(A ) predsta­
vlja u suštini poboljšanje spektra Л(A ) koji je smatran nepodo­
bnim prilikom sinteze decentral i zovanih statičkih regulatora, tj. 
kada je samo r . - dimenzioni invari jantni oodprostor referentnog

»Ti i П '

rješenja zadržan u reguli sanom sistemu.
Sa dobijenim P izračuna se odgovarajuće Ц  pa se iz 

(4.26) (za 1 = 1) dobiju parametri regulatora H ,j i D.j . Sa tako iz­
računatim parametrima, pojačanja povratne sprege se lako odredjli­
ju iz (4.17) a mogu se, po analogiji sa centralizovanim problemom, 
prikazati i pomoću direktnih analitičkih izraza i to za prvi upra­
vljački centar sa

K2l=-R

Ky r - R

l ' № c P;

H BK Py
(4.41)

pri čemu je

pz =

Г
0

-

1

-V

V* “U
Ч

ii

Л. • V V U P oXpl)’' V V BoPo (4.42)



dok se ostala pojačanja dobij a j u kao

Kzi=°, K ■=-:R̂ -бТмсххТ1 ’ i=2’«--k (4 .43 )

Dakle, upravljačkim centrima i=2,...,k, treba odrediti 
samo parametre povratne sprege asocirane sa statičkim regulatorima. 
Iz gornjih izraza je važno uočiti da se sinteza statičkih regula­
tora za ove upravljačke centre može vršiti potpuno nezavisno je­
dan od drugog, čim se odredi invarijantni podprostor dimenzije r 
koji se zadržava u rezultujućem regulisanom sistemu. Pošto su poja­
čanja povratne sprege za ove upravljačke centre nezavisna i od di­
namičkog regulatora koji korist! prvi upravljački centar, najpri­
je treba odrediti njih a zatim parametre dinamičkog regulatora na 
opisani način.

Znači, za posmatrani specijalni slučaj može se izvršiti 
potpuno uopštavanje procedure za sintezu dinamičkog regulatora iz 
problema sa jednim upravljačkim centrom. Naime, prvo se može poku­
šati sinteza decentrali zovanih statičkih regulatora pa ako se is­
postavi da je rezidualni spektar ili nestabilan ili nezadovoljava­
jući, dodaje se dinamički kompenzator onom upravljačkom centru ko­
ji ima najmanji broj mjerenja. Sa ovim se, s jedne strane, dimenzi­
ja zadržanog i nvari jantnog podprostora povećava sa r ^  n na 'r = rmi-n + P
a, s druge strane, dodatna sloboda sadržana u parametrima dinamičkog 
regulatora koristi za oblikovanje pridruženog rezidualnog spektra.

Slučaj kada veći broj upravljačkih centara koristi dina­
mičke regulatore ali tako da je kod svih, osim prvog, struktura re­
gulatora unaprijed fiksirana, može se smatrati kao varijacija gore 
opisanog problema. Razlika se ogleda samo u tome što neki upravlja­
čki centri imaju manji broj mjerenja pa im se broj efektivnih mje­
renja povećava uvodjenjem dinamičkih regulatora. Osnovni efekat ovo­
ga sastoji se u povećanju dimenzije sistema. Naime, dimenzija siste­
ma je u ovom slučaju povećana sa n + p, na п+р P-P'l + * • -+Pk tako da
se povećava i dimenzija rezidualne matrice i to sa n-r^ na
n+p2 + ...+pk~ri Iz ovoga je jasno da se u tom slučaju mora žrtvo­
vati znatna sloboda u cilju dobijanja rješivog problema postavlja- 
nja polova. Treba, medjutim, napomenuti da, zbog pretpostavke (a), 
dinamički regulator prvog upravljačkog centra ima najveću dimenzi­
ju što znači da se zadržava veći broj stepeni slobode nego u s1 u -



čaju da smo njega fiksirali a bilo koji drugi ostavili slobodnim u 

postupku sinteze.
Važno je napomenuti da je i za ovaj slučaj sinteza dina­

mičkih regulatora i odgovarajućih parametara povratne sprege ras- 
pregnuta. Naime, svaki upravljački centar, osim prvog, izabere Hi 
i D . a zatim odred juje asocirane parametre povratne sprege Kz- , K 
koji su sada u potpunosti odredjeni sa H-, i prethodno nadjeni 
optimalnim referentnim rješenjem. Prvi upravljački centar rješava 
zatim problem oblikovanja rezidualnog spektra i odredjuje sopstve-

ne parametre H^, D. K . г 1 У 1
čime se sinteza završava. Da bi

ovo eksplicitno pokazali razmotrimo detaljnije strukturu projekcio- 
ni h upravljanja pridruženi h upravi ja čkim centrima i=2,.. . ,k. Naims

Wi
u.=-rt!b ! m х (c.  х ) ' 1c. =- r ~ i ;oi n  i e e ev i e e' i e т BlM Ii cJ X1

r
Piу

• pi

W - п
X .п

1

Cie, to jest

-1 I i i ni riu • = - R • . B . M X r i i i i c i х х - L pi ri.
i e i=2 ,. (4.44)

pri čemu su Wpi , kri 
rovih jed nači na obli

k, rješenja raspregnutih Si 1 veste-

H.W .-W . л . = - D . X -i p i p i p i i p i

H.w .-W - A . = - D • X . 1 r 1 r 1 r 1 1 r 1
i - o VS ) t u t } l\ ( 4 . 4 5 )

za fiksirane H., D, i poznate X . , X Л ., Л i=2,...,k.1 1 p 1 гi p 1 П
Navedene činjenice pokazuju još jednu fundamentalnu oso­

binu projekcionih upravljanja. Naime, ako upravljački centri ne 
koriste informacije o stanju dinamičkih regulatora ostalih centa­
ra u sintezi sopstvenih pojačanja povratne sprege, tada se potreba 
dogovora izmedju upravljačkih centara završava izborom pogodnog 
invarijantnog podprostora kojeg treba zadržati zajedničkim djelo­
vanjem. Ovo otvara mogućnosti za organi zova rii j i prilaz generalnom 
problemu sinteze decentra lizovanih dinamičkih regulatora, koji 
ćemo razmotriti u narednom odjeljku.

Primjer 5

Sistem sa dva upravljačka centra opisan je sa

з 
‘Ч
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- 1 1 0 0 - 1 1 0

_ 2
- 1 1 1 0 1 1

-2 -3 - 1 0 -1 - 1 -1
0 0 1 -2 -1 0 0

»1 0 1 0 -1 1 0

0 oL - 1
4-  * -2 -2 1

- 1 0 -3 0 — 1 -2 -3

4
i 0 0 0 0 0 о п

r -
0 0
0 0
i 0
0

9 b <p =
0

0 0
o 0
0 J  _

г Г 0 0 0 1 0 0 0 
Ч П o o o o i o o

Uvodeći pogodnu transformaciju sličnosti

1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 i 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

d o b i  j a s e  t r a n s f o r m i  s a n i

- 1 0 - 1 i 0 1 0
0 - 2  - 1 0 1 0 ' 0

- 1 0 - 1 0 1 1 0

V - 2 1 0 - 1 1 1 !
- 2 0 - 1  - 3 - 1 - 1 - i

0 - 1  - 2 2 -1 9 1i
- 1 0 - 1 0 -3 -  2 ... j

tem pogodan za računanje:
r- - i
0 0
0 0

1 0 0i
i V

R ~’ J2r 0
i 0
0 0
n 1

0 0 0 0 2 t
i OI U 
! 0

1 0  0 0 0 0
o i o o o  o

Spektar slobodnog sistema je

*(A) = {-2.1±j 2.46,0.13±j1 1 Pj ~ ? 55,-2.84,-0. 59}

a uzimajući Q .=d i ag{100 ,10,1 00, 0,0,0,0} i R“Г 2 ’
R i k a t i j e v u j e d n a či n u dobij a § u se

42.40 0.86 -22.06 12.5/ -4.32 6.02 1 .94
0.86 3.41 -3.23 1 .97 -0.50 -0.23 0.7 1

-22.06 -3.23 40.16 -11.85 7.46 -0,54 -2.71
м - 12.57 1.97 -11 .85 14,78 -4.55 5.11 4.76c -4.32 -0.50 7.46 - 4.5 5 2.63 -0.49 -1 . 39

6.02 -0.23 -0.54 5.11 - 0.49 3.38 1 .52
1 .94 0.71 -2.71 4.7 6 -1.39 1.52 1 .73

rješavajući



- 1 . 0 0 0 . 0 0 - 1  . 0 0 1 . 0 0 0 . 0 0 1 . 0 0 o .0 0
0 . 0 0 - 2 . 0 0 - 1  . 0 0 0 . 0 0 1 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0

- 1 . 0 0 0 . 0 0 - 1 . 0 0 0 . 0 0 1 . 0 0 1 .0 0 0 . 0 0

г - 2 . 0 0 1 . 0 0 0 . 0 0 - 1 . 0 0 1 . 0 0 1 .0 0 1 . 0 0
Г = 2.3 2 0 .50 - 8 . 45 1 .55 -3 .63 - 0  . 51 0 . 39

0 , 0 0 - 1 . 0 0 - 2 . 0 0 2 . 0 0 - 1 . 0 0 - 2 . 0 0 1 . 0 0

-2.49 - 0 .71 1 .71 -4 .76 - 1 .61 -3 . 52 -4. 7 3

tako da je o p t i ma 1 ni r e f e r e n t n i s pek t a г Л( F) dat sa

A1 1 ?
o=- 2 .
L

56 ± ј 2 .79,  X з 4~ - 1  . 361 j 2 . 13, V - 0  . ag•> 5 v - 3

Pošto je u ovom s l u č a j u  min r ,. = 1 , i = 1 ,2, mogl i  bi poku-
i

sati s i n t e z u  s t a t i č k o g  decent ra  1 i zovanog r e g u l a t o r a  k o j i  zadržava  

jed nodimenz ioni  i n v a r i j a n t n i  pod p r o s t o r .  Med j u t i ® ,  da bi i i  us t r o ­

vali s i n t e z u  d i namičkog  r e g u l a t o r a  p r i d r u ž i mo  prvom uprav l j ačkom 

centru d i n ami čk i  r e g u l a t o r

 ̂1 ~ H ] z .s + D .j у 1

i zadržimo i nvar i  j a n t n i  podp r o s t o r  a s oc i r a t i  sa kompleksnim parom

\ч ш kome odgovara mat r i ca  o p t i ma l n i h  s o p s t v e n i  h vek t o r a

0.23 0.31
- 0 . 23 - 0 . 1 8
- 0 .19 0 . i 7
- 0 . 82 0.29
0.04 - 0 . 4  2

- 0 . 1 1 0.26
0 . 44 - 0 . 90

i p r i d r užena  Zordanova forma

,1
" 1  1

,1 1  
J 1 2

- 1  . j 5 2 , 1 3 i
i 1
J 21

J 1
J 2 2 _

- 2 . 1 3 - 1 . 3 6  |

Iz (4.32) dobijemo
2 - 1 0 i 0 0

0 _ 1i 0 i 1 0

1 0 - 1 i 1 1

0 - 1 -3 u. 1 - 1 - 1

1 - 2 2 -.1 - 2 1

4 -9 . 6  0 -3 - 2
ЛJ

a i z r ačunavan jem NQ i BQ i z  ( 4 . 4 0 )  kao

n ! = Г - 0 .57 o I

BT~ [ - 0 . 10
О L

0.56 0 . 92  - 1 . 37  0 . 84  - 2 . 9 0

- 0 . 3 2  - 1 . 0 3  0 . 35  - 0.31  1.10



osnovu (4.39) d o b i j a s e

-2.00 -1 .57 0.57 1 .00 0.57 0.00
0.00 -0.44 -0.56 1 .00 0.44 0.00
1 .00 0.92 -1.92 1 .00 0.08 1 .00
0.00 -2.37 -1.63 -1 .00 0.37 -1 .00

-1 .00 -1.16 1.16 -1.00 -2.84 1 .00
-4.01 -12.56 2.90 -3.00 0.90 -3.00

čime je definisan problem postavljanja polova (4.36). Uzimajući 
P =6 rezidualna matrica A postaje

0 > c

-2.00 -0.99 -0.01 1 .00 -0.01 0.00
0.00 1.47 -2.47 1 .00 -1 .47 0.00
1 .00 7.10 -8.10 1 .00 -6.10 1 .00
0.00 -4.47 0.47 -1 .00 2.47 -1.00

-1 .00 0.67 -0.67 -1.00 - 4.67 1 .00
-4.01 -19.16 9.50 -3.00 7.50

ooco!

sa asociraniш rezidualnim spektrom 

л(Аге)-(~9 . 17 , - 2.9 ± j 0.3 , -0 4 +j 0.49 , - 1 . 55 }

koji se može smatrati zadovoljavajućim. Za ovu vrijednost P na­
ći j emo Lj=0.79 a zatim iz (4.26a) dobijemo parametre regulatora 

i D1 kao H^=-9.03, 0̂  = 26.36. Parametri povratne sprege za prvi 
upravljački centar dobi j aj u se iz (4.41) kao K =-4.49 , Ку  ̂= 15.43
a parametri povratne sprege za drugi upravljački centar iz (4.43)

'1
kao K -4.01 --8.66!, K o = 0 , čime se sinteza završava.\  C  L  J  L  L

11.5. SEKVENCIJALNA PROCEDURA 
DINAMIČKIH REGULATORA

SINTEZU DECENTRALIZOVANIH

U prethodnom odjeljku smo pokazali da se generalni pro­
blem sinteze decentra 1 izovanih dinamičkih regulatora može, ana­
logno centra!izovanom problemu, razložiti na tri faze pri čemu se 
u prvoj oblikuje rezidualni spektar regulisanog sistema a u pre­
ostale dvije faze se nalaze parametri regulatora i parametri po­
vratne sprege. Ta kod i f je pokazano da, kada se problem podešava­
nja rezidualnih polova uspješno riješi, preostale dvije faze u 
sintezi imaju rješenja opisana eksplicitnim analitičkim postupkom 

Med ju tim, za prvu fazu u sintezi nije dato rješenje ko­
je bi, sa metodološke tačke gledišta, u potpunosti zadovoljavalo.
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Naime, i pored toga što je zavisnost rezidualnog spektra od slo­
bodnih parametara u sintezi znatno pojednostavljena i izražena u 
funkciji manjeg broja pomoćnih varijabli L^, т=1,...,к, isposta­
vlja se da je i ova zavisnost suviše složena da bi se, u opštem 
slučaju, mogla izraziti preko do sada poznatih procedura podeša­
vanja polova. Ispostavilo se, takodje, da u specijalnom slučaju 
kada svi upravljački centri, osim jednog, koriste dinamičke re­
gulatore fiksirane strukture, pomenuta zavisnost može biti svede­
na na linearni problem podešavanja polova u funkciji izlaza, čime 
se sve osobine Centralizovanog rješenja generalizuju i na ovaj 
slučaj. Pored ovoga, pokazano je da se problem sinteze parameta­
ra regulatora i parametara povratne sprege za pojedine upravlja­
čke centre može raspregnuti u smislu da kada se jednom odrede pa­
rametri regulatora q-tog upravljačkog centra, H i D , parametri 
pridružene povratne sprege su potpuno od red jeni , za unaprijed iza­
brani i nvari jantni podprostor referentnog r ješenja koji treba za­
držati u regulisanom sistemu. Sa ovim se debija značajan uvid u 
mogućnosti organizovanja jednog metodološkog prilaza generalnom 
problemu sinteze dinamičkih regulatora.

U tom smislu, posmatrajmo sistem (4.1) sa def i nisa nim 
kriterij umom (4.2) i razmotrimo problem odredj iva nja parametara 
dinamičkih regulatora oblika (4.4) i parametara povratne sprege 
oblika (4.5), u duhu metodologije projekcionih upravljanja. Radi 
jednostavnosti izlaganja uvedimo privremenu pretpostavku

(e) sva mjerenja u sistemu su linearno nezavisna,

pri čemu ćemo kasnije pokazati da ona ne ograničava opštost razma­
tranja. Da bi obezbijedili bazis prostora stanja najpogodniji za 
analizu, uvedimo pogodnu feransformaciju sličnosti tako da su prvih 
r, stanja u novom sistemu istovremeno izlazi pridruženi prvom 
upravljačkom centru, sleđećih rц stanja izlazi pridruženi drugom 
upravljačkom centru, itd. Izvršimo dekompoziciju proširenog vek­
tora stanja kao x£=[z] .. .ž£x] .. .х^ х' J, x.eRr"‘, xseRr‘~^,

k
r= E r-, pa se prošireni sistem odredjen sa (4.f), (4.4) defi niše 

i = 1
sa (4.7), pri čemu su sada



1 3 2

H1 0 ... 0 D j 0 .. . 0 0
0 112 . * • 

.
0
•

0 °2 •.. 0 0

0 0 . . .
*

h 0 0 .. . D k 0
" н D

0 0 ... 0 A 1 1 A1 2 *. . A lk A u
—

0 A0 0 ... 0 Ac1 A 2 2 *.. *|k " 2 s

6 0 ... 0 Ak 1 Ak2 ‘*• Akk Aks
0 0 ... 0 A

s 1 As 2 *** Ask

D1 0 . . . 0
-

0 1 j 1* 0 i

0 D2 * * ’ *
0 0

i ^ i e ~
1 1

L° C
, c-Hi L0 0 .. .

* • * * J
0 0 . . . Dk 0

s u os ta 1 e veli či ne d e f inišane < a o i (4 .9) i

(5.1)

Г  i
,0 0

,10). Za izabran
invarijantni podprostor referentnog rješenja (4.1 i) karakteri san
podspektrom = Л U Л c  1Г| F), asociram' sopstveni vektori su def i -
rili sa ni kao u prethodnom odjeljku, s tom razlikom što ćemo sada
vektore i dekomponovati kao 

P r
и
■'p-1

у 1
A r i

х1"
p2 x \r i

, X1- •
i

Xpk ' rk

X1
L PS _

х " 1 rs _

e f.г i x P i ̂ i n  г  , - Х Г - ј  . e к 1 1r i
(5.2)

tako da sada, us led pretpostavke (e), Xp* i Xri iz (4.15a) postaju

1 4/1
xr f cix > x pi rt С,л’ r a (5.3)

Imajući ovo u vidu, iz strukture referentnog rješenja i definicije 
sopstventh vektora slijedi da važi izraz (4.26) koji služi za odre 
dlivanje parametara H., Đ., za poznate W W i=1,...,k. Pri-! 1 P I T I
mjenom projekcionih upravljanja oblika (4.17), regulisani sistem 
je opisan sa (4.19) pri čemu se, uzimajući u obzir (A.1-A.3), ma­
trica regulisanog sistema može napisati kao
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се
н
Е

D
A

(5.4)

gdje su A i E definisani relacijom (A.4), Uočimo da sada član G-
iz (A.4) , zbog strukture matrica C.., i = 1.... k, utiče samo na i-tu
lok-kolonu matrice A a takodje važi da član iz (A.4) utiče sa­

mo na i-tu biok-kolonu matrice E, j er ova činjenica ne zavisi od 
pretpostavke (e). Dekomponujući

1 E-

uočava se da struktura G - i E.j 
ra q-tog dinamičkog regulatora H,

i = 1 »
D

ne

(5.5)

:avisi od parametć

q q
očigledno da E . zavisi samo od H ., D . (i to prek

a q fi. Naime, i z {A.4) j '
i/1 i' ̂ \
к 1 1 ’ 2 1 ' d o k

1 1
G• zavisi takodje samo od , D- (preko К ^ ,  Kp,,) .

Uzimajući u obzir ova razmatranja, sada možemo pristupi­
ti sekvencijalnoj proceduri za podešavanje rezidualnog spektra re- 
guiisanog sistema u generalnom slučaju kada su svi H ■ , ,
i = lli, ...,k, slobodni. Kao prvi korak u ovom postupku odaberi mo pro­
izvoljne konstantne vrijednosti za parametre svih dinamičkih regu­
latora, osim prvog, tj. uzmimo

м
» —  ГЈ „ 
1 ■ 1

, 0 i 1 k l 5 . o )

i iz raspregnutih Si 1vesterovi h jedna čina oblika

°w0 -W° •Л . =-D 0X .] pi pi pi i Pi

?w
0 -м° -Л . =-D 0X .1 ri п п i п

i», L. . ) l(- (5.7)

nadjimo pridružene W° ., W°-, i = 2 ,...,k. Sa ovako usvojenim para-p 1 f I
metrima ostalih regulatora možemo, uzimajući u obzir rezultate iz 
prethodnog odjeljka, nastaviti da izaberemo parametre prvog regu­
latora H j u  cilju podešavanja rezidualnog spektra. Da bi ovo 
uradili, pogodno je napisati matricu , u razvijenoj formi

C  0
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Uvodeći pogodnu trans formaciju sličnosti Г , kompatibi­

lnu sa ovakvom reprezentacijom sistema, moguće je, analogno postu­
pku iz prethodnog odjeljka, el i mi ni sa ti iz razmatranja r=r^+p^ 
sopstvenih vrijednosti regulisanog sistema nekontrolabi 1 nih kroz 
parametre dinamičkih regulatora. Uz dato sa
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izraz za rezidualnu matricu dobi ja se, po analogiji sa (3.36), kao

AJ e= a 1+ b V c (5.11)

pri čemu su sada

a 1=aJ.? - n ! c 1

c l L r

N ̂ =Z°X™' J i r 1 5 „12)

1 2 “L 1 2  “13 *E1k A12 A13* ■A 1 k A 1 s B 1 = U ?  -  N 1 X .D I

P 1 “ L 1 ( X г 1 - X p 1 L 1 )

gdje je

(5

L,=W" W , 
1 p1 r 1 (5.14)

Sa ovim smo čitavu slobodu sadržanu u parametrima H., D.,
1 0 0preslikali u izbor P pošto su za fiksirane H . , D-, i=2,...,k,

i l i  1 1A , B ‘ i C iz (5.11) konstantne matrice, kao što se vidi iz (5.12).
Relacija (5.11), na taj način definiše linearni problem postavlja­
nja polova koji je moguće riješiti postojećim algoritmima i u ci-

1
Iju oblikovanja rezidualnog spektra јЈЈА̂  ). Pri tome su moguća dva
ishod a

]
- za neku vrijednost P rezidualni spektar zadovoljava,
- ne postoji vrijednost koja rezultira u prihvatljivom 

rezidualnom spektru.

U prvom slučaju se izračuna
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Lr ( i*p4 i > " 1 p4 i
(5.15)

i odrede parametri i iz (4.26). Pojačanja povratne grane 
za prvi upravljački centar nalaze se iz

4 ~r
< = _ R ”  J R 1 M p
zl к 1 1 j c z 1

к = -  P "  5 R ' M py1 к22 z c у1
(5.16)

pri čemu j

pyr'Xr'XfiLp O rr xoiLP' (5.17)

dok se za ostale upravljačke centre debljaju pojačaпja

K° s Г i(° K° 1i e i-z i У i J

, ,0ori čemu su W.

■ R T ! B 1 M X1 
1 1 i c

w •
p 1

v 0

Л P 1

(°. У' i
, 0  

lr i

1

Wo od redieni ranijepi 3 п
Sa ovim se procedura završava.

d a t e 0 “

(5.18)

5 K »

U slučaju da nijedna vrijednost P ' ne daje potpuno zado­
voljavajući rezidualni spektar možemo djelimično poboljšati rezi -

1dua I ni spektar pogodnim izborom P (na primjer možemo postaviti
dodatnih p.,+q, - 1  colova regulisanog sistema na njihove optimalne 

1 ' 1
lokacije, pri čemu je q,=rang C'). Drugim riječima, popravimo re-

1z i d u a i ni spektar koliko nam to dozvoljava sloboda sadržana u P 
i za tako odabranu vrijednost izračunemo pridružene parametre i 
Dj. Pošto je, medjutim, rezidualni spektar još uvijek neprihvatljiv, 
prelazimo na drugi korak u sekvencijalnoj proceduri .

Posmatrajmo sada matricu rezultujućeg regulisanog siste­
ma (5.9). Za izabranu vrijednost H?, D?, i=2,,..,k, i izračunate 
vrijednosti H, i iz prethodnog koraka, njen spektar se sastoji 
od zadržanog podspektra Л =Л {1)Л . i rezidualnog spektra Л(А 1 ),

Л Д f f l j J l  at -

t j . Л(А„е)-Лг1ЈЛ(А[!<е) . Uvodeći odgovarajuću permutaciju promjeni ji-
ji ! X 2 a -gavih stanja koja će ih poredjati kao z 

х., х , dobijamo sledeću reprezentaciju istog sistema
u

k
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pri 1agodjenu drugom upravljačkom centru. Uvodeći transformaciju 
si ičnosti

0 u°
P 2 Wr2

p2_
O

J
 j i

>< 
ii

2
p 1

?
Wr 1

2 w2
p 3 > 3

2

X2
P1

VA2
рЗ

X

X

2
r k
2
r 1
2
r 3

'rk
, 2

'rs

IП + P a r

u 0
л r 2

! 
><
 

1 т
з 

1 ^

X 0 r 2

u° U 2 7° 
L ?

ji

(5.20)

analogno prethodnom koraku, eliminišemo iz razmatranja zadržanih 
r optimalnih polova i dobijemo rezidualnu matricu kao

2 o _ u 2 , n 2 n 2 л 2 
re (5.21)



pri čemu je

? 2 
A = A o 9 ■ 2 2

9 p
Г С с нКг K l

12 _ 2 Г -
P "А 1 2 Ч Е 2 1 E23‘'E 2 k A 2 1 A23 * *A 2 k A 2 s

? o ? B~=»2 -N X
(5 .,2 2 )

p2

, 2 ,Napominjemo, takodje, da je definisano sa (5.19), dok je PQ iz 
(5.22) dato sa

n 2 . o , .0 , - 1  , o , . o ', , o
0~L2^Xr2~Xp2L2  ̂ ’ L 2"W p 2 kr2 (5.23)

S obzirom da su sops'tvef.e vr i j ednosti matrice i nvari jan■ 
tne na transformacije sličnosti, slijedi

Г с е >  = л<Асе>

pošto je Л(А' )-Л !ЈЛ( A 1 ) i Л( А£' )=A UA(A^), slijedi к ' ce- r 4 re- ■ ce• r ' re'

л<АЈе)=Л(А^°)

za fi ks i rane H?; D? , iI 1

(5.24)

(5.25)

,. . . , k , i H i , D iz r a č u n a t e u p r v o ni kora­
ku. Ovdje je važno napomenuti da je, u ovoj reprezentaciji, kom­
pletan u ti ca j parametara H? i Do na re z i d ualni spektar preslikan

2 *~ ? / 9 ou matricu P , s obzirom da A , B i Cc iz (5.21) ne zavise od i
B,. Znači, ako sada zamijenimo PE Iz (5.21) sa nekim drugim P~ 
ova promjena će, ustvari, na jednoznačan način (do transformacije 
sličnosti) odgovarati promjeni parametara drugog regulatora i 
D, koji poprimaju vrijednosti i D?, pri čemu će parametri osta­
lih dinamičkih regulatora ostati nepromijenjeni. Uzimajući, u
(5.21), P =P +ДР umjesto P,, dobij amo novu rezidualnu matricu

9  9  9  9  9  9  9  9  9  9  o  9 ^ 9  o  o  o
h =АЗВ P C =А^ В  (P +Д.Р ) * -A Ч В 1P C * + B * Д Г Ч £ r е 4 о ’ о

odnosno, uzimajući u obzir (5.21),

A)!!=A(e+ B 2 A p 2 c 2 (5.26)

Sa ovim smo, s obzirom na (1.25), u suštini uveli novi 
linearni problem podešavanja rezidualnih polova jer se sada slobo­
da sadržana u izboru parametra лР£ može, pomoću poznatih a 1 gori - 
tama, iskoristiti za popravljanje rezidualnog spektra A (A ) sma­
tranog nepodobnim u prvom koraku sekvencijal ne procedure. Vari ja-



• • 2čijom slobodnog parametra AP rezidualni spektar se može podešava­
ti tako da bude ili potpuno prihvatljiv ili djelimično poboljšan.
Ako je moguće potpuno prihvatljivo oblikovanje rezidualnog spektra 

izračunamo Р^-Р^+ЛР^ i nad j emo L.2 = ( I -+• P'' X D ̂ ) 'Р'"Х 2 a zatim iz (4.26) 
odredimo odgovarajuće nove vrijednosti za parametre drugog regulato­
ra SI 2 i D2- Proceduru u tom slučaju završavamo prepodešava nj em 
parametara povratne sprege drugog upravljačkog centra, tj. računa­
ni em

2 2 8 k p z 2

A ‘r

zz 2 c у,

Pri čemu su

27)

P ,o“( ХР-Хzrxp’V_!(I-L^ X p 2)-1«-’ 9  9
:(Хр-х:1-> 2 ’ ry2 л̂г "лри2мЛг2' („0^- 0 / PZ L' (5.28)

dok parametri povratne sprege za ostale upravljačke centre ostaju 
na svojim starim vrijednostima, odredjenim u prvom koraku procedu­
re .

Ako se rezidualni spektar može samo djelimično раЦгаvi ti 
u drugom kora ku, tada sa izračunatim vrijednostima Si« i D? koje 
odcjova raj u tako poboljšanom rezidualnom spektru, prelazimo na s 1 e- 
deće korake u sintezi u kojima se, na potpuno a na 1oga n način, po­
dešavaju parametri trećeg, četvrtog, i td., di nami čko| regulatora 
i odgovarajući parametri povratne sprege. Pri ovome treba voditi 
računa da se, radi što potpuni j eg kori š ćenj a i lobode s a drža ne u 
parametrima regulatora, prvo podešavaju parametri onih dinamičkih 
regulatora pridruženih upravljačkim centrima sa manjim brojem mje­
renja jer je dimenzija ovih regulatora veća, što znači da sadrže 
i veći broj slobodni h parametara. Na taj način se podese svi para­
metri skupa dinamičkih regulatora pa ako i tada rezidualni spektar 
nije potpuno prihvatljiv može se ista procedura iterativno ponoviti, 
dok se potpuno ne ispitaju mogućnosti sinteze zadovoljavajućeg si­
stema sa datim dimenzijama dinamičkih regulatora.

Konačno, ako se ispostavi da za date dimenzije dinamičkih 
regulatora i izabrani invarijantni podprostor, po pravilu asocirao 
sa dominantnom dinamikom referentnog rješenja, nije moguće dobiti 
zadovoljavajuće rješenje, procedura dozvoljava dva moguća načina



м о

cl a se sinteza modifikuje:

- izabrati drugu kombinaciju sopstvenih vrijednosti i vektora 
referentnog sistema, i pokušati sa istim dimenzijama regula­
tora dobiti zadovoljavajuće rješenje,

povećati dimenzije dinamičkih regulatora na p. + 1, i=1,..,l
čime se može povećati dimenzija zadržanog invarijantnog pod- 
prostora za jedan i iskoristiti sloboda u dodatnim parametri­
ma regulatora za poboljšanje rezidualnog spektra, na potpuno 
analogan način prethodnom postupku.

Navedena procedura se general i zuje i za opšti sl učaj kada 
ne važi pretpostavka (e), tj. kada su pojedina mjerenja uključena u 
više lokalnih mjernih vektora. Razlika u odnosu na prethodni slučaj
ogleda se u tome što matrica C za proizvoljni regulator nije više
oblika (5.1) i što se, usled proizvoljne strukture matrice Сл, ma­
trica G ne može više dekomponovati na način dat u (5.5) jer dolazi
do preklapanja u nenultim biok-kolonama matrica G . , i = 1,...,k. Me- 
djut'im, bez obzira na pretpostavku (e), reprezentaciji sistema se 
uvijek može pogodnom transformacijom T4 prevesti u oblik u kome 
Je у =Coex , sa C = [lf oj , r = r.+p.j. Za fiksirane parametre osta­
lih regulatora H° i 0?, i = 1 , . . . , k , i , i izabrani i nvarijantni pcd-
prostor referentnog rješenja asociran sa A =Л .UЛ . može «=e, ana-г r i p i
l o g n o  p r e t h o d n o m  slučaju lako pokazati da o d g o v a r a j u ć a  r e p r e z e n t a c i - 
j a  m a t r i c e  regulisanog sistema može biti p r e v e d e n a  u oblik

K D 0
Ц q

ftq = ce
прЧ

“ 11 A1 ? 9 A ^ s R rqxr4 (5.29

rq пл Ч Aq^ 2 9C21 П О AС  1

pri čem u А12 1
A q - 
н 22 ne zavise od parametara q-tog regulatora H

lađa se fundamentalna osobina pr o j e k c i o n i h
i

upravljanja za ovaj
nera1n i s 1 u č a j može izraziti sieđećim rezultatom:

Teorema 11.5.1 Sa navedenim pretpostavkama, rezidualni spektar 
gulisanog sistema je д(А^рј, sa

Aq -Aq+3qPqCq re

re­

i s .  3 0 )



i ne zavise ocipri čemu su A

U
'л p q

U
rq , a U

W W
p q rq

x q = X Xe pq rq

u q тЧ
L o 0

2 2  o rq
Zq su di o

o o' rq pq

gdje je Xq matrica sopstvenih referentnih vektoга pridruženih za­
držanom invarijantnoffi podprostoru i permu to va n i h kompatibilno sa 
transformacijom Tq . Matrice W , i i. su ovd j fi'" def i ni sane kao i ra~ 
nije, dok su X i X dati izrazom (4.15a) (za i=q).Рм * Ч

Dokaz se lako izvodi na osnovu prethodnog razmatranja i 
rezultata iz prethodnog odjeljka, pa je ovdje Izostavljen.

Navedeni rezultat otvara mogućnost *t Hd'l'pletno uopštenje 
navedene sekvencijal ne procedure -za general ni slučaj k»da sva mje­
renja ni jesu linearno nezavisna. Jieđina razlika je u tome što se 
računski aspekt problema u izvjesnoj mjeri aslozij a va Ijsošto je u 
svakom koraku procedure potrebno dodatno izračunavanje za nalaženje 
pogodne transformacije Tq .

Sa rezultatima prezentiranim u ovom odjeljku u potpunosti 
je omogućena genera1 i zaci ja metodologije za sintezu statičkih i di­
namičkih regulatora bazirane na proj ekc i onom upravljanju, prikazane 
u prvom dijelu rada za slučaj Central i zovane strukture, na genera­
lni slučaj decentralizovane informacione i upravljačke strukture u 
kojem više upravljačkih centara upravlja složenim sistemom na osno­
vu lokalnih mjerenja. Naime, kompletan postupak sinteze sumiran u 
11 koraka u Odjeljku 1.4 za centra 1 i zovanu strukturu može se sada 
generalisati na slučaj decentra1 i zova ne strukture. Jedine razlike 
nastaju u koraku 8 gdje, us'led novih ograničenja na informacionu 
strukturu nastalih decentralizacijom umjesto jednog problema pode­
šavanja polova, rezidualne polove sada podešavamo više puta i to po 
sebno za svaki upravljački centar ako je to potrebno.

Prije nego pređjemo na razmatranje mogućnosti primjene 
pro jete-ci onog upravljanja na sintezu regulatora u sistemima decentra 
lizovane strukture sa konstantnim poremećaj ima, pokazaćemo kako se 
izložena procedura za sintezu decentralizovanih dinamičkih regula­
tora može primijeniti na sisteme oblika



x=Ax+ S B . u . 
i = 1 1 1

(5.31a)

У ̂ = C j х + D ̂ j u ̂ , i = 1 , . . . , k .31b)

kod kojih su lokalna mjerenja direktno spregnuta sa asoci ranim lo­
kalnim upravljačkim varijablama. Problem sinteze decentralizovanih 
dinamičkih regulatora sastoji se ponovo u nalaženju

zi=Hizi+[W  1 = 1 eRPi (5.32)

(5.33)u K . z ■ + K . у . , i = 1 , . . . , ki zii уiJ i ’ ’

tako da rezu!tu ju ći reguli sa ni s i s t e m posjeduje zadovoljavajuće d i 
naničke karakteristike.

Koristeći (5 . 31b), 1 oka 1 na upravljanja mož emo izrazit i ka

g. = K . z.+K .0. i zii ут i 1 1 j  .  » .  )  к

^ * ( 1 - ^ , 0 , , ) - ’^ , . «  ,ои )-'к У Г С,Х
(5.34)

a sa (5.34) jednači na dinamičkog reculatora pridružena i-tom upra 
vljaćkom centru postaje

2 i ~ '5 z i + D i У i ’ » r ' V S P i i P r  D1=Di (I+DiiK„ 1 ) ( g o s ’s\ -J • V-- i

Znači, originalni problem je moguće svesti na siedeći ekvivalentni 
problem: Za dati sistem (5.31a) i skup lokalnih mjerenja

1 =  1, , k (5.31c)

naći skup dinamičkih regulatora oblika (5.35) i parametre povra­
tne sprege oblika (5.34). Za ovako defi ni san problem možemo primi­
jeniti izložene postupke za sintezu i odrediti red dinamičkih regu 
latora , parametre i 0„• kao i parametre povratne sprege K . i 
K .., i = 1 k , koji ga ran tuj u zadovoljavajuće dinamičke performan
se regulisanog sistema. Tada se sinteza završava nalaženjem odgova 
rajućih parametara za originalni problem, u obliku

Ky1=Kyi!I+DiiRy i)'1. 1 = 1--- .k

к_ ̂ = (I ~ K • D • ) K , , i = 1,.zi у 1 11' Z1

(5.36)

(5.37)
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D • = D . ( I + D • .K • )' i i v n  yi ' , i = 1 ,. . . , k

W Di Di i Kz i -  <’ » .............k
(5.39)

Primjer 6

Posmatrajmo sistem iz prethodnog primjera kod koga je 
informaci ona struktura donekle promijenjena, tako da sada svaki 
upravljački centar ima na raspolaganju po dva mjerenja opisana mâ  
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pogodan za r a č u n a n j e .  S p e k t a r  s lobodnog s i s t e m a  j e  i s t i  kao u 
prethodnom p r i m j e r u ,  a u z i m a j u ć i  0 =di a g { i 00,0 , 10 , 100 , 0 , 0 , 0 } i
R: i rješavajući asociranu Rikatijevu jednačinu dobijaju se M(
. гi s , sa optimalnim referentnim spektrom д (F ) istim kao u prethodnom 
pri mj eru:

A,1 5б±ј2.79, A3 j 4  = -1 .Зб±ј2.13, A^-0.95, Ag = -3.7 ■r



Pošto oba upravljačka centra imaju po dva mjerenja, sa 
statičkim regulatorom možemo zadržati dvodi menzi on i i nvarijantni 
podprostor referentnog rješenja. Ako, u tom smislu, izaberemo i n~ 
varijantni podprostor asociran sa dominantnim kompleksnim parom 
A2 ^, ispostavlja se da je asociram' rezidualni spektar

Л( Ar)*{0.54 ,-0.24,-3.66,-2.46±j0.93}

nestabilan. Sada bi mogli potražiti neko drugo rješenje zadržavanjem 
ostalih dopustivih kombinacija optimalnih sopstveni h vektora. Umje­
sto toga ćemo, radi ilustracije, uvesti dinamičke regulatore

ZpH^z^ + D-јУ̂  , eR^

z2~^2z2+^Z^Z* 2 e ̂

sa k o j i m a  ć e mo  p o p r a  v i  t i  n e z a d o v o l j a v a j u ć e  r j e š e n j e  d o b i j  e n o  s t a t i  

■ k i m  r e g u l a t o r o m  uz  z a d r ž a n i  i nva.-ri j a n t n i  p o d p r o s t o r  a s o c i r a n  s a  

i  3 л. U t om s m i s l u ,  k o r i s t e ć i  d o d a tna m j e r e  n j a  a s  o c i  r  a na s a  z ,  i z3 i 2 *
zađržaćemo dodatni jednodimenzioni i nvari jantni podprostor asociran 
sa domi nantnim realnim polom A ̂ i sprovesti opis anu sekvencija 1пu 
proceduru za podešavanje rezidualnog spektra.

regula t 
ženu v r

Odaberi rno 
oora H“=-1, 

i j e d n o s t P

Г. 0
V

2 V
o t f

vo proizvoljne vrijednosti za parametre drugog 
0.5 1 i iz (5.7) , (5.23) i zračunajmo priđru-
47 0.2 5 "i. Iz (5.1'Ј* dob i dalo

C1 =

4“ i 00 0. 4 7 1.40 -0.03 -0 43 -0. 0 3 г 0 99 !
0 00 “ 2 09 - 1 бб 0.91 0 56 -0. 09 riu 12 ;
0 00 -0 3 1 -0 .73 0.69 0 4 2 -0 31 1Ц » - -0 04 :
0 00 0 34 „ 0L .05 -0.65 0 39 -0 6 6 9 U 0 1б !
0 00 -1 30 -1 .43 -i .30 -2 8 7 0. 7 0 -o 15

[п 30 r\“• L 79 -11 .66 -i .93 0 98 4 Ц ' Г)
- 0 2

0 0 - 1 0 1 o]
_0 1 0 1 1 1 J

koje defi n i š u problem postavljanja polova (5.11). Uzi maj ući 
P1 = [ 8 -1.5] dobi jamo djel i mi č rio poboljšani ali još uvijek nesta­
bilni rezidualni sпektar

Л(Аre)= {'3• 84 5 ”°* 23 ’'1•63 »0•31,-2•49±j0.93} .

Iz (5.15) izračunamo Lpf-2.23 -1.4 7 J a iz (4.26) parametre prvog
regulatora H^-2.02, D1 = [20.9 8.9з].
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Sada promijenimo reprezentaciju regulisanog sistema i po 
desimo je prema drugom upravljaču. Na taj način dobijemo novi pro-

’re

c2=

re

podešavanja polova oblika (5.26) , pri čemu su

-2.02 18.73 8. 93 14.81 1 .80 0.00 2.73
0.00 -0.6 3 1 .00 0.90 0. б 3 0.00 0.1 7
0.00 0.87 _ 1 1 .00 -3.06 -1 .87 1 .00 , s2= -0.02

-0.09 -0.23 -1 .31 -0.6 0 0.41 1 .00 -0.01
0.00 1.10 2. 00 -1.66 -3.10 1 .00 '-0.06

L 0.00 -4.78 0. 00 -0.39 1 . 78 3.00 -0.30

0 0 0 1 0 0
0-1 0 1 1 0_

p2-[~6 4.3] dobi jamo rezi d u a 1 n u matricu

-2.02 6.99 8. f3 10.17 13.5 5 0.00
0.00 -1.38 1 .00 0.5 1 1 . 38 0.00
0.00 0.94 -1 .c10 -3.04 -1.94 1 .00

-0.09 -0.17 -1.:.1 -0.53 0.34 -1.00
0.00 1 . 34 2 . 0 0 -1.56 -3.34 1 .00
0.00 -3.49 o.co 0.12 0.4 9 -3.00 J

sa asociranim stabilnim rezidualnim spektrom 

Л( A j; J  = {-0 . 1 3±j 0.07 , - 2.48± j 0.99 , - 2 . O9 , -4.0 i }

koji se može smatrati prihvatljivim, iako se i dalje može poboljša
2ti ili variranjem дР ili ponovnim podešavanjem parametara prvog 

regula tora.
Sa izračunatim Р^ = Р^+ДР‘“=[-б . 47 4.5 5 j nadjemo

l2=[-2,23 -7.02J i odgovarajuće vrijednosti za parametre drugog
regulatora H^-1.96, D2=[l4.46 94.4s], Sintezu završavamo izraču­
navanjem parametara povratne sprege

Kz1=-0.09, Ky1=[3.17 1.69]

Kz2-0 .0 6 , к 2 = [-1.93 - 1 0 .1 3 ].

Program na jeziku LAS (Linearna Algebra i Sistemi), 
/130, 131/ na osnovu kojeg je ovaj primjer uradjen na računanu 
POP 11/34 u Institutu “M.Pupin", prezentiran je u Prilogu B.



II. 6. SINTEZA DECENTRALIZOVANIH PI REGULATORA 
METODOM PROJEKCIONOG UPRAVLJANJA

Postupci razvijeni u prethodnim odjeljcima zasnovani su 
na polaznoj pretpostavci da su jedini poremećaji koji djeluju na 
složeni sistem sa decentralizovanom strukturom tipa početnih ušla* 
va, tj. impulsnog tipa. Pokazano je da se u takvim us 1 ovima uticaj 
ovakvog tipa poremećaja eliminiše na zadovoljavajući način primje­
nom projekci onog upravljanja. Medjutim, za sisteme u kojima djelu­
ju konstantni ili sporo promjenljivi poremećaji, navedene procedu­
re ne zadovoljavaju postavljene zahtjeve regulacije, tj. ne uspi­
jevaju da obezbijft.de eliminaciju uticaj a ovakvog tipa poremećaja 
na izabrane lokalne izlaze sistema. Zbog toga ćemo, analogno Cen­
tral izovanom slučaju, izvršiti modifikaciju predloženih postupaka 
tako da se i u decentra1 i zovani m sistemima sa djelovanjem konstan­
tnih poremećaj a obezbijede želje ne pe rformanse sistema.

U tom s rn i s 1 u posmatrajmo složeni si stem opisan sa
k

x=Ax+ £ 
i = 1

B . u . + d 1 1 , хcRn , m *
u.eR ii (6 .1a)

У i = C X , у i = 1 ,. .• ,k (6 .lb)

pri čemu
, п

je afcR vektor konstantni h nemjerljivi h poremećaj a koj i
djeluju na sistem, a matrice A, B ., C ., su odgovarajućih dimenzi-i i
ja, i sa rang B . =m. , rang СЦ S i t., i = 1_____k. Problem koji se posta­
vlja u ovakvim sistemima u opštem slučaju se svodi na odredj i vanje 
skupa lokalnih upravljačkih varijabli u., i=1,...,k, koje obezbje- 
djuju da rezu 1 tujuđi regulisani sistem posjeduje zadovoljavajuće 
dinamičke karakteristike i prihvatljive performanse u ustaljenom 
stanj u.

S obzirom na veliki praktični značaj, ovom problemu je 
u literaturi posvećena odgovarajuća pažnja, /39,41,44,54/, ali 
predložene metode posjeduju sve one nedostatke koje smo ranije po- 
menuli u kontekstu istog problema bez prisustva poremećaja. Naime, 
rješenje zasnovano na optimizaciji /41 ,54/, po pravilu se završa­
vaju iterativnim računskim algoritmima dok se kod pristupa bazi­
ranih na postavljanju polova /39,44/ koriste dinamički regulatori 
suviše visokog reda da bi bili prihvatljivi za praktičnu realizaći-



ju. Medjutim, iz navedenih istraživanja dobijen je značajan uvid 
u strukturu regulatora koji obezbjedjuje rješenje postavljenog 
problema. Naime, u radu /39/, u kojem je razmatran opšti problem 
sinteze decentralizovanog servomehanizma, predloženo je da se de- 
centra!izovano upravljanje realizuje u obliku skupa PI regulatora 
u funkciji lokalnih izlaza, oblika

u . ---K‘.y . +K . /у-dt, i=1i iJ i i 1 J i

Uvodj enj em

,k ( 6 . 2 )

в=[в,  . . .  Bk]
.т [c с т  1k J

t o
= {K: K = dg(K1 ,. .. ,Kk>, K 1 x CT 1 > , CT

C* =
C . 0 01
0 0 0

0
I' Г 1

« ? r i x ( " + r)

г *
"1

r *
. k

:R ! r х { n + r

!<
V

i =1

\  O t  w

strukturne osobine upravljanja (6,2) opisane su s1edeći m rezu 1 ta - 
tom:

Teorema 11.6.1 , /39/ Uz pretpostavku da važe siedeći uslovi:

(a) skup upravljanja (6.2) stabilni zuje sistem (6.1),

(b) fiksni modovi sistema t * , A 0 в

C 0_ 5_0_ } u odnosu na {(

ne sadrže koorđinatni početak kompleksne ravni

rezultujući regulisani sistem (6.1), (6.2) posjeduje, nezavisno od 
konkretnog izbora parametara povratne sprege l<,P K.1, i = 1i ’
sledeče osobine:

(i) lokalni vektori izlaza у., i-1,...,k, u ustaljenom sta-“ 1
nju ne zavise od nemjerljivih proizvoljnih konstantnih 
poremećaja i varijacija u parametrima sistema,

(ii) kada je sistem pobudjen skupom konstantnih lokalnih re­
ferentnih vektora izlazni vektori u ustaljenom
stanju idealno prate v-, i=1,...,k.

Iz uslova (b) slijedi da dimenzije m. lokalnih vektora upravljanja 
moraju biti najmanje jednake dimenzijama asociranih lokalnih izla­
za, pa se ovdje pretpostavlja da je ovaj uslov zadovoljen, tj.



Primijetimo, takodje, da se za slučaj r,. =m
Г д

uslov (b) svodi na rang ^ 0

a 1,»«.,k,i i
n + r, što je ekvivalentno uslovu 

da p r e n o s n e  n u l e , /127-129/, sistema (A,B,C) ne sadrže koordina- 
tni početak kompleksne ravni. Primijetimo, konačno, da za zadovo­
ljenje osobine (ii) struktura upravljanja (6.2) ostaje ista s tim
što tada pod integralom e.=y..-v., zamjenjuje у. , i = 1,...,k.

Iz navedenog se vidi da PI reg u 1 a tor i posjeduju željene 
strukturne osobine sa aspekta ponašanja regu1isanog sistema u usta 
ijenom stanju. Medjutim, problem sinteze parametara povratne spre- 
ge K . , K . , i =1 u cilju zadovoljavanja željenih dinamičkih
performansi sistema, još uvijek nema potpuno prihvatljivo rješenje
Imajući ovo u vidu mi ćemo, koristeći navedene strukturne osobine 
regulatora sa integralnim djelovanjem, proširiti metodu projekcio- 
ni h upravljanja i na ovaj slučaj.

Dalje razmatranje ćemo bazirati na analognom pristupu 
razvijenom za slučaj centra!i zova ne strukture u prvom dijelu rada 
i rezultatima dobij enirn za decentra1 i zova ne sisteme bez spoljnih 
poremećaja u prethodnim odjeljcima. Napomenimo da se sistem (6.1) 
pogodnim smjenama može transformisati u odgovarajući sistem bez. 
poremećaja ali sa različitim početnim us 1 ovi ma. Pošto rješenja 
bazirana na projekci onim upravljanjima ne zavise od početnih us- 
lova, mi ćemo u daljem razmatranju zanemariti početne oslove i 
koncentri sati pažnju na oblikovanju dinamičkih karakteristiка si­
stema izborom pogodnih parametara povratne sprege, imajući pri 
tome u vidu da su zadovoljavajuće karakteri sti ke u ustaljenom sta­
nju garantovane samom strukturom upravljanja (6.2), tj. prisustvom 
integralnog djelovanja.

Prema tome, za dati sistem (6.1) i skup regulatora (6.2)
fiksirane strukture posmatraćemo problem određjivanja matrica po-

P Ijačanja povratne sprege K ., K., i*1,,..,k, tako da rezultujući 
sistem posjeduje zadovoljavajuće dinamičke performanse, mjerene 
pogodno odabranim kvadratnim kri teri jurnom. Da bi primijenili me­
todologiju projekci onog upravljanja na rješavanje ovako postavlje­
nog problema uvedimo skup Integra tora

# y i , i = 1 ».. .»k

I  г  т т
i definišimo prošireni vektor stanja kao х =[w,...w.

0  i K

(6.4)



1 4 9

Pretpostavljajući da su w-» dostupni z a l i j e r e -

nje asociranom upravljačkom centru definišimo proširene l o k a l n e  i z ­

l a z e  kao
тi Г T T ] i = 1 ,.у. - J i e w - L i yiJ’
Prosi reni s 1 stem je

k
х =A х + E B . u.+Ge e e i = 1 i e i e

У - == C. X , i -1 ,.. , kJ i e i e G

pr i čemu s u

0 Г*u ’o
A i 9 B. =e 0 A i e в .L L 1

J.= 0 0 Ii ' ri

a upravljanja (5.2)

0 ! J . 0

i ТL ж

1
I i

(6.5)

(6.6a)

(6.6b)

(6,6c)

ur Kiey ie’ i =
Г i

pri čemu je K . = j K . K . . i п т х i 1 . O č i g l e d n o  j e  da  s mo  na  o vi e Li "i j
uveli dinamičke regulatore f i k s i r a n e  s t r u k t u r e .  P o  a n a l o g i j i  s a  cen­
tra! i zovanim problemom d e f i n i š i m o  k r i  t e r i  j u m
. co t

0.eR<"*r)*<n*r, (6.8)U — ?)C

sa čime se problem s i n t e z e  opt ima 1n i h d e c e n t r a i i z o v a  п i h P I regu1 a to­
ra prevodi na sledeći problem decentra!izovanog statičkog regulatora 
izlaza: odrediti pojačanja , i = 1.,. .. , k , t a k o  da je upravljanje 
( 6 . 7 )  optimalno u odnosu na k r i  t e r i  jum ( 6 . 8 )  u smislu projekci onih 
upravi jari ja.

Da bi riješili ovaj problem prvo ćemo naći asoci rano refe­
rentno optimalno rješenje

V Fe V  t r W e -  V  ^ l e - (6.9)

• - • u n (n + Г ) X (n + r}рп čemu je M е к ' ' к ' rješenje as o c i r a n e R i k a t i j e v e jedna ei n e
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A M +M A -М S M + Q = 0  e e  e e  е е е че
( 6 . 10)

Referentno rješenje je eksplicitno definisano svojom invarijantnom
п + p

strukturom, tj. skupom optimalnih sopstvenih vrijednosti Л={А.}._,
П 4- p J V

i pridruženih sopstvenih vektora Iz rezultata Odjeljka
II.2 jasno je da možemo sada , kor išćenjem projekcionih upravljanja, 
zadržati r-dimenzi oni invarijantni podprostor pri čaiiu j'

л к r ir- min r . , r. = 2r.. Naime, formirajmo Xi ’ _ i i r i
izabranih r. sopstvenih vektora pridruženih Л-.С?, 
definišimo asocirana projekciona upravljanja

1 r, ( n +■ r ) X r „•. ‘1 fi R • i od
i -1

u .=-r t !b ! M P. х i 1 1 i e e i e < (6*11)

pri čemu su P . = X .(C. X .) C . . i = 1 ,. . . , k , i važi princip i nk1 u■ r _ i e r i v ie r i ' ie 1 r
zije R(X }, za i = 1 , ,1c, Rezu Ituj uđi regulisani sistem ta-
da postaje 

k
х =(A - Z S . M P . )x = A х (6.12)е ч е 1- ie ? ie' i ce e x '

i posjeduje osobinu ceI =X A-, za Л-= nr r i = 1 г“‘
, tj. R{X } predsta­

vlja invarijantni podprostor regulisanog sistema. Preostale polove 
regulisanog sistema definiše spektar rezidualne matrice A t YqA, Y ,
• ( п нн Г ̂ X f П Г  — P ") "pri čemu je Y eR4 ' ' ' proizvoljna matrica uz ušloct da je

I = Г X Y 1 ve c r
U.

Y j regularna matrica, a V eR (n + r - r ) X  ( n + r ) . л ,j e d e f i rn s a n a s a

T - U' e Ako su, za konkretan izbor X (po mogućnosti asoci ran sa

dominantnom referentnom dinamikom), komplementarnih n + r-r polova 
locirani u prihvatljivoj oblasti kompleksne ravni, tada se ovakvo 
rješenje može ocijeniti kao zadovoljavajuće i procedura se završa­
va nalaženjem suboptimalnih pojačanja povratne sprege

IK = к:i e t i
■ P 1
'i f ■‘ 1Л iM»i<rii(c1exrj)'1п  i e e r i i = 1 ,.. . , k (6.13)

Takodje je moguće, shodno Teoremi II.2.4, izračunati i povećanje 
vrijednosti kriterijima De asocirano sa projekcionim upravljanjem.

Medjutim, pošto su integratori uvedeni sa eksplicitnim 
ciljem da poboljšaju ponašanje sistema u ustaljenom stanju, može
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se desiti da u konkretnom upravljačkom problemu nijedna kombinaci 
ja zadržanih optimalnih sopstvenih vektora ne rezultuje u prihva­
tljivom rješenju. U tom slučaju metoda omogućava tri moguća način 
za poboljšanje nezadovoljavajućeg rješenja:

- smanjiti dimenziju zadržanog invarijantnog podprostora na 
q<r, čime se, shodno razmatranju u Odjeljku II.2, dobi ja 
decentrali zova ni problem podešavanja rezidualnih polova,

- povećati broj efektivnih mjerenja u upravljačkim centrima 
diferenciranjem postojećih lokalnih izlaza i na taj način 
iskoristiti ovako dobijene mjerne signale za popravljanje 
dinamike regulisanog sistema. Ovaj način vodi ka sintezi 
decentralizovanih PID regulatora i biće razmatran u nare­
dnom odjeljku,

- treća mogućnost, koja će biti detaljnije proučena u Odje­
ljku II.8, sastoji se u uvodjenju dinamičkih regulatora
u pojedinim upravljačkim centrima, čime se pruža prilika 
za poboljšanje neprihvatljivog rješenja, proi zaš1og iz 
sinteze decentrali zovan ih PI regulatora.

Primjer 7

Sistem sa dva upravljačka centra, na koji djeluju S O O i

poremećaji opisan je matricama

0.000 0.000 1 . 000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 1 .000 0.000 0 .0 00
0.025 -0.015 -0.350 -0.056 -0.0016 -0 .01 1
0.0 00 -0.045 0.000 -0.450 -0.010 0 .025
0.000 0.000 0.000 0.0 00 -0.200 0 . 000
0.000 0.000 0.0 00 0.000 0.000 -0 .400

0. 1 5 0.000 0.000
0.00 0.000 0.200 1 00.00

, в ? =
0.0 21 0.000 C - U U U 0

0,03 0.060 1 . 000 1 0 0 0
-

0.15
0.00 0.0 00 0.050 /”•> 0 0

-0.240 0.000 2 0 0 0 0 1 Q_

i zadovoljava us lov (b). Uvodeći Integra tore w.=y., 1 = 1,2, i 
trans formi šući prošireni sistem u oblik pogodan za računanje do­
bi jemo



r  o
D '1

0 .00 1 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 .0 0

0 .0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 .0  Q

0 .0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 1 0 0
0 .0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0

0 .0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0

0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 c  . 0 0 0 0 0

0 . 00 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0  - 0 0 5

0 .0 0 - 0 . 0 3 0 . 0 0 0 . 0 0  - 0 01

c. 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 .0 0

‘0 . 0 0 ' ' 0 . 0 0 0 0 0
0 . 15 0 . 0 0 0 . 0 0
0 .0 0 0 . 0 0 0 . 0 0
0 .0 0 0 . 0 0 0 . 0 0
0 .0 0 в - 0 . 0 0 0 . 2 0

'л 0 . 1 5
5 2e

0 . 0 0 0 . 5 0
0 .03 0 . 0 6 1 . 0 0
0 .00 0 . 0 2 0 . 0 0

L o . 0 0 -0.24 0 0 0

Usvajajući Qa = 1OOIg, R = I 3 , гје: 
čine dobi jamo matricu ref 
ferentnim spektrom A(F ):

0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 1.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00
1 .00 0.00 0.00 0.00
0.00 1 .00 0.00 0.00

-0.20 0.00 0.00 0.00
-0.01 -0.45 0.00 0.03
0.00 -0.07 -0.35 -0.01
0.00 0.00 0.00 -0.40

C 1ej
1 0 0 0 0 0 0 0 0]
.0 1 0 0 0 0 0 0 0 i

J

'0 0 41 0 0 0 0 0 0]
9 0 0 0 1 0 0 0 0 0 i

C2e~ 0 0 0 0 1 0 0 0 0i
.0 0 п 0 0 1 0 0 OJ

avanjem asocirane Rikatijeve jedna- 
og rješenja (6.9) sa optimalnim re-

Хр-11.36, X 2 = - 2.4 б , A 3 4 = -1 . 3 7 ± j 0.1 5, Ag g = -0.89±  j 0.47 ,

X7 8=-0.23±j0.24, Ад=-0.38.

Primjenom procedure za sintezu decentralizovanih PI regu­
latora iz ovog odjeljka, nalazimo da postoje slede će tri kombina­
cije koje rezultiraju u stabilnom regu1 isanom sistemu:

Г prvi upravljački centar zadržava i nуa ri jantni p0 dpr0 s- 
tor asociran sa ( X - d o k  drugi zadržava invarijantni 
podprostor asociran sa {A, ,X? ,\j ,Aq};

centar zadržava {A, , A 0} a drugi 

centar zadržava {A, sA^} a drugi

2 prvi upravljački 
{А̂  , A g , A 7 * A g i;

3° prvi upravljački
{ Д I .

Za prvu kombinaciju se nalazi da su rezidualna matrica A i aso­
ciram" rezidualni spektar dati sa
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V

0 .0 0 0 1 0 0 Q 0. 00 0 .9 0. 00
0.0 0 .0 0 0 \ 0 0. 00 4 7 0. 0 Q

-43 . 3 -1 1 3 -28 .8 -0 2 1 .00 -1 1 3 0. 00
-108 .2 -28 .4 -72 0 -0 6 a. 00 -55 .5 0. 00
-244 .8 -64 2 -158 5 0 8 - o . 45 -1 1 2 4 0. 02
-11 . 3 -2 9 -5 7 0 7 -a. 06 -1 4 -0. 01
1 1 3. 2 29 2 5 7 2 -6 9 0. 00 3 .8 -0. 40

) = {- 12. 07,--1 6 . 4 3 -1 .92 ~п . 33±јО .23,-■0.34 +№

Znači, rezultujuči reguli sa ni sistem je stabilan i spektar mu se 
sastoji ođ zadržanih ,Л2 i Л(А ). Za ovaj slučaj se, na osnovu
(6.13), dobijaju pojačanja povratne sprege

[9 5.84 43.37], K2e= -472.02
-216.54

-122.01 -238.43
-56.88 -144.14

28.86 
-0.9 5

odnosno, poslije odgovarajuće dekompozicije:

kij = 95.84", Kj=43.37 -472.02 
.-21 6.54

-1 22.0 Г
-56.88 *

.... 9 _ Г - 2 3 3 . 4  3 2 8 . 8 5
K 2 ” L - 14  4 . 1 4  - 0 . 9 5

11.7. SINTEZA DECENTRALIZOVANIH PID REGULATORA

S obzirom na njihovu veliku popularnost u praktičnim pri 
mjenama, od interesa je razmotriti mogućnost generalizacije pos­
tupka za sintezu optimalnih PID regulatora iz centra 1 i zovanog 
slučaja na sisteme sa decentralizovanom strukturom. U tom smislu, 
posmatrajmo sistem (6.6a) i uvedimo r . , 1 = 1,...,k, dodatnih mjere 
nja a soci ranom upravljačkom centru diferenciranjem postojećih lo­
kalnih izlaza, tj. proširimo skup lokalnih vektora izlaza (6.6b) 
sa

<A*+
k
t V ^ d ) , i~1 . Л (7.1)

tako da novi lokalni vektori izlaza postaju

13r i =1T
У  i d - * • * * 9k (7.2)
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Zadržavajući staru jednačinu stanja, novi sistem dobi ja oblik

х =A х + S B. u. +G d e e e ie i e

k
у. — C . х + 3 Đ ■ . u . + E . d , i -1 ,. . . , k
J i a i a e . _ 1 i j j i

(7.3a)

(7.3b)

pri čemu su

i a

l
J . 0i
0 c .  

0 c i4

Г 1 г
л , , 10 л I 0 i

£ R r i X ( n + r )  > D ч . = j r „ I ^ R r i xn;j , e H c i eR‘ '
L u i J

t i х n
т j= Lci В 1 j

Ji = [° ••• ' п

(7.4)

t=r 1

dok su A , B, , G , definisani ranije. Sa ovako proširenim vekto-0 5 1 G 8
rima lokalnih izlaza skup statičkih regulatora oblika

ui Kiayia’ 1 1 »** ,,k

će u suštini biti realizovan kao decentralizovano 

P I Du . у .+K : /у . dt + K.Vv . , i=1,...,ki i 1J л i

(7.5a)

PID upravljanje 

(7.5b)

Pri ovome, u zavisnosti od strukture samoga sistema, mogu nastu­
piti dva slučaja:

(i) C . B . = C . B . = 0 , za svako iVj , i„j = 1,...,k
* J J *

(ii) С . В . ^ о Ј  C . B . f п , za neko i ?H , i , ,k.
» J J *

Za slučaj (i) ne postoji direktno sprezanje izmedju pojedinih 
regulatora, jer su lokalni vektori izlaza dati sa

i a х +D..u .+E a e ili i = 1 (7.6)

pa se problem sinteze decentra1 izovanih PID regulatora svodi na 
sledeđi problem statičkog decentralizovanog regulatora izlaza:
Za dati sistem (7.3a), (7.6) sa upravijanjima ograničenim na 
oblik (7.5) naći pojačanja k. , i=1,...,k, koja daju optimalno

I u

rješenje u odnosu na kriterijum (6.8).

Za rješenje ovog problema metodom projekcionih upravlja-
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nja, uvešćemo skup novih pojačanja

Lr < I-KiaDii>',Kia’ i = 1.... k ( 7 . 7 )

_ i
pri čemu inverzija (I-KiaD ..) postoji za "skoro svako" KiaJ i 
preformu 1 i sati originalni problem na sledeći način: 
za dati sistem 

k
х =A х + I B . u . + G d  e e e . _ ̂ i e i e

(7,8)
у. = C . х +E.đ , i = 1 ,. .. , k J i a i a e i 5 5

i upravljanja

u . = L . у .i iJ ia * 1 , . . • ,k (7.9)

naći optimalne vrijednosti za L., i=1,...,k, u odnosu na (6.8). 
Primijetimo da ponovo struktura upravljanja (7.9) ga ran tuje elimi- 
naciju u ti čaja spoljm'h poremećaja na lokalne vektore izlaza, u 
ustaljenom stanju. Imajući ovo u vidu, možemo formalno primijeniti 
metodologiju za sintezu decentralizovanih statičkih regulatora. Na­
ime, prisjećajući se referentnog rješenja (6.9), sada možemo zadr-

✓ ч
žati r-dimenzi oni i nvari j antni podprostor u regu1 i sanom si stemu ,pri
čemu je r= min r.. U tom smislu formirajmo matricu sopstvenih vek- 

i 1
tora Xr={g1,.g^}eR^n+r^xr i definišimo projekciona upravljanja

LiУ i a » i =1 ,... ,k (7.10)

r 'Ј1 
■1 ПТ

u . = - r . : в :  м х . ( c .  х .i ii ie e riv i a п Г 1 у i a

k. Rezu 1 tuij ući regu li sa ni sistempri čemu je R & L . } 3 R{Х^) , i =1,. 
će zadržati R{$^} kao i nvari ja ntn i podprostor, dok će rezidualni
spektar biti definisan sa л(А )

Г  cl
matricu A

za pogodno odredjenu rezidualnu 
S obzirom da za ovakvo rješenje važe sve osobine rješe­

nja baziranog na decentra1 izovanom statičkom regulatoru, potrebno je 
spitati osobine različitih rezidualnih matrica A

ra

ra i ako se za
konkretan izbor X ispostavi da je rezidualni spektar zadovoljavaju'
či, sinteza se vrši nalaženjem L. 
njem originalnih pojačanja

i = 1 iz (7.10) i izračunava-

K.i a
IK:i к рi

.D
:Li (I+ Di i Li ) ~ * (7.11)



1 5 6

Ako nijedna kombinacija zadržanog invarijantnof podprosto- 
ra dimenzije r ne rezultira u prihvatljivom rjesenju,možemo modifi- 
kovati postupak ili smanjenjem dimenzije zadržanog podprostora na 
q<r ili uvodjenjem skupa dinamičkih regulatora proizvoljne strukture

Napomena Us lov (G B. = 0, С̂ .В̂  =0, i / j , koji karakteriše slučaj (i) 
je uvijek zadovoljen u pojedinim strukturama složenih sistema. Na i m< 
posmatrajmo složeni sistem, često srijetan u literaturi /55-58, 
66-69/, koji se sastoji od skupa medjusobno povezanih podsistema 

oblika

х . = A . . х • + B . . u • + E A . - х ..i ili ili 3 = 1 13 J
(7.12)

у .. = C . . X . , 
•y 1 П  1

i = 1 ,. .. , k

Def i ni san j em vektora starija х 
se može napisati kao

T-fx'i ... х П ,  ukupni složeni siste i кJ em

x =

i__
 
_ A 1 2 . . A 1 k co _J

Г--O»____

А 21 A 22 . . A 2 k
х + 0

•
u ̂ + . . + 0

.

A kl A [<2 ’ • A kk_ 1П ..

--------J

* CG

C1 1 0 . . 0 x = C. х

u, =Ax+ 2 6„. u .
i = 1 i i

( 7 . 13)

ci i 1kkJ
х = C, х k

pa je iz strukture C., B., i=1,...,k, očigledno da uslov (i) važi.

Za slučaj (ii) očigledno je da dolazi do sprezanja poje­
dinih regu 1 atora preko lokalnih izlaza, pa se na njega može dire­
ktno primijeniti razmatranje iz Odjeljka II.3. Naime, za odabrani 
i nvarijantni podprostor R {X } , i uz pretpostavku da je r.=f, 
i = 1,...,k, projekciona upravljanja koja obezbjedjuju zadržavanje 
R{5Jr} u rezultujućem regulisanom sistemu imaju oblik

1 r Kia*ia Kia = R l ! Л 1  fC. X - i e e r ' i a r
k

D . .1.1X ii i •
j = 1 ° J

1.... k (7.14)

pr i  čemu su
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T . = R . . B . М X Ј ЈЈ je е r
* -1 T

0 = 1 , »k (7.15)

Napominjemo da kada su f. » i=1,...,k, proizvoljni, važe 
rezultati analogni odg ovaraj učim rezultatima iz odjeljka 11.3. 
Ostale osobine rješenja ostaju iste kao kod rješenja baziranog 
na decentralizovanim.PI regulatorima pa ih ovdje nećemo diskuto- 
vati, radi izbjegavanja nepotrebnog ponavljanja.

Primjer 8

Složeni sistem opisan je sa

X = 4x+31ui+ 89u o + D 5 У - 0 .j х , y 2 ~ E 2X

0.1 0.0 0.00 0.00 0.0 о.о' 0.15 0.00
c.o -0.3 0.00 0.00 0.0 0.0 -0.15 0.00

A = 0.0
0.0

0.0
0.0

-0.25 
0.00 -

0.00 
0.1 5

0.0 0.0 
0.0 0.0 » ВГ

0.00
0.00 * B2

-0.24
о . н

0.0 0.0 0.00 0.00 -0.2 0.0 0.15 0.10
0.0 0.0 0.00 0.00 0.0 -0.4 0.0Q 1-0.24 J

сг 1 0 i 1 1 1 г9 u;= [o 2 0 1 1 1

Decentralizovani zakon upravljanja ćemo potražiti u obliku (7.5b):

u,,=K.j /у1 dt+K^y1 + KBy 1

u2 K2 ŷ 2d U K Zy 2 + K2^
D

pa se proširivanjem sistema sa integratorima dobi ja sistem oblika
(7.3):

V Aexe + B1 e V 32eul + Ged 

y 1a=C1axe+D11u1+D12U2+E1d

y2a=C2axe+D21u1+D22u2+E2d

pr i  čemu su
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0 0 1 Q0 0 00 1 Q0 1 00 1 00 1 QQ 0. 00
0 0 0. 00 2 00 0 00 1 00 1 OCI 1 00 0. 00
0 0 -0 10 0 00 0 00 0 0 0 0 00 0 .00 0 1 5
0 0 0 00 -0. 30 0 00 0 00 0 00 0 .00 -0 1 5
0 0 0 00 0 00 -0 .25 0 .00 0 00 0 .00 R = 0 00
0 0 0 0 0 0 .00 0 .00 -0 15 0 00 0 .00 ’ Ц1 e 0 00
0 0 0 00 0 00 0 .00 0 00 -0 ,20 0 0 0 0 1 5
0 0 0 .00 0 .00 0 .00 0 .00 0 00 -0 .40 0 00

i
0 00 1 0 0 .00 0 0 .00 0 .00 0 . 00 c . 00
0 0 0 c. 0 0 1 .00 0 1 .00 1 .00 1 , 00 1 . 00
0 00

1 3
- °

0 -0 .10 0 -0 .25 -0 . 1 5 - 0 . 20 -C . 4 0

0 00 r -
-0 24 з 0 1 0 0. 00 o 0 . 00 0 . 0 0 0 . 0 0

0 24  ̂o 0 0 0 2 . 00 0 1 .00 i . oo 1 . 00
0 00

Сд. 0 0 0 -0. 6 0 0 - 0 . 15 -0 . 20 - 0 . 4 0
- 0 . 2 4

tae j

0.0 j
pi
12"

г 1 
i 0.00
j 0.00 ?
1- 0.24

\ 0 . 0 0  
I 0.00
1-0.15

*0

0 0 0 0 0 0
Г\
u 0 0  0  0

0 0 0 0 0  0 J k o “ 0 nu 0  0  0

1 0 1 1 1 1
L .

0 2 0  1 1

Pogodnom transformacijom sličnosti
"I

1 0 . . 0 0 0  ,. 0 0 0 0 . . 0 0 0 . 0 0 0 . , 0 0 0 . , 0 0

0 0 , , 0 0 0 , . 0 0 1 0 . , 0 0 0 . . 0 0
r~!
U .. 0 0 0 , . 0 0

0 1 . . 6 7 6  .. б  7 0 - 1  .. 3  3 - 4 . , 4 4 0 , , 11 0 . C-\
, u

0 0 . . 0 0 0 , . 0 0 0 - 0  .. 5 0 - 3 . . 3 3 - 0 , . 1 7 - 0 , , 8 3

0 - 0 . . 6 7 - 6 , . 6 7 0 - 0 , . 6 7 ~ 2 . , 2 2 - 0 , . 4 4 ~  c .. 2 2

0 0 , . 0 0 0 , . 0 0 0 2 . , 0 0 ■ 5., 6 7 - 0  ,, 6 7 0 , . 5 7

0 0 . . 0 0 0 . . 0 0 0 o ! . 0 0 0 . . 0 0 1 , . 0 0 0 , , 0 0

0 0 . 0 0 0 . . 0 0 0 0 . 0 0 0 , . 0 0 0 . 0 0 1 , 0 0
L

dobi ja se

0 1 .00 0.00 0 0.00 0.00 0.00 0.00
0 0.00 1 .00 0 0.00 0.00 0.0 0 0.00
0 -0.03 -0.35 0 -0.01 -0.03 0.00 0.04
0 0.00 0,00 0 1 .00 о!оо 0.00 0.00
0 0.00 0.00 0 0.00 1 .00 0.00 0.00
0 0.00 0.00 0 -0.05 -0.45 0.0 0 0,03
0 0.00 0.00 0 0.00 0.0 0 -0.20 0.00
0 0.00 0.00 0 0.00 0.00 0.00 -0.40



1 U

'1 t '

г “1 - —
0.00 0. QQ
0.30 - 0 . 24

- 0 . 0  5 0. 1 2
0.00 0 . 0Q

- 0 . 1 5 , B2 t = 0.00
0 .06 0.06
0.15 0.00
0.00 - 0 . 24

_v _

'1 t ‘

1 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0

Го 0 0 1 0 0 0 0
ј0 0 0 0 1 0 0 0
!o o o o o 1 o o

U s v a j a n j e m  Q , =  1 0 0 1 g , R= I  ?  , d o b i j e  s e ; r e f e r e n t n o  r j e š e n j e  s a  a s o c  
r a n i m  o p t i m a l n i m  s p e k t r b m  Л:( F ) :

A„=-2.48, X0=-4.52, A0 = -0.93 , л г=-0.4±j0.25, A =-0.3I L. O ju 3 O

A 7 8 = - 0 . 1 7 f j O . 0 1 .

P o š t o  o b a  r e g u l a t o r a  i m a j u  n a  r a s p o l a g a n j u  po  t r i  m j e r e ­

n j a  u p r o š i r e n o m  s i s t e m u ,  m o g u ć e  j e  z a d r ž a t i  t r o d i m e n z i o n i  i n v a r i -  

j a n t n i  p o d p r o s t o r  u r e z u  1 t u j u  čem r e g u l i s a n o m  s i s t e m u .  A k o  s e  i z a b e ­

r e  i  n v a r i  j a n t n i  p o d p r o s t o r  a s o c i r a !  s a  { A  ̂ , A ^ , A ^ } , j e d n o z n a č n o  

r j e š e n j e  z a  o d g o v a r a j u ć a  p o j a č a n j a  p o v r a t n e  s p r e g e  d o b i j a  s e  na  

o s n o v u  ( 7 . 1 4 )  k a o

K. ="7.80 24.56 25,82"|Q L
K2a= [-0.73 -4.08 - 5.8 5 J

S a  o v a k v i m  p o j a č a n j i m a  p o v r a t n e  s p r e g e ,  m a t r i c a  r e g u l i s a n o g  s i s t e ­

ma p o s t a j e

0 . 0 0 1 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0  0 0 . 0  0 0 . 0 0 0 . 0 0
- 0 . 5 0 - 1 . 5 7 - 0 . 7 2 - 0 . 1 3 - 0 . 7 0 - 1 . 0 1 0 . 0 0 0 . 0 0
- 0 . 3 4 - 1  . 0 9 - 1  . 51 - 0 , 2 9 - 1 . 6 4 - 2 . 5 7 0 . 0 0 0 . 0 4

0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 1 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0  0 0 . 0 0
0 . 8 4 2 . 6 4 2 . 8 9 0 . 5 1 2 . 8  2 5 . 0 5 0 . 0 0 0 . 0 0

-- 0 . 6  3 -1  . 9 8 - 2 . 1 7 - 0 . 4 2 - 2 . 4 1 - 3 . 8 5 - 0 . 0 1 0 . 0 2
- 0 . 8 4 ~ 2 . 6 4 - 2 . 8 9 - 0 . 5 1 - 2 . 8 2 - 4 . 0 5 - 0 . 2 0 0 . 0  0

1 . 1 8 3 . 7 1 4 . 0 5 0 . 8 9 4 . 9  5 7 . 1 0 0 . 0 0 - 0 . 4 0

s a

Л ( А с ) = { - 2 . 4 8 ,  - 0 . 4 ± j 0 . 2 5 , - 0 , 3 9 ± j  Q . 1 3 , - G . 1 7 ± j  0 . 0 1  , - 0 . 3 }  .

Z n a č i ,  r e z u l t u j u ć i  r e g u l i  s a n  i s i s t e m  j e  s t a b i l a n  i n j e g o v  

s p e k t a r  s e  s a s t o j i  o d  z a d r ž a n i h  s o p s t v e n i h  v r i j e d n o s t i  1 1 , A 5 , A ^ ,



i rezidualnog spektra {-Q.3l±jQ.13,-Q.3,-0.17±jQ.01} koji se može 
smatrati prihvatljivim. Primijetimo da su optimalni polovi Xg i 
X7 g praktično neosjetljivi na upravljanje pa ih, i pored toga 
Što su dominantni, nije bilo potrebno zadržavati projekcionim ' 
upravljanjem.

Konačno., poslije odgovarajuće dekompozicije dobi jaju se 
parametri povratne sprege za pojedine regulatore asociram' sa 
integralnim, proporc i ona 1n im i diferencijalnim djelovanjem

K j = 7.8 , K^ = 24.56, 1^ = 26.8 8

K 2 = ~ 0,7 3 , K 2 = -■ 4.0 8 , K ̂ ” 5 . S 5 „

8, SINTEZA GENERALIZOVANIH DECENTRAtlZOVANIH
PID REGULATORA

U slučaju nezadovoljavajućeg rješenja baziranog na de- 
centra1 izovanim PI regulatorima, dinamičke karakteristike reguli- 
sanog sistema se mogu popraviti uvcdjenjem skupa dinamičkih re­
gulatora proizvoljne strukture

z . =н.1. z . +D . у - , i i i r i e ’ z . eRi (8.1)

Savremena kretanja u instrumentaciji sistema upravljanja povećavaj! 
značaj ovakvog tipa regulatora, s obzirom da mi kroprocesorski ba­
zirani upravljački uredjaji posjeduju veću strukturnu f1eksibi 1 nosi 
od klasičnih PI i PID regulatora. Regulatori (8,1), zajedno sa 
sistemom (6.6a), čine prošireni dinamički sistem

-A„х + 7 B, u.+G d
i=1 ig i •г

II - П + Г + Р  
r-n ,

k

i б1 ’
7 Г.
i=t 1

(3.2a)

У,-„=С т
ig ig g

г- T

z\L Ч Уie. \ +Рј> i=U...sk (8.2b)

pri čemu su
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H DC

0 A.
Ш .  ...cJ 1> H=dg{H1>, D=dg{Di}, Се=[С,е-. .Cfce j

G =П , c. =
5.i 0

co ii

0 "
, J.=[o ... i ....o

j 1g 0 ^ie. ig -die- * 1 L pi

(8.3)

dok se lokalna upravljanja mogu izrazi'ti u obliku

i = 1 ,. .. , ku. = K . z. + K? fy ■ d t+K^y ."бК ■ y ;- - - 1 i J i iJ i i о/ iZ 1 1 ig
(8.4)

Zadržavajući kriterijurn (6.8) referentno rješenje za prošireni
Г o 0sistem karakteri sariC je sa Mg = ) Q м Ji matricom zatvorenog siste­

ma F
H DC.
0 Fe J

tako da smo problem sinteze general i san ih PID

regulatora formalno sveli na problem sinteze dinamičkih regula­
tora razradjen u odjeljcima 11.4 i 11.5 . Naime, za F X n = XfiA ,
X ерч(п + ,+Р)х(гиг+Р)} projekciona upravljanja oblika 
9

u - = -R T!B ! M P . х , p . =X. (C. X . Г 1 C . , X . СХ , i = 1 ,. . , I (8.5)l i i iq q lq q ’ i q iq' iq iq' i q 5 i q q s 5 v '

rezultiraju u reguli san om sistemu

1 n Tх =A х , A =A - E S - M P . , S • = B  . P\. 1B . 
g cg 9 cg g i = 1 ig g i g ’ ig ц * п  ig ( 8 . 6 )

Ako dimenzije dinamičkih regulatora izaberemo tako da važi 
r . = r=const, i = 1 ,... ,k , tada sve osobine projekci onih upravljanja 
i rezultujućeg sistema (8.6) ustanovljene u Odjeljku II.4 važe i
za ovaj slučaj. Naime, za odabrani pođspektar Л~=Л- UA A~cA(F* r -j p i 5 r v e
regu1 i san i sistem (8.6) zadržava pridruženi invarijantni podprostoi

tj.

A X =X Л~ cg r r r (8.7)

i to nezavisno od izbora parametara H. , D.., i=1,...,k. Rezidualni
spektar je pri tome def i nišan polovima pogodno defi nišane rezidu­
alne matrice A _о(п+г*р-г)х(п+г+р-г)r g cг'' ‘ ' ' ■ Pogodnom dekompozicijom ша-
rice sopstvenih vektora proširenog sistema odabranih za zadržavanj



Хи i definicijom W -eR r p i
P ixPi u c rP ixri 

’ ' ri 5 X .cRriXPiD 1 X . e R Г i г i
ХГ-ј

potpuno analogno relaciji (4.15), pri čemu su t. i Ji zamijenjeni
sa C. i 5., i def ini san jer. i e i

l .=w :wi pi п : L . ( X . - X • L • ) i1 r i p i i '
-1 (8 .8 )

osnovne osobine rješenja sa decentralizovanim general i sanim PID 
regulatorima mogu se sumirati kao:

Teorema II .8 .1

(i) zavisnost rezidualnog spektra Л(А ) od parametara Н^, D., 
i=1,...,k, može se formu 1 i sati u funkciji pomoćnih parame­
tara P1 , 1=1,..., k ;

(ii) pretpostavljajući da su odredjeni P1 , i=1,...,k, koji daju 
prihvatljivi rezidualni spektar, parametri regulatora H. i 

se odred juju jednoznačno (do transformacije sličnosti 
W .), saM l

H.=W . н .  W"!,H. =(Л . - L  .A -X X . ) ( I - L . X  X ' .)■  i pi i o pi ’ io ' pi i n  п  p i yv i п  p r

-1 (8.9)
D.=W .0. ,D. =(L-Л .-A .L.)(X .-X .L.) , i=1,i Pi 1 0 ’ io V i п  pi ia  n  pi i '

(iii) za odredjene H . , D.. , i = 1 
se jialaze iz (8.5).

„,к, parametri povratne sprege

Dokaz je očigledan na osnovu do sada izloženog pa će biti 
izostavljen. Napomenimo samo da ovaj rezultat ponovo omogućava ra­
zlaganje sinteze u tri faze, potpuno analogno sintezi decentralizc 
van ih dinamičkih regulatora za sisteme bez poremećaja; u prvoj fa­
zi se podešavaju rezidualni polovi sistema a u ostale dvije nala­
ze parametri regulatora i povratne sprege. Medjutini, i ovdje je
zavisnost Л(A ) od slobodnih parametara u sintezi složena, i ne

ГУ
može se svesti na linearni problem podešavanja polova. Zbog toga 
se i ovdje podešavanje rezidualnih polova vrši u sekvencija 1 noj 
proceduri, tako da se poboljšava rezidualni spektar u svakom kora­
ku podesnim izborom parametara jednog po jednog dinamičkog regula­
tora .



Pretpostavimo, naime, da su H. :H° D.
i.

п°
V

fiksirani i da je izabran podspektar Л~. Tada je
i -1 ,. .. , k , i f Q , 

i pridružena ma­

trica sopstvenih vektora fiksirana, izuzev submatrica W ,
г  ч r ч

i W
asociranih sa q-1irn upravljačkim centrom. Primjenom projekcionih 
upravljanja (8.5) i uvodjenjem pogodne transformacije sličnosti
Tq koja će dovesti prošireni sistem u takvu reprezentaciju u kojoj
su prvih r stanja уqg> Pri £erau je уч Г СЧдхд ’ -qg l'r 
pokazuje da asoci rana matrica rezultujućeg regu1 i sanog sistema mo­
že biti dekomponovana kao

I 0 lako se

a q •
cg

H D C
q q qg

Aq

H
q

:a

D

ci. 1

q

A?

0

! гЧ
L 21

Aq

11

q
21

1 I 2

Aq•‘22

, Aql£Rrqxrq ( 8 . 1 0 )

ori čemu А?0 i A?« ne zavise od W i W ' 12 22 pq rq :.j, od Hq i Dq).

,1 -iik
Rezidualna matrica Aq u ovakvoj reprezentaciji poprimaГ Q

Aq =Aq+BqPqČq rg r

gdje su Aq = Aq -Žqx;1Cq , Čq = Aq S ^ - z V 1 X - - 22 o rq * 12 o o rq pq Uq i

(3.11)

c se do­

bi jaju iz sledeće dekompozicije matrice sopstvenih 

W

Xq-~
pq rq

X
pq rq

q 7q0 0

rane sa

(8.12)

S obzirom da АЧ, Вч , Сч ne zavise od И , W s očigledno je da se 
r pq v'nrq

rezidualni polovi mogu podešavati u sekvencijal noj proceduri po­
tpuno analogno razmatranju iz Odjeljka 11.5. Naime, podešavajući 
reprezentaciju sistema prema pojedinim regulatorima, rezidualni 
spektar se poboljšava nizom podešavanja polova tipa (8.11), dok 
se ne dobije zadovoljavajući raspored rezidualnih polova. Ako je 
potrebno procedura se iterativno ponavlja a ako i to ne da zado-
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Slika  5. Struktura decentralizovanog gencr&lisaaog F1D regulatora
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vol javajuće rješenje, dimenzije dinamičkih regulatora se povećavaju 
za jedan pa se isti postupak ponavlja. Detalji ove procedure su oči­
gledni, pa se izostavljaju.

Na ovaj način smo metodologiju projekcionih upravljanja 
proširili na slučaj decentraliz c v a n e  strukture sa prisustvom spolj- 
nih poremećaja. Uzimajući u obzir da  j e  prisustvo integralnog dje­
lovanja neophodno u upravljanju r a d i  o t k l a n j a n j a  d e j s t v a  spolj ni h 
poremećaja posrnatrane su, u okviru j e d i n s t v e n o g  p r i s t u p a ,  r a z l i č i ­

te strukture decentrali zov a n  ih r e g u l a t o r a  k o j e  s e  m o g u  r e a l i z o v a -  

t i  ili klasičnim PI i PID r e g u l a t o r i m a  i l i  m i k r o p r o c e s o r s k o m  i m p l e ­

mentacijom general i sani h PID r e g u l a t o r a ,  č i j a  s t r u k t u r a  j e  p r i k a z a ­

na na slici 5. F u n d a m e n t a l n a  o s o b i n a  p r o j e k c i  c n i  h u p r a v l j a n j a  s a ­

stoji s e  u tome š t o  p o s t o j  i m e t o d o l o š k i  način p o s t e p e n o g  p o v e ć a ­

n j a  dimenzije d i n a m i č k i h  r e g u l a t o r a  ( k o j i  s e  z a v r š a v a  i z b o r o m . p . , 

i = 1 , . . . , k )  i izbora p a r a m e t a r a  r e g u l a t o r a  i p o v r a t n e  s p r e g e  H . ,  D . ,
,p i ‘ i i

к ., K., K., i = 1,..., k, pr i čem u se i s tovremeno povećava dimenzi ja 
zadržanog i nvari jantnog pod prostora i popravljaju nezadovoljavajuće 
spektralne karakteristike rješenja baziranog na Jecentra1 izovanim 
PI regulatorima.

S a  o v i m  j e  me t o d o l o g i  j a  r a z v i  j e n a  z a  c e n t r a ! i  z o v a n u  s t r u k ­

t u r u  i z  prvog d i j e l a  o v o g  r a d a ,  p r o š i r e n a  na  s i s t e m e  s a  d e c e n t r a -  

1 i  z o v a n o m  u p r a v l j a č k o m  i i n f o r m a c i  o n o m  s t r u k t u r o m .

Primjer 9

Sistem sa decentralizovanom strukturom na koga djeluju 
spoljni poremećaji opisan je sa

0 0 1 0
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0 0 ] 0.15
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-0.0016 -0.011 D _ 0
-0.01 0.025 * U 1 0.03
-0,2 0 0.15
0 -0.4 JI

0
0.024
0.06
0

-0.24

C 1 0 0 0 0 s c 0
-

1 0 0 0 09



S obzirom na dejstvo spoljnih poremećaja, uvešćemo i ntegratore 
w .=y . , i = 1 ,2, i transf ormi sati asociram' prošireni sistem u ob-

T г ! , - Ii e i

0 
0 
0 
0
Q -0, 
Q Q

1
0
Q
Q

0
0

'1 е'

za potrebna i z računavanja. Na taj

0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 g 0 0
0 0 Q 1 0 0
0 -0.015 -0.35 -0

00
č

U
3

K
O

0

-0
0 -0.015 0 -0 .45 -0.01 G
0 0 0 0 -0.2 0
0 0 0 0 0 -0

n
, в! =[о 0 0

OO

0 0.03 0.15 0 i 0c e t

г~ _
0 C 0 0 с I п 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 Q_ 5 2 e ~L п 0 0 1 0 0 0 0.

j

Za Q =1 0018 , li 1 “ ‘ 22 =  ̂ * optimalno referentno rješenje je 
k arakterisano spektrom

Л -ј = - 2 . 5 1 , A 9 = - 2 , Хј -  = - 0  « 4 ± j 0 . 2 8  , X - = - 0 . 5 3 » \ к = - 0 . 61,4

X7 8=~0.17±j0pfl7.

Pri sintezi decentrali zova ni h PI regulatora možemo zadržati dvo- 
dimenzi oni i nvarij antni podprostor referentnog rješenja. Ako u 
tom smislu izaberemo i nvarij an trn* podprostor asociran sa ,
rezidualni spektar je

A ( A r) = (“ п • 1 4 , 0 . 5 8,0.1 1 , - 0,3 2 , - 0.1 7 ± j 0,0 7 } ,

što znači da bi rezul tu jući regulisani sistem bio nestabilan. U 
stvarnom postupku sinteze probali bi sada neku drugu kombinaciju 
optimalnih sopstvenih vektora u cilju dobijanja prihvatljivog re­
zidualnog spektra. Medjutim, za ilustrativne svrhe ovog primjera, 
umjesto toga ćemo uvesti par dinamičkih regulatora obi i ka (8.1) i 
dimenzije p1=p2 = 1 , 1 sprovesti sekvencijalnu proceduru za sintezu 
decentralizovanih general isanih PID regulatora.

S obzirom da sada oba regulatora imaju na raspolaganju 
po tri mjerenja zadržaćemo invarijantni podprostor asociran sa 
Х 3 ,  Х4 , X  5 .  Primijetimo ovdje da ne zadržavamo dominantni kompleksni
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par х- n pošto je relativno s.labo kontrpl abil an. 

izvoljno
11 w л По = -1 ,

Usvojimo sada pro-

čime dolazimo do problema podešavanja polova oblika (8.11) sa

-1.00 -3.0Q 5.00 50.90 0.00 0.00 0.00 -1 .35
0. QQ 0.00 1 . QQ 5.51 0.00 0.00 0.00 0.14
G. QQ 0.00 0.00 2.41 1 . 00 0.00 0.00 D 1, в =

-0.10
Q. GQ 0. Q 0 -0.11 -1 . 22 -0.07 0.00 -0.01 0.00 I
Q. Q1 0.01 -0.28 -3.21 -0.4b -0.01 0.03 0.04 !
Q.QQ 0.00 0.GG -1 .78 0. QQ -0.20 0. Q 0 0.01

-G.04 -0.04 0.94 11.55 0.00 0.00 i o * o !

0 0 0 
0 0 0

0 0 0 
1 0 0

0
0

U s v a j a rt j e m
i r

P ' - I 0 i 2 dobi j a ni o r e z i d u a 1 ni spektar

Л(А' .) = {-0.66,-1 . 29 ,-0.541Q ■0.1 5 + j 0.07 ,-0.1 4 ,-0.34}

U ovom slučaju je

p = ~ 0 ’ 5 3
_ 1-0.40 

г [-0.28
0.28 I 

-0.40 iJ

a Li se dobija kao 
čunaju iz (8.9)

■0.15
1

-0.19J pa se pa rametri

■0.46, D ■4.40 ■6.18 L

ra~

Pošto je rezu 1 tujući regulisani sistem stabilan, procedu­
ru bi mogli završiti računanjem parametara povratne sprege iz 
(8.5), Medju tim, radi ilustracije ćemo nastaviti proceduru i po­
boljšati rezidualni spektar preko novog podešavanja polova oblika

firg=Arg+°2ipZČ2-

asociranog sa drugim regulatorom. Za naš primjer su



1 6 8

-Q 465 -4 40 -6 181 Q .000 74 448 0 QQG 0 .000
Q QQ.0 Q QQ 1 .000 0 00 0 2 013 0 000 0 , QQQ
0. 004 0 54 -1 734 i 000 -1 009 0 G0G 0 .000
0 000 0 00 “0 02 5 -0 350 -0 373 -0. 0016 -a .011
Q 001 0 1 1 -0 347 G .000 -0 1 26 -0 .010 0 02 5
0 ,004 -0 54 -1 73 4 0 .0 00 -2 .386 -0 2 00 0 000
0 .000 0 00 0 000 0 .000 -4 .880 0 00 0 -0 40 0

:2

1.15
0.04

-0.02
- 0.01
-0.01
-0.05
-0.04

~ 2 _ Г 0 0 0 0 0 0 о '  

L Ч о  0 0 1 0 0 0

pa se izborom ДР^-Ui 70 i debija poboljšani rezidualni spektar

Л(А* ) = {~0.96 ,-1 .47 ,-0.53 4 rg
2

Sa ranije izračunatim Po

р2=Р2+ДР2-[4.22 129.92j
da se iz (8.9) i z r a č u n a j u 
gu1 atora

, - Q . 3 4 , 0 . 1 7± j 0.09 , - 0.2 } .

(asoci ranim sa i 0°) nalazimo

, a zatim L?=jo.44 1.11 j što omogućava
nove vrijednosti za parametre drugog re-

H2 “-1.55, D2 = 3.76 16.03J

Konačno, parametre povratne sprege dobi jamo iz (8.5) kao 

Kz1=0.03, K j = - 3. 5 9 , K^ = -11.56 

Kz2 = 0.33, K2 = 0.18, K 2 ~- 7.51 .



ZAKLJUČAK

U radu je razmatran problem upravljanja za složene linear­
ne sisteme sa ograničenom informacionom strukturom centra!izovanog 
i decentralizovanog tipa, sa i bez djelovanja spoljnih poremećaja. 
Opisana metoda sinteze regulatora bazirana je na konceptu projek- 
ci onog upravljanja i odlikuje se jedinstvenim metodološkim postupkom 
koji, za centrali zovanu i decentra1 i zovanu strukturu, objedinjuje 
sintezu optimalnog regulatora stanja, statičkih i dinamičkih regu­
latora izlaza kao i regulatora PI i PID tipa i general i sani h PID 
regulatora, za slučaj da na sistem djeluju spoljni poremećaji. Na­
vedena metodologija omogućava da se po potrebi proširuje struktura 
regulatora, pri čemu se u svakom koraku uporedjuju konačne spektra- 
Ine karakteristike rezultujuđeg regulisanog sistema sa karakteristi- 
kama referentnog optimalnog sistema, a samo u slučaju zadovoljava­
jućeg rješenja vrši se proračun parametara regulatora. U svakoj fa­
zi sinteze eventualni nezadovoljavajući rezultat prethodne faze slu­
ži kao po 1 a zna osnova za unapredjenje rješenja. U postupku si nteze 
se is tovremeno, mada raspregnuto i sekvencija Ino, odredjuju red re­
gulatora p.., parametri regulatora Н^, D . i parametri povratne spre­
ge Kz ., K .. Posebna prednost metode je u tome što se sinteza za­
sniva na zadržavanju invarijantnih podprostora referentnog rješe­
nja i na podešavanju rezidualnog spektra sistema, us led čega su re­
zultati sinteze i nvari jantni odnosno nezavisni od konkretnog izbo­
ra bazisa u realizaciji regulatora. Ovo implicira da se može iza­
brati proizvoljna realizacija regulatora u klasi sličnih realizaci­
ja, što je posebno podesno pri implementaciji regulatora pomoću 
rni fcroprocesora .

Numerički aspekti metode su veoma jednostavni. Naime, osno­
vnu numeričku podlogu čine programi za ođređjivanje sopstvenih vri­
jednosti i sopstvenih vektora matrice. Ovi programi su dovoljni i 
za izračunavanje optimalnog referentnog rješenja, jer se rješenje 
matrične Rikatijeve jednačine može naći iz sopstvenih vektora od­
govarajuće matrice koeficijenata, /106/. Pored ovog§, za podeša­
vanje rezidualnog spektra potrebno je riješiti problem postavlja­
nja polova regulatorom izlaza i ovaj problem se rješava primjenom



već razvijenih, algoritama. Pri ovome treba naglasiti da su rezi­
dualni polova asociram'; sa nedominantnom dinamikom sistema pa ih 
je dovoljno postaviti; u odredjeni domen kompleksne ravni, a ne na 
relativno precizno def ini sa ne lokacije. Sve ostale faze u sintezi 
ođredjene su direktnim analitičkim izrazima za koje su potrebne 
samo osnovne manipulacije sa matricama.

S obzirom na višestruku mogućnost izbora invarijantnog 
podprostora i na uvodjenje složenijih regulatora na osnovu pret­
hodnih proračuna i posmatranj a lokacija rezidualnih sops tveni h 
vrijednosti, sinteza regulatora se u potpunosti i na-Jadovoljava- 
jući način,sa aspekta pogodnosti za projektanta, može; real i zovati 
razvojem programskog sistema za interaktivno projektovanje pomoću 
računara. Numerički primjeri prezentirani u cilju ilustracije nu­
meričkog aspekta predložene metodologije u nadjeni su na računam 
PDF 11/34 i kori šć.en j em programskog sistema LAS (Linearna Algebra 
i Sistemi) opisanog u radovima /130,131/.

Važni aspekti metode koji su preostali za dalja istraži­
vanja su mogućnost generalizacije na diskretne sisteme upravlja­
nja i uključivanje u postupak sinteze efekata koji se javljaju 
pri praktičnoj realizaciji digitalnih regulatora (uticaj per iode  

odabiranja, konačne dužine riječi, računskog i komunikacijskog 
kašnjenja, i td.). U ovom smislu već su dobi je  ni f i l r e d jen i  rezul­
tati za sisteme sa centrali zovanom strukturom /1 37,138/. Takodje, 
uzimajući u obzir činjenicu da je poznavanje modela sistema ne­
potpuno i đa postoji mogućnost strukturnih promjena u operativnom 
režimu sistema (na primjer prekid neke od p o v r a t n i h  šprega), po­
trebno je u postupak sinteze uklopi ti i ovakve a fe k t e  važne pri 
praktičnoj realizaciji upravljanja-, tj„ i spli t a t i  osobine metodolo­
gije projekcionog upravljanja sa aspekta i n t e g r i t e t a ,  robus.tRcs-ti 
na velike varijacije parametara, prisustvo nali nearnosti. , itd.
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gdje su W  ̂ j , X . , .. kao u ( 4.1 5 ) 5 imamo

ce

H DC k 0 A  i
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0 A .  ^ S.M X1 s . M X1 i
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pri čemu je

A = A-

E = -  J l S 1 Mc < X i K 111+ X r K l l > J i

( A . 4)

Iz (А.З) primjećujemo da gornje blok-matrice H, DC iz matrice A 
ni jesu promijenjene projekcionim upravljanjem. Takodje, zbog stru



1 1

kturp J.., i = 1 ,. . . , k , član Ei=siMc(XpK] 1 + x !!-K 2 1 ) Ji utiČG samo na 
blok-matricu u i-toj b lok-kol oni. matrice E, dok član

G . = S . M ( X1 к! о + Х1 к10) С . , i = Т,., . , k, utiče samo na matricu A iz
T I  C '  p 1 г. Г  2  2  1
(А.З). Sada je matricu kQa pogodno napisati u dekomponovanom 
obliku, kao

н1
i

0 . . . n
U D1 0

0 0 D 21 D22
* • • • .• • • • •

o ф li 0 Aw * * * Hk Dk1 D k2
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(A. 5 )

a D . ̂ , D . 2 , i = 2,3 ,. у . , k , su def i n i sani sa (4.9), a zatim permuto­
va ti prošireni sistem tako da su prvih r, r*r.+p. , stanja u no«,om 
vektoru i , tj. stanja asoci rana sa prvim regulatorom. Matri­
ca regulisanog sistema asocirana sa permutovanim vektorom stanja 
i ni a oblik

н,1 Dj 0 Q ... Q Q

E11 l̂i Е,г Ei:r •* E1k a12

0 D, 0i ć H2 0 ... 0 =22 A A
A # tt A, 4 ali 12Л A

0 D31 0 Hg • * * Q =32 ~» • • o • • д д* * • • « * [%] h?2
Q “ki Q 0 Hk Dk2

E21 дг, r
l22 е 2 : г . . E2k ‘ '22
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tako da su Ai r  iz izraza (4.21) dati sa
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U skladu sa ovom reprezentacijom izvršimo dekompoziciju 
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- - -1 ”1 pri čemu smo sa Xp i Xr označili
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l l  P 1 Г 1 '

gdje je 1 X -X A , i uvedimo transformaciju sličnosti

г
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A-1sa T 1 koja služi da definiše pogodne Y i V 

1

matrice гЈ na blokove kao

л Г I
Definišimo N=ZU” ' pa imamo V=|_-N I JI Izvršimo zatim dekompoziciju

Wp2 Wr2
• •

кн
V  “rk

_Xp1 Xn.
у  1 у  1
X p X r

1
p2 Mr2

•

V Mrk
\ V

r i

r J
(A.10)

Sa uvedenim oznakama imamo

A Л Л Л

A =VA Y = A0, - M 1 9 = re ce 22 12

1 •ni 1
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P
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1 0
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0 1 i
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A i 2 -

Гн - I* Е o 1 r 12

ге

W \ Z

oE ~ N E j 9 A -N АГ0 ј - o r 12 o r 1 2 J

( a ii)
V 1 1 41 1 9 /

V i di mo da oblikovanje spektra A , koje nas ovdje najvišeг e
interesu je, podrazumijeva kompleksnu zavisnost od nepoznatih pa­
rametara W ^ , W •, Н^, , i=1,...,k. Ovu zavisnost ćemo sada do­
nekle oprostiti tako da rezultujući rezidualni spektar bude fun­
kcija samo od pomoćnih varijabli [_., i=1,..„,k, defim'sanih sa 
(4,25). U tom smislu, primijetimo da su A° i nezavisni od W ■
izuzev preko L. , i da su

рч

Ki9=_tA .  к!,= а  .-X .L.)~1 1 c i 2 2 2 2 4 r i p i i '

K ?i = " x p ! - x .к] к ј * = ( i - L .х " 1 х . ) ~ Ч г !21 Г 1  pi 11 11 v 1 п  p r  pi

(A.12)

Uvodeći sada blok- dijagonalnu matricu I =đg{W iz
(A. 4) i (A.12) slijedi P P P



pri čemu je Eqo nezavisno od W - , izuzev kroz L ., i.-E; .. . ,k

Na sličan način, uzimajući u obzir strukturu pojedinih
članova , vidimo da je sa E?o nezavisnim od W„,. , izuzev1 2 ""  ~~ U
preko L .. Štavi še, iz (A.10) se može lako pokazati da je Np ta-
kodje nezavisno od , izuzev preko L. , dok je Mp=W Mf0, pri če­
mu M zavisi samo od L-. Konačno, iz (4.26) se može zaključiti ro , i
da je Hn=WnHnnW“ i On=WnDnn, pri čemu su HQ0 i DQ0 samo u fun­
kciji od L .

o p oo p o p o o

Iz ovog razmatranja slijedi da se A može izraziti u
obi i k u
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P “ 1

0 0 
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Znači, spektar matrice A je identičan spektru matrice

A

• 00H -Mпоо ro 12 Doo-M roA?2

E -N E00 oo ‘V  12 A -N A%  r"l2
(A . 1

Prema tome, pokazali smo da spektar rezidualne, matrice A zavisi 
samo od pomoćnih varijabli L.. , i~-1 ,k. Nažalost ova zavisnost
nije linearna a ni analitički jednostavna. Ustvari, iz strukture 
raznih članova uočavamo da su A° i nelinearne funkcije od
L-]i..»L^» zatim da su H , OoqS Eqo i nelinearne funkcije od 

dok je Mro nelinearna funkcija od Ц  i linearna funkci­

ja od L£, . . . , ,  a nelinearna funkcija od Ц

m
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PRILOG B

■Program~-PR 6.USK;1--
2 ; ------- Proorani na LAS-u za prim.
3 (INP)=AT,BT,CT ,T
4 {INP)=Q,R
5 AT,8T, CT,T(STR)=A,»,C
6 B(T)=BTR
7 R ( - 1 ) = RI
8 8,RI,BTR(*)-S
9 A,Q,S(RIĆ)=MC
10 s ,MC(*)=SM
1 1 A,SN(-)=F
12 F(JFNД  ) = U,J
13 (INP)=P
14 U,P(*)=X
15 2,2 ( D Z И ) = Z
16 B,Z(CTC)=B1 ,52
1 7 C,Z(CTR)=C1 ,C2
18 (IN P)= J1,J2,H20,Đ20,LP,LR
19 X , Z f C T C ) = X P , X R
20 XP,Z(CTR)-XP1 Л
21 Y , Z ( CIR) = X P 2 , X P 3
2 2 X R , Z ( C T R ) = X R 1 , Y
23 Y , Z ( C T R} - X R 2 , X R 3
24 D20,XP2(*)*Y
25 D20,XR2(*)=Y1
26 H20,LP,Y(SYL)= W P 2 0
2 7, H 2 0 , L R , Y 1 ( S Y L ) = W R 20
28 W P 2 0 , W R 2 0 , X P 2 , X R 2 (IZ K , S li B ) - K1 1 D
29 A , B 2 , M C , X P , K 1 2 D , X R , K2 2 D , C 2 ( I Z A I
30 Б2,МС,ХР,К11D , X R , K2 1 D , J 2 ( IZ E I , S
31 A 1 , Z {C T R ) = Y , Y i
32 Y,Z(CTC)=T,A1J
33 Y1,Z(CTC)=T,A2J
34 E2,Z(CTR)-E12,EJ
35 1,3(DZM)=Z2
36 H 2 0 , D 2 0 , Z 2 ( C T I} = Y
37 EJ,A2J(CTI ) = Y1
38 Y s Y1(RT I) = A2 2
39 E12,A1J(CTI)=CJ
40 1»1(DZM)=Z1
41 XP,Z1(CTR) = XP1 ,Y
42 UP20 , Y ( RT I) = Li 1 0
4 3 WR20,Y1(RT I)=Z10
44 A22,Z1Q,XR1,CJ (IZ AB.SUB)=AJ
45 U10,Z10,XR1, X P1 (IZ AB ,SUB)=BJ
46 A J , B J . C J ( PO L , S UB ) =AR1,P1 *

: U B } = A1

*Subroutine za postavljanje polova posredstvom Izlaza urađjena na 
LAS-u prema proceduri iz /132/.



47
4 8
49
50
5 1
52
53
5 4
5 5
5 6
57
5 8
5 9
60
61
6 2
63
6 4
6 5
б 6
67
D С
6 9
70
71
72
7  7/
7 4
75
76
7 7
78
7 9
80
11
32
83
84
85
•6
87
P p
89
an
91
12
93
94
95

v i i

«'•)=!
I ,P 1 ,XP 1 ,XR1 (IZ LI .SU E)
LP , L 1 , L P , X P 1 sXP 1 (I Z H ,5У Б) 
LI , LP ,LR,XR1 , X P 1 (I Z 
I »L 1 , XP 1 . XR1 (IZ K ,SU Б)
A , D1 ,MC,XP - K1 2 J ,X R ,K2 2

D ,5U d 
= K 1 1 J
i

E1 ,МС.ХР,K11J vXR,K2 1 0 
A2 ,Z( CT R) = Y , Y 1
Y 1 , Z ( CT R) =Y 2 , Y 3
Y , Z1 ( CTC )=A1 1 ,Y4
Y 4 , Z1 ( CT C) ~ A 12 , A1 3
Y 2 , Z 1 (CTC) = A2 1 ,7 4 
Y4 ,Z1 (CTC) = A22 ,£23
Y 3 ,Z 1 ( CTC 5 = A3 1 , Y 4
Y 4 ,Z 1 ( CT C) - A32 , АЗ 3 
E1 ,Z1(CT R) -Eli , Y 1
Y 1 ,Z1(CT R)=E12 ,E13 
E21 , A2 1 ,£23 ( CTI ) = CD 
1 ,5 ( DZ H) “ZO
H 1 , D1 ,ZO(CTI }-v 
E1 1 , A1 1 , A13 ( CT I ) ”Y 1 
ЕЗ1 ,АЗ1,АЗЗ(CTI ) = Y2
Y , Y 1 , Y 2 ( RT I ) = A2D
I ,XP1 ,XP3(Rt I ) = U 2 П 
L 1 , X R1 ,X R3(RTI) -Z20 
H P 2 0 ( - 1 ) =Y 
ХР2 ,Y ,V!R2Gi *) =Y 1 
X R2 ,Y 1 ( - ) =Y2
Y 2( -1 ) *Y 1
Y ,iR?0 ,Y 1 (*)=P2G 
A 2 D , Z 2 0 , XR2 ,C2D(IZ 
U 2 0,Z20,X R2 ,XP2(IZ

C2Đ( *) = G 
( + ) = A R 2 0 
‘ »  ,CD(POL ,SU Б)

P2 0 , DP2( + )=P2

LI
H 1 
D 1
, K2 1 J 

Cl(IZ AI

n \t“N !

И f г .su

.Ki;
»su
7 ̂ ;ч)

K2 2J

E 1

P ? п3 t C  Ks зDpU U
Д k
AR2 0 ,

AB ,S UE) ~A! 
A B ,S U B j = bl

AR2

i ,p 2 X Р 2 ,XR2 (IZ LI ,su B) = L 2
LP ,L2 , L R ,X R2 ,ХР2 (I z н ,sU B) =H.2
L2 , L R 1 Р3 iXR2 ,ХР2 (I Z D r-? 0UE) =D2
B 1 (T )-BIT
B 2 (T )=в?т
X R, ХР ,L1 ,X R1 ,ХР 1 , Eu , nii U(IZ KY ,Si'Ј B1»1Y 1
XR ,ХР , XR1,XP 1, L 1 , B 1T ,мс ,1(1 Z KZ ,S U Г:) =K
X R, ХР ,L2 ,XR2 ,ХР2 ,Đ2T ,М Ш  1 ;(Y ,SUB) = KY 2
X Р.,ХР ,XR2 ,XP2 ,L2 Л 2T, p 4 г ,1(1 7 7 7 ,5UE)=K
МС , F ,U У  ,AR1 ,P 1 , A R2 0 ,n o г L ,L1 ,L2 (C'; f т 7'  V _j \ 5 » ; ~
Н1 , Н2 ,D1 ,D2 ,KY1 , KY 2 ,KZ 1 , K Z 2 (0 U т , 1 ) -
АЈ ,ВЈ .AC, BD( 0!!T ,T) =

7 2

c. rt
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1 ;-------Subroutine~~IZ K„USK;1 -----
2 A , B , C , P (I Z K .SUBl =E ,F,G ,H
3 A,B(CTI)*Y
4 C , D( CT I ) =Y 1
5 Y , Y 1 ( RT I ) = K1
6 К1(-ЈГ)ЗК1
7 1 ,1(ĐZM)= Z1
8 Kl Д'| (CTC) =L ,K
'? L , Z 1 { CTR) =E ,F

1П M ,Z 1 ( CTR) =G ,H

1 i ™ — Su brou ti n e - - IZ AI.U S K ; 1 ... -
2 A, Б ,C,D , F o*- 3' 1 > ?H (I Z AI ,SU B ) =AI

B (T)= BT
4 B, BI ,C(* )=Y
Ej D,EI *) =Y 1
Г, F.G (* ) = Y 0
7 Y 1 »Y 2 Г + ) =Y 3o Y ,Y 3 . H ( * ) = x
c A, X( am) = AI

1 *> т'- ~---- Su brou čine —  IZ EI,USK;1 -----
A , B , C j D , E , F , C (I Z £1 ,SU B) =EI
A(Ij = AT
a , a t , b ( * ) = x
C ,D{* jtX1
Г  Г  t ... i  V 0I- Ji \ '  л  C.

7 X 1 , X2 { + ) = X3
8 X , X 3 , G { *) = GI
9 ( DS C)=S

10 GI.S(S*)=EI

1 •,-------Su brou ti ne--I Z -----
2 A , B , C , D , E (I Z H,SUB)=H
3 B ,D ,E ( *) =Y
4 1 ,1 ( Dl M) =1
5 I ,Y ( -) =Y 1
6 Y H  ~ 1 ) =Y
7 D ( — 1 jj = DI
8 E,C,|l ,E{*) =Y1
9 A,Y 1 (-)=Y2
10 Y2 ,Y ( *) -H
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1 ------Su brou ti ne--I Z D . U S K ; 1-----
2 A » B ,C,K ,E(IZ D ,S U E) =D
3 A , C{ *} =Y
4 B ,A(*) =Y 1
5 Y ,Y1 ( - ) ’-Y2
6 E,A(» * Y
7 N ,Y( - ) =Y 1
8 Y 1 (-■1) =Y
j Y2 ,Y ( *) =D

1 •5* ----- Su brou ti n e - - 1 Z A B . U S  K ; i - -
2 A 9 b ■, C , D (I Z A Б , S U B) = A B
3 C(- ii )=C1
4 B ,C1I ,D ( *) =G
e;•J A , G ( - ) =A Б

1 «9 “ "----- Su brou tine - -IZ LI . U S  '< Г- -
0L. ft Pn  » Li ■, C ,D (1 Z LI ,SU P.) = LI
3 В,С{:*)=у
4 A ,Y !! + ) = Y  ■5 Y1(-- 1 ) =Y I
6 Y I , tB,C(*)=LI

1) *9 “ ---- Su brou ti n e - -1Z KY. US K 1 -■ -
2 A,B ,C,D,E,F,G(IZ KY, SU E)=KY
3 в ,a:*)=gi
4 Л n '* * з С* !(-)-G2
5 E.C<» « 6 1
6 D,G1(-)=X
7 X (-1i)=Y
8 F ,G .,Gi ,Y( *)=KY

1 ---- S u b r ou t i n e - -1 Z KZ .U S K *, 1 - -
2 A , B , C , D , E , F ,G , H {I Z KZ ,S U B)=K Z
3 C ( -1 ) = C1
4 B ,C1 ,D( * |=Y
5 A ,Y (-) =X
6 E 1 ,D ( *) =Y 1
7 H.Y1( - ) =Y2
8 Y2 (■- 1) =Y I
9 F , G ,Y ,YI ( *) =KZ
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Dozvoljavaju se prerade, umnožavanje, distribucija i javno saopštavanje djela, pod uslovom da se 
navede ime izvornog autora (onako kako je izvorni autor ili davalac licence odredio).

Komercijalna upotreba djela nije dozvoljena.

Autorstvo -  nekomercijalno -  bez prerada
Licenca kojom se u najvećoj mjeri ograničavaju prava korišćenja djela. Dozvoljava se umnožavanje, 
distribucija i javno saopštavanje djela, pod uslovom da se navede ima izvornog autora (onako kako 
je izvorni autor ili davalac licence odredio). Djelo se ne može mijenjati, preoblikovati ili koristiti u 
drugom djelu.

Komercijalna upotreba djela nije dozvoljena.

Autorstvo -  nekomercijalno -  dijeliti pod istim uslovima
Dozvoljava se umnožavanje, distribucija, javno saopštavanje i prerada djela, pod uslovom da se 
navede ime izvornog autora (onako kako je izvorni autor ili davalac licence odredio). Ukoliko se 
djelo mijenja, preoblikuje ili koristi u drugom djelu, prerada se mora distribuirati pod istom ili 
sličnom licencom,

Djelo i prerade se ne mogu koristiti u komercijalne svrhe.


