UNIVERZITET CRNE GORE
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
ODSJEK ZA MATEMATIKU I RACUNARSKE NAUKE

mr Romeo Mestrovié

DOKTORSKA DISERTACIJA

TOPOLOSKE I F-ALGEBRE
HOLOMORFNIH FUNKCIJA

mentor: prof.dr
Zarko Pavidevié

Podgorica 1998.



WHB. 6&4—1&3

/

/:t/

£, 2

m VUA %

o poF

5 " 2
>, X

A
/Yff »



UNIVERZITET CRNE GORE
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
ODSJEK ZA MATEMATIKU I RACUNARSKE NAUKE

mr Romeo Mestrovié

DOKTORSKA DISERTACIJA

TOPOLOSKE I F~-ALGEBRE
HOLOMORFNIH FUNKCIJA

mentor: prof.dr

v

Zarko Paviéevié

Podgorica 1998.



Posebnu zahvalnost izrazavam prof. dr V. 1. Gavrilovu sa
Moskovskog drzavnog Univerziteta ”M. V. Lomonosov”, koji je
svojim korisnim sugestijama, mnogobrojnim idejama i primjed-
bama u znatnoj mjeri doprinio realizaciji ovog rada.

Veliku zahvalnost Zelim da izrazim prof. dr Stevanu Pilipovi¢u
na korisnim komentarima, uputstvimai interesovanju za moj rad.

Neizmjernu zahvalnost izrazavam prof. dr Zarku Paviéeviéu
koji mi je kao mentor ove disertacije pruzao dragocjenu pomo¢é
1 podrsku i ¢itavim nizom ideja i zapazanja doprinio njenom
konacnom oblikovanju.



SADRZAJ

0. Uvod 3

1. Razne klase holomorfnih funkcija

1.1. Nevanlinnina klasa i njene podklase...................................... 10
1.2. Inkluzije medju izuéavanim klasama ............ ... ... . ... ... .. ... . ..., 13
1.3. Kriterijumi pripadnosti klasama NP ...... ... ... .. ... .. .. ... ... ... 15
1.4. Kanonska faktorizaciona teorema za klase NP ............................ 16
1B, Poplgobms IVP ;i inniinbamunssmomionssmnennssnnssnssnssemnrssmesonns s 18
2. Mnozitelji i linearni funkcionali na prostorima N?
2.1. Taylorovi koeficijenti funkcija iz prostora NP ................cccuiiiiin... 24
2.2. Mnozitelji iz prostora N? u Hardyjeve prostore H9 ....................... 27
2.3. Dokaz i primjena teoreme o mnoziteljima ............ ... ... .. ... ... ..... 31
2.4. Reprezentacija neprekidnih linearnih funkcionala na prostorima N7 .. .. ... 35
2.5. Odsustvo lokalne konveksnosti za prostore N? ........................... 42
2.6. Odsustva Hahn-Banachovih svojstava za prostore NP ..................... 45
3. Razne topologije na prostorima N?
B.1. Prochelove BIEHIE 7P ..o c.ciiiiinicinmenemnnrmnor snman cmns e sbemon s 49
3.2. Helsonove topologije H” i Fréchetovi omotaci prostora NP ................ 51
3.3. Karakterizacija topoloskih duala (NP, H?)" ... ... ... .. 54
3.4. Drugi dual prostora NP 1 FP ... . 56
3.5. Konvergencija Fourierovih redova u prostorima (N?,HP) ................. 60
3.6. Asimptotska verzija Szegoove teoreme ... ... ... 65

Do

teoreme

Mnozitelji prostora (H?(w))" i asimptotska verzija Helson-Szegdove



4. Struktura ideala u algebrama N? i [P

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.

Mulfiplikativni linearni funkcionali na prostorima /NP

..................... 74
Prosti ideali algebri NP ... ... o 75
Algebre N? kao prsteni tipa Nevanlinna-Smirnova ....................... 80
Svojstvo korone za algebre NP .. ... ... ... ... .. 82

Ideali i homomorfizmi prstena FP ........ ... ... . ... ... .............. 85

4.6. Homomorfizmi algebri I'P ... .. .. ... . 88
5. Aproksimativne teoreme za klase N? .
5.1. Beurlingova teorema za klase N? ......... .. ... ... ... ... 93
5.2. Invarijantni potprostori prostora N? ......... ... . ... ... ... ... 96
5.3. Slabo zatvorenje ideala u prostorima NP ................................. 98
5.4. Slabo gusti ideali u prostorima N? ............ ..., 101
5.5. Logaritamski analogon Szegoove teoreme .............. ... ... ..., 108
5.6. Tezinski NP prostori .........o.oiiiriiii i 111
6. F-algebre M?
6.1. Prostori MP ...coiiiermiimasassisnorsnssnnnnan P S 117
6.2. Konvergencije u prostorima MP ........ ..o iiiiiiii . 119
6.3. F-algebre MP ... . 122
6.4. Ograniceni skupovi u prostorima MP? ... ... ... ... ... .. ... .. 126
B0 il I ovsneninnunsnpsssnmesssionsenissdionssessb s @ses 6658y a5 1 nns 133
6.6. Interpolacija u prostorima NP ........ ...t 137
Literatura .......o.oioiuii it 144



Pregled oznaka korigéenih u ovom radu

: skup prirodnih brojeva.
: polje realnih brojeva.
: polje kompleksnih brojeva.
: otvoren jedini¢ni krug |2| < 1.
jedini¢na kruznica |z| = 1.
: zatvoren jediniéni krug |z| < 1.
: realni dio kompleksnog broja.
d0/27r = dm: normalizovana Lebesgueova mjera na 7.
p: Borelova mjera na T'.
|E| = m(E): Lebesgueova mjera mjerljivog skupa E C T
w(t, 1) = wy(t): modul neprekidnosti mjere s.
f;" = [, Lebesgueov integral na T' ([0, 27]).
fE: Lebesgueov integral po mjerljivom skupu E C T'.
p: povrdinski Lebesgueov integral po krugu D.
log*, log™: pozitivni logaritam, negativni logaritam.
sup, inf: supremum, infimum.
limsup, liminf: limes superior, limes inferior.
{fn}: niz funkcija.
f*: grani¢na (radijalna) funkcija funkcije f € V.
f(k): k-ti Taylorov koeficijent funkcije f holomorfne na D.
LP(T) (0 < p < 00): uobicajeni Lebesgueov prostor na kruznici 7.
N: Nevanlinnina klasa.
N*: klasa Smirnova.
N? (1 < p < 00): klase prou¢avane u ovom radu.
MP (1 < p < 00): klase prou¢avane u ovom radu.
H? (0 < ¢ < 00): Hardyjeve klase.
M: klasa proucavana od strane Hong Oh Kima.
Hol(D): klasa svih funkcija holomorfnih na D.
F? (1 < p < 00): Fréchetov omota& prostora N?.
F*: Fréchetov omotaé prostora N*t.
(N?)~1: skup svih invertibilnih elemenata prostora N”.
(N*)~1: skup svih invertibilnih elemenata prostora N*.
P: skup svih polinoma nad poljem C.
Po: skup svih polinoma P € P za koje je P(0) = 1.
Llog L: Zygmondova klasa.
L*(w df): tezinski Lebesgueov prostor.
H?*(w): tezinski Hardyjev prostor.

BUYNTQEZ

A2(D): klasa holomorfnih funkcija na D &iji Taylorovi koef. imaju oblik O (e
_Cnlf(p-l-l))

s /(p+1))

Syt klasa svih nizova {v,} kompleksnih brojeva za koje je v, = O (e

M(N?,S): skup svih mnozitelja iz prostora NP u prostor S.
B(z): Blaschkeov proizvod.

S,u(z): singularna unutrasnja funkcija sa pridruzenom mjerom p.



F(z): vanjska funkcija.

Iy = BS,: unutrasnji faktor funkcije f € N.

H(t,z): Herglotzovo jezgro.

P(r,0 —t) = P,(,t): Poissonovo jezgro.

d,: metrika prostora IN?.

pp: metrika prostora M? (FP).

d = d;: metrika prostora N*.

b : "tezinska” NP F-norma.

d,: "tezinska” metrika na prostoru N?.

NJ: tezinski metricki prostor (N?,d,,).

Il llpes 111 llp.cs I - I norme na prostoru .

| - ||: kvazinorma u prostoru N”.

| - lz»: norma u prostoru L?(T) (0 < p < o).

| - Ilz2(w): norma u prostoru L?(w df).

| - | 72(w): norma u prostoru H?(w).

77: induktivna limes topologija prostora N?.

HP: Helsonova topologija prostora N?.

cl(L): zatvorenje skupa L C NP u prostoru N,

Pf]: zatvoren potprostor od N? generisan funkcijama z"f(z), n = 0,1, . ...
X: topoloski vektorski prostor.

X*: topoloski dual prostora X.

X**: drugi dual prostora X.

7¢ = 7¢(X): Mackeyeva topologija para (X, X*).

X: Fréchetov omotat prostora X.

ker: jezgra funkcionala iz X*.

n*: adjungovano preslikavanje sa X* u X*.

n**: drugo adjungovano preslikavanje.

[E]: zatvorenje skupa E C NP u prostoru N?.

[E].: zatvorenje skupa E C N? u odnosu na slabu topologiju od N”.
[E)pr: zatvorenje skupa E C FP u prostoru F?.

I,: unutradnja funkcija za koju vazi [I N?], = I, NP.

WP (1 < p < oo): klasa svih tezinskih funkcija w za koje je logw € L?(T).
Cy: kompozicioni operator generisan holomorfnim preslikavanjem ¢ : D — D.
[P (0 < p < 00): uobicajeni Lebesgueovi prostori nizova.
?(1<p<oo),lt, (0 < g < 00): prostori nizova koji se odnose na interpolacije
prostorima N?, N+ i H9.

(f1,.-., fa): ideal od N7 generisan funkcijama fi,..., f, € N?.

u



Uvod

U ovom radu se proucava linearno-topoloska, funkcionalna i algebarska struktura
podklasa N” (1 < p < oo0) Nevanlinnine klase N. Klasa N? (1 < p < oo) se sastoji

od svih funkcija f holomorfnih u jediniénom krugu D : |z| < 1 kompleksne ravni C za
koje vazi

o - do
(0.1) sup /0 (log* |f(re’9)|)pé; < 60,

0<r<1

Te klase su uvedene u prvom izdanju monografije I. I. Privalova [P1], u kojoj je dokazana
pripadna kanonska faktorizaciona teorema (vidj. [P1], str. 98).

Funkcija f holomorfna u jedini¢énom krugu D, pripada Nevanlinninoj klasi N ako
vazi

sup /2" log* | f(re')] i < 00
0 27 '

0<r<1

Za funkciju f € N kazemo da je funkcija ogranicene karakteristike.

Klasu Smirnova N* &ine sve funkcije f € N za koje je familija {log* |f(re?®)|: 0 <
r < 1} ravnomjerno integrabilna na jedini¢noj kruznici T', tj. za koju vazi: za svako
e > 0, postoji 6 > 0 tako da je ispunjeno

sy
+ LUAY et
/E]og [f(re )|27r<6’ 0£r<1,

za svaki mjerljiv skup E¥ C T' sa osobinom ¢ija je Lebesgueova mjera m(E) < 6.
Napomenimo da se Hardyjev prostor H? (0 < p < co) definise kao skup svih funkcija
f holomorfnih u D, koji zadovoljavaju uslov

2 ; do
sup /o |f(re0)|p2— < 0o

0<r<1

za 0 < p < 00, odnosno koje su ogranicene za p = oco:
sup |f(2)] < co.
z€D

Slijedeéi [K2], oznatimo sa M klasu svih funkcija f holomorfnih u D, za koje vazi

gdje je



Klase N, N* i H? (0 < p < c0) su istrazivane od strane mnogih autora. Najveéi
dio referenci koris¢en u ovom radu upravo se odnosi na rezultate o linearno-topoloskoj,
funkcionalnoj i algebarskoj strukturi tih klasa. Ti su rezultati zapravo i bili polaziste
za formulaciju analognih rezultata dobijenim u ovom radu, a koji se odnose na klase
N? (1 < p < o0). Klasa M, istrazivana od strane korejanskog matematicara Hong Oh
Kima u [K1] i [K2] bila je motiv za njenu generalizaciju datu u gl. 6 ovog rada. U
prvoj glavi dajemo najprije neke bazi¢ne ¢injenice koje se odnose na naprijed navedene
klase. To su teorema Fatoua, Rieszova teorema jedinstvenosti i kanonska faktorizaciona
teorema za naprijed navedena klase. Dalje dokazujemo slijedece stroge inkluzije medju
razlicitim klasama funkcija: (i) Ui N2 C M C Nt C N, (ii) UssoH* C Nysy N9,
(111) Ugsp N7 C NP C MicqepNY, za svako p > 1.

Takodje, dajemo neophodne i dovoljne uslove pripadnosti klasama NP u smislu
grani¢nih relacija koji se odnose na funkcije pripadnih klasa. Jo§ dajemo kratak dokaz
kanonske faktorizacione teoreme za klase N? (1 < p < 0o0). Kao neposrednu posljedicu
toga dokaza dobijamo kriterijum pripadnosti klasi N?. Dokaz se zasniva na dobro
poznatoj kanonskoj faktorizaciji za klasu Smirnova N*.

Svi naprijed navedeni rezultati, pocevsi od gornjih inkluzija, dobijeni su u radu [2].
Poznato je (vidj. [D2]) da je svaki Hardyjev prostor H? (¢ > 1) Banachov prostor sa
pripadnom normom || - ||, definisanom kao '

2 ) d0
ey = swp [ |rGe'5r e,

b
0<r<1 27

Nadalje, dobro je poznato (vidj. [D2]) da je svaki Hardyjev prostor H? (0 < q < 1)
g-Banachov prostor sa pripadnom g-normom. Stavise, dokazano je (vidj. [DRS]) da
ti prostori nisu lokalno konveksni. Jo§ napomenimo da prostor H* holomorfnih i
ogranic¢enih na D funkcija ¢ini Banachovu algebru. N. Yanagihara u svom radu [Y3]
uvodi linearno-topolosku strukturu na klasi Smirnova N+t preko invarijantne metrike
d koja je data preko (0.2) za p = 1.

Napomenimo da je vektorski topoloski prostor I, nad poljem C zapravo vektorski
prostor nad C u kome su operacije (f,g) — f+gi(c, f) = cf neprekidna preslikavanja
sa L x L — L, odnosno sa C x L — L u pripadnim proizvod-topologijama. Ukoliko
je topologija na takvom prostoru L indukovana aditivno-invarijantnom metrikom u
odnosu na koju je L kompletan metricki prostor, kaZemo da I obrazuje F-prostor.
F-prostor koji je lokalno konveksan naziva se Fréchetovim. F-algebra je algebra koja je
F-prostor i u kojoj je mnozenje neprekidna operacija u pripadnoj proizvod-topologiji.
Lokalno konveksna F-algebra se naziva I'réchetovom. Yanagihara je u ([Y3], teorema 1)
dokazao da Nt obrazuje F-prostor u odnosu na topologiju odredjenu metrikom d datori-
pomocu (0.2) za p = 1. C. S. Davis je u svojoj disertaciji [Da] dokazao da je mnozenje
u algebri N* neprekidno, to zajedno sa prethodno pomenutim rezultatom Yanagihare
daje slijedeéi rezultat. Prostor Nt sa topologijom odredjenom pomoéu metrike d
obrazuje F-algebru. Yanagihara pokazuje u ([Y3], komentar 1) da Nevanlinnina klasa
N u odnosu na metriku d nije kompletan metri¢ki prostor, a samim tim ni F-prostor.

Po analogiji sa metrikom d Stoll u ([St2], teorema 4.2) uvodi metriku d, na prostoru
N? i dokazuje da prostor N?, p > 1, sa topologijom odredjenom pomocu te metrike



¢ini jednu F-algebru. Za funkcije f,g € NP vazi

1/p

(02) d(f,9) = ( sup [ log?(1-+1(r¢%) — re)) ;i")

0<r<1

Istaknimo da je svojstvo biti F-prostor i te kako znacajno za istrazivanje linearno-
topoloske strukture takvih prostora, najvise iz razloga §to su za F'—prostore vazeée
neke osnovne teoreme iz funkcionalne analize. To su posebno teorema o zatvorenom
grafiku, princip ravnomjerne ogranicenosti i teorema o otvorenom preslikavanju (vidj.
[R1]), dok Hahn-Banachova teorema uopéte ne mora da vrijedi za I-prostore. Istak-
nimo da prve tri teoreme bitno koristimo u ovom radu pri istrazivanju linearno-topoloske,
funkcionalne i algebarske strukture prostora N? (1 < p < o).

Kanonske faktorizacione teoreme za klase N* i NP pokazuje da se klasa Nt moze
razmatrati kao ”prirodan limes” prostora N? kada p — 1. Isto tvrdjenje u metrickoin
(topolodkom) smislu dobijamo poredeéi pripadne metrike d i d, prostora N* i N? defin-
isane pomocu (0.2).

U drugoj glavi istrazujemo linearno-topolosku strukturu prostora N? (1 < p < o).
Glavni rezultat daje potpunu karakterizaciju neprekidnih linearnih funkcionala na pros-
torima N? u odnosu na topologiju uvedenu na N? pomoéu metrike d, definisane sa
(0.2). U prvom poglavlju dajemo ocjenu Taylorovih koeficijenata funkcija iz prostora
NP, za koju kasnije (u Cetvrtom poglavlju) pokazujemo da je najstroza u asimptotskom
smislu. U slijedeéem poglavlju dokazujemo vise lema koje su nam neophodne za oc-
jenu mnozitelja iz prostora NP u Hardyjeve prostore H? (0 < ¢ < o) koju dobijamo
u trecem poglavlju. Pokazuje se da taj skup mnozitelja ne zavisi o q. Iz tog rezultata
dobijamo ¢injenicu da nijedan prostor N? nije lokalno ogranicen.

Koriste¢i navedene rezultate, u narednom poglavlju dajemo reprezentaciju neprekid-
nih linearnih funkcionala na prostorima N?. Pokazuje se da se topoloski dual od N?
moze identifikovati sa cijelom klasom holomorfnih na D funkcija koje su klase C* na 7.
Iz dobijenog rezultata lako se izvodi da topologki dual od N? razdvaja tacke. S druge
strane, iako je topoloski dual od N? ”"bogat” funkcionalima, u slijedeéem poglavlju
dokazujemo ¢injenicu da nijedan prostor N7 nije lokalno konveksan. 1z dokaza tog rezul-
tata dobijamo klasu koli¢nickih I"-prostora od N? koji imaju trivijalan dual. Otuda
neposredno slijedi da Hahn-Banachova teorema o prosirenju linearnih funkcionala nije
primjenljiva na prostore N?. Stavise, u posljednjem poglavlju pokazujemo da pro-
stori N? ne posjeduju Banachovo separativno, a samim tim ni aproksimativno svo-
jstvo. Medjutim, dokazujemo da svaki prostor N? ima tackovno separativno svojstvo.
Napomenimo da je veina glavnih rezultata ove glave dobijena u radu [5], dok ih je
prvi autor saopstio na Medjunarodnom Kurepinom simpozijumu, Beograd, 1996.

U trecoj glavi definisemo i poredimo razne topoloske strukture na prostorima N?
(1 < p < o) kao i na njihovim Fréchetovim omotacima F'?. U prvom poglavlju da-
jemo pregled poznatih i nama neophodnih rezultata koji se odnose na prostore F7?
(0 < p < o00) uvedene u [St.2]. Topologija na prostoru [P definisana je pomocu
dvije ekvivalentne familije (polu)normi u odnosu na koje je FP prebrojivo normirana



Fréchetova algebra. Zato je ta topologija metrizabilna pomoéu metrike p, koja se na
uobicajen nacin uvodi kao na svakom prebrojivo-normiranom prostoru. Osim toga, N”
je gust potprostor od F?, a indukovana topologija na N je slabija od inicijalne metricke
dy-topologije. Koristeci rezultat Eoffa da se svaki prostor N? moze prikazati kao unija
izvjesnih tezinskih Hardyjevih prostora H?*(w), u drugom poglavlju definisemo dvije
topologije na N? kao induktivne limese pripadnih prostora H?*(w). Za prvu topologiju,
koja nije lokalno konveksna, izvjesno je da se podudara sa metrickom topologijom d,
na N?. Druga topologija na N? je uobicajena lokalno konveksna induktivna-liinés
topologija H? koju ¢emo nazivati Helsonovom. Koristeéi ¢injenicu da je po definiciji
H” najjaca lokalno konveksna topologija na N?, kao i da metri¢ke topologije d, i p,
odredjuju isti topoloski dual na N?, u narednom poglavlju dokazujemo da se topologija
HP podudara sa metrickom topologijom p,.

U cetvrtom poglavlju dokazujemo da je svaki prostor F? Montelov, kao i da se
duali prostora N? i F'? podudaraju u skupovnom i topoloskom smislu. Pri tome se du-
ali od N? (odnosno I'?) identifikuju sa prostorom S, svih nizova kompleksnih brojeva
{1} za koji je yo = O (exp (—en'/(P*1))), sa topologijom ravnomjerne konvergencije
na slabo ogranicenim podskupovima od N” (odnosno sa topologijom ravnomgerne kon-
vergencije na ogranicenim podskupovima od FP). Kao posljedicu dobijamo ¢injenicu
da su prostori F'? i njegov dual refleksivni. U slijedeéem poglavlju dokazujemo da Tay-
lorov red svake funkcije iz prostora F'? konvergira ka toj funkciji u odnosu na metri¢ku
topologiju p,, a samim tim i u odnosu na topologiju H?. Osim toga, lako se dokazuje
da su metricke topologije d, i p, Szegdove. Obratno, dokazujemo da ako je 7 barelisana
Szegoova topologija na prostoru N? u odnosu na koju Taylorov red svake funkcije iz
N? konvergira, tada se 7 podudara sa p, (odnosno sa H?). U Sestom poglavlju dajemo
asimptotsku verziju Szegbove teoreme koja se odnosi na prostore H?(w) sa tezinskim
funkcijama w na T za koje je logw € LP(T). Ta teorema daje najbolju gornju granicu
za norme funkcionala na tim prostorima koji predstavljaju n-ti Taylorov koeficijent u
nuli. Dokazujemo da je ta granica za proizvoljno ¢ > 0 data sa e"'"”(p“), kao i da ona
ne moze biti poboljsana u opitem slu¢aju. Dokaz tog rezultata se zasniva na asimp-
totskoj verziji Helson-Szegoove teoreme koju dajemo na kraju gestog poglavlja. Vecinu
rezultata iz treée glave autor je izloZio na Medjunarodnoj matematickoj konferenciji,

Berlin, 1998.

Kako prostori N? (1 < p < 00) obrazuju I-algebre, a samim tim i topologke algebre,
interesantno je israziti strukturu ideala u tim prostorima. To ¢inimo u cetvrtoj glavi
ovog rada. Problemi vezani sa tom tematikom motivisani su poznatim odgovaraju¢im
rezultatima koji se odnose na Banachove algebre. Medjutim, standardna tehnika
koris¢ena u istrazivanjima Banachovih algebri nije primjenljiva generalno za topoloske
algebre. Stoga ¢e dokazi rezultata dobijenih u ovoj glavi zavisiti isklju¢ivo o funkcional-
noj linearno-topoloskoj strukturi prostora N? i pripadnih Fréchetovih omotaca /"7, kao
i kanonske faktorizacione teoreme za klase N”.

Poznato je (vidj. [Gam]) da je u Banachovoj algebri svaki multiplikativan linearan
funkcional neprekidan i da je svaki maksimalan ideal jezgra multiplikativnog linearnog
funkcionala. U prvom poglavlju pokazujemo da je u prostorima N? svaki netrivijalan
multiplikativan linearan funkcional ujedno i neprekidan, ali da maksimalni ideali u



NP ne moraju biti jezgre multiplikativnih linearnih funkcionala. Nadalje, u drugom
poglavlju pokazujemo da ako je M netrivijalan prost ideal od N7 koji nije gust pod-
skup od N?, tada je M jezgra multiplikativnog linearnog funkcionala na N?. Kao
posljedicu dobijamo ¢injenicu da je svaki zatvoren maksimalan ideal jezgra multiplika-
tivnog linearnog funkcionala. Ti rezultati su motivisani odgovarajuéim rezultatima
dobijenim za klasu Smirnova N* u [RS1], odnosno za klasu M u [K1]. Istaknimo da u
njihovim dokazima koristimo tzv. radijalno-maksimalnu metriku pp uvedenu u Sesto]
glavi ovog rada, za koju je dokazano da je ekvivalentna sa inicijalnom metrikom d,,.

U narednom poglavlju pokazujemo da su prsteni N? zapravo prsteni tipa Nevanlinna-
Smirnova u smislu definicije R. Mortinija uvedene u [Mor]. Kao posljedice te ¢injenice i
rezultata iz [Mor] dobijenih za proizvoljne prstene tipa Nevanlinna-Smirnova, dobijamo
tri rezultata koji daju neophodne i dovoljne uslove da bi dati ideal algebre I/ bio trag
nekog ideala u algebri N?. Osim toga uotavamo da je svaki prsten N? (1 < p < o)
koherentan u smislu da je presjek bilo koja dva konaéno generisana ideala prstena N?
takodje konagno generisan ideal od N?. Nadalje, u ¢etvrtom poglavlju dokazujemo da
svaka algebra N? ima svojstvo korone, koje je inace za algebre H* dokazao Carleson
(vidj. [D2] ili [Ko]). U istom poglavlju jos dokazujemo dvije teoreme koje se odnose
redom na kona¢no generisane ideale od H*, odnosno od N”. i

U petom poglavlju dajemo karakterizaciju maksimalnih ideala i multiplikativnih lin-
earnih funkcionala algebri F'7 (1 < p < o0). Tisu rezultati, kao i njihovi dokazi analogni
istima dobijenim u prvom poglavlju za algebre N?. Konaéno, u estom poglavlju da-
jemo karakterizaciju homomorfizama algebri I'7, koja je sasvim analogna odgovarajuéoj
dobijenom u [Moc] za algebre N?. Napomenimo da su svi rezultati iz treéeg i cetvrtog
poglavlja ove glave dobijeni u radu [4].

U petoj glavi dajemo NP-verzije poznatih aproksimativnih teorema koje se odnose
na Hardyjeve prostore. Ti rezultati su motivisani ¢injenicama da prostori N? imajn
dosta sli¢nih svojstava sa prostorima H? (0 < ¢ < oo) koje se inace koriste u dokazima
odgovarajucih teorema. To su posebno, unutrasnjo-vanjska faktorizacija za funkcije pri-
padnih klasa, gustoéa polinoma i kompletnost prostora H? i N”. Cinjenica da prostori
N? nisu Banachovi, niti p-Banachovi, onemoguéava primjenu istih H?-tehnika u dokaz-
ima odgovarajucih teorema za te prostore. Zapravo, odsustva svojstava homogenosti
i p-homogenosti pripadnih (kvazi)normi prostora N? komplikuju te dokaze. S druge
strane, ¢injenica da su klase N? algebre u kojima je mnozenje neprekidna o-
peracija je u biti dovoljna zamjena za odsustvo navedenih svojstava pri dokazu glavnih
rezultata. To se posebno odnosi na N?-varijantu Beurlingove teoreme koju dajemo u
prvom poglavlju, kao i logaritamski analogon Szegoove teoreme koji dajemo u petom
poglavlju. Istaknimo da dokaz prve teoreme bitno koristi rezultat N. Mochizukija iz
[Moc] koji karakterise vanjske funkcije iz N? pomoéu pojma aproksimativnog inverza.
Posljedica 1.8 NP-varijante Beurlingove teoreme tvrdi da se skup slabo invertibilnih
elemenata od NP sastoji upravo od svih vanjskih funkcija pripadnih prostora. U sli-
jedecem poglavlju dajemo opis invarijantnih potprostora od N?. Preciznije, dokazujemo
da je svaki invarijantan potprostor od N? zapravo njegov glavni ideal generisan nekom
unutra§njom funkcijom. U slijedecem poglavlju dajemo za takve ideale dva kriterijuma
da oni budu slabo gusti u pripadnom prostoru N?. U vezi s tim, u ¢etvrtom poglavlju



dajemo karakterizaciju zatvorenih ideala koji su slabo gusti u N?. Pokazujemo da su to
glavni ideali generisani singularnim unutrasnjim funkcijama ¢ije pridruzene mjere imaju
modul neprekidnosti jednak o (h(p“l)/”). Ta *karakterizacija za neposrednu posljedicu
daje siroku klasu F-prostora sa trivijalnim dualom.

Na aproksimativnoj verziji NP-varijante Beurlingove teoreme bazira se dokaz teo-
reme 5.2 iz petog poglavlja koja predstavlja logaritamski analogon Szegoove teoreme.
Ta dva rezultata su dobijena u radu [6], a takodje ih je prvi autor toga rada izlagao
i na Medjunarodnoj konferenciji ”GF-96”, Novi Sad. Navedena teorema (respektivno
Szegoova teorema) zapravo daje eksplicitni izraz za infimum ”tezinskih” NP-normi (re-
spektivno HP-normi) uzetog nad prostorom svih (analiti¢kih) polinoma P sa konstan-
tnim ¢lanom jednakim 1. Kao posljedicu te teoreme, u posljednjem poglavlju dajemo
neophodne i dovoljne uslove da teinske metrike d,, budu ekvivalentne sa polaznom
metrikom d, na prostoru N?.

U Sestoj glavi istrazujemo linearno-topolosku strukturu prostora M? (1 < p < o)
koji predstavljaju generalizaciju prostora M prou¢avanog u [K1] i [K2]. Po analogiji
sa metrikom na M, na svakom prostoru M? definise se metrika p,. U prvom poglavlju
dajemo integralni kriterijum pripadnosti klasama MP. Osim toga, pokazuje se da
je MP zatvoren u odnosu na integraciju. Koristeéi teoremu o maksimalnosti Hardy-
Littlewooda, u drugom poglavlju dokazujemo da se za svako p > 1 prostori M? i NP
podudaraju u skupovnom smislu. Osim toga, dokazujemo neke tvrdnje koje se odnose
na konvergenciju u prostoru M?. U narednom poglavlju dokazujemo da polinomi ¢ine
gust skup u M?, pa je stoga prostor M? separabilan. U tre¢em poglavlju dokazujemo
da prostor MP obrazuje I'-prostor u odnosu na metriku p,. Koristeéi tu €injenicu,
kao i uzimajuéi u obzir da je M? = NP na osnovu teoreme o otvorenom preslikavanju
lako slijedi da se prostori M? i NP podudaraju i u topoloskom smislu. Dakle, sva
linearno-topoloska svojstva dobijena za prostore N? odnose se i na prostore M?. Jos je
dokazano da je metri¢ka d, (= p,) topologija jedina od svih "tezinskih” d, topologija
(log* w € LP(T)) u odnosu na koju je N? (= MP) F-prostor. U &etvrtom poglavlju
dajemo karakterizaciju ogranicenih skupova u prostorima M?. Prvi rezultat daje u
terminima ravnomjerne integrabilnosti neophodne i dovoljne uslove da bi podskup od
MP? bio ograni¢en. Drugi dobijeni rezultat daje samo neophodan uslov za isto tvrdjenje.
Osim toga, u smislu aproksimacije polinomima, dajemo kriterijum da bi se mjerljiva
na skupu £ C T funkcija podudarala skoro svuda na F sa grani¢cnom (radijalnom)
funkcijom neke funkcije iz klase M?.

U petom poglavlju definisemo prostore I? (1 < p < oo) kompleksnih nizova koji
predstavljaju diskretne verzije prostora N?. Po analogiji sa metrikom d, na prostoru 7
uvodi se metrika ¢, u odnosu na koju se dokazuje da je {7 I'-prostor. Nadalje dajemo
kriterijum ograni¢enosti u prostoru (? koji je zapravo [P-analogon istog dobijenog u
prethodnom poglavlju za prostor N?. Prostori [? su tijesno povezani sa problemima
interpolacije u N?. U vezi s tim, u zadnjem poglavlju pokazujemo da ako je niz {z,} C
D ravnomjerno razdvojen, tada je {z,} ujedno univerzalni interpolacioni niz za uredjen
par (N?,17). Isti rezultat kao i njegova obratna tvrdnja dokazuje se za pridruzeni
uredjeni par prostora (N?,I?). Te interpolacione teoreme autor ovog rada saopstio je
na 4. Simpozijumu iz matematicke analize i njenih primjena, Arandjelovac, 1997.



1. RAZNE KLASE HOLOMORFNIH FUNKCIJA



1. Razne klase holomorfnih funkcija

1.1. Nevanlinnina klasa i njene podklase

Kao sto je u uvodu istaknuto, u ovom radu se prou¢avaju podklase N”? (1 < p < o)

Nevanlinnine klase V. Klasa N? (1 < p < co) se sastoji od svih funkcija f holomorfnih
u jedini¢nom krugu D : |z| < 1 kompleksne ravni C za koje vazi

Q0.

Zy
27

(1.1) sup /O" (log* |f(rci0)|)p

0<r<1

Te klase su uvedene u prvom izdanju monografije I. I. Privalova [P1], u kojoj je dokazana
pripadna kanonska faktorizaciona teorema (vidj. [P1], str. 98). Osim toga, dokazuje se
kriterijum pripadnosti klasama N”. Mi u ovoj glavi dokazujemo isti rezultat na kraéi
nacin. Pri tome se bitno koriste analogni rezultati za klasu Smirnova N*. Nadalje,
dajemo inkluzije medju razlicitim klasama funkcija, holomorfnih u jedini¢nom krugu
D. Takodje, dajemo neophodne i dovoljne uslove pripadnosti klasama N” u smislu
grani¢nih relacija koji se odnose na funkcije pripadnih klasa.

Neka D oznacava jedini¢ni krug kompleksne ravni |z|] < 1 C i neka T oznacava
granicu od D (jedini¢nu kruznicu). Radi jednostavnosti, stavimo dm = d0/2x, 0 €
[0,27). Neka je L? = LP(T') (0 < p < o) uobicajeni Lebesgueov prostor na jediniénoj
kruznici T'.

Neka je p > 1 proizvoljan realan broj. Slijedecdi I. I. Privalova (vidj. [P1], str. 93,
gdje je NP oznaleno sa A7), funkcija f holomorfna u D pripada klasi N?, ako vazi

2m + 5 : do
sup / (log* | f(re)]) 5 < o,
0

0<r<1

gdje je log* a = max(log a,0), za a > 0.

Funkcija f holomorfna u jediniénom krugu D, pripada Nevanlinninoj klasi N ako
vazi - B
sup / log™ | f(re?)] == < co.
0

0<r<1 . 27

Za funkciju f € N kaZemo da je funkcija ogranicene karakteristike.

Klasu Smirnova Nt &ine sve funkcije f € N za koje je familija {log" |f(re?)]: 0 <
r < 1}, ravnomjerno integrabilna na jedini¢noj kruznici T, tj. za koju vazi: za svako
e > 0, postoji 6 > 0 tako da je ispunjeno

/logJr l]’(re"a)lglg <8 0=Er<l,
B 2

10



za svaki mjerljiv skup £ C T sa osobinom m(FE) < §.

Napomenimo da se Hardyjev prostor H? (0 < p < oo) definige kao skup svih funkcija
f holomorfnih u D, koji zadovoljavaju uslov

2m ; da
sup /0 If(reg)lpg— < 00

0<r<1 us

za ) < p < 00, odnosno koje su ogranic¢ene za p = oo:

sup £(2)] < oo.
z€D

Slijedeci [K2], ozna¢imo sa M klasu svih funkcija f holomorfnih u D, za koje vazi

27 d9
+ _
/0 log Mf(@)27r % 60,

gdje je - ‘
Mf(8) = sup |f(re?)].

0<r<1

Klase N, N* i H? (0 < p < 00) su istrazivane od strane mnogih autora. Najvedi
dio referenci koris¢en u ovom radu upravo se odnosi na rezultate o linearno-topoloskoj,
funkcionalnoj i algebarskoj strukturi tih klasa. Ti su rezultati zapravo i bili polaziste
za formulaciju analognih rezultata dobijenih u ovom radu, a koji se odnose na klase
NP (1 < p < o0). Klasa M, istrazivana od strane korejanskog matematicara Hong Oh
Kima u [K1] i [K2] bila je motiv za njenu generalizaciju datu u gl. 6 ovog rada.

Mi navodimo najprije neke bazi¢ne ¢injenice koje se odnose na naprijed navedene
klase. Svaka od njih, izuzev tvrdjenja (c) iz teoreme 1.5, dokazana je u ([P1], str.
79-101), gdje su klase N, N* i N? oznagene redom sa A, B i A?. Iste &injenice, osim
za klase NP i M, date su i u Durenovoj knjizi [D2].

Teorema 1.1. (Fatou). Za svaku funkciju f € N, postoje njene graniéne ugaone
vrijednosti skoro svuda na jediniénoj kruznici T. To posebno znaci da radijalni limes

x( 0\ _ 1 i0

f*(e”) = lim f (re®)
postoji za skoro svako € € T. QOsim toga, ako je dodatno f # 0, tada je log|f*| €
LY(T)

Slijedeéi rezultat je poznat kao Rieszova teorema jedinstvenosti.

Teorema 1.2. (F. i M. Riesz). Pretpostavimo da je f € N. Ako postoji podskup I
od T' éija je Lebesgueova mjera m(FE) veéa od nule tako da je radijalni limes od f jed-
nak nuli u svakoj tacki skupa I, tada je funkcija f(z) identicki jednaka nuli na krugu D.

Teorema 1.3. (Kanonska faktorizaciona teorema za klasu N). Svaka funkcija
f € N moze se faktorisali kao

f(2) = B(2)(51(2)/5:(2)) F'(2),
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gdje je B(z) Blaschkeov proizvod u odnosu na nule {z:} C D funkcije f(2), Sk(2),
k = 1,2, su singularne unutrasnje funkcije koje nemaju zajednicki faktor, a F(z) je
vanjska funkcija za klasu N; tj.

2% I—Zkz’

B(2) :zmH@ A
k=1

pri cemu je » 7 (1 — |2]) < 0o, @ m nenegativan cijeli broj,

Bil2) = exp (_ /0 T d,u,k(t)>

et — z

sa pozitivnim singularnim mjerama py, k= 1,2, @

1 27T 1t
F(z):wexp(%—/ 2 +Zlog
0

et — 2

f*(eit)i dt) ,
sa konstantom w jediniénog modula je vanjska funkcija.

Koristeci naprijed navedenu faktorizaciju, imamo slijedeée tvrdjenje.

Teorema 1.4. Za svaku singularnu funkciju S(z)- © svaki Blaschkeov proizvod
B(z) wvazi |S(z)| < 1 i |B(2)| <1 za svako z € D. Osim toga, vazi |S*(e?)] = ti
|B*(e®)| = 1 za skoro svako e® € T.

Teorema 1.5. Za bilo koju funkciju f € N sa faktorizacijom iz teoreme 1.3 vazi:

(a) f pripada klasi N* ako i samo ako je S, = 1.

(b) f pripada klasi N® ako i samo ako je S, =1 i (log* |/*|)" € L'(T).

(¢) f pripada klasi M ako i samo ako je Sz = 1 ilog™ |f*| € RH'. Obratno tvrd-
jenje od (c) nije tac¢no (vidj. [K2], teorema 2.2). RH' oznacava klasu svih funkcija koje
zapravo predstavljaju realne dijelove funkcija iz klase H', pri ¢emu se H' identifikuje
sa pripadnim prostorom graniénih (radijalnih) funkcija na T (vidj. [K2]).

(d) f pripada klast H? (0 < p < c0) ako i samo ako je S; =0 i |f*| € L?(T).

(e) f pripada klasi H® ako i samo ako je S; = 0 i osim toga vanjski faktor F od f
pripada klasi H*.

Teorema 1.6. (Privalov [P1], str. 93). Funkcija vf holomorfna u D pripada klasi
NP ako i samo ako za dato € > 0, postoji § > 0 tako da vazi

/ (log* If(rem)l)p % <e, 1<€r<l;
JE

za svaki mjerljiv skup E C T, za koji vazi m(E) < 6, tj. f € NP ako i samo ako skup
{(log+ If(reig) |)p tDEF< l} éini ravnomgerno integrabilnu familiju.

Komentar. Dok je uslov ravnomjerne integrabilnosti sadrzan u definiciji klase
Smirnova N*, taj uslov za klase N? na osnovu teoreme 1.6 je posljedica definicionog
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uslova (1.1) tih klasa. Otuda slijedi da je N» C Nt za svako p > 1. Kako nam je ta
inkluzija bitna u novom dokazu teorema 1.5 (b) i 1.6 (to su redom teoreme 5.3 i 5.4)
tu inkluziju izvodimo neposredno na osnovu leme 5.1.

Teorema 1.7. (Privalov [P1], gl. 2, pogl. 13). Funkcija f holomorfna u D pripada
klasi N? ako i samo ako subharmonijska funkcija z v (log*|f(2)])” (z € D) ima
harmonijsku magjorantu.

1.2. Inkluzije medju izu¢avanim klasama

Teorema 2.1. Vaze slijedece inkluzije:

Uy N CMcCNtCN,

(ii) U.-;>0 H* C nq>1Nq:

(iii) Uysp N7 C NP C Nicgep N, za svako p > 1.
Sve navedene inkluzije su stroge.

Dokaz. (i) Stroge relacijé inkluzije M C Nt C N su dokazane u ([K2], teorema
2.1). Uzmimo proizvoljnu funkciju f € N7, za neko ¢ > 1. Za dokaz inkluzije N7 C M,
dovoljno je na osnovu teoreme 1.5 (b) i (c) pokazati da funkcija h = log® | f*| pripada
klasi RH'. Na osnovu teoreme 1.5 iz [K2] taj uslov je ekvivalentan sa uslovom h €
Llog L, odnosno hlogt h € L'(T), gdje Llog L oznacava Zygmundovu klasu. Takodje
vidjeti ([Ko], str. 135-136). Kako je h? € L'(T), koristeéi nejednakost logt z < z°/a,
>0, a >0, imamo

q 2 1 (h(0)™* € L\(T).

h(6) log* h(0) <

Prema tome, h € Llog L, §to povlagci Uq>1 N? C M. Sada razmotrimo funkciju

1 2m it
f(z) = exp (27 / L ¢(t)dt) ,

gdje je ¥(t) stepenasta funkcija definisana kao

i o 0, za t€ (m,2n]
d)( )_ nl—(logn)—‘/z’ za t € ( 2m 21] ,n€ N\{l}

n+1’7

Za fiksno ¢ > 1, mozemo odabrati ng € N tako da vazi ¢ — g(logn)~/2 > 1, za svako
n > ng. Otuda dobijamo

2 di s 7,I'q—q(|ogn)"1/2 . 1
9(4) — =— N N S— = .
/0 ¢()27r z; n(n + 1) _Zn+l o

n= n=ng

Dakle, za svako ¢ > 1 ()7 = 7 ¢ L'(T), pa na osnovu teoreme 1.5 (b) slijedi da
f¢ Uq)] Nq'
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S druge strane, kako je p~(logn)~!/2

= exp ( — +/log n), imamo

ad dt = logn 1
LA T
PO 7 = Y e (1 logn)

0

<

Dakle, 1 = log | f*| pripada Zygmundovoj klasi L log L. Na osnovu teoreme 1.5 iz [1(2]
i teoreme 1.5 (c), zaklju¢ujemo da je f € M. Otuda slijedi U N?# M.

(ii) Za svako s > 0 i za svako ¢ > 1 inkluziju H®* C N9 dobuamo neposredno na
osnovu nejednakosti (log* )7 < (¢/s)z°, = > 0. Stoga vai Wssg B® € [ g ¥ D
bismo dokazali da je | J,, o H*® # Ng>1N?, razmotrimo funkcija g funkciju g(z) definisanu

pomocu formule
1 " et4s
o) = o (5 [ S gt )at)),
), e

pri cemu je x(t) stepenasta funkcija definisana kao

2 2
el —W], n € N.

x(t) = n'8"  zasvako t€ (m, -

Tada za svako ¢ > 1, imamo
2m 0 ]og
|
/0 og’ X(t ; n(n +1)

uzimajuéi u obzir da je log? n < Vv/n za dovoljno veliko n. Dakle, na osnovu teoreme
1.5 (b), vidimo da je g € )5, N
S druge strane, za svako s > 0 imamo

uvaiava,juc'{ da je slogn > 1 za svako n > exp(1l/s). Otuda je x & L*(T') za svako
s> 0, pa na osnovu teoreme 1.5 (d), f ¢ Up>0 H?. To dokazuje tvrdjenje (ii).
(iii) Ulaganje N9 C NP za ¢ > p > 1, je ocigledno. To povlaci

UngNf’g N N

q>p 1<q<p

L — (% /02” uzfp( t)d )

0, za t€ (m2n]
e T N te (Z,%], neN\{1).

n+l1? n

Stavimo

gdje je
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Postupajuci na isti nacin kao u dokazu inkluzije (i) dobijamo ¢, € LP(T N\ U,s, LT
sto povlaci

F,e N?\ | J N
9>p
Za proizvoljno p > 1, definisimo

1 27 :[ + P
Gp(z) = exp (2—7; /0 T (t)dt) ;

2 2
i l], n € N.

gdje je

@ (t) = n? ga te (n 21" 7

Otuda slijedi

[ eors =3 e,

Odavde vidimo da je ¢, € ., L?(T) \ L?(T). Dakle, na osnovu teoreme 1.5 (b)
dobijamo G, € [, .,., N7 \ N?. Time je (iii) dokazano, a samim tim i teorema 2.1.

Komentar. U gl. 6 uvodimo klase M? (1 < p < oo) kao uopstenja klase M i
dokazujemo da vazi M? = N” za svako p > 1 i u skupovnom i u pripadnom topoloskom
smislu.

1.3. Kriterijumi pripadnosti klasama N?

Teorema 3.1. Neka je p > 1 i neka je f € N proizvolina funkcija. Tada su
slijedeéa tvrdjenja ekvivalentna.

(i) f pr1pada klasi NP,

2m
do ol do
(ii hm/ (log™* If re' | g:/(long f i (eg)l)p%<oo
0
(iii) f pripada klasi N* ilog*|f*| € LP(T).
(iv) log* |f*| € L7(T) i
2m 40 2m 40
li_r.rll/log+ |f(7*ei0)| 2—7r - /log_ *(e’o)l o
0 0

(v) f pripada klasi M ilog™ |f*| € LP(T).

Dokaz. (i)4(ii). Kako je f € N, na osnovu teoreme 1.1 radijalni limes f*(e') =
lim, _4 f(rei") postoji za skoro svako e € T'. Na osnovu teoreme 1.6, f pripada klasi
NP ako i samo ako je familija {(logJr If(reio)l)p i o ]} ravnomjerno integra-
bilna na T. To je na osnovu ([P2], str. 13) ekvivalentno sa relacijom (ii) i uslovom

log™ |/*] € LP(T).
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(iii)¢>(iv) slijedi na potpuno isti nagin kao ekvivalencija (i)¢>(ii), uzimajuci u obzir
definiciju klase N*.

()¢>(iii) je neposredna posljedica kanonske faktorizacije opisane teoremom 1.5 (a)
i (b).

(v)=(iii) je otigledno, uzimajuéi u obzir da je M C N*.

(i)=>(v). Na osnovu teoreme 1.5 (b) vidimo da je log* | f*| € L?(T), dok na osnovu
teoreme 2.1 (i) vazi N? C M; stoga je f € M. Time je dokaz teoreme zavrsen.

Komentar. Uocimo da su relacije (ii) i (iv) iz teoreme 3.1 N?”-analogoni Rieszove
teoreme (vidj. [Ko], str. 61) koja se odnosi na klase H? (0 < p < o).

Kao posljedicu teoreme 3.1 dobijamo slijedeéi rezultat koji je zapravo NP-analogon
teoreme Smirnova za Hardyjeve klase H” (vidj. [Ko]).

Posljedica 3.2. Neka su p i q realni brojevi takvi da je 1 < p < q i neka je [ € N*
proizvoljna funkcija. Tada f pripada klasi N7 ako i samo ako je log* |f*| € L(T).

Dokaz. Pretpostavimo da je log" |f*| € L(T). Kako je f € N> C N*, na osnovu
implikacije (iii)) = (i) iz teoreme 3.1, zakljuéujemo da je f € N9 Obratno, ako je
[ € N7, tada na osnovu (i) = (iv), slijedi da je log* |f*| € LI(T). Time je posljedica
dokazana.

1.4. Kanonska faktorizaciona teorema za klase NP

U ovom poglavlju dajemo dokaz kanonske faktorizacione teoreme 1.5 (b) za klase
N? (1 < p < 00). Kao neposrednu posljedicu toga dokaza dobijamo kriterijum pripad-
nosti klasi N? opisan teoremom 1.6. Dokaz se zasniva na dobro poznatoj kanonskoj
faktorizaciji za klasu Smirnova N* (teorema 1.5 (a)). U vezi s tim neophodna nam je
slijedeta lema.

Lema 4.1. Neka je p > 1 i neka je K ograniéen podskup od LP(T), tj. neka vaz'in
2m ) da
r( 0\ |p
su e — < 00,
fe?(/o 7)) 2m

Tada skup K ¢ini ravnomjerno integrabilnu familiju, tj. za svako € > 0 postoji § > 0
tako da je

/[f(ei9)|£ig<5 za svako [ € K,
E 2

za bilo koji skup E C T étja je Lebesgueova mjera m(FE) < 6.

Dokaz. Tvrdjenje neposredno slijedi iz ([Gam], gl. 5, teorema 1.1 i posljedica 1.2,
str. 121).



Lema 4.2. N*» C N* za svako p > 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je f € N? za neko p > 1. Na osnovu definicije od N,
familija {log* If(re‘o)l : 0 < r < 1} je ograni¢ena u prostoru LP(T'). Stoga na osnovu
leme 4.1, to je ujedno i ravnomjerno integrabilna familija. Dakle, f € N+, odnosno

NP C N+,

Teorema 4.3. (Kanonska faktorizaciona teorema 1.5 (b)). Svaka funkcija [ € NP
(I < p < o0) koja nije identicki jednaka 0 moze se faktorisati na slijedeci nadin:

(4.1) 1(2) = B(z)S(2)F(2),

gdje je B(z) Blaschkeov proizvod u odnosu na nule funkcije f(z), S(z) singularna un-
utrasnja funkcija ¢ F'(z) vanjska funkcija za klasu NP, tj.

27 it
(4.2) 7 F(z) =wexp <—1—/ ‘ LA log | f~ (e“)| dt) ,
27 Jo —z

v e
pri éemu je |w| = 1, dok funkcije log|f*| i (log® |f*|)? pripadaju prostoru L'(T).
Obratno, svaki proizvod B(2)S(z)I'(z) opisanog oblika pripada klasi NP.

Dokaz. Uzmimo f € NP?. Tada je na osnovu leme 4.1 f € N*. Teorema 1.5 (a)
pokazuje da se f moze prikazati u obliku (4.1), gdje je F'(z) dato sa (4.2) i log|f*| €
L}(T). Koristeéi Fatouovu lemu, dobijamo

2m , do o ; df
(4.3) /; (log* f*(e'o)l)p oy < ”?Lif]f/(; (log™ lf(re’g)l)p 5r < 90 L

odakle slijedi da je (log* |f*|)" € L'(T).
Obratno, pretpostavimo da je f(z) funkcija data sa (4.1) i da je pri tome log|[*|,
(log* |f*)" € L*(T). Neka je

] e p?

o 1 —2rcos(d —t) +r?

P(r,0 —t)

Poissonovo jezgro. Radi jednostavnosti stavimo #(t) = log

f*(eil)l. Tada iz (4.2)

dobijamo
. 2 AN
log* |F(re’9)| = (/0 P(r,0 —t)p(t) g)
2T dt
- ) =
(4.4) < /0 P(r,0 — )™ (t) 5

Kako je |f(2)|] < |F(2)| za svako z € D, nejednakost (4.4) i Holderova integralna
nejednakost daju za svako 0 < r < 1

(log* |1 (re?)])" < ( /0 " P 0 -yt () ;’_Dp

FCKA
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(4.5) . </02¢ P(T,G—t);—;)p_l ( Oh P(r,0 —t) (*(t))" %)
- /02" P(r,0 — 1) (log* | /* (™))" %t;'

Koristec¢i (4.5), na osnovu Fubinijeve teoreme dobijamo

27 2m
(4.6) /0 (log* |f(re"a)|)p %0; < /0 (log*

e’ -gf? 0Lr<i).

Prema tome i s obzirom da je (log+ |f*|)p € L(T), zakljuéujemo da je f € N?. Time
je teorema u potpunosti dokazana.

Posljedica 4.4. (Teorema 1.6). Funkcija f, holomorfna na D, pripada klasi NP
ako i samo ako je familija {(log+ If(reio)l)p :0€r< 1} ravnomgjerno integrabilna.

Dokaz. Pretpostavimo da je f € N?. Na osnovu (4.6) i (4.3) dobijamo

27 ) do 2 . do
lim sup/ (log* |f(re)])" — < liminf/ (log* |f(re)])” — < co.
0 27[' r—1 0 27(‘

r—1

Otuda slijedi da postoji

27
lim (log* lf(rew)l)’7 o < 00

r—1 27T

Kona¢no, na osnovu (4.6) i (4.3), neposredno dobijamo

o oy yp 40 - oy \p 40
im [ g 15 Ge))” 5= [ ot 1 (e)]) 57 < o

Gornja relacija je na osnovu ([P2], str. 25) ekvivalentna sa ¢injenicom da je familija
{(log+ If(reio)l)p st L rg 1} ravnomjerno integrabilna. Obratno tvrdjenje posljedice
je ocigledno, pa je time njen dokaz zavrien.

1.5. F-algebre N?

Poznato je (vidj. [D2]) da je svaki Hardyjev prostor H? (¢ > 1) Banachov prostor

sa pripadnom normom || - ||, definisanom kao
2m ) do 2m ) do
z 9 == su / . rei@ ges - / f* et@ q ki f € ]{q.
= [ 1 = [T
Preciznije, za normu || - ||, na prostoru H? vaze slijedeca svojstva.

(i) If)lg = 0 za svako f € H".
(i1) || fll; = 0 samo ako je f(z) = 0.
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(i) [[Afllg = [MlIf]lq za svako A € C i svako f € H7 (svojstvo homogenosti).
(V) IS +glls < Ifllg + llglly (nejednakost trougla).
(v) HY je kompletan metricki prostor sa pripadnom metrikom p, definisanom kao

pa(fr9) = IIf — gllq-

Napomenimo da se svaki vektorski prostor nad poljem C sa pripadnom normom
koja zadovoljava svojstva (i)-(v) zove Banachov prostor nad poljem C. Nadalje, dobro
je poznato (vidj. [D2]) da je svaki Hardyjev prostor H? (0 < q < 1) g-Banachov prostor

sa pripadnom normom || - ||, definisanom na H? kao
2m ) do 2 ) do
0|7 *( 10\]9
= 3 ' — = ; — He.
(ls) 02351/0 [ (re”)|"5, /0 ey, fe

Preciznije, gornja norma na H? (0 < ¢ < 1) zadovoljava sva svojstva (i)-(v), izuzev

svojstva (iii) koje se moze zamijeniti tzv. svojstvom g-homogenosti definisanim preko
uslova

(1) 1A fllg = IA°N f]lq za svako A € C isvako f € HI.

Prostor H7 (0 < g < 1) je u stvari kompletan metricki prostor sa pripadnom aditivno
invarijantnom metrikom p, definisanom kao p,(f,9) = ||f — glls- Ali poznato je da
nijedan prostor H? (0 < ¢ < 1) nije normizabilan u smislu da se na tom prostoru ne
moZe zadati norma koja bi na H? indukovala istu topologiju kao inicijalna norma || - ||,.
Stavise, dokazano je (vidj. [DRS]) da ti prostori nisu lokalno konveksni. Jos istaknimo
da prostor H* ogranicenih na D holomorfnih funkcija ¢ini Banachovu algebru u odnosu
na normu || - || definisanu kao

1/ lloo = max|f(2)], fe€H>.
z|<1

N. Yanagihara u radu [Y3] uvodi linearno-topolosku strukturu na klasi Smirnova
Nt generisanu metrikom d definisanom kao

(5'1) d(fa9)=||f—9||, f)g€N+)
gdje je

2m ) da
171l = / log(1 + 1)) 5, [ € N

Napomenimo da je vektorski topoloski prostor L nad poljem C zapravo vektorski pros-
tor nad C u kome su operacije (f,g9) — [+ g i (¢, f) — cf neprekidna preslikavanja
sa L x L = L, odnosno sa C x L — L u pripadnim proizvod-topologijama. Ukoliko
je topologija na takvom prostoru L indukovana aditivno-invarijantnom metrikom u
odnosu na koju je L kompletan metricki prostor, kazemo da L obrazuje I'-prostor. F'-
prostor koji je lokalno konveksan naziva se Iréchetovim. Napomenimo da je vektorski
topoloski prostor L lokalno konveksan ako postoji baza okolina nule koja se sastoji
od otvorenih apsolutno konveksnih podskupova od L. F-algebra je algebra koja ¢ini
F-prostor i u kojoj je mnozenje neprekidna operacija u pripadnoj proizvod-topologiji.
Lokalno konveksna F-algebra naziva se Fréchetovom. Yanagihara je u ([Y3], teorema
1) dokazao da Nt &ini F-prostor u odnosu na topologiju odredjenu metrikom d. C. S.-
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Davis je u svojoj disertaciji [Da] dokazao da je mnozenje u algebri N* neprekidno, sto
zajedno sa prethodno pomenutim rezultatom Yanagihare daje slijedeéi rezultat.

Teorema 5.1. Prostor Nt sa topologijom odredjenom pomocu metrike d obrazuje
I'-algebru, tj. F-prostor u kome je mnoZenje neprekidna operacija.

Komentar. Yanagihara pokazuje u ([Y3], komentar 1) da Nevanlinnina klasa NV U
odnosu na metriku datom sa (5.1) nije kompletan metricki prostor, a samim tim ni
F-prostor. J. H. Shapiro i A. L. Shields u radu [SS2] uvode metriku d’ na N stavljajuéi
d(f,9) = IIf —glI', gdje je

2
11 = Jim [ og(1 G 32, FE N,
r—1- Jo T
U ([SS2], propozicija 1.1) pokazano je da je (N, d') kompletan metricki prostor éija je
topologija jaca od topologije ravnomjerne konvergencije na kompaktnim podskupovima
od D. Odavde i iz ¢injenice da se metrike d i d' podudaraju na prostoru N+t (vidj.
[SS2], propozicija 1.2 (c)) neposredno slijedi da je N* zatvoren vektorski potprostor
od N u odnosu na metricku topologiju d' (vidj. [SS2], posljedica propozicije 1.2).
lako je zbog subaditivnosti (kvazi)norme || - ||' N ujedno i topoloska grupa u odnosu
na sabiranje, mnozZenje skalarom nije neprekidno na N, pa samim tim (N,d") nije
topoloski vektorski prostor (vidj. [SS2], posljedica 1 teoreme 2.1). Stavise, prostor N
je nepovezan ([SS2], teorema 2.1), dok je koli¢nicki prostor N/N* totalno nepovezan
u odnosu na uobicajenu infimum normu || f]| = inf{||lg|l : ¢ € f} (f je razred f+ N*
u N/N*) (vidj. [SS2], teorema 2.1°). Te ¢&injenice daju sugestiju da je N* upravo
komponenta povezanosti od N. Medjutim, J. W. Roberts u radu [Ro] pokazuje da to

nije tacno. Naime, u ([Ro], teorema 3.3) je dokazano da je komponenta povezanosti od
N skup K C N definisan kao

S

K = {—5—,— f € Nt u je neprekidna nenegativna singularna mjera na /}
123

gdje je S, singularna unutrasnja funkcija sa pridruzenom mjerom .

Po analogiji sa metrikom d, na Nt se definise topoloska struktura na prostoru N?
(1 < p < 00) preko invarijantne metrike d, definisane kao

(52) dp(f)q) = “f - g”m fag € Np)
gdje je

2 ) dG 1/p
= ([ loga+ @ gr) L ren

Teorema 5.2. ([St2], teorema 4.2). Prostor NP, p > 1, sa topologijom odredjenom
pomocu metrike d, ¢ini jednu I'-algebru, tj. I'-prostor u kome je mnoZenje neprckidna
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operacija.

Teorema 5.3. ([1], str. 25, teorema 1). Za svaku funkciju f € NP vazi

2 ) do 1/p
I = (tim [Crog 17 57
JO

2w
2 ) do 1/p
(5.3) = ( sup / log?(1 + | f(re’®)|) —-—) .
0<r<1 Jo 27

Teorema 5.4. ([1], str. 43, teorema 1). Skup svih polinoma nad poljem komplek-
snih brojeva ¢ini gust podskup uw svakom prostoru NP, p > 1. Dakle, NP je separabilan
metricki prostor.

Na kraju uo¢imo da je svojstvo biti I'-prostor i te kako znacajno za istrazivanje
linearno-topoloske strukture takvih prostora, najvise iz razloga sto su za I"—prostore
vazeCe neke osnovne teoreme iz funkcionalne analize. To su posebno teorema o zatvore-
nom grafiku, princip ravnomjerne ogranicenosti i teorema o otvorenom preslikavanju
(vidj. [R1]), dok Hahn-Banachova teorema uopste ne mora da vrijedi za F'-prostore.
Istaknimo da prve tri teoreme bitno koristimo u ovom radu pri istraZivanju linearno-
topoloske, funkcionalne i algebarske strukture prostora N? (1 < p < o0).

Komentar. Kanonska faktorizaciona teorama 1.5 (a), (b) za klase N* i N? pokazuje
da se klasa N* moze razmatrati kao ”prirodan limes” prostora N? kada p — 1. Istu

tvrdnju u metrickom (topoloskom) smislu dobijamo poredeéi pripadne metrike prostora
N* i N7 definisane redom pomoéu (5.1) i (5.2).
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2. MNOZITELJI I LINEARNI FUNKCIONALI
NA PROSTORIMA N7



2. Mnozitelji i linearni funkcionali
na prostorima N?

U ovoj glavi istrazujemo linearno-topolosku strukturu prostora N? (1 < p < o0). U
vezis tim glavni rezultat daje potpunu karakterizaciju neprekidnih linearnih funkcionala

na prostorima N” u odnosu na topologiju uvedenu na N? pomocu metrike d, definisane
kao

(01) dp(fag):“f—g”m fngNpa
gdje je
2 , do 1/p
00 W= (o, [l (e 51) <o Se N
0<r<1 s

Na osnovu teoreme 5.2, gl. 1, svaki prostor N? (1 < p < oo) obrazuje F-prostor u
odnosu na metricku topologiju odredjenu metrikom d,. Osim toga, mnozenje u algebri
N? je neprekidna operacija, tj. N? obrazuje F-algebru.

Za opis topoloskog duala od N” bitno koristimo princip ravnomjerne ogranic¢enosti
koji je primjenljiv posto je N? F-prostor. U prvom poglavlju dajemo ocjenu Taylorovih
koeficijenata funkcija iz prostora N?, za koju kasnije (u ¢etvrtom poglavlju) pokazu-
jemo da je najstroza u asimptotskom smislu. U slijedeéem poglavlju dokazujemo vise
lema koje su nam neophodne za karakterizaciju mnozitelja iz prostoraN? u Hardyjeve
prostore {7 (0 < ¢ < 00) koju dobijamo u treem poglavlju. Pokazuje se da taj skup
mnozitelja ne zavisi od q. Za posljedicu toga rezultata dobijamo €injenicu da nijedan
prostor N? nije lokalno ogranicen.

Koriste¢i navedene rezultate, u narednom poglavlju dajemo reprezentaciju neprekid-
nih linearnih funkcionala na prostorima N?. Pokazuje se da se topoloski dual od N?
moze identifikovati sa cijelom klasom holomorfnih na D funkcija koje su klase C* na T'.
Iz dobijenog rezultata lako se izvodi da topoloski dual od N? razdvaja tacke. S druge
strane, iako je topoloski dual od NP "bogat” funkcionalima, u slijedecem poglavlju
dokazujemo ¢injenicu da nijedan prostor N7 nije lokalno konveksan. Iz dokaza tog rezul-
tata dobijamo klasu koli¢nickih F-prostora od N? koji imaju trivijalan dual. Otuda
neposredno slijedi da Hahn-Banachova teorema o prosirenju linearnih funkcionala nije
primjenljiva na prostore N?. Stavise, u posljednjem poglavlju pokazujemo da pros-
tori N? ne posjeduju Banachovo separativno, a samim tim ni aproksimativno svojstvo.
Medjutim, dokazuiemo da svaki prostor N? ima tackovno separativno svojstvo.
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2.1. Taylorovi koeficijenti funkcija iz prostora N7

U ovom poglavlju, kao i ubuduée sa. P,(0,t) éemo oznaZavati Poissonovo jezgro, 1].

2

1=r
{0, 1) = :
P 0,1) 1 —2rcos(t —6) +r?

Za funkciju f holomorfnu na D, uvedimo slijedeée oznake:

Mes(r, [) = max |f(2)],

|z|=r
1/q

2T
~ do
]\/fq(r, )= /If('relo)lq o , 0<q< o,
0

koje ¢emo i ovdje koristiti.

Lema 1.1. Za proizvoljnu funkciju [ iz prostora NP vaze slijedeée nejednakosti.

: (log* [/ (re?)])" < / P,(0,¢) (log* | £*(e”)])" %6-
) log(1 + [(2)]) < 2/7d,(£,0)(1 |27, =€ D,

gdje d, oznacava inicijalnu metriku na N? definisanu pomocu (0.1).

Dokaz. (i) slijedi neposredno iz ¢injenice da je funkcija z +— (log* If(z)])p sub-
harmonjska na D (vidj. [P1], str. 42, primjeri). Zbog subharmoniénosti funkcije
2z JogP(1 + |f(2)]) na D (vidj. [1], str. 24, lema 1), neposredno dobijamo

. ' 27 ' d
log?(1+1/(re™)| < [ RO OIog (14 1/7(e)) 5
0
< T (G0,

sto predstavlja nejednakost (ii).

Teorema 1.2. Neka je [ € N? funkcija sa Taylorovim razvojem f(z) = > o anz".
Tada vazi

. 1 k
(i) log M,(r, f) =0 (m) za svako 0 < g < oco.
(ii) lan] = O (exp (o(nl/(”“)))) :
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Dokaz. (i) Kako na osnovu Holderove nejednakosti za svako 0 < p < ¢ < oo vazi

My(r, f) < Mo(r, f) < Moo(r, f),

dovoljno je dokazati (i) za ¢ = co. U dokazu koji slijedi koristimo &injenicu da je
Poissonovo jezgro aproksimativna jedinica (vidj. dokaz teoreme 1 iz [Y2]). Ozna&imo
sa u(r, 0) harmonijsku majorantu funkcije (log* |f(2)|)?, predstavljene pomoéu Poi-

ssonovog integrala grani¢ne funkcije h(t) = (log* |f*(e®)])”. Tada na osnovu leme 1.1
(i), imamo

(2.1) log Moo (7, f) < max u(r,0).

0<0<2r

Neka je € > 0 proizvoljno. Odaberimo za K dovoljno veliki pozitivan broj, tako da za

funkciju hg(t) = min (K, h(t)) vazi

/O " (h(t) = hre (1)) ;i <e.

m

Tada dobijamo

dt

w(r,8) = / P, (0,t)hx( )27r
/ - (0,t) (h(t) — hl\(t)) ——
= ug(r,0) + uy(r,9),

gdje je P,(0,t) Poissonovo jezgro.
Kako je 0 < hi (1) < K, dobijamo

0 < wup(r,0) < K.

§ druge strane, kako je P,(0,t) < (1 +7)(1 —r)~?, neposredno slijedi

- T

" dt 2
uq(r,0) < br / (h(t) — hi(t)) — < :
1 0 2w

Prema tome, vazi

Otuda slijedi

(2.2) lim(1 — r)( max u(r,t)) < 2e.

r—1 0<0< 27

Iz (2.1) i (2.2) neposredno dobijamo
(1=7)"""log* Mo(r, f) < (2)"/
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odakle slijedi (i), uzimajuéi u obzir da je € proizvoljno.
(ii) Na osnovu Cauchyjeve formule, koeficijent a,, funkcije f moze se prikazati kao
1 /(z)

an:§-7r—i l_rzn+1dz, OST<1,

odakle dobijamo

(2.3 lan| < inf —l—hl- o) DY e (L
3) i _Oggﬂ r”/o f(re)é; _o§9<1 - i(r, f) ] -

Koristeci ocjenu (i) iz nade leme, za proizvoljno € > 0, postoji 79, 0 < 79 < 1, koje
zavisi od € tako da vazi

za svako 1 > 7q.

Mi(r, f) < exp ((T_ET),TJ

Tada na osnovu (2.3) imamo

(2.4) la,| < inf (L exp ((—E——)) za svako 1 > rq.
7-71

ro<r<1 1 —T‘)]/p

Stavimo

p/(p+1)
- (O

n
1 odaberimo prirodan broj ng za koji je r, > r za svako n > ng. Tada za svako takvo
n imamo

Jpt1) _(E)P/(P"”)( )p/(r+l)n
oy E\P/\P $ P/ (p+1) 1 /(P41) (1 10
Tn = (1 B (_) ) - e(p L (]))7

n

3|m

odakle na osnovu (2.4) slijedi

Ianl < eep/(P'H)nl/(I’+1)(1+o(]))+57’/(77+1)n‘/(P‘H)

za svako n > ng.
Otuda dobijamo
la,| < exp (26”/(7’+1)n1/("+1) (1+0(1))) =zasvako n > nyg,

¢ime je i (ii) dokazano. Time je teorema dokazana.

Primgjer. Neka je p > 1 proizvoljno i neka je f, holomorfna na D funkcija definisana

kao y
fp(z):exp<(ifj) ) 2eD.

9 1/p
My (r, fp) > exp (1 > za svako 0<r <1,

Tada je

=
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odakle dobijamo o
lirr}(l — 1) (log* Moo(r, f,,))p > 2.

Otuda i na osnovu relacije (i) teoreme 2.2 slijedi da f, & N?. S druge strane, pozrra.€6
jedaje (1 +2)/(1 —2) € H*® za svako 0 < s < 1 (vidj. [D2], str. 13, viezbanjec 1).
Koristeci tu ¢injenicu i o¢iglednu nejednakost

. 9 a/p
(log* If(2))" < (== ) ., z€D,
=]
vidimo da je f, € () N?. Dakle, vazi
1<g<p
fre [) N\ N
1<q<p

2.2. Mnozitelji 1z prostora NP
u Hardyjeve prostore H?

Neka je p > 110 < ¢ < oo. Za niz kompleksnih brojeva {),} kazemo da je
mnoZitelj iz prostora NP u Hardyjev prostor H? ako za svaku funkciju f € N” s
Taylorovim razvojem f(z) = Y o a,z" slijedi da funkcija g definisana na D kao
9(2) = Y _reg An@nz™ pripada prostoru H?. U skladu s tom definicijom, svaki mnozitel]
{A\} iz N? u H? moZzemo razmatrati kao indukovani linearan operator A sa N? u [1?
definisan kao

(2.1) A i Anz" — i Anan2™.
n=0 n=0

Lema 2.1. ([1], str. 60, posljedica 1). Ako je niz funkcija iz prostora N? kon-
vergentan u odnosu na metriku d, prostora NP, tada taj niz konvergira na svakom
kompaktnom podskupu jediniénog kruga D.

Lema 2.2. ([D2], teorema 6.4, str. 98). Neka je

flz) = Zanz"’ el 0<q<l.
n=0
Tada vazi
(2.2) an = o{n'11"1),
kao ¢
(2.3) lan] < CnV" M £l

Teorema 2.3. Pretpostavimo da je {),} mnozitelj iz prostora N? u Hardyjev
prostor 77 (0 < ¢ < 00). Tada je linearan operator A definisan sa NP u /17 pomocu
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(2.1) neprekidan. Stoga A preslikava ograni¢ene podskupove od N? u ogranicene pod-
skupove od HY.

Dokaz. Na osnovu leme 2.1 slijedi da f, — f u N? povladi ravnomjernu konver-
genciju niza {f.(z)} ka f(z) na svakom zatvorenom krugu |z| < r < 1. Dakle, ako je
Falel=30" ai")zk i f(2) =Y 12, arzk, dobijamo

(2.4) a.in) —ar (k=0,1,...), ako f, —» f u N? kada n — oo.

o0 o0
Neka je g.(2) = > bfcn)-z" niz u prostoru H? i neka je g(z) = Y. bp2* funkcija iz H?
k=0 k=0

takva da g, — ¢ u H9. Na osnovu nejednakosti (9) iz teoreme 6.4 u [D2], vidimo da

b;{n) — b (k=0,1,...) kada n — oo. Otuda iiz (2.4) lako se vidi da je A zatvoren
operator. Prema tome, na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku, A je neprekidan o-

perator, pa stoga A preslikava ograni¢ene podskupove od N? na ograni¢ene podskupove
od HI.

Slijedeca teorema u potpunosti opisuje mnozitelje iz prostora N? u H7.

Teorema 2.4. Neka je 0 < ¢ < o0 il < p < oo. Da bi niz kompleksnih brojeva
{M} bio mnozitelj iz prostora NP u H?, neophodno je i dovoljno da vazi

(2.5) A = O exp(—ck!/+)

za neku pozitivnu konstantu c.
Komentar. Uotimo da dok pretpostavka teoreme sadrzi ¢, uslov (2.5) ne sadrzi q.

Za dokaz teoreme 2.4 neophodno nam je nekoliko lema. Dokaz slijedece leme je
sasvim analogan lemi 1 iz [Y3]).

Lema 2.5. Pretpostavimo da niz kompleksnih brojéva {Ar} zadovoljava uslov
(2.6) A = O exp(—cpk/(P+))
za bilo koji niz {cx} pozitivnih brojeva za koji vazi ¢, | 0. Tada vazi
X = Oexp(—ckl/(”“)),

za neku konstantu ¢ > 0.

Dokaz. Ako niz {\¢} zadovoljava (2.6), tada je o¢igledno Ay — 0 kada k — oo i
limg_ oo ((1/EY DY Jog | Ae]) < 0. Za dokaz nase leme dovoljno je dokazati da vaii

Timg oo (175 @)Y log | A4]) < 0.
Pretpostavimo da je

(2.7) Timg—oo((1/K0/+DY 1og | A, ]) = 0.
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Bez smanjenja opstosti mozemo uzeti da vazi
(2.8) be = —(1/kY®+ N jog [\] 1 0 kada Kk — oo,

uzimajuéi podniz od {A\x} ukoliko je to neophodno. Na osnovu pretpostavke (2.6), za
bilo koji niz {cx} za koji je cx | 0, postoji konstanta A koja zavisi od {c;} takva da je

Akl < Aexp(—cik/PH),
£
(2.9) | (cx — b))k P+D < Jog A.
Stavimo ¢} = max(2bk, 1/k'/2(P+1). Tada iz (2.8) dobijamo cx 1 0, pa zamjenjujuéi cx

sa ¢, odnosno A sa A* koje zavisi od c}, iz (2.9) dobijamo k'/2(P+1) /2 < log A*, kada
k — oo, 8to je kontradikcija. Time je lema dokazana.

Lema 2.6. (Vidjeti [Y3], lema 2 i komentar 3). Neka je

- 1 —
eXP(%l ._*:j) = ;an(c)z", Q<<es ],

Tada vazi
log lan(c)] > Ve + O(log 1) + O(log ¢)

Posebno, ako je {c;} niz pozitivnih brojeva takav da je 2'17(171) <c; <1, tada vazi o

(210) log |ax(c})| > V/GE(1 + o(1)).

Napomenimo da je podskup L vektorskog topoloskog prostora X ogranicen ako za
svaku okolinu nule V' postoji ap > 0 tako da vazi oL C V za svako a € C za koje je
’oz| S .

Lema 2.7. Neka je {cx} miz pozitivnih brojeva takav da jecy | 0 irp T 1, 7 > 1/2,
k=1,2,.... Stavimo

' o]
Ji(z) = eXP(Cfe(l = Tk)l—l/p'ﬂz“), k=1,2,....

1 —riz
Tada niz {fi}, k =1,2,..., éini ogranicen podskup od N?.
Dokaz. Odaberimo pozitivne nizove {€x} 1 {6k}, za koje je ex | 0, & | 0 i takve da
vazi

g 2
(2.11) Tk

<125 W8 T ¢, B=19....
l4+r2—2rcosf — 2 (Bjze 1 T

Za datu okolinu

V ={g € N": dy(g,0) <n}
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nule u prostoru N?, odaberimo prirodan broj m za koji vazi
(2.12) logP(1 4+ 6m) + 2P e, logP 2 4+ 2°71C P, < 7P,

gdje je konstanta C tada pomoéu (2.13). Odaberimo ag, 0 < ap < 1, tako da vazi

r ..
Qo exp = < 8, stoga je unaprijed age < 6.

= 'rm
Tada za svako k < m,

*( q L7
|awo fii ()] < || exp . Om,

odakle na osnovu (2.11), za 0 < a < ay dobijamo

(O'fk’ ) Og(l + bm )

Dakle, afy € V za svako k < m i 0 < a < ap. Iz nejednakosti sinz > (2/m)zx za
0 <z < 7/2, slijedi

1 —2rcos@+r?= (1 — 7‘)2 + 4r sin?

N D

> (1 —7)* + (4r/7%)0?

Stoga, za 7 > 1/2 imamo

o yp 4O 1} " 4
+ N Y2 peq p==1 k —
/ (log lfk (6 )D 5 = Ck(l Tk) / (1 + 7"2 — 271 cos 0) 27

[0]<ex [6]<ex

T 0
W -1 7’ =
(2.13) < / 14 27r—21l2 ( 1 — 7'k>

pri éemu konstanta C ne zavisi od k. Koristeéi (2.11), (2.12), (2.13), relaciju (5.3) iz
teoreme 5.3, pogl. 1 i nejednakost log”(1+|z|) < 27=! ((log 2)? + (log™ |z|)?), dobijamo
zasvako k> mi0 < a < ayg,

/log 14 Jafi(e? 50"“ / /

|9]>Ek |9l<5k

(d’r)(afk’o))p

~ do
< logP(1 + ae) + 277" / (]og”? + (logJr ]f,:(c’g)l)p) =
[0]<ex
< log”(1+ 6,) 4+ 2P e, log” 2 + 2771 C P,

< 7.

Dakle, vazi {afx} C V zasvako 0 < a < ap. To pokazuje da je niz { fx} ogranicen u N?.
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Komentar. Na slican nacin moze se dokazati obrat leme 2.7, tj. ako je niz {/x}
ograni¢en u N? ir, T 1, cx > 0, tada ¢ — 0.

Lema 2.8. ([D2], teorema 6.1, str. 94). Neka je

o)

f(2)=) as" € H', 1<q<2

n=0

Tada je {an} € I? (1/q+ 1/p = 1) i pri tome vazi

(2.14) [{an}lp < 11f1la,

gdje je |[{an}]l, uobicajena IP-norma niza {a,}. =

2.3. Dokaz 1 primjena teoreme o mnoziteljima

Dokaz teoreme 2.4. Neophodnost. Pretpostavimo da je {A\x} mnozitelj iz N u /]9,
Neka za dati pozitivan niz {cx} vazi ¢, | 0. Stavimo

¢t = min(1/2, max(1/k/?P1) ¢)).

Ako je (2.6) zadovoljeno za taj niz {c,}, tada (2.6) takodje vazi za niz {c;}. Stoga, mi
mozemo pretpostaviti da vazi

1

Tada niz {c;} definisan kao cj = 2¢ zadovoljava (2.10). Na osnovu leme 2.5 dovoljno
je dokazati da vazi

M = Oexp(—cek'/ ) kada k& — oo.

Neka je {rx} proizvoljan niz pozitivnih brojeva za koji vazi rp 7 1. Tada na osnovu
leme 2.7 niz {fx} definisan kao

u(e) = oxp (alt i 202)

1 —rez

= Zag")r;;z”, b=l Zuss
=0

¢ini ogranicen podskup od N?. Kako je na osnovu teoreme 2.3 operator A nepreki-
dan, to niz {A(fx)} mora biti ograni¢en u prostoru H?. Uzmimo da je ograniéen sa
konstantom L. Kako je

A(fe) =) daaPrizm,

n=0
/?"KA EOAN
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na osnovu leme 2.2 i ([D2], teorema 6.1, str. 94), vazi

CoLn= 11 akoje 0<q < 1
15 k)f,m < g J q ’
(3.2) |Anay i < { oL ako je 1< ¢ < oo,

gdje je Cy konstanta koja zavisi samo od q. Stavljajuéi rp = 1 — C::/(,,p;,]), tada fi(z)
moze biti napisano kao

fil2) = exp<l G 1+ Tkz).

2 k,e,ﬁ 1 —rpz
Tada na osnovu (3.2) i leme 2.6, imamo

O(log k) > log Axaf?|(rs)*
(3.3) = log |Ac| + klogry + log |a,(ck)|

- 2
> log | \e] + klogri + ?"uk+0(logk)+() <log Z) :
ke p¥1 kp¥l

Iz (3.1) vidimo da vazi log k = o(cxk'/(P+D)

2

“k
p=1
kp¥1

O(log ) =O(logk) =0 (exh!/eti)

kao i
ci/(”“’k‘/("“) =o0 (Ckkl/(]+p)) .

Osim toga, vrijedi

klogry = klog(l— (1 —ry))
(1 =)’
2
= —k/PR/N L 01) kada k— oo.

P ¢ (RGN

Iz gornjih ocjena i (3.3) neposredno slijedi
log |\k| < —cxk M) 4 o(c, k1)) kada k — oo.

Dakle, postoji ng € N tako da je ispunjeno
1
log || < ==k 24 svako k> k.
. 2

Konatno, ako stavimo A =  max {log | M| + Lexk?/ D} tada dobijamo
SN0

log |Me] < A - %ckkl/(”H) za svako k € N.

Otuda i na osnovu leme 2.5 zakju¢ujemo da niz {\} zadovoljava uslov (2.5) nase teo-
reme.
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Dovoljnost. Pretpostavimo da niz {A¢} zadovoljava (2.5) za pozitivou konstantu
c. Ako je f € NP funkcija s Taylorovim razvojem f(z) = Y22 axz*, tada na osnovu
teoreme 1.2 (ii), postoji niz {nx} pozitivnih brojeva takav da je 7x | 0 i za koji vazi

(3.4) lax| < Ay exp (Ukk]/(p+])> ,

gdje je Ay pozitivna konstanta. Odaberimo prirodan broj ko tako da je mx < ¢/2 za
k > ky. Tada mi imamo

(3.5) [Arax] < A, exp(—cki/(”“)/Z) za svako k > ko,

za pozitivnu konstantu A,. Kako je ocito Y 57, exp(—ckl/(”+1))_< +o00, slijedi da je
funkcional A[f](2) neprekidan na zatvorenom jedini¢nom krugu D = {|z] < 1}. Stoga
je A[f] € H, &ime je teorema u potpunosti dokazana.

Komentar. Oznacimo sa A% klasu svih funkcija holomorfnih u krugu D &iji Tay-

—enlt/(pt1)

lorovi koeficijenti imaju oblik O (e ) za neko ¢ > 0. Tada iz dokaza teoreme

Lo

2.4 vidimo da za proizvoljno fiksno ¢, 0 < ¢ < oo, svaki mnozitelj iz prostora N? u
prostor H? preslikava sve elemente od N? u klasu A%.

Napomenimo da je vektorski topologki prostor lokalno ogranicen ako ne sadrzi bazu
okolina nule koja se sastoji od ograni¢enih skupova.

Posljedica 3.1. Za svako p > 1 prostor NP nije lokalno ograniéen. Drugim
ryecima, nijedna lopta B(c) = {f € N7 : d,(f,0) < ¢} nije ograni¢en skup u prostoru
NP,

Dokaz. Iz dokaza nejednakosti (2.13) leme 2.7 vidimo da postoji pozitivna konstanta
b, koja zavisi samo od p, tako da za Poissonovo jezgro P,(0,t) vazi

o [eoor Lt

Pretpostavimo da neka lopta B(c) polupreénika c €ini ograni¢en skup u N?. O(labenrno
brojeve € > 0, § > 0 i a > 0 tako da vazi

(3.7) 0<e”+2 (log2)Per (14 2771 + 477 a?b < &7,
(3.8) et —1] <€ akoje €] <36,

2 2
(3.9) MY’

sin €

Definisimo funkciju f, na D kao

p=1 147z

(3.10) [+(2) = exp <a2(1 —r)7

)—1 zasvako 0 <r <1.
1—17rz
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Otigledno je svaka funkcija f, ograni¢ena na D, pa stoga ona pripada prostoru NP,
Osim toga, ako je z = pe’ za |0] > ¢, tada je |1 — rz| > sin|f] > sine, pa stoga na
osnovu (3.8) dobijamo

-1 |1 +47rz 2a?
31— e e
ol et l—rz |1 —rz|
2
(3.11) < 2 4
sin e

Koristeci nejednakost (log* |z — 1])7 < 27~} ((log*|2|)” + (log 2)?) i €injenicu da je

1 0 e
§R( +re ) 1—r — P.(0,0),

1 —red ) 1 —2rcosf + r2

dobijamo
(312)  (log*|fe?)) < 27 (a(1 — 1y (P(0,0)) + (log2)")

Koristeci (3.6)-(3.12) i nejednakost log”(1 + |z]) < 27~ ((log 2)? + (log* |z|)?), redom
dobijamo

U = [ o (14 17,(e) o2

0 2T
J10]>e |0l<e

do oypyp 90
< logP(1 +¢) + 27~ (/ (log 2)* o— +/ (log™ |- (e™)1)? 2_)
J0l<e 7r |ol<e g
e? + 277 (log 2)Per !
0 A0\ “
4 gr-lgr1 (a2p(1 - r)”“I/ (P(0,0))” L +/ (log 2)7 (—)
|6]<e 27 |0l<e 2

™

IN

IN

e” + 27 (log 2)Per ™1 (1 4 2°71) + 47" 1a?Pb < (7.

Otuda vidimo da je {f, : 0 <r < 1} C B(c). Prema tome, iz pretpostavke da je B(c)
ogranicen skup u N?, na osnovu teoreme 2.3 svaki mnozitelj A = {),} mora preslikavati
skup {f; : 0 < r < 1} u ograniten podskup od H*. Dakle, ako je f,(2) = 3.°°  a,r"2",
iz (3.2) dobijamo

(3.13) Mwanr™| < L = L(A)

za svako 7, 0 < r < 1, gdje je L konstanta koja zavisi od A. Koristeéi oznaku iz leme
2.6, na osnovu iste leme slijedi

(3.14) | = 8, (2(1,2(1 = r)P‘%l) > exp (a(l;— r)%\/%(l + o(l)))

za konstantu a, koja je odredjena sa (3.7)-(3.9). Stoga, iz (3.13) i (3.14) neposredno
o

|An] < Lr~™exp (—a(l - r)%l\/Zn(l + 0(1))) za svako 0 <r < 1.
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Stavljajuéi r = 1 — a®/n7+7 | iz zadnje nejednakosti dobijamo

Ml < L (1—nL) exp <_an‘:&gﬁ(1+o(1))>

a2n 7T
a? _,.35;1 1
L (1— _z_> exp (—a2\/§nm)
nprHl

= Lexp (—a*(v2 = DT (1 4+ (1))

< Lexp (—0.30,271?-1*—1) ‘

IN

IN

Otuda zakljucujemo da svaki mnozitelj A = {A.} mora zadovoljavati uslov
(3.15) Ay =10 (exp (—O.BaZnFJlr—')) .

S druge strane, A* = {A\*} za A% = exp (—O.ZaznﬁT) je na osnovu teoreme 2.4 takodje

mnozitelj iz NP u HY, §to je kontradikcija sa (3.15). Time je teorema dokazana.

2.4. Reprezentacija neprekidnih linearnih
funkcionala na prostorima NP

Lema 4.1. Neka je f € N”. Stavimo f,(z) = f(rz) za 0 <r < 1. Tada vasi
fr— f uprostoruN? kada r — 1".
Dokaz. Neka je E C [0,27) proizvoljan podskup od 7. Kombinujuéi nejednakost

log(1 + |a + b]) < log(1 + |a|) + log(1 + |b]) sa integralnom nejednakoséu Minkowskog
dobijamo

(f1og (4 156re) - rEs) 7

E

< ([oea+isee )l)‘”’) + ([t rirengs)”
E E

< 27| [ og 15re ) 57+ [ (108t ()7 52 | +2 1og? 2m()

E E
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Na osnovu teoreme 1.6, gl. 1 i gornje nejednakosti neposredno slijedi da je familija
{log"(1 + | f(re®®) = [*(e))0 <7 < 1}

ravnomjerno integrabilna. Stoga, na osnovu ([P2], str. 25) vrijedi

1/p
ol ) = (/log L+ |f(re®) - (ewm;’é) =0 kada r—17,

tj. f; = f u prostoru N?.

Lema 4.2. Za svaku funkciju f € N7 skup {f¢(2z) = f(€2) : € € D} je ogranicen u
prostoru NP,

Dokaz. Neka je V. = {g € N” : d,(g,0) < n} okolina nule u prostoru N?. Iz
neprekidnosti mnozenja ¢ — cf, ¢ € C, u N? slijedi da postoji o/, 0 < o' < 1, tako
da je dp(a’f,0) < n/2. Stavimo fi)(2) = f(e?2), fr0)(2) = fr(e?2) = 7(”02) Na
osnovu leme 4.1 postoji ro dovoljno blizu 1 tako da vazi d,(f, f;) < n/2zaro <r < 1.
Tada je

do(e f10),0) = dp(e'[,0) < /2,

kao 1

dp( [r(8), @ fro)) = dp(fr, 0 [)

Za ¢ = re’ imamo f¢ = Jr9)- Tada za r > ro dobijamo

dp(a’fg,O) = dp(a,fr(e)’o)
S dp(a,fr((?)aa,f(f?)) + (]p(()’lf(g),())
22 d,,(a'fr, a’f) " dz,(oz'f,()) <%

Za svako 0 < r < 19 mozemo odabrati dovoljno malo a” tako da je d,(a” f¢,0) =
dy(a” [;,0) < n. Dakle, ako stavimo a = min(«/, @”), iz gornje nejednakosti dobijamo
{afehie)<1 C V. Time je lema dokazana.

Sada smo u moguénosti da damo potpunu karakterizaciju neprekidnih linearnih
funkcionala na prostorima N?. Podsjetimo se da smo sa AS°(D) oznacili klasu svih
holomorfnih funkcija na D &ji Taylorovi koeficijenti imaju rast O (exp (—cn’/(”“)))
za neko ¢ > 0. Otito je svaka funkcija iz prostora A>°(D) neprekidna na zatvorenom
krugu D : |2| < 1, i §tavise ona je klase C® na T Tada iz dokaza teoreme 2.4 vidimo

da za fiksno 0 < ¢ < oo, svaki mnozitelj iz N? u H? mora preslikavati svaku funkciju
iz N? u neki element iz AS°(D).
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Teorema 4.3. Ako je ¢ neprekidan linearan funkcional na N7, tada postoji jedin-
stvna funkcija g(z) = ) 20 b,2" € A?(D) tako da vaz

2 o da P i
@) M) = tim [ Sore")3lem) 5 = > ok
0 e

za svaku funkciju f(2) = Y777 a,2" € NP, pri éemu red na desnoj strani od (4.1)
apsolutno konvergira. Drugim rijecima, Taylorovi koeficijenti b, funkcije q(2)

(4.2) by = O(exp(—cn'/P+D))

za neku pozitivnu konstantu c. Obratno, ako funkcija g(z) = Y % b,z" pripada klasi
/1;°(D)., tada ona odredjuje funkcional ¢(f) definisan pomocu (4.1) koji je linearan i
neprekidan na prostoru NP.

Dokaz. Jedinstvenost je ocigledna. Pretpostavimo da je ¢ neprekidan linearan
[unkcional na N7 i neka je

b = (%), k=1,2,....

Kako je niz {z*}2, ograni¢en u N? i ¢ neprekidan funkcional na NP, zaklju¢ujemo da
je niz {bx} ogranicen, pa je stoga funkcija g definisana kao

9(2) =) bz*, zeD,
k=0

holomorfna na D. Neka je f € N? funkcija definisana kao

(e o]

fla)= Zakzk z € D

k=0

Posto je na osnovu leme 4.2 {f¢}eep ogranicen podskup od NP, to je {¢(fe)}een
ogranicen podskup od C. Stoga je,

00 = Jim (S anets) = 3 asbue
k=0 k=0

ogranicena holomorfna na D funkcija u ¢, €] < 1. Prema tome, {bi} je mnozitelj iz
prostora NP u prostor H*. Na osnovu teoreme 2.4 vazi

|bk| = O(exp(—ckl/(”l)))

za neku pozitivou konstantu c. Otuda slijedi da je g € A2(D). Uzmimo da je f(z) =
Yoo akz® € N?. Tada vazi

n

g arr*zF — f,  u prostoru NP kada n — oo.
k=0
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Na osnovu leme 4.1, f, — [ u N? kada r — 1~. Otuda slijedi

() = Tim g3 axrtet)
= lim Zakrkgk = Zakiykrk.
noee k=0 k=0

Dakle, vazi

#) = limd(f) = Fm D odber

2
= e
- g agby = lim/f(re’o)g(e'o) .
r—1 2w
k=0 0

Osim toga, na osnovu (4.2) i teoreme 1.2 (ii) slijedi da je red

o0

(43) Zaki)k

k=0

apsolutno konvergntan.

Obratno, pretpostavimo da funkcija g(z) = Y 32 bxz* zadovoljava uslov (4.2). Tada
je za fiksno 7, 0 < r < 1, funkcional

2 . _do
(4.4) ¢(f) = /f(re’g)g(e‘”)Z—;, TN, B<erzl,

korektno definisan i osim toga lako se vidi da je ¢, linearan. Osim toga vazi ¢, ()=
Yoo akber®. Pokazaéemo da je funkcional ¢, neprekidan za svako 0 < r < 1. Stavimo
Meo(r, [) = maxy,), | f(z)|. Tada na osnovu (4.4) oito vazi |¢,(f)] < Muo(r s IMa(1,9).

Otuda i iz ¢injenice da na osnovu leme 1.1 (ii) vazi

Moo(r, f) < exp (2'/7(1 — r)'/7d, (£, 0)) —

zakljucujemo da |¢,(f)| — 0 kada f — 0 u prostoru N”. Otuda slijedi da je ¢, nepreki-
dan linearan funkcional na N”. Kako za svako fiksno f € N” postoji lim,_, ¢,(f), na
osnovu principa ravnomjerne ogranicenosti (vidj. [DS], str. 52), slijedi da je familija
{¢+}o<r<1 podjednako neprekidna; tj. za svako € > 0 postoji § > 0 tako da vazi

sup |4 (f)] < e

0<r<1

kad god je d,(f,0) < §. Odavde slijedi

16001 < Tmls, ()] <
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¢im je d,(f,0) < 6. To znaci da je ¢ neprekidan funkcional. Kako funkcija g(z) =
Y omeo bn2™ zadovoljava uslov (4.2), to analogno kao u dokazu drugog dijela teoreme
2.4 dobijamo da red ) ;7 arbr konvergira apsolutno za bilo koju funkciju f(z) =
S reoakz® € NP, To povlagi da za svaku funkciju f € N? vazi

¢(f) = limé.(f)

r—1
27 (]0
= lim/f(re’o)q(e"’) —
r—1 2n
0
— 11_r2 Zaki)krk — Z arb.
k=0 k=0

Dakle, funkcional ¢ definisan pomocu (4.1) koristeci datu funkciju g(z), pripada (topolo-
skom) dualu od N”. Time je teorema u potpunosti dokazana.

Komentar. Neka I oznacava prostor svih redova koji su sumabilni u Abelovom
smislu, tj. prostor svih funkcija holomorfnih na D koje imaju radijalne granicne vri-
jednosti u tacki ¢ = 1. Tada se skup M(N?, IY) svih mnozitelja iz N? u E naziva dualni
prostor od N? u Abelovom smislu (vidj. [Le], gdje je M(N?, E) oznageno sa (N?)"). U
vezi sa naprijed recenim, kao neposrednu posljedicu teorema 2.4 1 4.3 dobijamo slijedeci
rezultat.

Posljedica 4.4. Ako sa M(N?,S) oznacimo skup svih mnozitelja iz prostora NP u
prostor S holomorfnih funkcija, tada za svako 1 < p < o0 10 < ¢ < co vazi

M(N?, A®) = M(N”, H) = M(N?, E) = AY

P

ali je  M(N7?,NP) # A
Posljedica 4.5. Za svako ¢ € D, funkcional 6 definisan na NP kao

(4.5) %(f) = f(§), [feN,

je multiplikativan neprekidan linearan funkcional na NP.

Dokaz. 7a dato £ € D i ogranicenu holomorfnu funkciju g definisanu na D kao
g(z)=(1-¢2)7", z€D,

integral iz (4.1) svodi se jednostavno na f(r€). Stoga je ¢(f) = f(£), pa na osnovu
teoreme 4.3 slijedi da je ¢ = 6 neprekidan funkcional na N?. Svojstva linearnosti i
multiplikativnosti od 8¢ su oc¢igledna, pa je time dokaz zavrsen.

Komentar. Posljedica 4.5 moze biti dokazana direktno. Zapravo, na osnovu Holdero-
ve integralne nejednakosti (sa indeksom p), dobijamo

(4.6) d(f,0) < d,(£,0), feN?,

39



gdje d oznatava uobicajenu metriku u prostoru Smirnova N* (vidj. [Y3], odnosno gl.
1, pogl. 5). Otuda i na osnovu nejednakosti 1.3 iz [SS2] neposredno dobijamo

< 24(7,0) _ 24y(4,0)
STl T -]

Odavde vidimo da je é¢(f) = f(£) neprekidan funkcional.

log (1 + |£(&)]) ¢eD.

Posljedica 4.6. Prostor N” ima razdvajajuéi dual. To znaci da za svake dvije
funkcije f,g € NP postoji neprekidan linearan funkcional ¢ na NP takav da vazi
$(f) # 4(9).

Dokaz. Odaberimo ¢ € D tako da vazi f(€) # g(¢). Tada za funkcional & defin-
isan pomocu (4.5) vazi é¢(f) # 6¢(g). Kako je na osnovu posljedice 4.5 § neprekidan
linearan funkcional, to je ujedno trazeni funkcional za funkcije f i g.

Posljedica 4.7. Ocjena o Taylorovim kocficijentima funkeija iz prostora NP dala
pomocu teoreme 2.2 (ii) je stroga u asimptotskom smislu. Preciznije govoredi, to znaci

da za proizvoljan niz {c,} pozitivnih realnih brojeva koji konvergira nuli, postoji funkcija
f(2) =3 77 panz™ € N” tako da vazi

8y 7%= O (cxp (cnn]/(”+'))) :

Dokaz. Pretpostavimo da postoji niz {c,} pozitivnih brojeva takav da za svaku

funkciju f(2) = Y 07 ; anz™ € NP vazi

(4.7) a, =0 (exp (cnn‘/(”H))) .

Definisimo linearan funkcional ¢ na prostoru svih polinoma kao

N N

ny _ Qn —cpnt/(PH1)
$(D anz") = SN :

n=0 n=0

Buduéi da na osnovu pretpostavke Taylorovi koeficijenti svake funkcije iz N? zadovol-
javaju (4.7), vidimo da je red .2 (1/(n + 1)*)a,e~="'"*" apsolutno konvergentan.
Stoga funkcional ¢ moze biti prosiren na cijeli prostor N? pomocu formule

-~ n = an —cnn/(P+1) = ;
(/)(Z an2 ) = Z me ' zZa f(Z) = Zanz" €& NP,
n=0 n=0 n=0

Ocito je ¢ linearan funkcional na N?..Postupajuéi na potpuno isti nacin kao u dokazu
drugog dijela teoreme 4.3, mozemo zakljuciti da je funkcional ¢ neprekidan. Zato niz
(b} = {(1/(n + 1)2)e==""""*"Y mora zadovoljavati uslov (4.2) iz teoreme 4.3. Za
takvo ¢ > 0 odaberimo prirodan broj ng takav da vazi ¢, < ¢/2 za svako n > ng. Tada
iz (4.2) slijedi

Cnll(p+1)/2

e

e & I

(n+1)?
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za neku konstantu K koja ne zavisi od n. Time je dobijena kontradikcija, §to dokazuje
nasu tvrdnju.

Komentar. Odgovarajuéi rezultat za klasu Smirnova N* je dobijen u ([Y2], teo-
rema 4). Naime, za proizvoljan dati niz {§,} pozitivnih brojeva za koji je 6, | 0 kada
n — oo, Yanagihara konstruise funkciju f € Nt &iji Taylorovi koeficijenti zadovol-

javaju uslov a, # O (exp (6,4/n)).

Posljedica 4.8. Za proizvolino £ € D i za svako k € N, definisimo funkcional 6§k)
na NP kao

(4.8) §9(f) = ™), fe N,

gdje f)(€) oznacava k-ti izvod funkcije f u tacki £. Tada je 5§’°) neprekidan 771'11.1/5})-
likativan linearan funkcional na NP.

Dokaz. Ocito je funkcional 6§k) linearan i multiplikativan na NP za svako £ € D.
Jos preostaje dokazati da je (5ék) neprekidan na N?. Za dato € € D definisimo niz
kompleksnih brojeva {b,} kao

0 za 0<n<k,
(’19) bn:{ n(n_l)(n_k_‘_l)gn—k za n > k.

Pretpostavimo da je £ # 0. Tada kako je |£| < 1, za fiksno & € N postoje pozitivne
konstante ¢ i C koje zavise samo od £ i k takve da vazi

1 n/2
n* < ¢ (m) za svako n € N,

kao i

end [(p41) ] e
e < m za svako n € N.

Tada mnozedi gornje dvije nejednakosti dobijamo
. o —en1/(p+1)
nkle|n* < Cem za svako n € N.

Na osnovu (4.9) iz zadnje nejednakosti koja ocito vazi i za £ = 0, neposredno dobijamo

lba] = n(n—1)---(n—k+1)E"* < n*le"F|
S nklé'n—-k
< Ce_m]/(p“), za svako n € N.

Dakle, ako definisemo funkciju g na D kao

(o]

g{z) = anz"

== nn—1)---(n—k+1)*2", zeD,
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tada je g holomorfna na D funkcija &iji Taylorovi koeficijenti zadovoljavaju ocjenu iz

teoreme 2.2 (ii). Stoga na osnovu teoreme 4.3 zakjucujemo da je funkcional ¢ definisan
na N? kao

¢(f) = Zaném f(z) = Zanz" € NP,
n=0 n=0

neprekidan na N?. S druge strane, za svako f(z) = Y %% a,2" € N? imamo

&) = 19

o0

= ) amn(n—1)--(n—k+1)¢"*

n=k
oo

= Fan

=0

= ¢(f), zasvako,

pa je stoga 62(!") = ¢. Dakle, ¢ je neprekidan funkcional na NP, ¢ime je tvrdjenje
dokazano.

Posljedica 4.9. Za svako f € N? i k € NU {0} neka f(k) oznacava k-ti Taylorov
koeficijent funkcije f. Tada je za svako k € N U {0} linearan funkcional ¢y definisan
na N? kao )
. ¢(f) = f(k), [feN, __
neprekidan na NP. To znaci da metrika d, odredjuje na prostoru NP topologiju koja je
Szegoova.

Dokaz. Na osnovu posljedice 4.8 za fiksno k € N U {0}, funkcional {* definisan na
NP kao

89(f) = 1®(0), fe N,

je neprekidan multiplikativan linearan funkcional na N?. Kako za svaku funkciju f(z) =
oo J(k)z™ € NP vaszi

88(f) = k(k — 1) -1/ (k) = K'gw(f),
slijedi da je ¢p = 6((,k)/k!. Dakle, ¢x je neprekidan funkcional, ¢ime je posljedica
dokazana.
2.5. Odsustvo lokalne konveksnosti za prostore N7

Kao primjenu teoreme 4.3 u ovom poglavlju dokazujemo da prostori N? nisu lokalno
konveksni. Analogan rezultat za prostor N* je dobijen u [Da], odnosno za klasu M u
((K2], teorema 5.4).
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Lema 5.1. Za proizvoljnu nekonstaninu singularnu unutrasnju funkciju S skup
SN? = {Sf: f € NP} je zatvoren ideal od N”.

Dokaz. Kako S nije invertibilan element u N?, to je SN? svojstven ideal od NP.
Neka je {fn} niz u N7 i g € N? tako da je Sf, — g u N?. Buduéi da je |S*(e)| = 1
skoro svuda na T, dobijamo

dp(frn — fn,0) = dp(Sfn — Sfm,0), zasvako n,m € N.

Prema tome, {f.} je Cauchyjev niz u N? i stoga f, — f u NP za ncku funkciju
f € N?. Otuda i zbog neprekidnosti mnozenja u N” slijedi da Sf, — Sf u NP, pa je
stoga ¢ = Sf. Time je dokazano da je SN? zatvoren ideal od NP.

Za proizvoljnu pozitivnu Borelovu mjeru 2 na jediniénoj kruznici T modul neprekid-
nosti w(t, ) definisan je kao funkcija

w(t,p) = sup p(l),t > 0,
<t

gdje se supremum uzima po svim lukovima od T ¢ija je Lebesgueova mjera m(/) =
<&

Teorema 5.2. Nijedan prostor NP nije lokalno konveksan.

Dokaz. Na osnovu ([D2], str. 121, teorema 7.6) postoji singularna unutrasnja
funkcija S sa slijede¢im svojstvom: Ako je funkcija

g9(z) = anz" e H?
n=0
ortogonalna na SH?, tada je

(5.1) Zrﬁ]bn|2 =o0o zasvako v >0.

=0

Zapravo, ako je p singularna mjera sa modulom neprekidnosti

wiblsith = {3 (Hog %)

tada singularna funkcija

27

e’ + 2
Sulz) = exp (—/ R d,u,(t)>

0

ima navedeno svojstvo.
Pretpostavimo da je prostor N? lokalno konveksan. Na osnovu leme 5.1, SN?
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je zatvoren podskup od N?. Tada na osnovu Hahn-Banachove teoreme (vidj. [R1])
postoji netrivijalan linearan funkcional ¢ na N? takav da vazi

#(Sf)=0 zasvako [ € N”.

Na osnovu teoreme 4.3, postoji funkcija ¢ € A2 (D) za koju vazi

2m
.0 ——< d0
$(f) = lim [ f(re")g(e”) -, [ € N".
0
Otuda dobijamo
2m
n inf 19\ 7 _30Y df
#(z"S) = [ e™S(e )g(e“’)z—:o, i 1.3, ..
m
0

Odavde vidimo da je funkcija g, razmatrana kao element Hilbertovog prostora H?,
ortogonalna na SH?. Ako je g(z) = Y 22 b,2", tada je

[ee]

Z:nf’|bn|2 = oo zasvako >0,

n=0

Sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je g € AP(D). Dakle, prostor N” nije lokalno
konveksan.

Posljedica 5.3. Neka je S, singularna unutrasnja funkcija ¢iji je modul neprekid-
nosti w(t,pu) = O (t log %) Tada je nula-funkcional jedini od svih neprekidnih linearnih
Junkcionala na NP koji se anulira na cijelom prostoru S,N”.

Dokaz. Tvrdjenje neposredno slijedi iz dokaza teoreme 5.2.

Posljedica 5.4. Neka je S, singularna unutrasnja funkcija ¢iji je modul neprekid-
nosti w(t, ) = O (tlog 7). Tada kolicnicki prostor N?/S, NP nema nijedan neprekidan
linearan funkcional izuzev nula funkcionala. Dakle, N?/S,NP je I'-prostor sa trivijal-
nim dualom.

Dokaz. Oznacimo sa m projekciju sa N? u koli¢nicki prostor N?/S,N?. Pret-
postavimo da je ® neprekidan linearan funkcional na N?/S,N?. Tada je ® o nepreki-
dan linearan funkcional na N” koji se poniitava na S,NP?. Na osnovu posljedice 5.3
® o 7 je nula-funkcional, $to dokazuje nasu tvrdnju.

Komentar. U radu ([DRS], posljedica 1 teoreme 13) navodi se klasa koli¢nickih
prostora u odnosu na Hardyjeve prostore H?, 0 < g < 1, koji imaju trivijalan dual.
Preciznije govoreci, teorema 13 i njena posljedica iz [DRS] zapravo predstavljaju pre-
formulaciju gornjih posljedica 5.3 i 5.4, samo ako zamijenimo N? sa H?. U gl. 5, pogl.
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4 dajemo siru klasu singularnih funkcija od istih navedenih u prethodnim rezultatima,
a za koje takodje vaze gornje posljedice 5.3 i 5.4.

2.6. Odsustva Hahn-Banachovih svojstava
za prostore NP

Neka je X vektorski topologki prostor sa topoloskim dualom X*. Tada definisemo
slijedeca svojstva.

a) Kazemo da X ima tackovno separativno svojstvo ako X* razdvaja tacke od X;
ili ekvivalentno da za svaku tacku z # 0 iz X postoji netrivijalan neprekidan linearan
funkcional ¢ iz X™* za koji je ¢(z) # 0.

b) Kazemo da X ima Hahn-Banachovo separativno svojstvo ako svaka tacka z € X
moze biti razdvojena od bilo kojeg zatvorenog potprostora £ C X koja ne sadrzi z; t].
ako postoji ¢ € X* tako da ¢(F) = 0, ali ¢(z) # 0. To je ekvivalentno sa ¢injenicom
da je svaki zatvoren potprostor od I ujedno i slabo zatvoren.

¢) Kazemo da X ima Hahn-Banachovo aproksimativno svojstvo ako se svaki pravi
zatvoren potprostor od X moze anulirati nekim netrivijalnim funkcionalom iz X*; to
je ekvivalentno sa ¢injenicom da je svaki slabo gust potprostor od X ujedno gust pot-
prostor.

Napomenimo da je slaba topologija na X definisana na uobi¢ajen nacin (vidj. gl. 5,
pogl. 2). Jasno je da Hahn-Banachovo separativno svojstvo povlagi i dva prethodno
navedena svojstva. Osim toga, za lokalno konveksne (Hausdorffove) prostore Hahn-
Banachova teorema garantuje svaka od tri navedena svojstva, ali prostor koji nije
lokalno konveksan moze da ne posjeduje nijedno od tih svojstava. Takav primjer su
Lebesgueovi prostori L? = L7([0,1]) sa malim eksponentom 0 < ¢ < 1. Naime, dobro
je poznato (vidj. [R1]) da svaki prostor L7, 0 < ¢ < 1, ima trivijalan dual u odnosu na
topologiju odredjenu metrikom p, definisanom kao

ookl = / F(0) — g(O)l7dt, fog € L.

Drugim rije¢ima, nula-funkcional je jedini neprekidan linearan funkcional na prostoru
L?. Dakle, prostori L7, 0 < ¢ < 1, ne posjeduju niti jedno od svojstava a), b), ¢).

Komentar. Gore navedena svojstva b) i ¢) mogu biti karakterisana terminologi-
jom koli¢ni¢kih prostora. Naime, lako se vidi da vektorski topoloski prostor X ima
Hahn-Banachovo separativno svojstvo ako i samo ako svaki koli¢nicki prostor od X po
zatvorenom potprostoru ima tackovno separativno svojstvo. Isto tako X ima Hahn-
Banachovo aproksimativno svojstvo ako i samo ako ne postoji netrivijalan kolicnicki
prostor od X po zatvorenom potprostoru koji ima trivijalan dual.

Teorema 6.1. Svaki prostor N?, p > 1, ima tackovno separativno svojstvo.

Dokaz. Na osnovu posljedice 4.5, za svako ¢ € D linearan funkcional 8 definsan na
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prostoru NP kao
6e(f) = f(€), feN®,

Je neprekidan. Neka je f € N” funkcija koja nije identi¢ki jednaka nuli. Tada postoji

£ € D takvo da vazi f(£) # 0, a samim tim i 8¢(f) = f(¢) # 0. To ujedno i dokazuje

nase tvrdjenje.

Teorema 6.2. Prostori N? nemaju Hahn-Banachovo separativno, a samim tim ni
aproksimativno svojstvo.

Dokaz. Neka je S, singularna unutrainja funkcija &iji je modul neprekidnosti
w(t,p) = (t log %) Tada je na osnovu leme 5.1 S, zatvoren potprostor od NP.
Ako bi ¢ bio neprekidan funkcional koji se ponigtava na cijelom prostoru S,N?, tada
bi na osnovu posljedice 5.3 ¢ bio nula-funkcional, §to dokazuje da se nijedna tacka

izvan 5, NP ne moze razdvojiti od toga skupa. Time je nase tvrdjenje dokazano.
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3. RAZNE TOPOLOGIJE NA PROSTORIMA N?



3. Razne topologije na prostorima /NP

U ovoj glavi definisemo i poredimo razne topoloske strukture na prostorima N?
(I < p < o0) kao i na njihovim Fréchetovim omota¢ima F”. U prvom poglavlju da-
jemo pregled poznatih i nama neophodnih rezultata koji se odnose na prostore [I?
(0 < p < o). Topologija na prostoru F? je definisana pomocu dvije ekvivalentne
familije (polu)normi u odnosu na koje je I'? prebrojivo normirana Fréchetova alge-
bra. Zato je ta topologija metrizabilna pomoéu metrike p, koja se na uobi¢ajen nacin
uvodi kao na svakom prebrojivo-normiranom prostoru. Osim toga, N? je gust pot-
prostor od F?, a indukovana topologija na N? je slabija od inicijalne metricke d,-
topologije. Koristeéi rezultat Eoffa da se svaki prostor N? moze prikazati kao unija
izvjesnih teZinskih Hardyjevih prostora H*(w), u drugom poglavlju definisemo dvije
topologije na N” kao induktivne limese pripadnih prostora H%(w). Za prvu topologiju,
koja nije lokalno konveksna, izvjesno je da se podudara sa metrickom topologijom (Ll,,
na N?. Druga topologija na NP je uobic¢ajena lokalno konveksna induktivna-limes
topologija H? koju ¢emo nazivati Helsonovom. Koristeéi ¢injenicu da je po definiciji
HP? najjaca lokalno konveksna topologija na N”, kao i da metritke topologije d, i p,
odredjuju isti topoloski dual na N?, u narednom poglavlju dokazujemo da se topologija
H? podudara sa metrickom topologijom p,.

U ¢etvrtom poglavlju dokazujemo da je svaki prostor F'? Montelov, kao i da se duali
prostora N? 1 I'? podudaraju u skupovnom i topoloskom smislu. Pri tome se duali od
NP (odnosno F?) identifikuju sa prostorom S, svih nizova {7, } kompleksnih brojeva za
koje je v, = O (exp (—cnl/(”“))), za neko ¢ > 0, sa topologijom ravnomgerne konver-
gencije na slabo ograni¢enim podskupovimaod N” (odnosno sa topologijom ravnomjerne
konvergencije na ogranicenim podskupovimaod F?). Kao posljedicu dobijamo &injenicu
da je prostor F'? i njegov dual refleksivni. U slijedetem poglavlju dokazujemo da Tay-
lorov red svake funkcije iz prostora I'? konvergira ka toj funkciji u odnosu na metri¢ku
topologiju p,, a samim tim i u odnosu na topologiju H”. Osim toga, lako se dokazuje
da su metricke topologije d, i p, Szegoove. Obratno, dokazujemo da ako je 7 barelisana
Szegoova topologija na prostoru N? u odnosu na koju Taylorov red svake funkcije iz
N? konvergira, tada se 7 podudara sa p, (odnosno sa ‘H”). U estom poglavlju dajemo
asimptotsku verziju Szegbove teoreme koja se odnosi na prostore H?(w) sa tesinskim
funkcijama w na T za koje je logw € LP(T'). Ta teorema daje najbolju gornju granicu

za norme funkcionala na tim prostorima koji predstavljaju n-ti Taylorov koeficijent u

enl/(p+1)

nuli. Dokazujemo da je ta granica za proizvoljno ¢ > 0 data sa O (e ), kao i

da ona ne moze biti poboljsana u opstem slu¢aju. Dokaz tog rezultata se zasniva na
asimptotskoj verziji Helson-Szegbove teoreme koju dajemo na kraju Sestog poglavlja.
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3.1. Fréchetove algebre F'P

U radu [Y5] N. Yanagihara definige klasu F'* kao skup svih funkcija f holomorfnih
na D za koje vazi

(1.1) lim(1 — r)log*(max | f(2)]) = 0.

r=sl lz|<r

U [Y5] je pokazano da je N* C I+ i da je zapravo I't prebrojivo normirani Fréchetov

prostor u odnosu na familiju polunormi {||f||.} ., definisanu sa

c>0
(1.2) il = Z lan]exp (—cv/n) < 400, f € I'*.
n=0

Osim toga, Yanagihara je dokazao da je u odnosu na topologiju odredjenom familijom
polunormi {|| fllc},s0, N gust potprostor od F'* koji ima isti topoloski dual kao '+
(vidj. [Y5], teoreme 3 i 4). Otuda neposredno slijedi da je 't sadrzavajuéi Fréchetov
prostor od N+t u smislu opisanom u narednom poglavlju.

Koristeci (1.1) za motivaciju, M. Stoll u radu [St2] definise prostor F?, p > 0, (sa
oznakom Ig, B > 0 u [St2]) kao klasu svih funkcija f holomorfnih u jediniénom krugu
D za koje vazi

lim(1 — 7)"/?log*(max | f(z)]) = 0.

r—1 |2|Sr

Uotimo da je za p =1 F' = F* kao i I'? C F77za 0 < q < p, a na osnovu ([Pr 2], str.
106) vazi N C F? za svako 0 < p < 1. Napomenimo da je nezavisno od Stolla klase
[P proucavao A. Zayed u [Z1] i [Z2], ali na opstijem nivou.

Ovdje navodimo neke rezultate iz [St M] koji se odnose na prostore I'?| a koji ¢e
nam biti neophodni u narednim poglavljima kao i u glavama 4 i 5. Za funkciju f
holomorfnu u D ozna&imo:

r2m " qdo
My(r, f) = . [f(re™)" 5 0 < g < oo,

Moo (r, f) = gl‘gflf(Z)l-

Tada vazi

Teorema 1.1. ([St2], teorema 2.1). Neka je p > 0 fiksirano. Za bilo koju funkciju
[ holomorfnu u D slijedeéi uslovi su ckvivalentni.
(a) f € F7.
(b) Za svako q, 0 < q < oo, vazi
lim(1 — )" log* M,(r, f) = 0.

(¢) Za svako q, 0 < q < 00, i svako ¢ > 0 vazi

/1 exp (—c(1 — r)"l/”) M,(r, f)dr < 0.
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(d) Za neko ¢, 0 < q < oo, vazi

1
/ exp (—c(1 — r)”‘/”) M,(r, f)dr < co za svako ¢ > 0.
0

Teorema 1.2. ([St2], teorema 2.2). Neka jep > 0 i f(2) = Y 2% a,2" funkcija
holomorfna na D. Tada su slijedeéi uslovi za funkciju f ekvivalentns.
(a) f € I™.

(b) Postoji niz c, pozitivnih realnih brojeva koji konvergira nuli i za koji vasi
lan] < exp (c,,n]/(pﬂ)) :

(c) Za svako ¢ > 0 vaz

”f”p,c = Z lan| exp (* /(p+1) ) < 00,
n=0

Imaju¢i u obzir teoremu 1.2 (c), po analogiji sa familijom polunormi {| - ||.}..,
definie se familija polunormi {|| - [|,.c} 5, na prostoru F'7, p > 0, kao
oo
(1.3) 1/ 1lp,c = Z lan|exp (“‘C7ll/(p+])) iy §EF,
n=0
Osim toga, teorema 1.1 (c) omogucuje definiciju druge familije polunormi {||| - |p.c} .5,

na prostoru F?, p > 0, pomocu formule

1
(1.4) /e = / exp (—c(1 = r)"V/%) My(r, ) dr, [ € F”.

Napomenimo da se na svakom vektorskom prostoru F sa prebrojivom familijomn
normi {|| - ||» }nEN topoloska struktura zadaje na uobicajen nacin. Naime, za bazu
okolina nule uzimaju se svi moguéi skupovi V(k,¢€) oblika

V(k,e)={z € E: ||l <e,..., ||zl <€},
gdje je € > 0 proizvoljno, a {71,...,%} prolazi svim konaénim podskupovima skupa

N. Pri tome se prostor E naziva prebrojivo-normiranim.

Teorema 1.3. ([St2], propozicija 3.1). Neka je p > 0 proizvoljno fiksirano. Tada
za svako ¢ > 0 postoji konstanta A = A(p,c) koja zavisi samo od p i c, tako da vazi

(1.5) W Mpe < W llpers N llpe < AllLS ez

(_I%)P/(PH). i

za konstante ¢; = /) § ¢y =
{|” i ”lp,c}c>0 Su ﬂkvivalentne.

Dakle, familije normi {|| - |



Napomenimo da se lokalno konveksan I"-prostor naziva Iréchetovim, dok je Fréche-
tova algebra algebra koja je Fréchetov prostor u kome je mnozenje zatvorena i neprekldna

operacija. Istaknimo jos da se pod mnozenjem u F? podrazumijeva obi¢no mnozenje
funkcija po tackama.

Teorema 1.4. ([St2], teorema 3.2). Za svako p > 0 u odnosu na topologiju
definisanom familijom polunormi {|| - lpctesor @Il - e}t osor 7 0brazuje prebrogivo-
normiranu Fréchetovu algebru. Osim toga vazi

(1.6) 179l < W/ llp.crNgllp.ers 20 svako  f,g € I,

gdje je ¢! = 2P/t Osim toga, ako je [ € F?, tada fr — [ kada r — 1 u odnosu
na topologiju od F?, pri éemu je f,(2) = f(rz) (0 <r < 1). '

Na osnovu teoreme 5.2, gl. 1, za svako p > 1 prostor N” (sa oznakom (log* H)® u
[5t2]) u odnosu na topologiju odredjenu metrikom d, definisanom kao

do

1/p
_) ) f1g€Np)

01 dra)= ([ ogt+17E" - o) 5

¢ini I”-algebru. Slijededi rezultat daje vezu izmedju prostora NP i F'P.

Teorema 1.5. ([St2], teorema 4.3). Neka je p > 1 proizvoljan realan broj. Tuda
vaze slijedeca tvrdjenja.

(a) N? je gust podskup od I'P.
(b) Topologija od F* indukovana na NP pomodéu familije polunormi (1.3) ili (1.4)
slabija je od iste definisane na NP pomoéu metrike d, date sa (1.7).
(c) Za svako q > p postoji funkcija [, € N” za koju vazi
limsup(1 — )"/ logt M, (r, f,) > 0,

r—1

tg. prostor NP nije sadrzan u prostoru F'7 ni za jedno q > p.

3.2. Helsonove topologije H? i
Fréchetovi omotaci prostora, NP

Na osnovu faktorizacione teoreme 1.5 (a), gl. 1, funkcija f holomorfna na D pripada
klasi Smirnova N* ako i samo ako se f moze prikazati kao f = I'I, gdje je I unutrasnja
funkcija, a I’ vanjska funkcija data sa

1) P e ([ S gl i),

pri ¢emu je log |F*| € LY(T).
Na osnovu teoreme 1.5 (b), gl. 1, funkcija f € Nt pripada klasi N7, p > 1, ako i
samo ako je f = IF, gdje je I unutrnen]a funkcija na D , a F vanjska funkcija deﬁ
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nisana pomocu (2.1) za koju vazi log* |/*| € LP(T).

Lema 2.1. Skup (N"’)_1 svih invertibilnih elemenata prostora NP sastoji se od svih
vanjskih funkcija I' za koje vazi log|F*| € LP(T).

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz kanonske faktorizacione teoreme 1.5 (b), gl. 1
za klase NP, odnosno iz njene jedinstvenosti.

bl

Na osnovu gornjeg rezultata lako se dokazuje (vidj. [E2] ili teorema 3.1, gl. 4
ovog rada) da funkcija f pripada prostoru NP ako i samo ako se ona moze prikazati
u obliku razlomka g/h, gdje funkcije ¢ i A pripadaju Hardyjevom prostoru 2 a h
je vanjska funkcija i to iz skupa (N?)™'. Koristeéi tu €injenicu, kao i Beurlingovu
teoremu za prostor H?, u [E2] dokazano je da se NP moze prikazati kao unija izvjesnih
tezinskih Hardyjevih prostora H*(w). U vezi s tim svaku nenegativnu i u Borelovom
smislu mjerljivu i integrabilnu na jediniénoj kruznici 7" funkciju w nazivamo tezinskom.
Svakoj tezinskoj funkciji w pridruzen je tezinski Hardyjev prostor H?(w). Prostor
H*(w) definise se kao zatvorenje skupa svih analitickih polinoma u prostoru L?(wd0).
Napomenimo da svaki polinom uzet u varijabli e’ zovemo analitickim, a polinom u
varijabli e™* koanalitickim. Za tezinsku funkciju w prostor L*(wdf) sastoji se od svih
na 1" mjerljivih funkcija f za koje vazi

2mr ) d0
2._ 10\12 Lo
O eV = / ()P war.

0
Napomenimo da ¢emo umjesto norme || - ||z2(as) koja se odnosi na pripadni prostor
H*(w) Cesto pisati || - || y2(w). Prethodno pomenuti rezultat iz [2] sada mozemo pre-

cizno izraziti u slijedecem obliku.

Teorema 2.2. ([E2]). Za svako p > 1 NP se moze prikazati kao unija

(22) = m e,

he(Np)~1

gdje se unija uzima po svim prostorima H? (|h*|*) pridruzenim graniénim funkcijama
‘o S =1
h* vanjskih funkcija iz (N?)™ .

Komentar. Analogan rezultat za prostor Smirnova dokazan je u [Mc2], a na opstijem
nivou, tj. za Hardyjeve algebre u odnosu na konacnu pozitivnu Borelovu mjeru, dokaz
je dat u ([Gam], V. 4.4). Zapravo, za prostor N* vazi ista teorema 2.2, uzimajuéi u
obzir ¢injenicu da se skup (N+)_] sastoji od svih vanjskih funkcija.

Reprezentacija (2.2) iz teoreme 2.2 omogucava nam da na svakom prostoru NP
definiemo dvije topologije kao induktivni limes pripadnih prostora H?(w). Prva topolo-
gija I? je definisana u [E2] kao induktivni limes prostora H?(w). Preciznije, u topologiji

vess

prostorom H2 (Jh*|?) (h € (N?)™') okolina nule u tom prostoru. Druga topologija na
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NP je uobicajena lokalno konveksna topologija na NP koju éemo zvati Helsonovom
topologijom i oznacavati sa HP. Zapravo, u topologiji HP? za bazu okolina nule uzimaju
se svi balansirani konveksni podskupovi od NP &iji je presjek sa svakim prostorom
H?(|R*|?) (h € (N?)™") okolina nule u tom prostoru. Napomenimo da je podskup V
od N? balansiran ako iz f € V i A € C, |\| < 1, slijedi da je A\f € V. Zapravo,
topologija I? (respektivno H?) je najjaca topologija (respektivno najjaca lokalno kon-
veksna topologija) na prostoru N? u odnosu na koju su sva ulaganja ¢, : [1% (|h*|?) —
N? (h € (N?)™ neprekidna u pripadnim topologijama. Vise informacija o definiciji i
svojstvima prethodno definisanih induktivnih-limes topologija moze se naéi u ([KKNJ,
str. 10-12, str. 121. i str. 148.) Glavni rezultat iz [E2] sastoji se u slijedeéem.

Teorema 2.3. ([E2]). Za svako p > 1 topologija IP na prostoru NP podudara se sa
pripadnom metrickom topologijom d,.

Posljedica 2.4. Metricka topologija d, na N” je strogo jac¢a od pripadne Helsonove
topologije HP.

Dokaz. Na osnovu definicije slijedi da je topologija H? slabija od topologije Z7, koja
se na osnovu teoreme 2.3 podudara sa d,-topologijom na N?. Kako na osnovu teoreme
7.2, gl. 2, metricka topologija d, nije lokalno konveksna, dok je H? lokalno konveksna,
zakljucujemo da je metricka topologija d, strogo jaca od topologije HP.

Komentar. N*t-analogon teoreme 2.3 je dokazao J. E. McCarthy u [Mcl].

Sada ¢emo ukratko opisati pojam [réchetovog omotaca proizvoljnog I'-prostora.
Neka je (X, 7) proizvoljan F-prostor ¢&iji topologki dual X* u odnosu na topologiju 7
razdvaja tacke od X. Pretpostavimo da je topologija 7 odredjena aditivno-invarijantnom
metrikom d i neka je V, d-lopta sa sredistem u nuli polupreé¢nika n=!, n = 1,2,....

Familija {V,} je prebrojiva baza okolina nule u (X,7). Oznatimo sa V,, apsolutno

konveksan omota¢ od V,,, a sa || - ||» Minkowskijev funkcional od V,,. Napomenimo da
je funkcional Minkowskog || - ||, definisan na X kao

1 i
||x||n:inf{a: —z € Vy,a > O}, z e X.
a

Izvjesno je da je svaki funkcional || - ||, polunorma (vidj. [KNJ, str. 15), pri ¢emu
familija {|| - |ln} ,en definide lokalno konveksnu topologiju na X koja je ocito slabija od
topologije 7. Ta konstrukcija opisuje Mackeyevu topologiju 7¢ = 7¢(X) para (X, X™).
Za datu topologiju ¢ na X oznagimo sa X topoloski dual od X u odnosu na {. Ako se
¢ podudara sa Mackeyevom topologijom para (X, X;), kazemo da je (X, &) Mackeyev
prostor. Vaze slijedeca tvrdjenja.

Teorema 2.5. ([S2], teorema 1). Ncka je (X,7) F-prostor ¢iji dual X* razdvaja

tacke. Tada je Mackeyeva topologija 7¢ jedinstvena maksimalna lokalno konveksna
topologija na X u odnosu na koju X ima isti topoloski dual X*.
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Ako dual X* prostora (X,7) razdvaja tacke, tada je topologija 7¢ Hausdor(fova,
a samim tim i metrizabilna. Tada je komplehranje (upotpunjenje) prostora (X, 7€)
réchetov prostor koji se naziva Fréchetov omotac od X i oznacava sa X.

Slijedeci rezultat daje vezu izmedju prostora N? i 7.

Teorema 2.6 ([El], teorema 4.2, slu¢aj o > 1). Za svako p > 1, prostor F? je
Fréchetov omotaé prostora NP.

Komentar. Teorema 4.2 iz [E1] za a = 1 zapravo tvrdi da je prostor /'t = [
Fréchetov omota¢ prostora Smirnova N*.

Teorema 2.7. ([W], 21, 10-1.9). Ako je lopologija & na I-prostoru X lokalno kon-
veksna @ metrizabilna i v odnosu na koju X ima isti topoloski dual, tada je ¢ Mackeyeva
topologija. Ako je topologija & na F-prostoru X barelisana i w odnosu na koju X ima
isti topoloski dual, tada je ¢ Mackeyeva topologija.

3.3. Karakterizacija topoloskih duala (N7, H?)"

Koristeci ¢injenicu iz prethodnog poglavlja da je za svako p > 1 I Iréchetov
omotac prostora NP u pridruzenom smislu, u ovom poglavlju dajemo karakterizaciju
pripadne Helsonove topologije H?” na N?, kao i (topologkog) duala od (N?, H?). Za
bilo koje dvije norme iz familije normi {|| - ||,.c}.., definisane na F” preko (1.2), pogl.
3.1, ocito vazi

c>0

I llpe < I Sfllper Cimje ¢ <ec (f€I™).
Stoga se topoloska struktura na F? (0 < p < co) moze zadati pomoéu metrike p,
definisane kao

(e o]

L= g”p 1/npl(P+1)
(3.1) mlhe)=) 2 ' , fge P
’ nz=1 L+||f - g”p,1/np/(p+1)

Dakle, svaki prostor I'* je metrizabilan.

Teorema 3.1. ([St2], teorema 3.3). Neka je p > 0 i v neprekidan linearan
funkcional na prostoru FP. Tada postoji pozitivna konstanta c i niz {y,} kompleksnih.
brojeva za koji je v, = O (exp (—en®*)) i takav da vazi

[ee]

(3.2) I'(f) = Zanvn,

n=0

gdje je f(z) = Y ooy an2™ € I'?, a konvergencija u (3.2) je apsolutna. Obratno, ako je
{1} niz kompleksnih brojeva za koji je v, = O (exp (—cn‘/(”“))), tada (3.2) definise
neprekidan linearan funkcional na F?.

Teorema 3.2. Za svako p > 1 prostort N? i F? imaju isti (topoloski) dual. Pre-
ciznije, restrikeija na NP bilo kojeg neprekidnog linearnog funkcionala na I'P pripada



dualu od N?, a svaki neprekidan linearan funkcional na NP moze se po linearnosti i
neprekidnosti prosiriti na prostor FP.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz teoreme 3.1 i teoreme 4.3, gl. 2, koje zapravo
daju istu karakterizaciju duala prostora I'? i N? respektivno.

Teorema 3.3. Neka je p > 1 1 v linearan funkcional, definisan na prostoru svih
polinoma kao

m m
’Y(Z anzn) = Z anYn-
n=0 n=0
Tada se v moZe po linearnosti i neprekidnosti prosiriti na NP ako i samo ako za ncko
c>0 vazi T = O (exp (_CnI/(IH‘l)))_

Dokaz. Na osnovu leme 4.1, gl. 2, za funkciju f € N? f(rz) tezi ka [(2) u NP
kada 7 — 17. Stoga je skup polinoma gust u N?, odakle slijedi da. je svaki linearan
funkcional jednoznaéno odredjen djelovanjem na skupu svih monoma 2% & =10,1,....
Stoga, tvrdjenje neposredno slijedi iz teoreme 4.3, gl. 2.

Teorema 3.4. Helsonova topologija H? definisana na N? podudara se sa metrickom
topologijom p, datom sa (3.1). Osim toga, H” je ujedno Mackeyeva topologija za par
(N?,(NP)"), a dual od (NP, HP) je karakterisan pomocu teoreme 3.3.

Dokaz. U cijelom dokazu sa (X, €)* éemo oznacavati topologki dual od X u odnosu
na topologiju {. Tada na osnovu teoreme 3.2 vazi (N?,d,)* = (I'",p,)*. Na osnovu
teoreme 1.5 (b) vazi (N?, p,)* C (N?,d,)*, §to zajedno sa prethodnom jednakoséu duala
daje

(F7,pp)" C (N7, pp)" C (N, dp)" = (I, py)".

[z gornjih inkluzija ocito slijedi
(3.3) (N?,pp)" = (NP, dp)".

Kako je na osnovu teoreme 2.3 I? = d,, a H” je najjaca lokalno konveksna topologija
na NP koja je slabija od metricke topologije d,, na osnovu (3.3) dobijamo

(N?,d,)" = (N7, pp)" C (N7, H")" C (N7, dp)".
Dakle, vazi
(3.4) (NP HPY = (NP o) = [N? d5)".

Iz (3.4) i ¢injenice da je metricka topologija p, na osnovu teoreme 2.6 lokalno kon-
veksna, na osnovu teoreme 2.7 zaklju¢ujemo da je p, Mackeyeva topologija. S druge
strane, iz (3.4) i ¢injenice da je na osnovu teoreme 5.6 topologija H? barelisana, isto
na osnovu teoreme 2.7 slijedi da je H? Mackeyeva topologija. Kako na osnovu teoreme
6.1, gl. 2, dual (N?,d,)" razdvaja tacke, na osnovu teoreme 2.5 slijedi da se topologija
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HP podudara sa metrickom topologijom p,. Time je teorema dokazana.

3.4. Drugi dual prostora N7 i F?

Na osnovu teoreme 3.2 za svako p > 1 prostori N” i F'? imaju isti topoloski dual
u skupovnom smislu. Ta¢nije, na osnovu teoreme 3.1 taj se dual moze poistovjetiti sa
familijom S, svih nizova {v,} kompleksnih brojeva za koje vazi

T =0 (exp (——cnl/(pﬂ))) .

Ovdje dokazujemo da se za svako p > 1 duali (N?)* i (F?)* redom prostora NP i [P
podudaraju i u pridruzenom topoloskom smislu. Koristeéi tu ¢injenicu dobijamo da
su prostori F'? i (F?)* refleksivni. Napomenimo da je topoloska struktura na /7 data
metrikom p, definisanom sa (3.1). U vezi s tim, radi kratkoée zapisa ovdje, a i ubuducée
¢emo pisati J'P umjesto (F?, p,), kao i N? umjesto (N?,d,). Slijedeéa teorema daje
karakterizaciju ograni¢enih skupova prostora I'”.

Teorema 4.1. Neka jep > 1| i necka je IV podskup od I'P. Tada su slijedeéa lvrdjenja
0 skupu E ekvivalentna.

(i) FE je ograniéen skup u prostoru I'™.

(1) E je predkompaktan skup u prostoru .

(111) Postoji konstanta A > 0 koja zavisi o E 1 niz {c,} pozitivnih brojeva tako da
vazic, | 0 ¢

(4.1) lan| < Aexp (cnn]/(”“)) za svako f(2) = Z a,z" € F.

n=0

Dokaz. (i1)=>(i) slijedi o¢igledno iz ¢injenice da svaki predkompaktan skup u topolo-
skom prostoru mora biti ogranicen.

(iii)=(i) Za dati broj ¢ > 0 odaberimo prirodan broj m za koji vazi ¢, < ¢/2 za
svako n > m. Tada na osnovu uslova (iii) za svaku funkciju f(z) = > 7 ja,2" € I
imamo

”f”P.C = Z |a,n| exp (—cn]/(p'*']))
n=0

< A exp((ca —c)nt/lP))
n=0
< A (Z exp ((ca — ) n'/(P¥1) 4 Z exp (—gn‘/(”'”))>
n=0 n=m+1
= . Ko .

gdje konstanta K zavisi samo od c. Dakle, skup F je ograni¢en u svakom normiranom
prostoru (F?, || - ||pc), € > 0, a samim tim je ogranicen i u 7.
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(i):> 11 Pretpostavimo (Ja,je IY ogranic¢en skup u prostoru I'?. Za roizvoljno c>0
g I p J
1 n > 0 skup V' definisan kao

V={geF": gy <n}

predstavlja okolinu nule u F?. Kako je E po pretpostavci ograni¢en skup u F? | to
postoji e > 0 tako da vazi aff C V. To znaéi da vazi

oo [ee]
Z |va, | exp (—cn]/("+])) <n zasvako [(2)= Zanz" el.
n=0 n=0

Otuda slijedi
lan| < |n/eafexp (en'/*))  za svako n € N.

Odavde stavljajudéi

ay = {suplan(f)|: f(z) =) an2" € £}
n=0
dobijamo
(4.2) an < |n/alexp (cn‘/(”“)) za svako n € N.

Buduci da je ¢ > 0 proizvoljno, iz (4.2) neposredno imamo

dy, =1 (exp (0(711/(’”'])))) .

odakle neposredno slijedi (4.1).

(111)=>(ii). Treba pokazati da je F predkompaktan podskup od F'?, odnosno da za
svaki niz {f,} C E postoji podniz tog niza koji je konvergentan u I'’?. Takav podniz
datog niza {f,} konstruiSemo induktivno na slijedeéi na¢in. Neka je

(o0}

ful2) = Zaknzk za svako n € N.

k=0

Kako je na osnovu pretpostavke
laon] < Aexp(co) zasvako n e N,

to postoji podniz {f,(1 )} od {fn} tako da pripadni podniz {aOn} niza {ag,} bude kon-
vergentan; uzmimo

(0)

lim: a5, = @

n—00

Stavimo f;, = féo), tj. oznagimo sa f;, prvi ¢lan dobijenog podniza {f,(lo)}
Bududéi da je na osnovu pretpostavke

|an| < Aexp(cy) zasvako n € N,



to postoji podniz {f,(ll)} od {f{} tako da odgovarajuéi podniz {a(lln)} niza {al)'} kon-

vergira;, uzmimo
(1)

lim aj);

n—oo

=4a.

Stavimo f;, = fl(l), tj. oznacimo sa f;, prvi ¢lan dobijenog podniza {f,(Ll)} koji je razlicit
od fi,-

Nastavljajuci ovaj dijagonalni postupak, uzimajuéi u obzir da je

(4.3) lakn| < Aexp (ckk”(p“)) za svako n € N,

nakon s + 1 koraka dobijamo podniz {f,(ls)} od {fns_l)} takav da odgovarajuéi podniz

(a2} niza {aE::i;n} konvergira; uzmimo

(4.4) lim a{?) = a,.

n—00

Stavimo f;, = fs(s), tj. oznacimo sa f;, prvi ¢lan dobijenog podniza {f,(f)} koji je razlicit
od {f{"} za svako j = 0,1,---,s — 1.
Na ovaj nacin smo o¢ito konstruisali podniz {f;.} niza {f,} za koji je

(4.5) filz)= Z ag;)zk za svako n € N.
k=0

. . .e . k .
Pri tome, na osnovu opisane konstrukcije, za svako fiksno n € N niz {afm)} konvergira;
uzmimo

(4.6) lim a,g;) = ar za svako fiksno n € N.

n—00

Definisimo funkciju f kao

(4.7) f(2) =) as
k=0
Kako je zbog (4.3) i (4.4)
(4.8) lak] < Aexp (ckku(”“)) za svako k € N,

na osnovu teoreme 1.2 vidimo da funkcija f pripada prostoru I'?. Jo§ dokazimo da
fi, = [ u F? kada n — oo.

Neka je ¢ > 0 proizvoljan pozitivan realan broj. Odaberimo nenegativan cijeli broj
ki = ky(c) tako da vazi

(4.9) ck <c/2 zasvako k> ky,

kao 1 k; = kz(c) tako da je

(4.10) Z exp (—;—k"/(”])) & ﬁ



Stavimo ko = max{k;, k,}. Za svako k € {0,1,-++, ko} odaberimo ny € N tako da vazi

(4.11) Iaf;? —ax| < exp (ckl/(m”])) za svako n > ng.

&
2(ko + 1)

Stavimo m = max{ny : k = 0,1,--- ko}. Tada na osnovu (4.6), (4.7), (4.9), (4.10) i

(4.11) dobijamo da za svako n > m vazi

o0
Ilfin i f”P.c = Z Ia;:.:;) b (],kl cxp (_Ckl/(p+]))
k=0
ko
o Z I“&) — ag|exp (_Ckll(p+1))
k=0
= Z |a§c::.) — ag|exp (_Ckl/(r+1))
k=ko+1
€ 0o
£ m(ko +1) +24 < > exp (e — C)k;/m,)))
- k=ko+1
== +24 i ex <_f;cl/(p+1)
Tt o 28 5
k=ka+1
R
g S F LAY
= 3 + 2 €

Dakle, fi, — f u prostoru (F'7,||-||,.c). Otuda i zbog proizvoljnosti ¢ > 0 zakljuéujemo
da fi, — f u prostoru F?. Dakle, I je predkompaktan podskup od I'?. Time je
teorema. u potpunosti dokazana.

Teorema 4.2. Neka je I podskup od N*. Tada je I slabo ograniéen podskup od
N7 ako i samo ako postoji konstanta A > 0 koja zavisi o E i niz {c,} pozilivnih brojeva
tako da vazic, | 0 ¢

Ian' S Aexp (Cnnl/(T’+]-)) 7za, Svavko f(z) — Z anzn E E

n=0

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz teoreme 4.1 i ¢injenice da je u svakom lokalno
konveksnom prostoru skup ograni¢en ako i samo ako je slabo ogranien (vidj. [R1], str.

68).

Napomenimo da se Montelov prostor definise kao Hausdorflov barelisan topoloski
prostor u kome je svaki zatvoren ogranicen skup kompaktan.

Teorema 4.3. Za svako p > 1, prostor I'? je Montelov prostor.

Dokaz. Kako je na osnovu teoreme 4.1 svaki zatvoren ogranicen podskup od /'
kompaktan, a na osnovu teoreme 5.6 prostor I'? je barelisan, to zaklju¢ujemo da je [P
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Montelov prostor.

Oznacimo sa (N?)" prostor S, prethodno definisanih nizova kompleksnih brojeva sa
pripadnom topologijom ravnomjerne konvergencije na slabo ograni¢enim podskupovima
od N?. Napomenimo da se za proizvoljnu nepraznu familiju A podskupova vek-
torskog topoloskog prostora X, topologija ravnomjerne konvergencije na ¢lanovima
od A definide kao najslabija topologija na X u odnosu na koju je konvergencija jaca
od ravnomjerne konvergencije na A, za svako A € A (vidj. [KN], str. 69). Za
proizvoljni podskup S od X, topologija ravnomjerne konvergencije na elementima
familije A = {{t} : t € S} naziva se tackovna topologija ili topologija tatkovne kon-
vergencije.

Takodje, oznacimo sa (F”)" prostor .S, sa topologijom indukovanom preko F?, t].
sa topologijom ravnomjerne konvergencije na ograni¢enim podskupovima od F?. Tada
imamo slijededi rezultat.

Teorema 4.4. Za svako p > 1 prostori (F'?)" i (N?)* podudaraju se i u .s/cuponnmdm
t u topoloskom smislu.

Dokaz. Dokaz direktno slijedi iz teorema 4.1 i 4.2.

Za vektorski topoloski prostor X, drugi dual (X)** od X se definise kao prostor
svih strogo neprekidnih linearnih funkcionala definisanih na (X)*. Pri tome se kanon-
sko ulaganje I sa prostora X u (X)** definise u z € X kao linearan funkcional na (X)*
tija je vrijednost za svako f € (X)* jednaka f(z), tj. I(z)(f) = f(x) (vidj. [KN],
str. 189). Napomenimo da se X naziva refleksivnim ako je kanonsko ulaganje I sa X
u (X)** topoloski izomorfizam, tj. izomorfizam prostora X na (X)** koji je ujedno i
homeomorfizam u odnosu na pripadne topologije (vidj. [KN], str. 191).

Teorema 4.5. Za svako p > 1 I'? je refleksivan prostor. Stoga je‘i (I'7)* refleksi-
van prostor.

Dokaz. Dokaz prvog tvrdjenja neposredno slijedi iz teoreme 4.3 i ¢injenice da je
svaki Montelov prostor refleksivan (vidj. [KN], str. 196). Drugo tvrdjenje slijedi iz pr-
vog tvrdjenja i ¢injenice da je dual refleksivnog prostora u odnosu na pripadnu strogu
topologiju takodje refleksivan (vidj. [KN], str. 194, 20.7 (i)).

Teorema 4.6. Za svako p > 1 vazi (N?)™ = (FP)™ = I'.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz teorema 4.4 i 4.5.

3.5. Konvergencija Fourierovih redova,
u prostorima (N7, HP)

Teorema 5.1. Taylorov red svake funkcije f € FP (1 < p < oo) konvergira ka
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toy Junkcijr u odnosu na metricku topologiju p, datom sa (3.1). S druge strane, to nije
sluéaj za inicijalnu metricku topologiju d, na NP; odnosno postoje funkcije iz NP ¢t
Taylorov red ne konvergira pripadnim funkcijama u odnosu na metriku d,.

Dokaz.  Uzmimo proizvoljnu funkciju f € I'P sa Taylorovim razvojem f(z) =
Yoreo @kz®, Eiju éemo n-tu parcijalnu sumu oznacavati sa f,. Za proizvoljno fiksno
¢ > 0 na osnovu teoreme 1.2 moZemo odabrati ng € IN tako da za neku pozitivnu
konstantu ¢; vazi

lak] < ¢pexp (gk]/(”“)) za svako k > ny.
Odaberimo jos n; € N tako da vazi

exp (—;—kl/(”“)) > k* zasvako k> n.

Stavljajudi ny = max{no,n;}, tada koriste¢i gornje dvije ocjene, na osnovu (1.3) dobi-
jamo

-

1= flle = 11 ) axd*ll= > laelexp (—ck!/+D)
k=n+1 k=n+1
o0 . o0 1
< ¢ k;q exp (—%k'/(”“)) < k;rl =l za svako n > ns.

Odavde neposredno slijedi ||/, — f]lc = 0 kada n — oco. Stoga, zbog proizvoljnosti
¢ > 0 zakjucujemo da p,(f., f) — 0 kada n — oo, tj. fo — f u I'P, ¢ime je prvo
tvrdjenje teoreme dokazano.

Za dokaz drugog tvrdjenja razmotrimo funkciju f(z) = 1/(1 — 2), z € D. Tada
na osnovu ([1], stt. 14, primjer 1) f pripada svakom prostoru N?, p > 1. Kako
e fal2) = z éz n-ta parcijalna suma Taylorovog razvoja funkcije [, to za svako

f € (0,27) vazi

n—1
1k
p

k=0

i 1 di
dol i, 1 = log? { 1 — > 0.
( (fn: ) /o o6 < x 25in%> 2m

Dakle, Taylorov red funkcije f(2) ne konvergira funkciji f(z) u prostoru (N?,d,). Time
je teorema dokazana.

in0

]_610

1

2sm

1~e’9 9’

odakle dobijamo

Posljedica 5.2. Konvergencija u odnosu na metriku d, na N? je strogo jaca od
isle w odnosu na metriku p,,.
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Dokaz. Da je d,-konvergencija jata od indukovane p,-konvergencije na N? slijedi
neposredno iz teoreme 1.5 (b). Cinjenica da te konvergencije nisu jednake (ekviva-
lentne) slijedi iz teoreme 5.1.

Posljedica 5.3. Za svako p > 1 N? je pravi podskup od F?. Dakle, postoji funkcijo
ciji Taylorovi koeficijenti oy zadovoljavaju uslov ax = O (exp (o (kY1) a koja ne
pripada prostoru NP.

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.5 (a) vazi N? C I’?. Razmotrimo identi¢no preslika-
vanje j sa metrickog prostora (N?,d,) u metricki prostor (F?, p,). Na osnovu teoreme
5.2 7 je neprekidno preslikavanje. Ukoliko bi bilo N? = 7 tada bi j bila bijekcija pri-
padnih ['-prostora. Stoga, na osnovu teoreme o otvorenom preslikavanju (vidj. [R1],
str. 60, posljedica 2.12) zakljucujemo da je j otvoreno preslikavanje. Drugim rijecima,
to znaéi da je inverzno preslikavanje j~! neprekidno, §to povlaéi da metricke topologije
d, i p, moraju biti jednake. To na osnovu posljedice 5.2 daje kontradikciju. Stoga je
NP & F'P za svako p > 1. Konaé¢no, uzimajuéi funkciju f € F'?\ NP, na osnovu Leoreme
1.2 (b) njeni Taylorovi koeficijenti a) zadovoljavaju uslov ay = Oexp (o (k/(P+1)).
Time je teorema dokazana.

Komentar. lako na osnovu gornje posljedice postoji funkcija f & NP &ji Taylorovi
koeficijenti ax zadovoljavaju uslov ax = O (exp (o (kl/(””"l)))), taj se uslov za klasu N7
na osnovu posljedice 4.7, gl. 2, ne moze poboljsati u asimptotskom smislu.

Posljedica 5.4. (teorema 5.2, gl. 2). Prostor (N?,d,) nije lokalno konveksan.

Dokaz. Ako bi prostor (N?,d,) bio lokalno konveksan, tada bi metricka topologija
bila Mackeyeva topologija za par (N?, (N?)*). Kako je na osnovu teoreme 3.4 metricka
topologija p, zapravo Mackeyeva, to bi zbog njene jedinstvenosti moralo bitli d, = p,.
To je kontradikcija sa tvrdjenjem posljedice 5.2.

Lokalno konveksni vektorski topoloski prostor X naziva se barelisan ako svaki
zatvoreni, apsolutno konveksni apsorbirajuc¢i podskup od X predstavlja okolinu nule
u tom prostoru. Pri tome se za pripadnu topologiju na barelisanom prostoru X kaze
da je barelisana. Napomenimo da je podskup F C X apsolutno konveksan ako iz
v € D za 1 =1,...,n slijedi da je Y I a;iz; € £ za svaki izbor skalara a; takvih
da vazi ) 7" |a;] < 1. Skup E C X naziva se apsorbirajuéi ako za proizvoljni vektor
z € X postoji skalar A > 0 takav da vazi ¢ € AF. Poznato je da je svaki Banachov
prostor barelisan i da je induktivni limes barelisanih prostora takodje barelisan. Osim
toga, svaki barelisan prostor je Mackeyev prostor (vidj. [KN], teorema 18.9 (iii), str.
173). Najvaznije svojstvo barelisanih prostora je sadrzano u slijedecem rezultatu koji
predstavlja jednu od verzija principa ravnomjerne ogranic¢enosti. Napomenimo da za
familiju M funkcija sa topoloskog prostora X u vektorski topoloski prostor Y kazemo
da je podjednako neprekidna u tacki z € X ako i samo ako za svaku okolinu U od 0
u Y postoji okolina V od z u X tako da je (f(t) — f(z)) € U za svako t € V i za
svako f € M. Kazemo da je familija M podjednako neprekidna ako je podjednako
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neprekidna u svakoj tacki z € X (vidj. [KN], str. 73).

Teorema 5.5. ([Kot], str. 141). Melrizabilan vektorski topoloski prostor X je
barelisan ako i samo ako svaki po tackama ogranicen niz neprekidnih linearnih opera-
tora sa X u proizvoljni I'-prostor obrazuje podjednako neprekidnu familiju.

Za neposrednu posljedicu gornje teoreme dobijamo slijedeéi rezultat.

Teorema 5.5°. ([KN], str. 171, 18.7). Neka je F familija neprekidnih linearnih
Junkcionala na barelisanom prostoru X, koja je ogranidena u odnosu na topologiju
tackovne konvergencije na X. Tada je familija F podjednako nepreckidna.

Teorema 5.6. Helsonova topologija H?, a samim tim ¢ metricka topologija p, na
N? su barelisane.

Dokaz. Kako je po definiciji lokalno konveksni topoloski prostor (N?, H”) induk-
tivni limes izvjesnih Hilbertovih prostora I1*(w), taj je prostor barelisan (vidj. [KN]).

Za funkciju f iz prostora N7, ovdje i nadalje pisaemo f(z) = > 722, f(k:)zk, t). sa
[(k) ¢emo oznacavati k-ti Taylorov koeficijent funkcije f. Za topologiju 7 na prostoru
N? kazemo da je Szegdova ako je za svaki nenegativni cijeli broj k funkcional

[ f(k), feN,

neprekidan na topoloskom prostoru (N7, 7).

Teorema 5.7. Neka je 7 topologija na NP koja je jaca od topologije ravnomjerne
konvergencije na kompaktnim podskupovima jediniénog kruga D. Tada je T Szegoova
topologija. Posebno, metricke topologije d, 1 p,, a samim tim i Helsonova topologija
HP su Szegoove.

2

Dokaz. Uzmimo da je f € N? i {f,} niz u N? tako da f, — [ u odnosu na
topologiju 7. Stavimo f(z) = > po, axz® i fu(2) = 3 re a.scn)zk. Kako po pretpostavci
niz {f,} ujedno konvergira ka [ ravnomjerno na zatvorenim krugovima |z| < r < 1,

)

neposredno slijedi da za svako k ai" — ax kada n — oo. To znaci da je 7 Szegoova

topologija.

Slijedeci rezultat je NP-analogon teoreme 2.1 iz [Mc2] koja se u istoj formulaciji
odnosi na prostor Smirnova N*t.

Teorema 5.8. Neka je 7 barelisana Szegoova topologija na prostoru N¥. Tada su
slijedeca turdjenja ekvivalentna.
(i) = HP.
(i) 7 =pp
(iii)  Taylorov (Fourterov) red svake funkcije iz NP konvergira u prostoru (NP, 7).
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Dokaz. (ii)< (i) slijedi neposredno iz teoreme 3.4.
(i)=(iii) Neka je

o0
g(z) = Z(Lkzk € NP,
k=0
Za svako m € N stavimo
(5.1) Sy = Z axz®.
k=m+1

Neka je ¢ bilo koji funkcional iz duala (N?,HP)*. Kako je na osnovu teoreme 3.4
(N?,H?)* = (N?,d,)*, to na osnovu teoreme 3.3 zakjutujemo da postoje pozitivne
konstante ¢ 1 Cy takve da vazi

(5.2) l6(25)] < C4 (exp (—ckl/(p+1))) za svako k € N.
Na osnovu teoreme 1.2 (ii), gl. 2, postoji mo € N i Cy > 0 tako da vazi
(5.3) lax| < Cyexp (gk”(”“)) za svako k > myg.

Odaberimo m; € N takvo da vazi
€ 11/(p+1) 3
(5.4) exp ik > k® zasvake k> mgy.
Stavljajuci my = max{mo,m;}, na osnovu (5.1)-(5.4) za svako m > m, neposredno
dobijamo

[e.e]

(Sl = m| 3 )| <m D lalig(H)]

k=m+1 k=m+1
= é <l
< mO5 0 Z exp (—gk'/(”“)) < mCCh Z e
k=m+1 k=m41

— 1
= 0102 E 763 = 0102C3 = Ca
k=1

gdje konstanta C' ne zavisi od m. OQdavde vidimo da je skup

{?5(Sm)}fno=0

ogranicen, te je stoga skup {(S)}2>_, slabo ogranicen. Kako je (NP, H") lokalno
konveksan prostor, na osnovu ([R1], str. 68) zakljutujemo da {(S,..)}%_, mora biti
ujedno ogranicen i u prostoru (N?,H?). Dakle, (1/m)S, — 0 u prostoru (N7, H?)
kada m — oo, 8to je na osnovu (5.1) ekvivalentno sa

m

E_ arz* — g kada m — oo,
k=0
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u prostoru (N7, HP).
(iii)=>(i) Pretpostavimo da je ¢ iz (N?,7)* i stavimo ¢(z*) = ax. Ako funkcija
9(z) = > re, axz® pripada prostoru N7, tada imamo

o) = ¢( Jim i)

k=0
m
= lim E Q.
m—00
k=0

Prema tome, 3 )7 ) axax konvergira za svaku funkciju g(2z) = Y o, axz* € N?. Stoga,
na osnovu Banach-Steinhausove teoreme (vidj. [W], 21, 9-3.7) zaklju¢ujemo da ¢ pri-
pada dualu (N7, HP)*, sto povlaci (N?,7)* C (NP, HP)*.

Obratno, uzimajudi u obzir da je 7 barelisana i Szegdova topologija, opet pri-
mjenjujudi istu Banach-Steinhausovu teoremu dobijamo da je (N7, H?)* C (N?,7)*.
Stoga mora biti (N?,7)* = (NP, H?)*. Dakle, topologija 7 koja je po pretpostavci
barelisana, indukuje isti dual na N? kao Mackeyeva topologija HP. Stoga je na osnovu
teoreme 2.7 i 7 Mackeyeva topologija, pa zbog jedinstvenosti Mackeyeve topologije
(vidj. teoremu 2.5) mora biti 7 = H”. Time je teorema u potpunosti dokazana.

3.6. Asimptotska verzija Szegoove teoreme

Oznacimo sa W klasu svih nenegativnih i u Borelovom smislu mjerljivih funkcija
w na jediniénoj kruznici T' tako da su w i |logw| integrabilne na T, tj. za koje vaze
uslovi

2m
(6.1) / w(e?) “ < 400,
0

Nenegativnu funkciju w na T za koju vazi samo (6.1) zvaéemo tezinskom. Napomenimo
da za svako w € W oznatavamo sa H?*(w) tezinski Hardyjev prostor (sa tezinom w)
koji se moze identifikovati do na izomorfizam sa zatvorenjem skupa svih analiti¢kih
polinoma u Lebesgueovom prostoru L?(w df).

Neka P oznacava prostor svih polinoma nad C. Tada se na osnovu cuvene Szegoove
teoreme (vidj. teorema 5.1, gl. 5) linearan funkcional P — P(0) (P € P), moZe po
neprekidnosti prosiriti na cijeli prostor H?(w) ako i samo ako je w € W. U tom
slucaju, lako se dokazuje da norme tih funkcionala imaju slabiji rast od ¢ za bilo
koju pozitivnu konstantu ¢. J. E. McCarthy u radu ([Mc2], teorema 3.1) dokazuje da
ta granica moze biti zamijenjena sa e®V™
biti popravljena generalno za w € W. Istaknimo da se ta ocjena moze popraviti za
neke posebne tezinske funkcije w; npr. w = 1. Teorema 6.3 predstavlja generalizaciju
tog rezultata za jednu uzu klasu tezinskih funkcija od klase W. U vezi s tim, za svako

, i da ona ne moze u asimptotskom smislu
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p = 1 oznacimo sa WP klasu svih nenegativnih i u Borelovom smislu mjerljivih funkcija
w na jedini¢noj kruznici T tako da su funkcije w i |log w|” integrabilne na T'. Uocimo
da vazi W = Wi WP C W7 za p > ¢ > 1. Osim toga, o¢ito funkcija w € W pripada
klasi W? ako i samo ako vazi

2m
/ |log (w(e*’))|” @ < +4o00.
0

2

Lema 6.1. Tezinska funkcija w pripada klasi WP ako 1 samo ako postoji (vanjska)
Junkcija F iz skupa H?((N?)™" za koju vazi |F*(e?®)|? = w(e?) skoro svuda na T.

Dokaz. Pretpostavimo da je w € WP. Definigimo vanjsku funkciju F kao
el — dt
F(z) = exp (/ e.t+zlog Vw(e't) —) .. &€ 1.
0 C‘ e’ 27]-

Tada na osnovu leme 2.1 I pripada skupu (N?)™', a kako je v/w € L*(T), na o-
snovu faktorizacione teoreme 1.5 (d), gl. 1, vidimo da I" pripada Hardyjevom pros-
toru /2. Obrnuto, pretpostavimo da postoji funkcija I iz H?[)(N?)™' za koju vazi
|[F*(e'?)|? = w(e*) skoro svuda na T. Tada je na osnovu leme 6.1 I vanjska funkcija
za koju je log |F*| € LP(T). To znaci da vazi logw € LP(T), odnosno w € WP. Time
je lema dokazana.

Lema 6.2. Topoloski dual od (N?, HP) sastoji se od svih funkcionala koji pripadaju
dualu svakog prostora H*(w) (w € WP).

Dokaz. Tvrdjenje neposredno slijedi iz leme 6.1 i reprezentacije od N? dale preko
(2.2), teorema 2.2.

Teorema 6.3. Neka je w teZinska funkcija iz WP za neko p > 1 1 neka je ¢ > 0

proizvoljna konstanta. Tada postoji pozitivna konstanta Cy koja zavisi samo od p takva
da vazi

(6.2) sup p(n)| < N ki
ST pPwgt<

b}

gdje se supremum uzima u skupu analitickih polinoma p. Osim toga, gornja granica je
2 5 3 1/(p+1 . - . . 1/(p+1)
najbolja v smislu da e " ne moze biti zamijenjeno sa er™

abivan niz {c,} koji konvergira nuli.

nt za jedan po-

Dokaz. Definidimo niz linearnih funkcionala {f,} na skupu svih polinoma P kao
Fa(Z¥) = fulk) = § a0 S B

gdje je 6,x Kroneckerov simbol (tj. 8., = 1 za svakon € N, a 6, = 0 za n # k). Tada
se na osnovu teorema 3.3 i 3.4 , svaki funkcional f, moZe po linearnosti i neprekidnosti
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prosiriti na cijeli prostor (N?,H?), i pri tome za svaku funkciju f € N7 sa razvojem
_ oo k s
1(2) = 30 axet vasi

(6.3) Flf) = fn(z akzk) = Zak6nke_cnll(p+l) = ane_cnll(p“),
k=0 k=0

Kako na osnovu teoreme 1.2 (ii), gl. 2, postoji konstanta ¢’ > 0 koja ovisi o f takva
) & y P J o J
da za Taylorove koeficijente a, od [ vazi |a,| < c'e?™ i

(6.3) dobijamo

zasvako n=1,2 ..., iz

|f2()] < de 5 e svako n = I

Odavde vidimo da je niz funkcionala {f,} po tatkama ograni¢en na N?, pa kako je na
osnovu teoreme 5.6 (N?,H?) barelisan prostor, na osnovu teoreme 5.5’ zakljuéujemo
da niz { f,} obrazuje podjednako neprekidnu familiju. To znaéi da postoji okolina nule
U u (N?,H?) takva da je |f,(g)] < 1 za svako ¢ € U i za svaki funkcional f,. Za
proizvoljnu tezinsku funkciju w € W, U N H?*(w) sadrzi neku otvorenu loptu oko nule;
uzmimo radijusa €. Stavljajuéi Cy = 1/, otuda neposredno slijedi

cnt/(pt+1)

sup  [p(n)] < Cie ;
Jo " lplwiE<t

sto predstavlja relaciju (6.2).

Da je gornja granica najbolja moguca, slijedi neposredno iz ¢injenice (vidj. poslje-
dicu 4.7, gl. 2) da za svaki pozitivan niz {c,} realnih brojeva takav da ¢, | 0 postoji
funkcija f iz NP, a samim tim i iz nekog prostora H?(w), za ¢ije Taylorove koeficijente

f(n) vazi f(n)#0 (ec"nl/(rﬂl)).

Komentar. Neka je I proizvoljna vanjska funkcija, pri ¢emu je Taylorov razvoj od

1/F1/(F(2)) = > g0 akz®. Tada teorema 3.8 iz [Mc3] tvrdi da je lijeva strana od (6.2)
1/2
sa |F*]* umjesto w, jednaka [E?:() I(.YJ‘IQ] . Primijetimo da je ta ocjena kvalitativno

poboljsanje teoreme 3.1 iz [Mc2].

Komentar. Napomenimo da u gl. § formuli§emo i dokazujemo teoremu 5.2 koja
predstavlja logaritamsku verziju Szegoove teoreme 5.1. Ta teorema se odnosi na §iru
od W klasu pozitivnih na T funkcija w za koje vazi logt w € LP(T) (1 < p < o0).

3.7. Mnoiitelji prostora (H2(w))" i
asimptotska verzija Helson-Szegoove teoreme

Na osnovu teorema 3.3 i 3.4 topoloski dual od N? u odnosu na pripadnu Helsonovu
topologiju H” moze se identifikovati sa klasom A2°(D) holomorfnih na D funkcija ¢iji

Taylorovi koeficijenti a, imaju oblik O (e“”‘”(pm) za neko ¢ > 0. Za proizvoljnu

tezinsku funkciju w € W', oznag¢imo sa (H*(w))” dual prostora H?(w). Za svako [ €
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(H?*(w))" pisaéemo f = 5 50, [(k)z*. Pri tome za svaki polinom p(z) = Y 7_, axz",
djelovanje funkcionala f na p dato je sa

<pf >:=/0 " (T d = arf (k).

Pri tome je ocito < 2F, f >= f(k)

Kazemo da je funkcija g holomorfna na D mnoZitelj od (H?*(w))" ako za svaki
funkcional f iz (H?(w))", funkcija ¢ f takodje pripada dualu (H?(w))". Teorema 3.2 iz
[Mc2] tvrdi da se skup univerzalnih mnozitelja svih duala (H?(w))", kada w pripada
klasi W', upravo podudara sa skupom svih holomorfnih na D funkcija za ¢ije Tay-
lorove koeficijenti a, vazi a, = O (e‘cﬁ) za neko ¢ > 0. Taj se skup zapravo moze
poistovjetiti sa dualom prostora Smirnova N* (vidj. [Y3], teorema 3). Slijedeca teo-
rema predstavlja NP-analogon toga rezultata. Napomenimo da se njegov dokaz zasniva
na teoremi 7.2 koja predstavlja asimptotsku verziju Helson-Szegoove teoreme.

Teorema 7.1. Za bilo koji fiksni brojp > 1, slijedeéi uslovi o funkciji g holomorfnoj
na DD su ekvivalentns.
(i) Funkcija g je mnozitelj od (H*(w))" za svako w iz WP.
(i1) g pripada dualu od NP u odnosu na topologiju HP.
(i) Taylorovi koeficijenti §(n) od g zadovoljavaju uslov §(n) = O <c““”1/(p+”) za

neku pozitivnu konstantu c.

Dokaz. Radi kraceg zapisa, u dokazu teoreme, kao i do kraja ovog poglavlja
pisac¢emo [, I df umjesto Iy F(et?) do.

(i1)«(iii) slijedi neposredno iz teorema 3.3 i 3.4.

()= (ii) Pretpostavimo da je ¢ mnozitelj od (H?*(w))" za svako w iz WP. Kako je
ocito 1 u svakom dualu, tada i g kao mnozitelj mora biti u svakom dualu od (H?(w))”
za svako w iz WP. Stoga, na osnovu leme 6.2 zakljuéujemo da g pripada dualu od NP
u odnosu na topologiju H”.

(iii)=>(i) Fiksirajmo w € WP i f € H*(w)*. Po pretpostavci za Taylorove koefici-
jente funkcije g vazi |§(k)| < Cre=*"""*" za neke pozitivne konstante ¢ i Cy. Treba
dokazati da fg pripada dualu H?*(w)*, odnosno da postoji konstanta K takva da za
svaki polinom p vazi

s
(7.1) < I\'/ Ip|>w do.
T

/] pgf)do

Stavljajuéi p(z) = Y ;_, ax2*, lijeva strana od (7.1) postaje

[dena| = 3 wagikar6)

ikd 3k=0

(7.2) = Y aa; Yy g0 f(k=1)) a(m)f(j —m)
5,k=0 =0 m=0

fici-



ZZ(] m)Zakéjf(k—l)j(j—rr7.),

=0 m=0 7,k=0

pri ¢emu je zamjena indeksa u gornjim sumama korektna zbog toga to je [(k -D=0
za |l > k, pa su pripadne sume konaéne.
Lako se provjeri da vazi

S

(7.3) Y af(h—1) = / 2'p(2) F(2) dO

k=0

Ako definisemo broj k(w, [, f) kao

(7.4) k(w, 1, f) = sup{

/ Elp(z)f_(z)d()' :p  je polinom za koji je/ Ip|*w df < ]} !
T S
tada na osnovu (7.2) i (7.3) dobijamo

(7.5) % ZZW (m)k(w,l, k(w,m, [) / Ip|%w do.

Izraz #'p(z) se ocito moze prikazati kao z p(z) F(z)+ P(z) gdje je I polinom u z, a

P polinom u z bez konstantnog ¢lana &iji je stepen manji ili jednak od ! u odnosu na
varijablu z. Tada na osnovu (7.4) vazi

B | [+ P)f do|*

(k(w,1, 1) = P P+ Plrwdd
|y £7 d0J°

Jr |F + P?wdo’

== sup

gdje se supremum uzima po svim polinomima P u Z bez konstantnog ¢lana ¢iji je stepen
manji ili jednak od [ u odnosu na varijablu z. Kako je po pretpostavci f € H? (w)*, to
postoji pozitivna konstanta Cy takva da vazi

2

|« Bf» = < Co (IF lm2wy)”

= Cg/|F|2wd0,
n

pa na osnovu prethodne relacije dobijamo

FJdo
/5

F*wdo
o flPPwd
(7.6) (k(w, 1, f))" = C s;l)p Jr |F 4+ PlPwdf

Odavde i na osnovu teoreme 7.2 dobijamo

(7.7) (k(w, 1, [))? < CoCae™’ ™.
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Kako je po pretpostavci |g(k)| < Cye~t ) 4 pozitivnu konstantu ) i za svako
k € N, na osnovu (7.7) neposredno dobijamo

ZZg k(w,l, f)k(w,m, f)

1=0 m=0

o 00
2 —clM(p+1) a3 /(p41) 1/(p+1) 1/(p+1)
< (C] ) 0203 E E e o g e("/2)l e(c/?)m

=0 m=0

A GGy Z Z e~ (e/DINHD —(efrmiferD) _ oy

=0 m=0

Il

jer je dvostruka suma na desnoj strani ocito kona¢na. Konaéno, na osnovu gornje
nejednakosti iz (7.5) neposredno slijedi

2
p(gf)do
k

< Cy / Ip|>w do.
)

Dakle, fg pripada dualu (I7%(w)), é¢ime je teorema dokazana.

Jo§ preostaje dokazati teoremu 7.2 koja predstavlja uopstenje leme 3.3 iz [Mc2].
Ta lema zapravo predstavlja asimptotsku verziju Helson-Szegoove teoreme date u [11S].
Teorema 7.2 daje neophodne i dovoljne uslove da tezinska funkcija w € W zadovoljava
uslov

| 2w do
sup frl I .U”
P f]‘ |F+ l-’lzw do

gdje je I" analiticki polinom, a P koanaliticki polinom bez konstantnog ¢lana. Taj
lelson-Szegoov uslov se sastoji u ¢injenici da se funkcija log(w) moze prikazati u ob-
liku zbira u + 9, gdje funkcije v i v pripadaju prostoru L®(T), |[v]le < 7/2, a © je
harmonijski konjugovana funkcija od v. Za tezine w koje ne zadovoljavaju Ilelson-

< 00,

Szegoov uslov slijedeca teorema zapravo moze biti smatrana asimptotskom verzijom
Helson-Szegoove teoreme.

Teorema 7.2. Pretpostavimo da je p > 1 1 w teZinska funkcija iz WP. Neka je |
prirodan broj i ¢ > 0 proizvoljna konstanta. Tada postoji konstanta Cs, koja zavisi od
¢, p 1w, tako da za svaki analiticki polinom I i za svaki koanaliticki polinom P bez
konstantnog ¢lana &iji je stepen | vazi

[ 17w dO
T | & cl1/(p+1)
"t PRwdd = ©°° :

Dokaz. Bez smanjenja opitosti, mozemo uzeti da je [.|F[Pwd0 = 1, [.|I" +
PPwdfd < %, kao i da je [.|P|*wdf > 1.



Stavimo P(z) = Zk . arz*. Tada vazi

IPlli2wy)’ = [ |1P[wdd = ¥~ df
(Pl zr2(w)) / EL; /
< Zmu(m / Zlakuajmwul

2.%=1

Dakle, postoji prirodan broj m takav da je 1 <m < 1[i za koji vazi

1Py o 1

W wlly — 2wl

Otigledno je [.|F"+ P|*wdf = [,.|2'(F + P)]*wd0 i z'(F + P) je analiticki polinom
cijih je prvih [ koeficijenata redom jednako ap,ay, ..., . Kako iz (7.8) vidimo da za
koeficijent oy, vazi |ayn| > 1/20)|w]|;, na osnovu teoreme 6 3 postoji pozitivna konstanta
C, takva da vazi

(7.8) lotm| >

/ |2/(F + P)|*wdo > C'le_d]/(p“),
T
§to na osnovu pretpostavke [, |F[*wdf = 1 daje

Jr [F|*w do & L e
— 5
Jr|F+ PPwdf — Cy

Time je teorema dokazana.
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4. Struktura ideala u algebrama NP i FP

Kako prostori N? (1 < p < 0o) obrazuju I-algebre, a samim tim i topoloske algebre,
interesantno je israziti strukturu ideala u tim prostorima. Problemi vezani sa tom te-
matikom su motivisani poznatim odgovarajuéim rezultatima koji se odnose na Bana-
chove algebre. Medjutim, standardna tehnika koriséena u istrazivanjima Banachovih
algebri nije primjenljiva generalno za topoloske algebre. Stoga ée dokazi rezultata
dobijenih u ovoj glavi ovisiti isklju¢ivo o funkcionalnoj linearno-topoloskoj strukturi
prostora NP i pripadnih Fréchetovih omotaca FP, kao i kanonske faktorizacione teo-
reme 1.5 (b) za klase N”.

Poznato je (vidj. [Gam]) da je u Banachovoj algebri svaki multiplikativan linearan
funkcional neprekidan i da je svaki maksimalan ideal jezgra multiplikativnog linearnog
funkcionala. U prvom poglavlju pokazujemo da je u prostorima N? svaki netrivijalan
multiplikativan linearan funkcional ujedno i neprekidan, ali da maksimalni ideali u
N? ne moraju biti jezgre multiplikativnih linearnih funkcionala. Nadalje, u drugom
poglavlju pokazujemo da ako je M netrivijalan prost ideal od N? koji nije gust pod-
skup od N?, tada je M jezgra multiplikativnog linearnog funkcionala na N”. Kao
posljedicu dobijamo &injenicu da je svaki zatvoren maksimalan ideal jezgra multiplika-
tivnog linearnog funkcionala. Ti rezultati su motivisani odgovarajuéim rezultatima
dobijenim za klasu Smirnova N* u [RS1], odnosno za klasu M u [K1]. Istaknimo da u
njihovim dokazima koristimo tzv. radijalno-maksimalnu metriku p, uvedenu u $estoj
glavi ovog rada, za koju je dokazano da je ekvivalentna sa inicijalnom metrikom d,,.

U narednom poglavlju pokazujemo da su prsteni N? zapravo prsteni tipa Nevanlinna-
Smirnova u smislu definicije R. Mortinija uvedene u [Mor]. Kao posljedice te ¢injenice i
rezultata iz [Mor| dobijenih za proizvoljne prstene tipa Nevanlinna-Smirnova, dobijamo
tri rezultata koji daju neophodne i dovoljne uslove da bi dati ideal algebre /1> bio trag
nekog ideala u algebri N?. Osim toga uocavamo da je svaki prsten N? (1 < p < o)
koherentan u smislu da je presjek bilo koja dva kona¢no generisana ideala prstena N?
takodje kona¢no generisan ideal od N”. Nadalje, u ¢etvrtom poglavlju zapazamo da
svaka algebra N? ima svojstvo korone, koje je inale za algebre H* dokazao Carleson
(vidj. [D2] ili [Ko]). U istom poglavlju joi dokazujemo dvije teoreme koje se odnose
redom na kona¢no generisane ideale od H*, odnosno od N”.

U petom poglavlju dajemo karakterizaciju maksimalnih ideala i multiplikativnih li-
nearnih funkcionala algebri I'* (1 < p < o0). Ti su rezultati, kao i njihovi dokazi
analogni istima dobijenim u prvom poglavlju za algebre N?. Konacno, u Sestom
poglavlju dajemo karakterizaciju homomorfizama algebri 7, koja je sasvim analogna
odgovarajucoj dobijenom u [Moc] za algebre N”.
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4.1. Multiplikativni linearni funkcionali
na prostorima NP

Za, proizvoljnu tacku A € D, definigimo [unkcional 4, na prostoru N” kao

n(f) =7, feN.

Ocito je vy multiplikativan linearan funkcional na N?. Na osnovu posljedice 4.5, gl. 2,
7 je neprekidan funkcional u odnosu na topologiju od N? odredjenu metrikom d,,.
Za svako A € D, definidimo

(1.1) My ={feN: f(\)=0}.

Teorema 1.1. M, je zatvoren maksimalan ideal od NP za svako A € D.

Dokaz. Na osnovu posljedice 4.5, gl. 2, v, je neprekidan funkcional u odnosu na
topologiju od N? odredjenu metrikom d,. Posto je M, jezgra neprekidnog multiplika-
tivnog linearnog funkcionala na N?; slijedi da je M zatvoren maksimalan ideal od N?.

Shijededi rezultat karakterise multiplikativne linearne funkcionale na N?.

Teorema 1.2. Ako je v netrivijalan mulliplikativan linearan funkcional na NP,
tada postoji A € D tako da je v(f) = f()) za svako f € NP, te je stoga v neprekidno
preslikavange.

Dokaz. Stavimo A = v(z). Tada je v(z — A) = 0. Ako pretpostavimo da je A & D,
tada je na osnovu ([1], str. 14, primjer 1) z — X invertibilan element od N”. Kako je
1 =~(1) = v(/)v(f"), slijedi da je v(f) # 0 za svaki invertibilni element [ od N?.
Dakle, mora biti A € D.

Razmotrimo skup (z — A)N? = {(z — A\)f(2) : f € N?}. Ako je f € N” takvo da
je f(A) = 0, tada posto je N” algebra, postoji g € N? takvo da je f(z) = (z — A)g(2).
Stoga je

(1.2) M) = (z— A)N? C kery,

gdje je kery jezgra funkcionala y. Na osnovu teoreme 1.1 M je zatvoren maksimalan
ideal od N”. Stoga, na osnovu (1.2) zaklju¢ujemo da je M, = kery. Osim toga, v je
neprekidno i y(f) = f()) za'svako f € N?. Time je teorema dokazana.

Za razliku od Banachovih algebri u kojima je svaki maksimalan ideal jezgra multi-
plikativnog linearnog funkcionala (vidj. [Gam]), slijedeée tvrdjenje pokazuje da to nije

slucaj sa algebrama NP.

Teorema 1.3. Postoji maksimalan tdeal M od N” koji nije jezgra multiplikalivnog
linearnog funkcionala.
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Dokaz. Neka je

2r it
S(z) = exp (—/ ‘. t2 d/l,(t)) , z€D,
0

ett — 2

proizvoljna singularna unutrasnja funkcija. Na osnovu faktorizacione teoreme 1.5 (b),
gl. 1, funkcija S nije invertibilan element algebre N?. Stoga je 1 ¢ SN? = {Sf :
J € N7}, sto povlagi da je SN? pravi ideal od N?. Na osnovu Zornove leme, postoji
maksimalan ideal M koji sadrzi ideal SN?. Ako bi bilo M = M} za neko X € D, tada
na osnovu teoreme 1.2 slijedi da je Sf(X) = 0 za svako f € NP. Kako je S(A) # 0 za
svako A € D, dobijamo kontradikciju. Dakle, mora biti M # M, za bilo koje A € D.
Time je teorema dokazana.

Posljedica 1.4. Ne postoji norma definisana na prostoru NP koja indukuje na N?
istu topologiju kao metrika d,, a u odnosu na koju bi N? bila Banachova algebra.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz teoreme 1.2 i &injenice da se u Banachovoj 4l-
gebri maksimalan ideal moze predstaviti kao jezgra nekog multiplikativnog lincarnog
funkcionala.

Komentar. Uo¢imo da posljedicu 1.4 neposredno dobijamo iz €injenice da prostor
NP nije normizabilan na osnovu posljedice 7.3, gl. 2.

4.2. Prosti ideali algebri N7

Slijedea teorema daje karakterizaciju prostih idala od N7 koji nisu gusti pod-
skupovi od N?. U dokazu te teoreme ne mozemo koristiti istu metodu kao u dokazu
odgovarajuce teoreme za algebru Nt date u ([RS], teorema 1). Naime, ovdje je dokaz
komplikovaniji, jer za razliku od prostora Nt postoje vanjske funkcije od N? koje nisu
invertibilne u N?. Istaknimo da dokaz slijedele teoreme izvodimo koristeéi Einjenicu
da je topoloska struktura prostora N? ujedno indukovana metrikom p, definisanom
pomocu (1.6), gl. 6. kao

di
2

2m 1/p
pp(f,g>=(/0 log?(1 + M /(0)) ) . fgen,

gdje je .
Mf(0) = sup |f(re®)]

0<r<1

Preciznije govoreéi, na osnovu teoreme 3.4, gl. 6 prostori N? i M? se podudaraju i u
skupovnom i u topoloskom smislu. Pri tome éemo pisati MP umjesto metrickog pros-
tora (M7, p,).

Napomenimo da je ideal P komutaiivnog prstena R prost, ako iz f,g € R, fg € P,
slijedi da ili f ili ¢ pripada idealu P.
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Teorema 2.1. Neka je M prost ideal od N” koji nije identicki jednak nuli i koji
nije gust podskup od N?. Tada je M = M, za neko X\ € D.

Dokaz gornje teoreme se zasniva na slijedeéih pet lema.

Lema 2.2. Neka je M netrivijalan ideal od N?(= M?). Tada M sadrsi ogranicenu
holomorfnu funkciju na D koja nije identicki jednaka nuli.

Dokaz. Neka je f € M i [ # 0. Na osnovu teoreme 1.5 (b), gl. 1, [ se moze
faktorisati kao:

/(2) = B(2)S(2)F(2),

gdje je B Blaschkeov proizvod pridruzen nulama funkcije f, S singularna unutrasnja
funkcija i

et — z

1 2m it )
F(z) = exp (2_7r / : +zlog If*(e")ldt) , z€D,
Jo

je vanjska funkcija pripadne kanonske faktorizacije funkcije f. Ako stavimo

2m it _
o) =oxp (o [ S logt el an), zeD,
0

2w eit — z

tada je otito g € NP. Stavide, g je ogranicena na D holomorfna funkcija. Posto je M
ideal od MP? = N7, slijedi da je fg € M . S druge strane je

F{&)ale) = Bls)5(z)exp (i i o lf*(e“)!dt), SBD

2T et — z

gdje je log™ |z| = log* |z| — log |z|. 1z gornje faktorizacije vidimo da je |f(2)g(z)] <'I
za svako z € D, odnosno fg € H*™. Dakle, fg je trazena funkcija.

Lema 2.3. Pretpostavimo da je I' € M? lakva funkcija da je F(2) # 0 za svako
z € D. Tada postoji niz {F,} funkcija iz N? takav da je (I,)" = I 2a svako n € N i
da vazi I, — 1 u prostoru M? kada n — oo.

Dokaz. Kako se funkcija /7 ne anulira ni u jednoj ta¢ki kruga D, to postoji realna
neprekidna funkcija I2(z) na D i pozitivna neprekidna funkcija ©(2) na D tako da vazi

F(z) = R(2)e®®, 2 ¢ D.
Definisimo niz funkcija {F,} kao:
(2.1) Fo(2) = R(2)!/"e' /™9 5 ¢ D,

Tada je svaka funkcija F, holomorfna na D i vrijedi (I5,)" = F. Kako je ' € M? C
N funkcija koja nije identicki jednaka nuli na D, na osnovu teoreme 2.2, gl._ i, F
posjeduje radijalne grani¢ne vrijednosti koje su razlicite od nule za skoro svako e’ € 7T'.
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Fiksirajmo proizvoljno takvo 0. Tada je R(re') pozitivna neprekidna funkcija po r na
segmentu [0, 1]. Stoga postoje pozitivni brojevi ly i Ly za koje vazi

0<lh<R(re’)<lLg<oo, 0<r<I.

O(re®) je takodje neprekidna funkcija po r na segmentu [0, 1], te je stoga i ogranicena
na [0,1]. Otuda zaklju¢ujemo da vazi

Fo(re®) -1 kada n — oo,

ravnomjerno po r (0 < r < 1). Dakle, imajuéi u obzir da je

Mf(0) = sup |f(re”)],

0<r<1

tada slijedi
(2.2) M(F,—-1)0) -0 kada n — oo,

za skoro svako @ € [0,27). Na osnovu (2.1) vazi

logt MF,(0) < —l—logJr MF(0) <logt MF(0), n=1,2,..
n

odakle dobijamo

(log(1 + M(F —1)(0)))" < (log(2 + M [(0)))"
(2log 2 + logt MF(0))”
2771 ((21og 2)? + (log* M F,(0))7)

<
<
<
< 2777 ((21log2)” + (logt MF(0))"), n=1,2,....

Na osnovu gornjih nejednakosti i ¢injenice da je F' € MP zaklju¢ujemo da je F, € MP
za svako n = 1,2,.... Konagno, na osnovu gornje nejednakosti i (2,2), primjenom
Lebesgueove teoreme o dominiranoj konvergenciji slijedi

2m
/ (log(1 + M (I, — 1)(0)))” ;{—0 — 0 kada n — oo,
o ™

sto je ekvivalentno sa p,(F,,1) — 0 kada n — oco. Time je dokaz leme zavrsen.
Slijedeca lema je poznata kao kompleksna maksimalna teorema Hardy- Littlewooda.

Lema 2.4. ([Gar]). Za svaki realan broj p, 0 < p < oo, postoji pozitivna konstanta
Cp koja zavisi samo od p takva da za svaku funkciju f holomorfnu na D vazi

27 2 . do
| ooy 5i<cy s [Ciseenr s,

™ 0<r<1 2m
gdje je .
MFO) = sup |f(re®)]

0<r<1

7



Posebno, ako [ pripada Hardyjevom prostoru HP, gornja nejednakost poslaje

(2.3) /Oh(Mf ”(w C/

Lema 2.5. ([H], str. 66). Neka je B beskonacan Blaschkeov proizvod sa nulama
{ar} i neka je niz funkcija {B,} definisan kao

H lakl ar — 2
5 be=Ben

Tada B, — B u prostoru H?, sto je ekvivalentno sa

/(;”IB( oy B('g)lz——>0 kada n — oo.

Lema 2.6. Neka je B beskonacan Blaschkeov proizvod sa nulama {ax}. Stavimo

B(z) = Bn(z)gn(z)) gdje je

Bn(z H Iakl ar — 2

aj 1 —akz

| Qr — 2
gn(2) = H|all—(_1z'
k=1 k 'k

Tada g, — 1 u prostoru MP kada n — oo.

Dokaz. Koriste¢i redom nejednakost log(1 4+ z) < 2°/s (0 < s <1, z > 0) ([1], str.
65, lema 1) za s = 1/p i Schwarzovu integralnu nejednakost dobijama

iy (/ " (oB(1 -+ Mg, ~ D)) )Up

([ o)

< p(/ (M(ga — 1)(0))? -;’—”)/

Koristeéi nejednakost (2.3) iz leme 2.4 i &injenicu da je | B,(e®®)| = 1 skoro svuda na T
(teorema 1.4, gl. 1), iz gornje nejednakosti dobijamo

» 1/2 ?“ 1/ 2 do 1/277
pp(gn,1) < p(C) ”</ lgule™) — 1 5;)
JO

B /
. 1/2p f (10 B 10 2d0 e
= p(C) IB(e®)  Bu(e)] o
0
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Na osnovu leme 2.5, zadnji ¢lan u gornjoj nejednakosti konvergira nuli kada n — oo.
sto povlaci p,(gn,1) — 0 kada n — co. Dakle, g, — 1 u prostoru M?.

Dokaz teoreme 2.1. Pretpostavimo da je M # M, za svako A € D. Na osnovu leme
2.2 M sadrzi neku ogranicenu funkciju f. Tada se [ moze faktorisati kao f = BF, gdje
je B Blaschkeov poizvod pridruzen nulama od f, a F' je ograni¢ena funkcija bez nula
u D. Kako je M prost ideal, to je ili ' € M, ili B € M. Uzmimo da je I' € M i ncka
je niz {I7,} definisan preko (2.1), lema 2.3. Kako je (F,,)" = f za svako n i uzimajudi
u obzir da je M prost ideal, vidimo da je I, € M za svako n. Stoga na osnovu leme
2.3 slijedi da je 1 € cl(M) (zatvorenje od M u M?). Otuda slijedi cl(M) = M, sto je
kontradikcija sa pretpostavkom da M nije gust u M?. Zato mora biti B € M. Neka

je
H ]ak| ar — 2
ar 1 —arz’

Ako bi bilo (ax — 2)/(1 — axz) € M, ta.da bi vazilo

ar — 2

Ma,,

M? c M,

1 —agz

odakle zbog maksimalnosti ideala M,, (vidj. teorema 1.1) slijedi M = M,,. Ta
kontradikcija sa polaznom pretpostakom pokazuje da mora biti

ay — 2

gd M, za svako k=1,2,....

1~5,kz

Stoga, uzimajuéi u obzir da je M prost ideal, zaklju¢ujemo da B mora biti beskonacan
Blaschkeov proizvod. Ako stavimo

n(2) = Hla"l S i B

ar 1 —az’
ion k

tada je g, € M opet na osnovu cinjenice da je M prost ideal i da je B € MP. Na
osnovu leme 2.6, g, — 1 u prostoru M? kada n — oo. Dakle, mora biti 1 € cl(M), sto
je kontradikcija. Stoga zaklju¢ujemo da mora biti M = M,, za neko A € D. Time je
teorema 2.1 dokazana.

Posljedica 2.7. Svaki zatvoren maksimalan ideal od N?(= MP) je jezgra nckog
multiplikativnog linearnog funkcionala na tom prostoru.

Dokaz. Tvrdjenje neposredno slijedi iz teorema 2.1 1 1.1, uzimajuéi u obzir ¢injenicu
da je svaki maksimalan ideal ujedno i prost.
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4.3. Algebre N? kao prsteni
tipa Nevanlinna-Smirnova

Napomenimo da smo u gl. 1 sa H* oznagili skup svih holomorfnih i ogranicenih
funkcija na krugu D, a sa N Nevanlinninu klasu. Slijedeé¢i R. Mortinija [Mor], prsten
R koji se sastoji od funkcija holomorfoih u D i za koji vazi H® C R C N se naziva
prstenom tipa Nevanlinna-Smirnova ako se svaka funkcija f € R moze izraziti u obliku
g/h, pri ¢emu g i h pripadaju klasi /7 i osim toga h je invertibilan element u R. Na
osnovu faktorizacionih teorema 1.3 i 1.5 (a), gl. 1, redom za funkcije iz Nevanlinnine
klase NV i klase Smirnova N* vidimo da su te dvije klase zapravo prsteni navedenog tipa.
Ta ¢injenica opravdava naziv tih prstena. Nadalje, Mortini primjeéuje da na osnovu
faktorizacije date u [St1] neposredno slijedi da je prsten '* N N tipa Nevanlinna-
Smirnova. Napomenimo da se prostor F'*, koji je Fréchetov omotaé od N*t (vidj.
komentar iza teoreme 2.7, gl. 3), sastoji od svih funkcija f holomorfmih u D za koje
vazi

limsup(1 — r)log M(r, f) = 0,
r—1
gdje je M(r, ) = max,=, | f(2)| (vidj. [Y5]).

Naime, u [St1] je dokazano da vazi F* NN = {f/S,: f € N*, S, je singularna

unutrasnja funkcija za koju je p nenegativna neprekidna singularna mjera}. L

Teorema 3.1. Za svako p > 1 N?” je prsten lipa Nevanlinna-Smirnova.

Dokaz. Neka je f proizvoljna funkcija iz N?. Kako je H*® C N? C N, dovolino
je dokazati da se f moze prikazati u obliku g/h, gdje funkcije g i h pripadaju algebri
1>, a osim toga h je invertibilan element od N?. Na osnovu teoreme 1.5 (b), gl. 1, [
se moze faktorisati kao

/(2) = B(2)5(2)F(2), z¢€ D,

pri ¢emu je B Blaschkeov proizvod u odnosu na nule od f, S singularna unutrasnja
funkcija, a I vanjska funkcija za klasu NP, tj.
Ja, J ] )

1 2m /it
F(z) = Aexp (2—7;/ < +Zlog
0

et =g

f* (cit)l dt) ’

gdje je [\ =1, log |/*| i (log™ |/*|)” pripadaju prostoru L}(T'). Uocimo da se I mozc
prikazati u obliku F' = Iy /I, pri ¢emu su I i I, vanjske funkcije definisane kao

2m it :
Fi(z) = dexp ( : / = 2 log™ f‘(e”’)l dt) ;
0

2 et —z
odnosno | P
e ta bl el
f — —_ — | & f
Iy(2) = exp (2#/0 e“——z( log™ | /* (e )I) d),

i€

LP(T), vidimo da je funkcija I, invertibilna u N?. Konaé¢no, ako stavimo g = B.ST

Tada su o¢ito Fy i I, ogranicene na D vanjske funkcije i osim toga, zbog log*
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i h = I3, tada je g € H*®, pa je [ = g/h traZeni prikaz funkcije f. Time je dokaz
teoreme zavrsen.

Koristeci teoremu 3.1, kanonsku faktorizacionu teoremu za N? i neke reznltate Mor-
tinija iz [Mor], mozemo dobiti neke ¢injenice o strukturi ideala od NP vezane za ideale
algebre H*. :

Kazemo da je ideal I algebre H* trag ideala J algebre N? ako vazi I = .J ().

Teorema 3.2. [deal I od H* je lrag nekog ideala J od NP ako i samo ako je
slijedeéi uslov ispunjen:

(3.1) Ako je f € I, te ako je I' vanjska funkcija za koju je log |I™*| € LP(T), i ako
jejos fF € H®, tada je fI" € I.

U tom slucaju, J je jedinstven ideal od N? za koji je I = J () H*® i osim toga vrijedi
J = IN®,

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz teoreme 1 iz [Mor] koja se zapravo odnosi
na proizvoljni prsten R tipa Nevanlinna-Smirnova. Preciznije, naa teorema je pre-
formulacija navedene teoreme za prsten N?, s jedinom razlikom $to je uslov I € R~!
zamijenjen sa uslovom da je J' vanjska funkcija za koju je log | I™*| € L?(T). To mozemo
uciniti imajuci u vidu da su takve vanjske funkcije upravo invertibilni elementi iz NP

(vidj. lema 2.1, gl.3).

Posljedica 3.3. Pretpostavimo da je I ideal od H*® takav da je zadovoljen uslov:
(3.2) f € I povlaéi da unutrasngi faktor of f takodje pripada idealu I.
Tada je I trag nekog ideala J od NP i osim toga vazi J = INP.

Dokaz. Neposredno se provjerava da iz uslova (3.2) slijedi uslov (3.1) iz prethodne
tcoreme, a samim tim i njeno tvrdjenje.

Komentar. Ostaje otvoreno pitanje da li je tacan obrat posljedice 3.3. Dok je
analogno tvrdjenje ta¢no za klase Nevanlinne i Smirnova ([Mor], posljedice 1 i 2),
ovdje je odgovarajuéi problem zakomplikovan &injenicom da postoje vanjske funkcije
koje nisu invertibilni elementi od N?. Obrat posljedice 3.3 vazi uz dodatni uslov o
idealu I, kao $to pokazuje slijededi rezultat.

Teorema 3.4. Prost ideal P od H*® ¢ini trag nekog prostog ideala () od N? ako 1
samo ako P ne sadrz nijednu vangsku funkciju F za koju je log |F*| € LP(T). Ukoliko

je to sluéag, Q) je jedinstven prost ideal od NP sa tim svojstvom t pri tome vazi () = PN?.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz ([Mor], teorema 3) i ¢injenice da su u prstenu
N? invertibilni elementi upravo vanjske funkcije I za koje vazi log |I"*| € LP(T).

Komenlar. Na osnovu teoreme 2.1, svaki prost ideal od N? koji nije gust u N?
jednak je skupu svih funkcija iz N? koje se ponistavaju u nekoj fiksnoj tacki od D.
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Ideal J prstena R, za koji je I C R C N, naziva se konaéno generisanim ako
postoje elementi fi,..., f, € R takvi da vazi

J=(f1ysfn) = {Zgifi gi € R}.
1=l

Ako n moze biti odabrano da bude jednako 1 , tada se J naziva glavnim idealom.
Prsten R naziva se koherentnim ako je presjek bilo koja dva konaéno generisana
ideala od R i sam konacno generisan. Koristeéi rezultat iz [MR] da je 1> koherentan
prsten, u ([Mor], teorema 7) dokazana je ista tvrdnja za proizvoljni prsten tipa Nevanl-
inna-Smirnova. Posebno, na osnovu teoreme 3.1 mi dobijamo slijede¢i rezultat.

Teorema 3.5. N? je koherentan prsten za svako p > 1.

4.4. Svojstvo korone za algebre NP

Kazemo da komutativan prsten I sa jedinicom, &iji su elementi holomorfne funkcije
na D, posjeduje svojstvo korone ako vazi slijedeée tvrdjenje:

Ideal generisan sa fi,...,f, € R jednak je R ako i samo ako postoji invertibilni
element f od R tako da je

1/(2)] < Z [/i(z)] (2 € D).

Ta definicija je motivisana ¢uvenom teoremom o koroni Carlesona (npr. vidj. [Gar],
str. 324, ili [D2], str. 202), koja tvrdi da algebra H* svih ograni¢enih holomorfnih
funkcija na D) ima svojstvo korone. Mortini ([Mor], teorema 4) isti¢e da je na osnovu
rezultata Wolffa iz ([Gar], str. 329) lako pokazati da svaki prsten tipa Nevanlinna-
Smirnova ima svojstvo korone. Stoga, mi imamo slijedeéi rezultat.

Teorema 4.1. Algebra N? ima svojstvo korone.

Komentar. Kako su Nevanlinnina klasa i klasa Smirnova prsteni tipa Nevanlinna-
Smirnova, obje te algebre posjeduju svojstvo korone. U ([M], teorema 7) je konstruisana
podalgebra od N koja sadrzi N*t, a koja ne posjeduje svojstvo korone.

Niz {zx} C D se naziva interpolacioni niz (za H™) ako za svaki ograniéen niz
{wr} kompleksnih brojeva postoji funkcija f iz H*® takva da je f(2x) = wy za svako
k € N. Interpolacioni Blaschkeov proizvod je Blaschkeov proizvod &ije (proste) nule
¢ine interpolaconi niz.

Slijedece dvije teoreme su zapravo generalizacija teorema 5 i 6 iz [Mor], respektivno.
Mi pratimo metode iz [Mor| za dokaze slijedeih teorema.

Teorema 4.2. Neka je 0 < q < oo i neka je I = (f1,...,[n) konacéno generisan
ideal od H*®. Pretpostavimo da ideal I sadrzi holomorfnu funkciju I' na D koja nema
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nula w D i takvu da je log I' € H?. Tada je
> (1= Lz og (1fi(ze)l + - + fu(z0)]) I° < oo.
k=1 '

Dokaz. Neka su gy, ..., g, funkcije iz H® takve da je I = Y re1 Jkgk- Tada postoji
pozitivna konstanta Cy takva da je

[F(2)] < Cy Z |/x(2)| za svako ze€ D.

Stavimo S(2) = Y7p_, |/k(2)] i pretpostavimo da je S(z) < C, za svako z € D, gdje
je C3 pozitivna konstanta . Koristeéi ¢injenicu da je 3252, (1 — |zx]) = C3 < oo, te
primjenjujuéi nejednakost (a + b)? < Cy(a? + b”) za Oy = 298t 4 b >0, kao i
glavnu interpolacionu teoremu za Hardyjevu klasu H? (vidj. [D2], str. 149, teorema
9.1; odnosno teorema 6.2, gl. 6), redom dobijamo

Z (1 £ |zk|2)| log S(zk)lq

(e o]

1 q
— Z (1 — |z <Iog (2x) + log™* e )>

k=1
< Cy(Cy)* i 1 —|zk]?) + C4 i (1- |zk|2)<10g+ IFCI )”
k=1 k=1 F(ze)l
& PO 0 i (1 = |z]?) [log F(Czk) < oo
\ k=1

Napomenimo da zadnja nejednakost < co upravo slijedi iz prethodno navedene inter-
polacione teoreme. To daje Zeljeni rezultat.

Teorema 4.3. Pretpostavimo da je I ideal od NP generisan sa unutrasnjim funkci-
jama @y, ..., pn, t pretpostavimo da I sadrzi interpolacioni Blaschkeov proizvod B sa
nulama {z;} tako da je

> (1= zl?) llog (lea(2i)] + - -+ lpn(z6) )P < 0.
k=1 : .

Tada vazi [ = NP,
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Dokaz. Stavimo c¢x = 377 |pi(2x)|? za svako k. Koriste¢i nejednakost izmedju
aritmeticke i geometrijske sredine dobijamo

(z |<,ai(2k)l>2 Gt (Z ,Wk),) |

n

odakle neposredno slijedi

|log ci| <2 + log n.

log (Z icp,-(zol)

1=t

Kombinuju¢i gornju nejednakost sa nejednakoiéu (a + b)? < 2°~'(a” + b7), a,b > (),

dobijamo
n P
|log P < 271 (2” ( log (Z ]c,o,-(zk)l) ) + log? n) :

=1
Na osnovu gornje nejednakosti i pretpostavke teoreme, imamo

>0~ P legal 5 273 (1= 1) fos (Yoo
k=] p=1

o0
+ 27" (logP n) Z 1 — |z]?) < oo.
k=1

14

Stoga, na osnovu teoreme Shapiroa i Shieldsa ([D2], str. 149, teorema 9.1; odnosno
teorema 6.2, gl. 6), postoji funkcija g € H” takva da je g(zx) = log ¢k za svako k € N.
Lako se provjeri (vidj. [St2], teorema 4.4) da je funkcija F' = exp g invertibilna u N?,
kao i da vazi I"(zx) = cx za svako k € N. Posto je {z:} interpolacioni niz, na osnovu
Carlesonove teoreme ([D2], str. 149; odnosno teorema 6.1, gl. 6), znamo da postoje
funkcije f; € H® (i = 1,...,n) takve da za svako ¢+ = 1,...,n vazi )

f,-(zk) = L,Q,'(zk) (k = 1,2, 5. )
Primijetimo da funkcija I" — 3" fip; pripada prostoru N?, kao i da vazi

n

% Z fi(ze)pi(2) = e — Z jlnlP =0 {k=1,2...)

=1

Stoga, na osnovu kanonske faktorizacione teoreme 1.5 (b), gl. 1, postoji funkcija h € NP
za koju vrijedi

F— ifigoi = Bh.
1=1

To neposredno pokazuje da I pripada idealu (¢1,...,¢n, B) = I. Kako je I’ invertibi-
lan element u N?, slijedi da je

= (g1, pn) = N".
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Time je dokaz teoreme kompletiran.

4.5. Ideali i homomorfizmi prstena F? (1 < p < o0)
U ovom poglavlju dajemo karakterizaciju maksimalnih ideala i multiplikativnih li-

nearnih funkcionala algebri F'? uvedenih u gl. 3. Napomenimo da na osnovu teoreme
1.4, gl. 3, prostor I'? u odnosu na familiju (polu)normi {||| - |||} p.es0 definisanih kao

1 o
6.1) WMhe = [ ox0 (=555 ) MDY, e,

gdje je M(r, f) = max,<, |f(2)], €ini Fréchetovu algebru. Osim toga na osnovu teo-
reme 2.7, gl. 3, I? je sadrzavajuéi Fréchetov prostor prostora NP u smislu opisanom u
pogl. 3.2.

Lema 5.1. Za svaku funkciju f € F? i za proizvoljno ¢ > 0 vazi

52) 1SN S @) 0+ 1/ exp (s ) Wl ol <7

Dokaz. 7a proizvoljno fiksno R < 1 imamo

e = [ o (=55 ) M1y
(5.3) > /R1 exp <—-—(] __:)1/p>'1\4(r,_/)d,,

> M(R, /) /Rl exp <(—1%)W> dr.

Lako se provjeri da funkcija t s t1+1/re=<"" (0 < ¢ < 00), dostize maksimium u tacki

=((p+1)/c)", tj. da vazi
R T ((p + 1) el 5. K e,

odakle slijedi
e > (cof(p + 1))

Odavde dobijamo

: —c LT g 1 1
—_ e = o “tdt L= , 1T'=——
e (amim) o = [[emre (=1 T-12p
E P p+1 [ee] ]
> E.( e ) / (e—Qctl/P) di
2 P+1 T

4 p+1 _ 2c
A pc < € ) e (,_R)I;p.




Koristeci zadnju relaciju i (5.3) neposredno dobijamo

2¢

) Wlhes 1l <

1)) < MOR,1) < (210) (0 + 1o e
§to 1 predstavlja relaciju (5.1) nase leme.

Lema 5.2. ([1], str. 14, primjer 1). Ako komplcksan broj A ne pripada jedinicnom
krugu D, tada funkcija 1/(z — X) pripada svakom prostoru NP (1 < p < co).

Kao u prvom poglavlju ove glave, za proizvoljnu tacku A € D defini§imo funkcional
x na prostoru F'? kao

N =71), [el™

Ocito je -y multiplikativan linearan funkcional na F?. Na osnovu (5.2) iz leme 5

5.1,
vidimo da je ) neprekidan funkcional u odnosu na topologiju od F? odredjenu fami-

lijom (polu)normi {|| - ||p.c}e>o0-
Za svako A € D, definisimo

My = {f€F?: [(\) =0}

Shijedeca tri rezultata su potpuno analogna teoremama 1.1, 1.2 i posljedici 2.7, re-
spektivno.

Teorema 5.3. M, je zatvoren maksimalan ideal od I'? za svako A € D.

Dokaz. Posto je M, jezgra neprekidnog multiplikativnog linearnog funkcionala na
I? slijedi da je M zatvoren maksimalan ideal od F7.

Slijededi rezultat karakterise multiplikativne linearne funkcionale na F7.

Teorema 5.4. Ako je v nelrivijalan mulliplikativan linearan funkcional na I'7,
tada postogi A € D tako da je v(f) = f(X) za svako [ € F?, te je stoga v neprekidno
preslikavanje.

Dokaz. Stavimo A = y(z). Tada je y(z — A) = 0. Ako pretpostavimo da je A ¢ D,
tada je na osnovu leme 5.2 1/(z — X) € N? C I'?, odakle vidimo da je z — A invertibilan
element u I'?. Ostatak dokaza je potpuno isti kao dokaz teoreme 1.2 i zbog toga ga
izostavljamo.

Komentar. Von Renteln u radu ([Re], teorema 4.1) dokazuje tvrdjenje teoreme 5.4
za $ire klase funkcija holomorfnih u jediniénom krugu D i primjecuje da u takve klase
spadaju algebre Nt It i N. Lako se provjeri da ista ¢injenica vazi i za sve algebre
N? i F? (1 < p < o0).

Teorema 5.5. Neka je M zatvoren maksimalan ideal od I'P. Tada postoji A € 1)
takvo da je M = M.
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Dokaz. Stavimo X = F?/M. Tada je u smislu Arensa [A] X kompletna metri-
zabilna, separabilna, konveksna kompleksna topologka algebra s dijeljenjem. Stoga je
na osnovu [A], X = C. Zalo postoji multiplikativan linearan funkcional v na F? za
koji je M = kery. Na osnovu teoreme 5.4, M = M, za neko ) € D, sto dokazuje nasu
tvrdnju.

Da bismo dali karakterizaciju maksimalnih ideala algebri I'? u odnosu na topologiju
ravnomjerne konvergencije na kompaktima od D neophodna nam je lema 10 iz ([Y8],
str. 41) koja se odnosi na topoloske algebre koje ovdje opisujemo.

Neka je A topoloska algebra nad poljem C, koja je Jokalno konveksna i komutativna
i s jedinicom 1. Topologiju na A definifemo pomocu prebrojive familije polunormi
{II ' lla}aes (S = N ili je S konatan podskup od N) za koju vazi |[1]lo = 1 i

(5.4) llablla < |lallallb]le  za svako a,b€ A, a € S.

Za a € S stavimo E, = {a € A: ||a||lo = 0}. E, je o¢ito ideal algebre A. Za svako
a € A definisimo klasu @ kao skup @ = a + E, € A/E,. Tada je koli¢ni¢ki prostor

A/ E, normiran prostor sa pridruzenom normom ||a|lo = ||a]|s, @ € S. Na osnovu (5.4)
Imamo

(5.4') lablle < lallallblla  za svako a,be A/E,, o€ S.

Kompletiranje (upotpunjenje) prostora A/F, u odnosu na normu || - ||, oznacimo sa

A;. Tada vazi slijedeca lema.

Lema 5.6. ([Y8], str. 41, lema 10). Necka je A prethodno opisana algebra. Tada
za svako f € A, postoji kompleksan broj Ay koji zavisi od [ tako da Ay — [ = (A1 — [)
nije invertibilan element u algebri A.

Slijedeca karakterizacija zatvorenih maksimalnih ideala od I'? je dobijena po analogi-

ji sa teoremom Iguse iz [I].

Teorema 5.7. Neka je M maksimalan ideal algebre I'P. Tada su slijedeéa tvrd-

jenja o idealu M ekvivalentna.

(i) M je zatvoren ideal u odnosu na topologiju ravnomjerne konvergencije na
kompaktima od D.

(il) FP/M = C.

(ii1) Postoji X € D takvo da je M = M,.

(iv) M je zatvoren ideal od F” u odnosu na topologiju indukovanu pripadnom
familijom polunormi {||| - |||.c}es0 definisanih pomoéu (3.1).

Dokaz. (i)=(i1) Ocigledno vazi I'"/M D C. Za svako [ € F? oznacimo
]=f+Me /M.

U prostoru F? /M uvodimo familiju polunormi {|| - |-} (0 < r < 1) kao sto slijedi:
173l = jinf (max If(2) + h(z)), 0 <r < 1.
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Tada se lako provjeri da vazi

gl < MMMl 0 <r <1

Na osnovu leme 5.6, za svaki element [f] € I’/ M postoji A € C tako da A — [f]
nije invertibilan element u F?/M. Zbog maksimalnosti ideala M zakljucujemo da je
F?/ M polje, pa stoga A — [ mora pripadati idealu M, odnosno A € [f]. Dakle, vazi

FP/M = C.

(i1)=>(iii) Oznagimo sa zp klasu [z] € '’/ M. Tada je z — 2y € M, odakle slijedi
20 € [)
Za svako f € I imamo

/(2) = [(20) = A(2)(z — 20).

Lako se vidi da je A(z) € F?, i stoga je [(z) — [(20) € M. Dakle, ako je f(2) € M,
tada je i f(20) € M, odnosno [(z9) = 0. To znaci da je M = M,,.

(iii)=(i) Ta inkluzija neposredno slijedi iz teoreme Hurwitza.

(iii)=(iv) Ova implikacija direktno slijedi iz teoreme 5.3.

(iv)=(iii) Neposredno slijedi iz teoreme 5.5. Time je teorema dokazana.

4.6. Homomorfizmi algebri /P

Neka je ¢ : D — D holomorfna funkcija na D i neka Hol(D) oznacava klasu
svih holomorfnih na D funkcija. Za neku podklasu H C Hol(D) definisimo operalor

Cy: H — Hol(D) kao

(6.1) Col£)(2) = [ ((2)), z€D,[€H.

Cy(f) se uobicajeno naziva kompozicioni operalor sa klase I u prostor Hol(D). Od
posebnog su interesa izu¢avanja kompozicionih operatora na vektorskim prostorima
funkcija H na kojima su oni zatvorena i neprekidna preslikavanja. Takvi su npr.
Hardyjevi prostori H? (0 < p < oo) (vidj. [D2]), prostor Smirnova Nt i njegov
Fréchetov omota¢ F'* (vidj. [RS2]), kao i klase N? (1 < p < o) (vidj. [Moc] i [KC]).
Formulacija slijedece teoreme koja se odnosi na kompozicioni operator na algebrama
I'" (1 < p < o) je motivisana rezultatom iz [Moc], koji nam je ujedno i neophodan u
njenom dokazu.

Teorema 6.1. ([Moc], teorema 1). Vaze slijedeca tvrdjenja.

(1) Neka jew : D — D holomorfno preslikavanje. Ako su q i p realni brojevi takuvi
da je ¢ > p > 1, tada linearan operator C, : N7 — NP definisan sa (6.1) predstavlja
neprekidan homomorfizam algebre N7 u N”.

(ii) Pretpostavimo da je n: N7 — NP nelrivijalan homomorfizam algebri. Tada
postoji holomorfna funkcija ¢ : D — D takva da je n(f) = C,(f) za svako [ € NT.
Dakle, ako je ¢ > p, tada je n neprekidan operator.
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(iii) Pretpostavimo da je n : N7 — NP cpimorfizam algebri (tj. surjekiivni ho-
momorfizam na N?). Tada je p = q i n je izomorfizam. Osim toga, preslikavanje
@ : D — D odredjeno sa n je konformno preslikavanje kruga D i vazi n=' = Cp-1.

Slijede¢a teorema je analogon prethodne teoreme za klase F”.

Teorema 6.2. Vaze slijedeéa tvrdjenja.

(i) Neka je ¢ : D — D holomorfno preslikavange. Ako su q i p realni brojeui
takvi da je ¢ > p > 1, tada operator Cy : I'" — 7 definisan sa (6.1) predstavlja
neprekidan homomorfizam algebre I'9 u I'P.

(i) Pretpostavimo da je n : I'* — [I'? netrivijalan homomorfizam algebre [P
Tada postoji holomorfna funkcija ¢ : D — D takva da je n(f) = Cu([f) za svako
[ € IP. Dakle, operator n je neprekidan.

(iii) Pretpostavimo da je m : FP — F? endomorfizam algebre F? (1j. surjek-
tini homomorfizam na I'?). Tada je n automorfizam od FP. Osim toga, preslikavanje
¢: D — D odredjeno sa n je konformno preslikavanje kruga D i vazin™ = C,-1.

Dokaz. (i) Kako je za ¢ > p > 1 I'" C I'? i na osnovu (5.1) ||| flllp.e < 1]
svako f € I'7i za svako ¢ > 0, dovoljno je tvrdjenje (i) dokazati za slu¢aj ¢ = p. Za dati
kompozicioni operator Cy : I'? — Hol(D) razmotrimo njegovu restrikciju n = Cynr na
NP?. Na osnovu tvrdjenja (i) teoreme 6.1 n je neprekidan linearan operator sa N? u N”.
Neka kao u pogl. 3.4 ovog rada (N7)" i (I'?)" oznacavaju prostore neprekidnih linearni
funkcionala redom na prostorima N?” i F? sa pripadnim topologijama ravnomjernih
konvergencija na slabo ograni¢enim podskupovima od NP i I’P. Na osnovu teoreme 4.4,
gl. 3 vazi (N?)* = (F?)" u skupovnom i topoloskom smislu. Definigimo adjungovano
preslikavanje n* : (N?)" — (N7?)" kao kompoziciju n*(y) = yon, v € (N?)". Tada je n*
neprekidno preslikavanje sa (N?)* u (N?)*, a samim timisa (F?)" u (F'?)". Posto je na
osnovu teoreme 4.5, gl. 3 I'” refleksivan prostor, to je drugo adjungovano preslikavanje
n™* od n neprekidno sa I'? u I'?. Neka je [ € FP? proizvoljno. Kako je na osnovu
teoreme 1.5 (a), gl. 3 NP gust podskup od F7, to postoji niz {[.} iz N? takav da
Ja = fu F?. Otuda slijedi n**(f.) = 2**(f) i 9**(f2)(2) = 7**(f)(2) za svako 2 € D.

Kako je n/5, = n = C,, dobijamo
1 (f)(z) = lim [, ((2)) = [ (p(2)) za svako z € D.

Otuda zakljucujemo da je C, neprekidan linearan operator sa I'? u ['?, ¢ime je tvrd-
jenje (i) dokazano.

(i1) Neka je n : F'? — ['? netrivijalan homomorfizam algebre I'?. Stavimo ¢ = n(z),
. o(€) = n(2)(€), € € D. Za A € D, definisimo v(f) = n(f)(}), [ € F*. Kako je
ocito v multiplikativan linearan funkcional na /7, na osnovu teoreme 5.4 zakjucujemo
da postoji # € D tako da je n(f)(X) = f(B) zasvako f € I'P. Posebno, za f(z) = z do-
bijamo f = n(2)(X) = ¢(A). Dakle, za svako A € D je p(A) € D i za svako [ € F'? vazi
n(f)(A) = f(p(A)). Stoga je ¢ : D — D holomorfno preslikavanje i vazi n(f) = C,(/[)
za svako [ € FP,

(i) Na osnovu tvrdjenja (ii) nase teoreme, n = C, za neku holomorfnu funkciju
©: D — D. Kako je n surjektivno, ¢ ne moze identicki biti jednako konstanti. Dakle,

ln.c 72
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(D) je otvoren otvoren podskup od D, i stoga je C,, bijekcija nad D. Zato postoji n~".
Kako je otito 7' i homomorfizam prstena I opet na osnovu tvrdjenja (i1) nase teo-
reme slijedi da je ™! = C; za neku holomorfnu funkciju ¢ : D — D . Tada je za svako
2€ D, z2=Cy0C¢(2) = Cpo(2) = (¢ 0()(2). Slieno dobijamo (¢ 0 ¢)(z) = z. Stoga

je ¢ konformni automorfizam kruga D i vrijedi ¢! = (, &ime je tvrdjenje dokazano.

Komentar. Dok dokaz tvrdjenja (i) gornje teoreme koristi metode funkcionalne
analize, ista se tvrdjenje moze dokazati i direkto koristeéi sredstva klasiéne analize i
svojstva prostora F'P,
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5. Aproksimativne teoreme za klase N7

U ovoj glavi dajemo NP-verzije poznatih aproksimativnih teorema koje se odnose
na Hardyjeve prostore. Ti rezultati su motivisani &injenicama da prostori N? imaju
dosta sli¢nih svojstava sa prostorima H? (0 < ¢ < oo) koje se inace koriste u dokazima
odgovarajucih teorema. To su posebno unutrainjo-vanjska faktorizacija za funkcije pri-
padnih klasa, gusto¢a polinoma i kompletnost prostora H? i N?. Cinjenica da prostori
NP nisu Banachovi, niti p-Banachovi, onemogucava primjenu istih H?-tehnika u dokaz-
ima odgovarajucih teorema za te prostore. Zapravo, odsustva svojstava homogenosti
1 p-homogenosti pripadnih (kvazi)normi prostora N? komplikuju te dokaze. S druge
strane, ¢injenica da su klase N” algebre u kojima je mnozenje neprekidna operacija
je u biti dovoljna zamjena za odsustvo navedenih svojstava pri dokazu glavnih rezul-
tata. To se posebno odnosi na NP-varijantu Beurlingove teoreme koju dajemo u prvom
poglavlju, kao i logaritamski analogon Szegéove teoreme koji dajemo u petom poglavlju.
Istaknimo da dokaz prve teoreme bitno koristi rezultat N. Mochizukija iz [Moc] koji
karakterise vanjske funkcije iz N? pomocéu pojma aproksimativnog inverza. Posljedica
1.8 N7-varijante Beurlingove teoreme tvrdi da se skup slabo invertibilnih elemenata od
NP sastoji upravo od svih vanjskih funkecija pripadnih prostora. U slijede¢em poglavlju
dajemo opis invarijaninih potprostora od NP. Preciznije, dokazujemo da je svaki in-
varijantan potprostor od N” zapravo njegov glavni ideal generisan nekom unutrasnjom
funkcijom. U slijedecem poglavlju dajemo za takve ideale dva kriterijuma da oni budu
slabo gusti u pripadnom prostoru N?. U vezi s tim, u ¢etvrtom poglavlju dajemo karak-
terizaciju zatvorenih ideala koji su slabo gusti u N?. Pokazujemo da su to glavni ide-
ali generisani singularnim unutrasnjim funkcijama ¢ije pridruzene mjere imaju modul
neprekidnosti jednak o(h,(”‘l)/”). Ta karakterizacija za neposrednu posljedicu daje
siroku klasu I-prostora sa trivijalnim dualom.

Na aproksimativnoj verziji NP-varijante Beurlingove teoreme bazira se dokaz tco-
reme 5.2 iz petog poglavlja koja predstavlja logaritamski analogon Szegoove teoreme.
Ta teorema (respektivno Szegoova teorema) zapravo daje eksplicitni izraz za infimum
"tezinskih” NP-normi (respektivno H?-normi) uzetog nad prostorom svih (analitickih)
polinoma P sa konstantnim ¢lanom jednakim 1. Kao posljedicu te teoreme, u posljed-
njem poglavlju dajemo neophodne i dovoljne uslove da teZinske metrike d,, budu ckvi-
valentne sa polaznom metrikom d, na prostoru N?.
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5.1. Beurlingova teorema za klase /NP

Oznacimo sa P skup svih polinoma sa kompleksnim koeficijentima. Neka F oznaca-
va topoloski prostor &iji su elementi funkcije f holomorfne u jedini¢énom krugu D kom-
pleksne ravni. Pretpostavimo da je 1 € F ida iz f € F slijedi da je i Pf € F
za svaki polinom P € P. Za funkciju f € F ozna&imo sa cl(Pf) zatvorenje skupa
Pf:={Pf: P € P} uodnosu na topologiju prostora F.

Kazemo da je funkcija [ € F slabo invertibilan element ili ciklicki clement od F ako
postoji niz polinoma {P,} takav da vazi P,f — 1 kada n — co u odnosu na topologiju
prostora F. Ta definicija je motivisana ¢uvenom Beurlingovom teoremom o polinomi-
jalnoj aproksimaciji u prostorima Hardyja H? (0 < p < o0). Dokaz te teoreme pripada
Beurlingu (vidj. [B]) za slu¢aj Hilbertovog prostora H?, a za slucaj p > 0 Srinivasanu
i Wangu (vidj. [Ko]). Napomenimo da se na osnovu teoreme 1.5 (a), gl. 1, svaka
funkcija f € N* moze faktorisati kao

(1.1) 1(2) = B)S(2)F(2) = I,(2)F(2),

gdje je B(z) Blaschkeov proizvod u odnosu na nule od f(z), S(z) je singularna u-
nutragnja funkcija, a F7(z) vanjska funkcija, t].

S(z) = exp (— /02" H(z, et d/l,(t))

pri ¢emu je H(z,e') = (e + z)(e" — 2)7!, a p pozitivna singularna Borelova mjera na

I]‘ i
2m ) ! l,t
Py = xexp [ 1 e oglr (@ 57 )
0 2m

gdje je [A] = 1, f*(e) = lim,_; f(re') skoro svuda na T, log|/*| i (log* |/*])" pri-
padaju prostoru L(T). A
Obrnuto, svaki takav proizvod B(z)S(z)['(z) pripada prostoru Smirnova N*. Ako
je pri tome (log* |f*])? € L(T), tada je f € N?. Ukoliko je |f*|P € L'(T), tada je
fenr.
Po Beurlingovoj terminologiji funkciju I;(z) = B(2)S(z) nazivamo unulrasnjom, a
funkciju I7(z) vanjskom.

Teorema 1.1. (Beurling [Ko], gl. 4, pogl. 3). Neka je 0 < p < oo ¢ [ € H" bilo
koja funkcija s pripadnom faktorizacijom [(z) = I;(2)F(2) opisanom sa (1.1). Tada
vazi cl(Pf) = I;HP. Dakle, skup svih slabo invertibilnih elemenata u prostoru 17 sas-
loji se upravo od svih vanjskih funkcija.

Radi jednostavnosti, u cijeloj ovoj glavi najéesée éemo pisati N' umjesto N*. U
skladu s tim oznakama, napomenimo da na osnovu teorema 5.1 1 5.2, gl. 1, u odnosu
na metriku d, definisanom na N? (1 < p < c0) kao

27 . . ) do 1/p
4(r9)= ([ Qos (1417 o) 52)  foe
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N? obrazuje F-algebru. Osim toga, za svako f € NP vazi

(2.1)
(00 =l [ (tog(1 +17re")))" 51 = sup [ (log(1 +11re))

0<r<1

p d0
2

U prostoru N'(= N*) su na osnovu gornje faktorizacije invertibilni elementi upravo sve
vanjske funkcije, dok na osnovu faktorizacione teoreme 1.5 (b) za klase N? (1 < p < oo)
vidimo da to ne mora biti sluc¢aj za te prostore. Slijedeéi rezultal Mochizukija daje
karakterizaciju vanjskih funkcija u smislu aproksimativnog inverza. Neka je [ € N7
(1 < p < 00). Ako postoji niz {fn} C N? takav da f,f — 1 u prostoru N7, tada ¢emo
{/n} zvati aproksimativnim inverzom funkcije f. Tada vazi slijedeéi rezultat.

Teorema 1.2. ([Moc], teorema 2). Neka je f € N? (1 < p < o0). Tada je f
vangska funkcija ako t samo ako f ima aproksimativni inverz.

Sada smo u moguénosti da dokazemo N”-analogon Beurlingove teoreme 5.1 za pro-
store NP.

Teorema 1.3. (Beurlingova teorema za klase N?). Neka jel <p<ooi f € N? sa
faktorizacijom f = BSF = I F opisanom sa (1.1). Tada vazi cl(Pf) = BSI = I,1I".
Preciznije, skup BSN? = I;N? = {lg : g € NP} ¢ini zatvorenje skupa Pf u NP u
odnosu na topologiju od N” odredjenu pripadnom metrikom d,,. :

Dokaz. Stavimo f,(z) = f(rz) za0 <r < 1. Tada na osnovu leme 4.1, gl. 2, [, — [
u prostoru N? kada r — 17. Odatle i iz ¢injenice da se f, moze na osnovu Rungeove
teoreme ravnomjerno aproksimirati polinomima na zatvorenom krugu D : |z| < 1,
neposredno slijedi da skup svih polinoma P ¢ini gust podskup od NP (vidj. teorema
54, gl. 1).

Uzmimo ¢ € cl(Pf). To znadi da postoji niz {P,} polinoma takav da P,f — ¢
u N? kada n — oco. Kako je na osnovu teoreme 1.4, gl. 1, [I*(e?)] = 1 skoro svuda
na T, slijedi da je d,(P. I, PcI") = dp(Pnf, Prf) — 0 kada n,k — oo. Prema tome,
zbog kompletnosti prostora N?, P, I” konvergira ka nekoj funkciji h € N?. Dakle, zbog
neprekidnosti mnozenja u N?, vidimo da je P,JI'I — hI u N” kada n — oco. Stoga
funkcija ¢ = hI pripada prostoru IN?, odakle slijedi cI(Pf) C INP. Obratno, pret-
postavimo da je ¢ € INP? pa uzmimo ¢ = hl za neko h € N?. Ako je p > I, na
osnovu teoreme 1.2 postoji niz {f,} C N? takav da [, — 1 u N?. Ako je p = 1,
stavimo f, = 1/F' € Nt za svako n € N. Zatim odaberimo dva niza {R,} i {Q.}
polinoma iz P tako da R, — f, = 01 @, — h u N? kada n — oo. Opet na osnovu
neprekidnosti mnozenja u N? slijedi da R, [" — 11 R,Qnf = R.Q.FT — hl u N?
kada n — oo. To pokazuje da g pripada skupu cl(Pf), sto povlagi ITN? C cl(P/[).
Stoga je IN? = cl(Pf), ¢ime je teorema dokazana.

Za bilo koju funkciju f € N?; oznagimo sa P[f] zatvorenje vektorskog potprostora
od N? generisanog funkcijama 2™ f(z),n =0,1,2,....
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Teorema 1.4. Za svako 1 < p < oo vazi P[f] = cl(Pf). Dakle, skup P|f] sasloji

se od svih funkcija iz N” koje se mogu aproksimirati polinomijalnim visckratnicima od

f

Dokaz. Ocito je P[f] C cI(Pf). S druge strane, kako je P[f] vektorski prostor, vazi
Pf C P[f], odnosno zbog zatvorenosti od P[f], imamo cl(Pf) C P[f]. To dokazuje

tvrdjenje teoreme.

Za unutrasnju funkciju 7y s pridruzenom singularnom mjerom r(t) kazemo da je
djelilac druge unutrasnje funkcije I sa pridruzenom singularnom mjerom p(t) ako
je funkcija I,/I; takodje unutrasnja funkcija. Na osnovu jedinstvenosti faktorizacija
unutrasnjih funkcija, to je ocito slucaj ako i samo ako je svaka nula od /; ujedno i
nula od I, (sa istom ili vecom kratnoscu) i osim toga mjera (1) — u(t) je pozitivna.
Koristeci navedene oznake i pojmove dobijamo dvije neposredne posljedice teoreme 1.3.

Posljedica 1.5. Za svaku funkciju [ € N? s pridruZenim unulrasnjim faklorom I,
vazi P[f] = PlIy]. Ako vaz P[I;] = P[I,] za neke dvije funkcije f,g € NP, tada je
I3 = Ly,

Dokaz. Prvo tvrdjenje nepostedno slijedi iz teorema 1.3 i 1.4 Ako vazi P[I;] = P[1,],
tada opet na osnovu teorema 1.3 1 1.4 slijedi I;N? = I,N?. Odavde, na osnovu jedin-
stvenosti faktorizacije za klase N?, zaklju¢ujemo da je Iy = I,.

Posljedica 1.6. Neka je 1 < p < oo 1 neka su f,g € NP funkcije sa unulrainjim
faktorima Iy i I,, respektivno. Tada je g € P[f] ako i samo ako je I; djelilac od I,.

Dokaz. Jz pretpostavke g € P[f] i na osnovu teorema 1.3 i 1.4 dobijamo g €
c(Pf) = I;H?, odakle slijedi da postoji funkcija h € N? takva da vazi g = I/h.
Stavimo h = I4H i g = I,G, gdje su H i G redom vanjski faktori funkcija A 1 g.
Odavde slijedi da je I,G = I /I, H. Na osnovu jedinstvenosti faktorizacije dobijamo
I, = I;1Ty, odakle vidimo da je I; djelilac od I,. Obrnuto, neka su f,g € NP tako da
je Iy djelilac od I,. To znaci da postoji unutrasnja funkcija I takva da je 1, = I/].
Stavimo g = I,G, gdje je G vanjski faktor od g. Tada je ¢ = I;IG, pa na osnovu
teoreme 1.3 vidimo da ¢ pripada skupu cl(P f), odnosno skupu P[f]. Time je tvrdjenje
dokazano.

Posljedica 1.7. Neka je 1 < p < oo. Tada za svaku unutrasnju funkciyu I vazi
Pl = INP,

Dokaz. Tvrdjenje neposredno slijedi iz teoreme 1.3 i posljedice 1.5.
Posljedica 1.8. [Funkcija f € NP je slabo invertibilan (ciklicki) element od N7

ako 1 samo ako je f vanjyska funkcija. Drugim rijecima, glavni ideal f NP generisan sa
[ € N? je gust u N? ako 1 samo ako je [ vanjska funkcija.



Dokaz. Neposredno slijedi iz teoreme 1.3 i jedinstvenosti faktorizacije za funkcije
iz klase NP.

5.2 Invarijantni potprostori prostora /NP

Neka S oznacava operator mnozenja sa z na prostoru N? (1 < p < o0), tj.
(Sf)(z) = 2f(2), feN’zeD.

Operator S naziva se desni $ift ili unilateralni $ift. Naziv potice iz razloga sto taj
§ift pomjera za jedno mjesto udesno Taylorove koeficijente funkcije f. Za zatvoren
potprostor F£ od N? se kaze da je invarijantan (u odnosu na S) ako iz f € E slijedi da je
zf(z) € E, tj. ako vazi zE C E. Beurlingova teorema o invarijantnim potprostorima za
Hardyjeve prostore H? (0 < p < o0) (vidj. [Gam], str. 132) tvrdi da svaki invarijantan
potprostor od H? ima oblik I H?, gdje je I unutrasnja funkcija. Dakle, postoji uzajamno
jednoznacna korespodencija izmedju unutrasnjih funkcija i invarijantnih potprostora od
HP. Koristeci taj rezultat, u ([RS1], teorema 2) je dokazan analogan rezultat za klasu
Smirnova N*t. Odgovarajuéi rezultat za prostore N? (1 < p < o0) ¢e neposredno biti
dobijen iz slijedeceg rezultata Mochizukija i naredne leme.
Za funkciju f € N? ozna¢imo sa fN? glavni ideal generisan sa f, 1].

fN? ={fg: g€ N"}.

Teorema 2.1. ([Moc], teorema 4). Neka je M zatvoren ideal od NP koji nije
identicki jednak nuli. Tada postoji jedinstvena (modulo konstanta) unutrasnja funkcija

I takva da je M = INP.
Lema 2.2. Zatvoren polprostor If od N? je invarijantan ako i samo ako je on ideal.

Dokaz. Neka je PE = {Pf: P € P,f € NP}. Ako je zatvoren potprostor [/
ujedno ideal, tada ocito iz f € I slijedi da je 2f(2) € E, tj. vazi 2zE C E. Dakle, I/
je invarijantan potprostor od N?. Obratno, pretpostavimo da je E invarijantan pot-
prostor od NP. Uzmimo proizvoljne f € N? i g € E. Posto su na osnovu teoreme 5.3,
gl. 1, polinomi gusti u N?, to postoji niz polinoma {P,} C P takav da P, — f u N”.
Odatle i iz neprekidnosti mnozenja u N?, slijedi P,g — fg u N?. Dakle, fg € cl(PE),
§to zbog invarijantnosti od E daje fg € E. Stoga je E ideal od N?, ¢ime je dokaz leme
zavrsen.

Teorema 2.3. Svaki invarijantan potprostor EE od NP ima oblik £ = IN? za neku
unutrasnju funkciju I. Obrnuto, za bilo koju unutrasnju funkciju I, skup I NP ¢ini in-
varyantan potprostor prostora NP.

Rokar, Prvi dio tvejenjn alijadi neposredno 12 teoreme 2,1 1 leme 2,2, S druge strane,

ako je I unutradnja funkcija, buduéi da je na osnovu teoreme 1.4, gl. 1, [I*(e")] =1
skoro svuda na 7', dobijamo d,(1f,0) = d,(f,0) za svako f € N?. Dakle, mnoZenje sa
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I je izomelrija prostora NP, te je stoga I NP zatvoren ideal od N?. Odatle i na osnovu
leme 2.2, zakljuéujemo da je I N? invarijantan potprostor od N?.

Napomenimo da se slaba topologija u prostoru NP uvodi na uobi¢ajen nacin. Za
bazu okoline nule u N? uzimaju se svi mogudéi skupovi oblika

B(drs-.. duie) = (f €N i)l <e,i=1,...,n),

gdje su m € N ie > 0 proizvoljni, a ¢1,...,¢, € (N?)* bilo koji neprekidni lin-
earni funkcionali na prostoru N?. Za proizvoljan podskup F od NP, oznacimo sa [I7]
zatvorenje od F' u N?, a sa [F], zatvorenje od E u odnosu na slabu topologiju od N7.
Lako se pokazuje da je slaba topologija slabija od inicijalne topologije indukovane na
N? metrikom d, i da je [F], zatvoren podskup od NP. Osim toga, kako na osnovu
posljedice 4.6, gl. 2, N? ima separativno svogstvo (razdvajajudi dual), slaba topologija
na N7 je lokalno konveksna i takodje Hausdorffova (vidj. [DRS], str. 58).

Za. vektorske prostore (jos uopstenije za konveksne podskupove od N?) postoji druga
ckvivalentna karakterizacija slabog zatvorenja koju ¢emo mi ovdje koristiti (vidj. [DRS],
str. 54). Slaba topologija na N? je lokalno konveksna i na osnovu ([KNJ, str. 154,
posljedica 17.3) linearan funkcional na N? je slabo neprekidan ako i samo ako je on
neprekidan u odnosu na metricku topologija na N? datu metrikom d,. Stoga se [F],
sastoji od svih funkcija f € N? koje ne mogu biti razdvojene od F nijednim lincarnim
funkcionalom iz (topoloskog duala) (N?)*. Naime, na osnovu ([KN], str. 154, tvrdjenje
17.1) u svakom lokalno konveksnom topoloskom vektorskom prostoru konveksan skup
[) je zatvoren ako i samo ako je slabo zatvoren, ili ekvivalentno, ako i samo ako svaka
tacka koja mu ne pripada moze bili razdvojena od toga skupa pomocéu nekog linearnog
[unkcionala. U slu¢aju da je £ vektorski potprostor, to znaci: f € [F], ako i samo ako
je #(f) = 0 za svaki funkcional ¢ € It gdje je L+ skup svih funkcionala ¢ € (N7)”
koji se anuliraju na . Otuda neposredno dobijamo slijedeéi rezultat.

Lema 2.4. Zatvoren polprostor od NP ima separalivno svojstvo ako 1 samo ako je
slabo zatvoren.

Lema 2.5. Za svaku unutrasnju funkciju I, slabo zatvorenje invarijaninog potpros-
tora I NP je takodje invarijantan poiprostor.

Dokaz. Pretpostavimo f € [IN7], i ¢ € (IN?)*:. Potrebno je dokazati da funkcija
zf(z) pripada slabom zatvorenju od IN?, tj. da je ¢(zf) = 0. Definisimo linearan
[unkcional ¢; na N? kao

¢1(f) = d(zf), [e€N”.
#(I1zg) = 0 za svako g € N?, vidimo da je ¢; € (IN?)*. Otuda
= 0, odnosno ¢(zf) = 0, sto je i trebalo dokazati.

Kako je ¢1(/g) =
slijedi da je ¢1(f)

Teorema 2.6. Neka je 1 < p < oo. Za svaku unulrasnju funkciyu I poslon
jednoznacno odredjena unutrasnja funkcija I, za koju vazi

[IN?), = I,N?.
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Osum toga, J = 1]/1, je takodje unutrasnja funkcija.

Dokaz. Na osnovu leme 2.5, [IN7], je invarijantan potprostor za bilo kojn u-
nutrainju funkciju 7. Otuda i iz teoreme 2.3 slijedi da postoji unutrasnja funkcija 7,
takva da vazi

(2.1) [IN7),, = I,N".

Jednoznaé¢nost pripadne funkcije 1, slijedi neposredno iz jedinstvenosti faklorizacije za
klasu N”. Konaéno, uzimajuéi u obzir da je slaba topologija slabija od inicijalne na N7,
dobijamo IN? = [IN?] C [IN?],, §to na osnovu (2.1) daje IN? C I,N™. 1z te inklnzije
neposredno slijedi da je J = I/, unutrasnja funkcija, ¢ime je teorema dokazana.

5.3. Slabo zatvorenje ideala u prostorima /N7

Na osnovu teoreme 2.1 svaki zatvoren ideal od N? koji nije identicki jednak nuli je
glavni ideal generisan nekom unutrainjom funkcijom. U ovom poglavlju pokazujemo
da postoje takvi ideali ¢ije je slabo zatvorenje u N? jednako cijelom tom prostoru.
Dajemo tri ekvivalentna kriterijuma da bi slabo zatvorenje ideala od N? generisanog
unutrainjom funkcijom bilo jednako N”. Osim toga, za posebne klase takvih un-
utrasnjih funkcija pokazujemo da njima generisan ideal ima separativno, odnosno i
Hahn-Banachovo svojstvo.

Napomenimo da prostor I? funkcija holomorfnih na D, uveden u gl. 3, pogl. 1, sa
pripadnom familijom polunormi {||| - |||5.c}e>0 definisanom sa

1
(3.1 M lpe =/ exp (—e(l — r)~'/7) max |f(2)|dr, [€I?, ¢>0,
0 z|<r

¢ini Iréchetovu algebru i osim toga I'? je I'réchetov omotac prostora N? (vidj. teoreme
1.4 1 2.7 iz gl. 3). Nadalje, na osnovu teoreme 4.4, gl. 3, prostori N? i I'? imaju isti
dual (N?)" = (F?)* u skupovnom i topoloskom smislu.

Za bilo koji podskup E od NP oznacimo sa [F] zatvorenje od £ u N”, sa [F],
zalvorenje od F u odnosu na slabu topologiju od N7, a sa [[Z]p» zatvorenje od £ u
odnosu na topologiju od I'? datu familijom polunormi (3.1). Tada vazi shjedece tvrd-
jenje.

Teorema 3.1. Ako je IV vektorski potprostor (ili konveksan podskup) od NP, tada
vazi

(3.2) [E]o = [E]r» 0 N”.

Dokaz. Na osnovu ([KN], str. 154, tvrdjenje 17.1) potprostor (ili konveksan pod-
skup) lokalno konveksnog topoloskog vektorskog prostora je zatvoren ako i samo ako
je slabo zatvoren. Stoga se [I]p» sastoji od svih funkcija [ € [? koje ne mogu biti
razdvojene od [ nijednim neprekidnim linearnim funkcionalom iz (F7)*. Kako je na
osnovu teoreme 4.4, gl. 3 (N?)* = (F?)*, zaklju¢ujemo da se skup [E]r» N N7 sastoji
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od svih funkcija f € NP koje ne mogu biti razdvojene od E nijednim neprekidnim
linearnim funkcionalom iz (N?)*. To je upravo skup [[]., §to je i trebalo dokazali.

Posljedica 3.2. Ako je M proizvoljan ideal u NP, tada su [M] i [M], takodje
ideali uw N7,

Dokaz. Da je [M] ideal u N7 slijedi neposredno iz neprekidnosti mnozenja u N?.
Takodje, kako je mnozenje u F'? neprekidno i kako je na osnovu teoreme 1.5 (a), gl. 3,
N? gust potprostor od I, zakljucujemo da je [M]ps isto ideal u F'?. Dakle, na osnovu
(3.2), teorema 3.1, slijedi da je [M],, ideal od NP.

lTako slaba topologija od N? nije metrizabilna, slijedeéa posljedica pokazuje da
barem za vektorske potprostore (vise uopiteno za konveksne podskupove) od N? nji-
hovo slabo zatvorenje moze biti opisano preko adjungovanih graniénih vrijednosti ni-
zova.

Posljedica 3.3. Ako je I vekiorski polprostor (ili konveksan podskup) od NP, tada
se svaka funkcija iz slabog zatvorenja od Y moZe prikazali kao slaba graniéna vrijednost
nekog niza elemenata iz .

Dokaz. Uzmimo f € [F],. Tada je na osnovu teoreme 3.1 f € [E]p», pa stoga
postoji niz {f,} u E takav f, — f u prostoru I?. Otuda slijedi da f, — [ slabo u
prostoru [7 a samim tim i f, — [ slabo u prostoru NP.

Posljedica 3.4. Neka je [ unulrasnja funkcija. Za svako fiksno p > 1 slijededa (71
tordjenja su ekvivalentna.

(1) I N7}, = N7,

(i1) IN? je gust podskup od F7.

(i11) IF™ je gust podskup od I'".

Dokaz. (1) (ii) slijedi neposredno iz teoreme 3.1.

(i1)=>(iii) je ocito, uzimajuéi u obzir da je IN? C I[P

(111)=>(ii). Uzmimo f € FP?. Tada na osnovu (ii) postoji niz {[,} u F? takav da
Ifn — fuprostoru I'7. Buduéi da je na osnovu teoreme 1.5 (a), gl. 3 N? gust podskup
od I'?, to postoji niz {g,} u N? takav da f, —g¢, — 0 u prostoru I"?. Odatle, na osnovu
neprekidnosti mnozenja u I'? zaklju¢ujemo da I f,, — Ig, — 0 u ['?, odnosno Ig, — f
u I'?. Dakle, f pripada zatvorenju od IN? u I'?; odakle slijedi (ii).

Ako je T neprekidan linearan operator na prostoru N?, tada se adjungovani operalor
T* definise na prostoru (N?)* na uobi¢ajen nacin kao

(T*O)(J) = @(T]), we(N"),f €N
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Lema 3.5. Svaki neprekidan linearan operator I, na NP je ujedno i slabo nepreki-
dan.

Dokaz. Pretpostavimo f, — [ slabo, tj. (fa) = ¥(f) za svako 3 € (N?)*. Tada

| P(Lfa) = (L°9)(fa) = (L"o)(f) = o(Lf),

sto dokazuje tvrdjenje nase leme.

Sada smo u moguénosti da dokazemo slijedeéi rezultat. Prethodno napomenimo da
potprostor od N” ima separativno svojstvo ako i samo ako je slabo zatvoren. Osim
toga, kazemo da zatvoren potprostor od F od N? ima Hahn-Banachovo svojstvo ako
se svaki neprekidan linearan funkcional definisan na proizvoljnom zatvorenom potpros-
toru od ¥ moZe po neprekidnosti prosiriti na cijeli prostor £. Na osnovu posljedice
5.3, gl. 2, nijedan prostor N” nema Hahn-Banachovo svojstvo.

Teorema 3.6. Neka je I proizvoljna unulrainja funkcija. Tada vaze slijededa tvrd-
jenja.

(i) Ako ge I konacan Blaschkeov proizvod, lada prostor [N posjeduje i separativno
© Hahn-Banachovo svojstvo.

(i1) Ako je I proizvoljan Blaschkeov proizvod, tada prostor INP posjeduje separa-
tivno svojstvo.

(iii) Ako prostor IN? ne posjeduje separativno svojstvo i ako je J bilo koja u-

nutrasnja funkcija, tada ni prostor I.J NP ne posjeduje separalivno svojstvo.

Dokaz. (i) Ako je I konacan Blaschkeov proizvod, tada prostor IN? ima konaénu
kodimenziju. Stoga, (i) neposredno slijedi iz trivijalne ¢injenice da u proizvoljnom
topoloskom vektorskom prostoru svaki zatvoren potprostor konacne kodimenzije pos-
jeduje i separativno i Hahn-Banachovo svojstvo.

(ii) Ako je I Blaschkeov proizvod i [ ¢ I NP, tada se ili funkcija [ ne ponistava u
nekoj od nula od 7, ili f ima nulu od I koja je veée kratnosti od iste u 7. Uzmimo u
oba slucaja da se radi o nuli € € D, s time da je u drugom sluc¢aju € nula od [ kratnosti
n, a samim tim kratnosti > n + 1 za funkciju f. U prvom sluéaju definisimo linearan
funkcional d¢ na N? kao 6¢(f) = f(£), f € NP. Tada je na osnovu posljedice 4.5, gl.
2, funkcional é; neprekidan na N?. Osim toga, o¢ito vazi 8¢(g) = 0 za svako g € TN? i
6¢(f) # 0, pa otuda slijedi da je § trazeni razdvajajuéi linearan funkcional. U drugom
slu¢aju definisimo linearan funkcional 6§n) na NP kao 5§"')(f) = fi=)(¢), f € N?. Tada

je na osnovu posljedice 4.8, gl. 2, funkcional 6§") neprekidan na N?. Dalje, potpuno

istovjetno kao u prvom slu¢aju zaklju¢ujemo da je 62") zeljeni razdvajajudi funkcional.
(i11) Pretpostavimo da za neku unutragnju funkciju J prostor I.J N? ima separalivno
svojstvo, tj. da vazi

[FJN?), = TN,

Na osnovu pretpostavke, prostor I/ N? nema separativno svojstvo, odnosno nije slabo
zatvoren. To znaci da je I # I, gdje je I, unutrasnja funkcija iz teoreme 2.6 ove glave
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pridruzena funkciji I za koju va?i
(TN, = L NP

Dakle, IN? je slabo gust potprostor od I, NP, pa na osnovu leme 3.5 zakjucujemo da
je JIN? slabo gust potprostor od JI,N”. Stoga dobijamo

TIN? = [ F NP, = . Jd Pl B LI NP 5 T NP,

Kako je zbog I # I, zadnja inkluzija prava, dobijamo kontradikciju, §to dokazuje
tvrdjenje (iii). Time je teorema u potpunosti dokazana.

5.4. Slabo gusti ideali u prostorima N?

Posljedica 1.8 iz ove glave tvrdi da glavni ideal [ N?, generisan funkcijom [ € N7 éini
gust. podskup od N? ako i samo ako je f vanjska funkcija. Motivisani tom ¢injenicom,
za unutrasnju funkciju I kazemo da je slabo wanjska funkcija ako je ideal TN? slabo
gust podskup od N?. To je na osnovu teoreme 2.6 ispunjeno ako i samo ako je I, = 1,
gdje je I, jednoznaino odredjena unutrasnja funkcija za koju vazi [IN?], = I,N7.
Na osnovu teoreme 2.1 ove glave, za svaki zatvoren ideal M od N? koji nije identicki
jednak nuli postoji jedinstvena (modulo konstanta) unutrasnja funkcija I takva da je
M = I NP, Dakle, zatvoreni ideali u N? su upravo glavni ideali generisani unutrasnjim
funkcijama. Buduéi da na osnovu teoreme 5.2, gl. 2, prostor N? nije lokalno konvcksan,
moguce je da neki zatvoreni ideali od N? Cine slabo guste podskupove od N?. U vezi
s tim, za unutrasnju funkciju 7 kazemo da je slabo unutrasnja funkcija ako je ideal
IN? slabo zatvoren u N”. To je na osnovu teoreme 2.1 ispunjeno ako i samo ako
je I = 1I,. U ovom poglavlju dokazujemo da je svaka singularna unutrasnja funkcija
njedno i slabo vanjska funkcija. Za dokaz glavnog rezultata uvodimo treé¢u familiju
polunormi u prostoru I'? (1 < p < c0).

Napomenimo da je za dato p > 1, na osnovu teoreme 1.3, gl. 3, familija polunorm:
{Il- Np.c}eso definisana pomoéu (3.1) ove glave ekvivalentna sa familijom {|| - ||,.c}esc
datom na [P pomocu formula

oo
(1.1) 1fllpe =3 lanlexp (—en®0) | fe 77, e >0

n=0
U ovom poglavlju, radi kratkole zapisa, pisa¢emo ||| - |||c umjesto ||| - |||;,c. Za svako
¢ > 0 definisimo na prostoru I'? funkciju || - || kao

~ 1 i0y2 = R
(1.2) i = (;/ D|f(re )|° exp ((—l_———r—y—/”) rdrdO) , feTr.

Koristeci integralnu nejednakost Minkowskog, lako se dobija da za svako ¢ > 0 funkcija
|I-lI> zadovoljava nejednakost trougla. Kako je osim toga svojstvo homogenosti ocigledno,
slijedi da je || - || norma na prostoru I?. Slijedeca lema pokazuje da je familija
(polu)normi {|| - ||>’}es0 na prostoru F'? ekvivalentna sa familijom {|| - ||p.c}es0 datom
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a (4.1), a samim tim i sa familijom {]|| - |||5.c}e>o datom sa (3.1).

Lema 4.1. Neka sup > 1 1c> 0 proizvolini fiksirani realni brojevi. Tada postoje
konstante A = A(c,p) i B = B(c,p) koje zavise samo od p i c takve da vazi

(1.3) IS < Allflles, € FP,
(4.4) Iflle < BISIG, [ €F7,

gdje je e = L2 iy = (-ﬁ) . Dakle, familije {|| - |l.}e>0 i {I| - 17 }es0 definisu
istu topolosku strukturu na prostoru I'P.

Dokaz. Neka je f € F? funkcija s Taylorovim razvojem

[2) =3 ane

n=0

0= [ feotyor (2 e

Tada na osnovu ([St2], str. 146), postoji ng € N takvo da za svako n > ng vaii

Stavimo

1 —
(4.5) /GXP <(T—-A)—1/—p> r"drZexp(—6)\”/(”+’)n‘/(”“)).
0 i
Kako je
5 1 2 pl =i g
ed = = Nf(re?)exp ( —— | rdrd0
(1) 7r./0 ! (re)f(re )OXP<(1—7~)1/P) rdr
_ 2 = 2 : 2n+1 L
N 7;0'“’”' (/ e o) ) 4

to na osnovu (4.5) za c; > 0 dobijamo

(Hf||c~2)2 > 22|an|2exp(—G(CZ)P/(PH)(Zn+1)1/(p+1))

= & Z |an|* exp (—6(ca)™ P+ (3n)/ (P41
n=0

Buduéi da je na osnovu Cauchyjeve nejednakosti

= 2
(flle)* = <Z|0n|CXP —cn /("H)))
n=0
< (Smroraren) (Son(aten)
n=0 n=9
= D Z|an| m{p —cn /(”Jr]))),
n=0
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gdje je je D < 400, pa stavljajuéi ¢ = 6(3(c2)”)1/(p+1)

nakosti dobijamo

, na osnovu gornje dvije nejed-

U12)7 = 2 (1.

= e y . ’
Dakle, za konstante B = /D /2 i c; = (3—(%7—:—,7) koje zavise samo o ¢ i p vazi

I/1le < BISIIZ

S druge strane, imamo

ey = (5 [ seenieemon (=5 rarao)
([ en ()

Kako je na osnovu ([St2], str. 145)

—c
n _ Pl (p+1) 1/ (p+1)
rexp<(]_r)1/p>§exp( c n ), b<r<«l,

iz gornje nejednakosti dobijamo

~ 5 P/ (p+1) 2
(I712) < 22:(MJem)(_ : Muﬁﬂ>>
n=0
= 2(I/ll)",

za konstantu ¢; = ¢”/(P*1) /2. Stavljajuéi A = /2, gornja nejednakost postaje
I < Al 72 svako [ € I

Time je dokaz leme zavrien.

Napomenimo da je modul neprekidnosti w, kona¢ne Borelove singularne mjere . na
jedini¢noj kruznici T' definisan kao funkcija

wa(8) = sup u() (5> 0),
[1]<8

gdje se supremum uzima po svim lukovima od T ¢&ija je Lebesgueova mjera (duzina)
mi[) = |I] < 8.

Primijetimo da iz uslova w,(§) = O(9) slijedi da je mjera p apsolutno neprekidna
u odnosu na standardizovanu Lebesgueovu mjeru m na T'. Osim toga, poznato je da
postoje pozitivne singularne mjere sa unaprijed zadanim modulom neprekidnosti viseg
reda od O(6); npr. s modulom neprekidnosti w,(6) = o(élog ), koji je koriséen u
dokazu teoreme 5.2, gl. 2. Slijedec¢a lema nam je neophodna u dokazu teoreme 4.3.
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Lema 4.2. Neka je

S(z) = exp (_ /02" H(z,e“)d;:.(i.))

singularna unutrasnja funkcijo, gdje je H(z,e™) = (e + 2)(e* — 2)~, a p pozilivna

-
singularna Borelova mjera ¢iji je modul neprekidnosti wy(h) =0 (h%) Tada vazi

(4.6) |S(re)] > exp (—0 (W)) , 0<r<l.

Dokaz. Ocito vazi relacija

(4.7) —log |S(re')| = /0 y P(r,0 —t)du(t),

-gdje je
1=y e a0
I —2rcos(0 —t) + r?’ it

Poissonovo jezgro. Kako je sinz > (2/7)z za svako 0 < z < /2, imamo

P(r,0 —t) = RH(z,e") =

=k

1—=2rcos(@ —t)+7> = (1—r)?+4rsin® :
> (1~-r)4+ (4/7r2) (0 — t)z.

Posto je za r > Z otito (472/x%)r(0 —t)* > 2(1 — r)(0 — )

10 —t] < 27 ocito 91(1 — 7)® > 2(1 — 7)(# — )2, dobijamo da je
2((1=rP+ (1 —r)(0-1)%) <93((1 —r)° +4/7%r(0 — 1)),

sto na osnovu gornje nejednakosti daje

2 zbog

y @ zaT < %

2(1 =)
Ple. 0 —#
(r, ) 1 —2rcos(0 —t) +r?
93(1 —r) i

Z2=re .

T (I=r)2+(0-1)%

Za korak h = 27 /n na osnovu zadnje nejednakosti, (4.7) i uslova w,(h) = o (/LP;_](_)

nase leme dobijamo

(4.8) —log|S(re)| < Cio (hpl%l) S max {( Joal. } .

—kh<i<(knn | (1 - r)? + (0 — t)?

Buduéi da se za svako @ € [0,27], sa izuzetkom pocetne vrijednosti od k, gornji mak-
simumi dostizu u krajnjim tackama pripadnih intervala [kh, kh 4 k], desna strana od
(4.8) je odozgo ogranicena sa

n—1
p=1 1 1 el i
(4.3) Cao () (1 Tt kZ (1-r)+ k%?) '




Uzimajuci 6 =1 —r, n = [§7'] (najveée cijelo od §), imamo C38 < h < C,6 i stoga je
izraz (4.9) manji ili jednak od

Cso (8%5) (5—1 +5-'i 1 jp) < Coo (877),
k=0

odakle na osnovu (4.8) neposredno slijedi

IS(re?)| > exp (—o ((—1_1—)7)) |

§to i predstavlja relaciju (4.6) nase leme.

Na osnovu teoreme 2.1 glavni ideal od N” je gust u N? ako i samo ako je generisan
vanjskom funkcijom. Slijedeca teorema daje nepotpunu karakterizaciju slabo gustih
ideala prostora N?. Napomenimo da za podskup od NP kazemo da je slabo gust u N?
ako je gust u odnosu na slabu topologiju od NP.

Teorema 4.3. Neka je M zalvoren ideal od N” koji je slabo gust podskup od N7.
Tada je M glavni ideal generisan nekom singularnom funkcijom. Obratno, ako je S,
singularna unutrasnja funkcija sa pridruzenom mgjerom p ¢éiji je modul neprekidnosti

wu(h) =0 (hg;_l), tada je ideal S,N? slabo gust w N, tj. S, je slabo vanjska funkcija
od NP.

Dokaz. Neka je M zatvoren ideal u odnosu na metricku topologiju od N” koji je
slabo gust podskup od N?. Tada na osnovu teoreme 2.1 postoji jedinstvena (modulo
konstanta) unutrasnja funkcija I takva da je M = IN?. Pretpostavimo da funkcija [
ima barem jednu nulu, tj. da je I(2) = B(2)S(z), gdje je B(z) netrivijalan Blaschkeov
faktor od I(z), a S(z) singularni unutradnji faktor od I(z). Neka je ¢ proizvoljna nula
od B(z). Kako je na osnovu teoreme 4.5, gl. 2, funkcional §¢ definisan kao &(f) = f(£)
(f € N?), neprekidan na N?, to zbog slabe gustoce od M mora postojati niz {f,} C NP
takav da vazi §¢(Bf,,) — 8¢ (1) kada n — oco. To drugim rije¢ima znaci B(€)[.(¢) — 1
kada n — o0, sto zbog uslova B({) = 0 daje 0 = 1. Ta kontradikcija pokazuje da [
mora biti singularna unutrasnja funkcija, tj. I(2) = S(2).

Obratno, pretpostavimo da je S, singularna unutrasnja funkcija sa pridruzenom

singularnom mjerom g ¢iji je modul neprekidnosti jednak w,(h) = o (h » ) Na osnovu

(i) (ii), posljedica 3.4, dovoljno je dokazati da je IN? gust podskup od I'P. Uzimajudi
u obzir da je F? Fréchetova algebra u kojoj je skup svih polinoma P gust, to je e-
kvivalentno sa ¢injenicom da je skup PN? = {Pf: P € P, € N”} gust podskup od
F?. Kako su na osnovu leme 4.1 familije (polu)normi {|| - ||~ }es0 1 {|| - llc}e>0 definisane
pomocu (4.1) i (4.2) respektivno, medjusobno ekvivalentne, dovoljno je dokazati da
je PN? gust podskup u svakom normiranom prostoru (F? || - ||>") za ¢ > 0. Uzmimo
proizvoljnu konstantu ¢ > 0. Na osnovu pretpostavke teoreme postoji 0 < p < 1 tako
da za minimum modula m(|z]) = minj,|=, |S,.(2)| od S, vrijedi

= P

~
4

(4.10) m(|z]) > |S(2)| > exp <—4—(1_——C]7|)17> , 74
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Oznacimo sa p, n—te Cesarove sume (n-te aritmeticke sredine) parcijalnih suma Tay-
lorovog reda funkcije 1/5,(z). Tada p.(2z) — 1/S,(z) ravnomjerno na kompaktnim

podskupovima od D, pa tim vise vazi p,(2) — 1/S5,(2) za svako z € D. Na osnovu
([L]; Kap.1, teorema 1, str. 22]) vazi

max |pn(2)| < max

|zl=r lzl=r |S,(2)]’

odakle na osnovu (4.10) neposredno dobijamo

1 e
4.11 i e <e e 73, > p,
A1) el S s S e (=) b2
odnosno
(4.12) max |p,(2)] < : < ( 2 ) |z] <
; & < < exp | = za |z
= m(|z]) PN\ =T i

i za neku pozitivnu konstantu ¢’. Kako je na osnovu teoreme 1.4, gl. 1, | ]
za svako z € I, na osnovu nejednakosti (4.11) i nejednakosti (z + y)2 < 2(|z|% + |y|?)
dobijamo

1= ma(a)Su(eF oxp (~ =

< 2pa(2)| exp (-W) o <—ﬁ——lc_zl)7/_”>

C (6
< 2 _— > ———— 7 =
< 2o (g ) + 2o () W2e

odnosno na osnovu nejednakosti (4.12)

1= pDSuPexp (o)

IA

2P (=) + 200 (=)

Iz gornje dvije nejednakosti zaklju¢ujemo da je niz funkcija {f.} definisan kao

top () €

odozgo ogranicen sa funkcijom koja je integrabilna na D u odnosu na normalizovanu
povisinsku Lebesgueovu mjeru rdrd@/n. Bududi da za svako z € D vazi [,(z) — 0

fa(z) =1 - Pa(2)Su(2)

106



kada n — o0, na osnovu Lebesgueove teoreme o dominiranoj konvergenciji za konstantu
¢” = min{£,c'} dobijamo da niz

(“PnSu - 1”:)2

Lo if 02 €
= ;/0 A Il —pn(re )S,L('I'C )l eXp <_(1——WT)_1./—P> rdrd0

konvergira nuli kada n — oco. Dakle, ||p,S,—1||> — 0 kada n — oo, odnosno p,S, — 1
kada n — oo. To pokazuje da je skup S,N? gust u normiranom prostoru (F?,|| - ||7),
¢ime je teorema dokazana.

Komentar. U ([S1], teorema na str. 122) J. H. Shapiro daje skraé¢eni dokaz tvrdjenja
da je zatvoren ideal prostora Smirnova N* slabo zatvoren ako i samo ako je generisan
singularnom unutrasnjom funkcijom. U radu ([S], teorema 3) F. A. Shamoyan dokazuje
jacu tvrdnju, odnosno dokazuje da je svaka singularna unutrasnja funkcija S ujedno
i slabociklicki element prostora N*. To znagi da postoji niz polinoma {P,} takav da
vazi
(4.10) lim ¢(P,5) = ¢(1)
za svaki neprekidan linearan funkcional ¢ na prostoru N*. Dok niz {P,} ne zavisi
pojedinacno od funkcionala ¢, pojam slabo gustog ideala podrazumijeva da za svaki

linearan funkcional ¢ na N* postoji niz funkcija {f,} koji zavisi od ¢ za koji vrijedi
(4.10) (sa f, umjesto P,).

Posljedica 4.4. Neka je S, nelrivijalna singularna unutrasnja funkcija sa pridruze-
nom mjerom j ¢iji je modul neprekidnosti w,(h) = o (/1%1_). Tada za zatvoren ideal
S.N? od NP vaze slijedeéa tvrdjenja.

(i) Ako je ¢ neprekidan linearan funkcional na NP koji se anulira na prostoru
S.N?, tada je ¢ identicki jednak nuli na cijelom prostoru NP.

(i1) Koli¢nicki prostor N? /S, N? nema neprekidne lincarne funkcionale izuzev nula
Junkecionala.

(ii1) Prostor S,,N? nema separativno, a samim lim ni Hahn-Banachovo svojstvo.

Dokaz. Na osnovu teoreme 4.3 prostor S,N? je slabo gust u NP, pa su sva tri
svojstva (i), (ii) i (iii) neposredne posljedice te ¢injenice. (vidj. [DRS], teorema 16,
str. 59, gdje se analogno tvrdjenje navodi za bilo koji topoloski vektorski prostor sa
pripadnim topoloskim dualom koji razdvaja tacke tog prostora).

Posljedica 4.5. Neka je p > 1 i S, netrivijalna singularna unutrasnja funkcija
=1
sa pridruzenom singularnom mjerom p ¢iji je modul neprekidnosti w,(h) = o (I’LE—’—’«).

Tada je koliénicki prostor N?/S, NP F-prostor sa trivijalnim dualom.

Dokaz. Posto je S,N? zatvoren ideal, a samim tim i potprostor od NP, to je
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N?/S,N? F-prostor sa infimum I"-normom || - || definisanom kao

17l =inf /N, [ e N?/S.N”.
s€]

Na osnovu tvrdjenja (ii) prethodne teoreme slijedi da prostor N?/S, N ima trivijalan
dual.

Komentar. Duren, Romberg i Shields su dokazali u ([DRS], posljedica 1, str. 53) da
za svaku singularnu unutrasnju funkciju S, ¢iji je modul neprekidnosti jednak w,(h) =
O (hlog -,1;) koli¢nicki prostor H? /.S, H? ima trivijalan dual za svaki Hardyjev prostor
H? (0 < p < 1). Autori isti¢u da takve neopadajuée singularne funkcije 2 mogu biti
konstruisane kao Lebesgueove funkcije nad Cantorovim skupom. Drugi primjer se bazira
na tzv. Rieszovom proizvodu datom u [D1]. Iz ocjene t = o(e%) zakljucujemo da je klasa

=4
pozitivnih singularnih mjera p ¢iji je modul neprekidnosti jednak w,(h) = o (/z%) Sira

gl. 2. Dakle, posljedica 4.5 daje u odnosu na posljedicu 5.3, gl. 2 siru klasu /"-prostora
sa trivijalnim dualom.

5.9. Logaritamski analogon Szegoove teoreme

Szegoova teorema daje eksplicitni izraz za infimum tezinskih LP-normi nad je-
dini¢nom kruznicom T' za normalizirane holomorfne funkcije na jediniénom disku 1.
Glavni rezultat ovog poglavlja daje u terminima metrika Smirnovljeve klase N1 i klasa
NP (1 < p < 00), logaritamsku verziju Szegdove teoreme.

Neka je LP(T') (1 < p < o0) uobicajeni Lebesgueov prostor na jedini¢noj kruznici
T. Neka Py oznacava klasu svih polinoma P nad poljem C kompleksnih brojeva za
koje vazi P(0) = 1. Slijedeéa Szegoova teorema predstavlja izraz za infimum normi
elemenata iz prostora Py u teZinskim LP-prostorima.

Teorema 5.1. (Szegd). Neka je p > 0 i neka je w € L'(T) nenegativna funkcija.
Tada vazi:

2 ) _do 2w ) 10
(5.1) inf |P(e®)|Pw(e) — = exp (/ log w(e') ;——) .
0

PePy 0 27r ™

Ovu teoremu je inace formulisao i dokazao G. Szegd u svom radu [Sz] jos 1920. go-
dine za slu¢aj p = 2. Dokaz ¢uvene Szegoove teoreme (slucaj p > 1), koji je dal n
Koosisovoj knjizi ([Ko], gl. VII, pogl. 2 C) bazira se na nekim svojstvima Hardyje-
vih prostora HP?; posebno unutrainjo-vanjskoj faktorizaciji (vidj. teorema 1.5 (d), gl.
1), gustoéi polinoma u H? i Beurlingovoj teoremi za klase H? (vidj. teorema 1.1).
Motivisani ¢injenicom da su ta svojstva sli¢na odgovarajuéim za I'—algebre N* i N7

(1 < p < 00), mi ovdje formulisemo i dokazujemo logaritamsku verziju Szegoove teo-
reme. Primijetimo da relacija (5.3) za p = 11 K = exp (_fowlogw(e'o)gg) moze biti
napisana u obliku

inf ||wP|[, = || »]

ot Pl = 1K1,
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gdje || ||z, oznacava normu u prostoru L'(T). Zamjenjujuéi u gornjoj jednakosti || - ||
sa pripadnim metrikama dy(-,0) na N*, odnosno d,(-,0) na N?, dobijamo relaciju (5.3)
1z teoreme 5.2.

Kao primjenu tog rezultata, u narednom poglavlju dajemo neophodne i dovoljne
uslove da bi inicijalna metricka topologija d, bila ekvivalentna sa ”tezinskom metri¢kom
topologijom” d,, definisanom na N? (ili na N*), gdje je w pozitivna mjerljiva funkcija
na T' za koju je log* w € LP(T).

Neka je p > 1 realan broj i neka je w mjerljiva u Borelovom smislu na 7" nencgativna
funkcija za koju je log™ w € LP(T). Razmotrimo funkcional ¢, na N? definisan kao

2 i/p
52wl = ([ Gos (41t 5) L ren

Kombinujuci nejednakost log(1+|a+b]) < log(1+|a])+1log(1+|b]) sa Minkowskijevom
integralnom nejednakoscu zaklju¢ujemo da je funkcional ¢, subaditivan na NP7, 1j. vaii

¢o(f +9) < bu(f) + dulg), [,9€ N

Stoga, ako funkcija w nije identicki jednaka nuli skoro svuda na T, na osnovu Ries-
zove teoreme jedinstvenosti (vidj. teorema 1.2, gl. 1), vidimo da je ¢, ["-norma na
NP?. Postupajuéi sasvim analogno kao u dokazu teoreme 4.2 iz [St2] dobijamo da je
funkcional ¢, neprekidan na N?. Slijededi rezultat daje eksplicitni izraz za infimum
funkcionala ¢, ("tezinske N? I'—norme”) uzetog nad svim polinomima P za koje vazi

P(0) = 1.

Teorema 5.2. Neka je p > 1t neka je w nenegalivna mjerljiva funkcija definisana
skoro svuda na T, za koju vazilogt w € LP(T). Tada vazi

) 2 .5 .3 do 2m " (/0
(5.3) inf / log” (1 + |P(e)|w(e)) — =log? [ 1 + exp / logw(e™) — ] ).
0 2m 0 2m

PEePy

Dokaz. Podsjetimo se da sa N' ozna¢avamo prostor N*. Razmotricemo dva moguca
slucaja.

Slucaj 1. logw € L'(T). Kako je log* w € LP(T), vidimo na osnovu faktorizacione
teoreme 1.5 (a), (b), gl. 1, da je funkcija F'(z) definisana pomocu formule

2 p i dt
F(z) = exp (/ H(z,e")logw(e™) —) , z€D,
0 2

vanjska u prostoru NP i pri tome vazi [F*(e')| = w(e'’) skoro svuda na T'. Stavimo

2m . db
oy 16
K =exp (/0 logw(e )—ZW) :

Za proizvoljni polinom P € Py funkcija G = PI pripada klasi INP. Stoga, na osnovu
relacije (5.3), teorema 5.3, gl. 1, imamo

2m - do 2m d0 V )
/1@ﬂ+mém—2/ log”(1 + |G(0)]) — = log?(1 + K),
0 2n 0 2
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sto povlagi da je infimum u (5.3) veéi ili jednak od log”(1 + K).

Preostaje dokazati da je infimum u (5.3) manji ili jednak od log?(1+4 K). Na osnovu
teoreme 1.3 postoji niz polinoma {Q,} takav da Q,, I’ — K u prostoru N? kada n — co.
Iz te &injenice i relacije (5.3), teorema 5.3, gl. 1, zakljuéujemo da Q,,(0)F(0) — K, 1].
@n(0) — 1 kada n — oo. Stoga, koristeéi &éinjenicu da je na osnovu teoreme 5.2, gl.
1, mnozenje u F'—prostoru N? neprekidna operacija, dobijamo -Q:lzo—)QnF — [ u NP

kada n — oco. Zbog toga za niz {P,} = {Q?.?O)} C Po, dobijamo d, (P, I',0) — d,(I,0)

kada n — o0, sto je ekvivalentno sa
i i0 inyy 40 -
log? (1 4 | Pa(e)|w(e?)) 5= = log"(14+ K) kada n — oo.
o T

To pokazuje da je infimum u (5.3) manji ili jednak od logP(1 + K). Time je (5.3)
dokazano za prvi slucaj.
Slucaj 2. logw & L'(T'). U tom sluéaju, s obzirom da je logt w € L'(T'), imamo

2m L do
] WY =
./o ogw(e )27r 00

Dakle, treba pokazati da je infimum na lijevoj strani u (5.3) jednak 0. Definisimo niz
funkcija {w,} na T kao

n

on(e) = max {w(e”), 1}

Tada je ocigledno logw, € L'(T') za svako n € N. Osim toga, otito vazi
2m 3 do
(5.4) / logw,(e”) — — —oco0 kada n — oo.
0 2n

Bududéi da je w,(e) > w(e?), na osnovu prvog slucaja dobijamo

2 ; . dO
. P 10 0 =t
o e
< inf 27r]0 7 (14 [P(e”)|wn(e?)) <
= PEPQ_ 0 g i 27r

2m ) da
o p . £
= log (1 + exp (/(; logwy,(e') 27r)> ;

Na osnovu gornje relacije i (5.4), pustajuéi da n — oo, neposredno slijedi

o

2w
- P i0 i0 30
P]g’lf’o/o log? (14 |P(e)|w(e)) 5 0.

Time je dokaz teoreme kompletiran.
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Komentar. (Priblizavanje dokazu Szegbove teoreme). Pretpostavimo da je w €
LY(T) i da je logw € L'(T). 1z nejednakosti log* z < z7/qe, o > 0,9 > 0, slijedi da je
log* w € L?(T). Na osnovu teoreme 5.2, za svako n € N imamo

2 P(eif i0\\1/P
inf log? <1 4 |P(e)| (w(e®)) ) 5_0 = log” (1 &5 M) )
m n

P€Py 0 n
za konstantu M = exp (p‘l foh log w(e®) g—ﬁ) Mnozenjem gornje relacije sa n? dobi-
jamo
27 P ci0 /i0 1/p\ " do M\"
P€ePo /g n 2m n
Prelaskom na limes n — oo, iz gornje relacije neposredno dobijamo
2 P (w(e)"\" 40
lim inf log” (1 + [Ple N le)) — = MP.
n—oo PEPy J, w s T 2

Ako bi bilo moguce zamijeniti limes i infimum u lijevoj strani gornje jednakosti, tada
bismo mogli primijeniti Lebesgueovu teoremu o monotonoj konvergenciji koja direktno

daje
2 ; ) do 2 ) do
inf / |P(e*)|Pw(e®) — = exp (/ log w(e'?) > :
0 2m Jo

PePy s

Ta relacija fakticki predstavlja Szegoovu teoremu 5.1 za slu¢aj p > 1.

5.6. Tezinski NP prostori

Kako je funkcional ¢, definisan pomocu relacije (5.2) prethodnog poglavlja suba-
ditivan na prostoru N?, funkcija d,, definisana na NP pomoc¢u formule

dw(f,g)zqﬁw(f—g), fngNp,

je ocito aditivno invarijantna metrika na N?. Radi jednostavnosti zapisa, u ovom
poglavlju oznatavacemo sa NP (respektivno N?) metricki prostor (N?,d,) (respek-
tivno (N?,d,)). Napomenimo da je p > 1, kao i da je N = N*. Prostor (NP,d,)
¢emo zvati tezinskim NP prostorom sa teZinom w.

Teorema 6.1. Pretpostavimo da je w pozitivna mjerljiva funkcija na T za koju je
logt w € LP(T). Neka P oznacava skup svih polinoma P za koje vazi P(0) = 0. Tada

1 pripada zatvorenju skupa P u prostoru NP ako © samo ako je foh log w(e') %f—r =—
Dokaz. Pretpostavimo da je foﬁ logw(e?) 2 = —co. Tada na osnovu teoreme 5.2

postoji niz polinoma {P,} C Py za koji vazi

27 ) ‘ d0
/ log” (1 e |-Pn,(€10)|w(6'0)) o — 0 kada n — oo,
0 ™
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sto je ekvivalentno sa d,(P,,0) — 0. Otuda, ako definifemo niz polinoma {Q,} kao
Qn =1 — P, vidimo da je {Q.} C P i da du(l — @,,0) — 0 kada n — co. To znaci
da 1 pripada zatvorenju skupa P u prostoru NP,

Obrnuto, pretpostavimo da 1 pripada zatvorenju skupa P u prostoru NP. To znaci
da postoji niz polinoma {Q,} C P takav da vazi d,(l1 — Q,,0) = 0 kada n — co.
Otuda, stavljajuéi P, = 1 — Q,, slijedi da je {P,} C Py niz polinoma za koji vazi
dw(P,,0) — 0 kada n — oo, §to je ekvivalentno sa

27 - ) 10
/ log” (1 + Ipn(clo)|w(610)) ;— — 0 kada n — co.
0 T .

Otuda direktno slijedi

do

2
. P i0 ioyy @Y
Plg'};o/(; log” (1 + | P(e*)|w(e™)) g =1,

§to na osnovu relacije (5.3) iz teoreme 5.2 povlaci da mora biti

2m _do
/ log w(e’) — = —oo.
Jo 2

m

Time je dokaz teoreme kompletiran.

Teorema 6.2. Prelpostavimo da je w pozilivna mjerljiva funkcija na I za koju je
log¥ w € LP(T). Tada vaze slijedeca tvrdjenja.
(i) Topologija na N? indukovana pomoéu metrike d, je jaca od topologije induko-
vane na NP pomocu metrike d,,.
(i1) Ako metrike d, i d, odredjuju istu topologiju na prostoru N?, tada je logw €
LY(T). Obratno tvrdjenje je istinito ako dodatno pretpostavimo da je logw € LP(T).

Dokaz. (i) Uzmimo da je {f,} niz u N? i da je f € N” funkcija takva da vazi
fan — f u N? kada n — oco. Koristeéi standardan argument primijenjen u dokazu
teoreme 4.2 iz [St2] moZzemo zakljuciti da vazi

2m
/ log? (1 + ]f:(em) - f*(ei0)|w(em)) g — 0 kada n — oo,
0
§to je ekvivalentno sa f, — f u prostoru N kada n — co. Time je (i) dokazano.

(i1) Pretpostavimo da je logw ¢ L'(T). Otuda i iz ¢injenice da je logt w € LP(T') C
L'(T) slijedi da je fohlogw(ew) % = —o00. Stoga, na osnovu teoreme 5.2 postoji niz
polinoma {P,} za koje je P,(0) =1 i takav da P, — 0 u prostoru NP. S druge strane,
na osnovu iste teoreme dobijamo

df

2
. P 10 i = P
I}ggo/o log (l + IP(C )l) 27!' (log 2) ’

te stoga { P} ne konvergira ka 0 u prostoru N?. Time je dobijena kontradikcija.
Obrnuto, pretpostavimo da vazi logw € LP(T'). Tada na osnovu implikacije (i)=>(ii)
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iz teoreme 6.3, imamo w(e'’) = I*(e') skoro svuda na T' za neku vanjsku funkciju
koja je invertibilna u N?. Uzmimo da je {f,} niz u N? i da je f € NP tako da vazi
fn — [ u prostoru N? kada n — oo. To drugim rije¢ima znaéi da f,I7 — I u NP.
Dakle, na osnovu neprekidnosti mnozenja u prostoru N7, slijedi da f, — f u N? kada
n — oo. Otuda i na osnovu tvrdjenja (i), zakljucujemo da se metricka topologija d,,
podudara sa metrickom topologijom d,. Time je dokaz teoreme zavrien.

Teorema 6.3. Slijedeca tvrdjenja o pozitivnoj mjerljivoj funkciji w na T za koju
je logt w € LP(T) su ekvivalentna.

(i) logw € LP(T).

(i1) w(e) = F*(e') skoro svuda na T za neki invertibilni element I iz NP.

(iii) logw € LY(T) i NP = (N?,d,) je kompletan metricki prostor.

(iv) NP je kompletan metricki prostor i obje metricke topologije d,, i d, se podu-
daraju.

Dokaz. (1)=(ii). Definisimo vanjsku funkciju I kao

o 0\ di
F(z) = exp (/ H(t,z)logw(e™) (—> , z€D.
Jo 2m

Na osnovu leme 2.1, gl. 3, I je invertibilan element u algebri N7 i vazi |IF*(e'?)| = w(c'?)
skoro svuda na T.

(i1)=>(i). Na osnovu kanonske [aktorizacione teoreme 1.5 (a), (b), gl. 1 za klase NP
(1 < p < 00), vidimo da su invertibilni elementi u N? upravo vanjske funkcije I za
koje je log |F™*| € LP(T'). To pokazuje da je logw = log |F*| € LP(T).

(i)=(iii) Na osnovu implikacije (i)=(ii), slijedi da je w(e?) = F*(e*) skoro svuda
na T' za neku invertibilnu funkciju I iz prostora N?. Neka je {f.} Cauchyjev niz u
prostoru NJP. Ta pretpostavka je ekvivalentna sa ¢injenicom da je {f,} Cauchyjev niz
u prostoru N?. Kako je N? kompletan metricki prostor, to postoji funkcija ¢ € N?
takva da f, " — g u N?. Odatle i na osnovu ¢injenice da je mnozenje u N” neprekidno,
zaklju¢ujemo da f, — ¢gI"~!' = f u N”? kada n — oo. Prema tome, f,I' — fI" u NP,
§to je ekvivalentno sa f, — f u N? kada n — oco. Dakle, N? je kompletan metricki
prostor, §to je i trebalo dokazati.

(i11)=(i) Definisimo vanjsku funkciju I’ iz N? sa

2m ) 1t
F(z) = exp (/ H(t,z)logw(e") %;) , z€D.
0

Na osnovu rezultata Mochizukija ([Moc], teorema 2; odnosno teorema 5.2 ove glave),
postoji niz {f,} u N? takav da f,, ' — 1 u prostoru N”?. Stoga je {f.} Cauchyjev niz
u NP. Kako je prostor NP kompletan, postoji funkcija f € N? takva da f,, — [ u NZ,
te prema tome f,I" — fI' u NP kada n — co. Otuda slijedi fI" = 1, §to povlaci da je
F invertibilan element algebre N?  a samim tim da je logw = log |I™*| € L?(T').

(i)=(iv). Ova implikacija slijedi neposredno iz implikacije (i)=(iii) i obratnog tvrd-
jenja od (ii) iz teoreme 6.2.

(iv)=(iii) Ova implikacija slijedi neposredno iz tvrdjenja (ii) teoreme 6.2. Time je
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dokaz nase teoreme kompletiran.

Konaéno, ostaje otvoreno pitanje da li je moguée izbaciti uslov kompletnosti od NP
u tvrdjenju (iv) teoreme 6.3. U vezi s tim problemom postavljamo slijede¢u hipotezu.

Hipoteza. Ako je w pozitivna mjerljiva na T funkcija za koju je log* w € LP(T) 1
takva da su obje metricke topologije d,, i d, na NP jednake, tada je logw € LT ).
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6. F-algebre MP

U ovoj glavi istrazujemo linearno-topolosku strukturu prostora M? (1 < p < o)
koji predstavljaju generalizaciju prostora M proucavanog od strane Hong Oh Kima
u [K1] i [K2]. Po analogiji sa metrikom na M, na svakom prostoru M” definise se
metrika p,. U prvom poglavlju dajemo integralni kriterijum pripadnosti klasama M?.
Osim toga, pokazuje se da je M? zatvoren u odnosu na integraciju. Koriste¢i teoremu
o maksimalnosti Hardy-Littlewooda, u drugom poglavlju dokazujemo da se za svako
p > 1 prostori M? i N? podudaraju u skupovnom smislu. Osim toga, dokazujemo
neka tvrdjenja koja se odnose na konvergenciju u prostoru M?. U narednom poglavlju
dokazujemo da polinomi ¢ine gust skup u M?, pa je stoga prostor MP separabilan. U
trecem poglavlju dokazujemo da prostor M7 obrazuje I-prostor u odnosu na metriku
pp- Koristeci tu Cinjenicu, kao i uzimajuéi u obzir da je MP = NP, na osnovu teoreme o
otvorenom preslikavanju lako slijedi da se prostori M” i N? podudaraju i u topoloskom
smislu. Dakle, sva linearno-topoloska svojstva dobijena za prostore N? odnose se i
na prostore MP. Jos je dokazano da je metricka d, (= p,) topologija jedina od svih
"tezinskih” d,, topologija (log™ w € LP(T)) u odnosu na koju je N? (= M?) F-prostor.
U cetvrtom poglavlju dajemo karakterizaciju ograni¢enih skupova u prostorima AP,
Prvi rezultat daje u terminima ravnomjerne integrabilnosti neophodne i dovoljne uslove
da bi podskup od M? bio ograni¢en. Drugi dobijeni rezultat daje samo neophodan uslov
za isto tvrdjenje. Osim toga, dajemo u smislu aproksimacije polinomima, kriterijum
da bi se mjerljiva na skupu £ C T funkcija podudarala skoro svuda na I sa grani¢nom
(radijalnom) funkcijom neke funkcije iz klase M?.

U petom poglavlju definisemo prostore [? (1 < p < oo) kompleksnih nizova koji
predstavljaju diskretne verzije prostora N”. Po analogiji sa metrikom d, na prostorima
[? uvodi se metrika o, u odnosu na koju se dokazuje da je {? F-prostor. Nadalje dajemo
kriterijum ogranicenosti u prostoru [? koji je zapravo [P-analogon istoga dobijenog u
prethodnom poglavlju za prostor N”. Prostori {? su tijesno povezani sa problemima
interpolacije u N?. U vezi s tim, u zadnjem poglavlju pokazujemo da ako je niz {z,} C
D ravnomjerno razdvojen, tada je {z,} ujedno univerzalni interpolacioni niz za uredjen
par (NP [P). Isti rezultat kao i njegovo obratno tvrdjenje dokazuje se za pridruzeni
uredjeni par prostora (N?,[P).
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6.1. Prostori MP

U glavi 1, pogl. 1 definisali smo klasu M kao skup svih funkcija f holomorfnih u
D, za koje vazi

2m d
/ Jog* Mf(&)—a < 00,
0 2m

gdje je .
Mf(0) = sup |f(rc’0)l.

0<r<1
Na osnovu teoreme 2.1, gl. 1 vaze stroge inkluzije

UN"CMCN*CN.

a>1

Napomenimo da je kanonska faktorizaciona teorema za funkcije iz klase M data teo-
remom 1.5 (c), gl. 1. U radu [K2] uvodi se na M topoloska struktura preko aditivno-
invarijantne metrike p (sa oznakom d u [K2]) definisane kao

df

(1.1 o) = [ log(1+ MU = 9)(0) 50, Jig € M.

U ([K2], teorema 3.1) dokazano je da u odnosu na metriku p M obrazuje I"-prostor.
Nadalje, teorema 6.1 iz [K2] tvrdi da je mnozenje u prostoru M neprekidna operacija, (.
da je M I’-prostor. Teoreme 5.2 i 5.3 iz [K2] daju nepotpunu karakterizaciju mnozitelja
iz M u H*, odnosno topoloskog duala od M. Za primjenu se dobija éinjenica da prostor
M nije lokalno konveksan (vidj. [K2], teorema 5.4).

Po analogiji sa cinjenicom da su prostori N? (1 < p < oo) generalizacija prostora
N*, na prirodan nagin se nameée definicija prostora M? (1 < p < o). Zapravo, za
proizvoljan realan broj p > 1 klasa M? se definie kao skup svih funkcija f holomorfnih
u D za koje vazi

, o

(1.2) /0”(10g+ M f(9)) =

Komentar. 7Za 0 < p < 1 uslov (1.2) definise klasu M? svih funkcija holomorfnih
na D koja je na osnovu teoreme 2.4 iz [K2] sira od Nevanlininne klase N. Dakle, za

< 00.

funkcije koje pripadaju tim klasama nije zagarantovano postojanje radijalnih graniénih
vrijednosti skoro svuda na T (vidj. [NY]). Zbog toga klase M? (0 < p < 1) nisu
od interesa za istrazivanja. Stoga ¢emo mi ovdje i ubuduée pretpostavijati da vazi
1 <p < oo.
Ocito vazi

M c M.

p>1
Kombinujuéi nejednakosti log(|a| + 1) < log* |a| +log 2 i (|b] + |c|)? < 277 '(|b]P + |¢|?)
dobijamo nejednakost log”(|a| 4+ 1) < 27=" ((log* |a|)” + (log2)?) (a,b,c € C). 1z te

nejednakosti slijedi da je uslov (1.2) ekvivalentan sa uslovom
2m do 1/p
(13) = ([ ostr + Mro)y 52) < oo
* \Jo
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Teorema 1.1. Funkcija |- ||, definisana na MP pomodu (1.3) zadovoljava slijedeca
svojstva:

(1.4) If+9glly <My + llgll,  za svako  f,g € M?.

(1.5) 1Fglls < 171+ llgll, 2a svako g € M™.

Dakle, M? je algebra u odnosu na obicno sabiranje i mnozenje funkcija.

Dokaz. Kombinujuéi nejednakost,
log (1 + M(J +9)(0)) < log (1 + Mf(0)) +log (1 + Mg(0)), f,g€ M?,

i integralnu nejednakost Minkowskog (s indeksom p) dobijamo (1.4). Analogno, kom-
binuju¢i nejednakost

log (1+ M(f + g)(0)) < log (1 + M(0)) + log (1 + Mg(0)), [,g € M”

i integralnu nejednakost Minkowskog (s indeksom p) dobijamo (1.5).

Teorema 1.2. Funkcija p, definisana na prostoru M? kao

Pp(f,g) —— “f—g”p
2r 1/p
(1.6) - (/ log”(l-+M(f—g)(0))d0> , fige M,

2
je aditivno-invarijantna metrika na M u odnosu na koju je MP komplelan metricki
prostor.

Dokaz. 1z p,(f,g9) = 0, za neke funkcije f,g € MP, na osnovu (1.6) slijedi da je
M(f — g)(0) = 0 za skoro svako 8 € [0,27]. Otuda dobijamo da je f*(e??) = ¢g*(¢'%)
za skoro svako e € T, pa na osnovu Rieszove teoreme jedinstvenosti (tecorema 1.2,
gl. 1), zaklju¢ujemo da mora biti f(z) = ¢(2) za svako z € D. Kako je na osnovu
(1.4) otigledno ispunjena nejednakost trougla, slijedi da je p, metrika na M?. Iz ocite
jednakosti

Pp(f+h,g‘|’/h):/’p(f,9), f,g,hGMp,

vidimo da je p, aditivno-invarijantna metrika. Time je teorema dokazana.

Radi kratkoce zapisa, ovdje ¢emo kao i ubuduée u cijeloj glavi pisati MP? umjesto
metrickog prostora (MP,p,). Osim toga, pretpostavljamo da je p > 1 proizvoljni
fiksni realan broj. Napomenimo da za funkciju f holomorfnuu Diza0 < p < 1 sa
f» oznatavamo funkciju definisanu na D kao f,(2) = f(pz), z € D. Osim toga, za
funkciju f holomorfnu u D stavimo

Mf,(0) = sup 1:(0)] = sup |f(re?)], 0<p<l.

0<r<p 0<r<p
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Tada vazi slijedeéi rezultat.
Teorema 1.3. Funkcija [ holomorfua u jediniénom krugu D pripada klasi MP ako

1 samo ako vazi

p df

(1.7) ll_rH A ’ (log+ Adf,,(O)) = /0 ’ (]og+ Mf(a))” % < oo.

Dokaz. Otigledno iz uslova (1.7) slijedi da je f € M?. Obratno, pretpostavimo da
je [ € M?. Tada vazi

(1.8) Mf,(0) = Mf(#) kada p—1 zaskorosvako 0 € [0,27].

Kako je po pretpostavci f € MP, odnosno f02" (log* Mf(0))" £ < oo, zbog (1.8)

2w
primjenjujuci Lebesgueovu teoremu o monotonoj konvergenciji dobijamo

lim /2" (]o tMf (0))p ﬁ = /27r (10 * Mf(()))p —CQ
o=+l Jg . g 27 0 z 28

¢ime je {eorema dokazana.

Teorema 1.4. Prostor M? je zalvoren w odnosu na integraciju.

Dokaz. 7a funkciju [ € MP stavimo

F(z):/ozf(z)dz:/OT [(te®)e? dt.

Odavde slijedi |F(re’)| < M f(0), $to povlaci MF(0) < M [(0) za skoro svako 0 €
[0,27]. Stoga je F' € MP, $to je i trebalo dokazati.

Komentar. Kako je na osnovu teoreme 2.7 MP = NP za svako p > 1, to na osnovu
teoreme 1.4 slijedi da su prostori N? zatvoreni u odnosu na integraciju. Isto tvrdjenje
dokazano je u ([K2], teorema 2.5) za klasu M. S druge strane, u ([Y1], teorema 2)

ni klasi Nt.

6.2. Konvergencije u prostorima MP
Teorema 2.1. Za svaku funkciju f € MP vazi f, — [ u prostoru MP kada p — 1~
Dokaz. Neka je f € MP. Kako je f € N, na osnovu Fatouove teoreme (vidj. gl.
1, teorema 1.1) f ima radijalne grani¢ne vrijednosti za skoro svako 0 € [0,27]. Zato

je za svako takvo 0 funkcija t — f(te®) neprekidna na segmentu [0,1], a samim tim i
ravnomjerno neprekidna na [0, 1]. Stoga za svako takvo @ vazi

(2.1) M(f—-f,)0)—0 kada p—17.
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Iz nejednakosti

log(1+ M(f — [,)(0)) < log(l+ MJ(6)) +log(1 + M,(0))
< 2log(1+ Mf(9)),

uzimajuéi u obzir da za f € M? vazi (1.3), dobijamo
log"(1+ M(f = f,)(0)) < 27log?(1 + M f(0)) € L'(T).

Otuda i zbog (2.1) moZemo primijeniti Lebesgueovu teoremu o dominiranoj konver-
genciji koja daje

27 do ~
/0 (log(1 + M(f— f,)(0) o — 0 kada p—17,

tj. fo— fuMPkada p—1-.

Za dokaz kompletnosti metrickog prostora (MP?, p,) neophodne su nam slijedece
leme.

Lema 2.2. Ako je {f.} Cauchyjev niz u M?, tada (f,) — fn u M? kada p— 17,

P
pri ¢emu je ta konvergencija ravnomjerna u odnosu na n.

Dokaz. Neka je {f,} proizvoljan Cauchyjev niz u prostoru M?. Tada za daloe > 0
postoji k € N tako da vazi

€
po( [y fm) < 3 2 svako n,m > k.

Otuda koristeéi nejednakost trougla dobijamo za svako n > k

/}P(fn)(fn)p) S pp(fna./k)+p7’(.[k)(fk’)p)+pp((.[k)p’(.[n)ﬂ)
(2.2) S 2pp(fn)fk) -+ pp(fk)(fk)p)
< T4l (),)

Na osnovu teoreme 2.1 postoji 0 < py < 1 dovoljno blizu 1 tako da vazi

pp(fh (fl)p) <

za svako po<p<1 izasvako [=1,... k.

W™

Otuda i na osnovu (2.2) neposredno slijedi
po(fny(fn),) <€ zasvako po<p<1 izasvako ne€N.
Time je lema dokazana.
Lema 2.3. Za svako p > 1 vazi M? C NP kao i

(2.3) a(f,9) < po(f,g) za svako f,g € M,
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gdje je d, pripadna metrika prostora NP.

Dokaz. Inkluzija M? C N7 slijedi iz definicije ta dva prostora, a (2.3) slijedi iz
definicija pripadnih metrika.

Lema 2.4. ([1], gl. 6, pogl. 2, teorema 1). Konvergencija u odnosu na melriku
d, prostora NP jaca je od metrike ravnomjerne konvergencije na kompakinim pod-
skupovima kruga D.

Lema 2.5. Ako je {f.} Cauchyjev niz u prostoru M?, tada niz {f,} konvergira
ravnomjerno na kompakinim podskupovima od D ka nekoj funkciji f holomorfnoj na D.

Dokaz. 1z relacije (2.3) leme 2.3 slijedi da je {f,.} ujedno Cauchyjev niz u prostoru
N?. Dakle, postoji f € N” tako da f, — f u prostoru N?, pa na osnovu leme 2.1
Jn — f ravnomjerno na kompaktnim podskupovima od D.

Slijedeca lema je poznata kao teorema o maksimalnosti Hardy-Littlewooda.

Lema 2.6. ([D1], str. 11). Neka je 1 < p < 400 i ¢ funkcija iz Lebesqueovdy
prostora LP(T). Neka

O 1-r?
B o s dt, 0<r <1,
¥r,9) 27r/0 1—2rcos(0—t)+r2(p() il

oznacava Poissonov integral funkcije . Stavimo

U(0) = sup [|u(r,0)], 0€]0,2n].

0<r<1

Tada je U € LP(T') 1 postoji konstanta A, koja zavisi samo od p takva da vasi
(2.4) NUllr < Aplle

Lr,
gdje je || - ||L» pripadna norma prostora LP(T).

Teorema 2.7. Za svako p > 1 vazi M? = NP, tj. prostori MP i N? se podudaraju
u skupovnom smislu.

Dokaz. Na osnovu leme 2.3 za svako p > 1 vazi M? C NP. Za dokaz obrnute
inkluzije, uzmimo f € N?. Pokazacemo da f pripada prostoru M?. Na osnovu teoreme
1.5 (b), gl. 1, funkcija f se moze faktorisati kao

f(z) = B(2)S(2)F(z), z€ D,

gdje je B(z) Blaschkeov proizvod, S(z) singularna unutrasnja funkcija, a F(z) vanjska
funkcija, tj.

1 2m lt L
(2.5) F(2) = wexp (- / Bt loglf*(e’t)lc/,t)
27 Jo

et — 2
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za neku konstantu w jediniénog modula. Osim toga, vazi log* |f*| € LP(T). Kako je
|B(2)S(2)| <1 za svako z € D, na osnovu gornje faktorizacije, iz FF € MP? neposredno
¢e slijediti da je f € M?. Kako je

Cit + z 1 = 'r2 10

§R : = = 2
ett—z 1—2rcos(0—1)+r? Satil

1z (2.5) direktno dobijamo

] ~y?

1 —2rcos(0 —t)+

7 ] 2w
log P (re)| = 5 |
J0O

= log |f*(ec")|dt, 0<r<1,

odakle slijedi

- §. [ gl . "
+ f 2 — R * 1t
o (2% /0 1 —2rcos(@ —t) + r? log | /()] dt)

1 2r 2

1—r
2 Jo 1 —2rcos(0—1t)+r?

log* |f*(e)]dt, 0<r<l1.

Iz gornje nejednakosti slijedi

logt MFF(0) < sup (log* | F(re'®)])

0<r<1

1 2 1 _,,,2 )
< — Jogt | f*(e™)] dt
N 0951:51 <27r /o 1 —2rcos(0 —t) +r? o8 1/7(e)l )

Odavde, imajuéi u obzir da je log™ | f*| € LP(T), na osnovu leme 2.6 zakljuéujemo da
mora biti logt MF(0) € LP(T). To znaéi da je F' € MP, a samim tim i [ € MP. Dakle,
vazi N? C M? odnosno M? = NP, §to je i trebalo dokazati.

Posljedica 2.8. Za svaku funkciju [ € M? (N?) vazi

(2.6) /02" (log* M f(0))" do < c,,/oh (log* | /*(¢*)])" do,

gdje konstanta C, zavisi samo od p.
Dokaz. Neka je I' vanjski faktor iz faktorizacije funkcije f € MP. Iz dokaza teoreme
2.7 vidimo da za funkcije U(0) = log™ M I'(0) i p(0) = log* | f*(*?)| mozemo primijeniti

nejednakost (2.4) iz leme 2.6. Dobijena nejednakost je upravo (2.6) iz nase teoreme sa
I" umjesto f. Kako je M f(0) < MF(f), to je tim prije (2.6) ispunjeno.

6.3. F-algebre M?

Teorema 3.1. Polinomi ¢ine gust podskup od M?. Stoga je prostor M? separabilan.
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Dokaz. Uzmimo proizvoljnu funkciju f € M?. Kako je za svako 0 < p < | [,
holomorfna funkcija na zatvorenom jedini¢nom krugu D : |z| < 1, to se na osnovu
Rungeove teoreme f, moze ravnomjerno aproksimirati polinomima na D. Otuda i iz
¢injenice da na osnovu teoreme 2.1 f, — f u M? kada p — 17, slijedi da je skup
polinoma gust u prostoru M?. Uzimajuéi polinome ¢&iji su koeficijenti sa racionalnim
realnim i imaginarnim dijelovima, oito dobijamo prebrojiv skup polinoma koji je gust
u M?. Time je teorema dokazana.

Teorema 3.2. M? je kompletan metricki prostor.

Dokaz. Neka je {f,} Cauchyjev niz u prostoru M?. Tada zbog kompletnosti pros-
tora N? postoji f € NP tako da [, — fu N?. Kako je na osnovu teoreme 2.7 M? = NP,
to je f € M?, pa jo§ preostaje dokazati da f, — f u prostoru M?. Na osnovu teoreme
2.1 1 leme 2.2 postoji 0 <r < 11in; €N tako da vazi

(3.1) po( [, [) <

i

wW| ™

(3.2) Bl hslfal,) & % za svako n > n,

Posto na osnovu leme 2.5 niz {f,} konvergira ravnomjerno na svakom zalvorenom
krugu |z| < p <1 od D ka funkciji f, to postoji n, € N tako da vazi

(3.3) pel{fn), 1.J2) < % za svako n > ng

Stavljajuéi ng = max{ni,nz}, iz (3.1)-(3.3) na osnovu nejednakosti trougla dircktno
dobijamo
po([ny f) <€ zasvako n > np,

§o znaci da [, — f u prostoru M?. Time je teorema dokazana.

Teorema 3.3. Za svako p > 1 MP? je I'- prostor w odnosu na metriku p, definisanu
P J V4 Pp

sa (1.6).

Dokaz. Na osnovu ([DS], str. 51) dovoljno je dokazali slijedeca svojstva:

(i) pp je invarijantna metrika,

(i1) Za proizvoljnu fiksnu funkciju f € M?, ¢+ cf je neprekidno preslikavanje sa
Cu MP,

(111) Za proizvoljan fiksni broj ¢ € C, f + cf je neprekidno preslikavanje sa M? u
M,
(iv) M? je kompletan metricki prostor.
(i) slijedi iz teoreme 1.2.
(i1) Na osnovu Lebesgueove teoreme o dominiranoj konvergenciji imamo

2m do 1/p
pplef;0) = </ JogP(1 + |c|M f(9)) —2—> — 0 kada c¢— 0.
" ™
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(i) Odaberimo prirodan broj k takav da je |c| < k. Tada na osnovu nejednakost
trougla dobijamo

pp(cf,0) < pp(kf,0) < kpp(/,0).

Dakle, f + cf je neprekidno preslikavanje sa M? u MP.
(iv) To je zapravo tvrdjenje teoreme 3.2. Time je teorema dokazana.

Sada smo u moguénosti da dokazemo da prostori (M?,p,) i (N?,d,) imaju istu
topolosku strukturu.

Teorema 3.4. Za svako p > 1 prostori M? i NP podudaraju se u skupovnom i
topoloskom smislu u odnosu na topologije definisane pripadnim metrikama.

Dokaz. Razmotrimo identic¢no preslikavanje j : M? — NP. Tada na osnovu nejed-
nakosti (2.3) leme 2.3 slijedi da je j neprekidno preslikavanje. Na osnovu teoreme 2.7
vazi M? = N7, pa je stoga j surjekcija. Kako je M? na osnovu teoreme 3.3 F'-prostor,
a N? takodje F'-prostor mozemo na j primijeniti teoremu o otvorenom preslikavanju.
Zapravo, na osnovu posljedice 2.12 (b) iz [R1], slijedi da je inverzno preslikavanje 7!
neprekidno. Dakle, j je homeomorfizam, odakle slijedi da metrike d,, i p, definisu istu
topologiju na prostoru M?(= N7).

Teorema 3.5. Za svako p > 1 prostor M? je F'-algebra.

Dokaz. Na osnovu teoreme 3.3 M? je F- prostor. Kako je na osnovu teoreme 5.2,
gl. 1, prostor N? F-algebra, to je na osnovu teoreme 3.4 mnozenje u M? neprekidna
operacija. Dakle, M? je F-algebra.

Komentar. Kako prostori N” i M? nisu Banachovi (odsustvo svojstva homogenosti),
to na metrike d,, i p, ne mozemo primijeniti tvrdjenje (c) posljedice 2.12 iz [R1]. To
zapravo znaci da iako metrike d, i p, definisu istu topologiju na M?, iz te ¢injenice ne
slijedi obavezno da postoji konstanta C, koja zavisi samo od p takva da vazi

(3.4) pp(f,0) < Cpdy(f,0) zasvako [ e MP.

Stavise, gornja ocjena se ne moze izvesti iz nejednakosti (2.6) posljedice 2.8. Dakle,
ostaje otvoreno pitanje da li su metrike d, i p, ekvivalentne u smislu valjanosti relacije
(3.4). Teorema 3.4 zapravo pokazuje da se prostori N? i MP mogu identifikovati u
linearno-topoloskom smislu. To znagi da su svi rezultati dobijeni u ovom radu koji
se odnose na linearno-topologku strukturu prostora N” vazeéi i za prostore MP. Osim
toga, napomenimo da smo u dokazu teoreme 2.1, gl. 4ilema 2.2, 2.3, 2.6, gl. 4, upravo
koristili metriku p, umjesto metrike d,,. Istaknimo da smo i mnoge druge rezultate u
ovom radu mogli dobiti zamjenjujuéi metriku d,, metrikom p, na prostoru N?.

Napomenimo da smo u pogl. 5.6 definisali "tezinske” metrike d,, na prostoru N? na
slijededi nacin. Za datu pozitivnu i mjerljivu na T funkciju w za koju je log™ w € L?(T),
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funkcija d,, definisana kao

do

1/p
—> ) f)ge Np’
27

dulf,9) = ( / og?(1 +17(e") — " (e)u(c?))

je aditivno-invarijantna metrika na prostoru N?. U vezi s tim, sa NP smo oznacili
metricki prostor (N?,d,). Na osnovu teoreme 6.2, gl. 5, topologija na N” definisana
pomocu metrike d,, je jaca od topologije definisane na N? pomoéu metrike d,,. Koristedi
teoremu 6.3, gl. 5, ovdje dajemo potpunu karakterizaciju "tezinskih” funkcija w za koje
je NP [’-prostor.

Lema 3.6. Ako je NP kompletan metricki prostor, tada je NP I'-prostor.

Dokaz. Kako je metrika d,, aditivno-invarijantna i po pretpostavci kompletna, na
osnovu ([DS], str. 51) dovoljno je dokazati slijedea svojstva:

(i) Za proizvoljnu fiksnu funkciju f € NP, ¢+ cf je neprekidno preslikavanje sa C
u NP,

(i1) Za proizvoljan fiksni broj ¢ € C, [ + cf je neprckidno preslikavanje sa N? u
NZ.

Dokaz oba gornja tvrdjenja slijedi na potpuno isti na¢in kao dokaz analogmh tvrd-
jenja (ii) i (iii) teoreme 3.3 za prostor MP?.

Teorema 3.7. Za pozitivnu mjerljivu na T' funkciju w za koju je logt w € L7(T)
slijedeca svojstva su ekvivalentna:

(i) logw € LP(T).

(i1) NP je F-prostor.

)

Dokaz. Ako je logw € LP(T), tada je na osnovu ekvivalencije (i)¢>(iv) tcoreme 6.3,
gl. 5 NP kompletan metricki prostor. Olnda i na osnovu leme 3.6 zakljucujemo da je
NP F-prostor.

Obratno, pretpostavimo da je NP ['-prostor. Tada razmotrimo identi¢no preslika-
vanje 7 : N? — NP. Kako je na osnovu teoreme 6.2 (i), gl. 5, topologija odred-
jena metrikom d, jata od topologije odredjenom na NP pomoéu metrike d,, to je j
neprekidno preslikavanje. Postupajuéi dalje potpuno isto kao u dokazu teoreme 3.4%
zakljucujemo da obje metrike d, i d,, definidu istu topologiju na prostoru N?. Otuda,
opet na osnovu ekvivalencije (i)&(iv) teoreme 6.3, gl. 5, zakju¢ujemo da mora biti
logw € LP(T). Time je teorema dokazana.

Posljedica 3.8. Ako je N* F-prostor u odnosu na neku metriku d,,, tada se pri-
padna metricka d,-topologija podudara sa metrickom d,-topologijom. Dakle, jedina
metricka topologija od svih metrickih d,-topologija (log* w € LP(T)) u odnosu na koju
je NP F-prostor je upravo inicijalna metricka d, (odnosno p,)-topologija.

Dokaz. Tvrdjenje nepostedno slijedi iz dokaza tvrdjenja (ii)=(i) teoreme 3.7.



6.4. Ograniceni skupovi u prostorima M?

U prethodnom poglavlju smo dokazali da prostori M? i N? imaju istu topolosku
strukturu (teorema 3.5). Kako prostori M? (= N?) nisu Banachovi, to ograniceni
podskup u odnosu na pripadnu metriku p, (d,) ne mora biti ograniéen i u pripadnom
topoloskom prostoru M? (N?). Uzimajuéi u obzir tu &injenicu kao i ¢injenicu da pros-
tor N? nije lokalno ogranicen (posljedica 3.1, gl. 2), od interesa je dati karakterizaciju
ograni¢enih podskupova od M? (N?). Ta karakterizacija je data pomoéu obje metrike
dp | Py

Uocimo da se na osnovu Rieszove teoreme jedinstvenosti (teorema 1.2, gl. 1),
prostor N? moze identifikovati (do na izometricki izomorfizam) sa prostorom N7~ (ck-
vivalentnih) klasa svih mjerljivih na T funkcija koje se podudaraju skoro svuda na 7 sa
grani¢nim funkcijama funkcija iz N?. Slijedeéa teorema daje karakterizaciju radijalnih -
(ugaonih) grani¢nih vrijednosti funkcija iz prostora M? (=NP), odnosno [unkcija iz
NP*. Taj rezultat je analogan rezultatu V. I. Gavrilova i V. S. Zaharyana dobijenom u
([GZ], teorema 2) za prostor M.

Teorema 4.1. Neka je ¥ proizvoljan mjerljiv podskup jediniéne kruznice T' i @ kom-
pleksna mjerljiva funkcija definisana na E. Da bi se funkcija ¢ podudarala skoro svuda
na Iv sa graniénom (radijalnom) funkcijom neke funkcije f iz prostora M7 potrebno je
¢ dovolyno da postoji niz polinoma {P,} takav da vazi:

(i) Niz {P.(e")} konvergira skoro svuda na E ka funkciji @(e).

(i1) niz {log* M P,(0)} je ograniéen u prostoru LP(T), tj. vazi

2
(4.1) ]imsup/ (log* M P,(0))" ;—ig < 4o00.
o ™

n—00

Dokaz. Ako u formulaciji nase teoreme samo uslov (4.1) zamijenimo slijede¢im uslovom:

, d0

< )
27 S

2m
(4.1) limsu'p/ (log* | P.(e*)])
0

n—oo

tada dobijamo upravo teoremu 1, pogl. 5.2, str. 48, iz [1]. Otuda i iz ¢injenice da su na
osnovu nejednakosti (2.6) leme 2.8 uslovi (4.1) i (4.1)’ ekvivalentni, neposredno slijedi
tvrdjenje teoreme.

Komentar. Teoremu 4.1 mozemo dokazati dircktno na slican nacin kao teoremu 1,
pogl. 5.2, str. 48, iz [1]. S druge strane, ocito se teoreme 2 i 3, pogl. 5.2, iz [1] ne
mogu preformulisati u terminima metrike p, prostora MP.

Slijedeca teorema daje potpunu karakterizaciju ogranic¢enih podskupova prostora

NP (= MP?). Njeno tvrdjenje (i)« (iii) je potpuno analogno tvrdjenju teoreme 1 iz [Y4]
koje opisuje ograni¢ene podskupove od N7 .

126



Teorema 4.2. Za skup L C M? slijedeéi uslovi su ckvivalentni:
(1) L je ogranicen podskup od M?.
(i1) za svako € > 0 postoji § > 0 tako da vazi

do

(4.2) | / (log* Mf(0))" — <e zasvako f €L,
E 2

za svaki mjerljiv skup E C T &ija je Lebesgucova mjera |F] < 8.
(iii) za svako € > 0 postoji § > 0 tako da vazi

: do
(4.3) / (log® | f*(e)])” 5. <€ svako [ € L,
E m

za svaki mjerljiv skup E C T &ija je Lebesgueova mjera |E| < §.

Dokaz. Inkluzija (ii)=>(iii) neposredno slijedi iz otite nejednakosti |f*(ci?)| <
M f(0), f € MP, za skoro svako 0 € [0, 27].
(iii)=>(i) Neka je
V={g€N": d,(g9,0) <n)}

proizvoljna okolina nule u N?. Odaberimo dovoljno mali pozitivan broj e tako da va7i
(4.4) log"(1 +¢€) + 277" log” 26 + 2771 < 9P.

Tada slijedi da postoji §, 0 < § < ¢, tako da vazi (iii). Odaberimo n € N tako da vazi
1/n < §. Stavimo

By = {eiO: 0 ¢ [Z(k—l)w’%w>}’ Bl s

n n

Tada je |0k| = 1/n < 6, pa na osnovu (iii) vazi
2m o do n
(4.5) /o (log* | f* ()] )? 5 = ;/Ek <ne zasvako f¢€ L.

Iz (4.5) na osnovu nejednakosti Cebiseva slijedi da za svaku funkciju f € NP postoji
mjerljiv skup F; C T koji zavisi od f takav da vazi

(4.6) IT\Efl <& i (log™|f*(e?))) < na I7;.

ne
)
Iz (4.6) imamo

. 1/
e sen () T =K@ =K na Iy

Odaberimo a tako da vazi 0 < a < ¢/§. Tada koristeéi nejednakost log”(1 + |a]) <
2771 ((log™ |a|)” + log” 2), (4.4) i (iii) za svako f € L dobijamo

2m . d0
(dp(ef,0))" = /O log” (1 + laf*(e”)) 5
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“ Jy e

s/l
Ey
<

< .

Dakle, vazi d,(af,0) < n, odakle slijedi oL, C V. To znaéi da i je L

od NP,

do
og"(1 +¢) -——+2” 1 (/
T\E,

log"(1+ &) + 277 log? 26 + 27 ¢

10
log” 2 et -+

™

/ (log* 1 /(<))
T\E,

p d0

2

ogranicen podskup

(i)=>(ii) Pretpostavimo da je L ogranicen podskup od MP?. Tada za dato 5 > 0
postoji ag = ag(7n), 0 < ap < 1, tako da vazi

4D (oot 00 = [ log?(1-+ 1l f(0))

Otuda slijedi

do

“v P
27r<77

za svako

f € ]/, I(Y, S Q.

2m (]0
(4.8) / (log* || M f(0))" 5 = n” zasvako f € L,|a| < a.
Jo Ui

Kako je

log™ M f(0) < log* aoM f(0) + log i,
Qo

to vazi
1 P
(4.9) (log* M f(0))" < 271 ((log+ aoM f(0))" + <log g—) ) :
0
Za dato € > 0 odaberimo 7 > 0 tako da je
(4.10) n < e?/2,
kao i ap = ag(n) tako da vazi (4.7), a samim tim i (4.8). Neka je § > 0 odabrano tako
da je
1
(4.11) dlog? — < g/2.
Qo

Tada za svaki skup E C T za koji je || < §, na osnovu (4.8)-(4.11) za svako [ € L

dobijamo

/F (log* M f(0))" —

do
2T

IN

<

2> ( /E (log* aoM.f.(.O)’)”

2771?4277 B log?

€.
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Dakle, zadovoljen je uslov (ii) teoreme, ¢ime je teorema ujedno i dokazana.

Komentar. Uotimo da uslov (ii) iz teoreme 4.2 zapravo oznacava da je familija
{(log™* ]\4f(0))p : f € L} ravnomjerno integrabilna na T'. Analogno tvrdjenje vazi i za
uslov (iii). S druge strane, iz dokaza teoreme 4.2 vidimo da iz (ii) slijedi da je i familija

{(log* M f(0))" : f € L} ograni¢ena u prostoru L'(T), tj. da vazi

2m
lim sup/ (log* M P,(0))" L < +oo.
reL - Jo 2m

Analogno, iz uslova (iii) slijedi da je familija {(log* |f*(c*%)])" : [ € L} ogranicena u
prostoru L!(T).

Posljedica 4.3. Ako je za neki podskup L od M? familija
{(log™ |7*(e"))": fel}
ravnomjerno integrabilna, tada je i familija
{(log* |f(re))": f € L,0<T <1}
takodje ravnomgjerno integrabilna.

Dokaz. 1z uslova teoreme i inkluzije (iii)=>(ii) teoreme 4.2 neposredno slijedi da je
familija {(log* M f(0))” : f € L} ravnomjerno integrabilna na 7. Otuda i iz o¢igledne
nejednakosti |f(re'?)| < M f(0), f € M?, 0 < r < 1, za skoro svako 0 € [0, 27], slijedi
da je i familija {(log® |f(re)|)" : f € L,0 < r < 1} ravnomjerno integrabilna. "

Komentar. Analogan rezultat posljedici 4.3 dokazan je za klasu Smirnova Nt u
([P2], str. 133, lema 8.3). Ta se lema tamo koristi za dokaz konformne invarijantnosti
klase N*, kao i za karakterizaciju grani¢nih ugaonih vrijednosti funkcija iz N*t.

Slijedeca teorema daje potreban uslov ogranicenosti u prostorima M? (N7).

Teorema 4.4. Neka je L podskup od M?. Ako je L ogranicen podskup od M?, lada

vazi

Moo (r, f) < K exp (a{—(:—;m> za svako [ € L,

gdje je Moo(r, [) = maxococan |[(re?)], K > 0 pozitivna konstanta i w(r), 0 <r < 1,

pozilivna neprekidna funkcija koja ne zavisi od f € L i za koju je w(r) | 0 kada r — 1.

Dokaz. 1z nejednakosti (4.5) u dokazu teoreme 4.3, gl. 1 vidimo da za svaku funkciju
f € NP vazi

0\ \P 1 . 1 —~# w( H\[\P
(112) (gt If(re)l)’ < o / e A LA TGO
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Kako je po pretpostavei L ogranicen podskup od N”, na osnovu teoreme 4.2 (iii) za
svako € > 0 postoji § = §(e) > 0 tako da vazi

za svako f € L,

2m . (]0
(1.13) | gt i)y 57 < £

za svaki mjerljiv skup £ C T &ija je Lebesgueova mjera |E| < 6.
Dalje iz dokaza implikacije (iii)=>(i) teoreme 4.2 vidimo da za svaku funkciju f € NP
postoji mjerljiv skup Iy C T koji zavisi od [ takav da vazi

(4.14) IT\Efl <6 i (log"|f*(c)])" < % za skoro svako e € I7;.

Iz (4.12)-(4.14) dobijamo

(log* [/(re®))” = /F i /r ]

(3
< -
- 6 1-r2
odakle slijedi

1—-r)n €
(4.15) (1= 1) (log* Man(r, 1)) < L2702 4 €
Uzmimo niz {ex} pozitivnih realnih brojeva takav da je ex | 0. Za svako k € N neka
je e > 0 broj takav da je
(I =re)ne e

i A

4.16
(4.16) i :

gdje je e, = 6(ex) i
Th1 << 1,71 kada k — oo.

Stavimo
wi(r)=er za e <r<ryL,k=1,2,....

Otuda, iz (4.15) i (4.16) dobijamo

€

~—

1(7‘

] —r

(log+ M (r, f))’7 ot za svako 0 <r < 1.

Bududi da vazi _
wi(r) > 0 kada r—1,

to postoji neprekidna funkcija w,y(r) takva da vazi
wi(r) Swy(r) i we(r) 0 kada r— 1.

Stoga je

(

(log* Mo (r, )" < zasvako 0 <r <1.

)—"
‘Rlv
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Otuda stavljajudi
wir) = (wg(r))”’7 za svako 0<r <1,

dobijamo
Moo(r, f) < exp <

Time je teorema dokazana.

m) za svako f € L.

Komentar. Uslov iz teoreme 4.4 nije ujedno i dovoljan da bi skup I C M? bio
ogranicen podskup od MP. Zapravo, stavimo

JalZ) = a.2", ap = exp()\nn]/(”’q)),

gdje je
A, = n-1/20+0),

Tada se kao u dokazu leme 1 iz [Y4] lako provjeri da skup L = {f,} C M” zadovoljava
uslov 1z teoreme 4.4. Ali kako je

log |73(e)] = n'/20),
ocigledno skup L nije ograni¢en u M?.

Podsjetimo se da je na osnovu teoreme 4.1, gl. 3, svaki ograni¢en skup u prostoru
['’P-Iréchetovom omotacu od N?, ujedno i predkompaktan (relativno kompaktan) skup
u I'?. Osim toga, I'? je Montelov prostor (vidj. teorema 4.3, gl. 3). Slijedeéi rezultat
pokazuje da to nije slu¢aj ni sa jednim prostorom NP.

Teorema 4.5. Postoje ograniceni podskupovi od N” koji nisu t predkompakini u
tom prostoru.

Dokaz. Za niz funkcija {h,} definisan na [0,27] kao

h,(t) = 1 + sin(nt),

stavimo

(4.17) ma:m{i/%”+%mwﬁzmm—wm zeD.
0

o eit — 2

Tada je ocito {f,} C N? i za svaki mjerljiv skup F C T vazi

2m
/ hn(t)dt = 2w,
0

kao 1

os/mmﬁsﬂm
E
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gdje || oznacava Lebesgueovu mjeru skupa 2. Odavde i na osnovu teoreme 4.2 vidimo
da je skup L = {f,} ogranicen u N”.

Pretpostavimo da je skup I predkompaktan. To zna&i da postoji podniz {f,,} niza
{/n} 1 funkcija f € NP tako da vazi

(4.18) dp(for, /) = 0 kada k — oo,

pa samim tim
fak(2) = f(2) ravnomjerno na svakom zatvorenom krugu |z| < r < 1.

Otuda i na osnovu (4.17) zakjucujemo da mora biti f(2) = e na D. S druge strane, iz
(4.18) i teoreme 4.6 slijedi da

Jak(e®) = f*(e**) po mijerina T.
Stoga dobijamo
logt | frr(e)| = 1 + sin(ne0) — log* |f*(¢")| =1 po mjerina 7.

Ovim je dobijena kontradikcija, pa zakjuc¢ujemo da skup L nije predkompaktan u /NP,

Za karakterizaciju predkompaktnih skupova u N? neophodan nam je slijedeéi rezul-
tat. ;

Teorema 4.6. ([1], pogl. 6.3, str. 62, tcorema 1). Niz {f,} C N? je Cauchyjev u
prostoru NP ako 1 samo ako vaze slijedeci uslovi:

(i) Niz {logP(1 + | [2(e*)])} ¢ini ravnomjerno integrabilnu familiju na 1.

(i1) niz {f2(e®)} konvergira po mjeri na T.

Teorema 4.7. Skup K C N? je predkompaktan podskup od NP ako i samo ako vaze
slyedeci uslovi:

(i) K je ogranicen u N?. .

(i1) Za svaki niz { [} C K niz {[:(c*)} sadrzi podniz koji konvergira po mjeri na 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je K predkompaktan podskup od N?. Stoga je K i
ograni¢en u NP i za svaki niz {f,} C K postoji podniz {f,, } 1 funkcija [ € NP tako
da fn, — f u prostoru N”. Stoga je taj podniz Cauchyjev u N?. Na osnovu teoreme
4.6 slijedi da podniz { [ (e’)} konvergira po mjeri na T'.

Obratno, pretpostavimo da za skup K C NP vaze uslovi (i) i (ii) naSe teoreme.
Uzmimo bilo koji niz {f,} C K. Na osnovu (ii) niz {f;(e*®)} sadrzi podniz {[; (¢')}
koji konvergira po mjeri na T'. 1z uslova (i) 1 teoreme 4.2 (iii) slijedi da niz

{(log* /2, (¢“))" } ke

¢ini ravnomjerno integrabilnu familiju na T. Otuda i iz nejednakosti logP(1 + |a|) <

2771 ((log™ |a])? + log? 2) slijedi da i niz
{log"(1 + | /2, ("))} kene
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¢ini ravnomjerno integrabilnu familiju na T'. Dakle, niz {f,,} zadovoljava oba uslova
teoreme 4.6, na osnovu koje zakjucujemo da je {f,,} Cauchyjev niz u N?. Konacno,
zbog kompletnosti prostora N? zakjuéujemo da je niz {f,, } konvergentan u N?. Dakle,
K C N? je predkompaktan podskup od N?, ¢ime je teorema dokazana.

6.5. F-prostori (7
Neka je Z = {z,} niz kompleksnih brojeva iz jediniénog kruga D takav da je z, # z,,
za n # m 1 za koji vazi Blaschkeov uslov:

[ee]

(5.1) Z(l — |2za]) < o0.

n=1

Tretirajuci interpolacione probleme za Hardyjeve klase H? (1 < q¢ < oo), Shapiroi
Shields u radu [SS1] uvode slijedeéu klasu nizova kompleksnih brojeva:

(5.2) {{Cn} : Z(I - |Z11|2)lcn|q < OO} )

gdje je 1 < q < oo. Klasu nizova {c,} definisanu pomoéu (5.2) ovdje éemo oznacavati
sa ZZ

Razmatrajuci odgovarajuée interpolacione probleme za klasu N*, Yanagihara u
radu [Y7] uvodi slijedeéu klasu nizova kompleksnih brojeva:

(5.3) I = {{cn} : Z(l — |2a|*) logt |ea| < oo} .

Po analogiji sa naprijed definisanim klasama (71 [} za dati niz Z = {z,} koji zadovoljava
uslov (5.1) i realan broj p > 1 sa I? oznacimo klasu svih nizova kompleksnih brojeva
{cn} koji zadovoljavaju uslov: =

(o]

(5.4) Z(l — |2al?) (log™ |ea])” < o0

n=1

Prostore [ mozemo na osnovu definicije smatrati diskretnim verzijama prostora N”.
U vezi s tim, po analogiji sa metrikom d, na N? definisemo na prostoru (? funkciju o,
kao

o0 1/p
(5.5) op(u,v) = (Z(l — |2u]*) log?(1 + |en(u) — Cn(v)|)>

n=1

za nizove u = {c(u)},v = {c.(v)} € I
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Teorema 5.1. I? je vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva.

Dokaz. Uzmimo u = {ca(u)},v = {ca(v)} € 7. Kombinujuéi nejednakosti logt |« +
yl <log™ |z| + log* |y| + log 2 i nejednakost (|a] + |b] + |¢|)? < 37~ (|a|” + |b|” + |c|?)
dobijamo (log™ |z +y|)» < 37~'((log™ |z])” + (log™ |y|)? + log? 2). Otuda, iz (5.1) i (5.4)
slijedi da je u+v € 2. Ako je a € C, tada iz nejednakosti log™ |zy| < log* |a|+log™ |y i
(lal-+1bl)? < 271 (Jal?+507) shicdi (log* ay])? < 271 (log" [z])P+ (log™* [y[)?). Otuda,
opet na osnovu (5.1) i (5.4) slijedi da je cu € I?. Time je tvrdjenje teoreme dokazano.

Teorema 5.2. ['unkcija 0, definisana pomocéu (5.5) je aditivno-invarijanina metrika
na prostoru I? u odnosu na koju je I? kompletan metricki prostor.

Dokaz. Ocito iz o,(u,v) = 0 slijedi da mora biti v = v. Osim toga, ocito vazi
(5.6) op(u,v) = op(u — v,0)

zasvako u = {c,(u)},v = {c.(v)} € 2. To znaci da je o, aditivno-invarijantna funkcija.
Kombinujuéi nejednakost log(1 + |z + y|) < log(1 + |z|) + log(1 + |y|) sa nejednakoséu
Minkowskog za nizove u = {ca(u)},v = {c.(v)} € I? dobijamo

gplu; v) = (

1/p
(1 = [2a]*) log”(1 + |en(w) — Cn(v)|)>

< <n=1(1 — |2a?) ((log(1 + |en(w)]) + Jog(1 + |Cn(v)|))p)1/p
- (2 (1= lzal*)"Plog(1 + len(w)]) + (1 = |2a[*)'/? log(1 + lcn(u)|))"> \p
< (g(l — |2a]?) log™(1 + Icn(um) i/p
! (g(l — |za|*) logP(1 + |c,,‘(v)|)) v

= 0,(u,0) + 0,(v,0).
Sada iz gornje nejednakosti i (5.6) za u,v,w € I? dobijamo

op(u,v) = op(u—w,v—w)
op(u —w,0) + op(v — w,0)

op(u, w) + op(v,w).

IN

Dakle, vazi nejednakost trougla.
Jos preostaje dokazati kompletnost prostora IP. Neka je uy = {c,(ux)} Cauchyjev
niz u 12, §j-

(5.7) op(Uk, uy) = 0 kada k,m — oo.
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Otuda se lako vidi da za svako n € N postoji limes
(5.8) cn(ur) = ¢, kada k — co.

Iz (5.7) vidimo da za svako & > 0 postoji ko € N tako da vazi

) 1/p
(Z(l — |2n|*) log”(1 + |ca(ur) — cn(u,m)l)> < e 7zasvako k,m > k.

n=1

Prema tome, za svaki prirodan broj [ vazi

l 1/p
<Z(1 — Jzal?) Iog?(1 + Jen () cn<um>|)> <e.

n=1

Uzimajuci da m — oo i zatim | — oo iz gornje nejednakosti dobijamo
u={c,} € i o,(u,u) >0 kada k — oo.

ree 2
Iime je teorema dokazana.

Teorema 5.3. Za svako p > 1 ¥ je ['-prostor u odnosu na metriku o, definisanu
pomodcu (5.5).

Dokaz. Na osnovu ([DS], str. 51) dovoljno je dokazati slijededa svojstva:

(i) op je invarijantna metrika,

(1) Za proizvoljan niz v € I?, & — au je neprekidno preslikavanje sa C u 7,

(iii) Za proizvoljan fiksni broj a € C, u — ou je neprekidno preslikavanje sa 7 u
r,

(iv) {7 je kompletan metricki prostor.

(1) slijedi iz (5.6) teoreme 5.2.

(i1) Pretpostavimo da ay — « kada k — oo. Za dato € > 0 odaberimo ny € N tako
da vazi

no 1/p
(5.9) (Z(l — 2l log(1 + Icn(u)l)> <t

T |

Posto ay — a, mozemo odabrati ko tako da za k > ko vazi |ay —a] < 11

N ™

15 1/p
(5.10) <Z(1 — |2a]*) log”(1 + |ax — allcn(”)l)> <

n=]

Iz (5.9) i (5.10) dobijamo da za svako m > ko vazi

no ) 1/p
op(aru, au) = <<Z+ Z ) (1= |za|?) log”(1 + Jox — al]cn(u)])> < E.

n=l n=ng+1
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Time je (ii) dokazano.

(i) Neka je o € C fiksirano. Pretpostavimo da je u € 7 i niz {uy} C 7 tako
da op(ug,u) — 0 kada k& — co. Odaberimo m € N tako da vazi |a| < m. Tada iz
nejednakosti trougla dobijamo

op(aug, au) op(mug, mu) = a,(m(ux —u),0)

2
<

mop(ur — u,0) = moy,(ug, u).

Iz gornje nejednakosti i pretpostavke o,(ug,u) — 0 slijedi o,(cug, au) — 0 kada
k — oco. Time je (iii) dokazano.

(iv) Ovo tvrdjenje je dokazana u sklopu teoreme 5.2, pa je time nasa teorema
dokazana.

Slijedeca teorema daje potpunu karakterizaciju ograni¢enih podskupova prostora (7.
Ona zapravo predstavlja (?-varijantu teoreme 4.2 ((i)< (iii)) koja karakterise ogranicene
podskupove od NP,

Teorema 5.4. Neka je L podskup od [?. Tada je L ogranicen ako 1 samo ako vaze
slijedeca tvrdjenja:

(o]

(1) Z(l — |za]?) (log* |ca(u)])” < M za svaki niz w = {c.(u)} € L,

n=1

gdje je M = M(L) pozitivna konstanta, kao 1
za svako € > 0 postoji prirodan broj ng = no(e, L) tako da vazi

lee}

(i) Z(l — |za?) (log™ |ea(u)])” < €  za svaki niz u = {c.(u)} € L.

ng+1

Dokaz teoreme je potpuno slican dokazu teoreme 4.2 i zato ga izostavljamo.
Slijedeca teorema predstavlja diskretan {?-analogon teoreme 4.5.

Teorema 5.5. Neka je L podskup od [P. Ako je skup L ogranicen, tada vazi

An o
len(u)] < K exp (W) za svaki niz u = {ca(u)} € L,
= o

gdje je K > 0 konstanta i {\,} pozitivan niz za koji je A\, | 0 kada n — oo 1 koji ne
zavist posebno od u € L.

Dokaz teoreme je potpuno analogan dokazu teoreme 4.5 i zato ga izostavljamo.
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6.6. Interpolacija u prostorima NP

Pretpostavimo da je X ncka klasa holomorfnih funkcija definisanih na jedini¢nom
krugu D kompleksne ravni. Neka je {z,} niz u u krugu D. Za niz kompleksnih brojeva
{cn} interpolacioni problem sastoji se u nalaZenju funkcije f € X za koju vazi

(6.1) f(zn) =c, zasvako n e N.

Neka je Y neka familija nizova kompleksnih brojeva. Niz {z,} C D naziva se uni-
verzalni interpolacioni niz za par (X,Y) ako za svaki niz {c,} € Y postoji funkcija
[ € X za koju vazi uslov (6.1).

Na pocetku prethodnog poglavlja istaknuto je da su u vezi sa rjesavanjem interpo-
lacionih problema za Hardyjeve klase H? (1 < ¢ < oo) Shapiro i Shields u [SS1] uveli
pripadne prostore nizova l~g Rjesavajuci analogne probleme za klase /7 (0 < g < 1)..
Kabaila u [Ka] definise analogne prostore nizova za 0 < ¢ < 1. U vezi s tim za niz
Z = {z,} C D takav da je z, # z,, za n # m i koji zadovoljava uslov

[e.e]

(6.2) > (1= z]) < oo,

n=1

za svako 0 < g < oo oznacimo sa. [? klasu svih nizova {¢,} kompleksnih brojeva za koje
vazi

(o]

(6.3) D (1 = |za]*)leal® < o0.

n=1

Ocigledno zbog uslova (6.3) mora biti |z,] — 1 kada n — oo. Za svaki niz {z,} C D u
ovom poglavlju ¢emo pretpostavljati da je z, # 2z, za n # m i da vazi (6.2). Za takav
niz {z,} C D in € N sa B,(z) oznatimo beskona¢ni Blaschkeov proizvod definisan
kao

(6.4) N 4 Lt
m#n

L E

U vezi s tim, za niz {z,} C D kazemo da je ravnomjerno razdvojen ako postoji strogo
pozitivan broj § takav da vazi

(6.5) |Ba(za) = [] |2

- >6>0 zasvako n € N.
1—2zn,2,

Pojam ravnomjerno razdvojenog niza tijesno je povezan sa rjesenjem interpolacionog
problema za uredjen par (H®,(*) dobijenog od strane Carlesona u [C]. Napomenimo
da H° oznatava Hardyjev prostor ogranic¢enih holomorfnih na D funkcija, a [ pros-
tor ogranic¢enih nizova kompleksnih brojeva. Taj ¢uveni rezultat Carlesona sastoji sc u
slijede¢em tvrdjenju.
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Teorema 6.1. ([C]). Niz {z,} C D za koji vazi (6.2) je univerzalni interpolacioni
niz za par (H* 1) ako @ samo ako je on ravnomgerno razdvojen.

Komentar. U skladu sa prethodnim rezultatom, Blaschkeov proizvod sa prostim
nulama koje ¢ine univerzalni interpolacioni niz za (I, 1) naziva se interpolacionim.

Tvrdjenje teoreme 6.1 je dokazano u [SS1] za uredjen par (H9,17) (1 < ¢ < o),
odnosno u [Ka] za uredjen par (H7,{7) (0 < ¢ < 1). Ta dva rezultata zajedno sa
teoremom 6.1 mogu se objediniti u jedinstvenu glavnu interpolacionu teoremu za klase

119 kako slijedi.

Teorema 6.2. ([D2], str. 149, teorema 9.1). Neka je 0 < ¢ < co. Niz {z,} C D je
univerzalni interpolaciont niz za par (H7,1%) ako 1 samo ako je on ravnomjerno razd-
vojen.

Koristeci teoremu 6.2, kao i rezultate Naftalevica iz [N] koji se odnose na interpo-
laciju za Nevanlinninu klasu N Yanagihara u radu [Y7] rjesava interpolacione probleme
za klasu N*. Kao $to je re¢eno u prethodnom poglavlju, u radu [Y7] definisu se klase
nizova [} pomocu (5.3). Napomenimo da smo u istom poglavlju za dati niz 7 = {z,}
koji zadovoljava uslov (5.1) i realan broj p > 1 sa I? oznacili klasu svih nizova komplek-
snih brojeva {c,} koji zadovoljavaju uslov (5.4). Za svako p > 1 i uredjen par (N7, (?)
imamo slijedeci rezultat.

Teorema 6.3. Da bi niz {z,} C D bio univerzalni interpolacioni niz za (N?, Ir)
dovoljno je da {z,} bude ravnomjerno razdvojen, a neophodno je da vazi

(65) (1 e |2n|2) logp (ﬁ) — 0 kada n — oo.
n\%n

Dokaz. Pretpostavimo da je niz {z,} ravnomjerno razdvojen. Za dati niz {c,} € I
stavimo

(6.6) by =loglc,| akoje |eu|>1; b, =0 akoje |c,| <1.

Tada ocito niz {(1 — |2,|?)"/?b,} pripada prostoru 17, tj. niz {b,} pripada prostoru i”.
Stoga na osnovu teoreme 6.2 postoji funkcija g € H? takva da vazi g(z,) = b, za svako
n € N. Definisimo funkciju f; kao

fi(z) = exp(9(2)), z€ D.

Tada je oc¢ito f; € NP i zbog (6.6) vazi

(6.7) J1(z) = |ea] akoje |ea| > 1; fi(za) =1 akoje |ea] < 1.
Stavimo
(6.8) g = o ako je leal 2 1; ,=cn akoje |eu| < 1.
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Tada je {c/,} € [, pa na osnovu tcoreme 6.1 zakljué¢ujemo da postoji funkcija f, € >
tako da je

(6.9) fa(zn) = ¢, zasvako n e N.

Definisimo funkeciju f kao

[(z) = fi(2)f2(2) z€ D.

Tada je [ € N? iiz (6.6)-(6.8) vidimo da vazi f(z,) = ¢, za svako n € N. Time je
prvo tvrdjenje teoreme dokazano.

Oznac¢imo sa K skup svih funkcija f € N? za koje je [(z,) = 0 za svakon € N. Iz
nejednakosti (ii) leme 2.1, gl. 2, slijedi da je K zatvoren podskup od N?. Definisimo
koli¢nicki prostor

NP =NP/K, f=f+KeN® za [eNP
Definigimo metriku d, na prostoru N” na uobicajen nacin kao

Jn(faﬁ) = i”r.dp(f»o)) J’P(ﬁa@) = (Zp((f = g)_,(_)).
fefs

Tada je N7 I"-prostor u odnosu na metriku d,,.
Svakom nizu u = {¢,} € [? olito je na jednoznacan nacin pridruzen f € N” tako
da je

(6.10) f(z.) =c. zasvako n €N izasvako f¢€ f.

Stoga. je takvo pridruzivanje T'(u) = f, u € [? korektno definisano preslikavanje sa (? na
N?. Ocigledno je T linearan operator. Napomenimo da smo pomocu (5.5) definisali na
prostoru /7 metriku ¢,. Dokaza¢emo da je operator T zatvoren. Neka je niz {u,} € I
takav da je 0,(un,0) — 0 kada n — oo i

(6.11) dp(T(un),h) = 0 kada n — oo.
Dokazimo da je h = 0, t;.
h(zg) =0 zasvako k€N izasvako he€ h.
Stavimo T'(tn) = hn. Tada iz pretpostavke u, = ci(u,) — 0 kada n — oo, slijedi
hn(zk) = ck(un) = 0 zasvako k€N kada n — oo.
Stavimo h(zx) = ck 1 gn(2) = hn(2) — h(z), z € D. Tada iz (6.10) slijedi
(6.12) gn(2zk) = ck(un) —cx  zasvako k€N izasvako gn € G-

Otuda i iz (6.11) slijedi d,(g»,0) — 0, pa za dato € > 0 postoji ng € N tako da za
svako n > ng postoji g, € Gn za koje je d,(g.,0) < g/2'/7. Otuda i iz (6.12) na osnovu
nejednakosti (ii) leme 2.1 dobijamo

(1= |2l) /7 log(1 + |ex(un) = cxl)

Il

(1 = |z) /P log(1 + |gn(ze)])
< 2'/7dy(ga,0)
< € za svako &k € N.
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Pustajuéi da n — oo i e — 0, iz gornje nejednakosti slijedi ¢x = 0 za svako k € N.
Time je dokazano da je T zatvoren linearan operator.

Na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku (vidj. [DS], str. 57) zakljucujemo da je 7'
neprekidan operator.

Neka je u,, = {ck(un)}52, niz takav da je

ck(un) =0 zasvako k#n; c,(un) = 1.

Ocito vazi 0,(un,0) — 0 kada n — oo. Otuda i zbog neprekidnosti operatora 7'
dobijamo d,(h,,0) — 0, gdje je h,, = T(u,). Odaberimo h, € h, tako da je dy(hn,0) —
0 kada n — oco. Kako je h, € NP i na osnovu (6.10) h,(z:) = 0 za svako k # n, na
osnovu teoreme 1.5 (b), gl. 1, A, se moze faktorisati kao

ha(2) = Bu(2)F.(2), =z € D,

gdje je Bn Blaschkeov proizvod definisan pomoéu (6.4) i F, € NP. Osim toga, na
osnovu teoreme 1.4, gl. 1, vazi |F(e”)| = |k} (e')| skoro svuda na T. Zbog toga vazi
dp(Fn,0) = dp(hn,0). Kako je na osnovu (6.10) h,(2,) = 1 za svako n € N, na osnovn
nejednakosti (ii) leme 2.1 dobijamo

1 ho(z2)]
(0= b on () < (oo (14 )
= (1= |za])"Plog(1 + | Fu(2n)])
< 274,(F,,0)
21/”(1,,(/1",0)
< i€ za svako n > ng.

Time je (6.5) dokazano, a samim tim 1 nasa teorema.

Oznacimo sa [? (1 < p < oo) skup svih strogo pozitivnih nizova {c,} za koje vazi

[ee]

(6.13) > (1= |zal*)llog cal? < co.

n=l

Oznacimo sa N? klasu svih funkcija holomorfnih na D, koje nemaju nulau D i za koju
je ¢(z) = log f(z) € H?. Pri tome uzimamo da je ¢#(0) realan broj. Ocigledno vazi
IPClri N? C NP,

Slijedeée tvrdjenje je NP-analogon teoreme 6.2.

Teorema 6.4. Da bi niz {z,} C D bio univerzalni interpolacioni niz za par
(N?,1?) u smislu da za bilo koji niz {c,} € P postoji funkcija f € NP tako da je
log f(2z.) = log ¢, za svako n € N, neophodno je i dovoljno da {z,} bude ravnomjerno
razdvojen niz.

Dokaz. Uzmimo proizvoljan niz {c,} € 7. Ako stavimo b, = logec, (arg(c,) = 0),
tada na osnovu teoreme 6.2 postoji funkcija ¢ € H” takva da je g(0) = 01 g(z,) = byt
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za svako n € N. Ako definisemo f(z) = exp (g(2)), z € D, tada je f € N7 i f(z,) = c»
za svako n € N.

Za dokaz obratne tvrdnje uo€imo da prostor [? moze biti smatran realnim Bana-
chovim prostorom u odnosu na operacije sabiranja i mnoZenja skalarom definisane na
slijedeéi nacin:

(i) zbir {c,} + {ba} je definisan kao niz {c.b,}.

(i) Za realan broj A, proizvod A{c,} se d(‘ﬁnwe kao niz {(cn)}.

(iii) Norma niza {cn} definise se kao

0o 1/p
(6.14) [H{en}ll = (Z(l = |2al*)llog cnl”>

n=1

Na analogan nacin, N moze biti razmotren kao realan Banachov prostor u odnosu na
operacije sabiranja i mnozenja skalarom definisane na slijedeéi naéin:
(i)’ zbir f + g je definisan kao funkcija ¢&ija je vrijednost u tacki z € D jednaka

[(2)g(2), 4. (f + g)(2) = f(2)g9(2).

(1) Za realan broj A, proizvod A [ definise se kao funkcija ¢ija je vrijednost u tacki

z € D jednaka (J(2)), tj. (A\)(2) = (/(2)), (AF)(0) > 0.

(iii)’ Norma od f definise se kao

2w ) dO 1/p 27 . d0 1/p
619 W= s ([ rosseerst) = ([ o s g )
0<r<1 \Jo ™ Jo 2m

gdje je logaritam odredjen uslovom arg(f(0)) = 0.

Za datiniz {z,} C D oznatimo sa P skup svih funkcija f € NP za koje je log f(z,) =
0 za svako n € IN. P je o¢igledno zatvoren potprostor od N?. Stavimo

NP =N"/P i f=f+P za fe€N"

Tada je NP realan Banachov prostor sa normom ||f|| = inf 7| fll. Svakom nizu

u = {ca(u)} = {ca} € I? jednoznaino je pridruzeno f € NP tako da je
log f(2,) =logc, zasvako n €N izasvako f€ f.

Oznacimo to pridruzivanjesa S, tj. [ = S(u). O¢ito je operator S linearan. Na potpuno
isti nacin kao u dokazu drugog dijela teoreme 6.3 mozemo dokazati da je operator S
zatvoren. Otuda opet na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku zaklju¢ujemo da je S
neprekidan operator. Zbog toga i ¢injenice da su NP i [P realni Banachovi prostori
slijedi da vazi

(6.16) 171 < M ull

za neku pozitivnu konstantu M’ i za neko f € f = S(u).
Kako je log f € HP, iz subharmoni¢nosti funkcije v(z) = |log f(z)|? na krugu D
dobijamo

- " do 2 el 1
0y < 0 — )t V() =, 0<r<l,
v(re>_/0 P(r,0 z>v(e>27r_1~r/0 e 5, 0T <
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odakle na osnovu (6.15) neposredno slijedi

(6.17) (1= 121")7|og f(2)| < M”||f]

za konstantu M” = 4'/7. Neka je un, = {c(un)}$2, pozitivan niz takav da je
(i) =1 akoje k#n; calun)=ec.

Tada je na osnovu (6.14) Juall = (1 - 2. F) e,

Neka je f, funkcija iz S(u,) za koju vazi (6.16). Stavimo arg(Bn(0)) = a, i

(6.18) Fo(2) = exp ((,I_Lf%%) . zeD.

Tada je I, € N? i vazi
(6.16) i (6.17) dobijamo

log F(e'?)| = |log f(e)| skoro svuda na T'. Stoga, na osnovu

(1 = |za]")/7log Fu(z)] < M”||F]|
M7 fall
<. MMN] ~ P

Uzimajuéi u obzir da je zbog (6.18)

Nlog Ira(2n)| = [log [u(2a)l/| Bu(za)| = 1/|Bu(za)l,

1z gornje nejednakosti dobijamo
|Bn(z,)| > 1/M'M”.

Dakle, niz {z,} je ravnomjerno razdvojen. Time je teorema u potpunosti dokazana.

Teorema 6.5. Pretpostavimo da je {z,} C D ravnomgjerno razdvojen niz i ncka je

[ € NP funkcija za koju je log |f*| € LP(T). Tada va

o0

> (1 = |2f?) (log* |/ (za)])" < +oo.

n=1

Osim. toga, mi mozZemo odabraii niz {z,} C D koji je ravnomjerno razdvojen 1 niz
kompleksnih brojeva {c,} tako da vazi

1 —|z,|%) (log* |e,, " < too 2a proizvolino 0 < § < 1,
g

Lo

a da pri tome ne postoji funkcija f € N” za koju b1 bilo [(z2,) = ¢, za svako n € N.

Dokaz. Neka je f € NP funkcija za koju je log|f*| € L?(T). Tada se na osnovu
kanonske faktorizacione teoreme 1.5 (b), gl. 1 za klase N?, f moze prikazati kao

/() = B()S(2)F(z), z€D,
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gdje je B(z) Blaschkeov proizvod u odnosu na nule funkcije f(z), S(z) singularana
unutrasnja, a F'(z) vanjska funkcija. Ako stavimo g(z) = S(2)F(z), lako se vidi da
se funkcija log|g(z)| moZe predstaviti u obliku Poisson-Slicltjesovog integrala, pa na
osnovu ([D2], str. 35, posljedica) slijedi da log g(2) pripada klasi H? za svako q, 0 <
q < 1. Kako je na osnovu teoreme 1.4, gl. 1, |g*(e'?)| = |/*(e'?)| skoro svuda na 7',
to je log |g*| € LP(T"). Stoga, na osnovu kanonske faktorizacione teoreme 1.5 (d), gl.
1 za klase H?, zakjucujemo da funkcija log g(2) pripada klasi H?. Na osnovu teoreme
([D2], str. 149, teorema 9.1) zakljuc¢ujemo da vazi

[ee]

Z(l - 'Z71I2)| log g(2a)[” < +00,

n=]

odakle slijedi

Z(l — |2a]%) (108+ If(zn)Dp T Z(l — |2.)?*)] log g(2,)|P < 4o0.

=1

Tire je prvo tvrdjenje teoreme dokazano.

Za dokaz drugog tvrdjenja, uzmimo broj b takav da je 0 < b < 1 i stavimo z, =
1 —b*, ¢, = exp(1/b™7). Tada niz {z,} zadovoljava uslov iz ([D2], str. 155, teorema
9.2), pa na osnovu iste teoreme zakljuéujemo da je {2z,} ravnomjerno razdvojen niz.
Osim toga ocigledno vazi

(6.19) (1 = |za]) (log* |ea])” =1 zasvako n € N.
Kako na osnovu teoreme 2.2 (i), gl. 2, za svaku funkciju f € N? mora vaziti

(1 - |2]) (log* I£()])” = o(1) kada |2] = 1,

...

to zbog (6.19) zaklju¢ujemo da ne postoji funkcija f € NP za koju vazi f(z,) = ¢, za
svako n € N. Time je teorema dokazana.
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Summary

In this dissertation we investigate linear topological and functional properties of
some ['-algebras of holomorphic functions on the open unit disk D : |z|] < 1. These
classes were introduced by I. I. Privalov in the first edition of [P1]. Namely, the class
NP (1 < p < o0) (with the notation A, in [P1]) consists of those holomorphic func-
tions f on D for which (log™ | f(2)])” has a harmonic majorant on D. It is known that
the class N? with respect to the metric d, defined by M. Stoll in [St2] becomes an
F-algebra.

In Chapter 1 we give preliminary notations, definitions and results. We prove cer-
tain inclusion relations among the various classes. We also give a short proof of the
canonical factorization theorem for the classes N”.

In Chapter 2 we first obtain the estimates for the mean growth and Taylor coel-
ficients related to the functions from the classes N?. By using these estimates, we
characterize multipliers from N? into the Hardy class H? (0 < ¢ < o0). As an ap-
plication, we obtain a complete characterization of the space of all continuous linear
functionals on N?. Further, we prove that N? is not locally bounded, and also it is not
locally convex.

In Chapter 3 we define different topologies on the spaces N?. We first define the
inductive limit topology that is equivalent with the initial d, metric topology, and the
usual locally convex inductive limit topology, which we shall call the Helson topology
and denote H?. It is proved that the topology HP coincides with the induced on NP
metric topology defined on the Fréchet envelope FP of NP. Further, we prove the
asymptotic versions of Szegos theorem and the Helson-Szegos theorem.

In Chapter 4 we investigate the ideal structure of the algebras N?. We prove that
N7 is a ring of Nevanlinna-Smirnov type in the sense of Mortini [Mor]. As an appli-
cation, we obtain the fact that the ring N? has the Corona Property, and that N? is
a coherent ring. We give also sufficient conditions for an ideal in N?, generated by a
finite number of inner functions, to be equal to the whole algebra N?.

In Chapter 5 we prove the NP?-variant of Beurling’s theorem. Using a result of
Mochizuki [Moc] we obtain a characterization of invariant subspaces of N?. Further-
more, we give a characterization of weakly dense closed ideals in N?. We prove the
logarithmic analogue of Szegos theorem.

In Chapter 6 we investigate linear topological properties of the spaces M? (1 < p <
o0) that generalizes the space M. The main result states that M? = N? and that these
spaces have the same topological structure. Further, we characterize bounded subsets
of N?. We also define the spaces I? of complex sequences as discrete versions of the
spaces N?. We define the metric o, on 7, and we prove that 2 is an ["-space wjth
respect to this metric. The spaces I? are in connection with the interpolation problems
in N?. Finally, we give three interpolation theorems related to the interpolation in N”.
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Sazetak

U ovoj disertaciji istrazuju se linearno topoloSka i funkcionalna svojstva nekih F -algebri
holomorfnih funkcija na otvorenom jediniénom krugu D:|z|<1. Te klase je uveo I. I.

Privalov u prvom izdanju od [P1]. Naime, klasa N”(l1< p <) sa oznakom 4, u [PI]),

sastoji se od holomorfnih funkcija f/ na D za koje (log"| f(z)|)” ima harmonijsku
majorantu na D . Poznato je da klasa N” u odnosu na metriku d, koju je definisao M. Stoll

u [St2] obrazuje F-algebru.
U glavi 1 dajemo preliminarne oznake, definicije i rezultate. Dokazujemo neke relacije
inkluzije medu raznim klasama. Takode, dajemo kratak dokaz kanonske faktorizacione

teoreme za klase N”.
U glavi 2 prvo dobijamo ocjene za srednji rast i Taylor-ove koeficijente u odnosu na

funkcije iz klasa N”. Koristeéi te ocjene, karakteriSemo mnozitelje iz N” u Hardy-jevu
klasu H?(0<g<®). Kao primjenu, dobijamo potpunu Kkarakterizaciju prostora svih
neprekidnih linearnih funkcionala na N”. Nadalje, dokazujemo da N’ nije lokalno
ogranien prostor, kao i da nije lokalno konveksan prostor.

U glavi 3 definiSemo razne topologije na prostorima N”. Najprije definiSemo
induktivnu limes topologiju koja je ekvivalentna sa inicijalnom d, metrickom topologijom i
uobiCajenu lokalno konveksnu induktivnu limes topologiju, koju nazivamo Helson-ovom
topologijom i oznaavamo sa H”. Dokazano je da se topologija H” podudara sa
indukovanom na N’ metrickom topologijom definisanom na Frechet-ovoj obvojnici F” od

N”. Nadalje, dokazujemo asimptotske verzije Szego-ove teoreme i Helson-Szego-ove
teoreme.

U glavi 4 istrazujemo strukturu ideala algebri N”. Dokazujemo da je N7 prsten
Nevanlinna-Smirnov-ljevog tipa u smislu Mortinija [Mor]. Kao primjenu dobijamo ¢injenicu
da prsten N’ ima svojstvo korone i da je N” koherentan prsten. Takode, dajemo dovoljne
uslove da bi se neki ideal od N”, generisan pomoéu konacno mnogo unutradnjih funkcija,
podudario sa cijelom algebrom N7.

U glavi 5 dokazujemo N7’ -varijante Beurling-ove teoreme. Koriste¢i Mochizuki-jev
rezultat [Moc], dobijamo karakterizaciju invarijantnih podprostora od N”. Osim toga, dajemo

kararakterizaciju slabo gustih zatvorenih ideala od N”. Dajemo logaritamski analogon
Szego-ove teoreme.

U glavi 6 istrazujemo linearno topoloska svojstva prostora M7” (1< p <) koji su
generalizacija prostora M . Glavni rezultat tvrdi da je M?” = N” i da ti prostori imaju istu
topolosku strukturu. Nadalje, karakteriSemo ograni¢ene podprostore od N”. Takode,
definiSemo prostore /” kompleksnih nizova kao diskretne verzije prostora N”. Definisemo

metriku o, na I7 idokazujemo da je /7 F-prostor u odnosu na tu metriku. Prostori /7 suu

vezi sa interpolacionim problemima za N”. Kona¢no, dajemo interpolacione teoreme u
odnosu na interpolacijuu N7.



SaZetak na engleskom jeziku

In this dissertation we investigate linear topological and functional properties of some F-
algebras of holomorphic functions on the open unit disk D: z|<1. These classes were
introduced by 1. I. Privalov in the first edition of [P1]. Namely, the class N’ (1< p <o)
(with the notation A4, in [P1]) consists of those holomorphic functions f on D for which

(log™ | f(2)|)” has a harmonic majorant on D. It is known that the class N” with respect to
the metric d, defined by M. Stoll in [St2] becomes an F-algebra.

In Chapter 1 we give preliminary notations, definitions and results. We prove certain
inclusion relations among the various classes. We also give a short proof of the canonical

factorization theorem for the classes N”.
In Chapter 2 we first obtain the estimates for the mean growth and Taylor coefficients

related to the functions from the classes N”. By using these estimates, we characterize
multipliers from N7 into the Hardy class H?(0 < g <). As an application, we obtain a

complete characterization of the space of all continuous linear functionals on N7 . Further, we
prove that N7 is not locally bounded, and also it is not locally convex.

In Chapter 3 we define different topologies on the spaces N”. We first define the
inductive limit topology that is equivalent with the initial ¢, metric topology, and the usual
locally convex inductive limit topology, which we shall call the Helson topology and denote
H?” . 1t is proved that the topology H” coincides with the induced on N” metric topology

defined on the Frechet envelope F7” of N”. Further, we prove the asymptotic versions of
Szego's theorem and the Helson-Szego's theorem.

In Chapter 4 we investigate the ideal structure of the algebras N”. We prove that
N7 is a ring of Nevanlinna-Smirnov type in the sense of Mortini [Mor]. As an application,
we obtain the fact that the ring N” has the Corona Property, and that N’ is a coherent ring.
We give also sufficient conditions for an ideal in N” generated by a finite number of inner
functions, to be equal to the whole algebra N”.

In Chapter 5 we prove the N”-variant of Beurling's theorem. Using a result of
Mochizuki [Moc], we obtain a characterization of invariant subspaces of N”. Furthermore,

we give a characterization of weakly dense closed ideals in N”. We prove the logarithmic
analogue of Szego's theorem.

In Chapter 6 we investigate linear topological properties of the spaces M’ (1 < p <)

that generalizes the space A . The main result states that A/” = N” and that these spaces
have the same topological structure. Further, we characterize bounded subsets of N”. We
also define the spaces /7 of complex sequences as discrete versions of the spaces N”. We

define the metric o, on 7, and we prove that [/ is an F-space with respect to this metric.

The spaces ! are in connection with the interpolation problems in N”. Finally, we give three
interpolation theorems related to the interpolation in N7



Kljucne rijeci
holomorfna funkcija u otvorenom jediniénom krugu, topoloska algebra, F-algebra,
Nevanlinna-ina klasa, Smirnov-ljeva klasa, Privalov-ljeva klasa N”, klasa M”

Kljucne rijeci na engleskom jeziku
holomorphic function on the open unit disk, topological algebra, F-algebra, Nevanlinna class,
Smirnov class, Privalov class N”, the class M7
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