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Pregled oznaka korišćenih u ovom radu

N: skup prirodnih brojeva.
R: polje realnih brojeva.
C: polje kompleksnih brojeva.
D: otvoren jedinični krug \z\ < 1.
T: jedinična kružnica \z\ = 1.
D: zatvoren jedinični krug \z\ < 1.
3?: realni dio kompleksnog broja.
dd/2n = dm: normalizovana Lebesgueova mjera na T.
џ: Borelova mjera na T.
\E\ = m.(E): Lebesgueova mjera mjerljivog skupa E  C T.

modul neprekidnosti mjere ц. 
f 0" = Јт' Lebesgueov integral na T  ([0,27г]). 
f E- Lebesgueov integral po mjerljivom skupu E C T.
JD: površinski Lebesgueov integral po krugu D. 
log+, log~: pozitivni logaritam, negativni logaritam, 
sup, inf: supremum, infimum. 
lim sup, lim inf: limes superior, limes inferior.
{/„}: niz funkcija.
/*: granična (radijalna) funkcija funkcije f  E N.
f(k): k-ti Tayİorov koeficijent funkcije /  holomorfne na D.
LP(T) (0 < p < oo): uobičajeni Lebesgueov prostor na kružnici T. 
N: Nevanlinnina klasa.
7V+: klasa Smirnova.
N p (1 < p < oo): klase proučavane u ovom radu.
M v (1 < p < oo): klase proučavane u ovom radu.
Нч (0 < q < oo): Hardyjeve klase.
M: klasa proučavana od strane Hong Oh Kima.
Hol(D): klasa svih funkcija holomorfnih na D.
Fp (1 < p < oo): Frechetov omotač prostora N p.
F +: Frechetov omotač prostora N +.
(N p)~l : skup svih invertibilnih elemenata prostora N p.
(7V+)-1: skup svih invertibilnih elemenata prostora N +.
V: skup svih polinoma nad poljem C.
V0: skup svih polinoma P E V  za. koje je P(0) = 1.
LlogL: Zygmondova klasa.
L7(wd0): težinski Lebesgueov prostor.
H2(w): težinski Hardyjev prostor.
A™(D): klasa holomorfnih funkcija na D čiji Taylorovi koef. imaju c

Sp: klasa svih nizova {7„} kompleksnih brojeva za koje je 7„ = O 
M(NP,S): skup svih množitelja iz prostora N p u prostor S.
B(z): Blaschkeov proizvod.
Sp(z): singularna unutrašnja funkcija sa pridruženom mjerom џ.
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F(z): vanjska funkcija.
Ij  = B SP: unutrašnji faktor funkcije f  € N.
H ( t , z ): Herglotzovo jezgro.
Р(г,в — t) = PT(9,i): Poissonovo jezgro. 
dp: metrika prostora N v. 
pp: metrika prostora M p (F p). 
d — d\\ metrika prostora N +.
Фш : ” težinska” N p F-norma.
dw: "težinska” metrika na prostoru N p.
N p: težinski metrički prostor (7Vp, ö!w).
II ' llp.cı III ■ lllp.c, II • ||~: norme na prostoru Fp.
II • II: kva,zinorma u prostoru N p.
II • |İ£,P: norma u prostoru LP(T) (0 < p < oo).
II • ||l2(uj): norma u prostoru L2(wd0).
II ’ Iltf2(tu): norma u prostoru H 2(w).
l p: induktivna limes topologija prostora N p.
Hp: Helsonova topologija prostora N p. 
cl(L): zatvorenje skupa L C N p u prostoru N p.
V[f): zatvoren potprostor od N p generisan funkcijama znf(z) ,  n = 0 ,1 ,__
X : topološki vektorski prostor.
X*\ topološki dual prostora X .
X**: drugi dual prostora X.
r c = тс( Х ): Mackeyeva topologija para (X, X*).
X: Frechetov omotač prostora X.  
ker: jezgra funkcionala iz X*. 
t]*: adjungovano preslikavanje sa X* u X*. 
r/**: drugo adjungovano preslikavanje.
[E]: zatvorenje skupa E C N p u prostoru N p.
[Fj^: zatvorenje skupa E  C N p u odnosu na slabu topologiju od N p.
[E]pP: zatvorenje skupa E C F p u prostoru F p.
1Ш: unutrašnja funkcija za koju važi [Шр]ш = IWN P.
W p (1 < p < oo): klasa svih težinskih funkcija w za koje je logiu Ç LP(T).
Cv: kompozicioni operator generisan holomorfnim preslikavanjem : jD D.
lp (0 < p < oo): uobičajeni Lebesgueovi prostori nizova.
lp (1 < p < oo), l f ,  lqz (0 < q < oo): prostori nizova koji se odnose na interpolacije u 
prostorima N p, N + i Н ч.
(/i> ■ • • >/„): ideal od N p generisan funkcijama / i G  N p.
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Uvod

U ovom radu se proučava linearno-topološka, funkcionalna i algebarska struktura 
podklasa N p (1 < p < oo) Nevanlinnine klase N. Klasa N p (1 < p < oo) se sastoji 
od svih funkcija /  holomorfnih u jediničnom krugu D : |z| < 1 kompleksne ravni C za 
koje važi

/"2ir rtO
(0.1) sup / (log+ \f(rete)\)v—- < oo.

0<г<1 J 0 Z7T

Te klase su uvedene u prvom izdanju monografije I. I. Privalova [Pl], u kojoj je dokazana 
pripadna kanonska faktorizaciona teorema (vidj. [Pl], str. 98).

Funkcija /  holomorfna u jediničnom krugu D , pripada Nevanlinninoj klasi N  ako 
važi

r2ir rlf)
sup /  log+ \f(re'e) \ —  < oo.

0<г<1 ,/ 0
Za funkciju /  € 7V kažemo da je funkcija ograničene karakteristike.

Klasu Smirnova N + čine sve funkcije f  £ N za. koje je familija {log+ \f(re'e)\ : 0 < 
r < 1} ravnomjerno integrabilna na jediničnoj kružnici T, tj. za koju važi: za svako 
e > 0, postoji б > 0 tako da je ispunjeno

^ l o g + \f(re'e)\ ^  < e, 0 < r < 1,

za svaki mjerljiv skup E  C T  sa osobinom čija je Lebesgueova mjera m(E) < б.
Napomenimo da se Hardyjev prostor Пр (0 < p < oo) definiše kao skup svih funkcija 

/  holomorfnih u D, koji zadovoljavaju uslov

sup /  | / ( retö) г ^ — < 000<г<1 J 0 Č.TT

za 0 < p < oo, odnosno koje su ograničene za p = oo:

SUP l/U)l < °°-zeD

Slijedeći [K2], označimo sa M  klasu svih funkcija /  holomorfnih u D , za koje važi
j-2-к in

J  log +М/(в)— <°°,

gdje je
Mf(6) = sup \ f (re ,e)\.

0 < г< 1
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Klase N, N + i Hp (0 < p < oo) su istraživane od strane mnogih autora. Najveći 
dio referenci korišćen u ovom radu upravo se odnosi na rezultate o linearno-topološkoj, 
funkcionalnoj i algebarskoj strukturi tih klasa. Ti su rezultati zapravo i bili polazište 
za formulaciju analognih rezultata dobijenim u ovom radu, a koji se odnose na klase 
N p (1 < p < oo). Klasa M, istraživana od strane korejanskog matematičara Ilong Oh 
Kima u [Kl] i [K2] bila je motiv za njenu generalizaciju datu u gl. 6 ovog rada. U 
prvoj glavi dajemo najprije neke bazične činjenice koje se odnose na naprijed navedene 
klase. To su teorema Fatoua, Rieszova teorema jedinstvenosti i kanonska faktorizaciona 
teorema za naprijed navedena klase. Dalje dokazujemo slijedeće stroge inkluzije rnedju 
različitim klasama funkcij a: (i) U,>,yV7 C M  C N+ C N,  (ii) US>0H S C n 7>1/V7,
(iii) Uq>pN q C N p C F\i<q<pN q, za svako p > 1.

Takodje, dajemo neophodne i dovoljne uslove pripadnosti klasama Np u smislu 
graničnih relacija koji se odnose na funkcije pripadnih klasa. Još dajemo kratak dokaz 
kanonske faktorizacione teoreme za klase N p (1 < p < oo). Kao neposrednu posljedicu 
toga dokaza dobijamo kriterijum pripadnosti klasi N p. Dokaz se zasniva na dobro 
poznatoj kanonskoj faktorizaciji za klasu Smirnova N +.

Svi naprijed navedeni rezultati, počevši od gornjih inkluzija, dobijeni su u radu [2], 
Poznato je (vidj. [D2]) d a je  svaki Hardyjev prostor IJq (q > 1) Banachov prostor sa 
pripadnom normom || • ||, defmisanom kao

(11/ !1?Г = sup /  \f(re 'e) \4<̂ ,  f<EHq.
0<г<1 J 0 ^

Nadalje, dobro je poznato (vidj. [D2]) d a je  svaki Hardyjev prostor Н ч (0 < 7 < O 
g-Banachov prostor sa pripadnom ç-normom. Staviše, dokazano je (vidj. [DRS]) da 
ti prostori nisu lokalno konveksni. Još napomenimo da prostor ЛГ°° holomorfnih i 
ograničenih na D funkcija čini Banachovu algebru. N. Yanagilıara u svom radu [Y3] 
uvodi linearno-topološku strukturu na klasi Smirnova N + preko invarijantne metrike 
d koja je data preko (0.2) za p = 1.

Napomenimo da je vektorski topološki prostor L nad poljem C zapravo vektorski 
prostor nad C u kome su operacije (/, g) > f + g  i (c,/ )  i—» с /  neprekidna preslikavanja 
sa L х L —» L, odnosno sa C х L —> L u pripadnim proizvod-topologijama. Ukoliko 
je topologija na takvom prostoru L indukovana aditivno-invarijantnom metrikom u 
odnosu na koju je L kompletan metrički prostor, kažemo da L obrazuje F-prostor. 
F-prostor koji je lokalno konveksan naziva se Frechetovim. F-algebra je algebra koja je 
F-prostor i u kojoj je množenje neprekidna operacija u pripadnoj proizvod-topologiji. 
Lokalno konveksna F-algebra. se naziva Frechetovom. Yanagihara je u ([Y3], teorema 1) 
dokazao da N + obrazuje F-prostor u odnosu na topologiju odredjenu metrikom d datom 
pomoću (0.2) za p = 1. C. S. Daviš je u svojoj disertaciji [Da] dokazao da je množenje 
u algebri 7V+ neprekidno, što zajedno sa prethodno pomenutim rezultatom Yanagilıare 
daje slijedeći rezultat. Prostor N + sa topologijom odredjenom pomoću metrike d 
obrazuje F-algebru. Yanagihara pokazuje u ([Y3], komentar 1) da Nevanlinnina klasa 
N u odnosu na metriku d nije kompletan metrički prostor, a samim tim ni F-prostor.

Po analogiji sa metrikom d Stoll u ([St2], teorema 4.2) uvodi metriku dp na prostoru 
Np i dokazuje da prostor N p, p > 1, sa topologijom odredjenom pomoću te metrike
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čini jednu .F-algebru. Za funkcije / ,  <7 £ N p va.ži

( г2тх /Д \  1 /р

sup /  logp(l -f I/(re‘fl) — p(re‘e)|) — J .
0<г<1 J0 27Г /

Istaknimo da je svojstvo biti /^-prostor i te kako značajno za istraživanje linearno- 
topološke strukture takvih prostora, najviše iz razloga što su za F —prostore važeće 
neke osnovne teoreme iz funkcionalne analize. To su posebno teorema o zatvorenom 
grafiku, princip ravnomjerne ograničenosti i teorema o otvorenom preslikavanju (vidj. 
[Rl]), dok Hahn-Banachova teorem,a uopšte ne mora da vrijedi za F-prostore. Istak
nimo da prve tri teoreme bitno koristimo u ovom radu pri istraživanju linearno-topološke, 
funkcionalne i algebarske strukture prostora N p (1 < p < oo).

Kanonske faktorizacione teoreme za klase 7V+ i N p pokazuje da se klasa N + može 
razmatrati kao "prirodan limes” prostora N p kada p —> 1. Isto tvrdjenje u metričkom 
(topološkom) smislu dobijamo poredeći pripadne metrike d i dp prostora N + i N p defin- 
isane pomoću (0.2).

U drugoj glavi istražujemo linearno-topološku strukturu prostora N p (1 < p < oo). 
Glavni rezultat daje potpunu karakteri zaci ju neprekidnih linearnih funkcionala na pros
torima N p u odnosu na topologiju uvedenu na N p pomoću metrike dp definisane sa 
(0.2). U prvom poglavlju dajemo ocjenu Taylorovih koeficijenata funkcija iz prostora 
Np, za koju kasnije (u četvrtom poglavlju) pokazujemo daje  najstroža u asimptotskom 
smislu. U slijedećem poglavlju dokazujemo više lema koje su nam neophodne za oc
jenu množitelja iz prostora N p u Hardyjeve prostore Hq (0 < q < oo) koju dobijamo 
u trećem poglavlju. Pokazuje se da taj skup množitelja ne zavisi o q. Iz tog rezultata 
dobijamo činjenicu da nijedan prostor N p nije lokalno ograničen.

Koristeći navedene rezultate, u narednom poglavlju dajemo reprezentaciju neprekid
nih linearnih funkcionala na prostorima N p. Pokazuje se da se topološki dual od N p 
može identifikovati sa cijelom klasom holomorfnih na D funkcija koje su klase C°° na. T. 
Iz dobijenog rezultata lako se izvodi da topološki dual od N p razdvaja tačke. S druge 
strane, iako je topološki dual od N p "bogat,” funkcionalima, u slijedećem poglavlju 
dokazujemo činjenicu da nijedan prostor N p nije lokalno konveksan. Iz dokaza, tog rezul
tata dobijamo klasu količničkih T-prostora od N p koji imaju trivijalan dual. Otuda 
neposredno slijedi da Hahn-Banachova teorema o proširenju linearnih funkcionala nije 
primjenljiva na prostore N p. Staviše, u posljednjem poglavlju pokazujemo da pro
stori N p ne posjeduju Banachovo separativno, a samim tim ni aproksimativno svo
jstvo. Medjutim, dokazujemo da svaki prostor N p ima tačkovno separativno svojstvo. 
Napomenimo da je većina glavnih rezultata ove glave dobijena u radu [5], dok ih je 
prvi autor saopštio na Medjunarodnom Kurepinom simpozijumu, Beograd, 1996.

U trećoj glavi definišemo i poredimo razne topološke strukture na prostorima N p 
(1 < p < oo) kao i na njihovim Frechetovim omotačima F p. U prvom poglavlju da
jemo pregled poznatih i nama neophodnih rezultata koji se odnose na prostore Fp 
(0 < p < oo) uvedene U [St.2], Topologija na prostoru F p definisana je pomoću 
dvije ekvivalentne familije (polu)normi u odnosu na koje je F p prebrojivo normirana

5



Frechetova algebra. Zato je ta topologija metrizabilna pomoću metrike pp koja se na 
uobičajen način Uvodi kao na svakom prebrojivo-normiranom prostoru. Osim toga, N p 
je gust potprostor od Fp, a indukovana topologija na N p je slabija od inicijalne metričke 
dp-topologije. Koristeći rezultat Eoffa da se svaki prostor N p može prikazati kao unija 
izvjesnih težinskih Hardyjevih prostora H2(w), u drugom poglavlju definišemo dvije 
topologije na N p kao induktivne limese pripadnih prostora Н 2(ш). Za prvu topologiju, 
koja nije lokalno konveksna, izvjesno je da se podudara sa metričkom topologijom dv 
na N p. Druga topologija na N p je uobičajena lokalno konveksna induktivna-limfe 
topologija 'Нр koju ćemo nazivati Helsonovom. Koristeći činjenicu da je po definiciji 
'Нр najjača lokalno konveksna topologija na /Vp, kao i da metričke topologije dp i pp 
odredjuju isti topološki dual na N p, u narednom poglavlju dokazujemo da se topologija 
Hp podudara sa metričkom topologijom pp.

U četvrtom poglavlju dokazujemo da je svaki prostor F p Montelov, kao i da se 
duali prostora N p i F p podudaraju u skupovnom i topološkom smislu. Pri tome se du
ali od N p (odnosno F p) identifikuju sa prostorom Sp svih nizova kompleksnih brojeva 
{7„} za koji je 7„ = 0  (ехр (—cn1/̂ "*"1))), sa topologijom ravnomjerne konvergencije 
na slabo ograničenim podskupovima od N p (odnosno sa topologijom ravnomjerne kon
vergencije na ograničenim podskupovima od F p). Kao posljedicu dobijamo činjenicu 
da su prostori F p i njegov dual refleksivni. U slijedećem poglavlju dokazujemo da Тау- 
lorov red svake funkcije iz prostora Fp konvergira ka toj funkciji u odnosu na metričku 
topologiju Pp, a samim tim i u odnosu na topologiju 7ip. Osim toga, lako se dokazuje 
da su metričke topologije dp i pp Szegöove. Obratno, dokazujemo da ako je т barelisa,na 
Szegöova topologija na prostoru N p u odnosu na koju Taylorov red svake funkcije iz 
N v konvergira, tada se r  podudara sa pp (odnosno sa 7ip). U šestom poglavlju dajemo 
asimptotsku verziju Szegöove teoreme koja se odnosi na prostore H2(w) sa težinskim 
funkcijama w na T  za koje je logu; € LP{T). Ta teorema daje najbolju gornju granicu 
za norme funkcionala na tim prostorima koji predstavljaju n-ti Taylorov koeficijent u 
nuli. Dokazujemo da. je ta granica za. proizvoljno c > 0 data sa ecn' /(p+I)) kao j da опа 
ne može biti poboljšafta u opštem slučaju. Dokaz tog rezultata se zasniva, na asimp- 
totskoj verziji Helson-Szegöove teoreme koju dajemo na kraju šestog poglavlja. Većinu 
rezultata, iz treće glave autor je izložio na Medjunarodnoj matematičkoj konferenciji, 
Berlin, 1998.

KaJko prostori N p (1 < p < oo) obrazuju F-aJgebre, a samim tim i topološke algebre, 
interesa.ntno je isražiti strukturu ideala u tim prostorima. To činimo u četvrtoj glavi 
ovog rada. Problemi vezani sa tom tema.tikom motivisani su poznatim odgovarajućim 
rezultatima koji se odnose na Banachove algebre. Medjutim, standardna tehnika, 
korišćena u istraživanjima Banachovih algebri nije primjenljiva generalno za topološke 
algebre. Stoga će dokazi rezultata dobijenih u ovoj glavi zavisiti isključivo o funkcional
noj linearno-topološkoj strukturi prostora N p i pripadnih Frechetovih omotača F p, kao 
i kanonske faktorizacione teoreme za klase N p.

Poznato je (vidj. [Gam]) daje  u Banachovoj algebri svaki multiplikativan linearan 
funkcional neprekidan i da je svaki maksimalan ideal jezgra multiplikativnog linearnog 
funkcionala. U prvom poglavlju pokazujemo da je u prostorima N p svaki netrivijalan 
multiplikativan linearan funkcional ujedno i neprekidan, ali da maksimalni ideali u
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N p ne moraju biti jezgre multiplikativnih linearnih funkcionala. Nadalje, u drugom 
poglavlju pokazujemo da ako je M  netrivijalan prost ideal od N v koji nije gust pod
skup od N p, tada je M  jezgra multiplikativnog linearnog funkcionala na N p. Kao 
posljedicu dobijamo činjenicu daje svaki zatvoren maksimalan ideal jezgra multiplika
tivnog linearnog funkcionala. Ti rezultati su motivisani odgovarajućim rezultatima 
dobijenim za klasu Smirnova N + u [RS1], odnosno za klasu M  u [Kl]. Istaknimo da u 
njihovim dokazima koristimo tzv. radijalno-maksimalnu metriku pp uvedenu u šestoj 
glavi ovog rada, za koju je dokazano da je ekvivalentna sa inicijalnom metrikom dv.

U narednom poglavlju pokazujemo da su prsteni N p zapravo prsteni tipa Nevanlinna- 
Smirnova u smislu definicije R. Mortinija uvedene u [Mor]. Kao posljedice te činjenice i 
rezultata iz [Mor] dobijenih za proizvoljne prstene tipa Nevanlinna-Smirnova, dobijamo 
tri rezultata koji daju neophodne i dovoljne uslove da bi dati ideal algebre II°° bio trag 
nekog ideala u algebri N p. Osim toga uočavamo da je svaki prsten N p (1 < p < oo) 
koherentan u smislu da je presjek bilo koja. dva konačno generisana ideala prstena N p 
takodje konačno generisan ideal od N p. Nadalje, u četvrtom poglavlju dokazujemo da 
svaka algebra N p ima svojstvo korone, koje je inače za algebre H°° dokazao Carleson 
(vidj. [D2] ili [Ko]). U istom poglavlju još dokazujemo dvije teoreme koje se odnose 
redom na konačno generisane ideale od #°°, odnosno od N p. L

U petom poglavlju dajemo karakterizaciju maksimalnih ideala i multiplikativnih lin
earnih funkcionala algebri F p (1 < p < oo). Ti su rezultati, kao i njihovi dokazi analogni 
istima dobijenim u prvom poglavlju za algebre N p. Konačno, u šestom poglavlju da
jemo karakterizaciju homomorfizama algebri /?р, koja je sasvim analogna odgovarajućoj 
dobijenom u [Moc] za algebre N p. Napomenimo da su svi rezultati iz trećeg i četvrtog 
poglavlja ove glave dobijeni u radu [4].

U petoj glavi dajemo 7Vp-verzije poznatih aproksimativnih teorema koje se odnose 
na Hardyjeve prostore. Ti rezultati su motivisani činjenicama da prostori N p imaju 
dosta sličnih svojstava sa prostorima II4 (0 < q < oo) koje se inače koriste u dokazima 
odgovarajućih teorema. To su posebno, unutrašnjo-vanjska faktorizacija za funkcije pri- 
padnih klasa, gustoća polinoma i kompletnost prostora H q i N p. Činjenica da prostori 
Np nisu Banachovi, niti p-Banachovi, onemogućava primjenu istih / / ‘'-tehnika u dokaz
ima odgovarajućih teorema za te prostore. Zapravo, odsustva svojstava homogenosti 
i p-homogenosti pripadnih (kvazi)normi prostora N p komplikuju te dokaze. S druge 
strane, činjenica da su klase N p algebre u kojima je množenje neprekidna o- 
peracija je u biti dovoljna zamjena za odsustvo navedenih svojstava pri dokazu glavnih 
fezulta.ta. To se posebno odnosi na / / p-varijantu Beurlingove teoreme koju dajemo u 
prvom poglavlju, kao i logaritamski analogon Szegöove teoreme koji dajemo u petom 
poglavlju. Istaknimo da dokaz prve teoreme bitno koristi rezultat N. Mochizukija iz 
[Moc] koji karakteriše vanjske funkcije iz N p pomoću pojma aproksimativnog inverza. 
Posljedica 1.8 7VP-varijante Beurlingove teoreme tvrdi da se skup slabo invertibilnih 
elemenata od N p sastoji upravo od svih vanjskih funkcija, pripadnih prostora. U sli
jedećem poglavlju dajemo opis invarijantnih potprostora od N p. Preciznije, dokazujemo 
daje svaki invarijantan potprostor od N p zapravo njegov glavni ideal generisan nekom 
unutrašnjom funkcijom. U slijedećem poglavlju dajemo za takve ideale dva kriterij uma 
da oni budu slabo gusti u pripadnom prostoru N p. U vezi s tim, u četvrtom poglavlju
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dajemo karakterizaciju zatvorenih ideala koji su slabo gusti u N p. Pokazujemo da su to 
glavni ideali generisani singularnim unutrašnjim funkcijama čije pridružene mjere imaju 
modul neprekidnosti jednak o (А(р~1)/р) . Ta-karakterizacija za neposrednu posljedicu 
daje široku klasu F-prostora sa trivijalnim dualom.

Na aproksimativnoj verziji 7VP-varijante Beurlingove teoreme bazira se dokaz teo
reme 5.2 iz petog poglavlja koja predstavlja logaritamski analogon Szegöove teoreme. 
Ta dva rezultata su dobijena u radu [6], a takodje ih je prvi autor toga rada izlagao 
i na Medjunarodnoj konferenciji ”GF-96”, Novi Sad. Navedena teorema (respektivno 
Szegöova teorema) zapravo daje eksplicitni izraz za infimum "težinskih” fVp-normi (re
spektivno # p-normi) uzetog nad prostorom svih (analitičkih) polinoma P sa konstan
tnim članom jednakim 1. Kao posljedicu te teoreme, u posljednjem poglavlju dajemo 
neophodne i dovoljne uslove da težinske metrike dw budu ekvivalentne sa polaznom 
metrikom dv na prostoru N p.

U šestoj glavi istražujemo linearno-topološku strukturu prostora M v (1 < p < oo) 
koji predstavljaju generalizaciju prostora M  proučavanog u [Kl] i [K2]. Po analogiji 
sa metrikom na M,  na svakom prostoru M p defimse se metrika pv. U prvom poglavlju 
dajemo integralni kriterij um pripadnosti klasama M p. Osim toga, pokazuje se da 
je M v zatvoren u odnosu na integraciju. Koristeći teoremu o maksimalnosti Hardy- 
Littlevvooda, u drugom poglavlju dokazujemo da se za sva.ko p > 1 prostori M p i N p 
podudaraju u skupovnom smislu. Osim toga, dokazujemo neke tvrdnje koje se odnose 
na konvergenciju u prostoru M p. U narednom poglavlju dokazujemo da polinomi čine 
gust skup u Mp, pa je stoga prostor M p separabilan. U trećem poglavlju dokazujemo 
da prostor M p obrazuje F-prostor u odnosu na metriku pp. Koristeći tu činjenicu, 
kao i uzimajući u obzir da je M p = N p, na osnovu teoreme o otvorenom preslikavanju 
lako slijedi da se prostori M p i N p podudaraju i u topološkom smislu. Dakle, sva 
linearno-topološka svojstva dobijena za prostore N p odnose se i na prostore M p. Još je 
dokazano da je metrička dv (— pp) topologija jedina od svih "težinskih” dw topologija 
(log+ tu £ LP{T)) u odnosu na koju je N p (= Mp) F-prostor. U četvrtom poglavlju 
dajemo karakterizaciju ograničenih skupova u prostorima M p. Prvi rezultat daje u 
terminima ravnomjerne integrabilnosti neophodne i dovoljne uslove da bi podskup od 
M p bio ograničen. Drugi dobijeni rezultat daje samo neophodan uslov za isto tvrdjenje. 
Osim toga, u smislu aproksimacije polinomima, dajemo kriterijum da bi se mjerljiva 
na skupu E  C T  funkcija podudarala skoro svuda na E  sa graničnom (radijalnom) 
funkcijom neke funkcije iz klase M p.

U petom poglavlju defmišemo prostore lp (1 < p < oo) kompleksnih nizova koji 
predstavljaju diskretne verzije prostora N p. Po analogiji sa metrikom dp na prostoru lp 
uvodi se metrika ap u odnosu na koju se dokazuje da je lp F-prostor. Nadalje dajemo 
kriterijum ograničenosti u prostoru /р koji je zapravo lp-analogon istog dobijenog u 
prethodnom poglavlju za prostor N p. Prostori lp su tijesno povezani sa problemima 
interpolacije u N p. U vezi s tim, u zadnjem poglavlju pokazujemo da ako je niz {zn} C 
D ravnomjerno razdvojen, tada je {zn} ujedno univerzalni interpolacioni niz za uredjen 
par (Np,lp). Isti rezultat kao i njegova obratna tvrdnja dokazuje se za pridruženi 
uredjeni par prostora (N p,lp). Te interpolacione teoreme autor ovog rada saopštio je 
na 4. Simpozijumu iz matematičke analize i njenih primjena, Arandjelovac, 1997.
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1. RAZNE KLASE HOLOMORFNIH FUNKCIJA



1. Razne klase holomorfnih funkcija

1.1. Nevanlinnina klasa i njene poclklase

Kao što je u uvodu istaknuto, u ovom radu se proučavaju podklase N p (1 < p < oo) 
Nevanlinnine klase N. Klasa N p (1 < p < oo) se sastoji od svih funkcija /  holomorfnih 
u jediničnom krugu D : \z\ < 1 kompleksne ravni C za koje važi

(1.1) sup f (\og+ \f(re,0)\)P~  < oo.
0<г<1 J  o ^

Te klase su uvedene u prvom izdanju monografije I. I. Privalova [Pl], u kojoj je dokazana 
pripadna kanonska faktorizaciona teorema (vidj. [Pl], str. 98). Osim toga, dokazuje se 
kriterijum pripadnosti klasama N p. Mi u ovoj glavi dokazujemo isti rezultat na kraći 
način. Pri tome se bitno koriste analogni rezultati za klasu Smirnova N +. Nadalje, 
dajemo inkluzije medju različitim klasama funkcija, holomorfnih u jediničnom krugu 
D. Takodje, dajemo neophodne i dovoljne uslove pripadnosti klasama N p u smislu 
graničnih relacija koji se odnose na funkcije pripadnik klasa.

Neka D označava jedinični krug kompleksne ravni \z\ < 1 C i neka T  označava 
gra,nicrt od D (jediničnu kružnicu). Radi jednostavnosti, stavimo dm — d6/2n, 0 £ 
[0,27г). Neka je Lp = LP(T ) (0 < p < oo) uobičajeni Lebesgueov prostor na jediničnoj 
kružnici T.

Neka je p > 1 proizvoljan realan broj. Slijedeći I. 1. Privalova (vidj. [Pl], str. 93, 
gdje je N p označeno sa /Р), funkcija /  holomorfna u D pripada klasi N p, ako važi

sup f (log+ \f(re'°)\)P Џ < oo,
0<г<1 J  o 27Г

gdje je log+ a = max(log a, 0), za a > 0.
Funkcija /  holomorfna u jediničnom krugu D, pripada Nevanlinninoj klasi N ako 

važi
ć2lr df)

sup / log+ |/ ( r e ,0)| — < oo.
0<г<1 ./ 0 2тг

Za funkciju /  G N  kažemo da je funkcija ograničene karakteristike.
Klasu Smirnova İV+ čine sve funkcije f  £ N za. koje je familija {log+ \f(re,e)\ : 0 < 

r < 1}, ravnomjerno integrabilna na jediničnoj kružnici T, tj. za koju važi: za svako 
e > 0, postoji 8 > 0 tako daje  ispunjeno

J  log+ I f { peıe) I ^  < e, 0 <  r <  1,
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za svaki mjerljiv skup E  C T  sa osobinom m(E) < б.
Napomenimo da se Hardyjev prostor Hp (0 < p < oo) definiše kao skup svih funkcija 

/  holomorfnih u D , koji zadovoljavaju uslov

sup f  \ f(re'e)\P̂ - < o o
0<г<1 J 0 Z7T

za 0 < p < oo, odnosno koje su ograničene za p = oo:

SUP |/0*)| < oo-zÇD

Slijedeći [K2], označimo sa M  klasu svih funkcija /  holomorfnih u D, za koje va|j
r 2ir jn

J l°g+ < OO,

gdje je
Mf(&) = sup |/ ( г е гб)|.

0<г<1

Kl ase N, N + i IIp (0 < p < oo) su istraživane od strane mnogih autora. Najveći 
dio referenci korišćen u ovom radu upravo se odnosi na rezultate o linearno-topološkoj, 
funkcionalnoj i algebarskoj strukturi tih klasa. Ti su rezultati zapravo i bili polazište 
za formulaciju analognih rezultata dobijenih u ovom radu, a koji se odnose na klase 
Np (1 < p < oo). Klasa M, istraživana od strane korejanskog matematičara Hong Oh 
Kima u [Kl] i [K2] bila je motiv za njenu generalizaciju datu u gl. б ovog rada.

Mi navodimo najprije neke bazične činjenice koje se odnose na naprijed navedene 
klase. Svaka od njih, izuzev tvrdjenja (c) iz teoreme 1.5, dokazana je u ([P1], str. 
79-101), gdje su klase N, N + i N p označene redom sa Л, B  i Лч. Iste činjenice, osim 
za klase N p i M,  date su i u Durenovoj knjizi [D2],

Teorem a 1.1. (Fatou). Za svaku funkciju f  £ N, postoje njene granične ugaone 
vrijednosti skoro svuda na jediničnoj kružnici T . To posebno znači da radijalni limes

f*(eld) = Y\mf(ret0)

postoji za skoro svako егв € T. Osim toga, ako je dodatno f  Џ 0, tada je log|/*| £ 
L \T )

Slijedeći rezultat je poznat kao Rieszova teorema jedinstvenosti.

Teorem a 1.2. (F. i M. Riesz). Pretpostavimo da je f  £ N. Ako postoji, podskup E 
od T čija je Lebesgueova mjera m(E) veća od nule tako da je radijalni limes od f  jed
nak nuli u svakoj tački skupa E, tada je funkcija f (z)  identički jednaka nuli na krugu D.

Teorem a 1.3. (Kanonska faktoriza,ciona teorema za klasu N). Svaka funkcija 
f  £ N može se faktorisati kao

f(z)  = B(z)(S t (z) /S,(z))F(z) ,
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gdje je B(z) Blaschkeov proizvod u odnosu na nule {zk} C D funkcije f (z) ,  Sk(z), 
к = 1,2, su singularne unutrašnje funkcije koje nemaju zajednički faktor, a F(z) je 
vanjska funkcija za klasu N; tj.

B(z) H  n  1 -  h z 'k—i

pri čemu je ^£L j(l — < °°> a 171 nenegativan cijeli broj,

Sk(z) = ехр f -  f  - - - - - -  dpk(t)
\  J o e — z

sa pozitivnim, singularnim, mjerama pk, k = 1,2, i

F(2) ==U’eX|> ( İ l  ^ f l o g |r ( e “) |* ) ,
sa konstantom ш jediničnog modula je vanjska funkcija.

Koristeći naprijed navedenu faktorizaciju, imamo slijedeće tvrdjenje.

Teorem a 1.4. Za svaku singularnu funkciju S(z) i svaki Blaschkeov proizvod 
B(z) važi |S(z)| < 1 i \B(z)\ < 1 za svako z £ D . Osim toga, važi |5'*(e,0)| = i 
\В*{е1в)\ = 1 za skoro svako егв £ T .

Teorem a 1.5. Za bilo koju, funkciju f  £ N sa foktorizacijom iz teoreme 1.3 važi:
(a) /  pripada, klasi N + ako i samo ako je S2 = 1.
(b) /  pripada klasi. N p ako i sam.o ako je S2 =  1 i (log+ |/* |)P € L](7').
(c) /  pripada klasi M  ako i samo ako je S2 = 1 i log+ |/*| Ç . Obratno tvrd

jenje od (c) nije tačno (vid.j. [K2], teorema 2.2). З?//1 označava klasu svih funkcija koje 
zapravo predstavljaju realne dijelove funkcija iz klase H 1, pri čemu se I I x identifikujc 
sa pripadnim prostorom graničnih (radijalnih) funkcija na T  (vidj. [K2]j.

(d) /  pripada klasi Hv (0 < p < 00) ako i samo ako je S2 =  0 i |/*| G LP(T).
(e) /  pripada klasi H°° ako i samo ako je S2 = 0 i osim toga vanjski faktor F od f

pripada klasi H°°.

Teorem a 1.6. (Privalov [Pl], str. 93). Funkcija, f  holomorfna u D pripada klasi 
Nv ako i samo ako za da.to e > 0, postoji б > 0 tako da važi

f E (loS+ \ f { re'°) 1Г ^  < е» 0 < r < 1,

za svaki mjerljiv skup E  C T , za koji važi m(E) < б, tj. f  £ N p ako i samo ako skup 
{0°g+ 1/( re ie) |)P : 0 < r < 1) čini ravnomjerno integrabilnu familiju.

Komentar. Dok je uslov ravnomjerne integrabilnosti sadržan u definiciji klase 
Smirnova N +, taj uslov za klase N p na osnovu teoreme 1.6 je posljedica definicionog
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uslova (1.1) tih klasa. Otuda slijedi da je N p C iV+ za svako p > 1. Kako nam je ta 
inkluzija bitna u novom dokazu teorema 1.5 (b) i 1.6 (to su redom teoreme 5.3 i 5.4) 
tu inkluziju izvodimo neposredno na osnovu leme 5.1.

Teorem a 1.7. (Privalov [Pl], gl. 2, pogl. 13). Funkcija f  holomorfna u D pripada 
klasi N p ako i samo ako subharm,onijska, funkcija z e-> (log+ |/(.г)|)Р (z £ D ) ima 
harmonijsku majorantu.

1.2. Inkluzije međju izučavanim klasama

Teorem a 2.1. Važe slijedeće inkluzije:
0) Ц>1 N" C M C N+ C N,
00 а > 0^ с п 9>1^
(iii) 0i7>p c  N p c  п i<q<pN 4, za svako p > 1.

Sve navedene inkluzije su stroge.

Dokaz, (i) Stroge relacije inkluzije M  C N + C N  su dokazane u ([K2], teorema 
2.1). Uzmimo proizvoljnu funkciju /  £ N q, za neko q > 1. Za dokaz inkluzije N q Ç M , 
dovoljno je na osnovu teoreme 1.5 (b) i (c) pokazati da funkcija h =  log+ | / ‘ | pripada 
klasi ШН1. Na osnovu teoreme 1.5 iz [K2] taj uslov je ekvivalentan sa uslovom h £ 
Zlog L, odnosno h log+ h £ Ll (T), gdje LlogL označava Zygmundovu klasu. Takodje 
vidjeti ([Ko], str. 135-136). Kako je hq £ Ll (T), koristeći nejednakost log+ х < xQ/ a , 
a: > 0, a  > 0, imamo

/  <7~f 1

h(6)log+h(e) < — ~j(h{0)) 2 £ L \ T )

Prema tome, h £ LlogL, što povlači |J  >1 N q Ç M. Sada razmotrimo funkciju

f ( z )  = ехр /  1 Г2п ен + '-ıp(t)di ,

gdje je rp(t) stepenasta funkcija definisana kao

Г 0, za t £ (тг,2тг]
П )  [  „ i-C cn )-*  Za < ç ( ^ , | ] , n e N \ {l } .

Za fiksno q > 1, možemo odabrati n0 £ N tako da važi q — g(logn)-1/2 > 1, za svako 
n > n0. Otuda dobijamo

dt ~  n?-7(i°gOr 2-п ii 00

/  *’<  = £Jo Z2T n=2

-1 / 2  OO

n(n -f 1)
> у  —  =

t—* n -f 1
OO.

Dakle, za svako q > 1 (ф+)4 = ipq $ Ll (T), pa na osnovu teoreme 1.5 (b) slijedi da
f i  U>1^.
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S druge strane, kako je n <logn) 1/2 =  exp ( -  л/log  n ) , imamo

г2тг j ,  oo

/  ФЏ) loS+ ФЏ) 7Г =Jo 2ж o (n
log n

^  (n + 1) exp (\/log n) 

6! log n
< )  , 3 <  oo-^ n i o g '  n

1 -
\/logn

Dakle, ip = log |/*| pripada Zygmundovoj klasi Llog L. Na osnovu teoreme 1.5 iz [K2] 
i teoreme 1.5 (c), zaključujemo da je /  G M. Otuda slijedi U4>1 N q ф M.

(ii) Za svako s > 0 i za svako q > 1 inkluziju H 3 Ç N q dobijamo neposredno na 
osnovu nejednakosti (log+ x)q < (q/s)qx s, х > 0. Stoga važi (Jj>0 t f s Ç П,>. Da 
bismo dokazali daje 1JJ>0 H3 ф C\q>\ N q, razmotrimo funkcijag funkciju g(z) definisanu 
pomoću formule

5W = exp( Ü  ^ iogxW<" ) ’
pri čemu je x (0  stepenasta funkcija defmisana kao

X(t) = za svako t e
27Г 27Г

n +  1 ’ n ’

Tada za svako q >  1, imamo

n £ N.

Г  H 4x(t)J o
dt
2тг

у л  log27 n
n(n + !)

< oo,

uzimajući u obzir da je log2? n < у/п za dovoljno veliko n. Dakle, na osnovu teoreme 
1.5 (b), vidimo da je g g f|,> i N " ■

S druge strane, za svako s > 0 imamo

E
u .5logn

n(n + 1)
= oo,

uvažavajući da je slogn > 1 za svako n > exp(l/s). Otuda je х $ LS(T) za svako 
s > 0, pa na osnovu teoreme 1.5 (d), /  ^ 1Јр>0# р. T° dokazuje tvrdjenje (ii).

(iii) Ulaganje N q Ç 7VP, za q > p > 1, je očigledno. To povlači

Stavimo

gdje je

\ J N 4 Ç N P C p) N q.
4>P 1<q<p

Fp{z) = ехр
{  1 Г2п eil + 
\2л- Уо

4p{t)dt

. 0, za 1 Ç (7Г, 27t]
i M =  i ПЈ(Ч '« « » )-,П) ,  za t € ( jg j ,  £ ]  , n € N \ { l } .
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Postupajući na isti način kao u dokazu inkluzije (i) dobijamo £p G LP{T) \  (J Lq(T), 
što povlači

Fv G N p \  U  N q. 
ч>р

Za proizvoljno p > 1, definišimo

gdje je

Otuda slijedi

Gp(z) = ехр ен + * 
elt — z

<pp(t) = nr/p za t G /  2ж 2тт 
\  n + 1 ’ n n G N.

E
1

ПР

n(n +1)

Odavde vidimo da je <pv G Пк,<р Lq(T) \  LP(T). Dakle, na osnovu teoreme 1.5 (b) 
dobijamo Gp Ç П к д< р^4 \  N p. Time je (iii) dokazano, a samim tim i teorema 2.1.

Komentar. U gl. 6 uvodimo klase M p (1 < p < oo) kao uopštenja klase M i 
dokazujemo da važi M p — N p za svako p > 1 i u skupovnom i u pripadnom topološkom 
smislu.

1.3. Kriterij umi pripadnosti klasama N p

Teorem a 3.1. Neka je p > 1 i neka je f  G N proizvoljna funkcija. Tada su 
slijedeća tvrdjenja ekvivalentna,.

(i) /  pripada klasi N p.
2тг 2тг

(ii) lim J  (log+ |/ ( г е » ) |) ' "  = /  (log+ | Г (е “ )|) '  |  < «>•
0 0

(iii) /  pripada klasi N + i log+ |/*| G LP(T).
(iv) log+ \f*\ G LP(T) i

27Г 27Г

lim J  log+ \ f(reie)\ ^  = J  log+ \Г{е{в)\
o o

(v) /  pripada klasi M i log+ \f*\ G LP(T).

Dokaz. (i)<*=>(ii). Kako je /  G N,  na osnovu teoreme 1.1 radijalni limes f*(e'°) = 
limr_ı / ( r e ,<?) postoji za skoro svako е,в G T. Na osnovu teoreme 1.6, /  pripada klasi 
Np ako i samo ako je familija { (log+ |/( г е ,б) |) Р : 0 < r < ] } ravnomjerno integra- 
bilna na T. To je na osnovu ([P2], str. 13) ekvivalentno sa relacijom (ii) i uslovom 
l°g+ !/*l G LP(T).
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(iii)4=t>(iv) slijedi na potpuno isti način kao ekvivalencija, (i)<^(ii), uzimajući u obzir 
definiciju klase N +.

(i)<t^(iii) je neposredna posljedica kanonske faktorizacije opisane teoremom 1.5 (a)
i (b)-

(v)=»(iii) je očigledno, uzimajući u obzir da je M  C N +.
(i)=t>(v). Na osnovu teoreme 1.5 (b) vidimo da je log+ |/*| € LP(T ), dok na osnovu 

teoreme 2.1 (i) važi N 4 C M; stoga je /  G M. Time je dokaz teoreme završen.

Komentar. Uočimo da su relacije (ii) i (iv) iz teoreme 3.1 N p-analogoni Rieszove 
teoreme (vidj. [Ko], str. 61) koja se odnosi na. klase Hp (0 < p < oo).

Kao posljedicu teoreme 3.1 dobijamo slijedeći rezultat koji je zapravo N p-analogon 
teoreme Smirnova za Hardyjeve klase Hp (vidj. [Ko]).

Posljedica 3.2. Neka su p i q realni brojevi takvi da je 1 < p < q i neka je f  G N p~ 
proizvoljna funkcija. Tada f  pripada klasi N q ako i samo ako je log+ |/* | G Lq(T).

Dokaz. Pretpostavimo da je log+ \f*\ G Lq(T). Kako je /  G N p C N +, na osnovu 
implikacije (iii) => (i) iz teoreme 3.1, zaključujemo da je /  G N q. Obratno, ako je 
/  G N q, tada na osnovu (i) =Ф- (iv), slijedi daj e  log+ |/*| G Lq{T). Time je posljedica 
dokazana.

1.4. Kanonska faktorizaciona teorema za klase N p

U ovom poglavlju dajemo dokaz kanonske fa.ktorizacione teoreme 1.5 (b) za klase 
Np (1 < p < oo). Kao neposrednu posljedicu toga dokaza dobijamo kriterijum pripad
nosti klasi N p opisan teoremom 1.6. Dokaz se zasniva na dobro poznatoj kanonskoj 
faktorizaciji za klasu Smirnova N + (teorema 1.5 (a)). U vezi s tim neophodna nam je 
slijedeća lema.

Lema 4 .İ. Neka je p > 1 i neka je K  ograničen podskup od LP{T), tj. neka važi

sup /  |/(e t9)|p
Јек Jo

d0_
27Г

< oo.

Tad.a skup K čini ravnomjerno integrabilnu familiju, tj. za svako e > 0 postoji б > 0 
tako da je

l /G ') l^ < 4 za svako f  G K ,

za bilo koji skup E  C T  čija je Lebesgueova mjera m(E) < б.

Doka.z. Tvrdjenje neposredno slijedi iz ([Gam], gl. 5, teorema 1.1 i posljedica 1.2, 
str. 121).



L em a 4.2. N p C N + za svako p > 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je /  G N p za neko p > 1. Na osnovu definicije od N p, 
familija {log+ |/(т~е,0)| : 0 < r < 1} je ograničena u prostoru LP{T). Stoga, na osnovu 
leme 4.1, to je ujedno i ravnomjerno integrabilna familija. Dakle, /  G 7V+, odnosno 
Np C N +.

Teorema 4.3. (Kanonska faktorizaciona teorema 1.5 (b)). Svaka funkcija f  G Np 
(1 < p < oo) koja nije identički jednaka 0 može se faktorisati na slijedeći način:

(4.1) f (z )  = B(z)S(z)F(z),

gdje je B(z) Blaschkeov proizvod u odnosu na nule funkcije f (z) ,  S(z) singularna un
utrašnja funkcija i F (z ) vanjska funkcija za klasu N p, tj.

(4.2) F(Z) = u e x p ( J ^  L _ ± l  lo g |/*(ci‘) | ^  ,

pri čemu je |cu| = 1, dok funkcije log|/*| i (log+ |/* |)p pripadaju prostoru LX(T). 
Obratno, svaki proizvod B(z)S(z)F(z) opisanog oblika pripada klasi N p.

Dokaz. Uzmimo /  G N p. Tada je na osnovu leme 4.1 /  G 7V+. Teorema 1.5 (a) 
pokazuje da se /  može prikazati u obliku (4.1), gdje je F(z) dato sa (4.2) i log I/*I G 
Ll(T). Koristeći Fatouovu lemu, dobijamo

r 2тт
(4.3) (i°g+ |/* (e*0) |)p

d0_
2тт

-2тг
< li m i n f

r—*1
(log+ |/ ( re ie\i \ v dO

^ <0°’
odakle slijedi da je (log+ |/* |)P G Ll (T).

Obratno, pretpostavimo da je f (z)  funkcija data sa (4.1) i da, je pri tome log |/*|, 
{\0g+\Г\У e L ' ( T ) .  Neka je

P ( r , 0 - t )
1 - r 2

1 — 2r cos(9 — t) + г2

Poissonovo jezgro. Radi jednostavnosti stavimo f>ft) — log |/* (e'() | . Tada iz (4.2) 
dobijamo

27Г

(4.4)

/  г2п ch
log+ |Т ( ге 'е) |  =  P(r,0- t ) ıp( t )

r 2-n li
< j  P(r, 0 — t)f> + (t) — .

Kako je |/(z)| < |F(z)| za svako z G D, nejednakost (4.4) i Hölderova integralna 
nejednakost daju za svako 0 < r < 1

(iog+ | / K ) | ) p < p(r,o - t ) ip +{t)
dtV
2тг)



= Р ( г , в -  i) (log+ | / ' ( е “) |) ’’ 

Koristeći (4.5), na osnovu Fubinijeve teoreme dobijamo

(4.6) [ ’  (log+ |Д г е '* ) |Г  £  <  (log* ir ( e ' - ) l ) -  £  (0 <  г < 1)

Prema, tome i s obzirom da je (log+ |/* |)P G Тг(Г), zaključujemo da je /  G /Vp. Time 
je teorema u potpunosti dokazana.

Posljedica 4.4. (Teorema 1.6). Funkcija f ,  holomorfna na D, pripada klasi 7VP 
ako i samo ako je familija { (log+ |/ ( r e ,<?) |) P : 0 < r < l} ravnomjerno integrabilna.

Dokaz. Pretpostavimo da je /  G N v. Na osnovu (4.6) i (4-3) dobijamo

lim sup f  (log+ |/ ( r e ,0) |) P Џ- < liminf t  (log+ |/ ( r e 10) |)P < oo.
г—*1 J 0 ^7Г г_*1 J 0 ^71"

Otuda slijedi da postoji

Jim (log+ \ f ( re 'e) |)P ^  < oo.

Konačno, na osnovu (4.6) i (4.3), neposredno dobijamo

lim (log+ |/ ( r e ’9) |)P 7^ = Jo 0°g+ IГ  (e**) |Г  ^

Gornja relacija je na osnovu ([P2], str. 25) ekvivalentna sa činjenicom da je familija 
{(log+ |/ ( r e 10) |) P : 0 < r < l} ravnomjerno integrabilna. Obratno tvrdjenje posljedice 
je očigledno, pa je time njen dokaz završen.

1.5. F-algebre N p

Poznato je (vidj. [D2]) da je svaki Hardyjev prostor Hq (q > 1) Banachov prostor 
sa pripadnom normom || • ||, definisanom kao

(11/11,)’ = -P  Г | / (-")Г | =  Г| Г(е *)Г^ . / € « ’.
0<г<1 J  o ^  J  0 ^

Preciznije, za normu II • |L na prostoru Нч važe slijedeća svojstva.
(i) II/ | | ,  > 0 za svako /  G Н ч.

(ii) ll/ll, = 0 samo ako je f{z)  =  0.
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O") ЦА/II, =  1АЦ1/Ц, za svako Л 6 C i svako /  G Нч (svojstvo homogenosti).
(iv) II/ + g\\q < Wf\\q + IMİ7 (nejednakost trougla).
(v) H q je kompletan metrički prostor sa pripa.dnom metrikom pq definisanom kao 

Рч{1>9) = II/ — ÎU-

Napomenimo da se svaki vektorski prostor nad poljem C sa pripadnom normom 
koja zadovoljava svojstva (i)-(v) zove Banachov prostor nad poljem C. Nadalje, dobro 
je poznato (vidj. [D2]) daje svaki Hardyjev prostor II4 (0 < q < 1) q-Banachov prostor 
sa pripadnom normom || • ||, defmisanom na H q kao

т ^ . 7 л Х f e r .

Preciznije, gornja norma na II4 (0 < q < 1) zadovoljava sva svojstva (i)--(v), izuzev 
svojstva (iii) koje se može zamijeniti tzv. svojstvom ^-homogenosti definisanim preko 
uslova

(iii)’ ЦА/11, = IAI1/II, za svako A G C i svako /  G Н ч.
Prostor Hq (0 < q < 1) je u stvari kompletan metrički prostor sa pripadnom aditivno 
invarijantnom metrikom pq definisanom kao pq{f,g) = | | /  — g\\q. Ali poznato je da 
nijedan prostor H q (0 < q < 1) nije normizabilan u smislu da se na tom prostoru ne 
može zadati norma koja bi na H q indukovala istu topologiju kao inicijalna norma || • ||7. 
Staviše, dokazano je (vidj. [DRS]) da ti prostori nisu lokalno konveksni. Još istaknimo 
da prostor H°° ograničenih na D holomorfnih funkcija čini Banachovu algebru u odnosu 
na normu || • Цоо definisanu kao

\\f\\oo — тпах |/(г ) |, /  G И°°.Н<1
N. Yanagihara u radu [Y3] uvodi linearno-topološku strukturu na klasi Smirnova 

İV+ generisanu metrikom d definisanom kao

(5.1) d(f ,g) = | | /  - 0||, f , g e N \

gdje je

||/"  =  | !'!og (l + | / '( e “ ) | ) ^ .  / б Г .

Napomenimo da je vektorski topološki prostor L nad poljem C zapravo vektorski pros
tor nad C u kome su operacije ( f , g ) *- * f  + g i (c, / )  i—» cf  neprekidna preslikavanja 
sa L х L —> L, odnosno sa C х L —» L u pripadnim proizvod-topologijama. Ukoliko 
je topologija na takvom prostoru L indukovana aditivno-invarijantnom metrikom u 
odnosu na koju je L kompletan metrički prostor, kažemo da L obrazuje F-prostor. F- 
prostor koji je lokalno konveksan naziva se Frechetovim. Napomenimo da je vektorski 
topološki prostor L lokalno konveksan ako postoji baza okolina nule koja se sastoji 
od otvorenih apsolutno konveksnih podskupova od L. F-algebra je algebra koja čini 
F-prostor i u kojoj je množenje neprekidna operacija u pripadnoj proizvod-topologiji. 
Lokalno konveksna F-algebra naziva se Frechetovom. Yanagihara je U ([Y3], teorema 
1) dokazao da N + čini F-prostor u odnosu na topologiju odredjenu metrikom d. C. Si-
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Daviš je vi svojoj disertaciji [Da.] dokazao da je množenje u algebri N + neprekidno, što 
zajedno sa prethodno pomenutim rezultatom Yana.giha.re daje slijedeći rezultat.

Teorem a 5.1. Prostor N + sa topologijom odredjenom pomoću metrike d obrazuje 
F-algebru, tj. F-prostor u kome je množenje neprekidna operacija.

Komentar. Yanagihara pokazuje u ([Y3], komentar 1) da Nevanlinnina klasa N u 
odnosu na metriku datom sa (5.1) nije kompletan metrički prostor, a samim tim ni 
F-prostor. J. H. Shapiro i A. L. Shields u radu [SS2] uvode metriku d' na N stavljajući 
d'(f,g) = ||/ -  fif|r, gdje je

ll/ll' = dm /  log(l + \f{re,e)\) f  e N.
T̂ l~ Jo 27Г

U ([SS2], propozicija 1.1) poka.zano je da je (N,d') kompletan metrički prostor čija je 
topologija jača od topologije ravnomjerne konvergencije na kompaktnim podskupovima 
od D. Odavde i iz činjenice da. se metrike d i d! podudaraju na. prostoru Лг+ (vidj. 
[SS2], propozicija 1.2 (c)) neposredno slijedi da je N + zatvoren vektorski potprostor 
od TV u odnosu na metričku topologiju d' (vidj. [SS2], posljedica propozicije 1.2). 
Iako je zbog subaditivnosti (kvazi)norme || ■ ||' N  ujedno i topološka grupa u odnosu 
na sabiranje, množenje skalarom nije neprekidno na N,  pa samim tim (N,d ') nije 
topološki vektorski prostor (vidj. [SS2], posljedica 1 teoreme 2.1). Staviše, prostor N 
je nepovezan ([SS2], teorema 2.1), dok je količnički prostor N / N + totalno nepovezan 
u odnosu na uobičajenu infimum normu ||/ || ' = inf{||^||' : g £ /}  ( /  je razred /  -f N + 
u N/ N+) (vidj. [SS2], teorema 2.1’). Te činjenice daju sugestiju da je УУ+ upravo 
komponenta povezanosti od N. Medjutim, J. W. Roberts u radu [Ro] pokazuje da to 
nije tačno. Naime, u ([Ro], teorema 3.3) je dokazano da je komponenta povezanosti od 
N skup K  C N  definisan kao

f /к = i - : /  e «+ , //, je neprekidna nenegativna singularna mjera na 7’I дџ
gdje je 5M singularna unutrašnja funkcija sa pridruženom mjerom /i.

Po analogiji sa metrikom <7, na N + se definiše topološka struktura na prostoru N p 
(1 < p < oo) preko invarijantne metrike d.v definisane kao

(5-2) dp(f ,g)  = | | /  — <7||p, / ,.9 G7Vp,

gdje je

11/11» = ( j f ’ l°8P(l + |Г(е")1) . €

Teorema 5.2. ([St2], teorema 4.2). Prostor N p, p > 1, sa topologijom odredjenom 
pomoću metrike dp čini. jednu F-algebru, tj. F-prostor u kome je množenje neprekidna
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operacija.

Teorem a 5.3. ([1], str. 25, teorema 1). Za svaku funkciju f  £ N p važi

Teorem a 5.4. ([1], str. 43, teorema 1). Skup svih polinoma nad poljem komplek
snih brojeva čini gust podskup u svakom prostoru N p, p > 1. Da.kle, N v je separabilan 
metrički prostor.

Na kraju uočimo da je svojstvo biti F-prostor i te kako značajno za istraživanje 
linearno-topološke strukture takvih prostora, najviše iz razloga što su za F —prostore 
važeće neke osnovne teoreme iz funkcionalne analize. To su posebno teorema o zatvore
nom grafiku, princip ravnomjerne ograničenosti i teorema o otvorenom preslikavanju 
(vidj. [R.l]) , dok Hahn-Banaehova teorema uopšte ne mora da vrijedi za F-prostore. 
Istaknimo da prve tri teoreme bitno koristimo u ovom radu pri istraživanju linearno- 
topološke, funkcionalne i algebarske strukture prostora N p (1 < p < oo).

Komentar. Kanonska faktorizaciona teorama 1.5 (a), (b) za klase N + i N p pokazuje 
da se klasa N + može razmatrati kao "prirodan limes” prostora N p kada p —► 1. Istu 
tvrdnju u metričkom (topološkom) smislu dobijamo poredeći pripadne metrike prostora 
N+ i N p definisane redom pomoću (5.1) i (5.2).
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2. MNOZITELJI I LINEARNI FUNKCIONAL1 
NA PROSTORIMA N p



2. Množitelji i linearni funkcionali 
na prostorima N p

U ovoj glavi istražujemo linearno-topološku strukturu prostora N r (1 < p < oo). U 
vezi s tim glavni rezultat daje potpunu karakteriza.ciju neprekidnih linearnih funkcionala 
na prostorima N p u odnosu na topologiju uvedenu na N p pomoću metrike dp definisane 
kao

(0.1) dr( f ig) = \ \ f - g \ \ „  g

gdje je

2П j/p
(°-2) II/IİP := ^sup^ J  logp(l + \f{ret9)\) < oo, f  e N p.

o

Na osnovu teoreme 5.2, gl. 1, svaki prostor N p (1 < p < oo) obrazuje F-prostor u 
odnosu na metričku topologiju odredjenu metrikom dp. Osim toga, množenje u algebri 
Nv je neprekidna operacija, tj. N p obrazuje F-algebru.

Za opis topološkog duala od N p bitno koristimo princip ravnomjerne ograničenosti 
koji je primjenljiv pošto je N p F-prostor. U prvom pogla/vlju dajemo ocjenu Taylorovih 
koeficijenata funkcija iz prostora N p, za koju kasnije (u četvrtom poglavlju) pokazu
jemo da je najstroža u asimptotskom smislu. U slijedećem poglavlju dokazujemo više 
lema koje su nam neophodne za karakterizaciju množitelja iz prostora. N p u Hardyjeve 
prostore II4 (0 < q < oo) koju dobijamo u trećem poglavlju. Pokazuje se da taj skup 
množitelja ne zavisi od q. Za posljedicu toga rezultata dobijamo činjenicu da nijedan 
prostor Np nije lokalno ograničen.

Koristeći navedene rezultate, u narednom poglavlju dajemo reprezentaciju neprekid
nih linearnih funkcionala na prostorima N v. Pokazuje se da se topološki dual od N p 
može identifikovati sa cijelom klasom holomorfnih na D funkcija koje su klase C°° na T. 
Iz dobijenog rezultata lako se izvodi da topološki dual od N p razdvaja tačke. S druge 
strane, iako je topološki dual od N p "bogat,” funkcionalima, u slijedećem poglavlju 
dokazujemo činjenicu da nijedan prostor N p nije lokalno konveksan. Iz dokaza tog rezul
tata dobijamo klasu količničkih F-prostora od N p koji imaju trivijalan dual. Otuda 
neposredno slijedi da Hahn-Banachova teorema o proširenju linearnih funkcionala nije 
primjenljiva na prostore N p. Staviše, u posljednjem poglavlju pokazujemo da pros
tori Np ne posjeduju Banachovo separativno, a samim tim ni aproksimativno svojstvo. 
Medjutim, dokazujemo da svaki prostor N p ima tačkovno separativno svojstvo.
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2.1. Taylorovi koeficijenti funkcija iz prostora N p

U ovom poglavlju, kao i ubuduće sa PT(0,t) ćemo označavati Poissonovo jezgro, I,

1 - r 2Pr(0,t) =
1 — 2r cos (t — 9) -f

Za funkciju /  holomorfnu na D, uvedimo slijedeće oznake:

Moo{rJ) = m ax|/(z)|,
|г|=г

1/7

1/(ге-)Г 2̂  ) ’ 0 < Ч < оо,

koje ćemo i ovdje koristiti.

Lema 1.1. Za proizvoljnu funkciju f  iz prostora N p važe slijedeće nejednakosti.
2тг

(i) (log+ |/ ( re " ) |)p < J  P,(0,t) (bg+ |/-(e " ) |)i 9 \ \ \ P

2тг

(Ч log(l + l / W I ) < 2 14 ( / , 0 ) ( ] - H ) - ' *  г € д

gdje dv označava inicijalnu metriku na N v definisanu pomoću (0.1).

Dokaz, (i) slijedi neposredno iz činjenice da je funkcija z r-r (log+ |/ (z ) |)P sub- 
harrnonjska. na D (vidj. [P1 ], str. 42, primjeri). Zbog subbarmoničnosti funkcije 
z logp(l + |/(z)|) na D (vidj. [1], str. 24, lema 1), neposredno dobijamo

2тг
log’ (l + |/(ге'")| < J  P.(0 , t )hg’(l + \ r ( e 'e)\)

dt
2n

<
1 — r К ( / ,о ) Г ,

što predstavlja nejednakost (ii).

Teorema 1.2. Neka je f  G N p funkcija sa Taylorovim razvojem. f ( z)  = anZn ■
Tada važi

0) log M ,(r ,/ )  = o ^ —---- ydq ') Za sva^° 0 < 9 — °°-

( Ü ) kn| = O (ехр (о(7г1/(р+,)))) .
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Dokaz, (i) Kako na osnovu Hölderove nejednakosti za svako 0 < p < q < oo važi

Mp(rJ )  < Mq{r, f )  < Моо(г,/),

dovoljno je dokazati (i) za g = oo. U dokazu koji slijedi koristimo činjenicu da je 
Poissonovo jezgro aproksimativna jedinica (vidj. dokaz teoreme 1 iz [Y2]). Označimo 
sa ?t(r, 0) harmonijsku majorantu funkcije (log+ \ f{z)\)P, predstavljene pomoću Poi- 
ssonovog integrala granične funkcije h(t) = (log+ |/*(e,<)|)p. Tada na osnovu leme 1.1 
(i), imamo

(2.1) logMoo(r,/ )  < max и(г,в).
0 < в < 2 ж

Neka je e > 0 proizvoljno. Odaberimo za K  dovoljno veliki pozitivan broj, tako da za 
funkciju — min (K, h(t)) važi

г2тт i ,

/  m - h K( t ) ) - < e .
J  o 2тг

Tada dobij amo

и(г,в)  =  J  pr(0,t)hK( l ) ~
r 2ir 1,

+ PT( 0 , t ) ( h ( t ) - h K( t ) ) -

=  Uo(r,0) +  ггх (r, 0),

gdje je Pr(0, t) Poissonovo jezgro. 
Kako je 0 < hк (i) < K,  dobijamo

0 < u0(r, 0) < K.

S druge strane, kako je Pr(0,t) < (1 + r)(l — r)-1, neposredno slijedi

. 1 d  r dt 2e
ил(г,в) < ------  / {h(t) -  hK(t)) — < ------ .

1 -  r J0 2тг I -  r

Prema tome, važi
u(r,0) < K  + 2g .

1 — r
Otuda slijedi

(2.2) limfl — r)( max uir t)) < 2e.

Iz (2.1) i (2.2) neposredno dobijamo

( l - r ) t/plog+ Mco( r , / ) < ( 2 e ) 1̂
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odakle slijedi (i), uzimajući u obzir da je e proizvoljno.
(ii) Na osnovu Cauchyjeve formule, koeficijent a.n funkcije /  može se prikazati kao

&n —27U
/(*)

\z\-
dz , 0 < r < 1,

odakle dobij amo

(2.3) Kl < inf0<г<1 V r
1 f 2n
.n J  I Пге"

dO
27Г /  0<г<1 V Г

= inf —M i(r,/) .C\<Pr/1 l гП A 4 ’  ̂ /

Koristeći ocjenu (i) iz naše leme, za proizvoljno e > 0, postoji r0, 0 < 70 < l , koje 
zavisi od e tako da važi

Мг ( г Ј )  < ехр
(1 -  г)’/р

za svako r > г0.

Tada na osnovu (2.3) imamo

(2.4)

Stavimo

K l < — ехрT-oCrCl \ r n
1

(1 — г)1/р
za svako r > г0.

Гп = 1 -  ( -  ) >п/
б \ p/(p+1)

i odaberimo prirodan broj n0 za koji je r„ > r0 za svako n > n0. Tada za svako takvo 
n imamo

rZn = 1
„\p/(p+ i) t \p/(p+0ГпЧРАР+О/Оp/(p+l)\ v « J V n )

©  ) _  cp/CP+1)„1/(p+1 )(1+0 ( j ) )

odakle na osnovu (2.4) slijedi

М  < ))+../(£*.)..«£*.) za svako n > „о

Otuda dobijamo

K | < ехр (2KO +Ki/O+i) (i + 0(i))) za svako n > n0, 

čime je i (ii) dokazano. Time je teorema dokazana.

Primjer. Neka je p > 1 proizvoljno i neka je f p holomorfna na D funkcija defi nisana

i/р\
kao

fr{z ) = ехр
1 + z 
1 -  2

, z £ D.

Tada je

Moo(r,/p) > ехр j zza svako 0 < r < 1,
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odakle dobij amo
lim (l -  r)  (log+ M00( r , / p) )p >  2.

Otuda i na osnovu relacije (i) teoreme 2.2 slijedi da f p g N p. S druge strane, poznato 
je da je (1 + z)f{ \ — z) 6 H* za svako 0 < з < 1 (vidj. [D2], str. 13, vježbanje 1). 
Koristeći tu činjenicu i očiglednu nejednakost

0°g+ \fv(z ) \y  < ( j f Z T j )  . z e  D,

vidimo da je f p Ç p) N q. Dakle, važi 
i <ч<р

f P e П  N q \  N p.
i <k p

2.2. Množitelji iz prostora N p 
u Hardyjeve prostore H q

Neka j e p > l i O < ç <  oo. Za niz kompleksnih brojeva {An} kažemo da je 
m,nožitelj iz prostora N p u Idardyjev prostor Нч ako za svaku funkciju /  Ç N p s 
Taylorovim razvojem f ( z ) = sijedi da funkcija g definisana na D kao
9İZ) = Т2У=0 ^nanz n pripada prostoru Нч. U skladu s tom definicijom, svaki množitelj 
{A„} iz N p u Н ч možemo razmatrati kao indukovani linearan operator A sa N p u 114 
defmisan kao

oo oo
(2.1) A : ^ a nzn i— > Ananzn.

71 = 0 71 = 0

Lema 2.1. ([1], str. 60, posljedica 1). Ako je niz funkcija iz prostora N p kon
vergentan u odnosu na metriku dv prostora N p, tada taj niz konvergira na svakom 
kompaktnom podskupu jediničnog kruga D .

Lema 2.2. ([D2], teorema 6.4, str. 98). Neka je
OO

f {z) = anz n e  Н ч, 0 < q <  1.
n = 0

Tada, važi

(2-2) on =  o(n1/’- 1),

kao i

(2 3) w

Teorema 2.3. Pretpostavimo da je {An} množitelj iz prostora N p u Hardyjev 
prostor II4 (0 < q < oo). Tada je linearan operator Л defmisan sa N p u IIq pomoću

27



(2.1) neprekidan. Stoga A preslikava ograničene podskupove od N p u ograničene pod- 
skupove od Н ч.

Dokaz. Na osnovu leme 2.1 slijedi da / „ —»■/ u N p povlači ravnomjernu konver
genciju niza {/„(*)} ka /(z ) na svakom zatvorenom krugu \z\ < r < 1. Dakle, ako je
fn{z) = J2 T= 0  ain)zk 5 H z ) = Y!k=oakzk, dobijamo

(2.4) a |n) —► a.k (fc = 0 ,1 ,.. .), ako f n —> /  u N p kada n —» oo.
oo . . oo

Neka je <7„(z) — ]Г) b y  zk niz u prostoru H q i neka je (7(2) =  6fczfc funkcija iz Hq 
к=0 fc=0

takva da gn g u H q. Na osnovu nejednakosti (9) iz teoreme 6.4 u [D2], vidimo da 
(A: = 0,1 ,.. .) kada n —+ 00. Otuda i iz (2.4) lako se vidi da je Л zatvoren 

operator. Prema tome, na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku, Л je neprekidan o-L 
perator, pa stoga Л preslikava ograničene podskupove od N p na ograničene podskupove 
od Hq.

Slijedeća teorema u potpunosti opisuje množitelje iz prostora N p u Hq.

Teorema 2.4. Neka j e 0 < q < o o i \ < p <  00. Da bi niz kompleksnih brojeva 
{Afc} bio množitelj iz prostora N p u Hq, neophodno je i dovoljno da važi

(2.5) Afc = Оехр(-сА;1/(р+,)) 

za neku pozitivnu konstantu c.

Komentar. Uočimo da dok pretpostavka teoreme sadrži q, uslov (2.5) ne sadrži <7.

Za dokaz teoreme 2.4 neophodno na.m je nekoliko lema. Dokaz slijedeće leme je 
sasvim analogan lemi 1 iz [Y3]).

Lema 2.5. Pretpostavimo da niz kompleksnih brojeva {Лд,} zadovoljava uslov

(2.6) Afc = О е х р (-с ^ 1/(р+1))

za bilo koji niz {c*,} pozitivnih brojeva za koji važi q  ј  0. Tada važi

Afc = Oexp(-cA:l/(p+1)),

za neku konstantu c > 0.

Dokaz. Ako niz {Afc} zadovoljava (2.6), tada je očigledno Afc —> 0 kada k —* 00 i 
limfc_*00((l/£;1/ (p+1)) log |Afc|) < 0. Za dokaz naše leme dovoljno je dokazati da važi

limfc_oo((l/A:T/(p+1)) log |Afc|) < 0.

Pretpostavimo da. je

(2.7) îımfc_+00((l/A;(1/(p+1)) log |Afc|) = 0.
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Bez smanjenja opštosti možemo uzeti da važi

(2-8) bk = — (1 /Л:1 )) log |А*| J, 0 kada к —> oo,

uzimajući podniz od {A*.} ukoliko je to neophodno. Na osnovu pretpostavke (2.6), za 
bilo koji niz {cfc} za koji je ск j  0, postoji konstanta A koja zavisi od { o j takva da je

|Afc| < A ехр(-с*А:1/(р+1)),

tj-

(2.9) (c* -  6*)*1/(p+1) <1о§ Л.

Stavimo с*к = max(24 , 1/АВ/^р+В) Tada iz (2.8) dobijamo с*к J. 0, pa zamjenjujući ск 
sa 4 , odnosno A sa A* koje zavisi od с*к, iz (2.9) dobijamo ^1/2(р+В/2 < log/!*, kada 
к —> oo, što je kontradikcija. Time je lema dokazana.

Lema 2.6. (Vidjeti [Y3], lema 2 i komentar 3). Neka je

ехр 0 < c < 1.

Tada važi
log |an(c)| > л/сп. + (9(log n) + O(log c)

Posebno, ako je {4 } niz pozitivnih brojeva takav da je fcl/(p+1) < c*k < 1, tada važi l. 

(2.10) log к К ) | > # ( 1  + o(l)).

Napomenimo da je podskup L vektorskog topološkog prostora X  ograničen ako za 
svaku okolinu nule V  postoji «о > 0 tako da važi aL C V za svako n Ç C z a  koje je
H  < a 0.

Lema 2.7. Neka je {c*} -niz pozitivnih brojeva takav da. je ck J. 0 i r*. Î 1, rk > 1/2, 
k = 1 ,2 ,.... Stavimo

fk{z) = ехрГс*(1 -  rky ^ l ± rkZ) ,  k. = 1, 2, ----
V 1 -  rkz j

Tada niz { fk}, A: — 1 ,2 ,..., čini ograničen podskup od N p.

Dokaz. Odaberimo pozitivne nizove {ek} i {4}, za koje je ek j  0, 8k j  0 i takve da
vazi

(2.П) 1 - r  I
1 -f rk — 2г cos 0 

Za datu okolinu

< 1  za |0| > ek i r > r k , A: =  1 , 2 , . . . .  

V = {g e N p \ dp(g, 0) < g]
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nule u prostoru N p, odaberimo prirodan broj m  za koji važi 

(212) logp(l + бт) + 2p*~xem logp 2 + 2p~xCcpm < тf ,

gdje je konstanta C tada pomoću (2.13). Odaberimo a0} 0 < a0 < 1, tako da važi

1  +  r mQf0 ехр ---------
1 -  rm

< бт, stoga je unaprijed age < бт.

Tada za svako k < m,

|a0/fc(el9)| < 1 су0I ехр j + Гк
1 -  rk

odakle na osnovu (2.11), za 0 < a < a0 dobijamo

T бт ,

dP(afk, 0) < log(l -f бт) < т/.

Dakle, a fk G V za svako k < m  i 0 < a < a0. Iz nejednakosti sin х > (2/ж)х za 
0 < .т < 7г/ 2, slijedi

1 — 2r cos 0 + r2 = (1 — r )2 + 4r sin2 ^ > (1 — r)2 + (4г/ж2)02.

Stoga, za rk > 1/2 imamo

/  (log+ l/;(e '”) | ) ' ^  =
|ö|<£fc

(2.13) <

cfc(i - r0 p_1
1 - rŽ

1 + r£ — 2r*. cos 0 )  2ж
d0

2pn~ld dt
(1 + 2тг-Ч 2)р t =

-  r*

с ч ,

pri čemu konstanta C ne zavisi od k. Koristeći (2.11), (2.12), (2.13), relaciju (5.3) iz 
teoreme 5.3, pogl. 1 i nejednakost logp(l ■+ |ж|) < 2P_1 ((log2)p + (Iog+ |x|)p), dobijamo 
za svako k > m  i 0 < a  < a 0,

2тг
= J  log”(l +

|0|>E)t |0|<e*

< log'(l + a«) + 2'-1 j  (log'2+(log+| / a O I ) P) ;
|0|<£fc

< logp(l + бт) + 2рж~хет logp2 + 2p~xCcpm

dO
2тг

< Г)Р.

Dakle, važi {a fk} C V za svako 0 < a < a0. To pokazuje daje niz { f k} ograničen u N p.
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Komentar. Na sličan način može se dokazati obrat, leme 2.7, tj. ako je niz {fk} 
ograničen u N p i rk f 1, ck > 0, tada ck -> 0.

Lema 2.8. ([D2], teorema 6.1, str. 94). Neka je

OO

f ( z )  = J 2 a" z’1 e 7/7- 1 < ? < 2 .
n = 0

Tada je {o.n} Ç ( l/ç  + l /p  — 1) i pri tom.e važi

ри) IIKJII, <11/11,.
gdje je ||{an}||p uobičajena lr-norma niza {ап}.

2.3. Dokaz i primjena teoreme o množiteljirna

Dokaz teoreme 2.4. Neophodnost. Pretpostavimo da je {Лд.} množitelj iz N p u 11ч. 
Neka za dati pozitivan niz {ck} važi ck J. 0. Stavimo

c'k = m in(l/ 2, тах(1 / кгd2(p+1\ c k) ) .

Ako je (2.6) zadovoljeno za taj niz {c'k}, tada (2.6) takodje važi za niz {ck}. Stoga, mi 
možemo pretpostaviti da važi

<зл> rn ifT T  s  «  < 1/ 2.

Tada niz {c£} definisan kao c*k = 2c2k zadovoljava (2.10). Na osnovu leme 2.5 dovoljno 
je dokazati da važi

= 0  exp(—ckk ]̂ p+1̂ ) ka.da k —> oo.

Neka je {r*.} proizvoljan niz pozitivnih brojeva za koji važi rk j 1. Tada na osnovu 
leme 2.7 niz { f k} definisan kao

f k{z) = ехр ( ск(1 -  rky ~ l/pl + Гк2 ј̂ 
V 1 -  rkz )

OO

= E “«‘)r^ n. * = 1, 2, . . . .
п—0

čini ograničen podskup od N p. Kako je na osnovu teoreme 2.3 operator A nepreki
dan, to niz {A( fk)} mora biti ograničen u prostoru Нч. Uzmimo da je ograničen sa 
konstantom L. Kako je

OO

л(Л) = E А"-!Егл
71 =  0



na osnovu leme 2.2 i ([D2], teorema. 6.1, str. 94), važi

(3.2) CqLn 1+1/0 ako je 0 < q < 1, 
CqL ako je 1 < q < oo,

gdje je Cq konstanta koja zavisi samo od q. Stavljajući rk = 1 -  , tada f k{s)
može biti napisano kao

r ( X (1  c2k 1 -f rkzf k(z) = exp(

Tada na osnovu (3.2) i leme 2.6, imamo
2 &ит 1 -  rkz )

O(\ogk) > log \ \ka[k)\(rk)
(3.3) = log l̂ fc| + k\ogrk -f log \a(*)l

>  log|Afc| +  A:logrfc +

Iz (3.1) vidimo da važi log A; = o(ckk x̂ p+l )̂ i

1 2=1k.p+1
k + 0 (log k) + O ( log 1 2=1 kr+1

0 (l°g ~E±) = 0 (log k) = o (chk ' /(p+1)) , 
k,p+>

kao i
cP/(P- l )A.l/{P+l) = 0 (Qjtl/(1+p))

Osim toga, vrijedi

k log тк = k log(l — (1 — rk))

> - k (  1 -  rk) -  k (1 - r * ) !

= -A;I/(p+t)4 /(p_1) + 0 (1) kada A: -» oo. 

Iz gornjih ocjena i (3.3) neposredno slijedi

log lAjfel < ~ckkx' ^  + o (c ^ ,/(p+,l) kada k -> oo. 

Dakle, postoji n0 € N tako da. je ispunjeno

log lAjt| < — —c*Л;1 Za svako A: > k0.

Konačno, ako stavimo Л = max {log |Afc| + \ckk'Hp+lS>}, tada dobijamo

log | f̂c| < 2İ — -c kkx̂ p+x̂  za svako k G N.

Otuda i na osnovu leme 2.5 zakjučujemo da. niz {Afc} zadovoljava uslov (2.5) naše teo
reme.
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Dovoljnost. Pretpostavimo da niz { \ k} zadovoljava (2.5) za pozitivnu konstantu 
c. Ako je /  G N p funkcija s Taylorovim razvojem f (z)  = J2T= оак*к, tada na osnovu 
teoreme 1.2 (ii), postoji niz {77̂} pozitivnih brojeva takav da je 77Д. J. 0 i za koji važi

(3.4) \ak\ < Aj ехр (pfcfc1/(p+1)) ,

gdje je A\ pozitivna konstanta. Odaberimo prirodan broj k0 tako da je rjk < с/2 za 
k > k0. Tada mi imamo

(3.5) |Afca;t| < Л2ехр(-с&1/(р+1)/2) za svako k > k0,

za pozitivnu konstantu Л2. Kako je očito Јј,7=о exp(-cAd/(p+1l) < + 00, slijedi da je 
funkcional A[f](z) neprekidan na zatvorenom jediničnom krugu D = {\z\ < 1). Stoga 
Је A[/] 6 II4, čime je teorema u potpunosti dokazana.

Komentar. Označimo sa A™ klasu svih funkcija holomorfnih u krugu D čiji Тау- 
lorovi koeficijenti imaju oblik O («î-'"'"'•4,,)  za neko c > 0. Tada iz dokaza teoreme 
2.4 vidimo da za proizvoljno fiksno q, 0 < q < 00, svaki množitelj iz prostora N p u 
prostor Нч preslikava sve elemente od N p u klasu Л£°.

Napomenimo daje  vektorski topološki prostor lokalno ograničen ako ne sadrži bazu 
okolina nule koja se sastoji od ograničenih skupova.

Posljedica 3.1. Za. svako p > 1 prostor N p nije lokalno ograničen. Drugim 
riječima, nijedna lopta B(c) = { /  E N p : dp( /, 0) < c} nije ograničen skup u prostoru 
Np.

Dokaz. Iz dokaza nejednakosti (2.13) leme 2.7 vidimo da postoji pozitivna konstanta 
b, koja zavisi samo od p, tako da za Poissonovo jezgro PT(0,t) važi

<3'61 / V , ( » . o r  £  < ( İ ^ Z Î .

Pretpostavimo da neka lopta B(c) poluprečnika c čini ograničen skup u N p. Odaberimo 
brojeve e > 0, «5 > 0 i a > 0 tako da važi

(3.7) 0 < ev + 277- 1 (log 2)pe:7r -1(l + 2P~1) + 4P~ V P& < cp,

(3.8) I — 11 < e ako je |£| < б,

(3.9)

Definiširno funkciju f r na D kao

(3.10) fr(z) = ехр ( a2( 1 — r)^r

2 a?
< б.

sın e

2/ч 4E=i 1 + rz
1 — rz — 1 za svako 0 < r < 1.
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Očigledno je svaka funkcija f r ograničena, na D, pa stoga ona pripada prostoru N p. 
Osim toga, ako je 2; =  pe'° za |#| > e, tada je |1 — rz\ > sin |(9| > sine, pa stoga na 
osnovu (3.8) dobijamo

E =ia (1 — г) p 1 + rz 
1 — rz

(3.11)

<

<

2a2
|1 — rz\ 
2 a2

< б.sın e
Koristeći nejednakost (log+ |x -  l |)p < 2p- x((log+|x|)p + (log2)p) i činjenicu da je

5R 1 + гег(’
1 — reİO

1 - r 2
1 — 2r cos в + r2 Pr(0, 0),

dobijamo

(3.12) (log+ \ fW 9)\Y  < 2P_1 (ct2p(l -  r)p- x (Рг(0,0)У + (log 2)p) .

Koristeći (З.б)-(3.12) i nejednakost logp(l + |.x|) < 2P 1 ((log2)p + (log+ |x|)p), redom 
dobijamo

К ( Л ,0))р =

= /  + /./|0|>e J\e\<c

< lo g '( l+ e )  + 2 ' - ■ ( /  (log2 Г ~ +  f  (log+ |/,(е " ) |)  ,
\./|0|<е 2тг J\0\<£ 2тг/

< ep + 2P_1 (log 2)рб7г~х

+ r ' r d . ' - p - r r 1 /  (РгЏ , 0 ) У ~ + [  (log 2 И
V d|9|<£ 2тг У|б|<Е 2'

<де\ L
27Г /

< £p + 2p_1(log2)pe7r“1(l + 2P~X) + 4p_1a2p6 < cp.

Otuda vidimo da je {/r : 0 < r < 1} c  /?(с). Prema tome, iz pretpostavke da je /?(с) 
agraničen skup u 7VP, na osnovu teoreme 2.3 sva.ki množitelj Л = {An} mora preslikavati 
skup {fr : 0 < r < 1} u ograničen podskup od H°°. Dakle, ako je f r{z) = anrnzn,
iz (3.2) dobijamo

(3.13) \ \nanrn\ < L — L{Л)

za svako r, 0 < r < 1, gdje je L konstanta koja zavisi od A. Koristeći oznaku iz leme
2.6, na osnovu iste leme slijedi

(3.14) |a„| = an ^2a2(l — r)*T~̂  > ехр ^a(l  -  r ) ^ \ / 2 n ( l  + o( l ) ) j

za konstantu a, koja je odredjena sa (3.7)—(3.9). Stoga, iz (3.13) i (3.14) neposredno 
slijedi

IA„I < Lr~n ехр a(l — r )^ ~ л/2п(1 + o(l))^ za svako 0 < r < 1.
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Stavljajući r — 1 — a2/nr+> , iz zadnje nejednakosti dobija:amo

|An| < L ( 1 -

< L

ПР+1

(

(  ауД  N
exP - « - ■ p-1 у/п(} + o (l))

\  n 2(p+1) ,
p \nP+T \2 \  —X

77, P+1

/

ехр а2\ /2пр+1 ^

< L ехр ^питО+оО))^ ехр a2\Z 2 n ^ ^

= £ехр ^ - а 2(\/2 -  1)?г̂ (1  + о(1))ј

< Техр 0.3a2n p h j .

Otuda zaključujemo da svaki množitelj A = {An} mora zadovoljavati uslov

(3-15) An = 0 ^ехр 0 .3 а 2п р + 'j  j  .

S druge strane, Л* = {A*} za A* = ехр 0.2а2/гр+>  ̂ je na osnovu teoreme 2.4 ta.kodje 
množitelj iz N p u I i4, što je kontradikcija sa (3.15). Time je teorema dokazana.

2.4. Reprezentacija neprekidnih linearnih 
funkcionala na prostorima N p

Lema 4.1. Neka je f  G N v. Stavimo f r(z) = f (rz)  za 0 < r < 1. Tada važi 

fr —* f  u prostoruN p kada r —> 1".

Dokaz. Neka je E  C [0, 27г) proizvoljan podskup od T. Kombinujući nejednakost 
log(l + |а + 6|) < log(l -f |а|) + log(l + |б|) sa integralnom nejednakošću Minkowskog 
dobi j amo

< ( /  Q  logp(l + \ Г ( е ' " ) \ ) ~ у Г
E E

< 2p- '  I J  (log+ |/(reie)|)P^  + J  (log+ |/*(e,0) |)P ^  j + 2P log" 2m.(E)
\E e  )
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{l°gP(1 + l/(re ,e) — f*{eie)\) 0 < r < 1}

Na osnovu teoreme 1.6, gl. 1 i gornje nejednakosti neposredno slijedi d a j e  familija

ravnomjerno integrabilna. Stoga, na osnovu ([P2], str. 25) vrijedi

• 2lx j/p

M J r J )  =  ( /  l o g p ( l  +  I Л г е " )  -  ^  j  0  k a d a  r  - a  Г ,

0

tj. fr —> /  u prostoru N p.

Lema 4.2. Za svaku funkciju f  G N p skup {ft{z) = f(Çz) : £ Ç D] je ograničen u 
prostoru Np.

Dokaz. Neka je V = {g £ N p : dp(g, 0) < 77} okolina nule u prostoru N p. Iz 
neprekidnosti množenja c и  с /, c G C, u IV slijedi da postoji е/, 0 < tv' < 1, tako 
da je dp(a 'f, 0) < g/2 .  Stavimo /(<?)(z) = / (е г(?2:), / г(9)(г) = f r{Dez) = f(re i0z). Na 
osnovu leme 4.1 postoji r0 dovoljno blizu 1 tako da važi dp( f , f r ) < g /2  za r0 < r < 1. 
Tada je

dp(a 'f{e),0 ) = dp( a 'f ,  0 )  <  g /2 ,

kao i

dp(oi f r (e)i ot /(<?)) — dp{cc f r , o  / )

<  d p i f r j )  <  v /2 .

Za ( = re!Ö imamo = f r(e)- Tada za r  > r0 dobijamo

dp{af^0)  = dp(a'/r(0),O)
< dp(a f T[g), oi'f(e)) +  dp(a'f(o), 0)
= dp(afT, a ' f ) + dp( a f , 0) < g.

Za svako 0 < r < r0 možemo odabrati dovoljno malo a ” tako da je dv{<*"h,o) = 
dp(a" fr,0) < g. Da,kle, ako stavimo a  = min(a/,a ”), iz gornje nejednakosti dobijamo 
{a/t}|{)<1 C V. Time je lema dokazana.

Sada smo u mogućnosti da damo potpunu karakteri zaci ju neprekidnih linearnih 
funkcionala na prostorima N p. Podsjetimo se da smo sa A™(D) označili klasu svih 
holomorfnih funkcija na D čiji Taylorovi koeficijenti imaju rast O (ехр (—cn]/,(p+1))) 
za neko c > 0. Očito je svaka funkcija iz prostora A f ’(D) neprekidna na zatvorenom 
krugu D : \ z \ < l t i štaviše ona je klase C°° na T. Tada iz doka.za teoreme 2.4 vidimo 
da za fiksno 0 < q < oo, svaki množitelj iz N p u Hq mora preslikavati svaku funkciju 
iz Np u neki element iz A™(D).
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Teorem a 4.3. Лко je ф neprekidan linearan funkcional na N p, tada postoji jedin- 
stvna funkcija g(z) = Y^=o e tak° da važi

2ir ____  ЈП °°
f { re 'e)g{e'°) —  = anbn, 

o ^  n=0

za svaku funkciju f ( z ) = anZn G N p, pri čemu red na desnoj strani od. (4.1)
apsolutno konvergira. Drugim. riječim.a, Taylorovi koeficijenti bn funkcije g(z)

(4-2) bn =  0(exp(—cn1/̂ p+1)))

za neku pozitivnu konstantu c. Ohraino, ako funkcija g(z) = Papada klasi
tnda. ona odredjuje funkcional ф(Ј) definisan pomoću (4.1) koji je linearan i 

neprekidan na. prostoru N p.

Dokaz. Jedinstvenost je očigledna. Pretpostavimo da je ф neprekidan linearan 
funkcional na N p i neka je

bk = Ф(гк), k = 1, 2, ----

Kako je niz ograničen u N p i ф neprekidan funkcional na N p, zaključujemo da
je niz {bk} ograničen, pa je stoga funkcija g definisana kao

OO

g{z) = Y lhkzki 2 e A
k=0

holomorfna na D. Neka je /  G N p funkcija definisana kao
OO

f{z)  = ^  o.kzk z e D.
k—0

Pošto je na osnovu leme 4.2 ograničen podskup od N p, to Је
ograničen podskup od C. Stoga je,

/  п  \  OO

= Y lak̂ k
°° 'к=0 ' k=0

ograničena holomorfna na D funkcija u £, |£| < 1. Prema tome, {bk} je množitelj iz 
prostora N p u prostor H°°. Na osnovu teoreme 2.4 va.ži

|6fc| = 0 (exp(—cA:1/^ +1)))

za neku pozitivnu konstantu c. Otuda slijedi da je g G Affi{D). Uzmimo da je f ( z)  = 
Y^k=oakzk G N p. Tada va.ži

71

^ ^ a k r kzk —> f r u prostoru N p kada n —* oo. 
fc=o
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Na osnovu leme 4.1, f T /  u N p kada r -> 1” . Otuda slijedi

ф(/т) = lim ф(У2 akrkzk)
п—кх> ^k=0

n oo
= lim )  akrkbk = V ' akbkrk. 

k=o k=o

Dakle, važi

OO

Ф(.П = lim ф(Јг) = lim а.к1кгк
к=0

°° 2r ____  jn
= Y lakhk = J f(re'°)9(eie) 7̂ -

k=o 0

Osim toga, na osnovu (4.2) i teoreme 1.2 (ii) slijedi da je red

OO

(4-3)
k=0

apsolutno konvergntan.
Obratno, pretpostavimo da funkcija 5(2) = J^kLo ĥ zk zadovoljava uslov (4.2). Tada 

je za fiksno r, 0 < r < 1, funkcional

2тг
(44) Фг(/) = f  f e N ' ,  0 < r < 1,

0

korektno defi nisan i osim toga lako se vidi da je фт linearan. Osim toga važi фт(Ј) = 
YyT=oakbkT'k ■ Pokazaćemo daje funkcional фт neprekidan za svako 0 < r < 1. Stavimo 
Moo(r,f) = max|2|_r \ f{z)\.  Tada na osnovu (4.4) očito važi \фг(П\ < M ^ r ,  /)Л'/ос( 1, g) 
Otuda i iz činjenice da na osnovu leme 1.1 (ii) važi

Moo(r,f) < ехр (2’^(1 -  г ) - Ј/Ч ( / ,  0)) -  1

zaključujemo da |</>r( /) | -> 0 kada /  -> 0 u prostoru N p. Otuda slijedi daje фг nepreki
dan linearan funkcional na N v. Kako za svako fiksno /  G N p postoji lim ^ i фг(Ј), na 
osnovu principa ravnomjerne ograničenosti (vidj. [DS], str. 52), slijedi da je familija 
{̂ г}о<т-<1 podjednako neprekidna; tj. za svako e > 0 postoji <5 > 0 tako da važi

sup \ Фг{Ј) \  <  e
0<г<1

kad god je dp(/, 0) < б. Odavde slijedi

\<Kf)\ < lim|<Ar(/)| < £ r—»1
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čim je dv{f, 0) < б. To znači da. je ф neprekidan funkcional. Kako funkcija g(z) = 
Y^=  zadovoljava uslov (4.2), to analogno kao u dokazu drugog dijela teoreme
2.4 dobijamo da red 'ј2Т=опк^к konvergira apsolutno za bilo koju funkciju f ( z)  = 
YlT-oakzk £ . To povlači da za svaku funkciju /  £ N p važi

Ф(Л = lim <МЛr  —► 1

2тг ____  JÛ
f ( r e ° Me 4)  -

0
oo oo

= lim а* ^ г* -  a'J)k-
Jt= 0  k- 0

Dakle, funkcional ф definisan pomoću (4.1) koristeći datu funkciju 9(2), pripada (topolo- 
škom) dualu od N p. Time je teorema u potpunosti dokazana.

Komentar. Neka E  označava prostor svib redova koji su sumabilni u Abelovom 
smislu, tj. prostor svih funkcija holomorfnih na D koje imaju radijalne granične vri
jednosti u tački £ = 1. Tada se skup M ( N P, E) svih množitelja iz N p u E  naziva dualni 
prostor od N p u Abelovom smislu (vidj. [Le], gdje je M ( N P, E) označeno sa (N P)A). U 
vezi sa naprijed rečenim, kao neposrednu posljedicu teorema 2.4 i 4.3 dobijamo slijedeći 
rezultat.

Posljedica 4.4. Ako sa M ( N P,S) označim,0 skup svih množitelja iz prostora N p u 
prostor S holomorfnih funkcija, tada za svako \ < p < o o i O < q < o o  važi

M {N P, Л“ ) = M{ NP, Hq) = M{ NP, E) = ali je M { N P, N p) ф A~.

Posljedica 4.5. Za svako £ £ D, funkcional б̂  definisan na N p kao

(4.5) ««(/) = / ( 0 ,  /  € N p,

je multiplikativan neprekidan linearan funkcional na N p.

Dokaz. 7јП dato £ £ D i ograničenu holomorfnu funkciju g definisanu na. D kao

g(z) = (i -  £Л_1> zeD,
integral iz (4.1) svodi se jednostavno na /(r£). Stoga je f ( f )  = /(£), pa na osnovu 
teoreme 4.3 slijedi da je ф = б̂  neprekidan funkcional na N p. Svojstva linearnosti i 
multiplikativnosti od б̂  su očigledna, pa je time dokaz završen.

Kom,entar. Posljedica. 4.5 može biti dokazana direktno. Za.pravo, na osnovu Höldero- 
ve integralne nejednakosti (sa indeksom p), dobijamo

(4.6) d ( / ,0 ) < d p(/,0 ), f e N p,
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gdje d označava uobičajenu metriku u prostoru Smirnova İV+ (vidj. [Y3], odnosno gl. 
1, pogl. 5). Otuda i na osnovu nejednakosti 1.3 iz [SS2] neposredno dobijamo

log(] + 1/ ( 01) < 2d ( / ,0)
1 -10

< 2dp(/,0)
1 -101 ’

U D .

Odavde vidimo daj e  б ̂ (/) = / ( 0  neprekidan funkcional.

Posljedica 4.6. Prostor N p ima razdvajajući dual. To zna.či da za svake dvije 
funkcije f ,g  € N p postoji neprekidan linearan funkcional ф na N p takav da. važi
/(/) Ф Ф{д)-

Dokaz. Odaberimo ( Ç D tako da važi /(£) ф g{£). Tada za funkcional defin- 
isan pomoću (4.5) važi <^(/) ф бфдј. Kako je na osnovu posljedice 4.5 б̂  neprekidan 
linearan funkcional, to je ujedno traženi funkcional za funkcije /  i g.

Posljedica 4.7. Ocjena o Taylorovim koeficijentima funkcija iz prostora. N p dala 
pom.ocu teoreme 2.2 (ii) je stroga, u asimptotskom smislu. Preciznije govoreći, to znači 
da za proizvoljan niz {cn} pozitivnih realnih brojeva, koji konvergira nuli, postoji funkcija 
f(z) = Y2^LoanZn € N p tako d.a važi

a,n ф Ö (ехр (cn??.,/(p+,))) .

Dokaz. Pretpostavimo da postoji niz {c„} pozitivnih brojeva takav da za svaku 
funkciju f (z)  =  anzn <E N p važi

(4.7) an = O (ехр (cn7?,l/(p+1))) .

Defmišimo linearan funkcional ф na prostoru svih polinoma kao

N N

/ ( J > ^ n) = JZ
71 =  0 71 =  0

,1 / ( р + 1 )

(n + iy

Budući da na osnovu pretpostavke Тауtorovi koeficijenti svake funkcije iz N p zadovol
javaju (4.7), vidimo da je red X)^Lo(V(n + 1 )2)апе~СпП /<P+  ̂ apsolutno konvergentan. 
Stoga funkcional ф može biti proširen na cijeli prostor N p pomoću formule

oo oo
ф ( ^ а пгп) =

71 =  0 71 =  0

Тр ___e-c nn1/('’+1)
(n + 1) za f (z)  = anzn G N p.

7 1 = 0

Očito je ф linearan funkcional na N p. Postupajući na potpuno isti način kao u dokazu 
drugog dijela teoreme 4.3, možemo zaključiti da je funkcional ф neprekidan. Zato niz 
{bn} = {(1 /(гг + 1)2)е_СпП' /<Р+1)} mora zadovoljavati uslov (4.2) iz teoreme 4.3. Za 
takvo c > 0 odaberimo prirodan broj uq takav da važi cn < с/2 za svako n > no■ Tada 
iz (4.2) slijedi

сп‘Лр+О/2
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za neku konstantu K  koja. ne zavisi od n. Time je dobijena kontradikcija, što dokazuje 
našu tvrdnju.

Komentar. Odgovarajući rezultat za klasu Smirnova N + je dobijen u ([Y2], teo
rema 4). Naime, za proizvoljan dati niz {ćn} pozitivnih brojeva za koji je бп J, 0 kada 
П —> oo, Yan agi bar a konstruiše funkciju /  E N + čiji Taylorovi koeficijenti zadovol
javaju uslov an ф 0  (ехр (бпЛ/п)).

Posljedica 4.8. Za. proizvoljno f  E D i za svako k E N, dejinišimo funkcional б ^  
na N p kao

(Г8) 4 Ч(/)  = / “ '« ) ,  / € Л " .

gdje / (0(() označava k-ti izvod, funkcije f  u ta.čki (. Tada je б ^  neprekidan mullip- 
likativan linearan funkcional na N p.

Dokaz. Očito je funkcional linearan i multiplikativan na N p za svako <f E l).
Još preostaje dokazati da je б ^  neprekidan na N p. Za da,to £ E D definišimo niz 
kompleksnih brojeva {6n} kao

(aq) U =  /  0 _ za 0 < n < k,
n \  n{n — 1) • • • (n — k + l)£n k za n > k.

Pretpostavimo da je £ ф 0. Tada kako je |{| < 1, za. fiksno k E N postoje pozitivne 
konstante c i C koje zavise samo od { i k takve da. važi

/  i \ 71/2
nk < C ) za sva.ko n E N,

kao i
< /  1 V /2‘ ‘ , c  мe < ^ — у za svako n E JN.

Tada množeći gornje dvije nejednakosti dobija.mo

nk\t\n~k < Ce~cn /(p+ ) za svako n E N.

Na osnovu (4.9) iz zadnje nejednakosti koja očito važi i za ( = 0, neposredno dobijamo

IM =  n(n —l )-- - (n — + < n * |čn-*|
< n*|£|n~fc
< Ce~cn /(P+ \  za. svako n E N.

Dakle, ako defmišemo funkciju g na D kao
OO

g{z) = hnZn
n—k
oo

= ] Г  n(n -  1) • • • («-  k + 1 )Č ~ kzn, Z e D ,
n—k
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tada je g holomorfna na D funkcija čiji Taylorovi koeficijenti zadovoljavaju ocjenu iz 
teoreme 2.2 (ii). Stoga na osnovu teoreme 4.3 zakjučujemo daje  funkcional ф definisan 
na N p kao oo oo

Ф(1) = Y  aJn , f (z)  = Y  e N p,
n= 0  n = 0

neprekidan na N p. S druge strane, za svako f (z)  — anZn G N p imamo

= Y ,  ann{n — 1) ■ ■ ■ (n — k + 1)£" k
п —к
oo

n=0
= Ф(/), za svako,

pa je stoga б[к' = ф. Dakle, ф je neprekidan funkcional na N p, čime je tvrdjenje 
dokazano.

Posljedica 4.9. Za svako f  E N p i k E NU {0} neka f (k)  označava k-h Taylorov 
koeficijent funkcije f .  Tada je za svako k E N U {0} linearan funkcional фк definisan 
na N p kao

ФМ) = № ,  f  G N p,
neprekidan na N p. To znači da metrika, dp odred,juje na, prostoru N p topologiju koja je 
Szegdova.

Dokaz. Na osnovu posljedice 4.8 za fiksno H N U { 0 } , funkcional б у  definisan na 
Np kao

$ \ f )  = f W ( 0), f £ N p,
je neprekidan multiplikativan linearan funkcional na/Vp. Kako za svaku funkciju f (z)  = 
Е Е о Д Ф "  € N p važi

#> (/ ) =  * ( * - 1) ••• l/(it) =  * !* (/ ),

slijedi da je ф k = 's/1 / k1 Dakle, фк je neprekidan funkcional, čime je posljedica
dokazana.

2.5. Odsustvo lokalne konveksnosti za prostore N p

Kao primjenu teoreme 4.3 u ovom poglavlju dokazujemo da prostori N p nisu lokalno 
konveksni. Analogan rezultat za prostor N + je dobijen u [Da], odnosno za klasu M u 
([K2], teorema 5.4).
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Lema 5.1. Za proizvoljnu nekonstantnu singularnu unutrašnju funkciju S  skup 
SNP — { S f  : f  £ N p) je zatvoren ideal od Np.

Dokaz. Kako S  nije invertibilan element, ti Np, to je S N P svojstven ideal od /Vp. 
Neka je {/„} niz u N p i g e N p tako da je S fn —> g u N p. Budući da je |5*(e*‘)| = 1 
skoro svuda na T, dobijamo

dP(fn -  fm, 0) = d.p(Sfn -  Sfm,  0), za svako n ,m  G N.

Prema tome, {/„} je Cauchyjev niz u N p i stoga f n f  u N p za neku funkciju 
/  G N p. Otuda i zbog neprekidnosti množenja u N p slijedi da S /„ —» S f  u N p, pa je 
stoga g = S f .  Time je dokazano da je S N P zatvoren ideal od N p.

Za proizvoljnu pozitivnu Borelovu mjeru // na jediničnoj kružnici T modul neprekid
nosti uj(t,p.) definisan je kao funkcija

u(t,g ) = sup p(I) , t  > 0,
m<<

gdje se suprernum uzima po svim lukovima od T  čija je Lebesgueova mjera m.(J) =
| / | < L

Teorem a 5.2. Nijedan prostor N p nije lokalno konveksan.

Dokaz. Na osnovu ([D2], str. 121, teorema 7.6) postoji singularna unutrašnja 
funkcija S  sa slijedećim svojstvom: Ako je funkcija

OO

g(z) =  Y , bm n e H 2
71 = 0

ortogonalna na S H 2, tada je
OO

(5.1) ^  n7|5„|2 = oo za svako 7 > 0.
n = 0

Zapravo, ako je p singularna mjera sa modulom neprekidnosti

uj(t,p) = o(^l  log j

tada singularna funkcija

2тг
Sp(z) = е х р ^ -  I  

0

ima navedeno svojstvo.
Pretpostavimo da je prostor N p lokalno konveksan. Na osnovu leme 5.1, S N P
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je zatvoren podskup od N p. Tada na osnovu Hahn-Banachove teoreme (vidj. [Rl]) 
postoji netrivijalan linearan funkcional ф na Np takav da važi

</>(5/) = 0 za svako f  Ç N p.

Na osnovu teoreme 4.3, postoji funkcija g 6 Aff(D)  za koju važi

2n
<t>{f) = Hm J  f{re ,e)g(eie) f  Ç N p.

o

Otuda dobijamo

2тг
t(z"S )  = j  c‘"’S (e ‘) № j ~  = 0, . ,=  1,2.....

o

Odavde vidimo da je funkcija g , razmatrana kao element Hilbertovog prostora II2, 
ortogonalna na S l i 2. Ako je g(z) = ]T)̂ L0 tada je

OO

= oo za svako 7 > 0,
n = 0

što je kontradikcija sa činjenicom da je g 6 A™(D). Dakle, prostor N p nije lokalno 
konveksan.

Posljedica 5.3. Neka je S,L singularna unutrašnja funkcija čiji je modul neprekid
nosti Lo(t, p) = O (i log | ) . Tada je nula-funkciona,l jedini od svih neprekidnih linearnih 
funkcionala na N p koji se anulira na cijelom, prostoru ЗџN p.

Dokaz. Tvrdjenje neposredno slijedi iz doka,za teoreme 5.2.

Posljedica 5.4. Neka je Зџ singularna unutrašnja funkcija čiji je modul neprekid
nosti to[t, /./,) — O {t log I) . Tada. količnički prostor N p/ Sfj,Np nema nijedan neprekidan 
linearan funkcional izuzev nula funkcionala. Dakle, N p/S,lN p je F-prostor sa trivijal
nim dualom.

Dokaz. Označimo sa 7Г projekciju sa N p u količnički prostor N P/ S ^ N P. Pret
postavimo daje  Ф neprekidan linearan funkcional na N P/ S ^ NP. Tada je Ф07Г nepreki
dan linearan funkcional na N p koji se poništava na S(lN p. Na osnovu posljedice 5.3 
Ф o 7г je nula-funkcional, što dokazuje našu tvrdnju.

komentar. U radu ([DRS], posljedica 1 teoreme 13) navodi se klasa količničkili 
prostora u odnosu na Hardyjeve prostore Нч, 0 < q < 1, koji imaju trivijalan dual. 
Preciznije govoreći, teorema 13 i njena posljedica iz [DRS] zapravo predstavljaju pre- 
formulaciju gornjih posljedica 5.3 i 5.4, samo ako zamijenimo N p sa H q. U gl. 5, pogl.
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4 dajemo širu klasu singularnih funkcija od istih navedenih u prethodnim rezultatima, 
a za koje takodje važe gornje posljedice 5.3 i 5.4.

2.6. Odsustva Hahn-Banachovih svojstava 
za prostore N p

Neka je X  vektorski topološki prostor sa topološkim dualom X*. Tada definišemo 
slijedeća svojstva..

a) Kažemo da X  ima tačkovno separativno svojstvo ako X* razdvaja tačke od X; 
ili ekvivalentno da za svaku tačku х ф 0 iz X  postoji netrivijalan neprekidan linearan 
funkcional ф iz X* za koji je ф(х) ф 0.

b) Kažemo da X  ima Hahn-Banachovo separativno svojstvo ako svaka tačka х Ç V 
može biti razdvojena, od bilo kojeg zatvorenog potprostora E  C X  koja ne sadrži х; tj. 
ako postoji ф O X* tako da ф(Е) =  0, ali ф(х) ф 0. To je ekvivalentno sa činjenicom 
da je svaki zatvoren potprostor od E ujedno i slabo zatvoren.

c) Kažemo da X  ima Hahn-Banachovo aproksimativno svojstvo ako se svaki pravi 
zatvoren potprostor od X  može anulirati nekim netrivijalnim funkcionalom iz X*\ to 
je ekvivalentno sa činjenicom da je svaki slabo gust potprostor od X  ujedno gust pot
prostor.

Napomenimo da je sla.ba topologija na X  defmisana na uobičajen način (vidj. gl. 5, 
pogl. 2). Jasno je da Hahn-Banachovo separativno svojstvo povlači i dva prethodno 
navedena svojstva. Osim toga, za lokalno konveksne (HausdorfFove) prostore Ilahn- 
Banachova teorema garantuje svaka od tri navedena svojstva, ali prostor koji nije 
lokalno konveksan može da ne posjeduje nijedno od tih svojstava. Takav primjer su 
Lebesgueovi prostori L4 = L9([0,1]) sa malim eksponentom 0 < q < 1. Naime, dobro 
je poznato (vidj. [Rl]) da svaki prostor Lq, 0 < q < 1, ima trivijalan dual u odnosu na 
topologiju odredjenu metrikom pq defin i san om ka.o

Р ч ( 1 , д ) = [  If ( t ) - g ( t ) \ qdt, f , g  £ Lq.
J o

Drugim riječima, nula-funkcional je jedini neprekidan linearan funkcional na prostoru 
/Л Dakle, prostori L4, 0 < q < 1, ne posjeduju niti jedno od svojstava a), b), c).

Komentar. Gore navedena svojstva b) i c) mogu biti karakterisana terminologi
jom količničkih prostora. Naime, lako se vidi da vektorski topološki prostor X  ima 
Hahn-Banachovo separativno svojstvo ako i samo ako svaki količnički prostor od X  po 
zatvorenom potprostoru ima tačkovno separativno svojstvo. Isto tako X  ima Hahn- 
Banachovo aproksimativno svojstvo ako i samo ako ne postoji netrivijalan količnički 
prostor od X  po zatvorenom potprostoru koji ima trivijalan dual.

Teorem a 6.1. Svaki prostor N p, p > 1, ima tačkovno separativno svojstvo.

Dokaz. Na. osnovu posljedice 4.5, za svako { Ç D linea.ran funkcional definsan na
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prostoru Wp kao
ш )  = т \

je neprekidan. Neka je /  Ç N p funkcija koja nije identički jednaka nuli. Tada postoji 
£ £ D takvo da važi /(£) ф 0, a samim tim i = /(£) ф 0. To ujedno i dokazuje
naše tvrdjenje.

Teorem a 6.2. Prostori N p nemaju Hahn-Banachovo separativno, a samim tim ni 
aproksimativno svojstvo.

Dokaz. Neka je 5Д singularna unutrašnja funkcija čiji je modul neprekidnosti 
u{t,n) -  O (t log f). Tada je na osnovu leme 5.1 S,t zatvoren potprostor od /Vp. 
Ako bi ф bio neprekidan funkcional koji se poništava na cijelom prostoru S,tN p, tada 
bi na osnovu posljedice 5.3 ф bio nula-funkcional, što dokazuje da se nijedna tačka 
izvan SijlN v ne može razdvojiti od toga skupa. Time je naše tvrdjenje dokazano.

46



3. RAZNE TOPOLOGIJE NA PROSTORIMA N ”



3. Razne topologije na prostorima N p

U ovoj glavi definišemo i poredimo razne topološke strukture na prostorima /Vp 
(1 < p < öo) kao i na njihovim Frechetovim omotačima Fv. U prvom poglavlju da
jemo pregled poznatih i nama neophodnih rezultata koji se odnose na prostore Fv 
(0 < p < oo). Topologija na prostoru F v je definisana pomoću dvije ekvivalentne 
familije (polu)normi u odnosu na koje je Fp prebrojivo normirana Frechetova alge
bra. Zato je ta topologija metrizabilna pomoću metrike pp koja. se na uobičajen način 
uvodi kao na svakom prebrojivo-normiranom prostoru. Osim toga, N p je gust pot- 
prostor od Fp, a indukovana topologija na N p je slabija od inicijalne metričke dp- 
topologije. Koristeći rezultat, Eoffa da se svaki prostor N p može prikazati kao unija 
izvjesnih težinskih Hardyjevih prostora H2(w), u drugom poglavlju defmišemo dvije 
topologije na N p kao induktivne limese pripadnih prostora 772(ui). Za prvu topologiju, 
koja nije lokalno konveksna, izvjesno je da se podudara sa metričkom topologijom (lp 
na N p. Druga topologija na N p je uobičajena, lokalno konveksna, induktivna-limes 
topologija 7ip koju ćemo nazivati Helsonovom. Koristeći činjenicu da je po definiciji 
Hv najjača lokalno konveksna topologija na N p, ka.o i da metričke topologije dp i pp 
odredjuju isti topološki dual na 7VP, u narednom poglavlju dokazujemo da se topologija 
Hv podudara sa metričkom topologijom pv .

U četvrtom poglavlju dokazujemo daje svaJki prostor F p Montelov, kao i da. se duali 
prostora, N v i F p podudaraju u skupovnom i topološkom smislu. Pri tome se duali od 
Np (odnosno Fp) identifikuju sa prostorom Sp svih nizova {7n} kompleksnih brojeva za 
koje je 7n — O (ехр (—cn1̂ p+1̂ )), za. neko c > 0, sa topologijom, ravnomjerne konver
gencije na slabo ograničenim podskupovima od N p (odnosno sa. topologijom, ravnomjerne 
konvergencije na ograničenim podskupovima od F p). Kao posljedicu dobijamo činjenicu 
da je prostor F p i njegov dual refleksivni. U slijedećem poglavlju dokazujemo da Тау- 
lorov red svake funkcije iz prostora Fp konvergira ka toj funkciji u odnosu na metričku 
topologiju pp, a samim tim i u odnosu na. topologiju 7ip. Osim toga., lako se dokazuje 
da su metričke topologije dp i pp Szegöove. Obratno, dokazujemo da ako je т ha reli. sana. 
Szegöova topologija na, prostoru 7VP u odnosu na koju Taylorov red svake funkcije iz 
Nv konvergira, tada, se т podudara sa pr (odnosno sa 7ip). U šestom poglavlju dajemo 
asimptotsku verziju Szegöove teoreme koja se odnosi na prostore H2(iv) sa težinskim, 
funkcijama w na T  za koje je logu; € LP(T). Ta teorema da,je najbolju gornju granicu 
za norme funkcionala na tim prostorima koji predstavljaju n-ti Taylorov koeficijent u 
nuli. Dokazujemo da je ta granica za proizvoljno c > 0 da,ta sa 0  ^ecnI/(p+1) j , ]<ao j 
da ona ne može biti poboljšana u opštem slučaju. Dokaz tog rezultata se zasniva na 
asimptotskoj verziji Helson-Szegöove teoreme koju dajemo na kraju šestog poglavlja.
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3.1. Frechetove algebre F p

U radu [Y5] N. Yanagihara defmiše klasu F+ kao skup svih funkcija /  holomorfnih 
na D za koje važi

(1.1) l i m ( l  -  r ) l o g + ( m a x | / ( z ) | )  =  0.
Т—*1 |z|<r

U [Y5] je pokazano da je N + C F + i da je zapravo F + prebrojivo normirani Frechetov 
prostor u odnosu na familiju polunormi { ||/ ||c} 0 defmisanu sa

OO

(1.2) II/IİC =  |a„|exp < +oo, /  € F +.
n = 0

Osim toga, Yanagihara je dokazao da je u odnosu na. topologiju odredjenom familijom 
polunormi { ||/ ||c}c>0, -N+ gust. potprostor od F + koji ima isti topološki dual kao F + 
(vidj. [Y5], teoreme 3 i 4). Otuda neposredno slijedi da je  F + sadržavajući Frechetov 
prostor od u smislu opisanom u narednom poglavlju.

Koristeći (1.1) za motivaciju, M. Stoll u radu [St2] defmiše prostor F p, p > 0, (sa. 
oznakom Fp, /3 > 0 u [St2]) kao klasu svih funkcija /  holomorfnih u jediničnom krugu 
D za koje va.ži

lim(l -  r)1/plog+(m ax|/(z)|) = 0. 
r- i  hl<>-

Uočimo da je za p = 1 F 1 = F +, kao i F p C F 4 za 0 < q < p, a na osnovu ([Pr 2], str. 
106) važi N C F v za svako 0 < p < 1. Napomenimo da. je nezavisno od Stolla klase 
Fp proučavao Л. Zayed u [Zl] i [Z2], a.li na opštijem nivou.

Ovdje navodimo neke rezultate iz [St M] koji se odnose na. prostore Fv, a koji će 
nam biti neophodni u narednim poglavljima, kao i u glavama 4 i 5. Za funkciju /  
holomorfnu u D označimo:

Г2ж
Mi(rJ )  = J  l / K b l ^ ,  0 < q < oo,

Moo( r , / )  = шах \ f(z)\.
| z | = r

Tada važi

Teorema 1.1. ([St2], teorema 2.1). Neka je p > 0 fiksirano. Za bilo koju funkciju 
/  holornorfnu u D slijedeći uslovi su ekvivalentni.

(a) /  G F v.
(b) Za svako q, 0 < q < oo, važi

,lim(l — r)1/p log+ Mg(r, / )  = 0.

(c) Za svako q, 0 < q < oo, i svako c > 0 važi

ехр ( -c ( l  -  r ) -1/p) Mq( r J )  dr < oo.
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(d) Za neko q, 0 < q < oo, važi

— r) 1/,p) Mq{r, f )  dr < oo za svako c > 0.

Teorem a 1.2. ([St2], teorema 2.2). Neka je p > 0 i f (z)  = ^ ” 0а„г’1 funkcija 
holomorfna na D. Tada su slijedeći uslovi za funkciju f  ekvivalentni.

(a) /  € F v.
(b) Postoji niz cn pozitivnih realnih brojeva koji konvergira nuli i za koji važi

|а„| < ехр (сп7г1/(р+1)) .

(c) Za svako c > 0 važi

II/IİP.C = 1а«1ехР ( -c n 1/(p+1)) < oo.
п — O

Imajući u obzir teoremu 1.2 (c), po analogiji sa familijom polunormi {|| • ||c} c>0 
defmiše se familija polunormi {|| • ||p,c} c>0 na prostoru F p, p > 0, kao

OO

(1-3) ll/llr.c = X ] |«„|exp ( -c n 1/(p+t)) , /  G F v.
7 1 = 0

Osim toga, teorema 1.1 (c) omogućuje definiciju druge familije polunormi (||| • |||PiC} 
na prostoru Fp, p > 0, pomoću formule

(1-4) lll/lllp,c= /  e x p ( - c ( l - r ) - l' p) M p(r, f )dr,  f  e F p.
J 0

Napomenimo da se na svakom vektorskom prostoru E  sa prebrojivom familijom 
normi {|| • ||„}n6N topološka struktura zadaje na uobičajen način. Naime, za bazu 
okolina nule uzimaju se svi mogući skupovi V(k,e)  oblika

V(k,e) = {х e E : ЦжЦ,-, < £ , . . . ,  ||x||tJt < e} ,

gdje je e > 0 proizvoljno, a {гi , . . . ,  г*} prolazi svim konačnim podskupovima skupa 
N. Pri tome se prostor E  naziva, prebrojivo-normiranim.

Teorem a 1.3. ([St2], propozicija 3.1). Neka je p > 0 proizvoljno fiksirano. Tada 
za svako c > 0 postoji konstanta A = A(p, c) koja zavisi sam.o od p i c, tako da važi

(1-5) lll/IILc < li/IL c, II/IIp, <  A lll/H U ,

za konstante C\ — cp̂ p+1̂  г c2 = ( ^ ) P̂ P+1\  Dakle, familije normi {|| • ||p,c} c>0 г 
{III ' IIİ7J>c} c>0 su ekvivalentne.
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Napomenimo da, se lokalno konveksan T-prostor naziva Frechetovim, dok je Freche- 
tova algebra algebra koja je Frechetov prostor u kome je množenje zatvorena, i neprekidna 
operacija. Istaknimo još da se pod množenjem u F p podrazumijeva obično množenje 
funkcija po tačkama..

Teorem a 1.4. ([St2], teorema 3.2). Za svako p > 0 u odnosu na topologiju
definisanom familijom polunormi {|| • ||p,c}c>0, ili {||| ■ |||p|C}c>0, F r obrazuje prebrojivo- 
normiranu Frechetovu algebru. Osim toga važi

O-6) \\fg\\p,c<\\f\\Plc'\\g\\p,c', za svako f ,g  € Fp,

gdje je с' = c2~p/(p+1b Osim toga, ako je f  G Fp, tada f T —> /  kada r —> 1 u. odnosu 
na topologiju od F p, pri čemu je f r(z) = f ( r z ) (0 < r < 1).

Na osnovu teoreme 5.2, gl. 1, za sva.ko p > 1 prostor N p (sa, oznakom (log+ 77)° u 
[St,2]) u odnosu na topologiju odredjenu metrikom d.p definisanom kao

(1.7) dr( f , 9 ) =  + f . g S N ”,

čini F-algebru. Slijedeći rezultat daje vezu izmedju prostora N p i Fp.

Teorem a 1.5. ([St2], teorema 4.3). Neka je p > 1 proizvoljan realan broj. Tada 
važe slijedeća, tvrdjenja.

(a,) N p je gust podskup od Fp.
(b) Topologija od F p induk,ovana na. N p pomoću familije polunormi (1.3) ili (1.4) 

slabija je od iste defi.nisa.ne na N p pomoću metrike dp date sa (1.7).
(c) Za svako q > p postoji funkcija f q G N p za koju važi

lim sup(l - ry /q log + M00( r ,/,)  > 0,
г—*1

tj. prostor N p nije sadržan u prostoru F q ni za jedno q > p.

3.2. Helsonove topologije 7~tp i 
Frechetovi omotači prostora N p

Na, osnovu faktorizacione teoreme 1.5 (a), gl. 1, funkcija /  holomorfna na D pripada 
klasi Smirnova. N + ako i samo ako se /  može prikazati ka,o f  — IF , gdje je 7 unutrašnja 
funkcija, a F  vanjska funkcija data sa

(21)

pri čemu je log |/?*| G 77(T).
Na. osnovu teoreme 1.5 (b), gl. 1, funkcija /  G N + pripada kla,si N p, p > 1, ako i 

samo ako je /  = IF , gdje je 7 unutrašnja funkcija na D , a F  vanjska funkcija clefi-

F(z)  =  ехр 27Г eil + г
г Ч |с*(сђ1^),
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nisana pomoću (2.1) za koju važi log+ |/*| £ LP(T).

Lema 2.1. Skup (N p) 1 svih invertibilnih elemenata prostora N p sastoji se od svih 
vanjskih funkcija F za koje važi log |F*| £ LP(T).

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz kanonske faktorizacione teoreme 1.5 (b), gl. 1, 
za klase N p, odnosno iz njene jedinstvenosti.

Na osnovu gornjeg rezultata lako se dokazuje (vidj. [E2] ili teorema 3.1, gl. 4 
ovog rada) da funkcija /  pripada prostoru N p ako i samo ako se ona može prikazati 
u obliku razlomka g/h,  gdje funkcije g i h pripadaju Hardyjevom prostoru / / 2, a h 
je vanjska funkcija i to iz skupa (Np)~l. Koristeći tu činjenicu, kao i Beurlingovu 
teoremu za prostor I i2, u [E2] dokazano je da se N p može prikazati kao unija izvjesnih 
težinskih Hardyjevih. prostora H2(w). U vezi s tim svaku nenegativnu i u Borelovom 
smislu mjerljivu i integrabilnu na jediničnoj kružnici T  funkciju w nazivamo težinskom. 
Svakoj težinskoj funkciji w pridružen je težinski Ilardyjev prostor H 2(w). Prostor 
H2(w) definiše se kao zatvorenje skupa svih analitičkih polinoma u prostoru L2(wdO). 
Napomenimo da svaki polinom uzet u varijabli егв zovemo analitičkim, a polinom u 
varijabli е~гв koanalitičkim. Za težinsku funkciju w prostor L2(wdO) sastoji se od svih 
na T mjerljivih funkcija /  za koje važi

(НЛМшс» ) ) 2 := J  \ f( e'°)\2

Napomenimo da ćemo umjesto norme || ■ \\r^(wde) koja se odnosi na pripadni prosi,or 
H2(w) često pisati || ■ Prethodno pomenuti rezultat iz [E2] sada možemo pre
cizno izraziti u slijedećem obliku.

Teorema 2.2. ([E2]). Za svako p > 1 N p se može prikaza,ti kao unija

(2.2) N p = U  U* ( l* T ) ,
hÇ(NP)-1

gdje se unija užim,a po svim prostorima H2 (\h*\2) pridruženim, graničnim funkcijama, 
h* vanjskih funkcija iz (Np)~l .

Komentar. Analogan rezultat za prostor Smirnova dokazan je u [Mc2], a na opštijem 
nivou, tj. za Hardyjeve adgebre u odnosu na konačnu pozitivnu Borelovu mjeru, dokaz 
je dat u ([Gam], V. 4.4). Zapravo, za prostor N + važi ista teorema 2.2, uzimajući u 
obzir činjenicu da se skup ( N+)~x sastoji od svih vanjskih funkcija.

Reprezentacija (2.2) iz teoreme 2.2 omogućava nam da na svakom prostoru N p 
definišemo dvije topologije kao induktivni, limes pripadnih prostora H 2{w). Prva topolo- 
gija l v je defmisanau [E2] kao induktivni limes prostora H 2(w). Preciznije, u topologiji 
l p je baza okolina nule sastavljena od svih podskupova od N p čiji je presjek sa svakim 
prostorom I I2 (|/i*|2) {h £ (NP)~X) okolina nule u tom prostoru. Druga topologija na
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Np je uobičajena lokalno konveksna topologija na N p koju ćemo zvati Hdsonovom 
topologijom i označavali sa 7ip. Zapravo, u topologiji Ttp za ba,zu okolina nule uzimaju 
se svi balansirani konveksni podskupovi od N v čiji je presjek sa svakim prostorom 
H2 (\h*\2) (h G (N p) *) okolina nule u tom prostoru. Napomenimo da je podskup V 
od N p balansiran ako iz /  G V i Л G C, |A| < 1, slijedi da je Л/ G V. Zapravo, 
topologija I p (respektivno 'H?) je najjača topologija (respektivno najja,ča lokalno kon
veksna. topologija) na prostoru N v u odnosu na koju su sva. ulaganja ih : П2 (|/г*|2) —> 
Np (h G {Np) 1 neprekidna, u pripadnim topologijama. Više informacija o definiciji i 
svojstvima prethodno definisanih induktivnih-limes topologija može se naći u ([KN], 
str. 10-12, str. 121. i str. 148.) Gla.vni rezultat iz [E2] sastoji se u slijedećem.

Teorem a 2.3. ([E2]). Za svako p > 1 topologija, 1 P na prostoru N p podudara se sa, 
pripadnom metričkom, topologijom, dp.

Posljedica 2.4. Metrička, topologija. dp na N p je strogo jača od pripadne Hclsonove 
topologije Ttp.

Dokaz. Na osnovu definicije slijedi da. je topologija 7ip slabija od topologi je 1 Г, koja 
se na osnovu teoreme 2.3 podudara sa dp-topologijom na N p. Kako na. osnovu teoreme
7.2, gl. 2, metrička topologija d.r nije lokalno konveksna, dok je Tip lokalno konveksna, 
zaključujemo da je metrička topologija dv strogo jača od topologije 7ip.

Komentar. 7V+-analogon teoreme 2.3 je dokazao J. E. McCarthy u [Mcl].

Sa,da ćemo ukratko opisati pojam Frechetovog omotača, proizvoljnog F-prostora. 
Neka je (X, т) proizvoljan F-prostor či ji topološki dual X* u odnosu na. topologiju т 
razdvaja tačkeod X . Pretpostavimo da je topologija r  odredjena aditivno-invarijantnom 
metrikom d i neka je Vn d-lopta sa središtem u nuli poluprečnika. n_1, n — 1 ,2 ,.... 
Familija {Vn} je prebrojiva baza okolina nule u (AT, т). Označimo sa Vn apsolutno 
konveksan omotač od Vn, a sa. || • ||n Minkovvskijev funkcional od Vn. Napomenimo da 
je funkcional Minkowskog || ■ ||n defmisan na X  kao

IMU =  inf a : - х  G Vn,a > 0 , х G X.

Izvjesno je da je svaki funkcional || ■ ||n polunorma (vidj. [KN], str. 15), pri čemu 
familija (]| • ||n}neN definiše lokalno konveksnu topologiju na X  koja je očito slabija od 
topologije т. Ta konstrukcija opisuje Mackeyevu topologiju тс — тс(Х)  para (X,X*).  
Za dat u topologiju ( na X  označimo sa. Xjt topološki dual od X  u odnosu na £. Ako se 
( podudara, sa Mackeyevom topologijom para (X,X£) ,  kažemo daje  (X,  £) Mackeyev 
prostor. Važe slijedeća tvrdjenja.

Teorema 2.5. ([S2], teorema 1). Neka je {Х,т) F-prostor čiji dual X* razdvaja 
tačke. Tada je Mackeyeva topologija тс jedinstvena maksimalna lokalno konveksna, 
topologija na X  u odnosu na koju X  im.a isti topološki dual X * .
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Ako dual X * prostora (Х,т) razdvaja tačke, tada je topologija тс Ilausdorffova, 
a samim tim i metrizabilna. Tada je kompletiranje (upotpunjenje) prostora (X, тс) 
Frechetov prostor koji se naziva Frechetov omotač od X  i označava sa. X .

Slijedeći rezultat daje vezu izmedju prostora N p i Fp.

Teorem a 2.6 ([El], teorema 4.2, slučaj a > 1). Za svako p > l, prostor Fp je 
Frechetov om.otač prostora N p.

Komentar. Teorema 4.2 iz [El] za. a — 1 zapravo tvrdi da je prostor F+ = F' 
Frechetov omotač prostora. Smirnova N +.

Teorem a 2.7. ([W], 21, 10-1.9). Ako je topologija Ç na F-prostoru X  lokalno kon
veksna i metrizabilna i u odnosu na koju X  ima isti topološki dual, tada je £ Mac.keye.va 
topologija. Ako je topologija £ na F-prostoru X  barelisana i u odnosu na koju X  ima 
isti topološki dual, tada je ( Mackeyeva topologija.

3.3. Karakterizacija topoloških duala (7VP,7 /P)*

Koristeći činjenicu iz prethodnog poglavlja da je za svako p > 1 Fp Frćchetov 
omotač prostora N v u pridruženom smislu, u ovom poglavlju dajemo kara.kterizaciju 
pripadne Helsonove topologije Hp na N p, kao i (topološkog) duala od (N p ,H V). Za 
bilo koje dvije norme iz familije normi {|| • ||PiC} c>0 defmisane na F p preko (1.2), pogl. 
3.1, očito važi

11/IIp .c <  11/Цр.е' ćirn je c < c  ( /  e  F p).

Stoga, se topološka struktura na Fp (0 < p < oo) može zadati pomoću metrike pv 
defi nišane kao

(3.1) Pr(f ,9) = E r "
n =  1

II/ f IIp,i/пр/(р+’)
 ̂т II/ ~ s\lp,i/nP/(p+o

Dakle, svaki prostor F p je metrizabilan.

f , g  € F p.

Teorem a 3.1. ([St2], teorema 3.3). Neka je p > 0 i 7 neprekidan linearan
funkcional na prostoru F p. Tada postoji pozitivna konstanta c i niz {7„} kompleksnih. 
brojeva za koji je 7n — O (ехр (—cnl /(p+U)) j takav da važi

00

(32) T(f )  = Y,̂l■.
n = 0

gdje je f{z) .= a n 2 ”  G F p, a konvergencija u (3.2) je apsolutna. Obratno, ako je.
{7„} niz kom.pleksnih brojeva za koji je 7n = 0  (ехр ( — cnl/(p+1))), tada (3.2) definiše 
neprekidan linearan funkcional na F p.

Teorem a 3.2. Za svako p > 1 prostori N p i Fp imaju, isti (topološki.) dual. Pre
ciznije, restrikcija na N p bilo kojeg neprekidnog linearnog funkcionala na ,FP pripada



dualu od N p, a svaki neprekidan linearan funkcional na N r može se po linearnosti i 
neprekidnosti proširiti na prostor F p.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz teoreme 3.1 i teoreme 4.3, gl. 2, koje zapravo 
daju istu karakterizaciju duala prostora F p i N p respektivno.

Teorem a 3.3. Neka je p > 1 i 7 linearan funkcional, definisan na prostoru svih 
polinom,a kao тп m

7 ( J 2 anZn) = „■
71 =  0  7 1 = 0

Tada se 7 može po linearnosti i neprekidnosti proširiti na N p ako i samo ako za neko 
c > 0 važi 7,, =  O (ехр (—cn1̂ p+1l) ) .

Dokaz. Na osnovu leme 4.1, gl. 2, za funkciju /  Ç N p f ( r z ) teži ka f ( z)  u Np 
kada r —* 1~. Stoga je skup polinoma gust u N p, odakle slijedi da je svaki linearan 
funkcional jednoznačno odredjen djelovanjem na skupu svih rnonoma zk, Лг — 0 ,1 ,.... 
Stoga, tvrdjenje neposredno slijedi iz teoreme 4.3, gl. 2.

Teorem a 3.4. Helsonova topologija 7ip defi.nisa.na na. N p podudara se sa metričkom, 
topologijom pv datom, sa (3.1). Osim. toga, Ttp je ujedno Mackeyeva topologija za. par 
(Np, (Np)*), a dual od. ( Np,Tip) je karakterisan pomoću teorem.e 3.3.

Dokaz. U cijelom dokazu sa (X, £)* ćemo označavati topološki dual od X  u odnosu 
na topologiju £. Tada na osnovu teoreme 3.2 važi (N p,d.p)* — (Fp,pp)*. Na osnovu 
teoreme 1.5 (b) važi (/Vp, pp)* Ç (/Vp, d.p)*, što zajedno sa prethodnom jednakošću duala 
daje

(Fp,ppy  c  ( Np, Ppy  Ç (N p,dpy  = (F \ Ppy . 

h  gornjih inkluzija očito slijedi

(3.3) ( N”, f ry  = ( N' , dpy.

Kako je na osnovu teoreme 2.3 Tp = d.p, a Tip je najjača lokalno konveksna topologija 
na N p koja je slabija od metričke topologije dp, na osnovu (3.3) dobijamo

(Np,dpy  = (N p, Ppy  C {Np,FFy  C (Np,dpy.

Dakle, važi

(3.4) (Np, n py  = (Np,ppy  = ( Np,dpy.

Iz (3.4) i činjenice da je metrička topologija pp na osnovu teoreme 2.6 lokalno kon
veksna, na osnovu teoreme 2.7 zaključujemo da je pp Mackeyeva topologija. S druge 
strane, iz (3.4) i činjenice da je na osnovu teoreme 5.6 topologija 7~tp barelisana, isto 
na osnovu teoreme 2.7 slijedi da je Tip Mackeyeva topologija. Kako na osnovu teoreme 
6.1, gl. 2, dual (N p,dp)* razdvaja tačke, na osnovu teoreme 2.5 slijedi da se topologija
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Hv podudara sa metričkom topologijom pp. Time je teorema dokazana.

3.4. Drugi dual prostora N p i F p

Na osnovu teoreme 3.2 za svako p > 1 prostori N p i F p imaju isti topološki dual 
u skupovnom smislu. Tačnije, na osnovu teoreme 3.1 taj se dual može poistovjetiti sa 
familijom Sp svih nizova İ7„} kompleksnih brojeva za koje važi

7n = 0  (ехр (-с?г1/(р+,))) .

Ovdje dokazujemo da se za svako p > 1 duali (Np)* i (Fp)* redom prostora N p i Fp 
podudaraju i u pridruženom topološkom smislu. Koristeći tu činjenicu dobijamo da 
su prostori Fp i (FPY  refleksivni. Napomenimo da. je topološka struktura na. FT data 
metrikom pp defmisanom sa. (3.1). U vezi s tim, radi kratkoće zapisa ovdje, a i ubuduće 
ćemo pisati F v umjesto (F p,pp), kao i Np umjesto (/Vp,dp). Slijedeća teorema daje 
karakterizaciju ograničenih skupova prostora Fp.

Teorem a 4.1. Neka je p > 1 i neka je E podskup od F p. Tada su slijedeća tvrdjenja 
o skupu E ekvivalentna.

(i) E je ograničen skup u prostoru F v.
(ii) E je predkompaktan skup u prostoru F p.
(iii) Postoji konstanta A > 0 koja. zavisi o E i niz (cn) pozitivnih brojeva tako da 

važi cn J, 0 i

(4.1) |a„| < Л ехр (cnn1/(p+1)) za. sva, ko f{z) = J 2 anZn G E.
n—0

Dokaz. (ii)=>(i) slijedi očigledno iz činjenice da svaki predkompaktan skup u topolo
škom prostoru mora. biti ograničen.

(iii)=>(i) Za dati broj c > 0 odaberimo prirodan broj m. za koji važi cn < с /2 za 
svako n > m. Tada na osnovu uslova. (iii) za svaku funkciju f ( z)  = Y^=oanzn £ 
imamo

p,c = |qn[ ехр ( -c n 1/(p+1))
n = o

OO

< A ехр ((cn — c) n1̂ )
п=0 
/  m

< A I Ј^ е х р  ((cn -  с)пг/(р+1)) + eXP
\ n = 0

K(c) = K,
n = m - f l

, £ „ V ( p + i )
2

gdje konstanta. K  zavisi samo od c. Dakle, skup E  je ograničen u svakom normiranom 
prostoru (F p, II ■ ||p,c), c > 0, a samim tim je ograničen i u Fp.
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(i)=^(iii) Pretpostavimo daje E ograničen skup u prostoru Fp. Za proizvoljno c > 0 
i т) > 0 skup V  defmisan kao

V  =  {.9 €  F p : | | .9 | |P,c <  V }

predstavlja okolinu nule u F p. Kako je E  po pretpostavci ograničen skup u F p , to 
postoji a >  0 tako da  važi aE  C V. To znači da važi

0 0  OO

\o/an \ ехр ( —cn,1/^ +^ )  < 7/ za svako f (z)  — ^  anzn G E.
n=0 n=0

Otuda slijedi
I ön I <  ехр ( o r ^ + b )  za svako n G N .

Odavde stavljajući

OO

<  =  {sup |o „ ( / ) |  : / ( г )  =  J ^ o . nzn G E }
n=0

dobi j amo

(4.2) a* < |77/a| ехр (c77.1̂ p+1 )̂ za svako n G N.

Budući da  je c >  0 proizvoljno, iz (4.2) neposredno imamo

a*n =  O (ехр (o(771/(?,+,)))) , 

odakle neposredno slijedi (4.1).
(iii)=^(ii). Treba pokazati da je E  predkom paktan podskup od F p, odnosno da za. 

svaki niz {/„} C E postoji podniz tog niza koji je konvergentan u F p. Takav podniz 
datog niza { /n} konstruišemo induktivno na slijedeći način. Neka. je

OO

fn{z ) =  'Y ^aknzk za svako n G N.
k=0

Kako je na  osnovu pretpostavke

konl <  Д.ехр (co) za, svako n G N,

to postoji podniz {/n0)} od {/„} tako da pripadni podniz { a ^ }  niza {aon} bude kon
vergentan; uzmimo

г  ( o )  lim F J  = a0.
П—>00

Stavimo / , 0 =  fg°\ tj. označimo sa / , 0 prvi član dobijenog podniza {/n°^}- 
Budući da  je na  osnovu pretpostavke

|a i„ | <  Л ехр (c ı) za svako n G N ,
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to postoji podniz {fn^} od {fn'1} tako da odgovarajući podniz niza {a^} kon
vergira; uzmimo

г  ( i )Iliri (7,jn =  Cl] .
П —♦ OO

Stavimo =  / ј ' \  tj. označimo sa /,, prvi član dobijenog podniza {fn*} koji je različit
od

Nastavljajući ovaj dijagonalni postupa.k, uzimajući u obzir da je

(4.3) |o.*:n| < Л ехр (cfcA;1̂ p+1)) za svako n £ N,

nakon s -b 1 koraka dobijamo podniz {/,is)} od {f n ~''} takav da. odgovarajući podniz 
{«in) niza konvergira; uzmimo

(4.4) lim a[sJ = a

Stavimo /,. =  /ј* \ tj. označimo sa prvi član dobijenog podniza {/1^} koji je različit 
°d {f n '1} za svako j  = 0,1, • • •, s — 1.

Na ovaj način smo očito konstruisali podniz {/,„} niza. {/„} za koji je

(4.5) f,„(z ) = ^  а[Пп 2k za svako n £ N.
k=o

Pri tome, na osnovu opisa,ne konstrukcije, za svako fiksno n £ N niz { а ^ } konvergira; 
uzmimo

(4.6)
П — ► (

Dcfinišimo funkciju /  kao

(4.7)

lim ај^ = a*, za svako fiksno n £ N.

f ( z ) =
k~0

Kako je zbog (4.3) i (4.4)

(4.8) |а*| < Лехр (с̂ А:1̂ р+^) za svako A: £ N,

na osnovu teoreme 1.2 vidimo da funkcija /  pripada prostoru F p. Još dokažimo da 
/,„ —> /  u F p kada n —> oo.

Neka je c > 0 proizvoljan pozitivan realan broj. Odaberimo nenegativa,n cijeli broj 
fc, = Aii(c) tako da va,ži

(4.9) Ck < с /2 za svako к > k], 

kao i A:2 =  fc2(c) tako da je

(4.10)
OO

£  ехр ( - ! * ■ « * . ) )  <
k— ̂2 Ч" 1

б
4Л
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Stavimo k0 — max{A:i, k2}. Za svako k £ {0, ! ,••• , A-0) odaberimo пк Ç N tako da važi 

(4-11) \°(kn ~  aA < . ч ехр ( c k 'S ^ )  za svako n > nk.

Stavimo m  =  max{n* : k =  0,1, — , Лч>}. Tada ла osnovu (4.6), (4.7), (4.9), (4.10) i 
(4.11) dobijamo da za svako n > m važi

II f i n  -  f \ \ p ,c  =  Y İ  Ia (kn -  ° k \ехр (-cA;I/(p+1)) 
k= 0

=  l4'n -  ak\ ехр (-cA:,/(p+1))
k=0

oo

+ E id",- “*iexp(-^1/(’,+1))
k=k0 + l

-  2(/(Ј+ 1)(* "+ Ч + 2/1 (  E  exP ( («  -  Ф ' /(’’+,,) ј

< i +2/1 (  E  “ p ) - ^ 1̂ ”))
\k~k2 +1 /

Dakle, /,„ —> /  u prostoru (7PP, || • ||PiC). Otuda i zbog proizvoljnosti c > 0 zaključujemo 
Ta /i„ /  u prostoru 7?p. Dakle, E je predkompaktan podskup od F p. Time je
teorema u potpunosti dokazana.

Teorema 4.2. /VeAa je E podskup od N v. Tada je E slabo ograničen podskup od 
N” ako i samo ako postoji konstanta Л > 0 koja, zavisi o E  i niz {cn} pozitivnih brojeva 
tako da važi cn J, 0 i

oo
|fln| < Л ехр (c„nl/(p+1)) za, svako f ( z)  = anzn € E.

п= 0

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz teoreme 4.1 i činjenice da je u svakom lokalno 
konveksnom prostoru skup ograničen ako i samo ako je slabo ograničen (vidj. [Rl], str. 
68).

Napomenimo da se Montelov prostor definiše kao HausdorfTov barelisan topološki 
prostor u kome je svaki zatvoren ograničen skup kompaktan.

Teorem a 4.3. Za svako p > 1, prostor E v je Montelov prostor.

Dokaz. Kako je na osnovu teoreme 4.1 svaki za,tvoren ograničen podskup od Ep 
kompaktan, a. na osnovu teoreme 5.6 prostor F p je barelisan, to zaključujemo daje  Ер
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Montelov prostor.

Označimo sa (N v)* prostor Sp prethodno definisanih nizova kompleksnih brojeva sa 
pripadnom topologijom ravnomjerne konvergencije na slabo ograničenim podskupovima 
od N p. Napomenimo da se za proizvoljnu nepraznu familiju A  podskupova vek- 
torskog topološkog prostora X , topologija ravnomjerne konvergencije na članovima 
od A  defimse kao najslabija topologija na X  u odnosu na koju je konvergencija, jača. 
od ravnomjerne konvergencije na. A, za. svako A £ A  (vidj. [KN], str. 69). Za.
proizvoljni podskup S  od X , topologija ravnomjerne konvergencije na elementima 
familije A  = {{f} : t £ 5} naziva se tačkovna topologija. ili topologija tačkovne kon
vergencije.

Takodje, označimo sa (F p)* prostor Sp sa topologijom indukovanom preko Fp, tj. 
sa topologijom ravnomjerne konvergencije na ograničenim podskupovima. od Fp. Tada 
imamo slijedeći rezultat.

Teorem a 4.4. Za. svako p > 1 prostori [Fp)* i ( Np)* podudaraju se i u skupovnom 
i u topološkom smislu.

Dokaz. Dokaz direktno slijedi iz teorema 4.1 i 4.2.

Za, vektorski topološki prostor X , drugi dual (X)** od X  se defimse kao prostor 
svih strogo neprekidnih linearnih funkcionala definisanih na (X)*. Pri tome se kanon
sko ulaganje I  sa prostora X  u (X)** definiše u х £ X  ka.o linearan funkcional na, (X )* 
čija, je vrijednost za svako /  £ (X)* jednaka f (x),  tj. 7(x)(/) = f (x)  (vidj. [KN], 
str. 189). Napomenimo da se X  naziva refleksivnim, ako je kanonsko ulaganje / sa X 
u (V)** topološki izom.orfl.zam, tj. izomorfizam prostora X  na (X)** koji je ujedno i 
homeomorfl,zam u odnosu na, pripadne topologije (vidj. [KN], str. 191).

Teorem a 4.5. Za. svako p > 1 F p je refleksivan prostor. Stoga je i (Fp)* refleksi
van prostor.

Dokaz. Dokaz prvog tvrdjenja neposredno slijedi iz teoreme 4.3 i činjenice da je 
svaki Montelov prostor refleksivan (vidj. [KN], str. 196). Drugo tvrdjenje slijedi iz pr
vog tvrdjenja i činjenice da je dual refleksivnog prostora, u odnosu na, pripadnu strogu 
topologiju takodje refleksivan (vidj. [KN], str. 194, 20.7 (i)).

Teorem a 4.6. Za svako p > 1 važi. (N p)** = (Fp)** = F p.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz teorema 4.4 i 4.5.

3.5. Konvergencija Fourierovih redova 
u prostorima (N p, 7~СР)

Teorem a 5.1. Ta.yl.orov red svake funkcije f  £ F p (1 < p < oo) konvergira ka
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toj Junkciji u odnosu na metričku topologiju pv dotom sa (3.1). S druge sira,ne, to nije 
slučaj za inicijalnu metričku topologiju d.p na N p; odnosno postoje funkcije iz N v čiji 
Taylorov red ne konvergira pri.pad.nim funkcijama u odnosu na metriku dp.

Dokaz. Uzmimo proizvoljnu funkciju /  G F v sa Taylorovim razvojem /(z ) = 
Тл=о akzk> čiju ćemo n-tu parcijalnu sumu označavati sa f n. Za proizvoljno fiksno 
c > 0 na osnovu teoreme 1.2 možemo odabrati nj Ç N tako da za neku pozitivnu 
konstantu Ci važi

|o.fc| < ci ехр za svako k > n().

Odaberimo još ni G N tako da važi

ехр za sval<0 & n \-

Stavljajući n2 = max{7r0,ni}, tada koristeći gornje dvije ocjene, na osnovu (1.3) dobi-
jamo

oo oo
\\fn — f\\c = II 0,kzk\\ = |afc|exp ( -d c 1/(p+1))

к =п -\-1 k = n - f l

°° C °° 1
< Ci ехр 2^1̂ P+'0  — Cl zL/ za sva^° n — n2-

k—n+ 1 k = n + l

Odavde neposredno slijedi | |/n — f \\c —> 0 kada n —> oo. Stoga, zbog proizvoljnosti 
c > 0 za,kj u čujemo da pp( fn, f ) —> 0 kada n —> oo, tj. f n -> /  u F p, čime je prvo 
tvrdjenje teoreme dokazano.

Za dokaz drugog tvrdjenja razmotrimo funkciju f ( z)  = 1/(1 — z), z G D. Tada 
na osnovu ([1], sbr. 14, primjer 1) /  pripada svakom prostoru N p, p > 1. Kako 
Је fn(z) = J flZ l Zk n-ta parcijalna suma Taylorovog razvoja funkcije / ,  to za svako 
D G (0, 27г) važi

odakle dobi j amo

1 n—1
1 V  eik0 ein0 1

_  e ie Z_j c 
k=0 1 — el° 2sin I

г2ћ 1 \  df)
п Ј ) У  = Jo lo g ^ 2 sin 1)  2тг

> 0.

Dakle, Taylorov red funkcije f ( z)  ne konvergira funkciji f ( z)  u prostoru (N p, dp). Time 
je teorema doka.zana.

Posljedica 5.2. Konvergencija u odnosu na metriku dp na N p je strogo jača od 
iste u odnosu na metriku pv.
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Dokaz. Da je <7p-konvergencija jača od indukovane /?р-konvergencije na N v slijedi 
neposredno iz teoreme 1.5 (b). Činjenica, da te konvergencije nisu jednake (ekviva
lentne) slijedi iz teoreme 5.1.

Posljedica 5.3. Za svako p > 1 N p je pravi podskup od Ep. Dakle, postoji funkcija 
čiji Taylorovi koeficijenti zadovoljavaju uslov = 0  (ехр (o (кг̂ р+1^))), a koja ne 
pripada prostoru N p.

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.5 (a) važi N p Ç Fp. Razmotrimo identično preslika
vanje j  sa metričkog prostora (N p,dp) u metrički prostor (E p,pp). Na osnovu teoreme
5.2 j  je neprekidno preslikavanje. Ukoliko bi bilo N p = F p, tada bi j  bila Injekcija pri
padnik F-prostora. Stoga, na osnovu teoreme o otvorenom preslikavanju (vidj. [RJ], 
str. 60, posljedica 2.12) zaključujemo daje  j  otvoreno preslikavanje. Drugim riječima, 
to znači da je inverzno preslikavanje j ~x neprekidno, što povlači da metričke topologije 
dp i pv moraju biti jednake. To na osnovu posljedice 5.2 daje kontradikciju. Stoga je 
Np Fp za svako p > 1. Konačno, uzimajući funkciju /  € F P\ N P, na osnovu teoreme
1.2 (b) njeni Taylorovi koeficijenti zadovoljavaju uslov а* =  Оехр (o (AJ/(p+U)) 
Time je teorema dokazana.

Komentar. Iako na osnovu gornje posljedice postoji funkcija /  $ N p čiji Taylorovi 
koeficijenti a,k zadovoljavaju uslov а*. = O (ехр (o , taj se uslov za klasu /Vp
na osnovu posljedice 4.7, gl. 2, ne može poboljšati u asimptotskom smislu.

Posljedica 5.4. (teorema 5.2, gl. 2). Prostor (N p, dp) nije lokalno konveksan.

Dokaz. Лко bi prostor (Np,dp) bio lokalno konveksan, tada bi metrička topologija 
bila Mackeyeva topologija za. par (/Vp, (/Vp)*)- Kako je na osnovu teoreme 3.4 metrička 
topologija pp zapravo Mackeyeva, to bi zbog njene jedinstvenosti moralo biti dr = pp. 
To je kontradikcija sa tvrdjenjem posljedice 5.2.

Lokalno konveksni vektorski topološki prostor X  naziva se barelisan ako svaki 
zatvoreni, apsolutno konveksni apsorbirajući podskup od X  predstavlja okolinu nule 
u tom prostoru. Pri tome se za pripadnu topologiju na barelisanom prostoru X  kaže 
da je barelisana. Napomenimo da je podskup E  C X  apsolutno konveksan ako iz 
х i Ç E za i = 1 ,... ,n  slijedi d a je  X^=i а«ж« € E  za svaki izbor skalara а,- takvih 
da važi |а,ј < 1. Skup E C X  naziva se apsorbirajući ako za proizvoljni vektor
х € X  postoji skalar Л > 0 takav da važi х Ç ЛE. Poznato je da je svaki Banachov 
prostor barelisan i da je induktivni limes barelisanih prostora takodje barelisan. Osim 
toga, svaki barelisan prostor je Mackeyev prostor (vidj. [KN], teorema 18.9 (iii), str. 
173). Najvažnije svojstvo barelisanih prostora je sadržano u slijedećem rezultatu koji 
predstavlja jednu od verzija principa ravnomjerne ograničenosti. Napomenimo da za 
familiju M  funkcija sa. topološkog prostora X  u vektorski topološki prostor Y  kažemo 
da je podjednako neprekidna u tački х £ X  ako i samo a.ko za svaku okolinu U od 0 
u Y  postoji okolina V  od х u X  tako da je (f ( t ) — f (x))  € U za svako t 6 V i za 
svako /  6 M .  Kažemo da je familija M  podjednako neprekidna ako je podjednako
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neprekidna u svakoj tački х £ X  (vidj. [KN], str. 73).

Teorem a 5.5. ([Köt], str. 141). Metrizabilan vektorski topološki prostor X  je 
barelisan ako i samo ako sva,ki po točkama ograničen niz neprekidnih linearnih opera
tora sa, X  u proizvoljni F-prostor obrazuje podjednako neprekidnu familiju.

Za neposrednu posljedicu gornje teoreme dobijamo slijedeći rezultat.

Teorem a 5.5’. ([KN], str. 171, 18.7). Neka je T  familija, neprekidnih linearnih 
funkcionala na barelisan,om prostoru X , koja je ograničena u odnosu na topologiju 
tačkovne konvergencije na, X . Tada je familija T  pod.jed.nako neprekidna.

Teorem a 5.6. llelsonova topologija Ttp, a. samim tim, i metrička topologija pr na 
Np su barelisane.

Dokaz. Kako je po definiciji lokalno konveksni topološki prostor ( Np,7ip) induk
tivni limes izvjesnih Ililbertovih prostora П 2(ги), taj je prostor barelisan (vidj. [KN]).

Za funkciju /  iz prostora N p, ovdje i nadalje pisaćemo f ( z)  — Ŷ T=o /(^;)2*7 kİ- sa 
f(k) ćemo označavati k-ti Taylorov koeficijent funkcije / .  Za topologiju r  na prostoru 
Nv kažemo da. je Szegöova. ako je za svaki nenegativni cijeli broj k funkcional

/ - > / ( * ) ,  f £ N p,

neprekidan na topološkom prostoru (N p ,т).

Teorem a 5.7. Neka, je т topologija na N p koja je jača od. topologija ravnomjerne 
konvergencije na k,om.pa,k.tnim, podskupovima, jediničnog kruga D. Tada je т Szegöova 
topologija. Posebno, metričke topologije dp i pP) a samim lim, i llelsonova topologija 
'Нр su Szegöove.

U .

Dokaz. Uzmimo da je /  £ N v i {/„) niz u N p tako da / п —» /  u odnosu na 
topologiju т. Stavimo f (z)  = oakzk i fn(z) = Y^k=oâ zk- Kako po pretpostavci 
niz {/n} ujedno konvergira ka /  ravnomjerno na zatvorenim krugovima |г| < r < 1, 
neposredno slijedi da za svako k, —» а  ̂ kada n —» oo. To znači da je r  Szegöova
topologija.

Slijedeći rezultat je Atp-ana.logon teoreme 2.1 iz [Mc2] koja se u istoj formulaciji 
odnosi na prostor Smirnova N +.

Teorem a 5.8. Neka. je т barelisana Szegöova topologija na prostoru N p. Tada su 
slijedeća, tvrdjenja ekvivalentna.

(i) r  = 77p.
00 r = /V

(iii) Taylorov (Fourierov) red svake funkcije iz N p konvergira u prostoru (yVp,r).
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Dokaz, (ii)^ (i) slijedi neposredno iz teoreme 3.4.
(i)=>(iii) Neka je

OD

9(z) = J 2 a kzk ZN D
k=0

Za svako m £ N stavimo
oo

(5-1) Sm = m ^  afc2fc.

Neka je ф bilo koji funkcional iz duala. (Np,7ip)*. Kako je na osnovu teoreme 3.4 
(NP,'HP)* =  (N p,dv)*, to na osnovu teoreme 3.3 zakjučujemo da postoje pozitivne 
konstante c i C\ takve da važi

(5.2) \ф(гк)\ < C\ (ехр (—cA:1̂ p+1̂ )) za sva,ko k £ N.

Na osnovu teoreme 1.2 (ii), gl. 2, postoji m0 G N i C2 > 0 tako da. važi

(5.3) |o,fc| < C2exp za sva,ko k > m0.

Odaberimo m\ € N takvo da važi

(5.4) ехр za svako k > m \ .

Stavljajući m2 = ma.x{m0,mi}, na osnovu (5.1)—(5.4) za svako m  > m2 neposredno 
dob i jamo

\<KSm )\ = m| акф(гк) < m ^  |а*||^(г*

oo
<  т С гС 2 e x P  ( - ^ 1 / ( p+J ) )  <  m C i C 2 ™

f c = m - f l  
oo 1

fc=m+ 1

/с= 1

gdje konstanta C ne zavisi od m. Odavde vidimo da je skup

{ < ^ n )C =0

ograničen, te je stoga skup {(£,„)} “ _0 slabo ograničen. Kako je (N p,7ip) lokalno 
konveksan prostor, na osnovu ([Rl], str. 68) zaključujemo da {(5m)}^ =0 mora biti 
ujedno ograničen i u prostoru (Np,7ip). Dakle, (1 / m) Sm —> 0 u prostoru (Np,7ip) 
kada m —> oo, što je na osnovu (5.1) ekvivalentno sa

m

akzk —> g kada m —» oo,
k=0
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u prostoru (Np,?ip).
(iii)=4>(i) Pretpostavimo da je Ф iz ( N p , t )* i stavimo ф(гк) = a k- Ako funkcija 

g{z ) = o pripada prostoru N p, tada imamo

Ф ( д ) ф\  lim akzk
k=0

lim а как.
m —*oo ^ ^  k=0

Prema tome, Ј2Т=оа как konvergira za svaku funkciju <7(2) = Ŷ T= £ Л̂ р. Stoga,
na osnovu Banach-Steinhausove teoreme (vidj. [W], 21, 9-3.7) zaključujemo da ф pri
pada dualu (vVp,77p)*, što povlači ( N p , t )* Ç ( N p,7 ip)*.

Obratno, uzimajući u obzir da je r  barelisana i Szegöova topologija, opet pri
mjenjujući istu Banach-Steinhausovu teoremu dobijamo da je (N p,7i.p)* C (1\,р,т)*. 
Stoga mora biti ( Np,r)* — (NP,TCP)*. Dakle, topologija r  koja je po pretpostavci 
barelisana, indukuje isti dual na N p kao Mackeyeva topologija 7ip. Stoga je na osnovu 
teoreme 2.7 i т Mackeyeva topologija, pa zbog jedinstvenosti Mackeyeve topologije 
(vidj. teoremu 2.5) mora biti r  = 77p. Time je teorema u potpunosti dokazana.

3.6. Asimptotska verzija Szegöove teoreme

Označimo sa W klasu svih nenegativnih i u Borelovom smislu mjerljivih funkcija 
w na jediničnoj kružnici T  tako da su w i |logu;| integrabilne na, T, tj. za koje važe 
uslovi

(6 .1)

i

Jo |l°g (^(e!'?))| ^  < +°o,

Nenegativnu funkciju w na T  za koju važi samo (6.1) zvaćemo težinskom. Napomenimo 
da za svako w £ W označavamo sa Н2(ги) težinski Hardyjev prostor (sa težinom iv) 
koji se može identifikovati do na. izomorfizam sa zatvorenjem skupa svih analitičkih 
polinoma u Lebesgueovom prostoru L2(wdO).

Neka V  ozna,čava prostor svih polinoma nad C. Tada se na osnovu čuvene Szegöove 
teoreme (vidj. teorema 5.1, gl. 5) linearan funkcional P  1—> P(0) (P  £ V),  može po 
neprekidnosti proširiti na cijeli prostor H 2(w) ako i samo ako je w £ W. U tom 
slučaju, lako se dokazuje da norme tih funkcionala imaju slabiji rast od ecra za bilo 
koju pozitivnu konstantu c. J. E. McCarthy u radu ([Mc2], teorema 3.1) dokazuje da 
ta granica može biti zamijenjena sa еСч/", i da ona ne može u asimptotskom smislu 
biti popravljena generalno za ш Ç W. Istaknimo da se ta ocjena može popraviti za 
neke posebne težinske funkcije w\ npr. w = 1. Teorema 6.3 predstavlja generalizaciju 
tog rezultata za. jednu užu klasu težinskih funkcija od klase W. U vezi s tim, za svako

i

do
w(e ) — < + 00,
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p > 1 označimo sa W p klasu svih nenegativnih i u Borelovom smislu mjerljivih funkcija 
w na jediničnoj kružnici T  tako da su funkcije w i |logu;|p integrabilne na T.  Uočimo 
da važi VV1 = VV i Wp C VV17 za p > g > 1. Osi m toga, očito funkcija w G W pripada 
klasi W p ako i samo ako važi

J o I log (Це,в))Г ^  < +oo.

Lema 6.1. Težinska, funkcija. w pripada klasi Wp ako i samo ako postoji (vanjska.) 
funkcija F iz skupa. I i2 fj (N p) 1 za. koju važi | F*(el6)|2 = w(el°) skoro svuda na T .

Dokaz. Pretpostavimo da je w G VV75. Definišimo vanjsku funkciju F  kao

F (z )  = exp Q f  i z e l ) .

Tada na osnovu leme 2.1 F pripada skupu ( Np) 1, a kako je y/w G L2(T ), na o- 
snovu faktorizacione teoreme 1.5 (d), gl. 1, vidimo da F pripada Hardyjevom pros
toru II2. Obrnuto, pretpostavimo da postoji funkcija F iz II2 za koju važi
|F*(e’ö)|2 = и>(егв) skoro svuda na T. Tada je na osnovu leme 6.1 F  vanjska funkcija 
za koju je log|F*| G LP(T). To znači da važi logru G LP( T ), odnosno w G Wp. Time 
je lema dokazana..

Lema 6.2. Topološki dual od (NP,TCP) sastoji se od svih funkcionala koji pripadaju, 
dualu svakog prostora U2(w) (w G W p).

Dokaz. Tvrdjenje neposredno slijedi iz leme 6.1 i reprezentacije od N p date preko 
(2.2), teorema 2.2.

Teorema 6.3. Neka je w težinska, funkcija iz Wp za neko p > 1 i neka je c > 0 
proizvoljna konstanta. Tada postoji pozitivna konstanta C\ koja zavisi samo od. p takva 
da. važi

(6 .2 ) sup 1 n I < Сув' ,l/(p+')

/„ ih

gdje se supremum uzima u skupu analitičkih polinoma p. Osim toga, gornja granica je
........ „Cnn'Ar+')najbolja u smislu da 

zitivan niz {cn} koji konvergira nuli.
c n i / ( p + i )  -  t u -  ■■ Ce ne može biti zamijenjeno sa e ni za jedan po-

Dokaz. Definišimo niz linearnih funkcionala { f n} na skupu svih polinoma V  kao

fn(zk) = Ц к )  = бпке~сп1,(Р+' \  k = 0, 1, 2, . . . ,

gdje je бпк Kroneckerov simbol (tj. бпп = 1 za svako n G N, a бпк = 0 za n ф k). 'Pada 
se na. osnovu teorema 3.3 i 3.4 , svaki funkcional f n može po linearnosti i neprekidnosti
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proširiti na cijeli prostor ( Np,7ip), i pri tome za svaku funkciju /  € N p sa razvojem
f ( z) = Тл=оак2к važi

(6.3) U f )  = /„(^ajtz^) = У^уакбпке_c „ l/ (P+0 = a„e -^•/(P+0

fc=o к=0

Kako na osnovu teoreme 1.2 (ii), gl. 2, postoji konstanta c' > 0 koja ovisi o /  takva 
da za Taylorove koeficijente an od /  važi |an| < с'е?п!/(р+1) za svako n = 1 ,2 ,.. . ,  iz 
(6.3) đobijamo

!/»(/)! < ć e "
_ £ „  1/(P+1) za sva.ko n = 1, 2, . . . .

Odavde vidimo da je niz funkcionala {/„} po tačkama ograničen na N p, pa kako je na 
osnovu teoreme 5.6 ( Np,7ip) barelisan prostor, na osnovu teoreme 5.5’ zaključujemo 
da niz {/„} obra.zuje podjednako neprekidnu familiju. To znači da postoji okolina nule 
U u (N P, HP) takva da je \fn(g)\ < 1 za svako g E U i za svaki funkcional f n. Za 
proizvoljnu težinsku funkciju w E W, U П H2(w) sadrži neku otvorenu loptu oko nule; 
uzmimo radijusa e. Stavljajući C\ = 1/е, otuda neposredno slijedi

sup
JTM2«'g< i

|;?(n)| < C\c г 1 / ( г + 1 )

što predstavlja relaciju (6.2).
Da je gornja granica najbolja moguća, slijedi neposredno iz činjenice (vidj. poslje

dicu 4.7, gl. 2) da za svaki pozitivan niz {c„} realnih brojeva takav da cn J, 0 postoji 
funkcija /  iz N p, a samim tim i iz nekog prostora # 2(io), za čije Taylorove koeficijente 
f(n) važi /(??,) ф 0  ^еСпП' /(Р+1)̂ .

Komentar. Neka je F proizvoljna vanjska funkcija, pri čemu je Taylorov razvoj od
1 / F 1 / (F(z))  = akZk■ Tada teorema 3.8 iz [Mc3] tvrdi da je lijeva strana od (6.2)

1/2
sa F*\7 umjesto w, jednaka la j |2 • Primijetimo da je ta ocjena kvalitatiivno
poboljšanje teoreme 3.1 iz [Mc2],

Komentar. Napomenimo da u gl. 5 formulišemo i dokazujemo teoremu 5.2 koja 
predstavlja logaritamsku verziju Szegöove teoreme 5.1. Ta teorema se odnosi na širu 
od W klasu pozitivnih na T  funkcija w za koje važi log+ w Ç LP(T ) (1 < p < oo).

3.7. Množitelji prostora (H 2 И )  > 
asimptotska verzija Helsorı-Szegöove teoreme

Na osnovu teorema 3.3 i 3.4 topološki dual od N p u odnosu na pripadnu Helsonovu 
topologiju /HP može se identifikovati sa klasom Л™(D) holomorfnih na D funkcija čiji
Taylorovi koeficijenti an imaju oblik 0  ^e~c"1/<P+1)̂  za neko c > 0. Za proizvoljnu
težinsku funkciju w € VV1, označimo sa (H2(w))* dual prostora H 2(w). Za svako f  E
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(H2(tv)Y piša,ćemo /  = ЈУ£=01(к)гк. Pri tome za svaki polinom p(z) = ЈЈ1=0акгк, 
djelovanje funkcionala /  na p dato je sa

r 2тг n ________ _

< P J > : =  /  P(el°)W °)d .e  = Y ' a kf(k).
Jo k=o

Pri tome je očito < zk, f  >= f(k).
Kažemo da je funkcija g holomorfna na D množitelj od ( # 2(u;))* ako za svaki 

funkcional /  iz (H2(w))*, funkcija g f  takodje pripada dualu {H2{w))*. Teorema 3.2 iz 
[Mc2] tvrdi da se skup univerzalnih množitelja svih duala (H2(w))*, kada w pripada 
klasi VV1, upravo podudara sa skupom svih holomorfnih na D funkcija za čije Тау- 
lorove koeficijenti an važi a.n — O (e_Cv̂ ") za neko c > 0. Taj se skup zapravo može 
poistovjetiti sa dualom prostora Smirnova N + (vidj. [Y3], teorema 3). Slijedeća teo
rema predstavlja 7Vp-analogon toga rezultata. Napomenimo da. se njegov dokaz zasniva 
na teoremi 7.2 koja. predstavlja asimptotsku verziju Иelson-Szegöove teoreme.

Teorem a 7.1. Za bilo koji fiksni broj p > 1, slijedeći u slovi o funkciji g holornorfnoj 
na D su ekvivalentni.

(i) Funkcija g je mno žitelj od (H2(w))* za svako w iz Wp.
(ii) g pripada dualu od N p u odnosu na topologiju 7~tp.

(iii) Taylorovi koeficijenti g(n) od g zadovoljavaju uslov g(n) — O (̂е.~сп' /(л+'' j  za 
neku pozitivnu konstantu ć.

Dokaz. Radi kraćeg zapisa, u dokazu teoreme, kao i do kraja ovog poglavlja 
pisaćemo Jr F  d.O umjesto f Q * F(et(?) d0.

(ii) ^ (iii)  slijedi neposredno iz teorema 3.3 i 3.4.
(i)=>(ii) Pretpostavimo da je g množitclj od (H2(w))* za svako w iz УУР. Kako je 

očito 1 u svakom dualu, tada i g kao množitelj mora biti u svakom dualu od (772(ш))* 
za svako w iz Wp. Stoga, na osnovu leme 6.2 zaključujemo da g pripada dualu od Np 
u odnosu na topologiju Ttp.

(iii) =>(i) Fiksirajmo w Ç Wp i /  € H2(w)*. Po pretpostavci za Taylorove koefici
jente funkcije g važi \g(k)\ < Cie~ck',)'P+') za, neke pozitivne konstante c i C\. Treba 
dokazati da fg  pripada dualu H2(w)*, odnosno da postoji konstanta K takva da za 
svaki polinom p važi

(7.1) p{gf) d.o < К / Ip\2wd,0.

Stavljajući p(z) =  Y^l=oakzk, lijeva strana od (7.1) postaje

I  P(fjf) dO akajgf ( k)gf { j )
j,k=0

(7.2) T  - 1) Y  7(,п) /0 ’ -  m)
j,k=0 1=0 m=0
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OO OO 5

= a^ J ( k -  o /o ' -  ” i),
(=0 m.=0 j,k=0

pri čemu je zamjena indeksa u gornjim sumama korektna zbog toga što je f ( k  — /) = 0 
za / > fc, pa su pripadne sume konačne.

Lako se provjeri da važi

(7-3) Y ^ a kf ( k  -  l) = f z‘p(z)f(z)
k=o >'г

Ako definišemo broj k ( w , l , f ) kao

dO.

(7.4) k ( w , l , f ) =  sup lp(z)f(z) do : p je polinom za kojji je j  Ip\‘iv d.O < ] > ,

tada na osnovu (7.2) i (7.3) dobijamo

(7.5)
Јт

p(gf) do
2 oo oo

< t  \p\2wd0.
(=0 m=0 J T

Izraz z'p(z) se očito može prikazati kao zlp(z) = F(z)  + P(z),  gdje je F  polinom u 2, a 
P polinom u ž bez konstantnog člana čiji je stepen manji ili jednak od I u odnosu na 
varijablu 2. Tada na osnovu (7.4) va,ži

(k(rv, l , f))2 sup
p

sup
p

\JT(F + P ) f d 0 f  
Јт \F -f P\2w d,0

1 J r F f d O \ 2 

JT \ F + P \ 2w d O ’

gdje se supremum uzima po svim polinomima P u ž bez konstantnog člana čiji je stepen 
manji ili jednak od I u odnosu na varijablu ž. Kako je po pretpostavci /  6 H 2(w)‘ , to 
postoji pozitivna konstanta. Ci takva, da važi

\ < F J >  Г < с 2( | |Л |„1(ш)) 2

C2j  \F \\vde,

pa. na. osnovu prethodne relacije dobijamo

(7.6) (k(w, l, / ))2 < C2 sup
p

JT \F\2wdO 
f T \F + P\2w dO

Odavde i na osnovu teoreme 7.2 dobijamo

(7.7) ( k ( w , l j ) ) 2 < C 2C3eclU(P+1).
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Kako je po pretpostavci [ç(A:)| < C\t ck' ,(p+') za pozitivnu konstantu Cj i za svako 
k £ N, na. osnovu (7.7) neposredno dobijamo

oo oo
5 (0 9 {jn)k(w, l, f )k(w,  m,  /)

1=0 m=0

< ( c ,) 2c 2c 3Y , Y , e
_c ( l / ( p + l )  rm U(p+ i )  ( c / 2 ) ( 1/ ( P + 1 ) ( c/2)m '/<>’+ '>

1=0 m—0
oo oo

= ( с 1)2с гС з ^ ^ е"(' /2)' ,,,и ” ”‘ " /2)” ' ,<' +'> = c < < +°°.
/=0 m=0

jer je dvostruka suma na desnoj strani očito konačna. Konačno, na osnovu gornje 
nejednakosti iz (7.5) neposredno slijedi

p(gf) dO < Ch / \p\2w d,0. 
Јт

Dakle, fg  pripada dualu (H2(w)), čime je teorema dokazana.

Još preostaje dokazati teoremu 7.2 koja predstavlja uopštenje leme 3.3 iz [Mc2]. 
Ta lema zapravo predstavlja asimptotsku verziju Helson-Szegöove teoreme date u [IIS]. 
Teorema 7.2 daje neophodne i dovoljne uslove da težinska funkcija w £ W  zadovoljava 
uslov

ČJ’ r \ ‘wđ() < +oo,

gdje je F  analitički polinom, a P koanalitički polinom bez konstantnog člana. Taj 
Helson-Szegöov uslov se sastoji u činjenici da se funkcija log(u>) može prikazati u ob
liku zbira u + v, gdje funkcije u i v pripadaju prostoru L°°(T), | | o | | o o  < тг/2, a v je 
harmonijski konjugovana funkcija od v. Za težine w koje ne zadovoljavaju Helson- 
Szegöov uslov slijedeća teorema zapravo može biti smatrana asimptotskom verzijom 
Helson-Szegöove teoreme.

Teorem a 7.2. Pretpostavimo da, je p > 1 i w težinska, funkcija, iz Wp. Neka. je I 
prirodan broj i c > 0 proizvoljna, konstanta. Tada postoji, konstanta Сз, koja zavisi od. 
c, p i w, tako da za svaki analitički polinom, F i za svaki koanalitički polinom. P bez 
konstantnog člana čiji je stepen I važi

Јт И  w (̂  ^  s-, c/l/(P+>)
Jr \F + P\2wd,0 -  36

Dokaz. Bez smanjenja opštosti, možemo uzeti da je Јт \F\2wd.O = 1, fr \F + 
P\2wd0 < | ,  kao i da je f T \P\2wd,0 > | .
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Stavimo P(z)  = i akZk. Tada va.ži

(||^||//2(«;))2 =  J  IP\2w zk \u  dO

< K I K I  /  wdO = K I K |I N I i •

Dakle, postoji prirodan broj m  takav da je 1 < rn < I i za, koji važi

Očigledno je Јт \F -T P\ w d.0 — |zl(F -f P)\2wdO i zl[F -J- P) je analitički polinom
čijih je prvih I koeficijenata redom jednako oto,oi\ , . . .  ,<*/. Kako iz (7.8) vidimo da za 
koeficijent am važi |a m| > l / 2/||u;||1, na osnovu teoreme б.З postoji pozitivna konstanta 
Cj takva da važi

što na osnovu pretpostavke Jr \F\2wdO = 1 daje

Ј г И  w d® 1 c/i/(p+i)
J T \ F + P \ 2wd O -  Č ^ e

Time je teorema dokazana.
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4. STRUKTURA IDEALA U ALGEBRAMA №  I F ”



4. Struktura ideala u algebrama N p i F p

Kako prostori N p (1 < p < oo) obrazuju F-algebre, a samim tim i topološke algebre, 
interesantno je isražiti strukturu ideala u tim prostorima. Problemi vezani sa tom te
matikom su motivisani poznatim odgovarajućim rezultatima koji se odnose na Bana- 
chove algebre. Medjutim, standardna tehnika korišćena u istraživanjima. Banachovih 
algebri nije primjenljiva generalno za topološke algebre. Stoga će dokazi rezultata 
dobijenih u ovoj glavi ovisiti isključivo o funkcionalnoj linearno-topološkoj strukturi 
prostora N p i pripadnih Frechetovih omotača Fp, kao i kanonske faktorizacione teo
reme 1.5 (b) za klase N p.

Poznato je (vidj. [Garn]) da je u Banacbovoj algebri svaki multiplikativan linearan 
funkcional neprekidan i da je sva.ki maksimalan ideal jezgra multiplikativnog linearnog 
funkcionala. U prvom poglavlju pokazujemo da je u prostorima N p svaki netrivijalan 
multiplikativan linearan funkcional ujedno i neprekidan, ali da maksimalni ideali u 
Np ne moraju biti jezgre multiplikativnih linearnih funkcionala. Nadalje, u drugom 
poglavlju pokazujemo da. ako je M  netrivijalan prost ideal od N p koji nije gust pod
skup od УУР, tada je Л4 jezgra multiplikativnog linearnog funkcionala na N p. Kao 
posljedicu dobijamo činjenicu da je svaki zatvoren maksimalan ideal jezgra multiplika
tivnog linearnog funkcionala. Ti rezultati su motivisani odgovarajućim rezultatima 
dobijenim za klasu Smirnova N + u [RSl], odnosno za klasu M u [Kl]. Istaknimo da u 
njihovim dokazima koristimo tzv. radijalno-maksimalnu metriku pp uvedenu u šestoj 
glavi ovog rada., za koju je dokazano da je ekvivalentna, sa inicijalnom metrikom dp.

U narednom poglavlju pokazujemo da, su prsteni N p zapravo prsteni tipa Nevanlinna- 
Smirnova u smislu definicije R. Mortinija uvedene u [Mor], Kao posljedice te činjenice i 
rezultata iz [Mor] dobijenih za. proizvoljne prstene tipa Nevanlinna-Smirnova, dobijamo 
tri rezultata koji daju neophodne i dovoljne uslove da, bi dati ideal algebre Н°° bio trag 
nekog ideala u algebri N p. Osim toga uočavamo da je svaki prsten N p (1 < p < oo) 
koherentan u smislu da je presjek bilo koja, dva konačno generisana ideala, prstena N p 
takodje konačno generisan ideal od N p. Nadalje, u četvrtom poglavlju zapažamo da. 
svaka algebra N p ima svojstvo korone, koje je inače za algebre H°° dokazao Carleson 
(vidj. [D2] ili [Ko]). U istom poglavlju još dokazujemo dvije teoreme koje se odnose 
redom na, konačno generisane ideale od 7/°°, odnosno od N p.

U petom poglavlju dajemo kara.kterizaciju maksimalnih ideala i multiplikativnih li
nearnih funkcionala algebri F p (1 < p < oo). Ti su rezultati, kao i njihovi dokazi 
analogni istima dobijenim u prvom poglavlju za algebre N p. Konačno, u šestom 
poglavlju dajemo karakteri zaci) u homomorfizama. algebri F p, koja je sasvim analogna 
odgovarajućoj dobijenom u [Moc] za algebre N v.
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4.1. Multiplikativni linearni funkcionali 
na prostorima N p

Za proizvoljnu tačku Л G D , defin išimo funkcional 7a na prostoru N p kao

7a(/) = /(A), / g /vp.

Očito je 7д multipHkativan linearan funkcional na А/р. Na osnovu posljedice 4.5, gl. 2, 
7a je neprekidan funkcional u odnosu na topologiju od N p odredjenu metrikom d.v.

Za svako A G £>, definišimo

(1-1) A4A^ { /€ 7 V p : /(A) = 0}.

Teorem a 1.1. AA\ je zatvoren maksim,alan ideal od, N v za svako A G D.

Dokaz. Na osnovu posljedice 4.5, gl. 2, 7a je neprekidan funkcional u odnosu na 
topologiju od N p odredjenu metrikom dv. Postoje M \  jezgra neprekidnog multiplika- 
tivnog linearnog funkcionala na N p, slijedi da je M \  zatvoren maksimalan ideal od Np.

Slijedeći rezultat karakteriše multiplikativne linearne funkcionale na Np.

Teorem a 1.2. Ako je 7 netrivijalan multipHkativan linearan funkcional na N p, 
tada, postoji A G D tako da, je 7( /)  = /(A) za svako f  G N p, te je stoga 7 neprekidno 
preslikavanje.

Dokaz. Stavimo A = 7(2). Tada je 7(z — A) = 0. Ako pretpostavimo da je A $ D, 
tada je na osnovu ([1], str. 14, primjer 1) г — A invertibilan element od N p. Kako je 
1 = 7 (1 ) = 7( / )7( / -1), slijedi da je 7( /)  ф 0 za svaki invertibilni element /  od N p. 
Da,kle, mora biti A G D.

Razmotrimo skup (2 -  A)NP =  {(2  — A)f (z) : f  G N p}. Ako je /  G N p takvo da 
je /(A) — 0, tada pošto je N p algebra, postoji g G N p takvo da je f ( z)  = (2 — Ај^јг). 
Stoga je

(1.2) Мх  = (2 -  X)NP C ker7 ,

gdje je ker7 jezgra funkcionala 7. Na osnovu teoreme 1.1 Л4а je zatvoren maksimalan 
ideal od N p. Stoga, na osnovu (1.2) zaključujemo daje  Л4 a = кег7- Osim toga, 7 je 
neprekidno i 7( /)  = /(A) za svako /  G N p. Time je teorema dokazana.

Za razliku od Banachovih algebri u kojima je svaJki maksimalan ideal jezgra multi- 
plikativnog linearnog funkcionala (vidj. [Garn]), slijedeće tvrdjenje pokazuje da to nije 
slučaj sa. algebrama N p.

Teorem a 1.3. Postoji maksimalan ideal M  od N p koji nije jezgra multiplikativnog 
linearnog funkcionala.
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Dokaz. Neka je

S(z)  = ехр \ t — * dfi(t) \ , z G Д

proizvoljna singularna unutrašnja funkcija. Na osnovu faktorizacione teoreme 1.5 (b), 
gl. 1, funkcija S  nije invertibila.n element algebre N v. Stoga je 1 ^  S N P = { S f  : 
/  G N p], što povlači da je S N P pravi ideal od N p. Na osnovu Zornove leme, postoji 
maksimalan ideal M  koji sadrži ideal S N P. Ako bi bilo M  — M \  za neko Л G D, tada 
na osnovu teoreme 1.2 slijedi da je S /(A) = 0 za svako /  G N p. Kako je S'(A) ф 0 za 
svako A G /2, dobijamo kontradikciju. Dakle, mora biti M  ф M \  za bilo koje A G D. 
Time je teorema doka.zana.

Posljedica 1.4. Ne postoji norm,a definisana na prostoru N p koja indukuje na N p 
istu topologiju kao metrika dp, a u odnosu na koju bi N p bila Banachova algebra.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz teoreme 1.2 i činjenice da se u Banachovoj al
gebri maksimalan ideal može predstaviti kao jezgra nekog multiplikativnog linearnog 
funkcionala.

Komentar. Uočimo da posljedicu 1.4 neposredno dobijamo iz činjenice da prostor 
N p nije normizabilan na osnovu posljedice 7.3, gl. 2.

4.2. Prosti ideali algebri N p

Slijedeća teorema, daje karakterizaciju prostih idala od N p koji nisu gusti pod- 
skupovi od N v. U dokazu te teoreme ne možemo koristiti istu metodu ka,o u dokazu 
odgovarajuće teoreme za algebru N + da,te u ([RS], teorema 1). Naime, ovdje je dokaz 
kom pl i kovan ij i, jer za. razliku od prostora 7V+ postoje vanjske funkcije od N p koje nisu 
invertibilne u N p. Istaknimo da dokaz slijedeće teoreme izvodimo koristeći činjenicu 
da je topološka struktura prostora N p ujedno indukovana metrikom pp definisanom 
pomoću (1.6), gl. 6. kao

(
f 2n JQ \ 1/P

logp( 1 + Mf(0))  — J , / ,  5 G N p,

g^je je
MJ{0)  = sup \ f ( r ee)\.

0 < 7 - < 1

Preciznije govoreći, na osnovu teoreme 3.4, gl. 6 prostori N p i M p se podudaraju i u 
skupovnom i u topološkom smislu. Pri tome ćemo pisati M p umjesto metričkog pros
tora (Mp,pp).

Napomenimo da je ideal P komutativnog prstena R prost, ako iz f ,g  G /?., f g E  P , 
slijedi da ili /  ili g pripada idealu P.

75



Teorem a 2.1. Neka je Л4 prost ideal od N p koji nije identički jednak nuli i koji 
nije gust podskup od N p. Tada je M  — M \ za. neko A e D.

Dokaz gornje teoreme se zasniva na slijedećih pet lema.

Lem a 2.2. Neka je M  netrivijalan ideal od N p(= M p). Tada M  sadrži ograničenu 
holomorfnu funkciju na D koja nije identički. jednaka nuli.

Dokaz. Neka je /  G Л4 i /  ф 0. Na osnovu teoreme 1.5 (b), gl. 1, /  se može 
faktorisati kao:

f (z)  = n(z)S(z)F(z),

gdje je Б  Blaschkeov proizvod pridružen nulama funkcije / ,  S  singularna unutrašnja 
funkcija i

F(z) = expihl?ПГ7|08|/' (С',)|Л) ’ zeD'
je vanjska funkcija pripadne kanonske faktorizacije funkcije / .  Ako stavimo

g(z) ~  ехр ^ r ^ i o g + | r ( e ,<) | ^  , z e D ,

tada je očito g G N p. Staviše, g je ograničena na D holomorfna funkcija. Pošto je M  
ideal od M p — N p, slijedi da. je f g  G Л4 . S druge stra,ne je

f (z)g(z) = B{z ) S( z ) exp ( ^ - ^  ^  log~ \f*(eü)\d?j , z G D,

gdje je log- |z| = log+ |x| — log |x|. Iz gornje faktorizacije vidimo da je \f[z)g(z)\ < 'I 
za svako z e D , odnosno f g  G H°°. Dakle, fg  je tražena funkcija.

Lem a 2.3. Pretpostavim.o da je F G M p takva funkcija, da. je F{z) ф 0 za svako 
z e D .  Tada postoji niz {Fn} funkcija iz N p takav da je (Fn)n ~  F za svako n G N i 
da važi Fn —> 1 u prostoru M p kada n —> oo.

Dokaz. Kako se funkcija F ne anulira ni u jednoj tački kruga D, to postoji realna, 
neprekidna, funkcija R(z) na. D i pozitivna neprekidna funkcija 0(z) na. D tako da važi

F{z) = R{z)eie(z\  z e D .

Definišimo niz funkcija {Fn} kao:

(2.1) Fn(z) = R(z)x/nei{1/n)e{z\  z e D .

Tada je svaka funkcija Fn holomorfna na. D i vrijedi (Fn)n = F. Kako je F G M p C 
N funkcija koja nije identički jednaka nuli na D , na osnovu teoreme 2.2, gl. 1,7*’ 
posjeduje radijalne granične vrijednosti koje su različite od nule za skoro svako е'в G T.
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Fiksirajmo proizvoljno takvo 0. Tada je R(rei0) pozitivna neprekidna funkcija po r na 
segmentu [0,1], Stoga postoje pozitivni brojevi lg i Lg za koje važi

0 < lg < R(re '°) < Lg < oo, 0 < г < 1.

0 (re'6) je takodje neprekidna funkcija po r na segmentu [0, 1], te je stoga i ograničena 
na [0, I]. Otuda zaključujemo da važi

Fn(re'e) —► 1 kada n —> oo,

ravnomjerno po r (0 < r < 1). Dakle, imajući u obzir daje

M f ( 9 ) =  sup |/( re ,fl)|,
0 < r<  J

tada slijedi

(2.2) M(Fn — 1){в) —» 0 kada n -a oo,

za skoro svako 0 G [0, 27г). Na osnovu (2.1) važi

log+ MF n(0) < -  log+ MF{9)  < log+ MF{9),  n =  1, 2, . . . ,n
odakle dobijamo

(log(l + M ( F n - \ ) ( 9 ) ) Y  < (log(2 + M  f(9)))p
< (2 log 2 + log +MF{9)Y
< 2P_1 ((2 log 2)p + (log+ MF n(9)Y)
< 2P_1 ((21og2)p + (log+ MF(9))P) , n = l ,2 , . . . .

Na osnovu gornjih nejednakosti i činjenice da je F  G M p zaključujemo da je Fn G Л7Р 
za svako n = 1 ,2 ,.... Konačno, na osnovu gornje nejednakosti i (2.2), primjenom 
Lebesgueove teoreme o dominiranoj konvergenciji slijedi

i

2ir in
(log(l + M(Fn -  l)(l?)))p ------> 0 kada n —> oo,

Z7T

što je ekvivalentno sa pp(Fn, 1) —> 0 kada. n —> oo. Time je dokaz leme završen.

Slijedeća lema je poznata kao kompleksna maksimalna teorema Hardy- Littlevvooda.

Lema 2.4. ([Ga,r]). Za svaki realan broj p, 0 < p < oo, postoji pozitivna konstanta 
Cv koja zavisi samo od p takva da za svaku funkciju f  holomorfnu na D važi

Г 2тг 7Л  r  Z 7Г i n

/  ( м / ( 0))р f -  < Ср sup /  \ f(re'e) r f ,
J0 27Г 0<r<l Jo 2ТГ

2rr

gdje je
M f ( 9 ) =  sup |/( re ,0)|.

0<r<l
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Posebno, ako f  pripada Hardyjevom prostoru IP , gornja nejednakost postaje

(2-3) [ \ м т Т  P  < с , [ ' \ П е>)\’ Џж

Lema 2.5. ([II], str. бб). Neka je П beskonačan Bla.sch.keov proizvod sa nulama 
{a*.} i neka je niz funkcija {B n } definisan kao

с„(2) = п  M - î ı r 2
r*  ak 1 — akz
k = i

Tada Bn —> B u prostoru. II2, što je ekvivalentno sa

г2ж
f  '  \B(c'e) -  Вп{е'е)? 

J o
dO
2tt

0 kada n —> oo.

Lema 2.6. Neka je B beskonačan Blaschkeov proizvod sa nulama {ak}. Stavimo 
B(z) = B n(z)gn(z), gdje je

м о  = П
k=J

K | Ok -  * 
а,к 1 — âkz ’

i

Tada gn

9,.m  = П
k = i

1 ak -  Z 
ak 1 -  akz

u prostoru Mp kada n —> oo.

Dokaz. Koristeći redom nejednakost log(l + .т) < xs/s  (0 < s < 1, х > 0) ([1], str. 
65, lema 1) za,? = l /p  i Schwarzovu integralnu nejednakost dobijamo

Pv(ün)1)
2тг

(log(l + M(gn -  1)(0)))? d0\ i  /р

-

2-7Г J
r  2тг r f  f)

< p[ I m -
1/p

<
2тг

P /  (M(gn -1)(0)) 2 M
2ћ

1 /2р

Koristeći nejednakost (2.3) iz leme 2.4 i činjenicu daje \Вп(ег0)\ = 1 skoro svuda na T 
(teorema 1.4, gl. 1), iz gornje nejednakosti dobijamo

2 d0 \ 1/2 p
1) < г{С г)'17г

= p m '1*  Џ *  m * " )  -  в 4 ° ,,)\'‘ ^
1 / 2  V
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Na osnovu leme 2.5, zadnji član u gornjoj nejednakosti konvergira nuli kada n —* oo. 
što povlači pp(gn, 1) —> 0 kada n —» oo. Dakle, gn —> 1 u prostoru M p.

Dokaz teoreme 2.1. Pretpostavimo da je Л4 ф Л4\ za svako A G D. Na osnovu leme
2.2 M  sadrži neku ograničenu funkciju / .  Tada se /  može faktorisati kao /  = BF, gdje 
je B Blaschkeov poizvod pridružen nulama od / ,  a F  je ograničena funkcija bez nula 
u D. Kako je M  prost ideal, to je ili F  G M , ili B G M . Uzmimo da je F G M  i neka 
je niz {Fn} definisan preko (2.1), lema 2.3. Kako je (Fn)n =  /  za svako n i uzimajući 
u obzir da je M  prost ideal, vidimo daje  Fn G M  za svako n. Stoga na osnovu leme
2.3 slijedi da je 1 G с1(Л1) (zatvorenje od M  u M p). Otuda slijedi cl(Ad) = M ,  što je 
kontradikcija sa pretpostavkom da M  nije gust u M p. Zato mora biti B G M .  Neka

odakle zbog maksimalnosti ideala M ak (vidj. teorema 1.1) slijedi M  = М Пк. Ta 
kontradikcija sa polaznom pretpostakom pokazuje da mora biti

Stoga, uzimajući u obzir daje M. prost ideal, zaključujemo da B  mora biti beskonačan 
Blaschkeov proizvod. Лко stavimo

tada je gn G -M opet na osnovu činjenice da je M. prost ideal i da je B G M p. Na 
osnovu leme 2.6, gn -» 1 u prostoru M p ka,da n —+ oo. Dakle, mora biti 1 G cl(yVf), što 
je kontradikcija. Stoga zaključujemo da mora biti M. = Af д, za neko X G D. Time je 
teorema 2.1 dokazana.

Posljedica 2.7. Svaki zatvoren m,a,ksimalan ideal od N p(= M v) je jezgra nekog 
multiplikativnog linearnog funkcionala na tom prostoru.

Dokaz. Tvrdjenje neposredno slijedi iz teorema 2.1 i 1.1, uzimajući u obzir činjenicu 
daje svaki maksimalan ideal ujedno i prost.

Лко bi bilo (пк — z)/(  1 — a,kz) G Лf, tada bi važilo

1 -  akz

-——— M ., za svako k = 1, 2, . . . .
1 -  a,kz
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4.3. Algebre N p kao prsteni 
tipa Nevanlinna-Smirnova

Napomenimo da smo u gl. 1 sa П°° označili skup svih holomorfnih i ograničenih 
funkcija na krugu D, a sa N  Nevanlinninu klasu. Slijedeći R. Mortinija [Mor], prsten 
R koji se sastoji od funkcija holomorfnih u D i za koji važi H°° C R C /V se naziva 
prstenom tipa Nevanlinna-Smirnova ako se svaka funkcija f  £ R može izraziti u obliku 
g/h, pri čemu g i h pripadaju klasi /7°° i osim toga h je invertibilan element u R. Na. 
osnovu faktorizacionih teorema 1.3 i 1.5 (a), gl. 1, redom za funkcije iz Novanlinnine 
klase /V i klase Smirnova N + vidimo da su te dvije klase zapravo prsteni navedenog tipa. 
Ta činjenica opravdava na.ziv tih prstena. Na.dalje, Mortini primjećuje da na. osnovu 
faktorizacije date u [St 1 ] neposredno slijedi da je prsten /;1+ П N  tipa Nevanlinna- 
Smirnova. Napomenimo da. se prostor F +, koji je Frechetov omotač od N + (vidj. 
komentar iza teoreme 2.7, gl. 3), sastoji od svih funkcija /  holomorfnih u D za koje 
važi

limsup(l — r) log M (r,/ )  = 0,
т  —► 1

gdje je M ( r J )  = max|2|=r |/(z)| (vidj. [Y5]).
Naime, u [St 1] je dokazano da. va,ži F+ П N = {f / S џ : f  € N +, S,t je singulartia 

unutrašnja funkcija za koju je //, nenegativna. neprekidna, singularna mjera.}. '

Teorem a 3.1. Za svako p > 1 N p je prsten lipa, Nevanlinna-Smirnova,.

Dokaz. Neka je /  proizvoljna funkcija iz N p. Kako je H°° C N p C N, dovoljno 
je doka.zati da se /  može prikazati u obliku g/h,  gdje funkcije g i h pripadaju algebri 
//°°, a, osim toga h je invertibilan element od N p. Na. osnovu teoreme 1.5 (b), gl. 1, /  
se može faktorisati kao

f{z)  = B(z)S(z)F(z),  z € D ,

pri čemu je B Blaschkeov proizvod u odnosu na nule od / ,  S  singularna unutrašnja 
funkcija, a. F  vanjska funkcija za klasu N p, tj.

F ( z ) = \ e x P (Rj'| r± i l „ g | / - ( e '‘) | * ) ,

gdje je IA | = 1, log |/*| i ( log+ |/* |)P pripadaju prostoru LX(T). Uočimo da se F može 
prika,zati u obliku F = F \/F 2, pri čemu su F\ i F2 vanjske funkcije definisane kao

е д  = Лехр | Т /  L - t i lo g - |/ - ( e“) |A ) ,

odnosno

Tada, su očito F\ i F2 ograničene na D vanjske funkcije i osim toga, zbog log+ |/*| 6 
LP(T ), vidimo da je funkcija F2 invertibilna u N p. Konačno, ako stavimo g = BSF\
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Koristeći teoremu 3.1, kanonsku faktori zaci on u teoremu za N p i neke rezultate Mor- 
tinija iz [Mor], možemo dobiti neke činjenice o strukturi ideala od N p vezane za ideale 
algebre П°°.

Kažemo da je ideal 7 algebre 77°° trag ideala J  algebre N p ako važi I — ,) f] 7/°°.

Teorem a 3.2. Ideal I od II00 je trag nekog ideala .7 od. N p ako i .samo ako je 
slijedeći uslov ispunjen:

(3.1) Лко je f  E I, te ako je F vanjska funkcija za koju je log \F*\ E LP{T), i ako 
je još f F  E H°°, ta,da je f F  E I.

U tom. slučaju, J  je jedinstven ideal od N p za koji je I = J f) H°° i osim. toga vrijedi 
J = I N p.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz teoreme 1 iz [Mor] koja se zapravo odnosi 
na proizvoljni prsten R tipa Nevanlinna-Smirnova. Preciznije, naša teorema je pre- 
formulacija navedene teoreme za prsten N p, s jedinom razlikom što je uslov F E R~l 
zamijenjen sa uslovom daje F vanjska funkcija za. koju je log |F*| E LP(T). To možemo 
učiniti imajući u vidu da. su takve vanjske funkcije upravo invertibilni elementi iz Np 
(vidj. lema 2.1, gl.3).

Posljedica 3.3. Pretpostavimo da. je I  ideal od 7/°° takav da. je zadovoljen uslov:
(3.2) /  € 7 povlači da unutrašnji faktor of f  ta.kodje pripada idealu 7.
Tada je I  trag nekog ideala J od N p i osim toga važi J = I N p.

Dokaz. Neposredno se provjerava, da iz uslova (3.2) slijedi uslov (3.1) iz prethodne 
teoreme, a samim tim i njeno tvrdjenje.

Komentar. Ostaje otvoreno pitanje da li je tačan obrat posljedice 3.3. Dok je 
analogno tvrdjenje tačno za klase Neva.nlinne i Smirnova ([Mor], posljedice 1 i 2), 
ovdje je odgovarajući problem zakomplikovan činjenicom da, postoje vanjske funkcije 
koje nisu invertibilni elementi od N p. Obrat posljedice 3.3 važi uz dodatni uslov o 
idealu 7, kao što pokazuje slijedeći rezultat.

Teorem a 3.4. Prost ideal P od Н°° čini trag nekog prostog ideala Q od. N p ako i 
samo ako P ne sadrži nijednu vanjsku funkciju F za koju je log |F*| E LP{T). Ukoliko 
je to slučaj, Q je jedinstven prost ideal od N p sa tim. svojstvom, i pri tome važi Q = P N P.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz ([Mor], teorema 3) i činjenice da su u prstenu 
Np invertibilni elementi upravo vanjske funkcije F  za koje važi log |F*| E 7/(7’).

Komentar. Na osnovu teoreme 2.1, svaki prost ideal od N p koji nije gust u N p 
jednak je skupu svih funkcija iz N p koje se poništavaju u nekoj fiksnoj tački od 77.

i h — F2, tada je g E H°°, pa je /  =  g /h  traženi prikaz funkcije / .  Time je dokaz
teoreme završen.
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Ideal J  prstena R, za koji je H°° C R  C N, naziva, se konačno gene.risa.nim ako 
postoje elementi / 1?. . . ,  f n Ç R. takvi da važi

9ifi ■ 9i €  л |  ■

Ako n može biti odabrano da bude jednako 1 , tada se J  naziva glavnim idealom.
Prsten R  naziva se koherentnim ako je presjek bilo koja dva konačno generisana 

ideala od R, i sam konačno generisan. Koristeći rezultat iz [MRj da je П°° koherentan 
prsten, u ([Mor], teorema 7) dokazana je ista tvrdnja za proizvoljni prsten tipa Nevanl- 
inna-Smirnova. Posebno, na osnovu teoreme 3.1 mi dobijamo slijedeći rezultat.

Teorem a 3.5. N p je koherentan prsten za svako p > 1.

J  =  ( A ,. . . ,/„ )  =
t=l

4.4. Svojstvo korone za algebre N p

Kažemo da komutativan prsten R sa jedinicom, čiji su elementi holomorfne funkcije 
na D, posjeduje svojstvo korone ako važi slijedeće tvrdjenje:

Ideal generisa.n sa Ç R jednak je R ako i samo ako postoji invertibilni
element /  od R  tako da je

71

i /M i < E  i/'(z)i (г e °)-
i =  1

Ta de fini čija je motivisana čuvenom teoremom o koroni Cariesona (npr. v i cl j . [Car], 
str. 324, ili [D2], str. 202), koja tvrdi da algebra H°° svih ograničenih holomorfnih 
funkcija na D ima. svojstvo korone. Mortini ([Mor], teorema. 4) ističe da je na. osnovu 
rezultata, Wo1fFa iz ([Gar], str. 329) la,ko pokazati da svaki prsten tipa Nevanlinna- 
Srnirnova, ima. svojstvo korone. Stoga, mi imamo slijedeći rezultat.

Teorem a 4.1. Algebra N p ima svojstvo korone.

Komentar. Kako su Nevanlinnina klasa i klasa Smirnova prsteni tipa Nevanlinna, 
Srnirnova, obje te algebre posjeduju svojstvo korone. U ([M], teorema 7) je konstruisana. 
podalgebra od N  koja sadrži N +, a koja ne posjeduje svojstvo korone.

Niz {z*} C D se naziva interpolacioni niz (za /:/°°) ako za svaki ograničen niz 
{taj;) kompleksnih brojeva, postoji funkcija /  iz H°° takva da je f(zk) = tu*, za svako 
k £ N. Interpolacioni Blaschkeov proizvod je Blaschkeov proizvod čije (proste) nule 
čine interpolaconi niz.

Slijedeće dvije teoreme su za,pravo generalizacija teorema 5 i 6 iz [Mor], respektivnp. 
Mi pratimo metode iz [Mor] za dokaze slijedećih teorema.

Teorem a 4.2. Neka je 0 < q < oo i neka je I  = (/i , . . . , / n) konačno generisan 
ideal od H°°. Pretpostavimo da ideal I  .sadrži, holomorfnu funkciju F na D koja nema
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nula u 1) i takvu da je log F  G Uq. Tada je

1г*12)и °8 (1/»(г*)1 + •• • + i/nOfc)i) i’ < oo.
f c=l

Dokaz. Neka su gu . . . , gn funkcije iz tf°° takve da je F  = ^ )L i /*£*• Tada postoji 
pozitivna konstanta (7i takva da je

П
|^ (г)| < Ci I f k(^)I za, svako 2 G 7T

/с=1

Stavimo 5 (2) = ^fc=t \ M Z)\ ’ pretpostavimo d a je  5(г) < C2 za svako 2 G D, gdje 
je C2 pozitivna konstanta . Koristeći činjenicu da je — |2̂ |) = C3 < 00, te
primjenjujući nejednakost (a + b)q < C^(aq + bq) za Сл =  2max('7’1)-1, a,b > 0, kao i 
glavnu interpolacionu teoremu za Hardyjevu klasu Hq (vidj. [D2], str. 149, teorema 
9.1; odnosno teorema 6.2, gl. б), redom dobijamo

OO

0  -  M 2)|i°g-S'(z*)r
k—\

= E (1 -  kl2) ( loe+ SM  + iog+

< EP- kl2)k ((iog+ s ( z k + (iog+ ̂ ) ’)
< С,(С2Г E (1 -  kl2) + Сл E (1 - kl2)(V jj—

00
< 2СзС4(с2)'+ ctE  0 - k l2)

i=l

Napomenimo da zadnja nejednakost < 00 upravo slijedi iz prethodno navedene inter- 
polacione teoreme. To daje željeni rezultat,.

Teorem a 4.3. Pretpostavimo da je I ideal od N p generisan sa. unutrašnjim funkci
jama ipi,. . .  ,ipni i pretpostavimo da /  sadrži interpolacioni Blaschkeov proizvod B sa 
nulama {z^} tako daje

OO

E 0  -  kl2) |]°g ( p i k ) l  + ■ ■ • к к ) 1)Г <
k=1

Tada važi I — N p.

log F( * k )
Cl < 00.
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Dokaz. Stavimo ck — ^ "=1 |<p;(.zj.)|2 za svako k. Koristeći nejednakost izmedju 
aritmetičke i geometrijske sredine dobijamo

E  1уФ * ) |)  /  П
^ Z  m**)i

\t=l
odakle neposredno slijedi

log o j < 2 t°g ( Z m **)!
. 1 =  1

+ log 77,.

Kombinujući gornju nejednakost sa nejednakošću (a + b)v < 2p~l (a.p 4- lf), a,b > Q, 
dobijamo

v \
I log o | p < 2»-1 2P log Z Мг*)1

. t=l
+ logp n .

Na osnovu gornje nejednakosti i pretpostavke teoreme, imamo

E ( >  - М 2 ) | 1 о 8 с* Г  <  2 * - '  E  (1  -  | « | 1 )
к=г k—\

los Z И2*)|
. 1 =  1

+ 2 > -(lo g > 'n )E (I - k | !) < ° ° .
k = \

Stoga, na osnovu teoreme Shapiroa i Shieldsa ([D2], str. 149, teorema 9.1; odnosno 
teorema 6.2, gl. 6), postoji funkcija g £ Uv takva daje  g(zk) = log ск za svako k £ N. 
Lako se provjeri (vidj. [St2], teorema 4.4) da je funkcija F = ехрg invertibilna u /Vp, 
kao i da važi F(zk) = ck za svako k £ N. Pošto je {z\t} interpolacioni niz, na osnovu 
Carlesonove teoreme ([D2], str. 149; odnosno teorema 6.1, gl. 6), znamo da postoje 
funkcije fi £ H°° (i =  1, . . . ,  n) takve da za svako i — 1, . .  ., n važi

/«•(**) = 4>i(zk) {к = 1,2, . . .) .

Primijetimo da funkcija F — pripada prostoru 7VP, kao i da važi
П n

F izh) -  *52 fi(zk)v>i(zk) = Ck -  Z 1<Р.(20 |2 =  o (k =  1 , 2 , . . . ) .
i=l i=l

Stoga, na osnovu kanonske faktorizacione teoreme 1.5 (b), gl. 1, postoji funkcija, h £ Np 
za koju vrijedi

П
F - Y , f i V i  = Bh.

t=l
To neposredno pokazuje da F  pripada idealu (<pi,. . . , cpn, B)  = 7. Kako je F  invertibi- 
lan element u N p, slijedi daje

I  — (<Pi, • • •, <Pn) =  N p.
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4.5. Ideali i homornorfizmi prstena F p (1 < p <  oo)

U ovom poglavlju dajemo karakterizaciju maksimalnih ideala i multiplikativnih li
nearnih funkcionala algebri Fv uvedenih u gl. 3. Napomenimo da na osnovu teoreme
1.4, gl. 3, prostor Fv u odnosu na familiju (polu)normi {||| • |||}PiC>0 definisanih kao

(5Л) III/IIIp.c = Jo ехр ^ (L _~rC)1/p)  M ( r J ) d r , /  e F ”,

gdje je M ( r J )  — maxp|<r |/(z ) |, čini Frechetovu algebru. Osim toga na osnovu teo
reme 2.7, gl. 3, Fp je sadržavajući Frechetov prostor prostora N p u smislu opisanom u 
pogl. 3.2.

Time je dokaz teoreme kompletiran.

Lema 5.1. Za svaku funkciju f  G Fp i za proizvoljno c > 0 važi

2c(5.2) l/M I  < (2/pc") «Р + Ц / с Г 'е х р  f

Dokaz. Za proizvoljno fiksno R < 1 imamo

11/15,c = f
J 0

(1 — r)1/? ||/||р ,с \г\ < r.

(5.3)

ехр

> / ехр
Jr

(1 -  r)'/p
M (г, / )  dr

ТГ^гуГ* ) M (r' / ) *

> М ( R J )/  м<р
' R

—с
(1 — г ) Ј/р

dr.

Lako se provjeri da funkcija t i-* f1+1/pe c'I/p (0 < t < oo), dostiže maksimum u tački 
t = ((p + 1 )/c)p, tj. da važi

odakle slijedi 

Odavde dobijamo
r-l

t i+Mpe-* '/p  <  ! ) / c e )P+ i  > 0  <  t <  o o ,

e- cp/Prl+1/p > (ce/(p +  !))p+i >/p

ехр
./н

—c
(1  — г ) ] /р

dr =

>

-ct' ,pt~2dt t 1 . r =  1

pcp /  e 4 P+1
2 Vr + 1

1 — г

-2ci‘/p\  '

1 -  Ii

dt

pcp (  e 4 P+1
2 Vp +1

e С-л),/р.
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Koristeći zadnju relaciju i (5.3) neposredno dobijamo

1/(01 < < (2/ р О ( ( р + 1) /е ) '+ ,« р  ( (1 _2L , )  l l / I U  10 < rt,

što i predstavlja relaciju (5.1) naše leme.

Lem a 5.2. ([1], str. 14, primjer 1). Ako kompleksan broj X nc pripada, jediničnom 
krupu D, tad,a, funkcija. 1/(2 — A) pripada, svakom, prostoru N p (1 < p < oo).

Kao u prvom poglavlju ove glave, za proizvoljnu ta.čku X £ D definiširno funkcional 
7л na prostoru F p kao

7 a( / )  =  / (A ) ,  / 6 R

Očito je 7д multiplikativan linearan funkcional na Fr. Na osnovu (5.2) iz leme 5.1, 
vidimo da je 7д neprekidan funkcional u odnosu na topologiju od F p odredjenu fami
lijom (polu)normi {|| • ||p,c}c>o- 

Za svako Л G D, definiširno

M x = { f t F p : / ( A) = 0}.
Slijedeća tri rezultata su potpuno analogna teoremama 1.1, 1.2 i posljedici 2.7, re- 

spektivno.

Teorem a 5.3. Л4д je zatvoren maksimalan ideal od F p za svako X G D.

Dokaz. Pošto je Л4,\ jezgra neprekidnog rnultiplika.tivnog linearnog funkcionala na 
Fp, slijedi da je Л4\ zatvoren maksimalan ideal od Fp.

Slijedeći rezultat karakteriše multiplikativne linearne funkcionale na F p.

Teorem a 5.4. Ako je 7 netrivijalan multiplika.ti.van linearan funkcional na Fp, 
tada. postoji X G D tako da je 7( /)  = f(X) za svako f  G F p, te je stoga. 7 neprekidno 
preslikavanje.

Dokaz. Stavimo Л =  7(г). Tada je 7(2 — A) = 0. Ako pretpostavimo da je A ^  D , 
tada je na osnovu leme 5.2 1 /(2 — A) 6 N p C F p, odakle vidimo da je 2 — A invertibilan 
element u F p. Ostatak dokaza je potpuno isti kao dokaz teoreme 1.2 i zbog toga ga 
izostavljamo.

Komentar. Von Renteln u radu ([Re], teorema 4.1) dokazuje tvrdjenje teoreme 5.4 
za šire klase funkcija holomorfnih u jediničnom krugu D i primjećuje da u takve klase 
spadaju algebre ДО, K+ i /V. Lako se provjeri da ista činjenica važi i za sve algebre 
N p i F p (1 <  p  <  00).

Teorem a 5.5. Neka je M  zatvoren maksimalan ideal od. F p. Tada postoji X G D 
takvo da. je Л4 = Л4\.
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Dokaz. Stavimo X  = Fp/ M .  Tada. je u smislu Arensa [A] X  kompletna metri- 
zabilna, separabilna, konveksna kompleksna topološka algebra s dijeljenjem. Stoga je 
na osnovu [A], X  = C. Zato postoji multiplikativan linearan funkcional 7 na Fp za 
koji je M  =  ker7. Na osnovu teoreme 5.4, M  = M \  za neko Л £ D, što dokazuje našu 
tvrdnju.

Da bismo dali karakteri zaci ju maksimalnih ideala algebri F p u odnosu na lopologiju 
ravnomjerne konvergencije na kom.pak.iima. od D neophodna nam je lema. 10 iz C[Y8], 
str. 41) koja se odnosi na topološke algebre koje ovdje opisujemo.

Neka je A topološka algebra na.d poljem C, koja je lokalno konveksna i komutativna 
i s jedinicom 1. Topologiju na A definišemo pomoću prebrojive familije polunormi 
(II • llajoes {S = N  ili je S  konačan podskup od N) za koju važi ||1||0 = 1 i

(5.4) ЦабЦа < ||«|U||6|U za svako a,,b£ A, a £ S.

Za a £ S  stavimo Ea = {a £ A : ||o||0 = 0). Ea je očito ideal algebre A. Za svako 
a £ A definišimo klasu a kao skup a. = a + Ea £ A /E a. Tada je količnički prostor 
A/En normiran prostor sa pridruženom normom ||п||а = ||а||а , a £ S. Na osnovu (5.4) 
imamo

(5.4') ||п6||с < ||5,||„||6||а za svako a.,b £ A /E a , a £ S.

Kompletiranje (upotpunjenje) prostora А/Е„ u odnosu na normu || • ||„ označimo sa 
A*. Tada važi slijedeća lema.

Lema 5.6. ([Y8], str. 41, lema 10). Neka je A prethodno opisana, algebra.. Tada 
za svako f  £ A, postoji kompleksan broj А/ koji zavisi od. f  tako d,a \ j  — f  = (Aj\  — f) 
nije invertibilan element u algebri. A.

Slijedeća karakter i zaci ja zatvorenih maksimalnih ideala od F p je dobijena po analogi
ji sa teoremom Iguse iz [I].

Teorem a 5.7. Neka je A4 maksimalan ideal algebre F p. Tada su slijedeća tvrd- 
jenja 0 idealu Л4 ekvivalentna.

(i) Л4 je zatvoren ideal u odnosu na, topologiju ravnomjerne konvergencije na 
kompa.k,t.im.a od D.

(ii) F p/ M  “  C.
(iii) Postoji A £ D takvo da je M. = Л4д.
(iv) Л4 je za,tvoren ideal od, Fp u odnosu na topologiju indukovanu pripadnom 

familijom polunormi {||| - |||PiC}c>o definisanih pomoću (3.1).

Dokaz. (i)=>(ii) Očigledno važi F p/ ЛЛ 3 C. Za svako /  £ Fp označimo

[/] — /  + M  £ F pI M.

U prostoru Fp/ M  uvodimo familiju polunormi {|| • ||r} (0 < r < 1) kao što slijedi: 

ll[/]|lr = inf(m ax \f(z) + h(z)|), 0 < г < 1.п£Л4 |2|=r
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Tada se lako provjeri da važi

I M I r  <  l i m i l r l l l f f l l l r ,  o < r < ı .

Na osnovu leme 5.6, za svaki element [/] G Fp/ M  postoji Л G C tako da Л -  [/] 
nije invertibilan element u F p/ M .  Zbog maksimalnosti ideala M  zaključujemo da je 
Fp/ M. polje, pa stoga A — /  mora. pripada.ti idealu Л4, odnosno Л G [/]• Dakle, važi

F p/ M  “  C.

(ii)=>(iii) Označimo sa zo. klasu [z] G Fp/ M .  
zo G Đ.

Za svako /  G Fp imamo

Tada je z — z0 G Ad, odakle slijedi

f { z ) ~  f { Zo) = ^(z)(z -  Z0).

Lako se vidi da je A(z) G F p, i stoga je f ( z)  — f ( z 0) G M .  Dakle, ako je f ( z)  G M ,  
tada je i f ( z 0) G Л4, odnosno f ( z Q) = 0. To znači da je M. = A4Zo.

(iii)=^(i) Ta inkluzija neposredno slijedi iz teoreme Hurwitza.
(iii) =^(iv) Ova implikacija direktno slijedi iz teoreme 5.3.
(iv) =>(iii) Neposredno slijedi iz teoreme 5.5. Time je teorema dokazana.

4.6. Homomorfizrni algebri F p

Neka je ip : D —» D holomorfna funkcija na D i neka Hol(D) označava klasu 
svih holomorfnih na D funkcija. Za neku podklasu U Ç Hol(D) definišimo operator 
Cv : / /  -a Hol(D) kao

(6.1) C7v(/)(*) = /(v (* )) , г e D, f  G II.

Cv(f)  se uobičajeno naziva kompozicioni operator sa, klase II u prostor Hol(D).  Od 
posebnog su interesa, izučavanja kompozicionih operatora na vektorskim prostorima 
funkcija II na kojima su oni zatvorena i neprekidna preslikavanja. Takvi su npr. 
Hardyjevi prostori H p (0 < p < oo) (vidj. [D2]), prostor Smirnova /V+ i njegov
Frechetov omotač F+ (vidj. [R.S2]), kao i klase N p (1 < p < oo) (vidj. [Moc] i [KC]). 
Formulacija slijedeće teoreme koja se odnosi na. kompozicioni operator na algebrama, 
Fp (1 < p < oo) je motivisana, rezultatom iz [Moc], koji nam je ujedno i neophodan u 
njenom dokazu.

T eorem a 6.1. ([Moc], teorema. 1). Važe slijedeća tvrdjenja.
(i) Neka, je : D —► D holom.orfno preslikavanje. Лко su q i p realni brojevi takvi 

da je q > p > 1, tada linearan operator Сџ, '■ N q —* N p definisan sa (6.1) predstavlja 
neprekidan homomorfizam algebre N q u N p.

(ii) Pretpostavimo daje p : N q —> N p netrivijalan homom,orJiza.m algebri. Tada 
postoji holomorfna funkcija ip : D —* D takva daje rj(f) = Cv(f) za svako f  G N q. 
Dakle, ako je q > p, tada je p neprekidan operator.
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(iii) Pretpostavimo da je g : N q —> N p epim,orfizam algebri (tj. surjeklivni ho
momorfizam na N p). Tada je p =  q i g je izomorfizam. Osim, toga., preslikavanje
'Р • D + D odredjeno sa g je konform.no preslikavanje kruga D i važi g~y = Cv- i .

Slijedeća teorema je analogon prethodne teoreme za klase F v.

Teorem a 6.2. Važe slijedeća tvrd,jenja.
(i) Neka je ip : D —+ D holom,orfno preslikavanje. Ako su q i p realni brojevi 

takvi da. je q > p > 1, tada operator Сф : Fq —> F v definisan sa (6.1) predstavlja 
neprekidan hom.om,orfizam algebre F 4 u F v.

(ii) Pretpostavimo da je т) : F p —» F p netrivijalan homomorfizam algebre Fp.
Tada postoji holomorfna funkcija ip : D —* D takva da je т?(/) =  Cv(f) za svako
f  £ Fp. Dakle, operator g je neprekidan.

(iii) Pretpostavimo da je g : Fp —> F p end.omorfi.zam algebre Fp (tj. surjek
livni, hom,om,orfi.zam. na F p). Tada je g au.tomorfi.zam od. F p. Osim toga, preslikavanje 
ip : D —> D odredjeno sa rj je konform.no preslikavanje, kruga. D i. važi g~y — Cv- 1.

Dokaz, (i) Kako je za q > p > 1 F q C Fp i na osnovu (5.1) | | | / | | |p,c < | | | / | | | , tC za 
svako /  £ F 4 i za svako c > 0, dovoljno je tvrdjenje (i) dokazati za slučaj q = p. Za dati 
kompozicioni operator Сф : F p —> IIol(D) razmotrimo njegovu restrikciju g — Сф\^г na 
Np. Na osnovu tvrdjenja (i) teoreme 6.1 77 je neprekidan linearan operator sa N p u N p. 
Neka kao u pogl. 3.4 ovog rada (Np)* i (Fp)* označa/vaju prostore neprekidnih linearnih 
funkcionala redom na prostorima. N p i Fp sa. pripadnim topologijama ravnomjernih, 
konvergencija na slabo ograničenim pod,skupovima od N p i F v. Na. osnovu teoreme 4.4, 
gl. 3 važi ( Np)* = (F p)* u skupovnom i topološkom smislu. Definišimo adjungova.no 
preslikavanje g* : (7VP)* —> (7VP)* kao kompoziciju g*(j) = 70^, 7 ç (7VP)*. Tada je ?/* 
neprekidno preslikavanje sa ( NPY  u (7VP)*, a samim tim i sa, (FPY u (F p)*. Pošto je na 
osnovu teoreme 4.5, gl. 3 F p refleksivan prostor, to je drugo adjungovano preslikavanje 
g** od g neprekidno sa F p u Fv. Neka je /  Ç F p proizvoljno. Kako je na osnovu 
teoreme 1.5 (a), gl. 3 N p gust podskup od F p, to postoji niz {/„} iz N p takav da 
fn -» /  U F p. Otuda slijedi i;**(/„) -* g**{f) i g**(fn)(z) —> g**(f)(z) za svako z £ D. 
Kako je ij(fp — g = Cv , dobijamo

V**{f)(z ) = fn W( z )) = f ( T İ z )) za svako z £ D.
П — К Х )

Otuda zaključujemo da je  Cv neprekidan linearan operator sa Fp u F p, čime je tvrd
jenje (i) dokazano.

(ii) Neka je g : Fp —> F p netrivijalan homomorfizam algebre Fv. Stavimo ip = g(z), 
tj. <p(0 = v(z)(0,  ( € D. Za Л e D, definišimo 7( /)  = g(f){\) ,  f  £ Fp. Kako je 
očito 7 multiplikativan linearan funkciona.1 na F p, na osnovu teoreme 5.4 zakjučujemo 
da postoji (3 £ D tako daje  g(f)( A) = f (P)  za svako /  £ F p. Posebno, za f ( z)  = z do
bijamo јЗ = g(z)(X) = <̂ (̂ )- Dakle, za svako Л £ D je «^(^) G D i za svako /  £ Fp važi 
?/(/)(Л) = /((р(Л)). Stoga, je ф : D —* D holomorfno preslikavanje i važi g{f) = С^(/) 
za svako /  £ Fp.

(iii) Na osnovu tvrdjenja (ii) naše teoreme, g = Cv za neku holomorfnu funkciju 
ц> : D —> D. Kako je g surjektivno, <p ne može identički biti jednako konstanti. Dakle,
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4>{D) je otvoren otvoren podskup od D, i stoga je Cv hijekcija nad D. Zato postoji 7/~'. 
Kako je očito ту-1 i homomorfizam prstena F p, opet na osnovu tvrdjenja (ii) naše teo
reme slijedi daje  т/-1 =  Cç za neku holomorfnu funkciju (  : D —> D . Tada je za svako 
2 £ D , z — Сц, o C((z) = Cvoi;(z) = (</7 0 ()(z). Slično dobijamo (( o <p){z) = z. Stoga 
je V3 konformni automorfizam kruga D i vrijedi = £, čime je tvrdjenje dokazano.

Komentar. Dok dokaz tvrdjenja (i) gornje teoreme koristi metode funkcionalne 
analize, ista se tvrdjenje može dokazati i direkto koristeći sredstva klasične analize i 
svojstva prostora F p.
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5. APROKSIMATIVNE TEOREME ZA KLASE N ”



5. Aproksimativne teoreme za klase N p

U ovoj glavi dajemo 7Vp-verzije poznatih aproksimativnih teorema koje se odnose 
na Hardyjeve prostore. Ti rezultati su motivisani činjenicama da prostori N p imaju 
dosta sličnih svojstava sa prostorima Н ч (0 < q < oo) koje se inače koriste u dokazima 
odgovarajućih teorema. To su posebno rmutrašnjo-vanjska faktorizacija za funkcije pri- 
padnih klasa, gustoća polinoma i kompletnost prostora II4 i N p. Činjenica da prostori 
N p nisu Banachovi, niti p-Ba.nn.chovi, onemogućava primjenu istih / / 7-tehnika u dokaz
ima odgovarajućih teorema za. te prostore. Zapravo, odsustva, svojstava homogenosti 
i ^-homogenosti pripadnih (kvazi)normi prostora. N p komplikuju te dokaze. S druge 
strane, činjenica da su klase N p algebre u kojima je množenje neprekidna, operacija 
je u biti dovoljna zamjena za. odsustvo navedenih svojstava pri dokazu glavnih rezul
tata. To se posebno odnosi na. N p-varijantu Beurlingove teoreme koju dajemo u prvom 
poglavlju, kao i logaritamski analogon Szegöove teoreme koji dajemo u petom poglavlju. 
Istaknimo da dokaz prve teoreme bitno koristi rezultat N. Mochizukija iz [Moc] koji 
karaktcriše vanjske funkcije iz N p pomoću pojma aproksimativnog inverza. Posljedica 
1.8 Лгр-varijante Beurlingove teorem,e tvrdi da. se skup slabo invertibilnih elemenata od 
N p sastoji upravo od svih vanjskih funkcija pripadnih prostora.. U slijedećem poglavlju 
dajemo opis invarijantnih goi'prostora od N p. Preciznije, dokazujemo da. je svaki in- 
varijantan potprostor od N p za.pravo njegov glavni ideal generisan nekom unutrašnjom 
funkcijom. U slijedećem poglavlju dajemo za takve ideale dva. kriterijuma da oni budu 
slabo gusti u pripadnom prostoru N p. U vezi s tim, u četvrtom poglavlju dajemo karak- 
terizaciju zatvorenih ideala, koji su slabo gusti u N p. Pokazujemo da. su to glavni ide
ali generisani singularnim unutrašnjim funkcijama, čije pridružene mjere imaju modul 
neprekidnosti jednak o (hSp~lPp\ . Ta karakteri zaci ja, za neposrednu posljedicu daje 
široku klasu F-prostora. sa trivijalnim dualom.

Na aproksimativnoj verziji fVp-varijante Beurlingove teoreme bazira se dokaz teo
reme 5.2 iz petog poglavlja koja. predstavlja logaritamski analogon Szegöove teoreme. 
Ta teorema (respektivno Szegöova teorema) zapravo daje eksplicitni izraz za infunum 
"težinskih” 7Vp-normi (respektivno IIP-normi) uzetog nad prostorom svih (analitičkih) 
polinoma P sa konstantnim članom jednakim 1. Kao posljedicu te teoreme, u posljed
njem poglavlju dajemo neophodne i dovoljne uslove da. težinske metrike du budu ekvi
valentne sa polaznom metrikom dp na prostoru N p.
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5.1. Beurlingova teorema za klase N p

Označimo sa V  skup svih polinoma sa kompleksnim koeficijentima. Neka T  označa
va topološki prostor čiji su elementi funkcije /  holomorfne u jediničnom krugu D kom
pleksne ravni. Pretpostavimo da je 1 6 T  i da iz f  £ T  slijedi da je i P f  £ T  
za svaki polinom P  £ V. Za funkciju /  0 T  označimo sa c\(Vf)  zatvorenje skupa 
V f  := { P f  : P G V } u odnosu na topologiju prostora T.

Kažemo daje funkcija /  £ T  slabo invertibilan elem.ent ili ciklički elemeni od T  ako 
postoji niz polinoma {Pn} takav da važi Pnf  —* 1 kada n —> oo u odnosu na topologiju 
prostora T . Ta definicija je motivisana čuvenom Beurlingovom teoremom o polinomi- 
jalnoj aproksimaciji u prostorima Hardyja Hp (0 < p < oo). Dokaz te teoreme pripada 
Beurlingu (vidj. [B]) za slučaj Hilbertovog prostora. / / 2, a za slučaj p > 0 Srinivasanu 
i Wangu (vidj. [Ko]). Napomenimo da se na osnovu teoreme 1.5 (a.), gl. 1, svaka 
funkcija /  £ N + može faktorisati kao

0-1) f ( z ) = B ( z ) S ( z ) F ( z )  =  I , ( z ) F ( z ) ,

gdje je B{z) Blaschkeov proizvod u odnosu na nule od f (z) ,  S ( z ) je singularna u- 
nutrašnja funkcija, a F(z)  vanjska funkcija, t.j.

S(z)  = ехр I  H(z,  ег‘) d/i(t) 

pri čemu je //(г ,е '{) = (e,( + z)(etl — z)_1, a џ pozitivna singularna Borelova mjera ria
T  i

F(z) = Лехр ^  P \z i Pl) log |/*(el()| ,

gdje je IЛI = 1, /*{сн) = limr^ı f ( rel°) skoro svuda na T, l.og|/*| i (log+ |/* |)p pri
padaju prostoru Ll (T).

Obrnuto, svaki takav proizvod B(z)S(z)F(z)  pripada prostoru Smirnova N +. Ako 
je pri tome (log+ |/* |)P € L1(T), tada je /  6 N p. Ukoliko je |/* |p G L ](7’), tada je
/  € IP.

Po Beurlingovoj terminologiji funkciju Ij(z) = B(z)S(z)  nazivamo unutrašnjom, a 
funkciju F(z) vanjskom.

Teorema 1.1. (Beurling [Ko], gl. 4, pogl. 3). Neka je 0 < p < oo i f  £ IP  bilo 
koja funkcija s pripadnom faktorizacijom f (z)  = Ij{z)F(z) opisanom sa (1.1). Tada 
važi cl( Vf )  = IjTP. Da.kle, skup svih slabo invertibilnih elemenata u prostoru IP  sas
toji se upravo od, svih vanjskih funkcija.

Radi jednostavnosti, u cijeloj ovoj glavi najčešće ćemo pisati N ' umjesto Лг+. U 
skladu s tim oznakama, napomenimo da na osnovu teorema 5.1 i 5.2, gl. 1, u odnosu 
na metriku dp defmisanom na N p (1 < p < oo) kao

/ r 2ir 7Л \ 1 /р
M M = [ J  (log (I + |/*(e'e) -  sr*(c’đ)|))P “ )  .
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N p obrazuje F-algebru. Osim toga, za svako f  £ N v važi
(.2.1)

Г2п flO
( c/p ( / , 0 ) ) p  = lim / (log(l + \f{rel0)\)Y —  = sup / (log(l + |/(гог<?|))'’ 

r—>1 Vo Z7T 0<г<1 J0
r/0
2тт

U prostoru N l (= yv+) su na osnovu gornje fa.ktorizacije invertibilni elementi upravo sve 
vanjske funkcije, dok na, osnovu faktori za,cione teoreme 1.5 (b) za klase N v (1 < p < oo) 
vidimo da to ne mora biti slučaj za te prostore. Slijedeći rezultat Mochizukija daje 
karakteri zaci ju vanjskih funkcija, u smislu aproksimativnog inverza. Neka. je /  £ /Vp 
(1 < p < oo). Лко postoji niz {/„} C N p takav da f nf  —> 1 u prostoru N p, tada ćemo 
{/„} zvati aproksimativnim, inverzom funkcije / .  Tada, važi slijedeći rezultat.

Teorema 1.2. ([Moc], teorema, 2). Neka je f  £ N p (1 < p < oo). Tada je f  
va.njska funkcija ako i samo ako f  ima. aproksimativni inverz.

Sada smo u mogućnosti da dokažemo /Vp-ana,logon Beurlingove teoreme 5.1 za pro
store Np.

Teorema 1.3. (Beurlingova teorema za, klase N p). Neka je 1 < p <  oo i f  £ N p sa 
faktor izaćijom f  =  B S F  — JjF  opisanom sa (1.1). Tada važi. cl (Vf )  = B S F  = t j l l p. 
Preciznije, skup B S N P = JjNp = { îp : g £ N p} čini zatvorenje skupa. V f  u N p u 
odnosu, na. topologiju od N p odrcdjenu pripadnom m.ctrik.om, d,p.

Dokaz. Stavimo / r(z) = f (rz)  za 0 < r < 1. Tada na, osnovu leme 4.1, gl. 2, f r —> /  
u prostoru N p kada r —> . Odatle i iz činjenice da se f r može na osnovu Rungeove
teoreme ravnomjerno aproksimirati polinomima na, zatvorenom krugu D : | г| < 1, 
neposredno slijedi da skup svih polinoma, V  čini gust podskup od N p (vidj. teorema
5.4, gl. 1).

Uzmimo g Ç c\{Vf).  To znači da postoji niz {Pn} polinoma takav da Pnf  —> q 
u N p kada n —* oo. Kako je na, osnovu teoreme 1.4, gl. 1, |/*(e,0)| = 1 skoro svuda 
na, T, slijedi da je dp(PnF, PkF) — dp(Pnf , Pkf) —> 0 kada n, к —> oo. Prema tome, 
zbog kompletnosti prostora N p, PnF konvergira, ka nekoj funkciji h £ N p. Dakle, zbog 
neprekidnosti množenja u N p, vidimo da. je PnF I —» h l  u N p kada n. oo. Stoga 
funkcija g = h l  pripa.da prostoru I N p, odakle slijedi cl (Vf )  Ç I N P. Obrat no, pret
postavimo da je g £ I N P, pa, uzmimo g = h l za neko h. £ N p. Ako je p > 1, na 
osnovu teoreme 1.2 postoji niz {/„} C N p takav da f nF —> 1 u N p. Ako je p — 1, 
stavimo /„ = 1 /F  £ Т/+ za svako n £ N. Zatim odaberimo dva niza {Л„} i {Q„} 
polinoma, iz V  ta,ko da. R.n — /„ —> 0 i Qn —> h u /Vp kada n —> oo. Opet na osnovu 
neprekidnosti množenja u N p slijedi da RnF —> 1 i R nQnf  = RnQnR l —* hJ u N p 
kada n —> oo. To pokazuje da g pripada, skupu c\(Vf),  što povlači J N p Ç cl (Vf) .  
Stoga je I N p = c\(V / ) ,  čime je teorema dokazana..

Za bilo koju funkciju /  £ N p, označimo sa, V[f] zatvorenje vektorskog potprostora. 
od N p generisanog funkcijama znf ( z ), n = 0 ,1 ,2 ,....
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Teorem a 1.4. Za svako 1 < p < oo važi V[f] — c\ (Vf ) .  Dakle, skup V[f) sastoji 
se od svih funkcija iz N p koje se mogu aprok.simira.ti poli.nomija.lnim višekratnicima od 
/•

Dokaz. Očito je V[f] Ç c\(fP/ ) . S druge strane, kako je V[f] vektorski prostor, važi 
V f  Ç V[f], odnosno zbog zatvorenosti od V[f], imamo c\(V f )  Ç V[f]. To dokazuje 
tvrdjenje teoreme.

Za unutrašnju funkciju /1 s pridruženom singularnom mjerom //(/,) kažemo da je 
djclilac druge unutrašnje funkcije 72 sa pridruženom singularnom mjerom //,(/.) ako 
je funkcija / 2//1 takodje unutrašnja funkcija. Na osnovu jedinstvenosti faktorizacija 
unutrašnjih funkcija, to je očito slučaj ako i samo ako je svaka, nula od 71 ujedno i 
nula od 72 (sa istom ili većom kratnošću) i osim toga mjera ;/(/) — /у.(7) je pozitivna. 
Koristeći navedene oznake i pojmove dobijamo dvije neposredne posljedice teoreme 1.3.

P osljedica  1.5. Za svaku, funkciju f  £ N p s pridruženim, unutrašnjim, faktorom Ij 
važi V[f] = V[Ij]. Ako važi V[Jj] ~ V[Iq) za neke dvije funkcije f,g  £ N v, tada je
h  = J,-

Dokaz. Prvo tvrdjenje neposredno slijedi iz teorema 1.3 i 1.4 Ako važi V[Ij] = V[lq\, 
tada opet na osnovu teorema. 1.3 i 1.4 slijedi I j N p =  dgN p. Odavde, na osnovu jedin
stvenosti faktori zaci je za. klase N p, zaključujemo daje  Ij  = Tg.

Posljedica 1.6. Neka je 1 < p < 0 0  i neka su f ,g  £ N p funkcije sa. unutrašnjim 
faktorima Ij i Ig, respektivno. Tada je g £ V[f] ako i sa.m,o ako je Ij djclilac od. 7r;.

Dokaz. Jz pretpostavke g £ V[f] i na osnovu teorema 1.3 i 1.4 dobijamo g £ 
cl(P/) =  I ]HP, odakle slijedi da postoji funkcija h £ N p takva da. važi g = Ijh. 
Stavimo h = 7/t77 i g — IgG, gdje su U i G redom vanjski faktori funkcija h i g. 
Odavde slijedi da je IgG = I j h 77. Na, osnovu jedinstvenosti faktorizacije dobijamo 
Ig — I j h ,  odakle vidimo da je 7j djelilac od Ig. Obrnuto, neka su f , g  £ N p tako da 
je Ij  djelilac od Ig. To znači da. postoji unutrašnja, funkcija. /  takva da. je 1 q = I j J . 
Stavimo g = IgG, gdje je G vanjski faktor od g. Tada je g = I j IG,  pa na osnovu 
teoreme 1.3 vidimo da g pripada skupu cl (Vf) ,  odnosno skupu V[f\.  Time je tvrdjenje 
dokazano.

Posljedica 1.7. Neka. je 1 < p < 00. Tada. za. svaku unutrašnju fu.nk.ciju I važi. 
V[T] = I N p.

Dokaz. Tvrdjenje neposredno slijedi iz teoreme 1.3 i posljedice 1.5.

Posljedica 1.8. Funkcija, f  £ N p je slabo invertibilan (ciklički) element od N p 
ako i. samo ako je f  vanjska funkcija. Drugim riječima, glavni ideal f  N p generisan sa 
f  £ N p je gust u N p ako i samo ako je f  vanjska funkcija.



Dokaz. Neposredno slijedi iz teoreme 1.3 i jedinstvenosti faktorizacije za funkcije 
iz klase N p.

5.2 Invarijantni potprostori prostora N p

Neka S  označava, operator množenja sa z na prostoru N p (1 < p < oo), tj.

(Sf )(z)  = zf{z),  f £ N p, z £ D .

Operator S  naziva se desni šift ili unilateralni šift. Naziv potiče iz razloga što taj 
šift pomjera za jedno mjesto udesno Taylorove koeficijente funkcije / .  Za zatvoren 
potprostor E  od N p se kaže daje invarijantan (u odnosu na S ) ako iz /  G E  slijedi daje 
z f ( z ) 0 E,  tj. ako važi zE  C E.  Beurlingova teoremao invarijantnim potprostorima za 
Hardyjeve prostore H p (0 < p < oo) (vidj. [Gam], str. 132) tvrdi da svaki invarijantan 
potprostor od H p ima oblik I H P, gdje je I  unutrašnja funkcija. Dakle, postoji uzajamno 
jednoznačna korespodencija izmedju unutrašnjih funkcija i invarijantnih potprostora od 
Hp. Koristeći taj rezultat, u ([RS1], teorema 2) je dokazan analogan rezultat za klasu 
Smirnova 7V+. Odgovarajući rezultat za prostore N p (1 < p < oo) će neposredno biti 
dobijen iz slijedećeg rezultata Mochizukija i naredne leme.

Za funkciju /  G N p označimo sa f  N p glavni ideal generisan sa / ,  tj.

f N p = { f g :  g e N p}.

Teorem a 2.1. ([Moc], teorema 4). Neka je Л4 zatvoren ideal od N p koji nije
identički jednak nuli. Tada postoji jedinstvena (modulo konstanta) unutrašnja funkcija 
I takva da je Л4 = I N p.

Lema 2.2. Zatvoren potprostor E  od N p je invarijantan ako i samo ako je on ideal.

Dokaz. Neka je V E  — { P f : P G V , f  G N p}. Ako je zatvoren potprostor E
ujedno ideal, tada očito iz /  G E slijedi da je zf (z)  G E , tj. važi zE  C E.  Dakle, E 
je invarijantan potprostor od N p. Obratno, pretpostavimo da je E  invarijantan pot
prostor od N p. Uzmimo proizvoljne /  G N p i g G E. Pošto su na osnovu teoreme 5.3,
gl. 1, polinomi gusti u N p, to postoji niz polinoma {Pn} C V  takav da Pn —> f  u N p.
Odatle i iz neprekidnosti množenja u N p, slijedi Png —yf g  u N p. Dakle, f g  G c\(VE), 
što zbog invarijantnosti od E  daje fg  G E. Stoga je E ideal od N p, čime je dokaz leme 
završen.

T eorem a 2.3. Svaki invarijantan potprostor E od N p ima oblik E — 1 N p za neku 
unutrašnju funkciju 7. Obrnuto, za bilo koju unutrašnju funkciju I, skup IN p čini in
varijantan potprostor prostora N p.

D&kae, Prvi dio tvfjunjft slijedi neposredno ie teoreme 2.1 i lemu 2.2. S druge strano, 
ako je I  unutrašnja funkcija, budući da je na osnovu teoreme 1,4, gl, l, |/*(е1(9)| -T  
skoro svuda na T, dobijamo dp(l f ,0)  = dp(f,Q) za svako /  G N p. Dakle, množenje sa
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I je izometrija prostora N p, te je stoga JN p zatvoren ideal od N p. Odatle i na osnovu 
leme 2.2, zaključujemo da. je IN p invarijantan potprostor od N v.

Napomenimo da se slaba topologija u prostoru N p uvodi na uobičajen način. Za 
bazu okoline nule u N p uzimaju se svi mogući skupovi oblika

В(Фи. ■ ■ ,фп\е) =  { / e N p : \фг{Ј)\ < e, i =

gdje su n £ N  i e > 0 proizvoljni, a. ф\, . . . ,фп £ (/Vp)* bilo koji neprekidni lin
earni funkcionali na prostoru N p. Za. proizvoljan podskup E od 7VP, označimo sa [/£] 
zatvorenje od E u N p, a sa [E]w zatvorenje od E u odnosu na slabu topologiju od E'p. 
Lako se pokazuje da je slaba topologija slabija od inicijalne topologije indukovane na 
Np metrikom dp i da je [E\w zatvoren podskup od N p. Osim toga, kako na osnovu 
posljedice 4.6, gl. 2, N p ima separativno svojstvo (razdvajajući dual), slaba topologija 
na N p je lokalno konveksna i takodje HausdorfFova (vidj. [DRS], str. 58).

Za vektorske prostore (još uopštenije za konveksne podskupove od N p) postoji druga 
ekvivalentna karakterizacija slabog zatvorenjakoju ćemo mi ovdje koristiti (vidj. [DRS], 
str. 54). Slaba topologija na N p je lokalno konveksna i na osnovu ([KN], str. 154, 
posljedica 17.3) linearan funkcional na N p je slabo neprekidan ako i samo ako je on 
neprekidan u odnosu na metričku topologija. na N p datu metrikom d.v. Stoga se [Е]ш 
sastoji od svih funkcija /  £ N p koje ne mogu biti razdvojene od E  nijednim linearnim 
funkcionalom iz (topološkog duala) (/Vp)*. Naime, na osnovu ([KN], str. 154, tvrdjenje 
17.1) u svakom lokalno konveksnom topološkom vektorskom prostoru konveksan skup 
E je zatvoren a,ko i samo ako je slabo zatvoren, ili ekvivalentno, ako i samo ako svaka 
lačka koja mu ne pripada može biti razdvojena od toga skupa pomoću nekog linearnog 
funkcionala. U slučaju daje  E  vektorski potprostor, to znači: /  £ [Е]ш ako i samo ako 
Је Ф(1) — 0 za svaki funkcional ф £ E L, gdje je E L skup svih funkcionala ф £ (Л,р)” 
koji se anuliraju na E. Otuda neposredno dobijamo slijedeći rezultat.

Lem a 2.4. Zatvoren potprostor od N p ima separativno svojstvo a.ko i samo ako je 
slabo zatvoren.

Lem a 2.5. Za svaku, unutrašnju funkciju I, slabo zatvorenje invarijantnog potpros- 
tora I N p je takodje invarijantan potprostor.

Dokaz. Pretpostavimo /  £ [INp]w i ф £ (//Vp)-L. Potrebno je dokazati da funkcija 
z f ( z ) pripa,da slabom zatvorenju od I N P, tj. d a je  f ( z f )  = 0. Definišimo linearan 
funkcional ф\ na N p kao

* i( /)  = *(*/), / е ^ р-
Kako je ф\(Јд) =  ф(Јzg) — 0 za svako g £ N p, vidimo da je фг £ (7N P)L. Otuda 
slijedi da je ф\{Ј) = 0, odnosno ф(г/) = 0, što je i trebalo dokazati.

Teorem a 2.6. Neka je 1 < p < oo. Za. svaku unutrašnju funkciju. I postoji 
jednoznačno odredjena unutrašnja funkcija 1Ш za koju važi

[1NP1  = L N p.
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Osim toga, J — I / Iw je ta,kod,je unutrašnja, funkcija.

Dokaz. Na osnovu leme 2.5, [INF]W je invarijantan potprostor za bilo koju u- 
nutrašnju funkciju /. Otuda, i iz teoreme 2.3 slijedi da postoji unutrašnja, funkcija Iш 
takva da važi

(2.1) [INV}W = Ju,Np.

Jednoznačnost pripadne funkcije Тш slijedi neposredno iz jedinstvenosti faktorizacije za. 
klasu N p. Konačno, uzimajući u obzir da je sla.ba topologija sla.bija od inicijalne na l\rp, 
dobijamo IN p = [INp] Ç [1 N p]w, što na osnovu (2.1) daje I N p Ç IWN P. Iz te inkluzije 
neposredno slijedi da je J  =  //1Ш unutrašnja, funkcija, čime je teorema dokazana.

5.3. Slabo zatvorenje ideala u prostorima N p

Na osnovu teoreme 2.1 svaki zatvoren ideal od N p koji nije identički jednak nuli je 
glavni ideal generisan nekom unutrašnjom funkcijom. U ovom poglavlju pokazujemo 
da postoje takvi ideali čije je slabo zatvorenje u N p jednako cijelom tom prostoru. 
Dajemo tri ekvivalentna kriterijuma. da. bi slabo zatvorenje ideala od N p generisanog 
unutrašnjom funkcijom bilo jednako N p. Osim toga, za. posebne klase takvih un
utrašnjih funkcija pokazujemo da, njima, generisan ideal ima separativno, odnosno i 
11 ah n - B an a.ch ovo svoj s t vo.

Napomenimo da prostor Fp funkcija, holomorfnih na D, uveden u gl. 3, pogl. 1, sa 
pripadnom familijom polunormi {||| • |||PiC}c>0 đefinisanom sa,

(3-1) \\\f\\\p,c= f  ехр (-c (l -  r )_,/p) m ax \f(z)\dr, f  G Fp, c > 0.
J o M<r

čini Frechetovu algebru i osim toga. F v je Frechetov omotač prostora N p (vidj. teoreme
1.4 i 2.7 iz gl. 3). Na,da,lje, na, osnovu teoreme 4.4, gl. 3, prostori N p i Fp imaju isti 
dual ( Np)* =  (F p)* u skupovnom i topološkom smislu.

Za bilo koji podskup E  od N p označimo sa [E] zatvorenje od E u N p, sa [F]._j 
zatvorenje od E u odnosu na. slabu topologiju od N p, a, sa, [E]im zatvorenje od E u 
odnosu na topologiju od Fp da,tu familijom polunormi (3.1). Tada. važi slijedeće tvrd- 
jenje.

T eorem a 3.1. Лк.о je E rektorski potprostor (ili konveksan podskup) od, N p, lada 
važi

(3.2) \E}w = \E}Fr r \ N p.

Dokaz. Na osnovu ([KN], str. 154, tvrdjenje 17.1) potprostor (ili konveksan pod
skup) lokalno konveksnog topološkog vektorskog prostora je zatvoren ako i samo ako 
je slabo zatvoren. Stoga se [E]i?r sastoji od svih funkcija f  (E Fp koje ne mogu biti 
razdvojene od E  nijednim neprekidnim linearnim funkcionalom iz ( Fp)*. Kako je na 
osnovu teoreme 4.4, gl. 3 (N p)* = ( F p)* , zaključujemo da se skup [Е ] гр  П N p sastoji



od svih funkcija /  £ N p koje ne mogu biti razdvojene od E nijednim neprekidnim 
linearnim funkcionalom iz ( Np)*. To je upravo skup [E]w, što je i trebalo dokazati.

Posljedica 3.2. Ako je M. proizvoljan ideal u N p, tada su [Л4] i [М.\ш takodje 
ideali u N p.

Dokaz. D aje [Л4] ideal u N p slijedi neposredno iz neprekidnosti množenja u N p. 
Takodje, kako je množenje u F p neprekidno i kako je na osnovu teoreme 1.5 (a), gl. 3, 
Np gust potprostor od F p, zaključujemo daje [M]fv isto ideal u F p. Dakle, na osnovu
(3.2), teorema 3.1, slijedi daje  [М]ш ideal od N p.

Iako slaba topologija od N p nije metrizabilna, slijedeća posljedica pokazuje da 
barem za vektorske potprostore (više uopšteno za konveksne podskupove) od N p nji
hovo slabo zatvorenje može biti opisa.no preko adjungovanih graničnih vrijednosti ni
zova.

Posljedica 3.3. Ako je E rektorski potprostor (ili konveksan podskup) od Np, tada 
se svaka funkcija iz slabog zatvorenja od E može prikazati kao slaba granična vrijednost 
nekog niza. elemenata iz E.

Dokaz. Uzmimo /  £ [Е]ш. Tada je na osnovu teoreme 3.1 /  £ {E}rr, pa. stoga 
postoji niz {/„} u E  takav fn —> /  u prostoru Fp. Otuda slijedi da f n —> /  slabo u 
prostoru Fp, a samim tim i / п —> /  slabo u prostoru N p.

Posljedica 3.4. Neka je I unutrašnja funkcija. Za svako fiksno p > 1 slijedeća tri. 
tvrdjenja su ekvivalentna.

(i) [INP]U = N p.
(ii) I N p je gust. podskup od Fp.
(iii) IF p je gust podskup od Fp.

Dokaz. (i)š=>(ii) slijedi neposredno iz teoreme 3.1.
(ii) =>(iii) je očito, uzimajući u obzir da je IN p C / F p
(iii) =^(ii). Uzmimo /  £ Fp. Tada na osnovu (ii) postoji niz {/,,} u Fp takav da 

I f n f  u prostoru Fp. Budući da je na osnovu teoreme 1.5 (a), gl. 3 N p gust podskup 
od F p, to postoji niz {<7„} u N p takav da, f n — gn —* 0 u prostoru F p. Odatle, na osnovu 
neprekidnosti množenja u F p zaključujemo da / /„  — Jgn —> 0 u F p, odnosno Ign —» /  
u Fv. Dakle, /  pripada, zatvorenju od IN p u Fp, odakle slijedi (ii).

Ako je T  neprekidan linearan operator na prostoru 7VP, tada. se adjungovani operator 
T* defi niše na prostoru ( Np)* na uobičajen način kao

( ? » ( / )  = ¥>(77), v e ( N py , f t N p.
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Lem a 3.5. Svaki neprekidan linearan operator L na N v je ujedno i slabo nepreki
dan.

Dokaz. Pretpostavimo f a -* f  slabo, tj. ф(/а) —> ф(/)  za svako ф £ (/Vp)*. Tada 
imamo

< е(Ш  = ( £ > ) ( / . )  -  ( £ » ( / )  = <p(Lf),
što dokazuje tvrdjenje naše leme.

Sada smo u mogućnosti da dokažemo slijedeći rezultat. Prethodno napomenimo da 
potprostor od N p ima separativno svojstvo ako i samo ako je slabo zatvoren. Osim 
toga,, kažemo da zatvoren potprostor od E od N v ima IIah.n-Bana.chovo svojstvo ako 
se svaki neprekidan linearan funkcional definisan na proizvoljnom zatvorenom potpros
toru od E može po neprekidnosti proširiti na cijeli prostor E. Na osnovu posljedice
5.3, gl. 2, nijedan prostor N p nema Hahn-Banachovo svojstvo.

Teorem a 3.6. Neka je I  proizvoljna unutrašnja; funkcija. Tada važe slijedeća tvrd- 
jenja.

(i) Ako je I konačan Bla.schk.eov proizvod, tada. prostor IN v posjed,uje i separalivno 
i Hahn-Banachovo svojstvo.

(ii) Ako je I  proizvoljan Blaschkeov proizvod, tada. prostor 1 N p posjeduje separa- 
tivno svojstvo.

(iii) Ako prostor IN v ne posjeduje separathmo svojstvo i a.ko je J bilo koja u- 
nutrašnja funkcija, tada ni prostor TJNp ne posjeduje separalivno svojstvo.

Dokaz, (i) Ako je 7 konača.n Blaschkeov proizvod, tada prostor IN p ima konačnu 
kod imenziju. Stoga, (i) neposredno slijedi iz trivijalne činjenice da u proizvoljnom 
topološkom vektorskom prostoru svaki zatvoren potprostor konačne kodimenzije pos
jeduje i separativno i Hahn-Banachovo svojstvo.

(ii) Ako je I  Blaschkeov proizvod i /  $ I N p, tada se ili funkcija f  ne poništava u 
nekoj od nula od 7, ili /  ima nulu od 7 koja je veće kratnosti od iste u I. Uzmimo u 
oba slučaja da se radi o nuli f  £ D, s time da je u drugom slučaju £ nula od 7 kratnosti 
n, a samim tim kratnosti > n T i  za funkciju / .  U prvom slučaju definišimo linearan 
funkcional na N p kao 6ç(f) = /(£), /  € N p. Tada je na osnovu posljedice 4.5, gl. 
2, funkcional б( neprekidan na N p. Osim toga, očito važi б%(д) = 0 za svako g £ TNp i 
h((f) ф 0, pa otuda slijedi da je б̂  traženi razdvajajući linearan funkcional. U drugom 
slučaju definišimo linearan funkcional б ^  na Np kao 6̂ n\ f )  — /^ ( 0 >  f  ^ Ĵ P- Tada 
je na osnovu posljedice 4.8, gl. 2, funkcional б ^  neprekidan na N p. Dalje, potpuno
istovjetno ka.o u prvom slučaju zaključujemo daje  б ^  željeni razdvajajući funkcional.

(iii) Pretpostavimo da za neku unutrašnju funkciju ,7 prostor I J N P ima separativno 
svojstvo, tj. da važi

[IJNP]W = I J N P.

Na osnovu pretpostavke, prostor I N p nema separativno svojstvo, odnosno nije slabo 
zatvoren. To znači daje  7 ф Тш, gdje je Јш unutrašnja funkcija iz teoreme 2.6 ove glave
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pridružena funkciji I  za koju važi

[INP}„ = JWN p.

Dakle, I  N p je sla.bo gust, potprostor od IWN P, pa na osnovu leme 3.5 zakjučujemo da 
je J I N p slabo gust, potprostor od JIWN P. Stoga dobijamo

J J N P = [TJNp]u = [ U N %  D 1ШЈ N v D I J N P.

Kako je zbog I 1Ш zadnja inkluzija prava, dobijamo kontradikciju, što dokazuje 
tvrdjenje (iii). Time je teorema u potpunosti dokazana.

5.4. Slabo gusti ideali u prostorima N p

Posljedica 1.8 iz ove glave tvrdi da. glavni ideal / N p, generisan funkcijom /  € N v čini 
gust podskup od N v ako i samo ako je /  vanjska funkcija. Motivisani tom činjenicom, 
za unutrašnju funkciju I kažemo da. je slabo vanjska funkcija ako je ideal IN v slabo 
gust, podskup od N p. To je na osnovu teoreme 2.6 ispunjeno ako i samo ako je 1Ш = 1, 
gdje je Јш jednoznačno određjena unutrašnja funkcija za koju važi [Iћ,р]ш = JWNF. 
Na osnovu teoreme 2.1 ove glave, za. svaki zatvoren ideal M. od N p koji nije identički 
jednak nuli postoji jedinstvena, (modulo konstanta) unutrašnja funkcija / takva da je 
M  = I N p. Dakle, zatvoreni ideali u N p su upravo glavni ideali generisani unutrašnjim 
funkcijama. Budući da na osnovu teoreme 5.2, gl. 2, prostor N p nije lokalno konveksan, 
moguće je da neki zatvoreni ideali od N p čine slabo guste podskupove od N p. U vezi 
s tim, za unutrašnju funkciju /  kažemo da je slabo unutrašnja, funkcija, ako je ideal 
IN p sla,bo zatvoren u N p. To je na osnovu teoreme 2.1 ispunjeno ako i samo ako 
je I = 1Ш. U ovom poglavlju dokazujemo da je svaka singularna unutrašnja funkcija 
ujedno i slabo vanjska funkcija. Za. dokaz glavnog rezultata uvodimo treću familiju 
polunormi u prostoru F p (1 < p < oo).

Napomenimo da je za. dato p > 1, na osnovu teoreme 1.3, gl. 3, familija polunorm: 
{III • II17>,c}c>o defmisana. pomoću (3.1) ove glave ekvivalentna, sa familijom {|| • ||р,с}с>с 
datorn na F p pomoću formula

CX>

(4.1) HZIU.« =  2 T  exP ( - c " ,/<,,+1)) , /  e  F ” , c >  o.
n = 0

U ovom poglavlju, radi kratkoće zapisa, pisaćemo ||| • |||c umjesto ||| • |||P)C. Za. svako 
c > 0 defmišimo na prostoru Fp funkciju || • ||~ kao

•j j  2

(4.2) ii/ii~= (; I r dr i 0)  ’ l £ F "-

Koristeći integralnu nejednakost Minkowskog, lako se dobija da. za svako c > 0 funkcija 
||-||~ zadovoljava nejednakost trougla. Kako je osim toga svojstvo homogenosti očigledno, 
slijedi da je || • ||~ norma na prostoru Fp. Slijedeća lema pokazuje da je familija 
(polu)normi {|| • ||~}с>0 na prostoru F p ekvivalentna sa familijom {|| • ||p,c}c>o datorn
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sa (4.1), a samim tim i sa familijom {||| • |||p,r}c>o datom sa (3.1).

Lem a 4.1. Neka su p > 1 i c > 0 proizvoljni fiksirani realni brojevi. Tada postoje 
konstante A = A(c,p) i B — B(c,p) koje zavise samo od p i c takve da važi
(4.3) ll/li: < И ||/ | |С1, f e F \

< £ | | / l l c ~ ,  / e f p ,c — "  II-' IIC2 

1/p
= ( 3(6''+')) • Dakle, familije {|| • ||c) c>0 * {II ‘ НГЈоо defimišu

(4.4)

gdje je c, = —  г c2
istu topolosku strukturni, na prostoru F v.

Dokaz. Neka je /  € F v funkcija s Taylorovim razvojem
OO

f{z)  = q-n̂ n-

Stavimo
n=0

и{0) = /  f(re'°)ex  p
-Л

rdr.
(1 — r)1/P/

Tada na osnovu ([St2], str. 146), postoji n0 € N takvo da za svako n > n0 važi

( f ~ r j i / p )  r " -  e x p  ( ~ 6 A p/ (p+1 V / ( p+ D )  .(4.5) 

Kako je

ехр

~  -  f  [  f ( rel0)f (reie)exp
Ћ J 0 J0

7 1 = 0  Ч , У и

(1 — г)ј/р

—c
(1 — r ) , /p

rd.rd.0

dr,

to na osnovu (4.5) za c2 > 0 dobijamo
OO

i)2 > 2 J ] | a n|2exp(—6(c2)p/(p+1)(2n + l ) 1/(p+1))
n=0

OO

> 2 ^  |an|2 ехр (-6 (c2)p/(p+1)(3n),/(p+1)) .
n = 0

Budući d a je  na osnovu Cauchyjeve nejednakosti

(ll/llc)2 = ( у ,  I Oni ехр (-с?г1/(р+1))^

/  OO /  OO

— ( |an|2 ехр (—спг^ р+1̂ ) I Н Г е х р ^ с п 1̂ ) )
\ n = 0  

/  oo
\ n = 0

= D I l«n|2exp (-с7г1/(р+1)) j ,
\  71 — 0
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gdje je je D < +oo, pa stavljajući c = 6 (3(c2)p)1/̂ p+1\  na osnovu gornje dvije nejed
nakosti dobijamo

( l l/ l ir j’ ž f  (ИЉ )’ .

Dakle, za konstante B — \ JD/2 i c2 = ^з^ттуј koje zavise samo o c i p važi

\\f\\c < B\\f\\;2.

S druge strane, imamo

(ll/ilD 2 = J  J  / ( r e lđ) /( re ,g)exp ^ _  Cry /^ j  rdrdO^J

= 2§ ( |“”|2( / ’г2"+,схр( ( Г ^ ) ) ‘<г)
Kako je na osnovu ([St2], str. 145)

( Ј ^ л г )  <  ехр . 0 <  r <  1,

iz gornje nejednakosti dobijamo

(ii/iir)2 < 2S ( j aniexp( — 2— n’ /(p+1)J J  

= 2 ( | | / i u 2 ,

za konstantu c\ — cp/O+D/2. Stavljajući A = \/2, gornja nejednakost postaje

\\f\\7 < A \\f\\ci ^а svako /  € F v.

Time je dokaz leme završen.

Napomenimo da je modul neprekidnosti соџ konačne Borelove singularne mjere //. na 
jediničnoj kružnici T  defmisan kao funkcija

= sup цЏ) (б > 0),
Ul<«

gdje se supremum uzima po svim lukovima od T  čija je Lebesgueova mjera (dužina)
m(7) = \I\ < б.

Primijetimo da iz uslova и>д(5) = 0(5) slijedi da je mjera џ apsolutno neprekidna 
u odnosu na standardizovanu Lebesgueovu mjeru m na T . Osim toga, poznato je da 
postoje pozitivne singula,rne mjere sa unaprijed zadanim modulom neprekidnosti višeg 
reda od 0(5); npr. s modulom neprekidnosti о>д(5) = o(5log |) ,  koji je korišćen u 
dokazu teoreme 5.2, gl. 2. Slijedeća lema nam je neophodna u dokazu teoreme 4.3.

' ехр
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L em a  4.2. Neka je

S{z) — ехр
r2n

H(z,  eil) d/j.(t)

singularna unutrašnja funkcija, gdje je H (z, eil) = (е,г + z )(e '1 -  z)~x, a // pozitivna 
singularna Borelova mjera čiji je modul neprekidnosti a>fl(h) = o  ̂. Tada vazi

(4.6) |6'(rel9)| > ехр Г —

Dokaz. Očito važi relacija

(4.7) - l o g o r e " )

gdje je

P(r, 0 - t )  = m i{ z , etl)

(1 — r) lN , 0 < r < 1.

r 2тт
P(rt9 -  t) d/jft),

1 — r l
z = ге ,I — 2r cos(0 — i) -f г2 ’

Poissonovo jezgro. Kako je sin х > (2/тг)х za svako 0 < х < тг/2, imamo

1 -  2r cos(0 — <) + r 2 = (1 — r)2 + 4rsin2

> (1 — r)2 -f (4/тг2) r(0 — i)2.

Pošto je za г > £  očito (472/тг2) r(0 -  t)2 > 2(1 -  r)(0 -  t f , a za r  < |  zbog 
|0 — < 2тг očito 91(1 — r)3 > 2(1 — r)(0 — t)2, dobijamo da je

2 ((1 -  r)3 + (1 _  r ){0 -  t f )  < 93 ((1 -  r)3 + 4/тг\ ( 0  -  t )2) ,

što na osnovu gornje nejednakosti daje

2(1- r )P ( r , 0 - t ) <

<

1 — 2r cos(0 — t) + r 2 
93(1 - r )

(1 — г)2 + ( d - / ) 2’ z = re

Za korak h = 2n/n na osnovu zadnje nejednakosti, (4.7) i uslova и>џ(ћ) = o (̂ h 
naše leme dobiiamo

Ê i P ,

(4.8) log |5(ге’")| < C\o (ft V ) Y i
k = 0

1 — rmax < ------------------------
kh<t<(k+i)h ( ( I  -  r ) 2 + (0 -  t)2

Budući da se za svako 0 £ [0,27r], sa izuzetkom početne vrijednosti od k , gornji mak
simumi dostižu u krajnjim tačkama pripadnik intervala [kh,kh -f /t], desna, strana od 
(4.8) je odozgo ograničena sa

(4.9)
4 * “ ) ( r b + E ( r i\  к=Д '

1 — r
r)2 -f k2h2
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Uzimajući б = 1 — r, n = [(5 (najveće cijelo od б), imamo C3<5 < h < С,\б i stoga je 
izraz (4.9) manji ili jednak od

c 5„ ( t ? )  ( e - '  + r '  f j  < f t .  ( e - i ) .

odakle na osnovu (4.8) neposredno slijedi

№ e " ) l> c x p  ( ~ °  ( ( T -T )V .) )  ’ 

što i predstavlja relaciju (4.6) naše leme.

Na osnovu teoreme 2.1 glavni ideal od Np je gust u N p ako i samo ako je generisan 
vanjskom funkcijom. Slijedeća teorema daje nepotpunu karakteri zaci ju slabo gustih 
ideala prostora N p. Na,pomenimo da za podskup od N p kažemo da je slabo gust u N p 
ako je gust u odnosu na slabu topologiju od N p.

Teorem a 4.3. Neka. je Л4 zatvoren ideal od N p koji je slabo gust podskup od. N p. 
Tada je Л4 gla,vni ideal generisan nekom, singularnom funkcijom.. Obratno, ako je S/t 
singularna unutrašnja funkcija sa pridruženom, mjerom, //, čiji je modul neprekidnosti
шџ{К) = o (̂ h p tada je ideal S,i.Np slabo gust u N p, tj. Stl je slabo vanjska funkcija 
od. N p.

Dokaz. Neka je Л4 zatvoren ideal u odnosu na metričku topologiju od N p koji je 
slabo gust podskup od N p. Tada na osnovu teoreme 2.1 postoji jedinstvena (modulo 
konstanta) unutrašnja funkcija 7 takva da je Л4 = I N v. Pretpostavimo da funkcija / 
ima barem jednu nulu, tj. daje  I ( z ) = B(z)S(z),  gdje je B(z)  netrivijalan Blaschkeov 
faktor od I[z), a. S(z)  singularni unutrašnji faktor od 7(z). Neka je f  proizvoljna nula 
od B{z).  Kako je na osnovu teoreme 4.5, gl. 2, funkcional б(_ definisa.n kao б^(f) = f ( f )  
( f  G T7P), neprekidan na N p, to zbog slabe gustoće od M  mora postojati niz {/„) C Np 
takav da važi б^(В/„) —> 5^(1) karla n —> oo. To drugim riječima, znači B( f ) f n(f) —> 1 
kada n —> oo, što zbog uslova B(f)  = 0 daje 0 = 1. Ta kontradikcija pokazuje da / 
mora biti singularna unutrašnja funkcija, tj. I(z) = S(z).

Obratno, pretpostavimo da je 5”̂ singularna unutrašnja funkcija, sa pridruženom
singularnom mjerom џ čiji je modul neprekidnosti jednak и>ц(ћ) = o  ̂. Na osnovu
(i)<t=>(ii), posljedica 3.4, dovoljno je dokazati daje 1 N p gust podskup od Fv. Uzimajući 
u obzir da je F p Frechetova algebra u kojoj je skup svih polinoma V  gust, to je e- 
kvivalentno sa činjenicom da je skup V N P =  { P f  : P (ž V , f  G N p] gust podskup od 
F p. Kako su na osnovu leme 4.1 familije (polu)normi {|| •117)00 i (IMIeJoO definisane 
pomoću (4.1) i (4.2) respektivno, medjusobno ekvivalentne, dovoljno je dokazati da 
je V N P gust podskup u svakom normiranom prostoru (Fp, || • ||~) za c > 0. Uzmimo 
proizvoljnu konstantu c > 0. Na osnovu pretpostavke teoreme postoji 0 < p < 1 tako 
da za minimum modula m(\z\) = minj2|=r |5/t(^)| od vrijedi

(4.10) т ( |г |)  > [5(г)| > ехр - \ z \y/v)  » za 1г 1 -  ^
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Označimo sa pn n—te Cesarove sume (n-te aritmetičke sredine) parcijalnih suma Тау- 
lorovog reda funkcije l / S fl(z). Tada pn(z) —» 1 / Sll(z) ravnomjerno na kompaktnim 
podskupovima od D , pa tim više va.ži pn(z) —» 1 /S ,t(z) za svako z £ D. Na osnovu 
([L]; Kap.l, teorema 1, str. 22]) važi

max |pn(z)| < max
|г|=г |z|=r

1
Јздг

odakle na osnovu (4.10) neposredno dobijamo

(4.11) 

odnosno

(4.12)

шах \p„(z)\
m (W)

< eехр
4(1 -  \z\y/p

max|pn(z)| < ——— < ехр
m z I) -  ' 1 V(i -  \p\)l/p

za \z\ > p,

za \z\ < p

i za neku pozitivnu konstantu c'. Kako je na osnovu teoreme 1.4, gl. 1, |6’,7(z)| < 1 
za svako z £ D, na osnovu nejednakosti (4.11) i nejednakosti (х + у)2 < 2(|.r|2 + |т/|2) 
dobijamo

|1 -  Vn(z )Sn(z)\2 ехр ( -

< 2|pn(2)|3exp ( - (1 _ | 2|)1/p)  + 2exp ( - (, _

-  2 ex p ( - 2 ( i - H ) , / - ) + 2 e x p ( ~ (1 - N ) ' f r )  za | г | - л

odnosno na osnovu nejednakosti (4.12)

|1 -  !>„WS„(2)|2exp ( ~ (1 _ ° г|)|/р)

<  2(|p„(2)|J e x p ( - ( i . _ - ^ | - s ) + 2 e xp ( - ( 1 _ ) г | )1/р)

-  2exp (-■ (TC_“ ^ 1/P)  + 2exp ( - (J -  Jj|)1/p)  ха |*| <

Iz gornje dvije nejednakosti zaključujemo daje  niz funkcija {/„} definisan kao

/«(*) = |1 -  pn{z)Slt{z)|2exp ( - (1Г | г |)Т7р)  > z e D

odozgo ograničen sa funkcijom koja. je integrabilna. na D u odnosu na normalizovanu 
površinsku Lebesgueovu mjeru rdrdO/ж. Budući da za svako z £ D važi /„(z) —> 0

106



kada n —> oo, na osnovu Lebesgueove teoreme o dominiranoj konvergenciji za konstantu 
c” = rnin{|,c'} dobijamo da niz 

( l l p n ^ - i | | ; ) 2

= * L  I  I1 -  Pn(re“ )S „ (re ,‘ )\'‘ ехр( - ц - _  1/p)  rdrdO

konvergira nuli kada n —> oo. Dakle, ||рп5м — 1 —» 0 kada n —> oo, odnosno pn5,t —» 1
kada n —> oo. To pokazuje da je skup SI1N P gust u normiranom prostoru (F p, || • ||~), 
čime je teorema dokazana.

Komentar. U ([SI], teorema na str. 122) J. H. Sbapiro daje skraćeni dokaz tvrdjenja 
da je zatvoren ideal prostora Smirnova N + slabo zatvoren ako i samo ako je generisan 
singularnom unutrašnjom funkcijom. U radu ([S], teorema 3) F. A. Shamoyan dokazuje 
jaču tvrdnju, odnosno dokazuje da je svaka singularna unutrašnja funkcija S  ujedno 
i slabociklički element prostora N +. To znači da postoji niz polinoma {Pn} takav da 
važi

(4.10) lim <f>{PnS ) = ф{1)n—»OO

za svaki neprekidan linearan funkcional ф na prostoru N +. Dok niz {Pn} ne zavisi 
pojedinačno od funkcionala ф, pojam slabo gustog ideala podrazumijeva da za svaki 
linearan funkcional ф na N + postoji niz funkcija {/„} koji zavisi od ф za koji vrijedi
(4.10) (sa f n umjesto Pn).

Posljedica 4.4. Neka. je S,t netrivijalna singularna unutrašnja funkcija, sa pridruže
nom mjerom џ čiji je m.odul neprekidnosti — o Tada za, zatvoren ideal
S,tN p od N p važe slijedeća tvrdjenja..

(i) Ako je ф neprekidan linearan funkcional na N p koji se anulira na prostoru 
SiiNp, tada je ф identički jednak nuli na cijelom, prostoru N p.

(ii) Količnički. prostor N p/ StiN p nema neprekidne linearne funkci.ona.le izuzev nula 
funkcionala.

(iii) Prostor Slt.Np nema, separativno, a sam,im tim ni Hahn-Banachovo svojstvo.

Dokaz. Na osnovu teoreme 4.3 prostor SnNp je slabo gust u N p, pa su sva tri 
svojstva (i), (ii) i (iii) neposredne posljedice te činjenice, (vidj. [DRS], teorema 16, 
str. 59, gdje se analogno tvrdjenje navodi za bilo koji topološki vektorski prostor sa 
pripadnim topološkim dualom koji razdvaja tačke tog prostora).

Posljedica 4.5. Neka je p > 1 i Зџ netrivijalna singularna unutrašnja funkcija, 
sa pridruženom singularnom mjerom, p, čiji je modul neprekidnosti и>џЏг) = o yh p  ̂ . 
Tada je količnički prostor N p/ S tlN p F-prostor sa trivijalnim, dualom.

Dokaz. Pošto je S^N P zatvoren ideal, a samim tim i potprostor od N p, to je
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Np/ S llN p F -prostor sa, infimurn F-normorn || • || defi nišanom kao

11/11 = in f j/ll, f € N ' / S „ N r
l£J

Na osnovu tvrdjenja (ii) prethodne teoreme slijedi da prostor N v/ 6'M/VP ima trivijalan 
dual.

Komentar. Duren, Romberg i Shields su dokazali u ([DRS], posljedica 1, str. 53) da 
za svaku singularnu unutrašnju funkciju S,t čiji je modul neprekidnosti jednak u tl{h) = 
0  (Mog i)  količnički prostor HP/ S^ HP ima trivijalan dual za svaki Hardyjev prostor 
IIP (0 < p < 1). Autori ističu da takve neopadajuće singularne funkcije p. mogu biti 
konstruisane kao Lebesgueove funkcije nad Cantorovirn skupom. Drugi primjer se bazira 
natzv. Rieszovom proizvodu datom u [Dl]. Iz ocjene t = o(e?) zaključujemo daje klasa 
pozitivnih singularnih m jera//. čiji je modul neprekidnosti jednak шџ(ћ) — o у г ^  j  šira
od klase istih čiji je modul neprekidnosti jednak = 0  (Mog uvedenih u pogl. 5,
gl. 2. Dakle, posljedica 4.5 daje u odnosu na posljedicu 5.3, gl. 2 širu klasu F-prostora 
sa trivijalnim dualom.

5.5. Logaritamski analogon Szegöove teoreme

Szegöova teorema da,je eksplicitni izraz za infimurn težinskih //-norm i nad je
diničnom kružnicom T  za normalizirane holomorfne funkcije na jediničnom disku D. 
Glavni rezultat ovog poglavlja daje u terminima metrika Smirnovljeve klase N + i klasa 
N p (1 < p < oo), logaritamsku verziju Szegöove teoreme.

Neka je LP(T) (1 < p < oo) uobičajeni Lebesgueov prostor na jediničnoj kružnici 
T. Neka Vq označava klasu svih polinoma P nad poljem C kompleksnih brojeva za 
koje važi P (0) = 1. Slijedeća Szegöova teorema predstavlja izraz za infimurn normi 
elemenata iz prostora T0 u težinskim //-prostorima.

Teorem a 5.1. (Szegö). Neka je p > 0 i neka je ui Ç L' ( / ’) nenega.ti.vna funkcija. 
Tada važi:

(5.1) iniJ' |/> (e " ) |M O  ^  = <«P

Ovu teoremu je inače formulisao i dokazao G. Szegö u svom radu [Sz] još 1920. go
dine za slučaj p = 2. Dokaz čuvene Szegöove teoreme (slučaj p > 1), koji je dat u 
Koosisovoj knjizi ([Ko], gl. VII, pogl. 2 C) bazira, se na nekim svojstvima Hardyje- 
vih prostora / / p; posebno unutrašnjo-vanjskoj faktorizaciji (vidj. teorema, 1.5 (d), gl. 
1), gustoći polinoma, u Hp i Beurlingovoj teoremi za klase H p (vidj. teorema 1.1). 
Motivisani činjenicom da su ta svojstva slična odgovarajućim za F —algebre N + i Np 
(1 < p < oo), mi ovdje formulišemo i dokazujemo logaritamsku verziju Szegöove teo
reme. Primijetimo da relacija (5.3) za p = 1 i K = ехр logu;(el(?)|^  j  može biti
napisana u obliku

inf \\u>P\\Lı = IIFIIIP,

/0
2ћ Ив

]ogcu(e10) —
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gdje II' IIİT/) označava normu u prostoru L l (T). Zamjenjujući u gornjoj jednakosti || ■ ||/,i 
sa pripadnim metrikama di(-, 0) na 7V+, odnosno dp(-, 0) na N p, dobijamo relaciju (5.3) 
iz teoreme 5.2.

Kao primjenu tog rezultata, u narednom poglavlju dajemo neophodne i dovoljne 
uslove da bi inicijalna metrička topologija dp bila ekvivalentna sa ”težinskom metričkom 
topologijom” dw definisanom na N p (ili na N +), gdje je ш pozitivna mjerljiva funkcija 
na T  za koju je log+ ш £ LV{T).

Neka je p > 1 realan broj i neka je u> mjerljiva u Borelovom smislu na T  nenegativna 
funkcija za koju je log+ u> £ LP(T). Razmotrimo funkcional фш na N p definisan kao

/  G1' df) \  *̂ P
(5-2) Ф М ) = Ц  (log (1 + |Г (« " )М е ‘*)))’’ , f  e N'-

Kombinujući nejednakost log(l + |a + 6|) < log(l + |a|) + log(l + |5|) sa Minkovvskijevom 
integralnom nejednakošću zaključujemo da je funkcional фш subaditivan na /Vp, tj. važi

Ф М  + g) < <МЛ + Ф М ,  / ,  <7 e  7VP.

Stoga, ako funkcija ш nije identički jednaka nuli skoro svuda na T, na osnovu Rics- 
zove teoreme jedinstvenosti (vidj. teorema 1.2, gl. 1), vidimo da je фш F-norma na 
N p. Postupajući sasvim analogno ka.o u dokazu teoreme 4.2 iz [St2] dobijamo da je 
funkcional фш neprekidan na Nr. Slijedeći rezultat daje eksplicitni izraz za infirnum 
funkcionala фш ("težinske N p F —norme”) uzetog nad svim polinomima P za koje važi 
P(0) = 1.

Teorem a 5.2. Neka, je p > 1 i neka je ш nenegativna mjerljiva, funkcija, definisana 
skoro svuda, na T, za koju važi log+ ш £ LP(T). Tada važi

(5-3) ^ k j 0 ]о§Р (1 + \р (е'в)\ш(е'в)) 7^  = loSP (̂ 1 + exP

Dokaz. Podsjetimo se da sa N l označavamo prostor N +. Razmotrićemo dva moguća 
slučaja.

Slučaj 1. logcu £ l f {T) .  Kako je log+ o> £ LP(T ), vidimo na osnovu faktorizacione 
teoreme 1.5 (a), (b), gl. 1, da je funkcija F(z) definisana pomoću formule

F(z) = ехр ( ^ ј  H(z , e lt) logw(e") , z £ /7,

vanjska u prostoru N p i pri tome važi |F*(e!0)| = ео[егв) skoro svuda na T. Stavimo

Za proizvoljni polinom P £ Vo funkcija G =  P F  pripada klasi N p. Stoga, na osnovu 
relacije (5.3), teorema 5.3, gl. 1, imamo

г2тт i n г2тт j n

I  logp(l +  |G(ei0)|) —  > logp(l + |G(0)|) —  =  logp(l +  K),
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što povlači da je  infimum u (5.3) veći ili jednak od logp(l + K).
Preostaje dokazati daje infimum u (5.3) manji ili jednak od logp(l + K). Na osnovu 

teoreme 1.3 postoji niz polinoma {<$„} takav da QnF -> K  u prostoru N p kada n —> oo. 
Iz te činjenice i relacije (5.3), teorema 5.3, gl. 1, zaključujemo da Qn(0)F(0) —> K, tj. 
Q„(0) —» 1 kada n —> oo. Stoga, koristeći činjenicu da je na osnovu teoreme 5.2, gl. 
1, množenje u F —prostoru N p neprekidna operacija, dobijarno g QnF —* K u N p

kada n -> oo. Zbog toga za niz {Pn} = |  C  V0, dobijarno dp(PnF, 0) -» rfp(/\,0)
kada n —> oo, što je ekvivalentno sa

Ј /-2тг jr.
l°gp (1 + \Рп(е.гв)\и(е1°)) —---- > logp(l + K ) kada n —> oo.

0 27Г
To pokazuje da je infimum u (5.3) manji ili jednak od logp(l + K). Time je (5.3) 
dokazano za prvi slučaj.

Slučaj 2. log u) $ Ll (T). U tom slučaju, s obzirom da je log+ ur G 1?{Т), imamo

2тг, / iö\ d'O
]°g w(e ) = -oo.

Dakle, treba pokazati da je infimum na lijevoj strani u (5.3) jednak 0. Definišimo niz 
funkcija {u>n} na T  kao

<*>n(e,e)
1max ш(ег ), — f .

Tada je očigledno logto„ G Ll {T) za svako n G N. Osim toga, očito važi

(5.4)
i

2п, . d0logco„(e ) — —oo kada n oo.

Budući da je tu„(e10) > ш(е10), na osnovu prvog slučaja dobijarno

inf
PePo log- (1 + |/>(е")М е " ))

dl)

2iг

r 2тт jn
< in f J o b g -  (1 +  № » ) M e '» ) )  -

= logp ^ l+ e x p  logun(e,e) ^ \ \  .

Na osnovu gornje relacije i (5.4), puštajući da n —> oo, neposredno slijedi

m f J 2’ .o g - ( l +  | r ( e ' » ) M e ' « ) ) | = 0 .

Time je dokaz teoreme kompletiran.
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komentar. (Približavanje dokazu Szegöove teoreme). Pretpostavimo da je ш £ 
/Р(Т) i d a je  loga; £ Ll (T). Iz nejednakosti log+ х < x4/qe , х > 0 , >  0, slijedi daje  
log+ u  £ LP(T). Na osnovu teoreme 5.2, za. svako n £ N imamo

inf

za konstantu M  = ехр 1 logш(егв) Množenjem gornje relacije sa np dobi- 
jamo

r2n
inf /  logp 1 + № ' ) l  И « " ) )

l/p'

27Г
logp 1 +

Prelaskom na limes n —► oo, iz gornje relacije neposredno dobij amo

lim inf
n—>oo P£Vo

|г(в«)| к ^ ) ) |/р j

Ako bi bilo moguće zamijeniti limes i infimum u lijevoj strani gornje jednakosti, tada 
bismo mogli primijeniti Lebesgueovu teoremu o monotonoj konvergenciji koja direktno

^  = ехр
Ta relacija faktički predstavlja Szegöovvı teoremu 5.1 za slučaj p > 1.

5.6. Težinski N p prostori

Kako je funkcional фш definisan pomoću relacije (5.2) prethodnog poglavlja suba- 
ditivan na prostoru 7VP, funkcija dw definisana na N p pomoću formule

<L(f,9) = ФМ -  flO, f,geNp,
je očito aditivno invarijantna metrika na N p. Radi jednostavnosti zapisa, u ovom 
poglavlju označavaćemo sa N p (respektivno Л̂ р) metrički prostor ( Np,dw) (respek- 
tivno (yVp,dp)). Napomenimo da je p > 1, kao i da je ЛР = 7V+. Prostor (Л̂ Р,Т )  
ćemo zvati težinskim N p prostorom sa težinom ш.

Teorem a 6.1. Pretpostavimo da je ш pozitivna mjerljiva funkcija na T  za koju je, 
log+ u) £ LP(T). Neka V označava skup svih polinoma. P za. koje važi P{0) = 0. Tada 
1 pripada zatvorenju skupa V u prostoru N p ako i sam.o ako je J^n logu;(e'0) ^  = —oo.

Dokaz. Pretpostavimo da je fj*  log = —oo. Tada na osnovu teoreme 5.2
postoji niz polinoma {Pn} C V0 za koji važi

27Г • df)
logp (l + |jPn(e,e)|o;(el(?)) ------> 0 kada n —» oo,
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šio je ekvivalentno sa с1.ш(Рп, 0) —> 0. Otuda, ako definišemo niz polinoma {Qn} kao 
Qn = 1 — Pn, vidimo da je {Q„} C V  i da dw( 1 -  0) -* 0 kada n —> oo. To znači
da 1 pripada zatvoren ju skupa V  u prostoru N p.

Obrnuto, pretpostavimo da 1 pripada zatvorenju skupa V  u prostoru N p. To znači 
da postoji niz polinoma {Qn} C V  takav da važi dw( 1 -  Qn,0) -» 0 kada n —> oo. 
Otuda, stavljajući Pn = 1 — Qn, slijedi da je {Pn} C Vq niz polinoma za koji važi 
dw(Pm 0) —> 0 kada n —► oo, što je ekvivalentno sa

/ ' l o g ” ( 1 + |Pn(0")M e "))  
J 0

Otuda direktno slijedi

(W
2тт

r 2тг

0 kada n —> oo.

d,0
т Ц  1о^(1 +  |Р (е " )И « л )) ^  = 0,

što na osnovu relacije (5.3) iz teoreme 5.2 povlači da mora. biti

, , o,dO
Д log Ц е  ) — = -oo.

Time je dokaz teoreme kompletiran.

Teorem a 6.2. Pretpostavimo da je u> pozitivna mjerljiva funkcija na T  za koju. je 
log+ ш Ç LP{T). Tada važe slijedeća tvrdjenja.

(i) Topologija na N v indukovana pom,oću metrike dp je jača. od topologije induko- 
vane na N p pomoću m.ctrike du .

(ii) Ako metrike dp i dw odredjuju istu topologiju na, prostoru N p, tada je log tu £ 
L X(T). Obratno tvrdjenje je istinito a,ko dodatno pretpostavimo da je log tu £ LP(T).

Dokaz, (i) Uzmimo da je {/„} niz u N p i da je /  £ N p funkcija takva da važi 
fn —> /  u N p kada n —> oo. Koristeći standardan argument primijenjen u dokazu 
teoreme 4.2 iz [St2] možemo zaključiti da važi

J  l°gP (1 +  l / „ V )  -  f*(e°)\u(e'°)) ^  -a 0 kada n -» oo,

što je ekvivalentno sa / п —» /  u prostoru N p kada n —> oo. Time je (i) dokazano.
(ii) Pretpostavimo daje log tu ^ LX(T). Otuda i iz činjenice daje log+ tu £ LP(T) Ç 

LX{T) slijedi da je logtu(elfl) ~  = —oo. Stoga, na osnovu teoreme 5.2 postoji niz 
polinoma { Pn} za koje je F„(0) = 1 i takav da Pn —► 0 u prostoru N p. S druge strane, 
na osnovu iste teoreme dobijamo

Г2ћ d0
kkL  '< (•  + №  ) l ) s  = ( i°g 2r.

te stoga {Pn} ne konvergira ka 0 u prostoru N p. Time je dobijena kontradikcija.
Obrnuto, pretpostavimo da važi log tu £ LP(T). Tada na osnovu implikacije (i)=>(ii)
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iz teoreme 6.3, imamo — F*{e'°) skoro svuda na T  za neku vanjsku funkciju F
koja je invertibilna u N p. Uzmimo da je {/„} niz u N p i da je /  € N r tako da važi 
fn —* f  u prostoru N p ka.da n —■» oo. To drugim riječima znači da f nF —* f F  u /Vp. 
Dakle, na osnovu neprekidnosti množenja u prostoru N p, slijedi da / п —► f  u N p kada 
n —* oo. Otuda i na osnovu tvrdjenja (i), zaključujemo da se metrička topologija du 
podudara sa metričkom topologijom dv. Time je dokaz teoreme završen.

Teorem a 6.3. Slijedeća tvrdjenja o pozitivnoj mjerljivoj funkciji u> na T za koju 
je log+ u) G LP(T) su ekvivalentna.

(i) log u  G LP{T).
(ii) о;(е10) = F*(c'e) skoro svuda, na T  za. neki invertibilni element F iz N p.
(iii) logu; G Ll (T) i. N p = (N p,d.w) je kompletan metrički prostor.
(iv) N p je kom.pletan metrički prostor i obje metričke topologije dw i dp se podu

daraju.

Dokaz. (i)=>(ii). Defmišimo vanjsku funkciju F kao

F(z)  =  ехр H(t,z)\ogu}(elt) ^ j  , z G D.

Na osnovu leme 2.1, gl. 3, F  je invertibilan element u algebri N p i važi |F*(el0)| = tu(e'fl) 
skoro svuda na T.

(ii) =^(i). Na osnovu kanonske faktorizacione teoreme 1.5 (a), (b), gl. 1 za klase Np 
(1 < p < oo), vidimo da su invertibilni elementi u N p upravo vanjske funkcije F za 
koje je log |F*| G LP(T). To pokazuje da je log tu = log |jP*| G Lp(T).

(i)=»(iii) Na osnovu implikacije (i)=»(ii), slijedi da je m(e'e) =  F*(e'°) skoro svuda 
na 7’ za neku invertibilnu funkciju F  iz prostora N p. Neka je {/n} Cauchyjev niz u 
prostoru N p. Ta pretpostavka je ekvivalentna sa činjenicom da je {/„} Cauchyjev niz 
u prostoru N p. Kako je N p kompletan metrički prostor, to postoji funkcija g G N p 
takva da f nF —> g u N p. Odatle i na osnovu činjenice daje množenje u N p neprekidno, 
zaključujemo da f n —> gF~l — f  u N p kada n —» oo. Prema tome, f nF —> f  F u Np, 
što je ekvivalentno sa f n —» /  u N p kada n —> oo. Da,kle, N p je kompletan metrički 
prostor, što je i trebalo dokazati.

(iii) =>(i) Definišimo vanjsku funkciju F  iz ,NP sa

F(z) = ехр (^Ј  H(i,z)\ogu}(elt) z G D.

Na osnovu rezultata Mochizukija ([Moc], teorema 2; odnosno teorema 5.2 ove glave), 
postoji niz {/„} u N p takav da f nF —> 1 u prostoru N p. Stoga je {/n} Cauchyjev niz 
u N p. Kako je prostor N p kompletan, postoji funkcija /  G N p takva da /„ —> /  u /Vp, 
te prema tome f nF  —> f  F  u N p kada n —» co. Otuda slijedi f  F  — 1, što povlači da je 
F invertibilan element algebre N p, a samim tim da je loga; = log \F*\ G LP(T).

(i)=>(iv). Ova implikacija slijedi neposredno iz implikacije (i)=>(iii) i obralnog tvrd
jenja od (ii) iz teoreme 6.2.

(iv) =>(iii) Ova implikacija slijedi neposredno iz tvrdjenja (ii) teoreme 6.2. Time je
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dokaz naše teoreme kompletiran.

Konačno, ostaje otvoreno pitanje da li je moguće izbaciti uslov kompletnosti od /V 
u tvrdjenju (iv) teoreme б.З. U vezi s tim problemom postavljamo slijedeću hipotezu.

H ipoteza. Ako je u  pozitivno, mjerljivo no T funkcija za koju je log+ ш £ LP(T) г 
takvo do su obje metričke topologije dM i dp na N p jednake, tada je logw £ LP(T).

e -ч



6. F-ALGEBRE M?



6. .F-algebre M p

U ovoj glavi istražujemo linearno-topološku strukturu prostora M p (1 < p < oo) 
koji predstavljaju generalizaciju prostora M  proučavanog od strane Hong Oh Kima 
u [Kl] i [K2]. Po analogiji sa metrikom na M, na svakom prostoru M p definiše se 
metrika pp. U prvom poglavlju dajemo integralni kriterijum pripadnosti klasama M p. 
Osim toga, pokazuje se da je M p za.tvoren u odnosu na integraciju. Koristeći teoremu 
o maksimalnosti Hardy-Littlewooda, u drugom poglavlju dokazujemo da se za svako 
V > 1 prostori M p i N p podudaraju u skupovnom smislu. Osim toga, dokazujemo 
neka tvrdjenja koja se odnose na konvergenciju u prostoru M p. U narednom poglavlju 
dokazujemo da polinomi čine gust skup u Mp, pa je stoga prostor M p separabilan. U 
trećem poglavlju dokazujemo da prostor M v obrazuje F-prostor u odnosu na metriku 
pp. Koristeći tu činjenicu, kao i uzimajući u obzir da je M p = N p, na osnovu teoreme o 
otvorenom preslikavanju lako slijedi da se prostori M p i N p podudaraju i u topološkom 
smislu. Dakle, sva linearno-topološka svojstva dobijena za prostore N p odnose se i 
na. prostore M p. Još je dokazano da je metrička dp (= pv) topologija jedina od svih 
"težinskih” dw topologija (log+ u; £ LP{T)) u odnosu na koju je N p (= M p) F-prostor. 
U četvrtom poglavlju dajemo kara.k teri zaci ju ograničenih skupova u prostorima M p. 
Prvi rezultat daje u terminima ravnomjerne integra.bilnosti neophodne i dovoljne uslove 
da bi podskup od M p bio ograničen. Drugi dobijeni rezultat daje samo neophodan uslov 
za isto tvrdjenje. Osim toga, dajemo u smislu aproksimacije polinomima, kriterijum 
da bi se mjerljiva na skupu E  C T  funkcija podudarala skoro svuda na E  sa graničnom 
(radijalnom) funkcijom neke funkcije iz klase M p.

U petom poglavlju definišemo prostore lp (1 < p < oo) kompleksnih nizova koji 
predstavljaju diskretne verzije prostora N p. Po analogiji sa metrikom dp na prostorima 
lp uvodi se metrika ap u odnosu na koju se dokazuje daje lp F-prostor. Nadalje dajemo 
kriterijum ograničenosti u prostoru lp koji je zapravo /p-analogon istoga dobijenog u 
prethodnom poglavlju za prostor N p. Prostori I.p su tijesno povezani sa problemima 
interpolacije u N p. U vezi s tim, u zadnjem poglavlju pokazujemo da ako je niz {zn} C 
D ravnomjerno razdvojen, tada je {zn} ujedno univerzalni interpolacioni niz za uredjen 
par (N p,lp). Isti rezultat kao i njegovo obratno tvrdjenje dokazuje se za pridruženi 
uredjeni par prostora (1VP,/P).
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6.1. Prostori M p

U glavi 1, pogl. 1 definisali smo klasu M kao skup svih funkcija /  holomorfnih u 
D, za koje važi

f 2n dO
J  log+ M f ( 0 ) —  < oo,

gdje je
Mf(0)  = sup |/( г е ,0)|.

0 < r < ]

Na osnovu teoreme 2.1, gl. 1 važe stroge inkluzije

U  N q C M  C N + C N.

Napomenimo da je kanonska faktori zaci on a teorema za funkcije iz klase M  data teo
remom 1.5 (c), gl. 1. U radu [K2] uvodi se na M  topološka struktura preko aditivno- 
invarijantne metrike p (sa ozna,kom d u [K2]) definisane kao

г2тг in

(1-1) p(f ,g)  = /  log(l + M ( f  -  д)(в)) — , J , g e M .

U ([K2], teorema 3.1) dokazano je da u odnosu na metriku p M  obrazuje /''-prostor. 
Nadalje, teorema 6.1 iz [K2] tvrdi da je množenje u prostoru M  neprekidna operacija, tj. 
da je M F-prostor. Teoreme 5.2 i 5.3 iz [K2] daju nepotpunu karakterizaciju množitelja 
iz M u //°°, odnosno topološkog dua.la od M . Za primjenu se dobija činjenica da prostor 
M nije lokalno konveksan (vidj. [K2], teorema 5.4).

Po analogiji sa činjenicom da su prostori N p (1 < p < oo) generalizacija prostora 
N \  na prirodan način se nameće definicija prostora M v (1 < p < oo). Zapravo, za 
proizvoljan realan broj p > 1 klasa M p se definiše kao skup svih funkcija /  holomorfnih 
u D za koje važi

r 2 n  м

(1.2) J  (log+ Mf ( 0 ) Y  — < oo.

Komentar. Za 0 < p < 1 uslov (1.2) definiše klasu M p svih funkcija holomorfnih 
na D koja je na osnovu teoreme 2.4 iz [K2] šira od Nevanlininne klase IV. Dakle, za 
funkcije koje pripadaju tim klasama nije zağarantovano postojanje radijalnih graničnih 
vrijednosti skoro svuda na T  (vidj. [NY]). Zbog toga klase M p (0 < p < 1) nisu 
od interesa za istraživanja. Stoga ćemo mi ovdje i ubuduće pretpostavljati da važi 
1 < p < oo.

Očito važi
U  M p C M.
p>\

Kombinujući nejednakosti log(|a| + 1) < log+ |a| + log2 i (|6| + |c|)p < 2P“ '(|/;|P + |c|p) 
dobijamo nejednakost logp(|a| + 1) < 2P_1 ((log+ |a|)p + (log2)p) (a,6,c G C). Iz te 
nejednakosti slijedi daje  uslov (1.2) ekvivalentan sa uslovom

( r 2 n  j n  \ 1/p

Уо (log(l + Mf (0) )Y — J < oo.
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Teorem a 1.1. Funkcija || • ||p dcfinisana na Mp -pomoću (1.3) zadovoljava slijedeća 
svojstva:

(L4) II/ + ÖİİP < II/IİP + II.9İİP za svako f , g £ M p.

I1-5) \\fg\\p < ll/llp + II.9İİP za svako f , g e M p.

Dakle, M p je algebra, u odnosu na. obično sabiranje i množenje funkcija.

Dokaz. Kombinujući nejednakost

log (1 + M {f  + g)(0)) < log (1 + Mf {9 )) + log (1 + Mg{0) ) , f , g  £ M p,

i integralnu nejednakost Minkovvskog (s indeksom p) dobijamo (1.4). Analogno, kom
binujući nejednakost

log (1 + M ( f  + g)(0)) < log (1 + Mf(0)j  + log (1 + Mg(0)) , f , g  G M p 

i integralnu nejednakost Minkovvskog (s indeksom p) dobijamo (1.5).

Teorem a 1.2. Funkcija. pv definisana na, prostoru M p kao

Ppİ I m ) = \ \ f -g\ \p
/  f 2n d 0 \ ' lv

(1-6) -  Ц  \ogp( l + M U - g ) ( 0 ) ) - )  , f , g  € M v,

je adi.tivno-invarija.ntna metrika na. M p u odnosu na koju je M p kompletan metrički 
prostor.

Dokaz. Iz PpU m ) = 0, za neke funkcije f ,g  Ç M p, na osnovu (1.6) slijedi da je 
M (f — g)(0) = 0 za skoro svako 0 £ [0,27г]. Otuda dobijamo da je = g*(c'°)
za skoro svako el° £ T, pa na osnovu Rieszove teoreme jedinstvenosti (teorema 1.2, 
gl. 1), zaključujemo da mora biti f (z)  — g(z) za svako z £ D. Kako je na osnovu
(1.4) očigledno ispunjena nejednakost trougla, slijedi da je pv metrika na Mp. Iz očite 
jednakosti

P p U  +  K g  у о  =  P r U id ) ,  1 м Л  е  мр, 
vidimo da je pv aditivno-invarijantna metrika. Time je teorema dokazana.

Radi kratkoće zapisa, ovdje ćemo kao i ubuduće u cijeloj glavi pisati Mv umjesto 
metričkog prostora (M p,pp). Osim toga, pretpostavljamo da je p > 1 proizvoljni 
fiksni realan broj. Napomenimo da za funkciju /  holomorfnu u D i za 0 < p < 1 sa 
f p označavamo funkciju definisanu na D kao f p(z) = f(pz),  z £ D. Osim toga, za 
funkciju /  holomorfnu u D sta.vimo

М Ш  = sup \fr(0)\ = sup |/( re ,0)|, 0 < P < 1.
0<r<p 0<r<p
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Tada važi slijedeći rezultat.

Teorem a 1.3. Funkcija f  holomorfna u jediničnom krugu D pripada klasi M p ako 
i samo ako važi

0-7) lim ј Г  (log+ М Ш У  £  = £ '  (log+ м т у  < °o.

Dokaz. Očigledno iz uslova (1.7) slijedi da je /  £ M v. Obratno, pretpostavimo da 
je /  £ M p. Tada važi

(1.8) M f p(0) —> Mf{0)  kada p —> 1 za skoro svako d £ [0,27г].

Kako je po pretpostavci /  £ M p, odnosno / Q27r (log+ M /(i9))p ~  < oo, zbog (1.8) 
primjenjujući Lebesgueovu teoremu o monotonoj konvergenciji dobijamo

U m J  (log+ M f p(0))p ~  = Jq (log+ Mf ( 0) ) p 

čime je teorema dokazana.

Teorem a 1.4. Prostor Mv je zatvoren u odnosu, na integraciju.

Dokaz. Za funkciju /  £ M v stavimo

П * ) =  Г  f ( z ) d z =  Г  f( te i9)ei0 dt.
J  o do

Odavde slijedi |F (re t0)| < Mf ( 0 ), što povlači MF(0) < Mf (0)  za skoro svako 0 £ 
[0,27г]. Stoga je F  £ M p, što je i trebalo dokazati.

Komentar. Kako je na osnovu teoreme 2.7 Mv = N p za svako p > 1, to na osnovu 
teoreme 1.4 slijedi da su prostori Np zatvoreni u odnosu na integraciju. Isto tvrdjenje 
dokazano je u ([K2], teorema 2.5) za klasu M . S druge strane, u ([Y1 ], teorema 2) 
dokazano je da postoji funkcija /  £ N + čiji integral ne pripada klasi /V, a samim tim 
ni klasi 7V+.

6.2. Konvergencije u prostorima M p

Teorem a 2.1. Za svaku funkciju f  £ M p važi f p —* f u  prostoru. M p kada p —> 1 ~ .

Dokaz. Neka, je /  £ M p. Kako je /  £ N, na osnovu Fatouove teoreme (vidj. gl. 
1, teorema 1.1) /  ima radijalne granične vrijednosti za skoro svako 0 £ [0,2-7г]. Zato 
je za svako takvo 0 funkcija t »-» f (te'e) neprekidna na segmentu [0,1], a samim tim i 
ravnomjerno neprekidna na [0,1], Stoga za svako takvo 0 važi

(2.1) М ( / -/,)(< ?)->  0 kada p Г .
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Iz nejednakosti

l°g(l + M ( f  — f p)(0)) < log(l + Mf(0))  + log(l + M f p(0))
< 2 log(l + M /(#)),

uzimajući u obzir da za /  Ç M p važi (1.3), dobijamo

logp(l + М (/ -  f p){0)) < 2Plogp(l + Mf(0))  e  L \T ) .

Otuda i zbog (2.1) možemo primijeniti Lebesgueovu teoremu o dominiranoj konver
genciji koja daje

Г 2тг тл

/  (log(l + М ( /  - / , ) ( * ) ) '  Џ - ,  0 kada /, Г ,
Уо

tj. f p —> /  u Мр kada /? —> 1~.

Za dokaz kompletnosti metričkog prostora (M v, pp) neophodne su nam slijedeće 
leme.

Lem a 2.2. Ako je {/„} Cauchyjev niz u M p, tada (fn)p —» /„ a M p kada p —» 1“ , 
pri čemu je ta konvergencija ravnomjerna u odnosu na n.

Dokaz. Neka je {/„} proizvoljan Cauchyjev niz u prostoru M p. Tada za dato e > 0 
postoji İ Ç N  ta,ko da važi

Pp(fn,fm) < -  za svako n ,m  > A:.

Otuda koristeći nejednakost trougla dobijamo za svako n > k

Pp{fn,{fn)p) < Pp(fn, fk) + Pp{fk,(fk)p) + Pp{(Ik)p ,{fn)p)
(2 2 > <

< у  + л (Л .(Л ) ,) -

Na osnovu teoreme 2.1 postoji 0 < p0 < 1 dovoljno blizu 1 tako da važi
£

Ppifi, (fi)p) < -  za svako p0 < P < 1 i za svako / = 1 , . . . ,  к. o

Otuda i na osnovu (2.2) neposredno slijedi

Pp  (/п i (fn )p) < £ za svako p0 < p < 1 i za. svako u € N.

Time je lema dokazana.

Lem a 2.3. Za svako p > 1 važi M p Ç N p kao i

(2.3) dp(f ,g) < pp(f ,g) za svako f ,g  e M p,
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gdje je dv pripadna m,etrika prostora N p.

Dokaz. Inkluzija M p Ç N p slijedi iz definicije ta dva prostora, a (2.3) slijedi iz 
definicija pripadnih metrika.

Lem a 2.4. ([1], gl. 6, pogl. 2, teorema 1). K onvergencija u odnosu na. metriku 
dp prostora N p jača. je od metrike ravnomjerne konvergencije na kompaktnim pod- 
skupovima kruga D.

Lem a 2.5. Ako je {/„) Cauchyjev niz u prostoru M p, tada niz {/„} konvergira 
ravnomjerno na kompaktnim podsku.povim.a od D ka nekoj funkciji f  holom.orfn.oj na D.

Dokaz. Iz relacije (2.3) leme 2.3 slijedi da je {f n} ujedno Cauchyjev niz u prostoru 
N v. Dakle, postoji /  £ N p tako da / п —> /  u prostoru N p, pa na osnovu leme 2.4 
fn —* f  ravnomjerno na kompaktnim podskupovima od D.

Slijedeća lema je poznata kao teorema o maksimalnosti Ilardy-Littlevvooda.

Lem a 2.6. ([Dl], str. 11). Neka je 1 < p < +oo i ip funkcija iz Lebesgueovbg 
prostora. LP(T). Neka.

1 Г2п
‘ {г’ 0) = г Ј о

1 - г 2
1 — 2r cos(0 — t) -f r 2 

označava Poissonov integral funkcije p. Stavimo

<p(t) dt, 0 < r < 1,

U(0)= sup |u(r,0)|, 0£[О,27г].
0 < г < 1

Tada je U £ LP{T) i postoji konstanta Ap koja zavisi sam,o od p takva da važi

(2-4) \\u\p < а гм ,.„

gdje je || • ||^р pripadna norma prostora LP{T).

T eorem a 2.7. Tia. svako p > 1 važi M p = N p, tj. prostori Mp i N p se podudaraju 
u skupovnom. smislu.

Dokaz. Na osnovu leme 2.3 za svako p > 1 važi M p Ç N p. Za dokaz obrnute 
inkluzije, uzmimo /  £ N v. Pokazaćemo da /  pripada prostoru M p. Na osnovu teoreme
1.5 (b), gl. 1, funkcija /  se može faktorisati kao

f ( z)  = B(z)S(z)F(z),  z G D ,

gdje je B(z) Blaschkeov proizvod, S'(z) singularna unutrašnja funkcija, a F(z)  vanjska 
funkcija, tj.

(2.5) F{z)  = wexp 1 - 1 /  log |/*(e,<) | dt'j
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za neku konstantu ш jediničnog modula. Osim toga, važi log+ |/* | £ LP{T). Kako je 
\B{z)S{z)\ < 1 za svako z e D, na osnovu gornje faktorizacije, iz F £ M p neposredno 
će slijediti da je /  £ M p. Kako je

е,г + г: 1 - r 2
e'1 — z 1 — 2r cos(0 — l) + r 2 ’ 

iz (2.5) direktno dobijamo

z — reİ0

log|F( 

odakle slijedi 

log+ \F(re'e

ге,в) I =
2" i _  r 2

27г J0 1 — 2r cos(l9 — t) + r 2 H \ n n \ d t ,  0 < г < 1 ,

1 r2n
2тг Уо

1 - r 2
1 — 2r cos(9 — t) -f r 2 \о£\Г(е")\сН

< 1 Г 27Г 1 - r 2
log+ |/*(е*'*)|Л, 0 < r  < 1.27Г J0 1 — 2r cos(0 — i) +

Iz gornje nejednakosti slijedi

log +MF(0) < sup (log+ |F (rc ,0)|)
0<г<1

< RUP ~0< г< 1

r 2тг 1 -
27Г 1 — 2 r cos (0 — t) + r 2 Iog+ |/*(e*f)| Л

Odavde, imajući u obzir daje  log+ |/*| £ LV(T), na osnovu leme 2.6 zaključujemo da 
mora biti log+ MF( 0 ) £ LV(T). To znači da je F  £ M v, a samim tim i /  £ M p. Dakle, 
važi N p Ç M p, odnosno Mp = 7VP, što je i trebalo dokazati.

Posljedica 2.8. Za svaku funkciju, f  £ Mp ( Np) važi

(2-6) / 2 (log+ Л^/(/?))р cio <  C p Г  (log+ \ r ( c i0)\Y  dO ,
./o Jo

konstanta C v zavisi sam,o od p.

Dokaz. Neka je F vanjski faktor iz faktorizacije funkcije /  £ M p. Iz dokaza teoreme 
2.7 vidimo da za funkcije Г/(0) = log+ M F(0) i (/?(0) = log+ |/*(et0)| možemo primijeniti 
nejednakost (2.4) iz leme 2.6. Dobijena nejednakost je upravo (2.6) iz naše teoreme sa 
F umjesto / .  Kako je Mf(0)  < MF(0 ), to je tim prije (2.6) ispunjeno.

6.3. F-algebre M p

Teorem a 3.1. Polinomi čine gust podskup od Mp. Stoga je prostor M p scparabilan.
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Dokaz. Uzmimo proizvoljnu funkciju /  £ Mp. Kako je za svako 0 < p < 1 f p 
holomorfna funkcija na zatvorenom jediničnom krugu D : \z\ < 1, to se na osnovu 
Rungeove teoreme f p može ravnomjerno aproksimirati polinomima na D. Otuda i iz 
činjenice da na osnovu teoreme 2.1 /„ —> /  u M p kada p —* 1", slijedi da je skup 
polinoma gust u prostoru M p. Uzimajući polinome čiji su koeficijenti sa racionalnim 
realnim i imaginarnim dijelovima, očito dobijamo prebrojiv skup polinoma koji je gust 
u M p. Time je teorema dokazana.

Teorem a 3.2. M p je kompletan metrički prostor.

Dokaz. Neka je {/„} Cauchyjev niz u prostoru M p. Ta,da zbog kompletnosti pros
tora N p postoji /  £ N p tako da f n —> /  u N p. Kako je na osnovu teoreme 2.7 M p = N p, 
to je /  £ M v, pa još preostaje dokazati da f n —» /  u prostoru M p. Na osnovu teoreme 
2.1 i leme 2.2 postoji 0 < r < 1 i П] £ N tako da va.ži

(3.1) Рр{1„!) < !  

i

(3.2) p, ( /„ ( /„ ) ,)  < 7  za svako n > n y
o

Pošto na osnovu leme 2.5 niz {/«} konvergira ravnomjerno na. svakom zatvorenom 
krugu |z| < p < 1 od D ka funkciji / ,  to postoji n2 £ N tako da važi

(3-3) p A In )T, f r ) < e-  za svako n > n2

Stavljajući n0 = max{n1,n 2), iz (3.1)-(3.3) na osnovu nejednakosti trougla direktno 
dobijamo

Pr(fnif) < e za svako n > n0, 
šo znači da /„ —> /  u prostoru M p. Time je teorema dokazana.

Teorem a 3.3. Za svako p > 1 M p je F- prostor u odnosu na. metriku pv definisanu 
sa (1.6).

Dokaz. Na osnovu ([DS], str. 51) dovoljno je dokazati slijedeća svojstva:
(i) pp je invarijantna metrika,
(ii) Za proizvoljnu fiksnu funkciju /  £ M p, c i—► c f  je neprekidno preslikavanje sa 

C u M p,
(iii) Za proizvoljan fiksni broj c £ C, / i—» c f  je neprekidno preslikavanje sa M p u 

M p,
(iv) M p je kompletan metrički prostor.
(i) slijedi iz teoreme 1.2.
(ii) Na osnovu Lebesgueove teoreme o dominiranoj konvergenciji imamo

Лр(с/ , 0) = ( /  logp(l + \c\Mf(0)) -> 0 kada c -> 0.
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(iii) Odaberimo prirodan broj k takav da je |c| < k. Tada na. osnovu nejednakosti 
trougla dobijarno

Pp{cL 0) < pv{kf, 0) < kpp(f,  0).
Dakle, /  н  с /  je neprekidno preslikavanje sa M v u M p.

(iv) To je zapravo tvrdjenje teoreme 3.2. Time je teorema dokazana.

Sada smo u mogućnosti da dokažemo da prostori (M p,pp) i (N p,dp) imaju istu 
topološku strukturu.

Teorem a 3.4. Za svako p > 1 prostori M p i N p podudaraju se u skupovnom i 
topološkom, smislu u odnosu na topologije defi nišane pripadnim m.etrika,m,a.

Dokaz. Razmotrimo identično preslikavanje j  : M p —* N p. Tada na osnovu nejed
nakosti (2.3) leme 2.3 slijedi da je j  neprekidno preslikavanje. Na osnovu teoreme 2.7 
važi M v =  N p, pa je stoga j  surjekcija. Kako je M p na osnovu teoreme 3.3 F-prostor, 
a N p takodje F-prostor možemo na j  primijeniti teoremu o otvorenom preslikavanju. 
Zapravo, na osnovu posljedice 2.12 (b) iz [Rl], slijedi da je  inverzno preslikavanje j~ l 
neprekidno. Dakle, j  je homeomorfizam, odakle slijedi da metrike dp i pp definišu istu 
topologiju na prostoru M p(= N p).

T eorem a 3.5. Za svako p > 1 prostor M p je F-algebra.

Dokaz. Na osnovu teoreme 3.3 M p je F- prostor. Kako je na osnovu teoreme 5.2, 
gl. 1, prostor N p F-algebra, to je na osnovu teoreme 3.4 množenje u M p neprekidna 
operacija. Dakle, M p je F-algebra.

Komentar. Kako prostori N p i M p nisu Banachovi (odsustvo svojstva homogenosti), 
to na metrike dp i pp ne možemo primijeniti tvrdjenje (c) posljedice 2.12 iz [Rl]. To 
zapravo znači da iako metrike d.p i pv definišu istu topologiju na M p, iz te činjenice ne 
slijedi obavezno da postoji konstanta Cp koja zavisi samo od p takva da važi

(3.4) P p{f,0)< C pdp(f,0)  za svako /  € M p.

Staviše, gornja ocjena se ne može izvesti iz nejednakosti (2.6) posljedice 2.8. Dakle, 
ostaje otvoreno pitanje da li su metrike d.p i pv ekvivalentne u smislu valjanosti relacije
(3.4) . Teorema 3.4 zapravo pokazuje da se prostori N p i M p mogu identifikovati u 
linearno-topološkom smislu. To znači da su svi rezultati dobijeni u ovom radu koji 
se odnose na linearno-topološku strukturu prostora N p va.žeći i za prostore M p. Osim 
toga, napomenimo da smo u dokazu teoreme 2.1, gl. 4 i lema 2.2, 2.3, 2.6, gl. 4, upravo 
koristili metriku pp umjesto metrike d.v. Istaknimo da smo i mnoge druge rezultate u 
ovom radu mogli dobiti zamjenjujući metriku dp metrikom pp na prostoru N p.

Napomenimo da smo u pogl. 5.6 defmisali "težinske” metrike dw na prostoru N p na 
slijedeći način. Za datu pozitivnu i mjerljivu na T  funkciju ш za koju je log+ ш Ç Lp(7'),
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funkcija dw definisana kao

<L(f,g) = logp(l + I /*(«") »*(<=") м « " » ^ )
l/p

/ , . ? е  /vp,

je aditivno-invarijantna metrika na prostoru Np. U vezi s tim, sa N p smo označili 
metrički prostor (N p,dw). Na osnovu teoreme 6.2, gl. 5, topologija na N p definisana 
pomoću metrike dp je jača od topologije definisane na N p pomoću metrike d^. Koristeći 
teoremu 6.3, gl. 5, ovdje dajemo potpunu karakterizaciju "težinskih” funkcija u; za koje 
je N f  F-prostor.

Lema 3.6. Ako je N p kompletan metrički prostor, tada je N p F-prostor.

Dokaz. Kako je metrika du aditivno-invarijantna i po pretpostavci kompletna, na 
osnovu ([DS], str. 51) dovoljno je dokazati slijedeća svojstva:

(i) Za proizvoljnu fiksnu funkciju /  Ç N p, с н  с /  je neprekidno preslikavanje sa C 
u /Vp,

(ii) Za proizvoljan fiksni broj c Ç C, /  i—> с /  je neprekidno preslikavanje sa N p u 
N p.

Dokaz oba gornja tvrdjenja slijedi na potpuno isti način ka.o dokaz analognih tvrd
jenja (ii) i (iii) teoreme 3.3 za prostor M p.

Teorem a 3.7. Za pozitivnu mjerljivu na T  funkciju ш za koju je log+ u> Ç LP(T), 
slijedeća svojstva su ekvivalentna:

(i) logш e LP{T).
(ii) N p je F-prostor.

Dokaz. Ako je log tu € LP(T), tada je na osnovu ekvivalencije (i)<^(iv) teoreme 6.3, 
gl. 5 Nf kompletan metrički prostor. Otuda i na osnovu leme 3.6 zaključujemo da je 
N p F-prostor.

Obratno, pretpostavimo da je N p F-prostor. Tada razmotrimo identično preslika
vanje j  : N p —> N p. Kako je na osnovu teoreme 6.2 (i), gl. 5, topologija odred- 
jena metrikom dp jača, od topologije odredjenom na N p pomoću metrike dw, to je j  
neprekidno preslikavanje. Postupajući dalje potpuno isto kao u dokazu teoreme 3Af  
zaključujemo da obje metrike dp i dw definišu istu topologiju na prostoru N p. Otuda, 
opet na osnovu ekvivalencije (i)o(iv) teoreme 6.3, gl. 5, zakjučujemo da mora. biti 
log tu Ç LP(T). Time je teorema dokazana.

Posljedica 3.8. Ako je N p F-prostor u odnosu na neku metriku dw, tada se pri- 
padna metrička dw-topologija. podudara sa metričkom, dp-topologijom. Dakle, jedina 
metrička topologija od svih metričkih d.w-topologija (log+tu 6 LP[T)) u odnosu na koju 
je N p F-prostor je upra.vo inicijalna metrička d.p (odnosno pv)-topologija.

Dokaz. Tvrdjenje neposredno slijedi iz dokaza tvrdjenja (ii) =>(i) teoreme 3.7.
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6.4. Ograničeni skupovi u prostorima M p

U prethodnom poglavlju smo dokazali da prostori M p i N p imaju istu topološku 
strukturu (teorema 3.5). Kako prostori M v (= N p) nisu Banachovi, to ograničeni 
podskup u odnosu na pripadnu metriku pp (dv) ne mora biti ograničen i u pripadnom 
topološkom prostoru M v (N p). Uzimajući u obzir tu činjenicu kao i činjenicu da pros
tor N p nije lokalno ograničen (posljedica 3.1, gl. 2), od interesa je dati karakterizaciju 
ograničenih podskupova od M p (/Vp). Ta karakterizacija je data pomoću obje metrike 
dp i Pp-

Uočimo da se na osnovu Rieszove teoreme jedinstvenosti (teorema 1.2, gl. 1), 
prostor 7VP može identifikovati (do na izometrički izomorfizam) sa prostorom N p‘ (ek
vivalentnih) klasa svih mjerljivih na T  funkcija koje se podudaraju skoro svuda na T  sa 
graničnim funkcijama funkcija iz N p. Slijedeća teorema daje karakterizaciju radijalnih 
(ugaonih) graničnih vrijednosti funkcija iz prostora M p (=NP), odnosno funkcija iz 
N p*. Taj rezultat je analogan rezultatu V. I. Gavrilova i V. S. Za.harya,na dobijenom u 
([GZ], teorema 2) za prostor M.

Teorem a 4.1. Neka. je E  proizvoljan mjerljiv podskup jedinične kružnice T  г ip kom
pleksna mjerljiva funkcija definisana na E. Da bi se funkcija <p podudarala skoro svuda 
na E  sa graničnom (radijalnom.) funkcijom neke funkcije f  iz prostora M p potrebno je 
i dovoljno da postoji niz polinom.a {Pn) takav da važi:

(i) Niz (Pn(e!0)} konvergira skoro svuda na E ka funkciji ip(e'e).
(ii) niz {log+ M Pn(0)} je ograničen u prostoru. LP(T), tj. važi

Dokaz. Ako u formulaciji naše teoreme samo uslov (4.1) zamijenimo slijedećim uslovom:

tada dob i jamo upravo teoremu 1, pogl. 5.2, str. 48, iz [1]. Otuda i iz činjenice da su na 
osnovu nejednakosti (2.6) leme 2.8 uslovi (4.1) i (4.1)’ ekvivalentni, neposredno slijedi 
tvrdjenje teoreme.

Komentar. Teoremu 4.1 možemo dokazati direktno na sličan način kao teoremu 1, 
pogl. 5.2, str. 48, iz [1]. S druge strane, očito se teoreme 2 i 3, pogl. 5.2, iz [1] ne 
mogu preformulisati u terminima metrike pp prostora M p.

Slijedeća teorema daje potpunu karakterizaciju ograničenih podskupova. prostora 
N p (= M p). Njeno tvrdjenje (i)<t4>(iii) je potpuno analogno tvrdjenju teoreme 1 iz [Y4] 
koje opisuje ograničene podskupove od N +.

(4.1)
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Teorem a 4.2 . Za, skup L C M p slijedeći uslovi su ekvi.vale.ntni:
(i) L je ograničen podskup od M p.
(ii) za, svako e > 0 postoji б > 0 tako da važi

(^•2) J  (log+ M f(0 )Y  — < £ za svako f  £ L,

za svaki mjerljiv skup E  C T čija je Le.besgue.ova mjera \E\ < б.
(iii) za svako e > 0 postoji, б > 0 tako da važi

(4-3) /  (log+ |/*(e10)|)P — < e za svako f  £ L,
Je

za, svaki mjerljiv skup E  C T čija je Lebesgueova, mjera \E\ < б.

Dokaz. Inkluzija (ii)=>(iii) neposredno slijedi iz očite nejednakosti \.Г{еЈ°)\ < 
Mf{0), f  G M p, za skoro svako 0 £ [0,27г].

(iii)=>(i) Neka je
V = { g e N p : dp(g, 0 )  < 77}

proizvoljna okolina nule u N p. Odaberimo dovoljno mali pozitivan broj e tako da važi 

(4-4) logp(l + e) + 2P_1 logp26 + 2p- Je < vp.

Tada slijedi da postoji 6, 0 < б < e, tako da važi (iii). Odaberimo n £ N tako da važi 
1/п  < б. Stavimo

Ek = ei0 : 0 £ 2[k — 1)7г 2kn 
n ’ n

Tada je \Ek\ = 1 /п  < б, pa na osnovu (iii) važi

, k = 1 ,2 ,... ,n.

2̂7Г
(4.5) 0°g+ 1/*(ел )| )i0\\ \p dk _  f < ne za svako /  £ L.

k=i JEk

Iz (4.5) na osnovu nejednakosti Čebiševa slijedi da za svaku funkciju /  £ N p postoji 
mjerljiv skup Ej C T  koji zavisi od /  takav da važi

(4.6) \ T \ E , \  <бi (log+ \Г ( е ‘ )\У< na

Iz (4.6) imamo

l/*(et<?)| < ехр = К(б) = K  na Ej.

Odaberimo a tako da važi 0 < a < е/б. Tada koristeći nejednakost logp(l + |a|) < 
2Р~’ ((!<>g+ |a |)p -f logp2), (4.4) i (iii) za svako /  £ L dobijamo

(dP(a f,0 ))p i°gp(i + k f V ) | )
dO
2Ћ
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<

<
<

İ E, + /т

L d.0
logp(l + e) —-- + 2P 1 

2 7Г >т\Е,
, „ dO 
°S 2 2^ +

</0
(log+ \Г{е'°)\У ~2тг

l°gp(l + e) + 2”- 1 logp 28 + 2p~'e

Dakle, va,ži dp(af,0) < r), odakle slijedi aL C V. To znači da. je L ograničen podskup 
od N p. 1

0)=К") Pretpostavimo da je L ograničen podskup od M p. Tada za dato ?/ > 0 
postoji a 0 = Qo(rj), 0 < «о < 1, tako da važi

Г јп
('l-?) (pp(a f,  0))p = J  logp(l + \a\Mf(0)) — < t f  za svako /  Ç /,, |о| < q0. 

Otuda slijedi

/2тг j  „

(log+ \a\M f{0)Y  — < 7/p za svako /  Ç L, |a | < a 0.

Kako je

log+ M f(0)  < log+ aoM f(0)  + log — ,
Oo

to važi

(4.9) (log+ M f(0 )Y  < V-'((log+ a„M /(0))’ + ( l o g i ) ’)  .

Za dato e > 0 odaberimo т) > 0 tako da je 

(4D0) i i< e 1/p/2,

kao i cv0 = 0-0(7/) tako da važi (4.7), a samim tim i (4.8). Neka je б > 0 odabrano tako 
da je

(4-11) <51ogp — < e/2p.
Oo

la.da za svaki skup E  C T  za koji je \E\ < б, na osnovu (4.8)—(4.11) za svako f  G L 
dobijamo

J e (l°g+ M f{0))p ^

< 2p~lrjp + 2P—11ZZ| logp —



Dakle, zadovoljen je uslov (ii) teoreme, čime je teorema ujedno i dokazana.

Komentar. Uočimo da uslov (ii) iz teoreme 4.2 zapravo označava da je familija 
{(l°g + M f(0 )Y  ravnomjerno integrabilna na T. Analogno tvrdjcnje važi i za
uslov (iii). S druge strane, iz dokaza teoreme 4.2 vidimo da. iz (ii) slijedi daje  i familija 
{(log+ M f{0))p : /  £ L} ograničena u prostoru Ll (T), tj. da važi

Г 27Г 7/1
lim sup /  (log+ M Pn(0))p — < +oo.

jçl J o 2тг

Analogno, iz uslova (iii) slijedi d a je  familija {(log+ \f*(et9)\)P : f  £ /,} ograničena u 
prostoru I f(T ) .

Posljedica 4.3. Лко je za neki podskup L od M v familija

{(!°S+ |/*С=")1)" : /  € i}

ravnomjerno integrabilna, tada je i familija

{(log+|/(re"’) | ) ' :  /  e  İ .0  < r < 1} 

takodje ravnomjerno integra.bilna..

Dokaz. Iz uslova teoreme i inkluzije (iii)=>(ii) teoreme 4.2 neposredno slijedi da je 
familija {(log+ M f(0 ))P : f  £ L] ravnomjerno integrabilna na T. Otuda i iz očigledne 
nejednakosti \f(re,e)\ < M f(0), f  £ M p, 0 < r < 1, za skoro svako 0 £ [0,27t], slijedi 
daje  i familija {(log+ \ f{ee,e)\Y : f  £ L,0 < r < 1} ravnomjerno integrabilna.

Komentar. Analogan rezultat posljedici 4.3 dokazan je za klasu Smirnova Л'+ u 
([P2], str. 133, lema 8.3). Ta se lema tamo koristi za dokaz konformne invarijantnosti 
klase N +, kao i za karakterizaciju graničnih ugaonih vrijednosti funkcija iz N +.

Slijedeća teorema daje potreban uslov ograničenosti u prostorima M v (N v).

Teorem a 4.4. Neka je L podskup od M v. Ako je L ograničen podskup od. M p, tada
važi

Moo(r,f) < K ехр ( _ _ Ч О _ Л
\ ( i  — т-у/р)

za svako f  £ L,

gdje je A'f00( r ,/ )  = т ах 0<(<2Ж |/(ге г(?)|, K  > 0 pozitivna konstanta i cu(r), 0 < r < 1, 
pozitivna, neprekidna funkcija koja. ne zavisi od f  £ L i za koju je tu(r) j  0 kada r —> 1.

Dokaz. Iz nejednakosti (4.5) u dokazu teoreme 4.3, gl. 1 vidimo da za svaku funkciju 
/  £ N p važi

2п 1
1 — 2 r cos (0 — t) + r3  (log4 l / V ) i r(4.12) (log4 |/ ( r e" ) |) ’ < 4 -
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Kako je po pretpostavci L ograničen podskup od /Vp, na osnovu teoreme 4.2 (iii) za 
svako e > 0 postoji б = б(е) > 0 tako da važi

(4-13) /  (log+ \Г (ег0)\)Р <7, za svako /  £ I ,
./0 z

za svaki mjerljiv skup E C T  čija je Lebesgueova mjera \ E\ <
Dalje iz dokaza implikacije (iii)=>(i) teoreme 4.2 vidimo da. za svaku funkciju /  £ N p 

postoji mjerljiv skup Ej C T  koji zavisi od /  takav da važi

(4.14) \ T \ b f  \ < б i (l°gH |/*(сг<?)|)Р < — za skoro svako егв £ Ej.

Iz (4.12)—(4.14) dobijamo

0°g+ \ f ( re'°)\)p = /  + /
J Ej J Ej

. ne I e< -----1----------
-  б 1 -  r 2 ’

odakle slijedi

(4.15) (1 -  r) (log+ M00( r , / ) ) p < i'- " Г)П£ + £
o 2

Uzmimo niz (е^) pozitivnih realnih brojeva takav da je ек [ 0. Za svako k £ N neka 
je rk > 0 broj takav da je

(4.16) (1 -  rk)ne , e* ,
«I + ¥ < £ ‘’

gdje je £fc = <5(e*) i

Stavimo
pk—i ^  тk ^  U r*k j* 1 kada k —► oo.

Ui{r) = £k za rk < r < гш ,к = 1 ,2 ,----
Otuda, iz (4.15) i (4.16) dobijamo

(log+ Moo(r,/ ) ) р < —1  ̂ za svako 0 < r < 1. 
1 — r

Budući da važi
tuj(r) —> 0 kada r —> 1, 

to postoji neprekidna funkcija u>2(r) takva da važi

wi(r ) < ^ ( f )  i ш2(г) J, 0 kada r —> 1

Stoga je

(log+ M00( r , f ) Y  < — za svako 0 < r < 1 
1 — r

130



Otuda stavljajući
to(r) — (tu2(r))1/,p za svako 0 < r < 1,

dobij am o

Moo{r,f) < ехр za svako /  Ç L.

Time je teorema dokazana.

Komentar. Uslov iz teoreme 4.4 nije ujedno i dovoljan da bi skup L C M p bio 
ograničen podskup od M p. Zapravo, sta.vimo

fn(z) = anzn, «„ = ехр(Л71п,/(р+1)),

gdje je

Tada se kao u dokazu leme 1 iz [Y4] lako provjeri da skup L = {/„} C M p zadovoljava 
uslov iz teoreme 4.4. Ali ka.ko je

očigledno skup L nije ograničen u M v.

Podsjetimo se d a je  na osnovu teoreme 4.1, gl. 3, svaki ograničen skup u prostoru 
F p-Frechetovom omotaču od 7VP, ujedno i pređkompa.ktan (relativno kompaktan) skup 
u F v. Osim toga, F p je Montelov prostor (vidj. teorema 4.3, gl. 3). Slijedeći rezultat 
pokazuje da to nije slučaj ni sa jednim prostorom N p.

Teorem a 4.5. Postoje ograničeni podskupovi od N p koji nisu i predkompaktni u 
tom, prostoru.

Dokaz. Za niz funkcija {/i„} defmisan na [0, 2zr] kao

hn(t) = 1 + sin (ni),

stavimo

(4.17) / „ ( г ) ^ е х p ( L ^ = exp(l — izn), z e D.

Tada je očito {/n} C N p i za svaki mjerljiv skup E C T  važi

kao i
0 < / hn{t)dt < 2\E\

E
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gdje I E I označava Lebesgueovu mjeru skupa E. Odavde i na osnovu teoreme 4.2 vidimo 
da je skup L = {/„} ograničen u N p.

Pretpostavimo daje skup E predkompaktan. To znači da postoji podniz { /n }̂ niza 
{/„} i funkcija /  G N v tako da va,ži

(4.18) dv{fnk,f)  -+ П kada. к -> oo, 

pa sa,mim tim

fnk{z) —» f { z ) ravnomjerno na. svakom zatvorenom krugu \z\ < r < 1.

Otuda, i na osnovu (4.17) zakjučujemo da mora. biti f (z )  = e na /7. S druge strane, iz
(4.18) i teoreme 4.6 slijedi da

/* (е'3) P° m.İer' na T.

Stoga dobi jamo

l°g+ \fnl{E°)\ = 1 + sin(пкв) -> log+ \f*{e,0)\ = 1 po mjeri na. T.

Ovim je dobijena kontradikcija, pa. zakjučujemo da skup L nije predkompaktan u N p.

Za karakterizaciju predkompaktnih skupova u N p neophodan nam je slijedeći rezul
tat.

T eorem a 4.6. ([1], pogl. б.З, str. 62, teorema 1). Niz {/„} C N p je Cauchyjev u 
prostoru N v oko i so.m.o ako važe slijedeći uslovi:

(i) Niz {logp(l + |/*(e,0)|)} čini ravnomjerno integrabilnu familiju na T .
(ii) niz {fn(Ee)} konvergira po mjeri na T .

Teorem a 4.7. Skup K  C N p je predkompaktan podskup od N p ako i samo ako važe 
slijedeći uslovi:

(i) K je ograničen u N p.
(ii) Za svaki niz {f n} C K  niz {/^(е!<?)} sadrži podniz koji konvergira, po mjeri na T .

Dokaz. Pretpostavimo da je K  predkompaktan podskup od N p. Stoga je K i 
ogra.ničen u N p i za svaki niz {/„} C K  postoji podniz {/„*) i funkcija /  Ç N p tako 
da f nk —> /  u prostoru N p. Stoga je taj podniz Cauchyjev u N p. Na osnovu teoreme
4.6 slijedi da podniz {fnk(e>°)} konvergira po mjeri na T.

Obratno, pretpostavimo da za skup K  C N p važe uslovi (i) i (ii) naše teoreme. 
Uzmimo bilo koji niz {/„} C K. Na osnovu (ii) niz { /*{Ев)} sadrži podniz { /^ (e '0)} 
koji konvergira po mjeri na T. Iz uslova (i) i teoreme 4.2 (iii) slijedi da niz

{(log+ | / ; ( e ’ö)|)P}fceN

čini ravnomjerno integrabilnu familiju na. T. Otuda, i iz nejednakosti logp(l -f |a|) < 
2P_1 ((log+ |a |)p + logp 2) slijedi da i niz

{logp(i + | / ; fc(e*0)|)}*eN
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čini ravnomjerno integrabilnu familiju na T. Dakle, niz { f nk} zadovoljava oba u si ova 
teoreme 4.6, na osnovu koje zakjučujemo da je { fnk} Cauchyjev niz u N p. Konačno, 
zbog kompletnosti prostora N p zakjučujemo da je niz {/ Пк} konvergentan u N p. Dakle, 
K  C N p je predkompaktan podskup od N p, čime je teorema dokazana.

6.5. F-prostori lvz

Neka je Z  = {zn} niz kompleksnih brojeva iz jediničnog kruga D takav daje zn ф zrn 
za n ф m  i za koji važi Blaschkeov uslov:

OO

(5.1) 5^(1 -  k„|) < oo.
71=1

Tretirajući interpolacione probleme za Hardyjeve klase IIq (1 < q < oo), Shapiroi 
Shields u radu [SSI] uvode slijedeću klasu nizova kompleksnih brojeva:

(5.2) |{c„} : -  \zn\2)\cn\4 < o o j ,

gdje je 1 < q < oo. Klasu nizova {cn) defini san u pomoću (5.2) ovdje ćemo označavati 
sa J4Z.

Razmatrajući odgovarajuće interpolacione probleme za klasu N +, Yanagihara u 
radu [Y7] uvodi slijedeću klasu nizova kompleksnih brojeva:

(5.3) /+ = j{ c n} : ^ ( 1  -  p n|2)log+ |c„| < o o j .

Po analogiji sa naprijed defmisanim klasama 1чг i za dati niz Z = {zn} koji zadovoljava 
uslov (5.1) i realan broj p > 1 sa lp označimo klasu svih nizova kompleksnih brojeva 
{cn} koji zadovoljavaju uslov:

(5.4) 5^(1 -  \zn\2) (log+ |cn|)P < oo
n = l

Prostore lp možemo na osnovu definicije smatrati diskretnim verzijama prostora N p. 
U vezi s tim, po analogiji sa metrikom dv na N p definišemo na prostoru lp funkciju ap 
kao

(
OO

X ] ( 1 ~  lzn|2)logp(l +  |cn(u) -  cn(u)|)

П=\

za nizove u = {cn(u)},u = (cn(u)) G lp.
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T e o re m a  5.1. /р je rektorski prostor nad poljem, kompleksnih brojeva..

Dokaz. Uzmimo u — {cn(u)}, v = {cn(?;)} Ç lvz. Kombinujući nejednakosti log+ |x + 
у\ < log+ |x| + log+ \y\ + log 2 i nejednakost (|a| + |6| + |c|)p < Зр-1(|а |р + |/;|p + |c|p) 
dobijamo (log+ |x + i/|)p < 3p_1((log+ |x |)p + (log+ |y|)p + logp2). Otuda, iz (5.1) i (5.4) 
slijedi daje u + v € lpz . Ako je a  6 C, tada iz nejednakosti log+ \xy\ < log+ |.r| + log+ |т/| i 
(|a| + |5|)p < 2p_1(|a |p + |ft|p) slijedi (log+ \xy\)p < 2p_1((log+ |x|)p+(log+ |?y|)p). Otuda, 
opet na osnovu (5.1) i (5.4) slijedi da je au 6 /р. Time je tvrdjenje teoreme dokazano.

Teorem a 5.2. Funkcija op definisana pomoću (5.5) je ad.itivno-invarija.nlnn metrika 
na prostoru lp u odnosu na koju je lp kompletom, metrički prostor.

Dokaz. Očito iz ap(u,v) = 0 slijedi da mora biti u = v. Osim toga, očito važi 

(5-6) ap(u, u) =  ap(u -  v, 0)

zasvakou=  {cn(u)},w= {cn(o)} Ç lp. To znači da je ap aditivno-invarijantna funkcija. 
Kombinujući nejednakost log(l + \x + y|) < log(l + |x|) + log(l + |?y|) sa nejednakošću 
Minkovvskog za nizove u — {cn(u)},v  = (cn(o)} Ç lp dobijamo

ap(u,v) J ^ ( !  -  |2гп|2) logp(l + |c„(u) -  cn(o)|)
l/p

71—  1

f oo l/p

< ”  M ’) (0°g0 + |cn(u)|) + log(l + |cn(r;)|))p
< n=1
f oo l/p
E  №  -  W !)1/,’|og(l + M « )l)  + (1 -  log(l + M <,)|))’

Ч n — 1 

/  oo

-  -  W 2) lQgp(i + M u)l)
\  7 1 = 1

l/p

i/p

+ “ l2nl2) losp(1 + M U)I)J
=  <7p(u,0) +  (Tp(i;,0).

Sada iz gornje nejednakosti i (5.6) za u ,v ,w  £ lp dobijamo

crp(u,u) = ap(u — w,v — w)
<  <j p ( u  — io, 0) -f ap( v  — го, 0) 
=  ap( u , w )  +  (Tp(o,io).

Dakle, važi nejednakost trougla.
Još preostaje dokazati kompletnost prostora lp. Neka je Uk = (cn(ujt)} Cauclıyjev 

niz u /р, tj.

(5.7) crp(uk, um) —i 0 kada k ,m  —> oo.
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Otuda se lako vidi da za svako n G N postoji limes

(5.8) cn(u,k) -a cn kada к —> oo.

Iz (5.7) vidimo da za svako e > 0 postoji Ai0 G N tako da važi

(
oo \  1/ р

У1(1 -  |̂ 7г I2) logP(l + |cn(u.fc) - c n(llm)|) I < £ za svako к, тп > к0. 

Prema tome, za svaki prirodan broj / važi

( £ ( 1  -  k n l 2 ) logP(l +  I Сп(и к) -  C n ( u . m ) | ) l  <  £ .

Uzimajući da m  —> oo i zatim / —> oo iz gornje nejednakosti dobijamo 

u =  {cn} G Fz i <Tp{uk,u) -a 0 kada к —> oo.

Time je teorema dokazana.

Teorem a 5.3. Za svako p > 1 1рг je F-prostor u odnosu na. metriku ap defim.sa.nu 
pom,oću (5.5).

Dokaz. Na osnovu ([DS], str. 51) dovoljno je dokazati slijedeća svojstva:
(i) (jp je invarijantna metrika,
(ii) Za proizvoljan niz u G lpz, ot i—> otu je neprekidno preslikavanje sa C u lp,
(iii) Za proizvoljan fiksni broj a G C, u *—► au je neprekidno preslikavanje sa lp u 

lpz ?
(iv) /р je kompletan metrički prostor.
(i) slijedi iz (5.6) teoreme 5.2.
(ii) Pretpostavimo da о.к -a► a kada k —> oo. Za dato e > 0 odaberimo nQ G N tako 

da važi

7lQ г/р
(5.0) 5 Z ( *  -  |г„!2) ı ° g ’’( ı  +  M « ) l )  I < s

\п= 1

Pošto a t —> a, možemo odabrati A~0 tako da za k > k0 važi |о:* — oj < 1 i

\  i/pno

(5,10) Х Т  -  1г»12) + l«t -  a||c„(u)|) < r .
чп=1

Iz (5.9) i (5.10) dobijamo da za. svako m > ko važi

ap(aku,au)  =  ( ( ) (1 -  |г„|2) logp(l + \ak -  cv||c„(u)l) ) < £•
f  no 1 /Р

\ n = l Ti—Tio “t* 1 >

135



Time je (ii) dokazano.
(iii) Neka je a € C fiksirano. Pretpostavimo da. je u G lp i niz {?/,*.} C lp tako 

da ap(uk,u) —* 0 kada к —> oo. Odaberimo rn G N tako da važi |a-| < m. lad a  iz 
nejednakosti trougla. dobijamo

ар(аик,аи) < ар(тик, mu) = ар(т.(ик — u), 0)
<  т и р( и к — u, 0) =  т а р( и к, u ) .

Iz gornje nejednakosti i pretpostavke <тр(ик,и) —» 0 slijedi ар(апк,аи)  —> 0 kada 
к —» oo. Time je (iii) dokazano.

(iv) Ovo tvrdjenje je dokazana u sklopu teoreme 5.2, pa je time naša teorema, 
dokazana.

Slijedeća teorema daje potpunu karakteri zaci ju ograničenih podskupova prostora lpz. 
Ona zapravo predstavlja /^-varijantu teoreme 4.2 ((i)o(iii)) koja karakteriše ograničene 
podskupove od N (ii) * * v.

Teorem a 5.4. Neka je L podskup od lvz . Tada je L ograničen ako i samo ako važe 
slijedeća, tvrdjenja:

OO

(i) £ ( 1  — |г„|2) (log+ |cn(u)|)P < M za svaki niz u = {cn(r/.)} Ç /,,
n=l

gdje je M  =  M (L) pozitivna konstanta, kao i
za svako e > 0 postoji prirodan broj n0 = n0(e, L) lako da važi

(ii) — \zn\2) 0°g+ lcn(u)l)P < e za svaki, niz u =  {cn(?/)} G L.
no + l

Dokaz teoreme je potpuno sličan dokazu teoreme 4.2 i zato ga izostavljamo. 

Slijedeća teorema predstavlja diskretan /^-analogon teoreme 4.5.

Teorem a 5.5. Neka je L podskup od lvz . Ako je skup L ograničen, tada važi

|cn(u)| < K  ехр
(1 -  \zn\)1/p

za svaki niz u — (cn(r/.)} G L,

gdje je K  > 0 konstanta i {An} pozitivan niz za koji je \ n j, 0 kada. n —» oo i koji ne 
zavisi posebno od u G L.

Dokaz teoreme je potpuno analogan dokazu teoreme 4.5 i zato ga izostavljamo.
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6.6. Interpolacija u prostorima N p

Pretpostavimo da je X  neka klasa holomorfnih funkcija defi nišan ih na jediničnom 
krugu D kompleksne ravni. Neka je {zn} niz u u krugu D. Za. niz kompleksnih brojeva 
{cn} interpolacioni problem sastoji se u nalaženju funkcije /  € X  za koju važi

(6.1) / W  =  4  za. svako n € N.

Neka je Y  neka familija nizova kompleksnih brojeva. Niz {zn} C D nazivaše uni
verzalni interpolacioni niz za par (X ,Y )  ako za. svaki niz {c„} G Y  postoji funkcija. 
f  Ç X  za. koju važi uslov (6.1).

Na početku prethodnog poglavlja istaknuto je da. su u vezi sa. rješavanjem i riter po- 
lacionih problema za. Hardyjeve klase H q (1 < q < oo) Sha,piro i Shields u [SSI] uveli 
pripadne prostore nizova l\. Rješavajući analogne probleme za klase IJq (0 < q < 1).,. 
Kabaila u [Ka] definiše analogne prostore nizova za 0 < q < 1. U vezi s tim za niz 
Z = {zn} C D takav da je zn ф zm za, n ф m. i koji zadovoljava, uslov

OO

(6.2) ^Гј(1 -  p n|) < oo,
n= 1

za. svako 0 < q < oo označimo sa. I,qz klasu svih nizova {cn} kompleksnih brojeva, za. koje 
važi

(6.3) £ ( 1  “  \zn?)\cA 4 < °°.
п — 1

Očigledno zbog uslova (6.3) mora biti \zn\ —> 1 kada n —* oo. Za svaki niz {zn} C D u 
ovom poglavlju ćemo pretpostavljati da je zn ^  zm za n ф m  i da važi (6.2). Za takav 
niz {zn} C D i n G N sa Bn(z) označimo beskonačni Blaschkeov proizvod definisan 
kao

(6.4) B„(z) п
тпфп

•2-m I Zm %
Z m  1 -  Zm Z

U vezi s tim, za niz {zn} C D kažemo da je ravnomjerno razdvojen ako postoji strogo 
pozitivan broj б takav da važi

(6.5) |Дг(2„)| п
т ф п

Zm Zn
ZmZn

> б > o za svako n e N.

Pojam ravnomjerno razdvojenog niza tijesno je povezan sa, rješenjem interpolacionog 
problema za uredjen par (H°°,l°°) dobijenog od strane Carlesona u [C]. Napomenimo 
da H°° označava Hardyjev prostor ograničenih holomorfnih na D funkcija, a /°° pros
tor ograničenih nizova kompleksnih brojeva. Taj čuveni rezultat Carlesona sastoji se u 
slijedećem tvrdjenju.
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Teorem a 6.1. ([C]). Niz {zn} C D za koji važi (6.2) je univerzalni interpolacioni 
niz za par (7700,/00) ako i samo ako je on ravnomjerno razdvojen.

Komentar. U skladu sa prethodnim rezultatom, Blaschkeov proizvod sa prostim 
nulama koje čine univerzalni interpolacioni niz za (H°°, l°°) naziva se interpolacionim.

Tvrdjenje teoreme 6.1 je dokazano u [SSI] za uredjen par (/У7,/7) (1 < q < oo), 
odnosno u [Ka] za uredjen par (# 7,/7) (0 < q < 1). Ta dva rezultata zajedno sa 
teoremom 6.1 mogu se objediniti u jedinstvenu glavnu interpolacionu teoremu za klase 
II4 kako slijedi.

Teorem a 6.2. ([02], str. 149, teorema 9.1). Neka je 0 < q < oo. Niz {zn} C N je 
univerzalni interpolacioni niz za par (7/7, lqz) a,ko i samo ako je on ravnomjerno razd
vojen.

Koristeći teoremu 6.2, kao i rezultate Naftaleviča iz [N] koji se odnose na interpo
laciju za Neva.nlinninu klasu N  Yanagihara u radu [Y7] rješava, interpolaciono probleme 
za klasu N +. Kao što je rečeno u prethodnom poglavlju, u radu [Y7] definišu se klase 
nizova l f  pomoću (5.3). Napomenimo da smo u istom poglavlju za dati niz Z = {z„} 
koji zadovoljava uslov (5.1) i realan broj p > 1 sa. lp označili klasu svih nizova, komplek
snih brojeva {cn} koji zadovoljavaju uslov (5.4). Za. svako p > l i  uredjen par {Np,lp) 
imamo slijedeći rezultat.

Teorem a 6.3. Da, bi niz {zn} C D bio univerzalni interpolacioni niz za. (Np,lp) 
dovoljno je da {zn} bude ravnomjerno razdvojen, a, neophodno je da važi

(6.5) kada n oo.

Dokaz. Pretpostavimo daje niz {zn} ravnomjerno razdvojen. Za dati niz {en} G /р 
stavimo

(6.6) bn = log |cn| ako je |c„| > 1 ; bn = 0 ako je |c„| < 1.

Tada očito niz {(1 — \zn\2y^pbn) pripada prostoru /р, tj. niz {/;„} pripada prostoru lp. 
Stoga na osnovu teoreme 6.2 postoji funkcija g G I i v takva da važi g(zn) = hn za svako 
n G N. Dell niši mo funkciju /ј  kao

ш = ехр (<7(г))> D.

Tada je očito f\ G N p i zbog (6.6) važi

(6.7) J l ( '-ti ) ■ |cn1 ako je k l > i; f ı M  = 1 ako je |cn| < 1

Stavi rno

(6.8) I cn
Сп "  |c„

j- ako je |c„| > i; c'„ = c„ ako je |cn| < 1.
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Tada je {c'n} £ pa na osnovu teoreme 6.1 zaključujemo da postoji funkcija / 2 £ /7°° 
tako da je

(6.9) / 2(ап) = <4 za svako n £ N.

Definišimo funkciju /  kao

f ( z )  = f i ( z ) f 2(z) z e D .

Tada je /  £ 7VP i iz (6.6)-(6.8) vidimo da važi f ( z n) = cn za svako n £ N. Time je 
prvo tvrdjenje teoreme dokazano.

Označimo sa K  skup svih funkcija /  £ 7VP za koje je f ( z n) — 0 za svako n £ N. Iz 
nejednakosti (ii) leme 2.1, gl. 2, slijedi da je K  zatvoren podskup od N p. Definišimo 
količnički prostor

7VP =  N p/K , f  = f  + K e  7VP za f  £ N p.

Definišimo metriku dv na prostoru N p na uobičajen način kao

dp(f, б) = inf dP(/,0 ), đp(f,g )  = dp( ( f  -  .g)_,0).
f e s

Tada je N p i7-prostor u odnosu na metriku dp.
Svakom nizu u =  {cn} £ lp očito je na jednoznačan način pridružen /  £ N p tako 

da je

(6.10) f ( zn) = cn za svako n £ N i za svako /  £ / .

Stoga, je takvo pridruživanje T{u) =  / ,  u £ lp korektno defmisano preslikavanje sa lp na 
ZV7. Očigledno je T linearan operator. Napomenimo da smo pomoću (5.5) defmisali na 
prostoru lp metriku av. Dokazaćemo d a je  operator T  zatvoren. Neka je niz {u,,} £ lp 
takav da je crv(un, 0) —> 0 kada n —> oo i

(6.11) d.p(T(un), Ii) —> 0 kada n —> oo.

Dokažimo da je /г = 0, tj.

/?,(zfc) = 0 za svako k £ N i za svako Л £ h.

Stavimo T(un) = hn. Tada iz pretpostavke un — с^(ип) —> 0 kada n —> oo, slijedi 

hn{zk) = Ck(un) —» 0 za svako k £ N kada n —> oo.

Stavimo h(zk) = Ck i gn(z.) = /г„(2) — Л,(гг), a £ 79. Tada iz (6.10) slijedi

(6.12) 9n(z k) = cjfc(un) — za svako k £ N i za svako £ gn.

Otuda i iz (6.11) slijedi dp(ğn,Ö) —> 0, pa za dato e > 0 postoji ?г0 £ N tako da za 
svako n > n,0 postoji gn £ gn za koje je dp(gn, 0) < e/21/,p. Otuda i iz (6.12) na. osnovu 
nejednakosti (ii) leme 2.1 dobijamo

(i4«l)1/’iog(i + Mu»)-cJ|) = (l-ND̂ iogfi + keni)
< 2'<Чг(9п,0)
< e za svako A: £ N.



Puštajući da n —► oo i e —> 0, iz gornje nejednakosti slijedi c* = 0 za svako A: £ N. 
Time je doka.zano da je T  zatvoren linearan operator.

Na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku (vidj. [DS], str. 57) zaključujemo da je V' 
neprekidan operator.

Neka je un = {cfc(un)}^lj niz takav da je

Ck(un) =  0 za svako k ф n; cn(un) =  1.

Očito važi <Tp(un, 0) —> 0 kada n. —> oo. Otuda i zbog neprekidnosti operatora T 
dobijamo dp(hn, Ö) —> 0, gdje je hn = T(un). Odaberimo hn £ 1гп tako daje dp(hn, 0) -> 
0 ka,da n —> oo. Kako je hn £ Np i na. osnovu (6.10) hn(zk) = 0 za svako k ф n, na 
osnovu teoreme 1.5 (b), gl. 1, hn se može faktorisati kao

hn(z) = Bn(z)Fn(z), 2 £ D,

gdje je 7?n Blaschkeov proizvod defini san pomoću (6.4) i Fn £ N p. Osim toga, na 
osnovu teoreme 1.4, gl. 1, važi \F*{e'e)\ = |7г*(ег0)| skoro svuda na T. Zbog toga važi 
dP{Fn, 0) = d,p(Дп, 0). Kako je na osnovu (6.10) hn(zn) = 1 za svako n £ N, na osnovu 
nejednakosti (ii) leme 2.1 dobijamo

(! -  kn |)1/plog
1

\Bn{zn)\
<

<

(1 -  M ) 1/plog Л  . \hn(zn)\ \
V \ВпМ\)

( l - \ z n\ y 'p\og(] + \Fn(zn)\) 
2l '”dp(Fn, 0) 
г ^ ^ д ^ о О )
e za svako ?г > n.Q.

Time je (6.5) dokazano, a samim tim i naša teorema.

Označimo sa. lvz (1 < p < oo) skup svih strogo pozitivnih nizova {cn} za koje važi
OO

(6.13) ^ ( 1  -  |гп|2)| logcn|p < oo.
T i—  1

Označimo sa N p klasu svih funkcija holomorfnih na D, koje nemaju nula u D i za koju 
je ф(г) =^log f{z)  £ f f p. Pri tome uzimamo da je <̂>(0) realan broj. Očigledno važi 
ђ  C Fz i N p C N p.

Slijedeće tvrdjenje je 7Vp-a.nalogon teoreme 6.2.

Teorem a 6.4. Da bi niz {zn} C D bio univerzalni interpolacioni niz za par 
(N p,lp) u smislu da za bilo koji niz {cn} £ lp postoji funkcija f  £ N p iako da je 
log f ( z n) = log cn za svako n £ N, neophodno je i dovoljno da {zn} bude ravnomjerno 
razdvojen niz.

Dokaz. Uzmimo proizvoljan niz {cn} £ lpz. Ako stavimo bn = logc„ (arg(cn) = 0), 
tada na osnovu teoreme 6.2 postoji funkcija д £ IIp takva d a je  #(0) = 0 i <](zn) = bj
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za svako n G N. Ako definišemo f(z)  = ехр (g(z)), z G D, tada je f  £ N p i / ( г п) = c„ 
za svako n G N.

Za dokaz obratne tvrdnje uočimo da prostor /р može biti smatran realnim Вапа- 
chovim prostorom u odnosu na operacije sabiranja i množenja skalarom definisane na 
slijedeći način:

(i) zbir {cn} 4- {6„} je definisan kao niz {cn6n}.
(ii) Za realan broj Л, proizvod A{c„) se definiše kao niz {(сп)л).
(iii) Norma niza {cn} definiše se kao

\ ’/p

J

Na analogan način, N p može biti razmotren kao realan Banachov prostor u odnosu na 
operacije sabiranja i množenja skalarom definisane na slijedeći na.čin:

(i) ’ zbir f  + g je definisan kao funkcija čija je vrijednost u tački z £ D jednaka 
/(% (*)>  tj. ( /  + g){z) = f{z)g{z).

(ii) ’ Za realan broj A, proizvod A/  definiše se kao funkcija čija je vrijednost u tački 
z £ D jednaka (f ( z ))x, tj. (Af)(z)  = ( / ( z ) ) \  (A/)(0) > 0.

(iii) ’ Norma od /  definiše se kao

(
OO

E ( i - W 2) i 4
n = l

(6.15) li/ ll =  sup
0<г<1

I log / ( г е Ч р д
l/p

gdje je logaritam odredjen uslovom arg(/(0)) = 0.

Za dati niz {zn} C D označimo sa P skup svih funkcija /  G N p za koje je log f ( z n) = 
0 za svako n Ç N. P je očigledno zatvoren potprostor od N p. Stavimo

N p = N p/P  i f  = f  + P za /  € N p.

Tada je N p realan Banachov prostor sa normom ||/ || = inf/6j | | / | | .  Svakom nizu 
u -- (сп(гг)} = {cn} 6 lp jednoznačno je pridruženo /  G N p tako da je

lo g /(2n) =  logc7l za svako n G N i za svako /  G / .

Označimo to pridruživanje sa S, tj. /  = S'(u). Očito je operator Š  linearan. Na potpuno 
isti način ka.o u dokazu drugog dijela teoreme 6.3 možemo dokazati da je operator S 
zatvoren. Otuda opet na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku zaključujemo da je S 
neprekidan operator. Zbog toga i činjenice da su N p i lp realni Banachovi prostori 
slijedi da važi

(6.16) ll/ll < м'\\и\\

za neku pozitivnu konstantu М' i za neko /  G /  = Š(u).
Kako je log/  G / / p, iz subharmoničnosti funkcije v(z) = |lo g /(z ) |p na krugu D 

dob i jamo
Г 27Г /Л r\

v(reie) <  /  P (r ,0 - t )v* (e l0) — < - ------
, /n  ^ТГ i  -  r

^  rio
0 < r <
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odakle na, osnovu (6.15) neposredno slijedi

(6.17) (1 -  \z\2Y /p\\og f  (z)\ < M ”\

za konstantu M n = A^p. Neka je un = {c*(7/.n )}£!., pozitivan niz takav da je

Cfc(«„) = 1 ako je k ф n; c„(itn) = e.

Tada je na osnovu (6.14) ||un|| = (1 — |гп|2)1//р.
Neka je f n funkcija iz Š (un) za koju važi (6.16). Stavimo arg(19n(0)) = o„ i

(6.18)
* • « = “ ■> ı ^ ı -  - a

Tada je Fn € i važi | log F*(e'e)\ = | log /*(е,0)| skoro svuda na T. Stoga, na osnovu 
(6.16) i (6.17) dobija.mo

( l - | 2 n|2),/p|logjFn(zn)l < M n\\Fn\\
= M ”||/n||
<  м'мп( i -  |2n |2)1/p.

Uzimajući u obzir d a je  zbog (6.18)

I log Fn{zn)\ = I log /„ (zn)|/ 1Bn(2n)I = \ / \B n{zn)\, 

iz gornje nejednakosti dobijamo

\Bn{zn)\ > l /M 'M F

Dakle, niz {zn} je ravnomjerno razdvojen. Time je teorema u potpunosti dokazana.

Teorem a 6.5. Pretpostavimo da je {zn} C D ravnomjerno razdvojen niz i neka je 
f  £ N p funkcija za koju je log |/*| £ LP(T). Tada važi

OO

X X 1 -  W 2) (los + 1/(гп)|)р < +oo.
n=1

Osim toga, mi možemo odabrati, niz {zn} C D koji je ravnomjerno razdvojen i niz 
kompleksnih, brojeva. {cn} tako da važi

OO

У^( 1 — |zn|2) (log+ |c„|)P < -foo za, proizvoljno 0 < б < 1,
n=l

a da pri tome ne postoji funkcija, f  £ N r za koju bi. bilo f ( z n) — cn za svako n £ N.

Dokaz. Neka je /  £ N p funkcija za koju je log|/*| £ LP(T). Tada se na osnovu 
kanonske faktorizacione teoreme 1.5 (b), gl. 1 za klase N p, f  može prikazati kao

f{z) = B(z)S(z)F{z), 2 £ D,
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gdje je B (z ) Blaschkeov proizvod u odnosu na nule funkcije f ( z ), S (z ) singularana 
unutrašnja, a F(z) vanjska funkcija. Ako stavimo g{z) = S(z)F(z), lako se vidi da 
se funkcija log|<7(z)| može predstaviti u obliku Poisson-Slieltjesovog integrala, pa. na 
osnovu ([D2], str. 35, posljedica) slijedi da logg(z) pripada, klasi Hq za svako 7, 0 < 
7 < 1. Kako je na osnovu teoreme 1.4, gl. 1, \д*(е'°)\ = |/*(e*°)| skoro svuda na 7\  
to je log |<7*| € LP(T). Stoga, na osnovu kanonske faktorizacione teoreme 1.5 (d), gl. 
1 za klase H p, zakjučujemo da funkcija logg(z) pripada klasi Hp. Na osnovu teoreme 
([D2], str. 149, teorema 9.1) zaključujemo da važi

OO

X X 1 ~  к г |2)М°§.Фп)|Р < +°°,
71—  1

odakle slijedi
OO 00

£ ( i  -  I2«!2) 0°s+ 1/ ( г«)1)Р ^  £ u  -  1гп|2)| log£7(̂ гг)Г < + 00. 
n=l n.= l

Time je prvo tvrdjenje teoreme dokazano.
Za dokaz drugog tvrdjenja, uzmimo broj b takav da je 0 < b < 1 i stavimo z7l = 

1 — 6", cn = exp(l/bnlp). Tada niz {zn} zadovoljava uslov iz ([D2], str. 155, teorema 
9.2), pa na osnovu iste teoreme zaključujemo da je {zn} ravnomjerno razdvojen niz. 
Osim toga očigledno važi

(6.19) (1 — |гп|) (log+ |с,г|)Р = 1 za svako n e N.

Kako na osnovu teoreme 2.2 (i), gl. 2, za. svaku funkciju f  £ N p mora važiti

0  -  N ) (i°g+ \ f i z ) \ y  = °(i) kacla \z \ - » 1»

to zbog (6.19) zaključujemo da ne postoji funkcija /  G A"’ za koju važi f ( z n) = cn za 
svako n € N. Time je teorema dokazana.

143



LITERATURA
[A] R. Arens, Linear topological division algebras, Buli. Arner. Math. Soc. 53 (1947), 

623-630.

[B] A. Beurling, On. two probleme conccrning linear transformations in Hilbert space., 
Acta Math. 81 (1949), 239-255.

[C] L. Carleson, A n interpolalion problem for bounded analytic funetions, Amer. 
Math. 80 (1958), 921-930.

[Da] C. S. Da.vis, Ph.D. Thesis, University of Wisconsin-Madison (1972).

[DS] N. Dunford and Ј. T. Sr. hvvartz, Linear operatore, Pa.rt 1: General theory, Pure 
and Appl. Math. 7, Interscience, New York, 1958.

[Dl] P. L. Duren, Smoothn ess of funetions generated by Riesz producis, Pror. Arner. 
Math. Soc. 16 (1965), 1263-1268.

[D2] P. L. Duren, Tlıeory of Hr spaces, Acadernic Press, New York, 1970.

[DRS] P. L. Duren, B. W. Romberg, and A. L. Shields, Linear funclionals on Hp spaces 
with 0 < p < 1, J. Reine Angew. Math. 238 (1969), 32-60.

[El] C. M. EofF, Frechet envelopes of certain algebras of analytic funetions, Michigan 
Math. J. 35 (1988), 413-426.

[E2] C. M. EolF, A representation of N f  a,s a union of lueighted Hardy spaces, Com-
plex Variables Theory and Appl. 23 (1.993), 189-19,9.

fN'C -
[Gam] T. W. Garnelin, Uniform algebras, Prentice-Hall, Englewood ClifFs, NJ, 1969.

[Gar] J. B.Garnett, Bounded. analytic funetions, Acadernic Press, New York, 1981.

[GZ] V. I. Gavrilov and V. S. Zaharyan, Conformal invarian.ee a.nd the eharacteristic 
property of boundary valu.es of funetions of the class M, Dokl. A kad. Nauk 
Armyan. 93 (1992), no. 3, 105-109 (in Russian). r

[IIS] II. Helson a,nd G. Szegö, A problem in prediction theory, Ann. Mat. Pura Appl.
51 (1960), 107-138.

[H] K. HofFman, Banach spae.es of analytic funetions, Prentice-Hall, Englevvood 
ClifFs, NJ, 1962.

144



[I]

[Ka] V. Kabaila, Interpolalion sequenc.es for the IIP classes in the case p < 1, Litov. 
Mat. Sb. 3 (1963) no. 1, 141-147 (in Russian).

[KN] J. E. Kelley, I. Namioka et al., Linear lopologic.nl spaces, Princeton, 1963.

[Kl] II. 0 . Kim, On closed m.a.xima,l idc.nls of M , Proc. Japan Academy 62A (1986),
343-346.

[K2] ________, On an F-algcb ra of holornorphic functions, Can. J. Matlı. 40 (1988),
718-741.

[KO] II. O. Kim and J. S. Cima, Composilion operators on some. F-algebras of holo- 
morphic functions, Nihonkai Matlı. J. 7 (1996), no. 1, 29-39.

[Ko] P. Koosis Introdnıction to IIP spaces, London Matlı. Soc. Lecture Note Series 40, 
Cambridge University Press, Cambridge, 1980.

[Kot] C. Köthe, Topologic.nl ve.ctor spaces I, Springer-Verlag, Ileidelberg, 1969.

M  E. Landan, Darstellung und Bcgrundung einiger neurer Ergebnisse der Fvnk- 
liontheorie, Springer, Berlin, 1929.

[Le] C. D. Levšina, Ma.t. Zametki 52 (1992) no. 5, 68-77.

[M] R. Ma,rtin, On the ideal st.ruct.ure of l.hc Nevanlinnd elass, Proc. Amer. Matlı. 
Soc. 114 (1992), 135-143.

[Mel] .1. E. McCartlıy, Common ram.ge of co-analylic Toeplitz' operator s, ,1. Amer. 
Math. Soc. 3 (1990), 793-799.

[Mc2] ________, Topologies on the Sınirnov elass, J. Eunct. Anal. 104 (1992), 229 2-11.

[Mc3] ________, Cocfficient estim,ateş on lueighted Bergman spaces, Duke Matlı. J. 76
(1994), 751-760.

[Moc] N. Moclıizuki, Algebras of holornorphic functions betvıeen IIP and AL, Proc. 
Amer. Math. Soc. 105 (1989), 898-902.

[Mor] R„ Mortini, Zur Idealslruklu r von Unterringen der Neva.nl.inna-kla.sse /V, Sem. 
Math. Luxembourg 1 (1989), 81-91.

[MRj W. S. McVoy and L. A. R.ubel, Coherence of some rıngs of functions, J. Funct. 
Anal. 21 (1976), 76-87.

[N] Naftalevič, On interpolation by functions of bounded characteristic, Učen iye Za- 
piski, Vilinius, Gos. Univ. 5 (1956), 5-27 (in Russian).

J. Igusa, On a property of the clomain of regularity, Mem. Coll. Sci. University
of Kyoto, Ser. A, 27 (1952), 95-97.



[Ka] V. Kabaila, Interpolaiion seguences for the IP  classes in the ca.sc p < 1, Lilov. 
Mat. Sb. 3 (1963) no. 1, 141-147 ( in Russian).

[KN] J. E. Kelley, I. Namioka et al., Linear topological spaces, Princeton, 1963.

[Kl] II. 0 . Kim, On closed mazimal idcals of M , Proc. Japan Academy 62A (1986), 
343-346.

[K2] _______ , On an F -algebra of holornorplıic functions, Can. J. Matlı. 40 (1988),
718-741.

[KC] II. O. Kim and J. S. Choa, Composition operatore on some F-algebras of lıolo- 
morphic functions, Nihonkai Matlı. J. 7 (1996), no. 1, 29-39.

[Ko] P. Koosis Introduction to IP  spaces, London Matlı. Soc. Lecture Note Series 40, 
Cambridge University Press, Cambridge, 1980.

[Köt] G. Köthe, Topological vector spaces I, Springer-Verlag, Heidelberg, 1969.

[L] E. Landau, Üarslellung und Bcgrundung einiger neurer Ergebnissc der Funk- 
tiontheorie, Springer, Berlin, 1929.

[Le] G. D. Levšina, Mat. Zametki 52 (1992) no. 5, 68-77.

[M] R. Martin, On the ideal structure of the Nevanlinna class, Proc. Amer. Matlı. 
Soc. 114 (1992), 135-143.

[Mel] .1. E. McCarthy, Common range of co-analylic Toeplitz' operator s, J. Amer. 
Math. Soc. 3 (1990), 793-799.

[Mc2] _______ , Topologies on the Smirnov class, J. Furıct. Anal. 104 (1992), 229 211.

[Mc3] _______ , Coefficient. estimates on lueighted Bergman spaces, Duke Math. J. 76
(1994), 751-760.

[Moc] N. Moclıizuki, Algebras of holornorplıic functions betvıeen İP  and AL, Proc. 
Amer. Math. Soc. 105 (1989), 898-902.

[Mor] R. Mortini, Zur Idealslruktu r von Unterringen der Nevanlinna-klasse N, Sem. 
Math. Luxembourg 1 (1989), 81-91.

[MR] W. S. McVoy and L. A. Rubel, Coherence of some rinas of functions, J. Funct. 
Anal. 21 (1976), 76-87.

[N] Nafta, levič, On interpolation by functions of bounded characteristic, Učen iye Za
pi ski, Vilinius, Gos. Univ. 5 (1956), 5-27 (in Russian).

[I] J. IgUvSa, On a properi,у of t,he domain of regularity, Mem. Coll. Sci. IJniversii'y
of Kyoto, Ser. A, 27 (1952), 95-97.



[NY] J. Nagatomo and N. Yanagih ara, On the, Tliesz uniçueness theorem. for functions 
of nearly bounded characteristics, Math. Z. 124 (1972), 361-370.

[Pl] I. I. Privalov, Boundary properlies of analyiic functions, Moscovv Univeısity 
Press, Moscow, 1941 ( Russian).

[P2] ________, Boundary properlies of analytic functions, GITTL, Moscovv, 1950;
2nd ed. (Russian); German transi., VEB Deutscher Verlag, Berlin, 1956.

[Re] M. von Renteln, [dco,ls in the Nevanlinna class N , Mit,t. Math. Sem. Giessen 
123 (1977), 57-65.

[Ro] J. W. Roberts, The component of the origin in the Nevanlinna class, Illinois J. 
Math. 19 (1975), 553-559.

[RS1] J. W. Roberts and M. Stol 1, Prime and principal ideals in the algebra N +, Arch. 
Math. (Basel) 27 (1976), 387-393; Correction, ibid. 30 (1978), 672.

[RS2] J. W. Roberts and M. Stoll, Com.position operators on lr?+, Studia Math. 57 
(1976), 217-228.

[Rl] W. Rudin, Functional ana,lysis, McGra.w-IIill, New York, 1973.

[R2] ________, Function theory in polydisc, Benjamin, Nevv York, 1969.

[Sh] H. II. ShaefTer, Topological vector spaces, Springer-Verlag, New York-IIeidelberg- 
Berlin, 1971.

[S] F. A. Shamoyan, Description of closed ideals of the Nevanlinna-Dzfırbashyan 
algebras, and characterizaiion of ıveakly cyclic elements of the algebra N +, Izv. 
Akad. Nauk Armyan. SSR Ser. Mat. 23 (1988), no. 6, 575-587 (in Russian).

[Sİ] J. II. Shapiro, Rem,a,rks on F-spaces of analytic functions, Lecture Notes in 
Math. 604, 103-123, 1976.

[S2] _______ , Mackey topologies, reproducing kernels, a,nd diagonad mo,ps on llardy
and Bergm,an spaces, Duke Math. J. 43 (1976), 187-202.

[551] II. S. Shapiro and A. L. Shiclds, On some interpolation problems for analytic 
functions, Amer. J. Math. 83 (1961), 513-532.

[552] .1. II. Shapiro and A. L. Shields, Unusual topological properties of the Nevanlinna 
class, Amer. J. Math. 97 (1975), 915-936.

[Stl] M. Stoll, A characterization of F + П N, Proc. Amer. Math. Soc. 57 (1976), 
97-98.

[St2] ________, Mean groıuth and Taylor coejfîcients of som,e topological algebras of
analytic functions, Ann. Polon. Math. 35 (1977), 139-158.

ш  ПОДГОРИЦА 5

146



[Sz] G. Szegö, Beitrdge zur Theorie der Toepiitzschen Formen (Brste Miltcilung), 
Math. Z. 6 (1920), 167-202.

[W] A. Wilansky, Modern melhods in topological vector spaces, McGraw-Hill, Nevv 
York, 1978.

[Yİ] N. Yanagihara, On a class of funetions and their integrals, Proc. London Math. 
Soc. 25 (1972), 550-576.

[Y2] ________, Mean groıvth and Taylor coefficients of som.e classes of funetions,
Ann. Polon. Math. 30 (1974), 37-48.

[Y3] _______ , Multipliers and linear functionals for the class N +, Trans. Arner.
Math. Soc. 180 (1973), 449-461.

[Y4] ________, Bounded subsets of some spaces of holomorphic funetions, Scientific
Pa.pers of the College of General Education, University of Tokyo 23 (1973), 
19-28.

[Y5] , The containing Frechet space for the class N +, Duke Math. J. 40
(1973) , 93-103.

[Y6] ________, The second dual space for the space N +, Proc. Japan Acad. 49 (1973),
33-36.

İY7İ , Interpolation theorems for the class N +, Illinois Jour. Math. 18
(1974) , 427-435.

[Y8] ________, Generaiors and m,axima,l ideals гп some algebras of holomorphic fune
tions, Tohoku Math. J. 27 (1975), 31-47.

[Zl] A. I. Zayed, Topological vector spaces of analytic funetions, Complex Variables 
Theory and Appl. 2 (1983), 27-50.

[Z2] _______ , Recoverability of some classes of analytic funetions from their bound-
агу values, Proc. Arner. Math. Soc. 87 (1983), 493-498.

147



RADOVI AUTORA

[1] Romeo Meštrović, 0  nekim F-algebrama holomorfnih funkcija, Magistarski rad, 
Univerzitet Crne Gore (1996).

[2] Romeo Meštrović and Žarko Pavićević, Remarks on some classes of holomorphic 
functions, Math. Montisnigri 6 (1996), 27-37.

[3] Romeo Meštrović, A characterization of an subclass of Ihe Smirnov class, Matlı. 
Montisnigri 7 (1996), 29-34.

[4] Romeo Meštrović, Ideals in som.e rings of Nevanlinna-Smirnov type, Math. Mon
tisnigri 8 (1996), 127-135.

[5] Romeo Meštrović and Л. V. Subbotin, Multipliers a,nd linear functionals for tfie 
Privalov’s spaces of functions holomorphic in the disk, (in Russian), (rad prihvaćen 
za štampu u Dokl. Akad. Nauk Russian).

[6] Romeo Meštrović and Žarko Pavićević, The logarithmic analogne of Szegö’s theo- 
rem, Acta Sci. Math. 64 (1998), 97-102.

148



Summary

In this dissertation we investigate linear topological and functional properties of 
some F-algebras of holomorphic functions on the öpen unit disk D : \z\ < 1. These 
classes were introduced by I. I. Privalov in the first edition of [Pl]. Narnely, the class 
N p (1 < p < oo) (with the notation Aq in [Pl]) consists of those holomorphic func
tions f  on D for which (log+ \f(z)\)p has a harmonic majorant on D. İt is knovvn that 
the class N p with respect to the metric d.p defıned by M. Stoll in [St,2] becomes an 
F-algebra.

In Chapter 1 we give preliminary not.ations, definitions and results. We prove cer- 
tain inclusion relations among the va.rious classes. We also give a short proof of the 
canonical factorization theorem for the classes N p.

In Chapter 2 we first obtain the estimates for the mean growth and Taylor coef- 
ficients related to the functions from the classes N p. By using these estimates, we 
characterize multipliers from N p into the Hardy class Hq (0 < q < oo). As an ap- 
plication, we obtain a complete characterization of the space of ali continuous linear 
functionals on N p. Further, we prove that N p is not locally bounded, and also it is not 
locally convex.

İn Chapter 3 we define different topologies on the spaces N p. We first define the 
induetive limit topology that is equiva,lent with the initial d.p metric topology, and the 
usual locally convex induetive limit topology, which we shall cali the Ilelson topology 
and denote 7ip. It is proved that the topology Hp coincides with the induced on N p 
metric topology defined on the Frechet envelope F p of N p. Further, we prove the 
asymptotic versions of Szegös theorem and the Helson-Szegös theorem.

In Chapter 4 we investigate the ideal strueture of the algebras N p. We prove that 
N p is a ring of Nevanlinna-Smirnov type in the sense of Morfini [Mor]. As an appli- 
cation, we obtain the fact that the ring N p has the Corona Property, and that N p is 
a coherent, ring. We give also sufficient conditions for an ideal in N p, generated by a 
finite number of inner functions, to be equal to the whole algebra N p.

In Cha,pter 5 we prove the 7Vp-variant of Beurling’s theorem. Using a result of 
Mochizuki [Moc] we obtain a characterization of invariant subspaces of N p. Further- 
more, we give a characterization of weakly dense elosed ideals in N p. We prove the 
logarithmic analogue of Szegös theorem.

In Chapter 6 we investigate linear topological properties of the spaces M p (1 < p < 
oo) that generalizes the space M . The main result states that M p =  N p and that these 
spaces have the same topological strueture. Further, we characterize bounded subsets 
of N p. We also define the spaces lp of complex sequences as diserete versions of the 
spaces N p. We define the metric ap on lp, and we prove that lp is an F-space vvjth 
respect to this metric. The spaces lp are in connection with the interpolation problems 
in N p. Finally, we give three interpolation theorems related to the interpolation in N p.
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Sažetak

U ovoj disertaciji istražuju se linearno topološka i funkcionalna svojstva nekih i7-algebri 
holomorfnih funkcija na otvorenom jediničnom krugu D:\z\<\. Te klase je uveo I. I.
Privalov u prvom izdanju od [P1 ]. Naime, klasa N p(\< p < co) sa oznakom Aq u [P1 ] ) ,  

sastoji se od holomorfnih funkcija /  na D za koje (log+ |/ ( z )  |)p ima harmonijsku 
majorantu na D . Poznato je da klasa N p u odnosu na metriku dp koju je defmisao M. Stoll 
u [St2] obrazuje F-algebru.

U glavi 1 dajemo preliminarne oznake, definicije i rezultate. Dokazujemo neke relacije 
inkluzije među raznim klasama. Takođe, dajemo kratak dokaz kanonske faktorizacione 
teoreme za klase N p.

U glavi 2 prvo dobij amo ocjene za srednji rast i Taylor-ove koeficijente u odnosu na 
funkcije iz klasa N p. Koristeći te ocjene, karakterišemo množitelje iz N p u Hardy-jevu 
klasu #^(0 <q < o o ) . Kao primjenu, dobijamo potpunu karakterizaciju prostora svih
neprekidnih linearnih funkcionala na N p. Nadalje, dokazujemo da N p nije lokalno 
ograničen prostor, kao i da nije lokalno konveksan prostor.

U glavi 3 definišemo razne topologije na prostorima N p. Najprije definišemo 
induktivnu limes topologiju koja je ekvivalentna sa inicijalnom dp metričkom topologijom i 
uobičajenu lokalno konveksnu induktivnu limes topologiju, koju nazivamo Helson-ovom 
topologijom i označavamo sa H p. Dokazano je da se topologija H p podudara sa 
indukovanom na N p metričkom topologijom defmisanom na Frechet-ovoj obvojnici F p od
N p. Nadalje, dokazujemo asimptotske verzije Szego-ove teoreme i Helson-Szego-ove 
teoreme.

U glavi 4 istražujemo strukturu ideala algebri N p. Dokazujemo daje N p prsten 
Nevanlinna-Smimov-ljevog tipa u smislu Mortinija [Mor], Kao primjenu dobijamo činjenicu 
da prsten N p ima svojstvo korone i daje N p koherentan prsten. Takođe, dajemo dovoljne 
uslove da bi se neki ideal od N p, generisan pomoću konačno mnogo unutrašnjih funkcija, 
podudario sa cijelom algebrom N p.

U glavi 5 dokazujemo N p -varijante Beurling-ove teoreme. Koristeći Mochizuki-jev 
rezultat [Moc], dobijamo karakterizaciju invarijantnih podprostora od N p. Osim toga, dajemo 
kararakterizaciju slabo gustih zatvorenih ideala od N p. Dajemo logaritamski analogon 
Szego-ove teoreme.

U glavi 6 istražujemo linearno topološka svojstva prostora M p(l< p<  co) koji su 
generalizacija prostora M . Glavni rezultat tvrdi daje M p = N P i da ti prostori imaju istu 
topološku strukturu. Nadalje, karakterišemo ograničene podprostore od N p. Takođe, 
definišemo prostore l p kompleksnih nizova kao diskretne verzije prostora N p. Definišemo 
metriku <j p na lp i dokazujemo daje lp F-prostor u odnosu na tu metriku. Prostori l p su u
vezi sa interpolacionim problemima za N p. Konačno, dajemo interpolacione teoreme u 
odnosu na interpolaciju u N p.



In this dissertation we investigate linear topological and functional properties of some F- 
algebras of holomorphic functions on the öpen unit disk D :| z |< 1. These classes were
introduced by I. 1. Privalov in the first edition of [P1 ]. Namely, the class N p(\< p<  oo) 
(with the notation Aq in [P1 ]) consists of those holomorphic functions /  on D for which 
(log+ I f {z)  I)7, has a harmonic majorant on D . It is known that the class N p with respect to 
the metric d defıned by M. Stoll in [St2] becomes an F-algebra.

Tn Chapter 1 we give preliminary notations, defmitions and results. We prove certain 
inclusion relations among the various classes. We also give a short proof of the canonical 
factorization theorem for the classes N p.

In Chapter 2 we first obtain the estimates for the mean growth and Taylor coefficients 
related to the functions from the classes N r . Ву using these estimates, we characterize 
multipliers from N p into the Hardy class Н ч (0 < q <oo). As an application, we obtain a 
complete characterization of the space of ali continuous linear functionals on N p. Further, we 
prove that N p is not locally bounded, and also it is not locally convex.

In Chapter 3 we define different topologies on the spaces N p. We first define the 
inductive limit topology that is equivalent with the initial dr metric topology, and the usual 
locally convex inductive limit topology, which we shall cali the Helson topology and denote 
H p . It is proved that the topology H p coincides with the induced on N p metric topology 
defıned on the Frechet envelope F p of N p. Further, we prove the asymptotic versions of 
Szego's theorem and the Helson-Szego's theorem.

In Chapter 4 we investigate the ideal structure of the algebras N p. We prove that 
N p is a ring of Nevanlinna-Smirnov type in the sense of Mortini [Mor], As an application, 
we obtain the fact that the ring N p has the Corona Property, and that N p is a coherent ring. 
We give also sufficient conditions for an ideal in N p generated by a finite number of inner 
functions, to be equal to the whole algebra N p.

In Chapter 5 we prove the 7Vp-variant of Beurling's theorem. Using a result of 
Mochizuki [Moc], we obtain a characterization of invariant subspaces of N p. Furthermore, 
we give a characterization of weakly dense closed ideals in N p. We prove the logarithmic 
analogue of Szego's theorem.

In Chapter 6 we investigate linear topological properties of the spaces M p(\ < p < oo) 

that generalizes the space M . The main result States that M p = N P and that these spaces 
have the same topological structure. Further, we characterize bounded subsets of N p. We 
also define the spaces lp of complex sequences as discrete versions of the spaces N p. We 
define the metric c r o n  l p, and we prove that l p is an F-space with respect to this metric. 
The spaces lp are in connection with the interpolation problems in N p. Finally, we give three 
interpolation theorems related to the interpolation in N p.
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